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Resumo

Estudamos a existéncia de vortices BPS tipo Abrikosov-Nielsen-Olesen no contexto do Mo-
delo Padrao Estendido (MPE). Especialmente, analisamos o modelo de Maxwell-Higgs suple-
mentado por temos de violagao de Lorentz (VL) em ambos os setores. Os termos de VL no
setor de Higgs sao CPT-par, por outro lado, o setor de gauge inclui termos de VL CPT-par
e CPT-impar. Uma consequéncia importante do efeito dos coeficientes de VL do setor de
Higgs é a fracionalizagao do fluxo magnético. Além de outros efeitos, os coeficientes de VL
sao responsaveis por controlar a amplitude e a extensao espacial dos defeitos topoldgicos. O
primeiro modelo estudado inclui o termo CPT-impar de violagao de Lorentz, ou termo de
Carroll-Field-Jackiw no setor de gauge. As equagoes BPS, apds uma transformagao de escala
nas coordenadas e uma redefinicao apropriada dos campos, coincidem com as equagoes BPS
para o modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs. A diferenga aparece na lei de Gauss, a qual
contem um parametro dependendo dos coeficientes de VL do setor de Higgs. Quando este
parametro é fixado no valor 1, reproduzimos a lei de Gauss do modelo de MCSH. O segundo
modelo estudado contem o termo de violagao de Lorentz CPT-par no setor eletromagnético.
Este termo prové uma nova classe de vértices topolégicos. Neste caso os coeficientes de paridade
impar acoplam os setores elétrico e magnético ainda no regime estacionario. Com o potencial
BPS apropriado o modelo fornece vortices BPS eletricamente carregados. Estas novas solucoes
para vortices BPS também suportam inversao de campo elétrico e reversao do fluxo magnético

localizada.

Palavras chave: Defeitos topoldgicos, teorias de campo com violacao da simetria de Lorentz.



Abstract

We study the existence of Abrikosov-Nielsen-Olesen-like BPS vortices in the context of the
Standard Model Extension (SME). Specifically, we analyze the Maxwell-Higgs model supple-
mented by Lorentz-violating (LV) terms in both sectors. The LV terms of the Higgs sector are
CPT-even, on the other hand, the gauge sector includes CPT-even and CPT-odd LV terms.
One important consequence is the effect of the LV coefficients of the Higgs sector on the mag-
netic flux, it now is fractional. Among other effects, the LV coefficients are accounted by the
control of the amplitude and the spatial extension of the topological defects. The first model
analyzed includes a Lorentz-violating CPT-odd or Carroll-Field-Jackiw term in the gauge sec-
tor. The BPS equations under appropriated coordinate rescaling and field redefinition are the
ones of the Maxwell-Chern-Simons-Higgs (MCSH) model. However, the difference appears in
Gauss’s law which contains a parameter dependent on LV coefficients of the Higgs sector. Such
parameter when fixed to be 1 reproduces the Gauss law of the MCSH model. The second model
studied contains the LV CPT-even term in the electromagnetic sector. It provides a new class
of BPS vortices. Here the parity-odd coefficients couple the magnetic and electric sectors yet in
stationary regimen. Then, with the appropriate BPS potential the model engenders electrically
charged BPS vértices. This new BPS vortex solutions also supports electric field inversion and

localized magnetic flux reversion.

Keywords: Topological defects, Lorentz-violating field theories.
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Introducao

A primeira observacao de um séliton foi realizada por J. Scott Russell em agosto de 1834
na Escocia, quando constatou que ondas produzidas por um barco na superficie de um canal,
viajaram por aproximadamente trés quilometros mantendo sua velocidade e conservando a sua
forma. Posteriormente, no ano de 1844, ele denominaria este fenomeno de ondas de translagao
[1]. Primeiramente, o trabalho de Russell nao foi bem aceito pela comunidade cientifica da
época, devido a que este parecia em desacordo com a teoria para a hidrodinamica de Bernoulli.
O suporte tedrico para explicar as experiéncias de Russell somente veio anos depois com o
trabalho de Korteweg e de Vries no ano de 1895 [2], no qual, por meio de uma equagao conhecida
como equacao KdV, incorporaram termos nao lineares e efeitos dispersivos para a propagagao de
ondas em superficies de liquidos com pouca profundidade. Neste modelo os efeitos da dispersao
sao balancados pela nao linearidade. O termo séliton caracteriza ondas nao dispersivas que
preservam sua forma durante a propagacao e apods colisoes. A partir destas caracteristicas
poderia se pensar em soélitons como a estrutura matematica ideal para a descricao de particulas.

Como sabemos, as particulas elementares sao descritas pela Teoria Quantica de Campos
(TQC) e sao fruto de pequenas excitagoes elementares de um campo quantizado. A TQC é uma
teoria muito bem estabelecida que a décadas fornece resultados extremamente satisfatorios no
que se refere as interagoes entre particulas. Notamos que em nenhum momento se fez necesséaria
a inclusao do conceito do séliton para o desenvolvimento da TQC, nao entanto, as dificuldades
encontradas na descricao perturbativa em determinados fenomenos de particulas, especialmente
no dominio da interagao forte, levou muitos fisicos de particulas a reconsiderar, desde uma nova
perspectiva, as consequéncias da nao linearidade nas equagoes de movimento. Neste contexto,
as solucgoes tipo-solitons foram redescobertas na década de 70’. Estas solugoes tipo-particula
nao substituem as particulas elementares tradicionais, mas contribuem na descri¢ao teérica em
virtude da sua natureza nao linear. Mas, de que forma estas solugoes tipo-particulas, advindas
de equacgoes de campos classicos, poderiam ser incluidas no contexto das interacoes elementares,
conhecendo-se a natureza quantica do universo sub-microscopico? A quantizacao dos sélitons,
aparece naturalmente em alguns tipos particulares de solugoes, onde a configuracao do campo
ao redor do séliton, apresenta propriedades topoldgicas nao triviais. Portanto, o argumento que
leva a quantizagao dos sélitons sao de natureza diferente ao conceito de quantizagao empregado
na descricao das particulas elementares. Em muitos casos o carater topolégico do campo é dado

por um unico nimero inteiro, n, chamado de carga topoldgica [3]. A particula bésica descrita



por n = 1 é a configuracao de minima energia e é portanto uma solugao estavel. A densidade
de energia é bem comportada e concentrada em uma regiao finita do espaco, como veremos no
decorrer deste trabalho. Dita configuracao de campo é chamada de séliton topoldgico.

Em um sentido estritamente matematico, um defeito é uma solucao com energia finita de
uma equacao diferencial nao linear. Por outro lado, fisicamente, podemos dizer que um defeito
topoldgico é a regiao de transicao entre as fases distintas de um sistema, ou a regiao em que o
sistema muda suas caracteristicas.

Considerando sistemas unidimensionais, surgem os seguintes defeitos topolégicos: ondas
solitdrias, kinks e sélitons de sine-Gordon [4]. A estabilidade do kink se deve a que este conecta
dois valores de vacuo diferentes e é impossivel realizar uma deformacao continua ou deformacao
homotdpica na solucao do kink para um unico valor de vacuo, sem violar a condi¢cao essencial
de termos energia finita. Se o campo cldssico ¢ (r), nao pode ser deformado continuamente
para o vacuo classico, dizemos que o campo ¢ (z) pertence ao setor topoldgico diferente ao
setor do vécuo.

No caso de modelos bidimensionais, consideramos igualmente argumentos topolégicos para a
existéncia de solugoes estaveis tipo-sélitons. A situag@o mais elementar ocorre quando o estado
de vacuo do sistema é caracterizado pelo campo complexo ¢, ndo nulo e com médulo |¢| = ¢,.
Esta equagao, admite uma infinita variedade de solugoes na forma ¢ = e?¢,, obtendo assim
um continuo de vacuos degenerados formando um circulo. Novamente, estamos frente a uma
topologia nao trivial, o que faz impossivel deformar a configuracao do campo em um estado de
vacuo global, sem superar uma barreira de energia finita. O conjunto de todas as configuragoes
de campo com energia finita é dividido em setores topologicos nao equivalentes, onde cada setor
terd um valor diferente para n, o qual, para este caso, representa a vorticidade da solucao.

Sélitons em duas dimensoes, sao realizados na fisica da matéria condensada, especificamente
na teoria da supercondutividade. Dentro da teoria da supercondutividade, o fendomeno conhe-
cido como efeito Meissner [5], proibe a entrada de campo magnético de baixa intensidade dentro
do supercondutor. Podemos dizer que o supercondutor blinda o campo magnético externo. Ex-
perimentalmente, verifica-se que, quando a intensidade do campo magnético é aumentada, a
supercondutividade é quebrada. A partir deste mecanismo os supercondutores sao divididos
em dois tipos. Nos supercondutores tipo-I, a supercondutividade é quebrada via uma transicao
de fase de primeira ordem, quando a intensidade do campo externo ultrapassa o valor critico
Hs. Por outro lado, a supercondutividade tipo-II é caracterizada pela formacao de vortices
magnéticos quando um campo magnético externo, com valor acima de H¢q, é aplicado. Pode
ser verificado, que a medida que aumenta o campo magnético externo, aumenta a densidade
de vértices no supercondutor. Para um valor acima de um campo critico Heas, a supercondu-
tividade é destruida completamente. Esta classificagao, foi proposta inicialmente no trabalho
de Ginzburg-Landau (GL) [6], onde construiram uma teoria efetiva para a supercondutividade,
com interacao entre o campo escalar e complexo ¢ e o campo de gauge A, correspondendo ao

grupo U (1). Vale aqui ressaltar que a teoria de GL foi incorporada por uma teoria mais geral



para a descrigao da supercondutividade, denominada de teoria BCS [7]. Estudando o modelo de
GL, Abrikosov descobriu que a funcao energia de GL carregava sélitons topoldgicos [8], sendo
estes, vortices de gauge com fluxo magnético quantizado.

Posteriormente, no contexto das teorias de campos, Nielsen e Olesen [9], fazendo uma analo-
gia com as linhas de vortices em supercondutores tipo-II, partiram de uma lagrangiana onde os
campos de Maxwell e de Higgs abelianos sao acoplados minimamente, construindo assim, uma
teoria de campos para cordas duais. No limite de baixas energias, é recuperada a expressao
para a fungao energia de GL.

No estudo de vortices abelianos, pode ser construido um modelo no qual o campo de gauge
seja governado pelo termo de Chern-Simons, substituindo o termo de Maxwell na lagrangi-
ana [10]. A dindmica do campo de gauge neste caso, serd dada pelo acoplamento existente
com o campo de matéria de Higgs. Generalizando, também sao encontrados voértices de fluxo
magnético quantizado no modelo abeliano de Maxwell-Chern-Simons-Higgs.

Nas ultimas duas décadas, dentro do contexto das teorias de cordas, surgiram teorias nas
quais, a invariancia de Lorentz poderia ter sido quebrada na escala de energia de Planck [11]-
[16], nos primérdios do Universo. Teorias além do Modelo Padrao (MP), sao enquadradas no
contexto do Modelo Padrao Estendido (MPE) [17]-[19], o qual incorpora os termos de violagao
de Lorentz (VL), gerados como valores esperados nao nulos de tensores de Lorentz em todos os
setores de interacao do MP. Diversas teorias fisicas tém sido estudadas dentro do contexto de
violagao de simetria da Lorentz, especificamente, dentro do setor fermionico [20]-[21] e do setor
fotonico [22]-[25].

Recentemente, foram estudados vértices BPS (Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfeld) dentro do
contexto de teorias com VL [26, 27]. No primeiro destes dois trabalhos, sdo estudadas solugoes
de vértices descarregados, no modelo de Maxwell-Higgs modificado pelos termos de VL e CPT-
par, no setor de gauge abeliano e no setor de Higgs. Ja o trabalho seguinte, trata de solugoes de
vortices carregados no modelo de Maxwell-Higgs, onde os termos de VL com paridade fmpar,
sao os responsaveis pelo aparecimento de vortices carregados, na auséncia de um termo tipo
Chern-Simons.

Comecamos esta dissertacao, com uma revisao de defeitos topoldgicos, tratando especi-
ficamente o caso de vortices abelianos. Primeiramente, serao apresentados um conjunto de
conceitos preliminares em relagao ao estudo de vértices, tais como, quebra espontanea de sime-
tria e equacoes de Bogomol'nyi. Aplicaremos estes conceitos ao caso de um defeito topoldgico
unidimensional, denominado de kink. Nos dois capitulos seguintes, sao estudadas solucoes de
vortices BPS em modelos abelianos, especificamente, nos modelos de Maxwell-Higgs e Maxwell-
Chern-Simons-Higgs.

A segunda parte do trabalho apresenta contribuigoes originais, onde sao estudados dois
modelos, com solugoes tipo-vértices BPS em teorias abelianas, com violagao da simetria de
Lorentz. O primeiro destes, consiste no estudo de vortices no modelo de Maxwell-Higgs, provido

de termos de VL nos setores de gauge e de Higgs. O termo de VL no setor de gauge ¢ o



termo CPT-impar, conhecido como termo de Carroll-Field-Jackiw, por outro lado, no setor
de Higgs, a VL se deve a introducao de um termo CPT-par. Como resultado principal, a
introducao de um termo de VL no setor de Higgs, leva a obtermos solugoes de vértices com fluxo
magnético quantizado e fracionalizado. Por dltimo, estenderemos o trabalho [26], para o caso
de vortices eletricamente carregados, onde novamente obteremos fluxo magnético quantizado e
fraciondrio, devido ao termo de quebra da simetria de Lorentz no setor de Higgs. Em todos
os casos analisados se verifica que o tamanho e as propriedades dos vértices sao controladas
pelos coeficientes da quebra de Lorentz. Por 1ltimo, apresentamos as nossas conclusoes e

perspectivas.



Parte 1

Revisao de defeitos topolégicos:

Vortices abelianos



Capitulo 1

Conceitos preliminares

1.1 Quebra espontanea de simetria

Considerando uma densidade de lagrangiana descrevendo n campos escalares reais ¢ = (¢, ..., ¢,,)
no espago-tempo de Minkowski. Supondo o potencial U (¢) com um valor minimo Uy, = 0,
e denotamos por v o subespaco de R™ onde U alcanca o seu minimo, e o chamamos de su-
bespaco de vacuo da teoria. Se os campos adquirem um valor constante no espaco e no tempo
neste subespaco, denominamos esta configuracao de configuragao de vacuo, ou simplesmente,
vacuo. Neste caso, teremos uma solucao estavel para o campo e a sua energia total sera nula.
Para melhor visualizagao do fenomeno da quebra espontanea de simetria abordamos o seguinte
exemplo [28]:

Uma conta de massa m desliza ao longo de uma haste cilindrica lisa ligada a uma mola com
constante de forga k e comprimento natural [, conforme a figura 1.1. Para descrever o sistema

definimos a coordenada generalizada como sendo o deslocamento horizontal z, e escrevemos a

1722

—
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Figura 1.1: Conta de massa m sobre trilho pressa a uma mola de comprimento [ e constante k.



lagrangiana da seguinte maneira:

2
L= %3‘52 - g (\/a2 e F) . (1.1)

As posicoes de equilibrio satisfazem dU/dx = 0, cujas solugdes sdo © = 0 e . = +/[? — a? (se
[ > a). A estabilidade ¢ determinada estudando o sinal de d*U/dz?* nos pontos de equilibrio.

Visivelmente teremos duas situacoes.

™

Figura 1.2: Potencial ¢* com um minimo na origem.

No caso em que a > [, somente x = 0 é ponto de equilibrio, o qual é estavel, pois

(£2) —i(1-1)-0 0

e a frequéncia para pequenas oscilagoes em torno de z = 0 é dada por

v %(1—1) (1.3)

Para o caso em que a < [, hé trés posicoes de equilibrio, sendo estas: x = 0 ou z =
++v1? —a?. O ponto x = 0 agora é ponto de equilibrio instével porque U” (0) < 0. Por outro
lado, as posicoes x = £+v/1? — a? sao de equilibrio estavel porque,

2 2
v —k(1-2) >0, (1.4)
da? ) o jr—g 2

sendo a frequéncia agora dada por
k a?

Note que a lagrangiana (1.1) é invariante sob a transformacao x — —z. Se a > [ a solugao de

minima energia é x = 0, com esta unica configuracao de equilibrio estavel exibindo a mesma
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Figura 1.3: Potencial ¢* com dois minimos.

propriedade de invariancia que a lagrangiana. No entanto, para a < [ a posicao z = 0 nao é
mais a de menor energia e torna-se instavel. Temos aqui uma degenerescéncia dos estados de
mais baixa energia (SL‘ = +vI2 — a2) e a simetria é quebrada, pois a transformacao r — —x leva
um estado de equilibrio estavel no outro. A instabilidade em z = 0 quando a decresce e passa
pelo valor critico a = [ é andloga a uma transicao de fase de segunda ordem em mecanica es-
tatistica, com o parametro a desempenhando o papel da temperatura. Surpreende ver como um
modelo mecanico tao simples encerra todas as caracteristicas essenciais do fenomeno da quebra
espontanea de simetria, uma das idéias centrais da moderna fisica das particulas elementares e

ingrediente fundamental do modelo unificado da interacao eletrofraca.

1.2 Equacoes de Bogomol’nyi

Uma descoberta chave que tem auxiliado no estudo de sélitons topoldgicos em muitas
teorias de campos é aquela em que as equacoes diferenciais parciais dos campos podem ser
reduzidas de segunda para primeira ordem. Esta descoberta surge do trabalho seminal de
Bogomol'nyi [29]. Geralmente, as equagoes de primeira ordem sao chamadas de equagoes de
Bogomol'nyi. Estas equagoes nunca envolvem derivadas temporais e suas solugoes sao portanto
estaticas. Bogomol'nyi mostrou que neste tipo especial de teorias de campos a energia é limitada
inferiormente por um multiplo do médulo da carga topoldgica n, com igualdade quando os
campos satisfazem as equagoes de Bogomol’'nyi. Portanto, solucoes das equagoes de Bogomol'nyi
com uma certa carga terao todas a mesma energia, e devido ao fato do campo minimizar a
energia, elas serao solugoes estaveis. Estas equacoes automaticamente satisfazem as equagcoes
de segunda ordem de Fuler-Lagrange, sendo as de primeira ordem bem mais faceis de serem
resolvidas.

Temos no caso unidimensional, que os Kinks sao solugoes de uma equagao de Bogomol'nyi.

A reducao das equagoes de Ginzburg-Landau para vortices de campo de gauge em um par de



equacgoes acopladas de Bogomol'nyi ocorre para o valor critico do acoplamento que separa os
regimes Tipo-I e Tipo-II nos supercondutores. Monopdlos magnéticos satisfazem as equagoes
de Bogomol'nyi se o campo de Higgs for nao-massivo e instantons satisfazem as equacgoes de
Yang-Mills autoduais, que é uma equacao tipo-Bogomol’nyi num espago (1+3)-dimensional [3].

Como ja foi dito, o mais elementar dos sélitons topologicos ocorre em uma dimensao espa-
cial envolvendo somente um campo escalar real, sendo este modelo representado pela seguinte

densidade de lagrangiana:
1
L=50u0)-U(9), (1.6)

onde U (¢) é uma funcdo real e positiva de ¢. A equagdo de movimento para o campo escalar

é uma equacao de onda nao linear, dada pela expressao

0,0"% + % = 0. (1.7)

Assumindo que o minimo de potencial seja Uy, = 0, a energia estaciondaria sera dada por

o /_oo (%w LU ((;5)) dz. (1.8)

oo

Simbolizamos com v o vacuo da teoria e este serda alcancado pelos campos v = ¢, quando
by = éo =0, e U(¢dy) = Unmin- A existéncia de sdlitons topolégicos depende da existéncia
de multiplos vacuos, de modo que v contenha mais de um componente. Uma configuracao
de campo com energia finita é classificada como topoldgica por um elemento (¢,, 10) +) quando
¢, = lim, 100 @ (). As solugbes que conectam vacuos diferentes, ou seja, ¢, # ¢_, sdo
geralmente chamadas de kinks.

Podemos reescrever a equagao (1.8) em termos quadraticos como

E:/_de [é (¢'¢¢W>21¢W¢/]. (1.9)

Com o intuito de minimizar a energia, zeramos o termo quadratico na expressao anterior, de

¢ = /20 (¢). (1.10)

Assim, as solugbes de minima energia satisfazem a equagao diferencial de primeira ordem (1.10),

modo que impomos

€ a energia passa a Sser escrita como

Ez‘/deJWd

. (1.11)

b4
; V22U (¢)de

2
Sendo U (¢) > 0, podemos introduzir o superpotencial U (¢) = % (%) , e posteriormente
integramos o termo a direita na equagao (1.11) obtendo assim o limite inferior para a energia
na forma

E>|W(o,) =W ()] (1.12)
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Este tipo de limite inferior para a energia, onde esta é limitada somente em func¢ao de parametros
topoldgicos é conhecido como limite de Bogomol’'nyi. De fato para termos igualdade no limite
de Bogomol'nyi, os campos devem ser estaticos (gb = 0), e desta forma satisfazer a equagao de
Bogomol'nyi de primeira ordem (1.10), onde as solugoes com o sinal positivo sdo chamadas de
kinks, e aquelas com sinal negativo sao chamadas de antikinks. As duas contribuicoes para a
energia produzem um efeito de balanceamento, e para o caso do equilibrio o teorema do virial

sera satisfeito resultando na igualdade das duas contribuigoes

/_OO %d)'? = /_OO U(¢) du. (1.13)

[e.9] (e 9]

As solugoes da equagao (1.10) sdo minimos globais da energia para uma certa classe topoldgica
dos campos, portanto, serao pontos criticos da funcao energia e automaticamente satisfazem
as equagoes de segunda ordem para os campos (1.7). Isto é confirmado diferenciando explici-

tamente (1.10),
g_a L AU, U

S V20 de dg

Observamos também que a partir de uma solugao estatica para o campo ¢ (z), a solugao ¢ (x, t)

(1.14)

correspondente pode ser obtida aplicando um “boost” de Lorentz na forma x — v (x — vt)
com vy = 1/v/1 —v2.
1.3 Defeitos topolégicos tipo kink num modelo ¢*

Nesta secao, vamos discutir um modelo simples para kinks, onde somente teremos dois
estados de véacuo diferentes. Para obter dois valores de vacuo o potencial requer termos de

ordem quatro nos campos, resultando na seguinte densidade de lagrangiana para o modelo
1 2
L= (0,0)° — X (a® — ¢*), (1.15)
da qual surge a equagao de movimento correspondente
0,0"¢ — 4\ (a® — ¢°) ¢ = 0. (1.16)

A energia de Bogomol’'nyi segundo (1.11) sera dada por

¢+ ¢+
E> V2X (a? — ¢%) do| = ‘\/ﬁ {a% - %¢3] - §a3\/ﬁ In|, (1.17)
¢ o
sendo b — o | e
n = —+2a — = %/ ¢'de, (1.18)

onde ¢, sao os valores do campo para z = £oo. Os possiveis valores para a carga topoldgica

saon € {0,1, —1}. Para o caso em que n = 0, significa que o campo conecta um tinico vicuo e o

10



= Kink
== antikink
=== Densidade de energia

Y emm o e s o o

Figura 1.4: As solugdes kink, antikink, e a densidade de energia BPS para A = 1/2,a = 1,29 = 0.

defeito formado é dito nao-topolégico. Por outro lado a solucao de minima energia com n = 1,
corresponde ao kink, onde o campo conecta dois estados de vacuo diferentes v_ e v, a medida

que z aumenta de —oo para +oo. Substituindo ¢ — —¢ na solucao para o kink obtemos o

antikink com carga topologica n = —1. Neste caso, se n = 1, obtemos
4 3
E > 3¢ V2, (1.19)
onde a igualdade é satisfeita para a condi¢ao (1.10), resultando na seguinte equagao de Bogo-

mol’'nyi

¢ =V2X(a® - ¢7). (1.20)
Integrando esta equagao obtemos a solucao do campo
¢ (x) = £atanh [\/ 2Xa (z — xo)} , (1.21)

onde 5 é uma constante de integragao. O sinal (4) corresponde a solugao chamada de kink
e o sinal (-) é a solugao para o antikink (vide Fig. 1.4). Ambas solugoes possuem a mesma

densidade de energia BPS dada por
e = 2)\a*sech? [\/ 2Xa (x — x0)| - (1.22)

A partir das duas uiltimas equacoes vemos que no ponto x = xy o valor do campo serd nulo,
isto é, ¢ (x9) = 0 e o valor para a energia serd maximo com valor ¢ = 2Am?*. Portanto, o
ponto o pode ser considerado a posicao do defeito topoldgico, sendo este um parametro livre,

correspondendo a invariancia translacional da lagrangiana.
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Capitulo 2

Voértices no modelo de Maxwell-Higgs

O artigo publicado por H.B. Nielsen e P. Olesen no ano de 1973 [9] foi o pioneiro na descri¢ao
de vértices via uma teoria de campos. Eles queriam construir uma teoria de campos para
cordas duais e com este propoésito trabalharam com um campo de gauge abeliano acoplado a
um campo escalar carregado. Este modelo foi utilizado por Higgs para ilustrar o mecanismo
de geracao da massa através do processo conhecido como Mecanismo de Higgs.

O modelo abeliano de Maxwell-Higgs é descrito pela seguinte densidade lagrangiana

1
L= —JFuP" + Do = U (19]). (21)

onde definimos, aqui e para o restante deste trabalho, a derivada covariante como sendo
D, =0, —1ieA,, (2.2)

o parametro e representa a constante de acoplamento entre os campos de gauge e de Higgs.

Definimos também o tensor do campo eletromagnético,
F., =0,A, —0,A,. (2.3)

Por ultimo, U (|¢|) é um potencial tipo de |qb|4 que proveé as solucoes tipo vértices BPS.

A equacao de Euler-Lagrange para o campo de calibre,

oL oL
8”8(81,14#) A, 0 (24)

fornece a seguinte equagao de movimento
O, F"F =eJ", (2.5)
com a seguinte expressao para a corrente, J*,

Jy=i[¢(Dud)" — ¢* Do) = i (90" ¢* — ¢*0"¢) — 2e A" | (2.6)
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A respectiva equacao de Euler-Lagrange para o campo de Higgs,

5 0L oL
90,07 04"

—0, (2.7)

proporciona a equacgao de movimento para o campo escalar complexo

ou

H _— =
D D“¢+8¢*

0. (2.8)

Das equagoes de Maxwell (2.5), expressas no regime estacionério, obtemos a lei de Gauss
V2Ay = 2624y |6, (2.9)
e a lei de Ampere
€i10; By, + ied* 0ip — iegd;d” + 262 A; o> = 0, (2.10)

respectivamente.

A equagao estaciondria para o campo escalar complexo é obtida a partir da Eq. (2.8),

ou

V2 —i2eA;0;6 — * (A;) ¢+ €* (Ag)? ¢ — e

0. (2.11)
A lei de Gauss (2.9) é satisfeita trivialmente pela condic¢do de calibre Ay = 0 (gauge ou calibre
temporal), isso implica na obtengao de solugoes tipo vértices sem carga elétrica.

2.1 Ansatz dos vortices

As solucoes tipo vortices, de interesse, possuem simetria rotacional por tanto utilizamos o

ansatz padrao em coordenadas polares (r,0),

p=uvg(r)e™ , Ag=-——"—, (2.12)

sendo similar ao proposto por Abrikosov na obtencao de vértices em supercondutores de alta
temperatura critica T, [8].
As fungbes a (r) e g (r) sao regulares na origem e no infinito e satisfazem as seguintes

condicoes de contorno

(2.13)

O numero inteiro n, chamado de vorticidade, ou em lingua inglesa de winding number, engloba

o carater topologico do campo devido a que a carga topoldgica é sempre proporcional a n. O
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carater inteiro do ntimero n estd ligado a termos um campo de Higgs univocamente definido no
plano complexo,

¢ (r,0) = o¢(r,2mn)
1 = ™ (2.14)

Y

a segunda equacao somente é satisfeita se os valores de n sao os inteiros positivos ou negativos.
No ansatz (2.12) o gauge de Coulomb, 9;A; = 0, é satisfeito automaticamente e o campo

magnético expresso por

a/

B(r)=——, 2.15
() =-= (2.15)
onde o apdstrofe (") simboliza a derivada em relagao a variavel r.

Considerando os ansatz (2.12) e as expressoes que transformam um vetor e o operador

derivada, de coordenadas cartesianas para polares, respectivamente escritos como,

A = A,cosf — Apsinb , Ay = A, sinf + Ay cos,
(2.16)
sin ) cosf
01 = cosfo, — Op , Oy = sin 00, + ——0p,
r
podemos reescrever a lei de Ampere (2.10) e equagao do campo de Higgs (2.11), da seguinte
forma )
B +2e?% =, (2.17)
r

g +=—-———-— U(g) =0. (2.18)

2.2 Obtencao do potencial BPS

Na lagrangiana (2.1) que define nossa teoria o potencial U (|¢|) ainda nao foi especificado.
Mostraremos aqui o procedimento para calcular explicitamente a forma do potencial que con-
duz a obtencao de solugoes tipo vortices no modelo de Maxwell-Higgs. Este procedimento
pode ser estendido a outros modelos similares com pequenas mudancas no procedimento aqui
estabelecido.

Em teorias de calibre abelianas, envolvendo o campo de Higgs, uma das equacoes BPS que

sempre aparece ¢ a seguinte condicao de auto-dualidade,
Di¢p=Dip+1Dy¢p =0, (2.19)

os sinais sdo usados da seguinte maneira: (4) paran > 0 e (—) para n < 0.

A idéia basica para obter o potencial BPS é assumir que a condicao de dualidade acima seja
satisfeita e a expressamos em coordenadas polares usando o ansatz (2.12) e as transformagoes
(2.16). Desse modo obtemos

g =e—, (2.20)
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com € = +.
O seguinte passo é usar a equacao de autodualidade na equacao de movimento do campo de
Higgs e estabelecer uma equacao diferencial para o potencial. Com esse propdsito, derivamos

a equacao (2.20) e obtemos
g =e-d 4t (2.21)
T r

que ainda pode ser reescrita usando (2.20), assim temos

/ 2
g _29_.29 (2.22)
Se comparamos as expressoes (2.18) e (2.22) conseguimos obter a seguinte equagdo para o

potencial.

— —U(g) = e—=. (2.23)

O terceiro passo do nosso algoritmo, consiste em utilizarmos a condicao de auto-dualidade
(2.20) para ver se é possivel integrar a lei de Ampere. Para este caso, a equacao (2.17) resulta

expressa co1mo
B’ +eev* () =0, (2.24)

e podemos realizar a integracao em r, resultando na seguinte expressao
B + eev?g® = O, (2.25)

onde '] é uma constante de integracao a ser determinada. Reescrevemos equagcao acima usando
a equacao (2.15) para o campo magnético e temos a equagao

a/
— =ee®v?g* — eCy, (2.26)
r

que resultara ser, apds a escolha de (', a segunda equagao BPS do modelo.

Agora, introduzimos a equacgao (2.26) na expressao (2.23) para obter uma equacao diferen-

cial para o potencial como uma fungao explicita do campo g:

1 d

2_v2d_gU (9) = e*v?g® — eeCyyg, (2.27)
cuja integragao é
U():162v4 € _ 2—1(0)2+21}2C’ (2.28)
) ev? g V! 2 '

com C5 outra constante de integracao. Escolhemos as constantes de integracao de maneira tal

que, o potencial seja positivo e o valor de g no estado de vacuo seja igual a 1, assim obtemos

1(Cy)”
C = eev? | Cy = Z( Ulg) . (2.29)
Com esses valores obtemos a expressao para o potencial BPS
1
Ulg) = se*' (1-¢?)°, (2.30)

2
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ou, expresso em termos do campo de Higgs resulta no bem conhecido potencial

U(16l) = 5¢* (% — Io?) (2.31)

o qual possui infinitos vdcuos formando um circulo de raio |¢| = v.
Uma vez que a constante C foi fixada, a equagao (2.26) resulta ser

a/

—— — B = cev? (1 — g2) . (2’32)

er
Na seguinte se¢ao, veremos que as equagoes (2.20) e (2.32), sao as equagdes BPS que minimizam
a densidade de energia do modelo.

Com o potencial em maos escrevemos explicitamente a densidade lagrangiana que descreve

o modelo de Maxwell-Higgs

1 Y 1 2
L=—FuF" +|Duol” — S (v = o). (2.33)

2.3 Densidade de energia e equacoes BPS

A densidade de energia, obtida a partir da hamiltoniana canoénica é dada pela seguinte

expressao

1 1
g — —(F()k)2+—

1 2
5 1 (Fy)” + |Dog|” + | Do + 562 (v* = 1ol")". (2.34)
As solugoes tipo vortices sao estudadas no regime estacionario onde como ja observamos a
condicao de gauge Ay = 0 é valida, e implica em ter solucoes sem carga elétrica. No gauge

temporal, a densidade de energia se reduz a seguinte forma

1 1
€ =3B +|Dof" + 3¢ (v* - ERN (2.35)
e a energia total sera dada por
1, s €2, o 2
E= [dx|5B"+ |D;ol” + 5 (v* = 19]")7| . (2.36)

Aplicando o método de Bogomol’'nyi escrevemos a energia como uma soma de quadrados
1 2
E= /dx {5 [BFe(v?—[8]")] £eB (v — o) + |ngb|2} : (2.37)
O termo ]Dj¢\2 pode ser reescrito usando a seguinte identidade
2 2 2, 1

onde Dy ¢ foi definido em (2.19) e J; é a componente espacial da densidade de corrente (2.6).

A substituigao desta identidade na expressao (2.37) resulta em
1 1
E = /dx {5 [BFe (v’ — |gz5|2)}2 + ev’B + |Dio|* + §ejkajjk} : (2.39)
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Desta equacao podemos extrair as condi¢coes BPS que minimizam a energia, sendo estas
Di¢p =0, (2.40)

B=zte(v® 9", (2.41)

as quais correspondem com as equagoes (2.19) e (2.32) encontradas no célculo do potencial BPS
(2.31).

Neste ponto, é importante observar que a partir da equagao BPS (2.41), podemos verificar
que ela faz parte de uma relagao geral entre o campo magnético e o potencial BPS gerador do

defeito topoldgico. Essa relagao é dada pela seguinte expressao

!/

B=-"=1VoU, (2.42)

er

que é a versao planar da condi¢cao BPS obtida para (anti)-kinks na Eq. (1.10).
Se consideramos que as condigoes BPS sao satisfeitas, a equacao (2.39) fornece a energia
BPS do sistema

1
Epps = /dx Epps = /dx (ierB + §€jkajjk-) ; (2.43)

onde definimos a densidade de energia BPS Egpg. A integragao do segundo termo tera resultado
nulo, se condigoes de contorno adequadas sao impostas sobre os campos, nao contribuindo para

a energia total do sistema. Deste modo, a energia BPS resulta proporcional ao fluxo magnético
Eppg = Fev? / dx B = +ev*®p = £210°n, (2.44)
onde definimos o fluxo magnético como
2m
Op = /dx B =+—mn, (2.45)
e

que integrado usando as condigoes de contorno (2.13) resulta proporcional a n e dizemos que o

fluxo magnético é quantizado.

2.4 Comportamento assintético

A modo de verificacao das condigoes de contorno propostas em (2.13), estudamos o com-
portamento dos campos na origem r = 0 e no infinito r — oo, a partir das equagoes BPS
expressas no ansatz:

g =2 (2.46)
r
/

a2 2
o = €ev (1-4¢7), (2.47)
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Para o estudo do comportamento assintético na origem (r — 0) usaremos o método das séries
de poténcias. Mediante o uso das condigoes de contorno na origem (2.13), a séries descrevendo

os campos ¢(r) e a(r) sdo expressas como

r)= Z G,r! : a(r)=n-— Z Ajr?, (2.48)
=1 i=1

cujos primeiros termos sao mostrados a seguir,

2,,2
eV G it

g(r) = Gurl"l - + ...,
(2.49)
62U2 o | €V (Gn>2 2|n|+2
alr) = n— —— e
) 2+ 1)

Com isso verificamos que as condi¢oes de contorno em r = 0 sao compativeis com as equagcoes
BPS do modelo.
A continuacao estudamos o comportamento em r — 0o, para isso, consideramos as condi¢oes

de contorno (2.13) estabelecidas neste limite e expressamos os campos da seguinte maneira,
a = da , g=1—90q, (2.50)

onde da e dg se anulam no limite r — co. A substitui¢io nas equagoes BPS, (2.46) e (2.47) e

a consideragao de somente os termos lineares em da e dg permite obter

6 !
( al) —  _9e22 (591) 7
" o (2.51)
5(11
5q1) = — :
(691) ,
As solucoes adequadas com as condigoes no infinito sao
dg1(r) ~ Ky (ev\/§r> ~ 1 Y2 exp (—T@U\/ﬁ) :
(2.52)

dai (r) ~ rK; (evx/ﬁr) ~ /% exp (—revﬂ) :

onde Ky e K sao as funcoes modificadas de Bessel de segunda classe de ordem zero e um,
respectivamente. O comportamento acima é exatamente o comportamento tipico dos vortices
de Abrikosov.

A quantidade evy/2 no argumento das funcées de Bessel ou das exponenciais na equacio
(2.52), representa a escala de massa dos bdsons no modelo de Maxwell-Higgs, e no limite de
Bogomol'nyi sera dada por,

mg = my = V2ev. (2.53)
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2.5 Solucgoes numéricas para vortices no modelo de MH

Para realizar a andlise numérica transformamos as equacoes BPS em equacoes adimensionais

via a mudanca de varidvel p = evr e as seguintes redefini¢oes

g(r) = glp) , alr)=alp) , g(r)=3), (2.54)

B(r) — ev?B(p) , Epps(r)— v*Epps(p) . (2.55)

As equagdes BPS (2.46) e (2.47) na versao adimensional resultam

j =+,
p
(2.56)
a 5
— = F (1 —g ) .
A densidade de energia BPS definida na equagao (2.43) é expressa como
_ _ ag\>
EBPS (p) = B2 + 2 (7) . (257)

As figuras 2.1-2.4 mostram os perfis das solugoes para diferentes valores de n, obtidas a

partir das equagoes BPS adimensionais (2.56).

17 P - — .
g .
A A . . . _
s / . Figura 2.1. A partir do grafico para g, vemos cla-
087 // I.’ / N ramente que o campo escalar ¢ tende para o estado
II [ __"=; de vacuo a medida que nos afastamos do centro do
0.6 ] : T n= ;L ,
_ II H [ : —-n=5 vértice. Por outro lado, o campo escalar ¢ nulo na
g ' ; o n=10 . . \ .
! // : origem. Observamos também que a medida que n
0.44 ’ _I N . X
|1 / : aumenta, o campo escalar vai se afastando gradati-
1 N . .
0a- / i vamente da origem, convergindo de forma menos pro-
” L. nunciada para o valor do vacuo.
Ly
0 = ; ; ; .
0 2 4 6 8 10
p

Figura 2.1: Campo de Higgs g(p).
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o .
Figura 2.2. Vemos no gréfico para a um comporta-

mento inverso ao do campo ¢, ja que o potencial vetor

6 °,
tem um valor finito na origem mas tende para zero gz |
a medida que nos afastamos da origem. Neste caso 4 \\
quanto maior for o valor de n, maior serd o valor do
campo de gauge na origem
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Figura 2.3: Campo magnético B(p).

[
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Figura 2.2: Campo vetorial a(p).

Figura 2.3. No perfil para o campo magnético, vemos
que este alcanga o seu valor méximo (ev?) na origem,
sendo este comportamento independente do valor do
n. O campo magnético é bem localizado, possuindo
um decaimento acentuado. A medida que n aumenta

o campo magnético abarca uma &area maior, aumen-
tando assim o fluxo magnético.

\
, \
Figura 2.4. Vemos que somente para o caso de n = 1 \\
teremos uma densidade de energia localizada na ori- ‘\
154\,
gem. Para solugoes com n > 1, a densidade de ener- £ A
. . srs { /| VN e
gia se transforma em um anel, convergindo para um N \ .
mesmo valor na origem. A densidade de energia se b

alarga a medida que n aumenta e a energia total serda
incrementada em multiplos do valor 2mv?.

Figura 2.4: Densidade de energia BPS
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Capitulo 3

Vortices carregados no modelo de

Maxwell-Chern-Simons-Higgs

Nesta capitulo, vamos procurar a existéncia de vortices BPS carregados em um modelo
planar, onde contemplamos o modelo de Maxwell-Chern-Simons acoplado ao campo escalar
complexo de Higgs. Veremos que o termo de Chern-Simons sera o responsavel pelo aparecimento
de vértices carregados, a diferenca do modelo de Maxwell-Higgs onde a condicao Ag = 0 €
facilmente satisfeita, resultando assim na configuracao de vortices descarregados. O modelo de

Maxwell-Chern-Simons-Higgs é descrito pela seguinte densidade lagrangiana

1 1
£ = g FuwF" & 3re" AaFyy 4 [Dudl” ~ U (19)). (3.1)
As equagoes de movimento para os campo de gauge e de Higgs sao dados respectivamente por
1
0, F"" + §/€EMVQF,,O[ = eJ, (3.2)
ou
D, D" =0 3.3
12 ¢ + a¢* Y ( )

onde lembramos que a corrente J* (2.6) é dada pela expressao
T =i[p(DF¢)" — ¢ (DM9)] = i (0" ¢" — ¢"0"9) — 2e A" 6],
Lei de Gauss no regime estacionario
V2Ay — kB = 264y |¢|° (3.4)
na qual definimos Fj; = €;;B. A lei de Ampere estaciondria
€1;0; B — re;0; A0 = €i (pOpd" — ¢*Ohp) — 26 Ay |6 (3.5)

e por ultimo a equagao para o campo de Higgs independente do tempo

ou

V2 — i2eA;0;0 + € (Ag)” — €2 (A;)° ¢ = Era
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3.1 Calculo do potencial BPS no modelo de MCSH

Na lagrangeana (3.1) que define nossa teoria o potencial U (|¢|) nao é especificado. Mostra-
remos aqui o procedimento para calcular o potencial gerador de solugoes tipo vortices no modelo
de MCSH. Levando em consideracao que as solugoes tipo-vértices possuem simetria rotacional,
é natural trabalharmos em coordenadas polares (r,#), recorrendo ao ansatz ja apresentado no
modelo anterior

a(r)—mn

gbzvg(r)eme , AQZ—T , Ag=wl(r), (3.7)

onde a(r), g(r) e w(r), sdo fungoes escalares regulares na origem. Na procura de vértices

tipo-Abrikosov, impomos que os campos satisfazem as seguintes condigoes de contorno:

a(0) = n , ¢g(0)=0 , W (0)=0, (3.8)

a(o0) = 0 , g(oo)=1 , w(oo)=0. (3.9)

A escolha das condi¢oes de contorno para o potencial escalar serd justificada no estudo do
comportamento assintético deste campo.

Considerando que o ansatz (3.7) esta representado em coordenadas polares e lembrando que
as expressoes que relacionam os vetores e os operadores derivadas, em ambas coordenadas, sao
dadas pela equagao (2.16), reescrevemos as equagoes estaciondrias (3.4)—(3.6). Desta maneira

obtemos a lei de Gauss , )

W LS = 2% g% w, (3.10)
r er
a lei de Ampere
g'a
B' — kW' + 2ev?*>— =0, (3.11)
r

e a equacao que rege o campo de Higgs

! 2 1 dU
g// + g_ _ a_g + 62&)29 = — (g) . (312)
T T

a
g =2 (3.13)
T
tomamos a sua derivada , ,
g = 29y 2 eag, (3.14)
T r r
e introduzindo (3.13) podemos escrever
/ a2 a/
g +L Ly (3.15)
roor r

Podemos substituir esta ultima expressao na equacao de movimento para o campo de Higgs em

coordenadas polares (3.12), resultando

1 du (g> 2,2 a’
. .1
2 e"wg erg (3 6)
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Agora, utilizando a condi¢ao de auto-dualidade (3.13), na lei de Ampere (3.11)
B — k' + eev? (¢*) =0, (3.17)
vemos que esta tltima equacao pode ser facilmente integrada, fornecendo
B — kw + eev’g® = O, (3.18)

ou,

a/

— = ee’v?g® — erw — eC, (3.19)
,

substituindo este tltimo resultado em (3.16), escrevemos

LdU(g)_ 2,2 3

507 da VY —eerwg - eeChg + e2w?g. (3.20)
v g
Realizando uma nova integracao
1 1 1 1 1
2_112U (9) = 1621)294 — ieelfwgz — 5660192 + 56200292 + Oy, (3.21)

e completando os quadrados escrevemos

1 v? [(€Ch + erw o 0?2 (€O erw\t 1, 5,
—U(g):—(T—eg T\ T +§ewg + Cs.

Pelo mesmo argumento empregado no modelo de Maxwell-Higgs, fixamos as constantes de
integracao da seguinte maneira

1

012661]2 s ngm(

ev® + enw)z : (3.22)

com as quais poderemos finalmente escrever o potencial BPS procurado, sendo dado pela se-

guinte expressao

U(g) = e*v*w?g® + % [ev® (1—¢%) + 6/@&)]2 . (3.23)

Veremos, na proxima segao que as equagoes (3.13) e (3.19), coincidem com as equagoes BPS
que minimizam a densidade de energia do modelo.

O potencial (3.23) em termos dos campos originais pode ser escrito
1
U =¢(A0) |6l + 5 [e (v* — |9[°) + erA] . (3.24)

A presenca de Ay no potencial BPS quebra a simetria abeliana de gauge local do modelo.
Podemos contornar este problema introduzindo na lagrangiana do modelo um campo escalar

neutro NNV satisfazendo a seguinte condicao BPS

Ay = —eN. (3.25)
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Escrevemos uma nova densidade de lagrangiana para o modelo em estudo, introduzindo um

termo dinamico para o campo N,
1 1 1 _
L= FuF" + ke Ao Fy, + 1D,o|” + 5 (0.N)? — N2 |¢?| = U (|6, N),  (3.26)

onde

T (16|, N) = % [ev® — c|g|? — kN (3.27)

Este potencial de acoplamento revela que o modelo possui dois vacuos degenerados: um
. o 2 . o

simétrico em ¢ = 0 e N = = e outro assimétrico em |¢| = v e N = 0. Ressaltando que
defeitos topoldgicos, conectam vécuos diferentes e os defeitos nao-topoldgicos, sao aqueles nos

quais os campos tendem para um tunico valor do vacuo.

3.2 Energia estacionaria e equacoes BPS

No regime estacionario a densidade de energia do sistema é dada pela seguinte expressao

1 1
€ = B+ (e —eldf’ = uN)" + |Diol +
1 1
5 (00 + 2 (BeN)” + ¢ (A0)" 9" + N2 o], (3.28)

na qual vemos que o parametro de Chern-Simons nao aparece, isto se deve ao carater topologico
deste termo.

Usando a condi¢ao BPS (3.25) e aplicando o método de Bogomol'nyi, a densidade de energia
pode ser escrita como uma soma de termos quadraticos

1 1
£ = 5 [B + (61)2 — € |§Z)|2 + KAQ)]Q + |D:|:¢|2 + €U2B + a]‘ (AoajAo + §€jk’<]k> s (329)

onde usamos a identidade (2.38). Os termos quadraticos quando nulos permitem minimizar a
densidade de energia e fornecem as equacoes BPS que, explicitamente, sao expressas como

Di¢p =0, (3.30)

B=+(er?—e |gb|2) + KA. (3.31)

Escrevendo as equagoes BPS nos ansatz, obtemos respectivamente as equagoes (3.13) e (3.19),

com a devida substituicao O] = eev?.

Aqui, podemos observar a rela¢ao (2.42) também ¢é satisfeita pela modelo,

B =/2U (|¢], ¥ Ao)- (3.32)

Com as equagoes BPS obtemos a densidade de energia minima (BPS) para o modelo de MCSH
1
gBPS = :|:€U2B —+ 8j (A(]ajA() + §€ijk> . (333)

A energia total serda dada pela integral espacial da expressao anterior, na qual o termo divergente

sera nulo, resultando em:

Egps = :|:€’l)2/d2XB = +21v%n . (3.34)
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3.3 Comportamento assintético

Reescrevendo as equagoes BPS e a lei de Gauss usando ansatz

ag

=42 3.35
g - (3.35)
a/
— =Fe** (1 - ¢°) — erw, (3.36)
’
W a
W't =+ k— =20 ¢%w. (3.37)
r er

Lembrando que o sinal superior (inferior) corresponde a n > 0 (n < 0). Note que se fazemos
k— —k as solugoes mudam da seguinte maneira: ¢ - ¢, a — a, w — —w.
De modo similar ao modelo anterior, estudamos o comportamento das fungoes em r — 0

via 0 método das séries de poténcias, assim expressamos eles como
o0 o0 oo
g(r)= Z G’ a(r)=n— ZA]'T] , w(r)=wy+ Z Wi, (3.38)
j=1 j=1 j=1

e substituidas nas equagoes (3.35)—(3.37), obtemos o seguinte comportamento

g = Gur'"+ ..,
1 1
@« = n-—g (ee?v® + erw) 1% — 1—6/12 (ee*v® + erwg) ..., (3.39)
1 1
w o= wy+ 1" (eev® + Kwo) r* + aff?’ (eev® + kwo) r... |

que sao compativeis com as condigoes de contorno impostas em (3.8). Observamos, da equacao
para a, que fazendo kK = 0 e € = +1, recuperamos o mesmo comportamento obtido no modelo
de Maxwell-Higgs.
Para obter o comportamento das funcoes em r — oo, definimos o comportamento dos
campos por
a=da , g=1-09 , w=dw, (3.40)

onde dg, da e dw sao fungdes infinitesimais, as quais linearizam as equagoes (3.35)—(3.37):

da

59) +e— =0
(0g) +e— ,
5 /
%a) + 2ee*v? (6g) + e (dw) = 0, (3.41)
’
dw)’ da)’
(6w)” + (0w) + roa) 220 (bw) = 0,
e
cujas solugoes se comportam como
5g ~ 1 Y2 Sa 2P S~ 2B (3.42)
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e sdo compativeis com as condigdes de contorno impostas em (3.9), onde [ define a escala de

massa ou alcance do vortice
K2+ 8 (ev)” — K
b= . (3.43)
2
No limite quando K — 0o, obtemos
2 (ev)?
g 20

K
que representa o comportamento das solugoes do modelo de Chern-Simons-Higgs [10].

3.4 Solucoes numéricas

As equagoes BPS (3.35), (3.36) e a lei de Gauss (3.37), podem ser escritas em uma estrutura

adimensional via a introdugao da variavel adimensional, p = evr, tal que

g(r)=g(p), alr)=alp), w(r)—=ovw(p), (3.44)
Kk — evk , B(r) = ev’B(p) , Epps(r) — v*Epps(p). (3.45)
Dessa forma, as equagoes (3.35)—(3.37) que resolvem o sistema sdo escritas como
7=+ (3.46)
p
C_L/
—=F(1-7°) — ko, (3.47)
p
@' a
o+ — + F— = 25%w (3.48)
pp
A densidade de energia BPS (3.33) resulta em
(3.49)

N2
_ _ a

(C:Bpg (p) = B? + 2 (f) + 2 ((I)g)2 -+ (w
As figuras 3.1-3.6 mostram os perfis das solugoes para diferentes valores de n, obtidas a

partir das equagoes adimensionais (3.46)—(3.48).
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Figura 3.1: Campo de Higgs g(p).

Figura 3.2. O campo a(p) tende assintoticamente para .
zero a medida que nos afastamos da origem, e para ;

o valor n na origem. Uma diferenca importante em

Figura 3.1. Neste grafico, vemos que o campo de Higgs
tem um comportamento similar ao do modelo de MH,
tendendo para o valor do vacuo a medida que nos afas-
tamos da origem, e convergindo assintoticamente para
zero na origem. Uma diferenga notéria com o modelo
anterior é que neste modelo os vértices tem largura

maior, abarcando uma area significativamente maior.

relacao ao modelo anterior é que o campo de gauge -
se mantém no seu maximo numa &rea maior. Este @ \\ :
N , . 4 L
fenomeno é bem apreciavel para valores de n grandes. \ .
Por outro lado o decaimento é muito mais acentuado \ .
24~ .
para estes valores. N \ "
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Figura 3.2: Campo vetorial a(p).

-
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Figura 3.3: Campo magnético B(p).

Figura 3.3. O perfil do campo magnético é bem di-
ferenciado neste modelo. Somente para n = 1 teremos
um perfil localizado na origem (lump), enquanto que
para valores de n > 1 o campo magnético forma um

anel ao redor da origem sendo o raio deste maior a

medida que n aumenta.
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Figura 3.4. Lembrando que o modelo de MCSH re-
sulta na obtencao de vortices carregados, teremos um
potencial escalar finito na origem, sendo o seu valor
maior a medida que n aumenta. A partir da escala
adotada para os gréaficos obtemos a relacio B = 1+,

entre o campo magnético e o potencial escalar.
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Figura 3.4: Potencial escalar —w(p).

o20] 11 |\ Figura 3.5. Identificamos neste grafico o campo

A "\ [ | elétrico como sendo a derivada na direcao radial do

015 ,"' \\ )/ (. . potencial escalar, sendo este maior e mais afastado da
—/ . .

1 N
0.10-"!' \\/ “' \

o
0.05, /\ \ \

Figura 3.5: Campo elétrico &'(p).

Figura 3.6. A densidade de energia se apresenta como
um maximo pronunciado e centrado na origem para
n = 1, enquanto que para valores de n > 1 sao forma-
dos anéis, bem localizados, cujo raio aumenta a me-
dida que n aumenta. O valor na origem para a energia

serd nulo para valores de n > 2.
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Parte 11

Vortices carregados e fracionarios em
modelos abelianos com violacao da

simetria de Lorentz
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O Modelo Padrao (MP) foi desenvolvido baseado nas duas teorias revoluciondrias de comego
do século XX, sendo estas a Teoria da Relatividade Restrita (TRR), que traz a simetria de
Lorentz como uma simetria fundamental da natureza, para qualquer referencial inercial, e a
Mecanica Quantica, responsavel pela descri¢ao dinamica da matéria em escala atomica. A partir
delas, foram desenvolvidas trés teorias que descrevem o comportamento das particulas e as
suas interagoes fundamentais. Estas sao a Eletrodinamica Quantica (QED), teoria encarregada
de explicar a interacao eletromagnética desde o ponto de vista quantico. A Cromodinamica
Quantica (QCD), que trata da interagao forte entre quarks dentro do nicleo atomico e a Teoria
Eletrofraca, que explica o decaimento beta de particulas, mediante a interacao denominada de
interacao fraca. Fica excluida, deste modelo padrao das interacoes fundamentais, a interacao
gravitacional, devido a problemas de quantizagao e renormalizacao do campo gravitacional.

Uma outra simetria fundamental da natureza é a CPT. Em resumo, esta simetria nos diz
que sistemas fisicos permanecem invariantes perante a operagao conjunta de trés operadores:
conjugacao de carga (C), o qual substitui uma particula pela sua anti-particula, sendo esta da
mesma massa que a particula mas com carga oposta. Paridade (P), estd relacionada a sime-
tria perante uma reflexdo espacial. Reversao temporal (T), que inverte o sentido da evolucao
temporal de um sistema. Experimentalmente, observa-se violagoes individuais destas simetrias,
ou violagao aos pares no caso de CP. Mas, até agora, a violacao da simetria CPT nunca foi
observada.

Apesar do sucesso do MP como ferramenta tedrica para explicar as interagoes fundamentais
da natureza, sendo todas elas invariantes perante transformacoes de Lorentz, simétricas perante
transformacoes CPT, além de serem teorias invariantes de gauge sobre o grupo de invariancia
SU (3) x SU (2) x U (1), o MP ainda nao conseguiu incorporar a gravita¢ao como uma Teoria
Quantica de Campos. A particula que carrega a interacao gravitacional, denominada graviton,
nunca foi encontrada, apesar de intimeros experimentos de extrema precisao. Neste contexto,
surgem as teorias de cordas, como tentativa de encontrar uma teoria que explique a fisica na
escala de Planck (= 10'%GeV), onde prevaleceriam os efeitos quanticos da gravitagao.

No contexto das teorias de cordas, as quais envolvem dimensoes extras, ha possibilidade de
que a invariancia de Lorentz e a simetria CP'T tenham sido quebradas no comego do Universo,
ou seja na escala da energia de Planck. Por outro lado, os efeitos da invariancia de Lorentz,
no contexto da fisica de sistemas com energia menor a energia de Planck, tem sido estudados
e procurados como um residuo remanescente dos primérdios do Universo.

Atualmente, o marco tedrico que governa as pesquisas nesta area da fisica é o chamado
Modelo Padrao Estendido (MPE), o qual envolve os coeficientes de violacdo de Lorentz em
todos os setores de interacao do nosso modelo padrao usual. Neste contexto de violacao da
simetria de Lorentz, surge a eletrodinamica modificada, sobre a qual diversos trabalhos de
grande relevancia tem sido desenvolvidos ao longo das duas ultimas décadas. Um dos trabalhos
pioneiros nesta diregao foi realizado por Carroll-Field-Jackiw (CFJ) no inicio da década de 1990

[22] onde foi adicionado na densidade lagrangiana de Maxwell um termo do tipo Chern-Simons
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para quatro dimensoes espago-temporais.

A densidade lagrangiana da eletrodinamica de MCFJ é escrita da seguinte forma,

1 v 1 vo
L= =g FuF" — e 7 (kar), A Fag, (3.50)

onde (Kar) " ¢ um campo vetorial de fundo com dimensionalidade +1, responsavel pela violagao

das simetria de Lorentz e CPT. A equacao de movimento para o campo de gauge é dada por
1
0 F" + 5 (kar), e’ Fo5 = 0. (3.51)

O termo de CFJ tem paridade fmpar perante uma transformagao CPT, por isso, é cha-
mado de setor de gauge CPT-impar do MPE. Este campo de fundo esta fortemente limitado,
((kar) u < 10733eV) por dados de birrefringéncia da luz (fétons com polarizagao diferentes se
propagam com velocidades diferentes) advinda de fontes astrofisicas distantes [23, 24]. Desde
a sua proposta, esta eletrodinamica tem sido intensamente estudada em diferentes aspectos,
havendo consisténcia na sua quantizacao [30], e nas suas solugdes cldssicas [31, 32], como em
estudos a respeito da radiagao Cerenkov [33] e corregoes induzidas a radiagao césmica de fundo
(34].

Por outro lado, com os trabalhos posteriores de Kostelecky e Mewes [23, 24], influenciados
pelo trabalho pioneiro de CFJ, foram introduzidos termos de violagao de Lorentz em todos os
setores de interacao do MP. Diversos trabalhos em relacao ao setor CPT-par podem ser encon-
trados nas referéncias [24, 35, 36, 37, 38]. O termo CPT-par apresenta o tensor adimensional
(kp)™"% representado por 19 parametros independentes, sendo nove destes pertencentes ao

setor nao-birrefringente. Este tensor apresenta as mesmas simetrias que o tensor de Riemann

(k:F>aypg0 - - (kF)yapga ? (kF)ancp == (k‘F)ay(pp ? (kF)oa/pcp = (kF>p4pay ? (352)

(kF)owpcp + (kF)apgpu + (kF)owup = O’ (353)

apresentando também duplo traco nulo,

(kr)?. = 0. (3.54)

pe
A densidade lagrangiana descrevendo a eletrodinamica CPT-par é

1 1
L= Fu, P (kp)"™ " F,, Fop. (3.55)

Nesta dissertagao, analisaremos o setor nao-birrefringente, descrito somente por nove compo-

uraf

nentes do tensor (kg) , contidas num tensor simétrico e de trago nulo x*“, definido pela

uro

contracao k' = (kp)" ), tal que satisfazem a seguinte relacao

(k)" = 5 (9" = "R 4 g R — g"OR) (3.56)

N | —
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Desse modo, a densidade lagrangiana descrevendo a eletrodinamica CPT-par e nao birrefrin-

gente é

1 1
L=~ FuF" = Sw*F,F,”, (3.57)

proporcionando a seguinte equagao de movimento
O, F"™" + 0, (KM*F") — 0, (K"*F*")) = J". (3.58)

Os primeiros estudos sobre vortices topologicos, em teorias de campo de calibre abelia-
nas, envolvendo a quebra da simetria de Lorentz no contexto do MPE, foram realizados nos
trabalhos [26, 27]. No primeiro destes dois trabalhos [26], sao estudadas solugoes de vortices
descarregados, no modelo de Maxwell-Higgs modificado pelos termos de VL e CPT-par, no
setor de gauge abeliano e no setor de Higgs. J4 o segundo trabalho [27], mostra a existéncia
de vértices carregados no modelo de Maxwell-Higgs suplementado com o termo CPT-par no
setor de gauge. Identificando o coeficiente de paridade-impar como sendo o responsavel pelo
acoplamento dos setores elétrico e magnético. Os vortices possuem propriedades interessantes
como a reversao localizada de fluxo magnético e inversao do campo elétrico.

Nos proximos dois capitulos estenderemos e completaremos a andlise estudando as modi-
ficacoes na estrutura dos vortices devido aos termos da quebra da simetria de Lorentz no setor
de calibre e no setor de Higgs. Estenderemos primeiramente o estudo de vértices BPS estudando
a influéncia do termo CPT-impar ou de Carroll-Field-Jackiw no modelo de Maxwell-Higgs. Por
ultimo abordamos o modelo de Maxwell-Higgs suplementado pelo termo de violagao de Lorentz
CPT-par do setor de gauge e, estudamos os efeitos sobre os vértices carregados (encontrados

na referencia [27]) dos termos da VL inseridos no setor de Higgs.
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Capitulo 4

Vortices no modelo abeliano de

Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-Higgs

Estamos interessados em solucoes tipo-vértices BPS dentro do modelo eletrodinamico de
Maxwell-Carroll-Field-Jackiw (MCFJ) acoplado ao um campo escalar e complexo de Higgs.
Além do termo de CFJ no setor eletromagnético, implementaremos, neste modelo, termos com
quebra de simetria no setor de Higgs.

A seguinte densidade de lagrangiana descreve o modelo a ser desenvolvido em sequéncia

1 1
Lotz = ~1 WP — Zﬁaﬂpa (Kar)o AsFpo + | Dyl
v * ]' v k
+(kgo)™ (D)™ (Do) = 5 (kor)™ Fuvd™d = U (|4]), (4.1)

H¥ ¢ uma matriz antisimétrica

na qual assumimos que (kgg)"” é uma matriz simétrica real e (kyr)
também real. O potencial U (|¢|) deverd ser determinado por um mecanismo analogo ao de-
senvolvido nos modelos até aqui estudados.

No apéndice A é mostrado que os coeficientes (kng)ij sao nulos para garantir a positividade
da hamiltoniana [vide Eq. (A.23)].

Escrevemos a equagao de movimento para o campo de gauge
1 v * « Q@
O F" + §€“apo (kar) o Foo + (kor)™ 0, (¢70) = e[g"" + (kgp)™] Ja (4.2)
onde a corrente J, é definida pela equagao (2.6). Escrevemos a lei de Gauss do modelo
1 ... .
0 Fo; + 560”k (kar); Fjie + (kor)o; 05 (67¢) = € [1+ (kgs)oo) Jo — € (kso)y; Jis (4.3)

e levando em consideracao que estamos procurando por solucoes de minima energia, estas
deverao ser independentes do tempo, ou seja, solugoes estacionarias. Assim, escrevemos a lei

de Gauss estacionaria da seguinte maneira
9;0;A0 — (kar)y B — 0; [(k¢>F)0j ¢*¢} = —e [L+ (kso)og] Jo + € (ksp)y; Ji- (4.4)
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Lembrando que vortices sao estruturas bidimensionais é natural escrever as equagoes que descre-
vem o sistema projetadas no plano. Entao, é conveniente escrever a lei de Gauss estaciondria
do modelo em coordenadas polares, levando em consideracao os ansatz usuais adotados nos

modelos anteriores, resultando na seguinte expressao

Al rg?) 2a
B (lar)y B~ 0 koo, T = 26202 14 (k)] Ang? + 2007 (ki)

A lei de Ampere estacionaria do modelo é dada por

1 1
edi = € (koo)y; Ty + € (Koo )o; Jo = €308 — 570, [(kar), Ap] = 76 (kar)o Fpr » - (4.6)

e ap6s transforma-la em coordenadas polares, a lei de Ampere fornece o seguinte par de equagoes

a
ng (Kos),o + € (Kpo) o, Aog” = 0, (4.7)

2

B/ — (kAF)g AE) = —26’02% [1 — (k¢¢)09] + 2621)2 (kﬁ¢¢)09 AogQ. (48)
O aparecimento de duas equacgoes se deve a que em coordenadas polares, teremos uma soma
de senos e cossenos, e, como as equagoes de movimento deverao ser validas para qualquer valor
de 6, os coeficientes nas funcoes trigonométricas deverao ser identicamente nulos.

A equagao de movimento para o campo de Higgs resulta em

ou

907 = (4.9)

o 1 v
DMD“(b + D,u [(k¢¢)# Da¢] + 5 (kqﬁF)u F;w(b +
Escrevendo a equacao anterior no regime estacionario, temos

0 = € [1+ (ksg)oo) Asd + D;D;j¢ — D; |:(k¢¢)ij Dj¢] — i€ (kgg)o; AoDjd
ou

—ieD; {(/w)oj Ao¢] — (kor)o; $0iAo — e (4.10)

O préximo passo € representar a equacao de movimento para o campo de Higgs em coordenadas

polares. Pelo mesmo motivo explicado anteriormente para a lei de Ampere, obteremos duas

expressoes
a'g+ 2ag’ Aogg
(Kgo)pg ———— +e(kss)o, (TO + Apg +2A0g" ) =0, (4.11)
g a? Agga
0 = [1—(koo),] (9" + A2pg) + 2e (kg ) o OT
1 oU

+e® [1+ (kgs)oo] 409 — (kor)o, Aoy — 202 dg’ (4.12)

onde A é definido pela expressao

(1= (kpo)ge
A= (1 - (k¢¢)rr) ' (4.13)
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Reescrevendo as equagoes (4.7) e (4.11) respectivamente da seguinte maneira
ag” (Kos),5 + € (Kos)o, Aog® = 0, (4.14)

(kgo)yg (a9%)" + € (Kos)o, (rAog®) =0, (4.15)

percebemos que estas duas expressoes representam a mesma equacao, e serao validas para

qualquer a, g e Ay nao nulos, se e somente se

(Kgp)pg = 0= (Kgp)g, - (4.16)

Caso estes coeficientes forem nao nulos, deveriamos ter uma relagao entre os campos, mas
desta forma os campos nao satisfariam as equacoes de movimento. Portanto, com esta tltima
condicao sendo satisfeita, resumimos abaixo as equacoes de movimento estaciondrias.

A lei de Gauss

/ / 2

A rg? a
Ag + TO + (k:AF)g B — 1)2 (k¢F)0r ( i ) = 2621)2 [1 + (k‘¢¢)00] A092 + 26’02 (k’¢¢)00 %, (417)
lei de Ampere
/ ! 2&92 2,2 2
B — (kJAF)3 AO = —2ev T [1 — (k¢¢)09} + 2e“v (k’¢¢)09 Aog s (418)

campo de Higgs
" g/ 2a2
0 = [1-(kgo),] (9 +o A pg> + 2¢ (Kgg) g

1 oU
202 dg

Agga

r

+e® [1+4 (koo )oo] 409 — (kor)o, Aoy — (4.19)

4.1 Calculo do potencial BPS no modelo de MCFJH

Na lagrangiana do modelo (4.1) nao foi especificada a forma do potencial. Vamos procurar
um potencial BPS que fornece solucoes tipo-vortices estaveis para o nosso modelo. Para isto,

partimos impondo uma relacao de autodualidade modificada do tipo

g =AY (4.20)
T
Derivando esta expressao obtemos
/ 2 /
I L RN (4.21)
r r r

Note-se que a equacao (4.19) pode ser escrita na forma

a 1 a’ Anaa

0 =@ rg e (kor)g rg +2¢ (Kgs) oo g (4.22)
1 oU
+e? [L+ (Koo )og] 469 — (ksr)o, Aoy — 207 By
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onde definimos o parametro n como sendo

n=[1-(kgg),,] A= \/[1 = (Kos)g) [1 = (Koo),,]- (4.23)

Deste modo, podemos obter a expressao

10U  dy e

2
20y~ + €% [1+ (Kgg) o) (A0)" g +2 A (Kgg)gg Aog’ — € (kor),, Apg- (4.24)

Agora, inserindo a equagao (4.21) na lei de Ampere (4.8),

B’ — (kar)s Ay + enev® (92)/ = 2”07 (kpp) 4y 409’ (4.25)
Esta equacao pode ser integrada se
(Fog)og = 0, (4.26)
é satisfeita. Desse modo, obtemos
a?’ = —e (kar)s Ay + ene’v?g* — ey, (4.27)

onde C] é uma constante de integracao.
Multiplicando esta ultima equagao pelo fator eng e igualando os termos da direita nas
equagoes (4.22) e (4.27), temos

1 oU
ﬁa_g = e?v*n?g® —een (kar)s Aog — eneChg + e? [1 + (k¢¢)00] (A0)2 g—e(kyr),, Apg. (4.28)

Integrando novamente,

1 Ly 2 o 1 2 2 (k¢F)0rA6 ’
5U = e [1 + (kz¢¢)00} (Ag)"g” + 1|eme - €Cr + € (kar); Ao + T
1 e(k A2
~1 Ci+ (kar)3 Ao + —( d)Fn)OT 0] + v*Cy. (4.29)
Fixando as constantes de integracao, encontramos
1 e(k A2
Cl = 661}2, 02 = 4_712 |:01 + (k?AF)s Ao + %] s (430)
de modo que o potencial é escrito da seguinte maneira
1.
U = 0% [1+ (kpp)go) (A0)” 6* + U (4.31)
onde )
1 k Al
U= ) [GUQ (1 _7792) + € (kar); Ao + W%] :
Com isso, a equagao (4.27) resulta
a/
= B =eev? (1 —ng*) + (kar); Ao. (4.32)
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Na préxima se¢ao veremos que a equagao (4.32), corresponde com a equacao BPS para o campo
magnético. Levando em consideracao que o formalismo BPS garante que devemos ter a seguinte

relacao entre o potencial e a equagao BPS

' s k Al
_:_7" = eV 2U = eev? (1 — 7792) + (k’AF)g Aoy + %’ (4.33)

comparando com a equagao (4.32) vemos que esta igualdade somente serd satisfeita se
(kgr)o, = 0. (4.34)

Sob essa condigao, escrevemos o potencial em termos dos campos originais

U=eé [1 + (kqﬁqﬁ)oo} (A0)2 |¢|2 + % [67]2 —en |¢|2 + € (kar); AO}Q : (4.35)

Assim como no modelo de MCSH a presenga de Ay no potencial BPS quebra a simetria abeliana
de gauge local do modelo. Introduzimos na densidade lagrangiana o campo escalar neutro W,
satisfazendo a condigao BPS

U = —eAy, (4.36)

resultando na seguinte densidade lagrangiana que descreve o modelo

1 « 1 afipo v *
L= —3FapF = 367 (kar), AsFpr + [Duol’ + (ko) (Dud)” (D)
1 _
+50, V0" — 2 [1+ (kgo)oo) W2 101> = U (|9, P). (4.37)
O potencial BPS ¢ dado por
_ 1 2
U(lgl,¥) = 3 [ev® —en|of* — (kar)s V] (4.38)

Este potencial possui dois vacuos, um simétrico

=0, U= , 4.39
e outro assimétrico
v

Este ultimo sera o responsavel pela geracao de vértices BPS topolégicos. Vemos, claramente,
que o valor esperado no vacuo do setor de Higgs é modificado devido as contribuigoes dos
termos que violam a simetria de Lorentz.

Na densidade lagrangiana (4.37) excluimos o tensor (kyp)"

Y pois (kgr),; € nulo e a condigao
(kgr)o, = 0 implica que (kyr),, = 0 = (kgr)q,. Por tltimo o coeficiente (kyr),; nao aparece

nas equagoes que descrevem os vortices.
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4.2 FEnergia BPS do modelo de MCFJH

Agora, vamos calcular a densidade de energia minima (BPS) armazenada na configuragao
dos vértices para o modelo em estudo. Para isto, seguiremos o procedimento realizado nos
modelos anteriores, ou seja, procuramos uma expressao para a hamiltoniana canonica. Com
a finalidade de facilitar a leitura deste trabalho, o desenvolvimento completo do céalculo da
energia BPS estd especificado passo a passo no Apéndice A.

A hamiltoniana canoénica do modelo (4.37) é dada pela expressao calculada na equagao

(A.24) e escrita no regime estacionario prové a densidade de energia do modelo

1

1 1
£ =3 (0kAo)* + 1 (Fi)* + | Djol* + 3 (0;9)*

— (ko) i (D;0)" (Do) + € [1 4 (kg)go] (Ao)” |6]° (4.41)
1 2
6 [+ (hoo)oo] O I + 5 [ev” —en |0 — (kar)y 9]
Para a obtermos a configuracao de vortices adotamos um ansatz modificado, dado pelas se-
guintes configuragoes

1 n

o= #g (r)exp <29%> ., Ap= - [a (r) — K] , Ag=w(r), (4.42)

onde a(r), g (r) e w(r) sdo fungdes escalares regulares na origem, satisfazendo condigdes de
contorno adequadas, as quais garantem que a energia total seja finita (vide equagoes (4.60) e

(4.65)). Com os ansatz modificados obtemos o hamiltoniano em coordenadas polares

1 1
£ = B+ [e0* (1-g°) — (kar), v]?
2 2 2
U™ N2 Ve rag
1-— — 1-— —(— 4.4
= e, 15 0 4 (1= Ghooda] - () (4.43)
Love Lo o 2 21 V% 4
+§ (Ag)” + B ()7 +€® [T+ (kps) o) [(A0)” + W7 ?9 :
Impondo a condicao BPS ¥ = —eA, obtemos
1 1 o VE[ ag\?
(C: = §B2 =+ 5 [67)2 (1 — g2) + C(kAF)3 AQ] + X |:(g> —+ A2 (7) :|
2
, v
+ (A0)2 + 262? [1 + (kdxb)oo} (A0)2 g9 (4.44)

Agora, para calcular a energia minima (BPS) completamos os quadrados de (4.44), ficando

escrita como:

2 2

£ = ABE [ (1- ) £ (ur)y Ao} + 5 (o F4%) (4.45)

av? v?
B [ev® — ev’g® £ (har); Ao] £ —— (¢°) + (Ap) + 2625 [1+ (kso)oo) (Ao)* 9.
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Podemos escrever a lei de Gauss usando as restri¢oes (ke ),y = 0 = (kgr),, obtidas no célculo

do potencial

Ab 2 V? 2

A+ - (kar); B = 2e P [1+ (kpo) ) Aog”, (4.46)

€ escrevemos ) A
v

262? [1+ (kao)go) (Ao)* g = AgAf + —

- (kAF)g BAO7

que substituida na equacao da densidade de energia permite obter

1 v? o, ag\ 2
£ = S{BF [0 (1- ) £ (kur)y A )2+ o (o 7 4%9)

(o), (rAot)

+ev?B + v? (4.47)
r r
Impondo que os termos quadraticos sejam nulos, obtemos as equacoes BPS
¢ ==+AY, (4.48)
r
/
~L = B=xe® (1 ¢?) + (kar); Ao. (4.49)

er
A primeira delas, foi proposta em (4.20). Inserindo as equac¢oes BPS no hamiltoniano obtemos

a densidade de energia BPS

(0 (rAndy)’
r r ’

_ 2 2
BPS = :
Epps = tev B + v (4.50)

Integrando em todo o espaco e aplicando o teorema da divergéncia de Gauss, obtemos a energia

BPS total armazenada na configuragao dos vortices

n
Epps = :EBUQ/dQT B = :|:27T’U2K, (4.51)
onde as condigdes de contorno (4.60) e (4.65) foram usadas. Observamos neste trabalho, o
aparecimento da fracionalizacao do fluxo magnético, sendo este dependente dos parametros
diagonais do tensor de quebra no setor de Higgs.
Utilizando as equagoes BPS e a lei de Gauss podemos expressar a hamiltoniana como uma

soma de quadrados,

2 1+ (k
Epps = B® + 2\0” (%) + e Setd (UWOO (A0)” g% + (Ap)%, (4.52)
onde,
1+ (k
A>0 | % > 0.
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4.3 Comportamento assintético

O comportamento assintotico é estudado resolvendo os campos em r — 0 e r — oco. Para

isto utilizamos as equacoes BPS juntamente com a lei de Gauss

¢ =AY (4.53)
T
CL/
—5 = :|:€1)2 (1 - 92) + (kAF)3 A07 (454)
Al 1+ (k
Aj+ =2 — (kap)y B = ze%QMAOg?. (4.55)
r U

Para estudar comportamento dos campos em r — 0 usamos as expansoes
g(r)= Z Gy, a(r)=ag— Z At w(r) =wo+ Z Wir?, (4.56)
j=1 j=1 j=1

de tal modo que apds substituidas nas equagoes (4.53)—(4.55), obtemos as expressoes:

g(r)=Gr"+ ..., (4.57)
a(r)= % — % [®v® + e (kap)swo] r° + ..., (4.58)
Ao (r) =wo + i [ev® + (karp)swo] (kap)yr° + ... . (4.59)

A segunda equacao descrevendo o comportamento do campo a (r) na origem justifica a escolha
do novo ansatz imposto na equagao (4.42). A terceira equagdo, permite impor a seguinte
condi¢ao de contorno para o potencial escalar Aj (0) = 0. Entao, as condi¢oes de contorno em

r = 0 para os campos sao
g(0)=0 , a(0)=+ , A(0)=0. (4.60)

Na sequéncia, analisamos o comportamento assintético em r — oo, para o qual os campos tem
a seguinte forma
g=1—46g1 , a=9da; , Ag=dw;. (4.61)

Resolvendo o sistema de equacoes diferenciais linearizadas, obtemos
ogy = C’gr_lﬂe_ﬁr , Owy = Cr~V2e7Pr | fay = Cur'/2e™ P, (4.62)

que é o comportamento esperado para vortices do tipo ANO (Abrikosov-Nielsen-Olesen), onde
o parametro 3 esta relacionado com a extensao espacial dos vértices no espacgo. Este parametro
¢ dado pelo determinante formado a partir do sistema de trés equagoes diferenciais lineares de
primeira ordem, envolvendo as constantes nas equacgoes (4.62), e para este modelo serd dado
por

5= 2\ an 4 2een (1o VE) = L ka2 2en (1-VE)
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com A sendo

A= 1t (Fog)og _ 1+ (Koo )og
An 1= (Kos)gg
A escala de massa [ depende explicitamente dos parametros da VL que advém do setor de

> 0. (4.64)

Higgs, e assim também sao os responsaveis por controlar o comportamento assintotico dos

campos no infinito. Portanto, as condi¢oes de contorno satisfeitas pelos campos em r — 0o sao

gloo)=1 , a(c0)=0 , Ay(oo)=0. (4.65)

4.4 Analise numérica

Com a finalidade de fazer a andlise numérica e deixar as equagoes numa forma adimensional,

usamos a seguinte mudanca de escala
p = evAY?r

com a qual reescrevemos os campos e as funcoes a serem “plotadas”, a saber

g >3 . a2 A s e (4.66)
(kar)s — evAY?s | B(r) — ev’B(p) , Esps(r) — U—QEBPS (p). (4.67)

A

Com esta mudanca de escala, podemos escrever as equacoes BPS e a lei de Gauss em uma

forma adimensional

=+ (4.68)
p
d/
—— =+ (1-7%) + rw, (4.69)
P
@' a
O+ =+ k— = 2A0g°. (4.70)
PP

Este conjunto de equacoes seria exatamente igual ao que descreve os vértices do modelo de
Maxwell-Chern-Simons-Higgs se A = 1.

As equagoes adimensionais serao resolvidas utilizando as seguintes condi¢bes de contorno

I

0) = 0,

7 0)=n, &(0)=0, (4.71)
gloo) = 1,

(00) =0, w(o0)=0. (4.72)

Ql

A densidade de energia BPS adimensional é identificada como

Epps (p) = B* +2 (%) +2A (0g)? + (@)°. (4.73)

As figuras 4.1-4.6 mostram os perfis das solugoes para n = 1 obtidas a partir das equagoes
adimensionais (4.68)—(4.70). Em todos os gréficos, a linha sélida preta corresponde a A = 1

que representa as solugoes BPS similares as obtidas no modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs.
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Figura 4.1: Campo de Higgs g(p).

Figura 4.2. No perfil para o potencial vetor
pode ser visto claramente como o campo
de gauge é estreitado por valores grandes
de A. Por outro lado, para A — 0, o po-
tencial vetor decai de forma menos acentu-
ada e o campo de gauge ocupa uma area
maior. Lembrando que para estes plots foi
fixado n = 1, independentemente do valor
de A, na origem todos os campos adquirem

0 mesmo valor.

0.8
0.6
a

0.4+

0.24

Figura 4.1. Note-se que o campo de Higgs
alcanca o estado de vacuo mais rapida-
mente para valores de A > 1, ja para
valores de A — 0 ele satura mais len-
tamente, alcancando o estado de vacuo
para distancias radiais maiores. Também,
observa-se que existe um estreitamento
maximo para valores de A > 1, quando

os perfis comecam se sobrepor.
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Figura 4.3: Campo magnético B(p).

Figura 4.4. Os perfis do potencial escalar
se tornam cada vez menores para valores
de A > 1 e para valores menores que 1 o
perfil é mais alargado. O fato interessante
acontece quando A > 1, pois parece que
neste limite, o parametro (kap), perde sua
influéncia e o potencial escalar fica muito
pequeno. Isso implica que os vértices se
tornam descarregados tal como os do mo-

delo de Maxwell-Higgs.
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Figura 4.3.

magnético é mais intenso na origem para

Observamos que o campo

valores de A > 1, e tem um decai-
mento acentuado quando comparado com
1.

A — 0 temos pouca intensidade na origem

a solugao A J& para valores de

e o campo decai lentamente de modo que

se torna mais espalhado.

Figura 4.4: Potencial escalar —w(p).
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Figura 4.5: Campo elétrico &'(p).

Figura 4.5. Nestes dois graficos para o campo elétrico pode ser visualizado o deslocamento

provocado pela quebra da simetria de Lorentz no setor de Higgs. O campo elétrico alcanca o

maximo para A = 1, correspondendo ao modelo de MCSH.

Na figura 4.6 ao lado, podemos observar
que o perfil da densidade de energia BPS
para n = 1, os valores de A > 1 con-
centram a energia na origem e esta de-
cai abruptamente, correspondendo a um
vortice bem localizado na origem. Por ou-
tro lado, quando temos A — 0, a ampli-
tude da energia, na origem, diminui para
zero lentamente, e a energia se distribui por

uma regiao maior.

Figura 4.6: Densidade de energia BPS Ezps(p).
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Capitulo 5

Modelo abeliano de Maxwell-Higgs

com violacao da simetria de Lorentz

Neste capitulo investigaremos a formagao de vortices eletricamente carregados e com fluxo
magnético fracionario num modelo de Maxwell-Higgs, em que tanto o campo eletromagnético
como o campo de Higgs, contém termos de violagao de Lorentz que preservam a simetria CPT.
Especificamente, o termos da VL que modificam o campo eletromagnético pertencem ao setor
nao birrefringente do MPE.

O modelo é dado pela seguinte densidade de lagrangiana

1 v 1 e} o 14 *
L= = Bl = ShFpo B, + [Dugl + (ko)™ (Dug)” (D0) = U (I6]),  (5.1)
onde novamente U (|¢|) é o potencial gerador de vértices a ser determinado. Nao foi incluido

neste modelo o termo com (kyr) , 0 qual aparece no modelo estudado no capitulo anterior.

pv?
Desta forma, nao carregamos o problema de termos uma densidade de energia nao positiva-

definida.
A equagoes de movimento do campo de calibre proporcionam as leis de Gauss e de Ampere,

as quais, no regime estacionario, sao dadas pelas seguintes expressoes: Primeiro a lei Gauss é
2
Lij@-&jAo + EijaHOiajBa = 262 [1 + (/i}(z,(z,)oo} AO ]gb’ +e <k¢>¢>)0i Ji, (52)
onde definimos a matriz L;; definida positiva e simétrica
Lij = (1 + ko) 055 — Kij, (5.3)

a qual carrega os coeficientes CPT-par de paridade-par da quebra de Lorentz. A lei de Ampere

é escrita como
(€jbe — €jac Kab — Kja€abe)OpBe — K0i0;0; Ao + Koj0;0; A0 = eT;, (5.4)
onde a corrente J; é dada por
Ti = Ji = (kgg) iy Ji + (ko) g; Jos (5.5)
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com J,, definida em (2.6). Observamos que o coeficiente xg; de paridade-impar é o responsavel
pela mistura dos setores elétrico e magnético.
Escrevemos por ultimo a equagao de movimento para o campo de Higgs no regime esta-

ciondrio
0 = [5@' - <k¢>¢>)z‘j:| DiD;¢ — ie (kgy)y; AoD;od (5.6)

oU
—ie (kgg)o; Dj (Aod) + e [1+ (kps) o) A3¢ — Er

5.1 Calculo do potencial BPS

Para a obtencao de configuracao de vortices adotamos o ansatz modificado definido em
(4.42), com a (r), g (r) e Ap (r) fungoes regulares tanto na origem como no infinito, satisfazendo
condigoes de contorno adequadas garantindo que energia BPS total seja finita (vide subsecao
5.3). Com estes ansatz a lei de Gauss (5.2) é escrita da seguinte forma

Al / B ! 1 k 2,,2 2
(14 Koo — Kpr) (r4o) — Kog (rB) = 26202MA0g2 + P (Fs6) op 9 (5.7)
r n r

Do mesmo modo, substituimos o ansatz (4.42) na lei de Ampere (5.4) e na equagao para o

campo de Higgs (5.6), das quais obtemos as condigoes sob os coeficientes da VL

(kss)rg =0, (Kgo)g, = 0. (5.8)

Com os ansatz escrevemos a lei de Ampere projetada no plano

2 2,,2

(1= ) B + kopAl + 2e0’A"L = 25 (k) Ang?, (5.9)
r U]
juntamente com a equacao de movimento para o campo de Higgs
! a? Apga
0 = [1—(ko),] (9" + % - A259> + 2¢e (Kgg) o jﬂg (5.10)
+e? [1+ (Kgp)go) (A0)" g — 22 0y
Impondo a condicao de autodualidade modificada ou primeira equacao BPS
g = EA%, € =&, (5.11)
T
a equacao para o campo de Higgs pode ser reescrita da seguinte forma
n oU a'g Apga 2
2iog T, T (F0) oo + e [1+ (ko) go) (A0)” - (5.12)

Utilizando (5.11) na lei de Ampere, esta podera ser integrada somente se
(Fpg)op = 0,
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o que nos leva a segunda equagao BPS para o campo magnético

/ 2

onde definimos
S = Kpp + Kgo- (514)

Substituindo (5.13) em (5.12) obtemos o potencial BPS

U — 02,2 [1 + (k¢¢)oo] (49)2 & + 1 [ev? (1 — ¢?) — GHQQA/O]2

5.15
n ° 2 (1—s) ’ (5.15)
o qual pode ser escrito em fungao dos campo originais da forma
2
1 [ev? — en |6 + e€;ik0;0; A
U =€ [L+ (kso)oo) (A0)” 8] + L ol + ceigiosdido] (5.16)

2 (1—y9)
Novamente observamos que a presenca de Ag no potencial BPS quebra a simetria abeliana

de gauge local do modelo. Logo, introduzimos na lagrangiana o campo escalar neutro W,

satisfazendo a seguinte condicao BPS
U = —cAy, (5.17)
de modo que o potencial BPS é reescrito da seguinte maneira em funcao dos campos originais,

2 S ij iaj\If 2
U(|¢|,\I/) — 2 [1 + (kjdﬂﬁ)oo} U2 |¢|2 + % [617 en |(¢1| - S)e Ko } ‘ (518)

Desse modo o modelo completo que proporciona solucoes BPS é dado pela seguinte densidade
de lagrangiana
1

1 v x
L= —(Ful" = SRR F B 4+ D0l + (ko) (D) (Dy) (5.19)

1 1 _
+§ (1 + Koo) 0, WO*V + 5#‘”8#\1/8”\11 — e [1+ (kpo)g) ¥° 0> =T (|9], ),

onde definimos,

U (6|, 0) = [ev? — en |6 — ei;r0:0; 9] (5.20)

2(1—ys)

5.2 Formalismo BPS e energia BPS

Para facilitar a leitura deste trabalho, o calculo da hamiltoniana canonica do modelo foi in-
serida no Apéndice B. Aplicando o método de Bogomol'nyi e realizando algumas manipulagoes

algébricas a expressao para a densidade de energia pode ser obtida e sua expressao é dada por:

1 ev? (1 — %) T roe Al 02 ag1?
E = -(1-9)|B —[ ' A—}
g U= BT 1—s FALITAS
(5.21)
2y AgAp) AyB)'
iBeriUQM_i_(l_}_K/OO_KTT)(T 0 O) _K09<7ﬂ 0 )
r r
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Os termos quadraticos quando nulos minimizam a densidade de energia e correspondem as

equagoes BPS ja calculadas em (5.11) e (5.13). Desta forma, obtemos solugoes estéticas de

minima densidade de energia (densidade de energia BPS), sendo esta dada pela expressao,
(ag?)’ (rAgAy) (rAoB)’

ngS = :|:B€1)2 + UZT + (1 + Koo — Rrr)f - KJOGT' (522)

Integrando em todo o espaco os termos contendo derivadas totais serao nulos. Assim, podemos

escrever a energia BPS total armazenada na configuracao dos voértices

Egps = ier/Bde = e’ ®, (5.23)
sendo esta proporcional ao fluxo magnético, que é o resultado esperado para vortices de Abri-
kosov 5

™n
®= [ Bd’r = ——. 5.24
JEEE (5.24)

Dadas as condigoes de contorno satisfeitas pelos campos (vide se¢ao 5.3) pode ser observado
que além da energia ser quantizada pela carga topoldgica n, ela também sera fracionaria. Os
elementos diagonais da matriz de quebra de simetria no setor de Higgs (kgg),,. € (Kgg)yq, 580 08
responsaveis pela fracionalizagao da energia. Obviamente, quando zeramos estes elementos de

matriz recuperamos o modelo de MH, como é de esperar-se.

5.3 Comportamento assintético

As equagoes BPS e a lei de Gauss do modelo sdo dadas respectivamente, por:

g =A™, (5.25)
,
B a ev? (1 2) Y (5.26)
= —— = € _ _ ‘
er 1—s g 1—g @
A/ B /

(1+A) (Ag+70) _H(TT) — 262020 Ayg?, (5.27)

onde o

k= koo § = Kprp + Reo )‘7‘ = Koo — Krr g = —+ ( d)d))oo‘
n

O comportamento dos campos na origem (r = 0)

g(r)=Gpr"+ ..., (5.28)
n 1 e2v? (14 \,) )
a(r)—K—§H2+(1_S)(1+>\r)r +..., (5.29)
2
Ao (1) = wo + o T (5.30)

215 (1+N)
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Essas equagoes permitem impor as seguintes condig¢oes de contorno em r = 0

n , ev’k

_K, Ao(o):/€2+(1—s)(1+)\r).

(5.31)

Isso mostra que a existéncia de vortices carregados somente é possivel se k = kgg for nao nulo.
Comportamento dos campos no infinito (r = o)

Com a seguinte forma funcional para os campos no infinito
g=1—6g , a=da , Aj=odw,
juntamente com o decaimento exponencial proposto por Abrikosov

og ~ 1 Y2exp(=pr) ~dw, (5.32)

da ~ 1 exp(=pr) , (5.33)

obtemos o parametro (3, dado por

(L4 A)+ AL =) £ /[(1+A) — AL -9 - 4Ar2

— A1/2
5 €ev (1_8)(1_'_)\7")_‘_%2 )

(5.34)

o sinal + (—) corresponde a (14 \,) — A (1 —s) > 0(< 0), respectivamente. Renomeamos

o 1 + (kd)d))
A = — = —00‘ .
A An (5:35)

No limite para k = 0, obtemos o comportamento assintético de vortices BPS descarregados

2
B = evA'/? T (5.36)

— S

5.4 Analise numérica

Com a finalidade de efetuar a andlise numérica e deixar as equagoes numa forma adimen-

sional, novamente, efetuamos a seguinte mudanca de escala
p = evAY?r |

a qual permite-nos reescrever os campos e os parametros da VL na forma

g =500 . a2 A s o) (5.37)
B(r) — ev®B(p) | 5Bps(r)—>”x(§3ps(p). (5.38)
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As equagoes (5.25)—(5.27) que sao as equagoes BPS e a lei de Gauss para o modelo, podem ser

reescritas em uma forma adimensional:

g = 67, (5.39)
A S k' S (5.40)
p 1—35 1—35
(14 X) (w” + %) — n@ = 2Ag%w. (5.41)
Do mesmo modo, a densidade de energia BPS na forma adimensional é dada por
E(p)=1—-s)B*+2 <%)2 +2A (§0) + (1 + \) (@) (5.42)

e serd positiva-definida se
s<1l, A>-1, A>0. (5.43)

Observando a equagao para  (5.34), notamos que para certas combinagoes dos parametros,
poderiamos obter um decaimento amortecido. Nesta situacao teriamos um comportamento
assintotico oscilante no infinito, sendo este descrito por uma combinacao de senos e cossenos.
Levando em consideracao que estamos interessados somente em vortices do tipo Abrikosov, ou
seja, em vortices que decaem exponencialmente, fixamos os parametro de forma tal que [ seja

real. Uma destas possiveis combinacoes é estudada a seguir.

5.4.1 Configuracao de vértices carregados: A\, =0, s=2xk, A =1.

Os comportamentos apropriados para os campos em p = () sao

gp)=Gp"+..., (5.44)
_ 11 2
w(p):wﬁﬁﬁ.... (5.46)

O parametro 3 é dado por

B = evAl/? /%, (5.47)

e a densidade de energia BPS pode ser reescrita como
=229
E=(1-2kK)B*+ 2% +25%0° + (@), (5.48)
que é positiva-definida para k < %
As figuras 5.1-5.6 mostram os perfis das solucbes BPS para n = 1 obtidas a partir das
equagoes adimensionais (5.39)—(5.41). Mostramos a mudanga nos perfis para diferentes valores
do parametro x. Em todos os graficos a linha sélida preta (k = 0) correspondente ao perfil das

solucoes do modelo de Maxwell-Higgs.
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As Figs. 5.1 e 5.2 descrevem

o resultado numérico obtido para o

campo de Higgs e para o potencial

vetor, cujos perfis sao mostrados em
torno ao perfil correspondente ao mo-
delo de Maxwell-Higgs representado
pela linha sélida preta (k = 0). Os

perfis se alargam para valores com

k < 0 e |k| aumentando, alcan¢ando

mais lentamente a respectiva regiao

de saturagao. Por outro lado para va-

8 lores 0 < k < 1/2 os perfis se estrei-

tam continuamente, aproximando-se

Figura 5.1: Campo de Higgs g(p). ao minimo quando s tende ao valor

Vale ressaltar aqui a novidade de
que no intervalo 0 < k < 1/2 o poten-
cial vetor assume valores negativos
dentro de uma pequena regiao do eixo
radial (veja inser¢ao na Fig. 5.2), que
obviamente esta associado a uma in-
versao local do fluxo magnético. Esta
inversao se torna mais pronunciada
para valores de k perto de 1/2. Além
disso, a regiao que apresenta a in-
versao do fluxo magnético encontra-
se um pouco deslocada em direcao a

origem quando k tende a 1/2.

1/2.

0.8+

0.6+

0.4+

0.2+

.
" .
",

Figura 5.2: Campo vetorial a(p).
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Figura 5.3: Campo magnético B(p).

A Fig. 5.3 mostra o comportamento
do campo magnético. Os perfis sao
lumps centrados na origem cujas am-
plitudes sao proporcionais a (1 — x)~2.
Para k < 0 e aumentando |s|, os per-
fis do campo magnético sao cada vez
mais largos, mas diminuem continua-
mente a sua amplitude. Para 0 < k <
1/2, os perfis se estreitam e aumen-
tam sua amplitude a medida que k au-
menta, alcancando o valor méaximo em
k = 1/2. Realizando uma ampliac¢do
na figura correspondente a valores de x
perto de 1/2 (veja insergao na Fig. 5.3)

revela que o campo magnético muda de sinal, mostrando explicitamente uma reversao localizada

do fluxo magnético.

A Fig. 5.4 mostra o comporta-
mento do potencial escalar. Para
k < 0 e aumentando |k|, os per-
fis do potencial escalar sao positivos
na origem e terao o seu sinal inver-
tido perto do limite assintético. Para
0 < k < 1/2, o potencial escalar tem
valores negativos na origem e decaem
mais abruptamente a medida que se
afastam do centro do vortice, apa-
recendo igualmente inversao do sinal

perto do limite assintotico.

04—\\

-0.21 .
.

04 1
—0.6—_'I

-0.84

024 .\

J

Figura 5.4: Potencial escalar w(p).
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Figura 5.5: Campo elétrico @'(p).

A Fig. 5.5 mostra os perfis para
o campo elétrico como sendo também
lumps centrados na origem e com am-
plitudes proporcionais a x/(1 — k)2,
tendo um minimo para o valor Kk =
—1 e um maximo para o valor Kk =
1/2. Tgualmente ao ocorrido para o
campo magnético, os perfis do campo
elétrico tornam se estreitos e maiores
a medida que x aumenta tendendo ao
valor limite 1/2. A diferenca agora é
que para kK < 0, os perfis tornam se
negativos (como predito nas equagoes
BPS). Fazendo uma aproximagao no

eixo —p (veja inser¢ao na Fig. 5.5),

o grafico revela que o campo elétrico sofre inversao de sinal tanto para valores positivos como

para valores negativos de k. Essa reversao estd presente em todos os perfis.

A Fig. 5.6 descreve o perfil da
densidade de energia BPS, tendo esta
um comportamento similar ao obtido
para o campo magnético, a diferenca
de termos perfis mais localizados e
com maior amplitude. Como a den-
sidade de energia BPS é positiva-
definida, obviamente, nao sao obser-

vadas regioes com inversao de sinal.

Figura 5.6: Densidade de energia BPS Ezps(p).



Capitulo 6
Conclusoes e perspectivas

Nesta dissertagao, foi realizado um amplo estudo de vortices abelianos, dentro da eletro-
dinamica de Maxwell-Higgs modificada no contexto do Modelo Padrao Estendido. Neste estudo,
abordamos primeiramente a relacao histérica existente entre os diferentes modelos de defeitos
topoldgicos e a fisica das particulas elementares. Ainda no primeiro capitulo, introduzimos o
conceito da quebra espontanea de simetria, fundamental na descricao dos defeitos topolégicos,
tomando como exemplo um sistema mecanico simples e didatico. Logo, apresentamos o método
de Bogomol’'nyi, um formalismo que permite obter solu¢oes de minima energia para a dinamica
dos campos. Estas solugoes, no regime estacionario, sao descritas por equacoes nao lineares de
primeira ordem, chamadas de equacoes BPS. As solugoes BPS também satisfazem as equacoes
de segunda ordem de Euler-Lagrange para os campos. A modo de exemplo, fizemos uma
aplicagao deste formalismo para o caso de um campo escalar real unidimensional, no qual obti-
vemos as solucoes chamadas de kink e anti-kink, consideradas as mais simples entre os defeitos
topoldgicos conhecidos.

Abordamos o estudo de defeitos topolégicos em modelos planares, os quais resultam em
solucoes com simetria rotacional denominadas de vortices. Revisamos primeiramente o modelo
abeliano de Maxwell-Higgs, no qual, o campo de gauge ¢ acoplado minimamente com o campo
escalar complexo de Higgs, e sob influéncia de um potencial do tipo A¢*. Vimos que a lei
de Gauss é satisfeita trivialmente pelo calibre temporal Ag = 0, implicando na obtencao de
solugoes tipo voértices sem carga elétrica. Solugoes tipo vértice, sao obtidas usando o ansatz
proposto por Abrikosov e verificamos o comportamento dos campos nos limites assintoticos.
Aplicando o formalismo BPS, obtivemos a energia total dos vértices, sendo esta quantizada e
linearmente dependente da vorticidade n, caracterizando a topologia do campo de gauge.

O segundo modelo estudado, a modo de revisao, foi o modelo abeliano de Maxwell-Chern-
Simons-Higgs, devido a ele apresentar estrutura similar aos modelos estudados nos capitulos
seguintes. O modelo se torna interessante devido ao fato de que o parametro de Chern-Simons &,
acopla os setores elétrico e magnético nas equagoes de movimento, ainda no regime estacionario,
resultando no aparecimento de vértices portadores de carga elétrica. O modelo foi construido

inicialmente com um campo de gauge e o campo de Higgs. Das equagcoes estacionarias e usando
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a equagao de autodualidade para o campo de Higgs, conseguimos calcular o potencial BPS. Para
manter a invariancia de calibre local no modelo vimos a necessidade de introduzir na densidade
Lagrangiana original um campo escalar neutro N. Observando que para termos solugoes BPS
de minima energia o campo neutro deve obedecer a mesma dinamica que o potencial escalar.

Na segunda parte deste trabalho foram apresentados os modelos com quebra de simetria de
Lorentz no contexto do MPE. Analisamos primeiramente vortices carregados no modelo abeli-
ano de Maxwell modificado pelo termo CPT-impar de Carroll-Field-Jackiw acoplado ao campo
escalar de Higgs contendo termos de violam a simetria de Lorentz e preservam a simetria CPT.
Procedemos de modo similar ao caso do modelo de MCSH para obter o potencial BPS. Contudo
existe uma diferenca crucial na estrutura da equacao de autodualidade do campo de Higgs, que
resulta modificada pelos parametros de violacao de Lorentz advindos da diagonal do tensor de
quebra no setor de Higgs. Os mesmos coeficientes sao responsaveis pelo aparecimento da fracio-
nalizacao do fluxo magnético e, consequentemente, da energia do sistema. Apods, uma mudanca
de coordenadas e um rescaling apropriado dos campos, as equagoes BPS resultam iguais aos
do modelo de MCSH mas a lei de Gauss apresenta uma diferenga devido a contribuicoes de
termos de quebra vindo do setor de Higgs. Estes coeficientes definem o parametro A que, para
um « fixo, controla o comportamento assintético dos campos no infinito. O incremento deste
parametro leva a termos vértices com energia maior e mais localizados na origem. Ainda para
k fixo, no limite A — oo os vortices se comportam de modo similar aos do modelo de Maxwell-
Higgs devido ao fato de que o campo elétrico se anula nesse limite. Os graficos para A = 1
coincidem com os do modelo de MCSH. E observando os graficos do campo magnético e da
densidade de energia podemos notar que as amplitudes sao maiores que aqueles correspondentes
a MCSH para A > 1 e menores para A < 1.

Por 1ltimo foi estudado também o aparecimento de vértices de fluxo magnético fracionario
no modelo abeliano de Maxwell-Higgs suplementado com termos de quebra de Lorentz, de
carater CPT-par, pertencentes aos setores de gauge e de Higgs do MPE. A partir das equagoes
de movimento para o campo de gauge observamos que o coeficiente de paridade-impar, ko,
é o responsavel pelo acoplamento dos setores elétrico e magnético, fazendo papel similar ao
do termo de Chern-Simons, implicando no aparecimento de vortices carregados mesmo na
auséncia de dito termo. Como no caso do modelo anterior os termos de quebra do setor de
Higgs sao responsaveis pelo aparecimento de fluxo magnético fracionario. De modo similar ao
modelo anterior, o alcance dos vortices é controlado por todos os coeficientes de paridade par
pertencentes ao setores de gauge e de Higgs, juntamente com o coeficiente de paridade impar
koo. Além disso, estes vortices apresentam inversao do campo elétrico e reversao localizada do
fluxo magnético.

Ressaltamos que as configuragoes de voértices obtidas no contexto de teoria com violagao
de Lorentz, sao de certo modo equivalentes aquelas obtidas através de teorias efetivas para
a eletrodinamica de Maxwell-Higgs [39, 40], que descreve configuracoes de vértices em meios

dielétricos continuos. Notamos que neste contexto nao faz sentido considerar limites superiores
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para o valor esperado do vacuo nos coeficientes de VL, devido a que neste caso a funcao dos
coeficientes de VL é determinar que estamos na presenca de um meio dielétrico com direc¢oes
privilegiadas de propagacao.

No ambito da fisica da matéria condensada, vortices com fluxo magnético fraciondrio nao
sao encontrados em supercondutores comuns. Estes se tornam possiveis em sistemas nao ho-
mogeneos, como por exemplo, vortices encontrados na interface entre dois supercondutores
(conhecido em fisica de particulas como modelo do dubleto de Higgs [41]) levemente interliga-
dos, comumente denominada de junc¢ao de Josephson. Em supercondutividade, se denomina
como fase de Josephson a diferenca de fase entre as fungoes de onda de dois eletrodos super-
condutores [42] que formam uma jun¢ao. Em este tipo de jungoes, existe uma descontinuidade
na fase e vértices formados nesta regiao de interface, tem vorticidade fracionéria [43].

Estudos imediatos a serem feitos incluem a insercao destes modelos tedricos no marco de
sistemas onde temos fracionalizacao de carga elétrica, como no caso do efeito Hall quantico e
estatisticas fracionérias relacionadas com anyons.

O estudo de defeitos topolégicos dentro do Modelo Padrao Estendido é uma area de pesquisa
recentemente iniciada e ainda existem muitos problemas a serem estudados. Nessa direcao
podem ser estudadas a formagao de voértices fermionicos modificados por parametros de violacao
de Lorentz. Uma outra amplia gama de trabalhos podem ser desenvolvidos a partir de modelos
nao abelianos, abordando vértices e monopodlos dentro da teoria de Yang-Mills no contexto do
MPE.
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Apeéendice A

Calculo da energia BPS do modelo de

MCFJH

Lembrando a forma da lagrangiana para o modelo de MCFJH

1 1
£1+3 = _Z ocﬁFaB - Zeaﬁpa (K;AF)a ABFPU + |DM¢|2

(koo (D) (D) = 5 (ko)™ Fu"9 + 5 (0,9)° ~ U (1),

junto com o respectivo potencial BPS
1 2
U= e [1+ (kop)yp) P° |6° + 2 [ev? —en 6" — (kar)s ¥]°.

O momento canonico conjugado ao campo de gauge é dado pela expressao

oL 1
Iy = A FHO — §€O“Qﬂ (kar), As — (kor)™ 670,
n

da qual obtemos as seguintes equagoes
% = o,
1 . .
M = F™ = 5™ (kar); Aj — (kgr)* ¢*0.

O termo na hamiltoniana, pertencente ao campo neutro ¥ é facilmente calculado, sendo este

Mg — (g_é) W= (9)")

Os momentos canonicos para o campo de Higgs sao dados por

oL
I, = 95 [1+ (Bsg)go) Do — (Kgg)g; Dith,
e 0 seu respectivo complexo conjugado
oL

I = % (14 (Fps)oo) (Dod)™ — (Kgg)g; (Dich)"

o7

(A.5)



A partir das duas expressoes anteriores, escrevemos as seguintes equagoes, que serao de utilidade

para expressar a hamiltoniana como uma fung¢ao somente dos momentos

Hd> + (k¢¢>>0i D;¢

= Ty (Ks6) 00 Fredod, A
oo G+ (ge)oy (Dig)”
b = T (k:¢¢)00 1eAgp”. (A.9)

Escrevemos a lagrangiana do modelo, substituindo nela as expressoes para os momentos canonicos

obtidos anteriormente

1 .
['1—1-3 = % (HZ)Q - Hlﬁl (k¢F)ok (¢*¢> + 1 [(kd)F)Ok <¢*¢)]2 - g [EOkZ] (kAF)i Aj]2
_}l (Fi)® — i 0% (kap)y AiFn + iﬁowk (kar); AoFjk

+ [1+ (Koo o) 1Podl” = (k)o; (Did) (Dod)™ = (kgg); (Did)" (Dod)  (A.10)
—|Dio” + (ko) 1, (D5&)" (Did) + (kgr)y; Fojo™ ¢ — % (kor);; Fij¢™ ¢
1

1
t3 (Iy)* — 5 (0;9)" - U,

onde foi utilizada a seguinte igualdade
. 1 ,
Fop — ™ (kap), Aj = 11 — 560'"” (kar); Aj = (kor)gy, (070) - (A11)

Os termos na terceira linha em (A.10) podem ser substituidos pela expressao

511, — (Kgo)o; (koo )o; (Di0)" (D;¢)
[1+ (Kg6) o) '

Com a lagrangiana ja definida, podemos escrever a expressao para a hamiltoniana

(A.12)

)+ 3 (B + 1Ds0F — (ko) (D39)" (Did)

1 3 )
L+ (kgg)oo] [Dod|” + §H'§1€Ok” (kar); Aj — (kgr)o; Foid™ ¢

He =

4+ o=
=
]

|
Akl}—‘[\DIHl\DlP—‘ —

[(km% (66" + g [ (har), AT+ @9 (har)y AiF

’ 12 1
T (ear), Ao + 5 (0) + 5 (59) + U,

2

na qual foi utilizada a expressao,

[Ty + (Ksg)y; (Did)] [HZ + (koo )o; (Dj¢)*]

[1+ (Ksg) oo | Dog|” = T+ (hoo)od] (A.14)
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Introduzindo a seguintes identidades

ier (H;qb - H¢¢*) =€ [1 -+ (k}¢¢)00} A()JO - €A0 <k¢¢)0i JZ',

1 onis
(Ko )or Aok — ZEO]W (kar);, AoFij, (A.16)

(A.15)

Agakﬂl;‘ =€ [1 + (k’¢¢)00} A()JO — €
reescrevemos a hamiltoniana da seguinte maneira

Mo = 2 () + 1 (F) + 10,0 — (hao), (Dy0)" (Dio)
11+ Gralgo) D00 + ST (ae), A4y — (hor)y, Fot™s

b (kor)y Fut™0 = 5 [horlo (0] + 5 [ (har), A (A7)
0k () AiFji + T 0 Ag + ; (\11)2 + o u

2
1+ (
!

1 €
1 0ijk
614() (k¢¢) J — ZE (k:AF)Z AOij.

+e [14 (Fog)go) Aoo —

Os ultimos trés termos na equagao anterior podem ser substituidos com o auxilio da lei de

Gauss
1 0. N
AgOpFor, + §€0k” (kAF)k Aon'j + <k¢>F)0k; AoOk, (¢ ¢) =€ [1 +

1 ...
(k¢¢)00} Aoy — ¢ (k¢¢,)0k Aoy — 16%” (kar), AoFij, (A.18)

(ko) go) Aodo — € (ko) o Aok,

Agakﬂl;‘ =€ [1 +
podendo desta forma reescrever
. 1 k 2 1 ‘ 2 l .\ 2 1 ) 2
Ho = S () +1(F0° +5 () +5 0w
+wmf—@wmxjw%Dm%+h+wmeDwF

— (kgr)g; Foid™ ¢ + 5 (’%F) Fj¢" o+ [601” (kar); A;]°

1 .
1 " (kap)y AiFj + U (91),

(A.19)

1 okii
+§€Ok] (kar), HZA [<k¢F)0k: (¢" (b)}
onde o termo com a derivada total O (HZAO) foi eliminado devido a que este nao contribui

para a energia total.
Na expressao anterior somamos e subtraimos a quantidade

.
I (kgr)op 16 — 56%” (kar); Aj (ko) [0 + = [(k¢F)ok|¢| ]

com a qual identificamos e substituimos as seguintes expressoes dentro da hamiltoniana

1.
For = T + 55%” (kar); Aj — (kor)gy, 70, (A.20)

1 2 | R L+ owi 2
5 (For)” = 5 (IG)" + ST (kar); Aj + 2 3 e (kAF)Z-AJ} (A.21)

1
—IT (kgr) o 191 — Ok” (kar); Aj (kor) o, [0 + 5 [(k¢F)ok|¢|}
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podendo a hamiltoniana ser reescrita da seguinte maneira

Mo = o (B + 5 (B 45 () + 5 (0,07
+ D01 = (k)1 (Did)" (Drd) + [1+ (kgo)g) Dodl* + U (1))

1 1 ..
5 (or)yy Figl917 + 7 9% (bap)y Ai P

(A.22)

Vemos que a hamiltoniana nao é definida positiva devido a presenca dos dois tltimos termos

da equacao anterior, para garantir a positividade impomos

(kor)y =0, (kap)o=0.

Desse modo a hamiltoniana positiva definida é

1 1 1

N2 1
Ho = 5 (Fu)+7 (F)’ +5 (¥) +5 @)

+1D;01° = (kos) 1 (D;d)" (Drd) + [1 4 (Kgo)go) | Dogdl” + U (9],

com a condicao sobre (kgg),,
(Kgs)gp > —1-
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Apendice B

Calculo da energia BPS do modelo de
Maxwell-Higgs com violacao da

simetria de Lorentz

Para o calculo da hamiltoniana candnica comecamos calculando os momentos canonicos
conjugados a cada campo.

O momento canonico para o campo de gauge é dado pela seguinte expressao

= —a.L R Ty N R (B.1)
0A,
resultando em
™ = 0, (B.2)
7Tk = (1 + lioo) F()k — li]ngOj + lioijj = Lk:jFOj + Iinij, (B3)
onde definimos a matriz
ij = (1 —I— Koo) 5kj — ’%kja (B4)
Fj = EjkB. (B5)

Para o campo escalar obtemos as equacgoes

oL ., 0L
™ = = , T = —,
0p (0]
T = ¢ — i€A0¢ + (k¢¢)0a 8ad) —ie (/{¢¢)0a Aa¢,
T o= 1+ (kgo)og) @ — i€ [1+ (po)gp) Ao — (ksp)o; Did, (B.6)
T = [1+ (koo)go) (Dod) — (kg)y, (Ds6) (B.7)
e o seu conjugado complexo
T = [1 + (k¢¢)00} (Do(b)* - (k¢¢)0j (Dj¢)*> (B.8)
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com as quais podemos escrever

‘ m ‘ (Kos)o;

¢ = Fiedop + ———=—D;o, (B.9)

1+ <k¢>¢>)oo 1+ (k¢¢)00 !
¢ = —— —ieAgd* + ———2— (D;0)". (B.10)

1+ (Kge)oo L+ (koo)gy

Finalmente escrevemos o momento correspondente ao campo Il como sendo
I = a/; (1 + 2500) \If — Kjojaj\lf, (Bll)
v
I .

_ NN NP ) (B.12)

(1 + 2/{100) (]_ —|— 2/4300) J

Substituindo os resultados obtidos anteriormente escrevemos a hamiltoniana do modelo

H = (ijFOj + HOijj) FOk + (ijFOj + HOijj) 8kA0 + (]_ + 2/100) \PQ
—roj WO, U + [1+ (kgg)go] (Dod) & — (K)o (Ds0) & (B.13)
+ [1 4 (kos)oo) (Dod)" & — (kss)y; (D) ¢ — L.

A densidade lagrangiana (5.19) pode ser reescrita efetuando o somatério de Einstein em cada

um dos seus termos, e apos este exercicio obtemos a expressao

1 1 1
L = §L1,]FOZFO] - Z_L (F ) + QKZ]ECF K'OiFOjF;‘j

+ [1 4 (kos)oo) |1D0dI” = 1D0I" + (kss),; (Di6))" (D)

— (kgs)o; (Dod)" (D;d) — (kgo)y,; (Dj8)" (Do) (B.14)
—{—% (1 + 2/4,00) \PQ - %LU@Z\IIGJ\IJ - /foj\ilﬁjlll

= [1+ (koo)oo] O 161" = U (6], ©).

Inserindo a lagrangiana na expressao para a hamiltoniana obtemos

1 1

1
H = §LijFOiF0j + 1 (Fij)2 2/€ngch + (LijFo; + kojFij) 0; Ao

+1D;01" = (kgo)y; (D)™ (Dj) — [1+ (ks )oo ) | Dol
1

1
2(1+2500) UENE 5 L0 00, v + 2 [1+ (Kgp)go) T 0] (B.15)

[1+ k¢>¢> 00] [(D0¢)¢ +(D0¢) ¢]
+ (kos)o; (Dj6) | (Dod)” = 6| + (kaw)oy (Ds0)° (Do) = 6] + T (1], 0).

Manipulando a expressao para o campo escalar, juntamente com a corrente, encontramos a

relagao

(Do) ¢ + (Doo)* & =2 |Dog|* + eAgJo, (B.16)
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com a equagao (B.3), e substituindo e expressao para a densidade de corrente estaciondria, na

lei de Gauss estacionaria do modelo (5.2)
82#' =€ [1 + (kqﬁqﬁ)()o] Jo — € <k¢>¢)0i Ji, (B17)

escrevemos a hamiltoniana eliminando a derivada total 9; (Ag7?)

H = %Lz‘jFOiFOj + % (1—ky) B> + 14 (kw)oo} | Do)
+ |DJ¢|2 - (k¢¢)ij (Di¢)" (D;o) + (1 + 2K00) U2 (B.18)

1 _
+5 L0 V0¥ + e [1+ (Kos) o) ‘1’2 o + U (1¢], ©),
com o potencial sendo dado por

2 2 2
_ n ev 9 1
U W)= ———|——¢ — —€;k0i0;V | . B.19
(01, 0) = 57 (% = elof* = Lm0 ) (B.19)
Agora passamos a escrever a hamiltoniana no regime estacionario eliminando as derivadas

temporais dos campos

1

- (k¢¢)ij (Dl(b) ( J¢

e introduzindo a condicao BPS

(1= ris) B® + [1+ (koo)go) € (A0)” |0* + Do (B.20)

+ sza Vo, ¥ +e [1 + (k¢>¢>>oo} U2 o>+ U (|¢], ).

~— l\Dl’_‘

U = FA,,
€eSCrevernos
H = 1(1 —s)B®+ 77—2 (e elo” £ = ewma A0)2 + |Dj¢|2 (B.21)
2 2(1—ys) 17
= (Kgo);; (Did)" (D;6) + Lij0; (Ag0; Ao) + cijkioiAo0; B — € (kgp)o; Ao i

Lembrando que a partir do calculo do potencial obtivemos as seguintes condigoes

(kos)ro = (Fop)og = (Kos)g, = 0= (Kgg)g; = 0

Quadramos a hamiltoniana do modelo e escrevemos termos em forma de derivada total

2
1 ev? —en | % €;:k0;0: A .
o= g s SRR Do - (), (D) (D)0
+Bev? F Ben |¢” + 0; (AgLi;0;Ao) + 0; (€i;50i A0 B) . (B.22)

Passamos os campos para coordenadas cilindricas utilizando os ansatz modificados

a(r)—=%

v A,
= mg (r)exp <10X> ;o A= —TA ;A= Ag(r), (B.23)
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juntamente com a expressao
1
[D+¢l* = |Dyol” F eBIo]* F 550, i
2

Desta forma reescrevemos a hamiltoniana projetada no plano

1 ev? (1 — ¢%) F koo 4 2oy, ag1?
o= 50-9)|BF = } + =AY
2y Ap ALY AyB)
LB + 0?4 (14 g — i) T noaw. (B.24)

r r

Nesta expressao para a hamiltoniana serda implementado o formalismo BPS.
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