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Resumo

Esta dissertação apresenta o estudo de vórtices BPS num modelo obtido pela redução di-

mensional da eletrodinâmica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-Higgs de (1+3)-dimensões para

(1+2)-D. A densidade lagrangiana do modelo de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-Higgs é definido

por

L1+3 = −1

4
FµνF

µν − 1

4
ϵµνκλ (kAF )µAνFκλ + |Dµϕ|2 − V (|ϕ|) ,

os dois primeiros termos constituem a eletrodinâmica CPT-́ımpar do modelo padrão estendido

(SME). O termo ϵµνκλ (kAF )µAνFκλ é o chamado termo de Carroll-Field-Jackiw.

A redução dimensional deste modelo é dado pela seguinte densidade lagrangiana

L1+2 = −1

4
FµνF

µν +
s

4
ϵµνκAµFνκ +

1

2
∂µψ∂

µψ − 1

2
ϵµνκ (kAF )µ ψ∂νAκ

−1

2
ϵµκν (kAF )µAκ∂νψ + |Dµϕ|2 − e2ψ2 |ϕ|2 − V

(
|ϕ|2 , ψ

)
,

observamos que se (kAF )µ = 0 se obtém o modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs (MCSH).

Desse modo o modelo planar representa um modelo de MCSH modificado por uma interação

entre o campo de gauge Aµ e o campo neutro ψ cuja constante de acoplamento é (kAF )µ, o campo

de fundo vetorial portador dos efeitos da violação de Lorentz. Impondo que a componente

(kAF )0 seja nula é posśıvel estabelecer soluções estáveis tipo vórtices BPS. O estudo mostra

que a influencia da violação de Lorentz é manifesta claramente quando o winding number do

vórtice é maior que 1.

Palavras Chaves: Quebra da simetria de Lorentz, Defeitos topológicos. Vórtices



Abstract

This monograph presents the study of vórtices BPS in a model obtained by dimensional

reduction of the (1+3)−D Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-Higgs’s electrodynamics to (1+2)−D.

The Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-Higgs model is defined by the following Lagrangian density

L1+3 = −1

4
FµνF

µν − 1

4
ϵµνκλ (kAF )µAνFκλ + |Dµϕ|2 − V (|ϕ|) ,

the first two terms constitute the CPT-odd electrodynamics of the standard model extension

(SME). The term ϵµνκλ (kAF )µAνFκλ is called the Carroll-Field-Jackiw’s term.

The dimensional reduction of this model is given by the following Lagrangian density

L1+2 = −1

4
FµνF

µν +
s

4
ϵµνκAµFνκ +

1

2
∂µψ∂

µψ − 1

2
ϵµνκ (kAF )µ ψ∂νAκ

−1

2
ϵµκν (kAF )µAκ∂νψ + |Dµϕ|2 − e2ψ2 |ϕ|2 − V

(
|ϕ|2 , ψ

)
,

it is observed that if (kAF )µ = 0 we obtain the Maxwell-Chern-Simons-Higgs (MCSH) model.

This way, our planar model is a MCSH model modified by an interaction between the gauge field

Aµ and the neutral scalar field ψ whose coupling constant is (kAF )µ, the Lorentz-violating vector

field background. The existence of stable BPS vórtices implies in a null (kAF )0 component. The

study shows that the influence of the Lorentz violation is clearly manifested when the vortex’s

winding number is greater than 1.

Keywords: Lorentz symmetry breaking. Topological defects. Vortices.



Sumário

1 Introdução 1

2 Simetrias e defeitos topológicos 6

2.1 Formação de defeitos topológicos na cosmologia . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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CAṔITULO 1

Introdução

Em 1834, John Scott Russell fazia a primeira observação de uma onda solitária quando es-

tava cavalgando perto de canal em Glashow, Escócia [1, 2, 3, 4, 5]. Após relatar sua observação,

Russell realizou vários experimentos em laboratório onde conseguiu reproduzir a onda solitária.

Tal onda permaneceu quase um século sem uma explicação até que em 1885, Korteweg e de

Vries, conseguiram sucintamente obter uma expressão matemática para a onda observada por

Russell, conhecida como equação KdV [6]. Em 1955, Fermi, Pasta e Ulam, estudavam a pro-

pagação de fônons em uma rede não-linear [7], pois na época, acreditava-se que a existência de

não-linearidades acarretaria em um fluxo de energia entre os diferentes modos de vibração da

rede e consequentemente, a equipartição de energia seria esperada. Contrariando as expecta-

tivas, verificaram que, iniciando-se o problema com a energia armazenada num único modo de

vibração da rede, o fenômeno da equipartição da energia entre os diferentes modos de vibração

não era observado. A partir deste resultado, Zabusky e Kruskal em 1965, [8], estudando o

problema numericamente, verificaram que a onda rapidamente adquiria um perfil de quebra

na sua crista devido ao termo de não-linearidade. Este termo combinado com o termo de dis-

persão gerava um perfil de onda que se propagava sem perda de forma e diminuição de energia

[2, 3]. Como caracteŕıstica dessa onda é que ela mantém a forma em colisão e isto fez com que

1



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

Zabusky e Kruskal sugerissem o nome de sólitons, [8], em analogia a fônons, fótons, prótons,

etc. Do ponto de vista matemático, sólitons são soluções de equações diferenciais não-lineares

integráveis [1, 2, 6, 18, 19]. Sólitons também fazem parte de uma estrutura chamado defeitos

topológicos.

Os defeitos topológicos surgem como soluções clássicas das equações de campo com carac-

teŕısticas assintóticas associadas aos grupos homotópicos. Essas soluções são estáveis, classifi-

cadas de acordo com a dimensão e são homotopicamente diferentes recebendo assim o nome de

sólitons. No contexto f́ısico, os defeitos topológicos estão ligados as transições de fase originadas

das quebras espontânea de simetria de algum sistema f́ısico através do mecanismo de Kibble [9].

Atualmente, o estudo de defeitos topológicos é uma das áreas mais fascinantes devido ao seu

formalismo matemático, sendo de grande interesse para a comunidade cient́ıfica devido a sua

extensa aplicação em sistemas de matéria condensada, na cosmologia e na F́ısica de Part́ıculas

Elementares. Dentre os tipos de defeitos que se formam durante a quebra de simetria podemos

citar as paredes de domı́nio, monopólos magnéticos, cordas cósmica, instantons, vórtices.

Atualmente, o estudo de vórtices tem um papel extremamente importante, devido a sua

extensa aplicação em diversos ramos da F́ısica e Engenharia. Eles são representados matemati-

camente como o rotacional da velocidade em uma região do espaço. Vórtices são freqüentemente

observados na natureza em forma de ciclones, tornados e em problemas aerodinâmicos como

estabilidade de vôo, controle de vôo, estrutura da asa, câmaras de combustão, etc. O primeiro

estudo sobre vórtices foi feito por Helmholtz em 1958, em um artigo chamado “Uber Integrale

der hydrodynamischen Gleichugen welche den Wirbelbewegungen entsprechen”, tendo conti-

nuidade com os trabalhos de Lord Kelvin e Prandtl na Göttingen School na primeira metade

do século XX, [10]. Eles foram inicialmente estudados dentro do contexto da dinâmica dos

fluidos, em que o fluido pode possuir rotação em torno de um eixo e que está relacionado com a

vorticidade, definida como a circulação por unidade de área em um dado ponto do fluxo [11, 10].

Este movimento pode ter uma forma circular ou espiral cuja trajetória são linhas fechadas. Tal

dinâmica representa um paradigma natural para o estudo de campos com movimento caótico

e das modernas teorias.

Na matéria condensada, um dos trabalhos pioneiros relacionados aos vórtices foi feita por

H. K. Onnes ao estudar experimentalmente a liquefação de gases para obtenção de baixas tem-

2



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

peraturas ou próximas ao zero absoluto, o que levou a descoberta da supercondutividade, [20].

Onnes observou que, ao diminuir a temperatura de um metal (mercúrio - Hg), ele apresentava

uma resistência elétrica linear, mas ao chegar à temperatura critica, a resistência elétrica caia

bruscamente até zero, ou seja, não apresentava resistência elétrica. Os metais com esse compor-

tamento foram chamados de supercondutores, [21], e classificados em tipo I ou convencionais e

tipo II ou supercondutores de alta temperatura cŕıtica [22].

A investigação de configurações de vórtices estáveis tem sido objeto de interesse permanente

desde os trabalho pioneiros de Abrikosov [23], descrevendo a supercondutividade tipo II, e de

Nielsen-Olesen [17] em teoria de campos. Essas soluções não possuem carga elétrica e são

chamados de vórtices de Abrikosov-Nielsen-Olesen [24]. Por outro lado, os vórtices carregados

somente foram obtidas no ińıcio dos anos 90, estudando a eletrodinâmica de Chern-Simons-

Higgs [25]. Desde então, é sabido que as soluções tipo vórtices carregados somente são obtidas

incluindo o termo de Chern-Simons [26].

As configurações de vórtices de Chern-Simons suportam soluções tipo BPS (Bogomol’nyi,

Prasad, Sommerfeld) e apresentam importantes conexões com a F́ısica de anyons e o efeito Hall

quântico fracionário [27]. Uma distinção notável entre os vórtices de ANO e os de Chern-Simons

é que estes últimos apresentam vórtices carregados. Os vórtices de Chern-Simons foram estu-

dados com o acoplamento mı́nimo [28], e permanece sendo um tópico de intensa investigação

com os recentes trabalhos [29, 30]. Soluções de vórtices de Chern-Simons generalizados foram

recentemente examinadas na presença de um termo cinético não-canônico [31], e termos de

k−field (termos de derivadas superiores) [32]. As teorias de k−field trabalham com funções

não-lineares do termo cinético usual a fim de obter novas soluções para sistema não-lineares,

com interessantes aplicações em cosmologia e inflação [33], matéria escura [34], matéria ta-

quiônica [35], condensados fantasmas [36] e defeitos topológicos [37]. Considerando defeitos

topológicos, termos cinéticos de ordem superiores garantem a formação de k-defeitos (defeitos

compactos), estruturas cujos núcleos podem ser muito maiores ou muito menores do que os

núcleos de soluções usuais [37, 38, 39]. Quando um k−defeito apresenta um suporte compacto,

é usualmente conhecido de compacton [40, 41].

Recentemente, tem sido mostrada a existência de soluções tipo vórtice [42, 43] em teorias

de campo suportando termos que violam a simetria de Lorentz, pertencendo ao setor CPT-par

3



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

do modelo padrão estendido (SME) [44].

A violação na simetria de Lorentz tem sido muito investigado nos últimos anos, tendo como

trabalho teórico o modelo padrão estendido [44], baseado na idéia de quebra espontânea de sime-

tria numa teoria definida na escala de Planck [45]. O SME incorpora termos que violam Lorentz

(LV), gerados como valores esperados do vácuo, em todos os setores de interação. As inves-

tigações no contexto do SME preocupam-se principalmente no setor fermiônico [46], extensões

envolvendo gravidade [47], e o setor de gauge abeliano [48]-[54]. O setor de gauge abeliano

ou setor eletromagnético do SME é composto de uma parte CPT-́ımpar (ϵµναβ (kAF )µAνFαβ,

o termo de Carroll-Field-Jackiw [48]) e uma parte CPT-par, que é representado pelo tensor

(kF )ανρφ . A eletrodinâmica modificada pelo termos tem sido investigada desde 2002, com um

propósito chave: investigar as novas propriedades f́ısicas induzidas pelos 19 coeficientes que

controlam a violação da invariância de Lorentz e impor limites superiores na magnitude destes

coeficientes. O tensor CPT-par (kF )ανρφ tem as mesmas simetrias do tensor de Riemann, e

um duplo traço nulo, (kF )
ρφ

ρφ = 0. Nas Refs. [52], [53], foi estipulado a existência de dez

componentes senśıveis à birrefrigência e nove são denominadas não-birrefringentes. Um amplo

e interessante estudo à respeito foi realizado na Ref. [54]. As dez componentes birrefringentes

são severamente limitadas ao ńıvel de 1 parte em 1032 por medidas espectroscópicas de origens

cosmológicas [52], [53]. Os coeficientes não-birrefringentes são limitados por outros testes, en-

volvendo o estudo da radiação de Cherenkov [49], a ausência de emissão da radiação Cherenkov

por raios cósmicos ultra-energéticos [50, 51], e o comportamento birrefrigente dos parâmetros

não-birrefringentes [55], são capazes de produzir limites superiores de até 1 parte em 1017 nestes

coeficientes.

A busca por efeitos da violação de Lorentz, em sistemas f́ısicos de baixas energias, têm

sido amplamente estudados nos recentes trabalhos. Por outro lado, o estudo de vórtices sempre

despertou a atenção da comunidade cient́ıfica deste os relevantes trabalhos de Abrikosov sobre os

vórtices em supercondutores, trabalho este estendido posteriormente em uma forma relativ́ıstica

por Nielsen e Olesen. E dado que tem sido mostrada a existência de soluções tipo vórtice [42, 43]

em teorias de campo suportando termos que violam a simetria de Lorentz, pertencendo ao setor

CPT-par do modelo padrão estendido (SME), no presente projeto, focamos nossa atenção na

busca de soluções tipo vórtices numa eletrodinâmica com quebra de Lorentz contendo o termo

4



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

CPT-́ımpar ou de Carroll-Field-Jackiw.

A dissertação está desenvolvida segundo o seguinte roteiro: No caṕıtulo 2, fazemos uma

breve revisão sobre defeitos topológicos em modelos envolvendo campos escalares em (1 + 1)-

dimensões, dotado de potencial do tipo ϕ4. Apresentamos o formalismo BPS, para a obtenção

de configurações que minimizam a energia do sistema. No caṕıtulo 3, abordamos o modelo de

Maxwell-Higgs, dotado do potencial do tipo ϕ4. Neste caṕıtulo, apresentamos o ansatz para ob-

tenção de vórtices descarregados, utilizamos o formalismo BPS para obtermos as equações BPS

do modelo e os comportamentos assintóticos na origem e infinito. No caṕıtulo 4, estudamos as

configurações de vórtices carregados no modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs, descrevendo

a necessidade de implementar um campo neutro N , dotado de um potencial do tipo ϕ4 de-

pendente do campo neutro. Obtemos as equações BPS e o comportamento assintótico. No

caṕıtulo 5, apresentamos a redução dimensional do modelo de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-

Higgs de (1 + 3)-dimensões para a versão planar em (1 + 2)-dimensões, adicionado do campo

neutro ψ. Partindo da lagrangiana, chegamos às equações de movimento que regem a dinâmica

do modelo, onde calculamos as leis de Gauss e Ampère e a equação para o campo de Higgs em

regime estacionário. Obtemos o potencial, do tipo ϕ4 e dependente do campo neutro, e a den-

sidade de energia para este modelo, mostrando a necessidade de anular a componente (kAF )0

do background, responsável pela violação de Lorentz, que conduz à uma densidade de energia

não definida positiva. Aplicamos o formalismo BPS à energia, onde obtemos as equações BPS

do nosso trabalho. Por fim, calculamos os comportamentos assintóticos, analisamos as soluções

numéricas obtidas via integração numéricas das equações BPS, onde percebemos a influência

da componente (kAF )θ no comportamento dos campos.
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CAṔITULO 2

Simetrias e defeitos topológicos

2.1 Formação de defeitos topológicos na cosmologia

Em 1924, Edwin Powell Hubble (1889 – 1953), anunciou em seus estudos que as galáxias

pareciam estar se afastando da Terra. Para ele o Universo estaria inchando como um balão,

concluindo então, que o Universo está em expansão. Reforçando ainda mais sua idéia, imaginou

que toda a matéria estaria concentrado em um único ponto, a partir do qual se expandiu por

intermédio de alguma força de intensidade inimaginável, [12]. Este ińıcio foi denominado de

Big Bang pelo f́ısico inglês Sir. Fred Hoyle (1915 - 2001) no programa da rádio BBC “The

Nature of Things”. Após o Big Bang, o Universo iniciou a Era Inflacionária, peŕıodo em que

ocorreram flutuações que deram origem às estruturas de larga escala.

Visto a partir do momento da criação, o Universo passa por uma sucessão de fases. As

primeiras transições de fases ocorreram quando o Universo era dominado por uma gravitação

quântica, cujos contornos exatos se desconhecem, mas durante as quais se pensa que as in-

terações estavam unificadas e caracterizadas por um elevado grau de simetria. Essas transições

implicam quebras de simetria e podem ter várias aplicações importantes, incluindo a formação
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2.2. QUEBRA ESPONTÂNEA DE SIMETRIA

de defeitos topológicos como, por exemplo, cordas cósmicas ou dar ińıcio a um peŕıodo de

inflação exponencial. Os defeitos topológicos são configurações estáveis de matéria formada

durante as transições de fase no Universo primordial. O tipo de defeito formado é determinado

pelas propriedades de simetria da matéria e pela natureza da transição de fase, ou seja, qual

tipo de simetria é quebrada. Dentre os tipo de defeito, podemos citar as paredes de domı́nio

(domain walls), cordas cósmicas, vórtices, monopólos e texturas (skyrmion). As implicações

cosmológicas das quebras de simetria foi feito inicialmente por Kirzhnits em 1972 [14], ao suge-

rir que quebras espontâneas de simetrias em teorias de campos podem ser restauradas a altas

temperaturas assim como ocorre na matéria condensada. Em seguida, Weinberg em 1974 [13],

especulou a formação de paredes de domı́nios nas transições de fase no ı́nicio do Universo. Eve-

rett e Zel’dovich, ao estudar os trabalhos de Weinberg em [15], foram os primeiros a considerar

quantitativamente, as fortes implicações das paredes de domı́nio destacando sua interação com

a matéria, os seus efeitos gravitacionais. As paredes de domı́nios são objetos bidimensionais

que se formam quando uma simetria discreta é quebrada durante uma transição de fase. Uma

rede de paredes, divide efetivamente o Universo em várias “células”. Este tipo de defeito tem

algumas propriedades muito peculiares, sendo uma delas que o campo gravitacional de uma

parede é repulsivo em vez de atrativo. Os defeitos são de extrema importância para a cosmo-

logia e a razão disso se deve ao fato de tais configurações possuir um energia que leva à uma

forca gravitacional atrativa extra, servindo como um mecanismo para a produção de estruturas

cósmicas no universo em larga escala [16, 9].

2.2 Quebra espontânea de simetria

Uma das idéias mais poderosa da f́ısica teórica moderna é o mecanismo de quebra espontânea

de simetria. Ela representa a base das mais recentes proezas que envolve a descrição de

transições de fase na mecânica estat́ıstica e diversos fenômenos na f́ısica do estado sólido.

A partir deste mecanismo, foi posśıvel unificar as interações fraca, forte e eletromagnética na

f́ısica de part́ıculas elementares. A quebra espontânea de simetria ocorre quando a simetria da

hamiltoniana que governa a dinâmica do sistema f́ısico, não fornece uma descrição simétrica

das propriedades f́ısicas do sistema, ou seja, quando o estado fundamental do sistema não é
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2.2. QUEBRA ESPONTÂNEA DE SIMETRIA

invariante perante a um grupo de transformações.

Em certos sistemas f́ısicos, encontramos processos que podem envolver: O desaparecimento

de alguma fase desordenada, caracterizada por algum tipo de simetria, e o surgimento de uma

fase ordenada com um grau de simetria menor. Este fenômeno de ordem-desordem chama-se

transição de fase e é caracterizado por uma quantidade chamado parâmetro de ordem ϕ. Um

simples exemplo f́ısico que exibe transição de fase são os ferromagnetos e os materiais cristalinos.

Nos ferromagnetos, para T > TC (temperatura de Curie), a fase estável é desordenada com a

magnetização M = 0 (parâmetro de ordem); para T < TC , uma magnetização não-nula aparece

em diferentes domı́nios (chamado de domı́nios de Weiss) e sua direção em cada domı́nio quebra

a simetria rotacional mantida pela fase desordenada a T > TC . Em geral, as transições de fase

se encontram associadas com a idéia de quebra de simetria e são causados por fatores externos.

Um campo magnético intenso pode produzir magnetização de um ferromagneto mesmo acima

da temperatura cŕıtica TC . Este fenômeno é chamado de quebra de simetria induzida. A

quebra espontânea de simetria surge de uma mudança gradual dos parâmetros do próprio

campo. Para entendermos melhor, vamos analisar a energia livre do sistema dado pela energia

livre de Helmholtz F = U − TS. Para sistemas em que ocorrem transições de fase, F deve ser

um funcional do parâmetro de ordem ϕ, ou seja, F [ϕ]. A condição para a existência de um

estado em equiĺıbrio, o funcional F [ϕ] deve ter um mı́nimo em ϕ = 0 (estados desordenados).

Um exemplo que representa a quebra de simetria é um lápis posicionado verticalmente

sobre uma superf́ıcie plana. Nesta posição, o sistema é simétrico perante uma rotação em torno

do próprio eixo e está em uma posição de equiĺıbrio estável com vários mı́nimos degenerados

relacionados com as rotações. Aplicando uma força F sobre o lápis, o mesmo cai tombando

sobre uma superf́ıcie plana e orientado em qualquer direção. A simetria de rotação que existia

em torno do eixo do lápis deixa de existir e, além disso, o ponto onde a ponta estava apoiada

separa todas as posśıveis posições do lápis tombado. Neste momento, o sistema passa de

uma configuração simétrica para assimétrica e esta escolha de direção representa uma quebra

espontânea de simetria. Nesta situação, o estado fundamental é degenerado e o parâmetro de

ordem assume um valor cŕıtico onde o sistema passa a ser instável.

Nas modernas teorias de campos, a quebra de simetria é descrita por meios de campos

escalares que denotaremos por ϕ (corresponde ao parâmetro de ordem), também chamados
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2.2. QUEBRA ESPONTÂNEA DE SIMETRIA

de campos de Higgs. Faremos uma breve discussão, partindo da lagrangiana do campo de

Klein-Gordon, em (1 + 1)-dimensões

L =
1

2
∂µϕ ∂

µϕ− V (ϕ) , (2.1)

onde o potencial é uma interação do tipo λϕ4

V (ϕ) =
1

2
µ2ϕ2 +

λ

4!
ϕ4. (2.2)

Esta lagrangiana é invariante perante a transformação de simetria Z2, ϕ→ −ϕ. A simetria da

lagrangiana desempenha um papel importante, pois caracteriza os estados de vácuo do modelo

A energia para este modelo tem a forma

E =

∫
dx

[
1

2
(∂tϕ)

2 +
1

2
(∂xϕ)

2 +
1

2
µ2ϕ2 +

λ

4!
ϕ4

]
, (2.3)

Antes de analisarmos o comportamento do potencial, devemos impor algumas condições para

as constantes λ e µ2. Para a energia possuir um mı́nimo, devemos considerar λ > 0. Os estados

de vácuo do modelo ou as configurações de campo com mı́nima energia são obtidos a partir do

processo de minimização do potencial, que consiste em

dV

dϕ
= 0, (2.4)

onde obtemos as seguintes ráızes

ϕ = 0 , se µ2 > 0 (2.5)

ϕ = ±v , se µ2 < 0, (2.6)

onde v, o valor esperado no vácuo, é

v =

√
−6µ2

λ

A seguir vamos apresentar esses dois casos por separado:

1. Para µ2 > 0, o único estado de vácuo do potencial é em ϕ = 0 (vide Fig. 2.1). Este

estado é invariante sob a transformação de Z2. O estado de vácuo não quebra a simetria do

modelo. Pertubações em torno do estado de vácuo são descritos pelo próprio campo ϕ, ou seja,

são descritos pela própria lagrangiana (2.1).
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2.2. QUEBRA ESPONTÂNEA DE SIMETRIA

Figura 2.1: O ponto ϕ = 0 representa um ponto de mı́nimo ou ponto de equiĺıbrio estável.

2. Para µ2 < 0 (vide Fig. 2.2), o valor ϕ = 0 corresponde ao máximo do potencial

correspondendo a um ponto de instabilidade. Por outro lado os valores

ϕ = ±v. (2.7)

corespondem a os mı́nimos do potencial ou estados de vácuo.

Figura 2.2: Os mı́nimos estão em ϕ = ±v. O valor ϕ = 0 é um ponto de instabilidade.

Vemos que o estado de vácuo é degenerado e não invariante sob a transformação de simetria

Z2. Dizemos então que a simetria é quebrada espontaneamente.
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2.3. OBTENÇÃO DE DEFEITOS TOPOLÓGICOS

2.3 Obtenção de Defeitos Topológicos

Vamos apresentar, em um contexto mais geral, a ferramenta utilizada para a obtenção de

defeitos em teorias de campo, e para isso, consideramos um sistema com um ou mais campos

escalares ϕi (x
µ), onde xµ =

(
x0, x1, ..., xD

)
, definido em um espaço R1,D, onde D é o número

de dimensões espaciais. A ação para este sistema é dado por

S =

∫
dD+1xL (ϕi (x

µ) , ∂µ ϕi (x
µ)) , (2.8)

onde L é a densidade lagrangiana ou simplesmente lagrangiana responsável pela dinâmica,

possuindo a seguinte forma

L =
1

2
∂µϕi∂

µϕi − V (ϕi) , (2.9)

Através da minimização da ação, δS = 0, podemos obter a equação de movimento por meio da

equação de Euler-Lagrange

∂µ
∂L

∂ (∂µϕi)
− ∂L
∂ϕi

= 0, (2.10)

onde obtemos

∂µ∂
µϕi −

dV

dϕi

= 0. (2.11)

A energia E do sistema é calculado a partir da integração por todo o espaço da densidade de

energia T 00, obtido através do tensor energia-momento T µν definido como

T µν =
∂L

∂ (∂µϕi)
∂νϕi − gµν

{
1

2
∂αϕi∂

αϕi − V (ϕi)

}
, (2.12)

onde simplesmente, obtemos

E =

∫ ∞

0

dDxT 00. (2.13)

A existência de soluções tipo defeito é garantida se as soluções das equações de movimento

satisfazem as seguintes condições:

• A energia das soluções devem ser finitas e positivas;

• A densidade de energia deve ser bem definida e localizada em uma região do espaço; isto

impõe que as soluções sejam independentes do tempo, ou seja, estáticas.

• O potencial deve ser definido positivo e ter um discreto (não necessariamente finito)

número de mı́nimos degenerados;
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2.4. DEFEITOS EM (1 + 1)-DIMENSÕES

2.4 Defeitos em (1 + 1)-dimensões

O defeito topológico mais elementar ocorre em um sistema com um campo escalar em (1 + 1)-

dimensões definida pela seguinte lagrangiana

L =
1

2
∂µϕ ∂

µϕ− V (ϕ) , (2.14)

onde V (ϕ) definido positivo e possuindo dois ou mais mı́nimos degenerados. A equação de

movimento para o campo escalar é dada por

∂µ∂
µϕ+

dV

dϕ
= 0, (2.15)

e para um regime estático, a equação de movimento simplifica para a seguinte expressão

d2ϕ

dx2
=
dV

dϕ
. (2.16)

O tensor energia-momento T µν é definido como

T µν = ∂µϕ ∂νϕ− gµν
(
1

2
∂αϕ ∂

αϕ− V (ϕ)

)
, (2.17)

e com isso, podemos escrever a energia estacionária do sistema como

E =

∫
dxH, (2.18)

onde H = T 00. Logo, teremos a seguinte expressão para a energia

E =

∫
dx

[
1

2

(
dϕ

dx

)2

+ V (ϕ)

]
. (2.19)

As configurações de campo com energia finita é garantida pelas seguintes condições de contorno

impostas sobre as soluções estáticas

lim
x→±∞

dϕ

dx
→ 0, lim

x→±∞
ϕ (x) → ϕ±, (2.20)

onde ϕ± representam os setores topológicos e corresponde as diferentes possibilidades para

os comportamentos assintóticos dos campos em regiões distintas do espaço. Estes setores to-

pológicos são representados pela carga topológica Q e por uma densidade de corrente topológica

associada em (1 + 1)-dimensões

jµ = ϵµν∂ν (x, t) , (2.21)
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2.4. DEFEITOS EM (1 + 1)-DIMENSÕES

com isso, a carga topológica correspondente é definida como

Q =

∫ +∞

−∞
dx j0 =

∫ +∞

−∞
dx

∂ϕ

∂x
= ϕ (x→ ∞)− ϕ (x→ −∞) . (2.22)

As soluções que interpolam entre setores diferentes, ϕ+ ̸= ϕ−, são chamadas de soluções to-

pológicas ou tipo kink. As soluções que interpolam entre os mesmos setores, ϕ+ = ϕ−, são

chamados de soluções não-topológicas ou tipo lump. Esses setores são topologicamente desco-

nectados e, eles não podem se conectar sem violar a condição de finitude da energia do sistema.

Esta é a razão fundamental pela estabilidade das soluções tipo kink.

2.4.1 Defeitos topológicos numa teoria ϕ4

Como ilustração do método apresentado na seção anterior, vamos considerar o potencial

V (ϕ) =
λ2

2

(
ϕ2 − v2

)2
,

com dois mı́nimos dados por ϕ = ±v, como mostra a figura 2.3.

Figura 2.3: Potencial λϕ4

A condição de contorno para o modelo é

lim
x→±∞

ϕ (x, t) → ±v, (2.23)

A lagrangiana é definida como:

L =
1

2
∂µϕ ∂

µϕ− λ2

2

(
ϕ2 − v2

)2
. (2.24)
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A equação de movimento estacionária advinda da equação de Euler-Lagrange é:

d2ϕ

dx2
= 2λ2ϕ

(
ϕ2 − v2

)
, (2.25)

cuja solução é

ϕ (x) = ±v tanh [λv (x− x0)] . (2.26)

Observamos que as soluções ϕ (x) = ±v são soluções assintóticas (no regime estático) da

equação de movimento, ambas com energia zero, e identificam o estado de vácuo ou estado

fundamental degenerado do modelo ϕ4.

As soluções (2.26) são duas configurações de campo distintas de energia mı́nima. O sinal +

identifica o “kink” enquanto o sinal − designa o “anti-kink”, ambos centrados na origem x = 0

(ver figura abaixo).

Figura 2.4: Kink (linha vermelha) e anti-kink (linha azul)

A densidade de energia correspondente é

H =
1

2

(
dϕ

dx

)2

+ V (ϕ) , (2.27)

e a energia desta solução é obtida integrando esta densidade de energia:

E = λ2v2
∫ +∞

−∞
sech4 [λv (x− x0)] dx, (2.28)

E =
4

3
λv3. (2.29)
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2.5. MÉTODO DE BOGOMOL’NYI, PRASAD E SOMMERFELD (BPS)

De posse da solução estática, (2.26), obteremos agora a carga topológica associada a partir do

comportamento assintótico da solução quando x → ∞, o que temos ϕ = 1 e para x → ∞,

obtemos ϕ = −1. Então a carga topológica é

Q = ±1. (2.30)

Este caso mostra que a solução é uma solução topológica ou kink, para o qual ϕ (x→ ∞) ̸=

ϕ (x→ −∞), e está de acordo com o gráfico da Figura 2.4.

O modelo λϕ4 é um exemplo para potenciais com apenas dois mı́nimos degenerados. Um

exemplo mais geral utilizado na obtenção de defeitos é o modelo de sine-Gordon, cujo potencial

tem a seguinte forma

V (ϕ) = 1− cosϕ, (2.31)

possuindo infinitos mı́nimos degenerados rotulados por ϕn = 2πn, n = 0,±1,±2,±3, . . . .

2.5 Método de Bogomol’nyi, Prasad e Sommerfeld (BPS)

No contexto da mecânica quântica, existem vários métodos utilizado para o tratamento da

equação de Schrödinger, dentre eles o formalismo da Supersimetria que surgiu no contexto das

teorias de campos e, que devido a sua simplicidade, impulsionou Bogomol’nyi a criar um método

para a procura defeitos topológicos em campos escalares. Tal método consiste em encontrar

soluções para equação de segunda ordem através das equações de primeira ordem que surgem

no processo de minimização da energia. Como ilustração deste método, vamos tomar como

ponto de partida a energia estática obtido para o sistema em (1 + 1)-dimensões,

E =

∫ +∞

−∞
dx

[
1

2

(
dϕ

dx

)2

+ V (ϕ)

]
. (2.32)

Reescrevendo a expressão em termos quadráticos obtemos

E =

∫ +∞

−∞
dx

[
1

2

(
dϕ

dx
∓

√
2V (ϕ)

)2

±
√

2V (ϕ)
dϕ

dx

]
. (2.33)

Para o campo ter a menor energia posśıvel, o primeiro integrando deve ser zero e isso corresponde

a impor
dϕ

dx
= ±

√
2V (ϕ). (2.34)
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2.5. MÉTODO DE BOGOMOL’NYI, PRASAD E SOMMERFELD (BPS)

Assim, as soluções de mı́nima energia satisfazem a equação diferencial de 1a ordem (2.34) e tem

a energia dada pela simples expressão

E =

∫ +∞

−∞
dx

√
2V (ϕ)

dϕ

dx
. (2.35)

Desse modo, no estudo de defeitos topológicos com potenciais não-negativos, V (ϕ) > 0, consi-

deramos

V (ϕ) =
1

2
W 2

ϕ , (2.36)

onde Wϕ = dW
dϕ

e W = W (ϕ) é uma função do campo. Então, a energia (2.35) associada ao

defeito topológico ϕ (x) é

E±
BPS =

∫ +∞

−∞
dxWϕ

dϕ

dx
, (2.37)

e a configuração de campo obedece a equação BPS

dϕ

dx
= ±Wϕ, (2.38)

cujas soluções são chamadas de estados BPS (BPS states). Nessas condições a energia do

defeito topológico é

E±
BPS =

∫ +∞

−∞
dx

dW

dϕ

dϕ

dx
=

∫ +∞

−∞
dx

dW

dx
= W [ϕ (+∞)]−W [ϕ (−∞)] . (2.39)

Então, a lagrangiana é escrita como

L =
1

2
∂µϕ ∂

µϕ− 1

2
W 2

ϕ , (2.40)

com sua equação de movimento estacionária dada por

∂2ϕ

∂x2
= WϕWϕϕ. (2.41)

Até aqui, fizemos uma introdução ao estudo de defeitos topológicos com modelos de campos

escalares em (1 + 1)-dimensões, com o potencial de interação apresentando quebra de simetria.

Nos caṕıtulos seguintes, apresentaremos outro tipo de defeito topológico chamado vórtices, que

surgem a partir de teorias apresentando quebra espontânea da simetria de gauge.
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CAṔITULO 3

Modelo de Maxwell-Higgs

Neste caṕıtulo, iniciaremos nosso estudo sobre configurações de vórtices em teorias de gauge

planares. Tais modelos apresentam diversas propriedades interessantes tanto a ńıvel teórico

quanto experimental. Em 1973, Nielsen e Olesen propuseram um modelo de teoria de campos

[17], que apresenta configurações de vórtices (ou uma estrutura semelhante às cordas), com

propriedades semelhantes às obtidas por Nambu [59]. Os vórtices podem ser considerados

como um objeto infinitamente longo em três dimensões espaciais ou objeto pontual em duas

dimensões. O modelo considerado por Nielsen-Olesen foi a teoria abeliana acoplada com o

campo de Higgs, chamado modelo de Maxwell-Higgs. A relevância deste modelo se deve ao

fato de ser considerado como uma generalização relativ́ıstica da teoria de Ginzburg-Landau na

descrição da supercondutividade [21]. Existe uma vasta conexão do modelo de MH com outros

ramos da f́ısica, tal qual a f́ısica de part́ıculas, a f́ısica do estado sólido e a cosmologia, onde

provê uma base teórica para o estudo das estruturas chamadas de cordas cósmicas.

Nosso ponto de partida para a descrição de configurações de vórtices em teorias de gauge

será o modelo de Higgs abeliano em 1+2 dimensões. Tal modelo é baseada no grupo de simetria

U (1) e descreve a interação entre o campo eletromagnético Aµ e um campo escalar carregado ϕ,
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3.1. EQUAÇÃO DE MOVIMENTO

definido em uma métrica gµν = (+−−). A interação ocorre através do acoplamento mı́nimo,

Dµ = ∂µ − ieAµ, (3.1)

onde Dµ é a derivada covariante e e representa a constante de acoplamento. A densidade de

lagrangiana que descreve o modelo possui a seguinte forma

L = −1

4
FµνF

µν + |Dµϕ|2 − V (|ϕ|) , (3.2)

onde V (|ϕ|) representa o potencial de Higgs. O perfil do potencial deve satisfazer as condições

de contorno de modo a garantir a existência de soluções BPS com energia finita. Então, para

o modelo de MH, o potencial é definido como

V (|ϕ|) = 1

2

(
ev2 − e |ϕ|2

)2
. (3.3)

Os mı́nimos deste potencial de Higgs estão localizados sobre um ćırculo |ϕ| = v no plano

complexo. Esta lagrangiana é invariante perante as transformações

ϕ (x) → ϕ (x) eiΛ(x) , Aµ (x) → Aµ (x) + ∂µΛ (x) , (3.4)

onde Λ (x) é uma função do espaço-tempo.

3.1 Equação de movimento

As equações de movimento para o campo de gauge Aµ e para o campo de Higgs ϕ, obtidas a

partir das equações de Euler-Lagrange, são

∂αF
αβ = −Jβ, (3.5)

DµD
µϕ− ϕ

(
ev2 − e |ϕ|2

)
= 0, (3.6)

onde Jβ representa a densidade de corrente definida como

Jβ = ie
(
ϕDβϕ− ϕDβϕ

)
, (3.7)

ao longo do texto a notação “ ”representa a operação de conjugação complexa.
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3.2. ENERGIA E EQUAÇÕES BPS

No regime estacionário, a lei de Gauss é

∂i∂iA0 = 2e2A0 |ϕ|2 , (3.8)

satisfeita trivialmente pela configuração A0 = 0 (gauge temporal) isso implica a existência de

apenas configurações de vórtices sem carga elétrica.

A lei de Ampère estacionária é

ϵij∂jB = Ji, (3.9)

onde definimos Fij = ϵijB, sendo B o campo magnético, agora uma grandeza escalar.

Da Eq. (3.6), obtemos a equação de movimento, em regime estacionário, para o campo de

Higgs

∂k∂kϕ− 2ieAk∂kϕ− e2 (Ak)
2 ϕ+ eϕ

(
ev2 − e |ϕ|2

)
= 0. (3.10)

3.2 Energia e equações BPS

A densidade de energia do modelo de Maxwell-Higgs, em regime estacionário (E = −L) e no

gauge temporal é

E =
B2

2
+ |Diϕ |2 + V (|ϕ|) , (3.11)

cuja integração proporciona a é obtida a energia total do modelo

E =

∫
d2r

[
B2

2
+ |Diϕ |2 + V (|ϕ|)

]
. (3.12)

Inserindo a identidade

|Diϕ |2 = |D±ϕ |2 ± eB |ϕ|2 ± 1

2
ϵij∂iJj , (3.13)

na Eq. (3.12), obtém-se

E =

∫
d2r

[
B2

2
+ |D±ϕ |2 ± eB |ϕ|2 ± 1

2
ϵij∂iJj + V (|ϕ|)

]
. (3.14)

Neste ponto, o formalismo BPS sugere que expressemos a densidade de energia como a soma

de termos quadráticos com o intuito de minimizar-la. Tal procedimento fornece

E =

∫
d2r

[
1

2

(
B ∓

√
2V

)2

+ |D±ϕ |2 ±B
(√

2V + e |ϕ|2
)
± 1

2
ϵij∂iJj

]
, (3.15)
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3.3. CONFIGURAÇÕES DE VÓRTICES

agora substituimos o potencial dado pela Eq. (3.3) para obtermos

E =

∫
d2r

{
1

2

[
B ∓ e

(
v2 − |ϕ|2

)]2
+ |D±ϕ |2 ± ev2B ± 1

2
ϵij∂iJj

}
. (3.16)

Para que a energia seja minimizada, é necessário que os termos quadráticos sejam nulos, o que

conduz às equações de primeira ordem chamadas de equações BPS,

D±ϕ = 0, (3.17)

B = ±e
(
v2 − |ϕ|2

)
0. (3.18)

Com tal imposição, a energia BPS do sistema é

EBPS =

∫
d2r EBPS, (3.19)

onde EBPS representa a densidade de energia BPS,

EBPS = ±ev2B ± 1

2
ϵij∂iJj. (3.20)

A integração dela sob condições de contorno apropriadas satisfeitas pelos campos, a derivada

total não contribuirá para a energia BPS do sistema, assim, ela resulta ser proporcional ao

fluxo magnético,

E = ±ev2
∫
d2rB = ±ev2Φ, (3.21)

onde Φ =
∫
d2rB representa o fluxo magnético.

3.3 Configurações de vórtices

Para obtermos soluções de vórtices, utilizaremos o seguinte ansatz:

ϕ = vg (r) einθ , Aθ = −a (r)− n

er
. (3.22)

A Eq. (3.22) define um mapeamento de um ćırculo de raio R no espaço em um ćırculo de

raio v no plano complexo ϕ. Este mapeamento é caracterizado por um número inteiro n

chamado “winding number” e assume os seguintes valores: n = ±1,±2,±3, . . .. Cada número

n caracteriza uma configuração de campo com energia finita. Neste ansatz, o campo magnético

é dado pela expressão

B = − a′

er
, (3.23)
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3.4. VERIFICAÇÃO DAS CONDIÇÕES DE CONTORNO

enquanto, as equações BPS, (3.17) e (3.18), são expressas como

g′ = ±ag
r
. (3.24)

B = − a′

er
= ±ev2

(
1− g2

)
, (3.25)

o sinal superior (inferior) representa as soluções para n > 0 (n < 0). As condições de contorno

que garantem uma densidade de energia bem localizada são

lim
r→0

a (r) = n , lim
r→0

g (r) = 0, (3.26)

lim
r→∞

a (r) = 0, lim
r→∞

g (r) = 1. (3.27)

Em coordenadas polares, com essas condições de contorno e o campo magnético (3.23), a

energia BPS (3.21) é facilmente calculada,

EBPS = ±ev2
∫
d2r

(
− a′

er

)
= 2πv2 |n| > 0. (3.28)

No ansatz adotado, a densidade de energia BPS (3.20) é escrita como:

EBPS = B2 + 2v2
a2g2

r2
. (3.29)

Vamos reescrever as equações BPS em uma forma adimensional através da seguinte variável

adimensional, t→ evr, e das seguinte definições

a (r) → ā (t) , g (r) → ḡ (t) , B (r) → ev2B̄ (t) , EBPS (r) → v2ĒBPS (t) , (3.30)

com as quais as equações BPS são escritas na seguinte forma

ḡ′ = ± ḡā
t
. (3.31)

B̄ = − ā
′

t
= ±

(
1− ḡ2

)
, (3.32)

3.4 Verificação das condições de contorno

Analisaremos o comportamentos dos campos ā (t) e ḡ (t) quando t → ∞ e t → 0. Para isso,

faremos uso de algumas expansões que servirão para analisar o perfil dos campos em cada

limite.
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3.4. VERIFICAÇÃO DAS CONDIÇÕES DE CONTORNO

Para t→ ∞, utilizaremos as seguintes expansões para os campos ā (t) e ḡ (t)

ḡ (t) = 1− δḡ , ā (t) = δā. (3.33)

Substituindo nas Eqs. (3.32) e (3.31), obtemos duas equações diferenciais acopladas de primeira

ordem
(δā)′

t
= −2δḡ , (δḡ)′ = −(δa)

t
. (3.34)

Podemos desacoplá-las por meio de uma manipulação, chegando às seguintes equações diferen-

ciais de segunda ordem,

(δa)′′ − (δa)′

t
− 2 (δa) = 0, (3.35)

(δg)′′ +
(δg)′

t
− 2 (δg) = 0, (3.36)

que, mediante as condições de contorno, fornecem as respectivas soluções com uma aproximação

em 1a ordem:

(δa) ∼ K0

(√
2t
)
∼ 1

2
√
t
e−

√
2t, (3.37)

(δg) ∼ tK1

(√
2t
)
∼

√
t

2
e−

√
2t. (3.38)

Para t → 0, utilizaremos o método da série de potência como solução das equações BPS.

Para este caso, escolhemos as seguintes expansões

ā = n−
∞∑
j=1

ajt
j, ḡ =

∞∑
j=1

gjt
j, (3.39)

cujas soluções para n > 0 são

ḡ = Gtn − G

4
tn+2 +

1

32
G
(
2G2 + 1

)
tn+4 + ..., (3.40)

ā = n− t2

2
+

G2

2 (n+ 1)
t2n+2 + ..., (3.41)

onde G é uma constante determinada pelo comportamento no infinito.

Vamos apresentar alguns perfis gerados por integração numérica das equações BPS, Eqs.

(3.32) e (3.31), para vários valores de n, obtidos via Maple.
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3.4. VERIFICAÇÃO DAS CONDIÇÕES DE CONTORNO

Figura 3.1: Campo de Higgs ḡ(t).

Para n = 1, o campo cresce,

tendendo rapidamente ao valor as-

sintótico no infinito. Para n > 1 fixo,

o defeito vai se alargando conforme o

valor de n aumenta, tendendo mais

lentamente ao valor assintótico.

Figura 3.2: Campo vetorial ā(t).

O comportamento do campo vetorial

a(r) está de acordo com as condições

de contorno. Na origem, o campo

a(r) tende para cada valor de n. No

infinito, o campo a(r) tende a zero.
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3.4. VERIFICAÇÃO DAS CONDIÇÕES DE CONTORNO

Figura 3.3: Campo magnético B̄(t).

Na origem, o campo magnético pos-

sui um valor máximo para cada va-

lor de n, B̄ = 1. Para n = 1, o

perfil do campo magnético possui um

perfil tipo lump centrado na origem,

decaindo rapidamente a zero. Para

n > 1, ocorre alargamento do perfil,

correspondendo a um lump mais es-

pesso.

Figura 3.4: Densidade de energia BPS ĒBPS(t).

Para n = 1, a densidade de ener-

gia possui um perfil de lump estreito

centrado na origem, decaindo rapi-

damente a zero. Para n > 1, a

densidade de energia parte do va-

lor unitário na origem, crescendo até

atingir um valor máximo, a partir do

qual decai a zero. Tal decaimento é

tão mais lento quanto maior é n. A

densidade de energia torna-se menos

localizada (mais espalhada) à medida

que n cresce, distribuindo-se em anéis

concêntricos, cujos raios crescem com

o valor de n.

24



CAṔITULO 4

Modelo de Chern-Simons-Higgs

O estudo das configurações de vórtices em teorias de gauge planares foi intensamente desen-

volvido no modelo de Maxwell-Higgs, apresentando soluções de vórtices eletricamente neutras.

Apresentaremos neste caṕıtulo o modelo de Chern-Simons-Higgs, que representa uma nova ca-

tegoria de teoria de gauge em (1+2)-dimensões e tem sido objeto de intensa investigação teórica

nos últimos anos, devido à sua aplicabilidade em vários sistemas f́ısicos. Uma das caracteŕısticas

dos sistemas bidimensionais é a possibilidade da existência de estados com estat́ıstica cont́ınua

e generalizada (anyons). A teoria de Chern-Simons desempenha um papel extremamente im-

portante neste marco teórico, uma vez que é o termo de Chern-Simons que induz uma mudança

na estat́ıstica das part́ıculas carregadas. O mecanismo desta transmutação da estat́ıstica via

a lagrangiana de Chern-Simons é o ingrediente principal das teorias de campos para descrever

muitos sistemas da matéria condensada, tal como gás de elétron bidimensional e o efeito Hall

quântico.

O termo de Chern-Simons é representado por
κ

4
ϵµνκAµFνκ, onde κ é o parâmetro de Chern-

Simons, sendo uma constante adimensional que mede a intensidade do termo de Chern-Simons.

A presença deste termo conduz à soluções de vórtices eletricamente carregados. Uma outra

propriedade importante do termo de Chern-Simons é a concessão de massa para o campo de
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gauge, mantendo a invariância de gauge. Ele também viola as simetrias discretas da paridade

e inversão temporal, mas preservando a simetria PT .

Neste caṕıtulo, apresentaremos uma teoria proposta por Jackiw-Weinberg e Hong-Kim-Pac,

em que a eletrodinâmica é governada pelo termo de Chern-Simons, onde o campo de gauge esta

acoplado ao campo de Higgs. A dinâmica do modelo de Chern-Simons-Higgs é descrita pela

lagrangiana

L = −κ
4
ϵµνκAµFνκ + |Dµϕ|2 − V (|ϕ|) , (4.1)

onde V (|ϕ|) representa o potencial a ser adotado, de modo a satisfazer as condições para se

obter soluções BPS. O potencial proposto é

V (|ϕ|) = e2|ϕ|2

κ2
(
ev2 − e|ϕ|2

)2
. (4.2)

As equações de movimento, associadas ao campo de gauge Aµ e o campo de Higgs ϕ, são

κϵβαµ∂αAµ = Jβ, (4.3)

DβD
βϕ+

dV

dϕ∗ = 0, (4.4)

Da Eq. (4.3), obtemos a lei de Gauss do modelo de Chern-Simons-Higgs

κB = J0 = ρ. (4.5)

Podemos estabelecer a relação entre os setores elétricos e magnéticos a partir da lei de Gauss

via integração, onde obtemos

κΦ = Q, (4.6)

mostrando que as soluções de vórtices carregam fluxo magnético e campo elétrico. Da lei de

Gauss, obtemos a expressão que relaciona o potencial escalar A0 em termos do campo magnético

B

A0 =
κB

2e2 |ϕ|2
. (4.7)

A lei de Ampère estacionária é

κϵij∂jA0 = −Ji. (4.8)

Em regime estacionário, a equação de movimento para o campo de Higgs é escrita como torna-se

∂j∂jϕ− 2ieAj∂jϕ− e2 (Aj)
2 ϕ+ e2A2

0ϕ− dV

dϕ∗ = 0, (4.9)
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4.1. ENERGIA E EQUAÇÕES BPS

4.1 Energia e equações BPS

A densidade de energia é obtida a partir da densidade hamiltoniana, que regime estacionário é

definida por

E = −L. (4.10)

Expandindo os termos da Lagrangiana, (4.1), obtemos

κϵµνκAµFνκ = κA0B + κϵijAi∂jA0, (4.11)

e assim, a lagrangiana é reescrita como

L = −1

2
κA0B − 1

2
κϵijAi∂jA0 + |D0ϕ|2 − |Diϕ|2 − V (|ϕ|) . (4.12)

Inserindo a derivada total

κϵij∂j (AiA0) = κϵijAi∂jA0 + κϵijA0∂jAi, (4.13)

chegamos à expressão

L = −κA0B + |D0ϕ|2 − |Diϕ|2 − V (|ϕ|) . (4.14)

Multiplicando a lei de Gauss por A0, obtém-se

κA0B = 2 |D0ϕ|2 , (4.15)

e a lagrangiana é dada por

L = − |D0ϕ|2 − |Diϕ|2 − V (|ϕ|) . (4.16)

Portanto, da Eq. (4.10), a densidade de energia resulta ser

E = |D0ϕ|2 + |Diϕ|2 +
e2 |ϕ|2

κ2
(
ev2 − e |ϕ|2

)2
, (4.17)

cuja integraçao permite obter a energia do sistema

E =

∫
d2r

[
|D0ϕ|2 + |Diϕ|2 +

e2 |ϕ|2

κ2
(
ev2 − e |ϕ|2

)2]
. (4.18)

Vamos agora obter as condições que minimizam a energia. Para isso, aplicaremos o forma-

lismo BPS à densidade de energia, reescrevendo-a em termos quadráticos através da técnica de

completar quadrado.

E =
[
|D0ϕ| ∓

√
V
]2

± 2 |D0ϕ|
√
V + |Diϕ|2 . (4.19)
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4.2. CONFIGURAÇÕES DE VÓRTICES

Substituindo o potencial na expressão, teremos

E =

[
|D0ϕ| ∓

e |ϕ|
κ

(
ev2 − e |ϕ|2

)]2
± 2 |D0ϕ|

e2v2 |ϕ|
κ

∓ 2 |D0ϕ|
e2 |ϕ|3

κ
+ |Diϕ|2 .

Inserindo a identidade |Diϕ |2 = |D±ϕ |2 ± eB |ϕ|2 ± 1
2
ϵij∂iJj, a energia será dada por

E =

∫
d2r

[[
κB

2e |ϕ|
∓ e |ϕ|

κ

(
ev2 − e |ϕ|2

)]2
±Bev2 + |D±ϕ |2 ±

1

2
ϵij∂iJj

]
. (4.20)

As configurações de campo com a menor energia posśıvel são satisfeitas impondo que os

termos quadráticos sejam nulos, ou seja,

D±ϕ = 0, (4.21)

B = ±2e2 |ϕ|2

κ2
(
ev2 − e |ϕ|2

)
. (4.22)

Estas são as equações BPS ou de primeira ordem que minimizam a energia do sistema, e

fornecem a seguinte expressão para à energia

E =

∫
d2r

[
±ev2B ± 1

2
ϵij∂iJj

]
. (4.23)

O termo de divergência anular-se-á devido às condições de contorno apropriadas a ser impostas

sobre os campos, que implicarão à uma energia finita e localizada. Sob tal consideração, a

energia será proporcional ao fluxo magnetico,

E = ±ev2
∫
d2r B = ±ev2Φ, (4.24)

tal como acontece no caso do modelo de Maxwell-Higgs.

4.2 Configurações de vórtices

As configurações de vórtices serão obtidas via implementação do seguinte ansatz

ϕ = vg(r)einθ , Aθ = −a (r)− n

er
, A0 = ω(r). (4.25)

Neste ansatz, o campo magnético é dado pela expressão

B = − a′

er
, (4.26)
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4.3. ANÁLISE ASSINTÓTICA E SOLUÇÕES NUMÉRICAS

enquanto, as equações BPS do modelo de CSH são expressas como

g′ = ±ag
r
. (4.27)

B = − a′

er
= ±2e3v4g2

κ2
(
1− g2

)
, (4.28)

As condições de contorno que garantem uma densidade de energia bem localizada são

lim
r→∞

a (r) = 0±, lim
r→∞

g (r) = 1, (4.29)

lim
r→0

a (r) = n , lim
r→0

g (r) = 0, (4.30)

onde n representa a vorticidade da solução. Então, da expressão (4.26), obtemos que a energia

BPS do modelo de CSH é

EBPS = ±2πv2n. (4.31)

Vamos reescrever as equações BPS em uma forma adimensional através da seguinte variável

adimensional, t→ evr, e das seguinte definições

a (r) → ā (t) , g (r) → ḡ (t) , B (r) → ev2B̄ (t) , κ→ evκ̄, ω (r) → vω̄ (t) , (4.32)

com as quais as equações BPS são escritas na seguinte forma

ḡ′ = ± ḡā
t
. (4.33)

B̄ = − ā
′

t
=

2ḡ2

κ̄2
(
1− ḡ2

)
, (4.34)

O potencial escalar e o campo elétrico são calculados usando as seguintes formulas

ω̄ = ±1

κ̄

(
1− ḡ2

)
, ω̄′ = −2

κ̄

ag2

t
(4.35)

4.3 Análise assintótica e soluções numéricas

Faremos primeiramente o comportamento assintótico no infinito. Utilizaremos as seguintes

expansões ḡ (t) = 1− δḡ , ā (t) = δā, que substitúıdas nas equações BPS, Eqs. (4.33) - (4.34),

proporcionam duas equações de primeira ordem acopladas para δḡ e δā. O desacoplamento

delas proporciona as seguintes equações diferenciais

(δā)′′ − (δā)′

t
− 4

κ̄2
(δā) = 0, (4.36)
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4.3. ANÁLISE ASSINTÓTICA E SOLUÇÕES NUMÉRICAS

(δḡ)′′ +
(δḡ)′

t
− 4

κ̄2
(δḡ) = 0. (4.37)

As soluções destas equações diferenciais são

δḡ ∼ K0

(
2t

κ̄

)
∼ 1√

t
exp

(
−2

κ̄
t

)
, (4.38)

δā ∼ tK1

(
2t

κ̄

)
∼

√
t exp

(
−2

κ̄
t

)
. (4.39)

Para o comportamento na origem, utilizaremos o método da série de potência

ā = n−
∞∑
j=1

ajt
j, ḡ =

∞∑
j=1

gjt
j, (4.40)

cuja solução, para n > 0 é

ḡ = Gtn − G3t3n+2

2 (n+ 1)2
+

G5t3n+2

2 (n+ 1)2
+ . . . , (4.41)

ā = n− G2t2n+2

(n+ 1)2
+

G4t4n+2

(2n+ 1)2
+ . . . (4.42)

Agora, apresentaremos os perfis gerados via integração numérica das equações BPS. O valor

escolhido para o parâmetro de Chern-Simons foi κ̄ = 1.

Figura 4.1: Campo de Higgs ḡ(t).
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4.3. ANÁLISE ASSINTÓTICA E SOLUÇÕES NUMÉRICAS

Figura 4.2: Campo vetorial ā(t).

Figura 4.3: Potencial escalar −ω̄(t).
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4.3. ANÁLISE ASSINTÓTICA E SOLUÇÕES NUMÉRICAS

Figura 4.4: Campo magnético B̄(t).

Figura 4.5: Campo elétrico ω̄′(t).
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Figura 4.6: Densidade de energia BPS ĒBPS(t)
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CAṔITULO 5

Modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs

Nos caṕıtulos anteriores, apresentamos os modelos de Maxwell-Higgs e Chern-Simons-Higgs,

duas teorias planares que suportam configurações de vórtices eletricamente neutro e carregado,

respectivamente. Neste caṕıtulo, daremos uma introdução ao modelo de Higgs abeliano aco-

plado ao termo de Chern-Simons.

5.1 Equação de movimento

A densidade lagrangiana para este modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs é dada por

L = −1

4
FµνF

µν +
κ

4
ϵµνκAµFνκ + |Dµϕ|2 +

1

2
∂µN ∂µN − V (|ϕ| , N) , (5.1)

onde N representa um campo neutro para garantir uma teoria estável e invariante de gauge, e

V (|ϕ| , N) é o potencial de interação que depende tanto da campo de Higgs quanto do campo

neutro. Especificamente, utilizamos o seguinte potencial

V (|ϕ| , N) =
1

2

[
ev2 − e |ϕ|2 − κN

]2
+ e2N2 |ϕ|2 . (5.2)
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5.2. ENERGIA ESTACIONÁRIA E EQUAÇÕES BPS

As equações de movimento do modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs1 são

∂αF
αβ + κϵβαµ∂αAµ = −Jβ, (5.3)

DαD
αϕ− eϕ

[
ev2 − e |ϕ|2 − κN

]
+ e2N2ϕ = 0, (5.4)

∂α∂
αN − κ

[
ev2 − e |ϕ|2 − κN

]
+ 2e2N |ϕ|2 = 0, (5.5)

onde Jβ = ie
(
ϕ̄Dβϕ− ϕDβϕ

)
é a densidade de corrente do modelo de MCSH.

A lei de Gauss estacionaria do modelo é

∂i∂iA0 − κB = 2e2A0 |ϕ|2 . (5.6)

Vemos da lei da Gauss, que o termo de Chern-Simons acopla o setor elétrico ao setor magnético,

onde agora A0 = 0 não constitui mais uma solução da Eq.(5.6), confirmando a existência de

vórtices eletricamente carregados.

A lei de Ampère estacionária para este modelo é

∂jFji + κϵij∂jA0 = Ji. (5.7)

A equação de movimento estacionária para o campo de Higgs é também escrita na seguinte

forma:

∂k∂kϕ− 2ieAk∂kϕ− e2 (Ak)
2 ϕ+ e2 (A0)

2 ϕ+ eϕ
[
ev2 − e |ϕ|2 − κN

]
− e2N2ϕ = 0, (5.8)

enquanto a equação de movimento estacionária para o campo neutro N é expressa por

∂j∂jN = κ
[
ev2 − e |ϕ|2 − κN

]
− 2e2N |ϕ|2 . (5.9)

5.2 Energia estacionária e equações BPS

A densidade energia em regime estacionário é dada por

E =
1

2
(∂iA0)

2 +
B2

2
+ e2 (A0)

2 |ϕ|2 + |Diϕ |2 +
1

2
(∂iN)2 + V (|ϕ| , N) . (5.10)

1MCSH = Maxwell-Chern-Simons-Higgs
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5.2. ENERGIA ESTACIONÁRIA E EQUAÇÕES BPS

Inserimos o potencial, Eq. (5.2), na expressão anterior, e aplicamos o método de Bogomol’nyi,

de modo a reescrevê-la em termos quadráticos. Neste desenvolvimento, usamos as seguintes

identidades:

1

2
B2± 1

2

[
ev2 − e |ϕ|2 − κN

]2
=

1

2

[
B ±

[
ev2 − e |ϕ|2 − κN

]]2∓B
[
ev2 − e |ϕ|2 − κN

]
, (5.11)

1

2
(∂iA0)

2 ± 1

2
(∂iN)2 =

1

2
[∂iA0 ± ∂iN ]2 ∓ (∂iA0) (∂iN) , (5.12)

e2 (A0)
2 |ϕ|2 ± e2N2 |ϕ|2 = e2 |ϕ|2 [A0 ±N ]2 ∓ 2e2 |ϕ|2A0N. (5.13)

Substituindo-as na Eq. (5.10), temos

E =
1

2

[
B ∓

[
ev2 − e |ϕ|2 − κN

]]2 ±B
[
ev2 − e |ϕ|2 − κN

]
+

1

2
[∂iA0 ± ∂iN ]2

∓ (∂iA0) (∂iN) + |Diϕ |2 + e2 |ϕ|2 [A0 ±N ]2 ∓ 2e2 |ϕ|2A0N, (5.14)

Usando agora a identidade

|Diϕ |2 = |D±ϕ |2 ± eB |ϕ|2 ± 1

2
ϵij∂iJj, (5.15)

na Eq. (5.14), resulta

E =
1

2

[
B ∓

[
ev2 − e |ϕ|2 − κN

]]2 ∓ κBN ± ev2B +
1

2
[∂iA0 ± ∂iN ]2 ∓ (∂iA0) (∂iN)

+ |D±ϕ |2 ±
1

2
ϵij∂iJj + e2 |ϕ|2 [A0 ±N ]2 ∓ 2e2 |ϕ|2A0N, (5.16)

Para que a energia seja minimizada, devemos impor que os termos quadráticos sejam nulos, ou

seja,

B ∓
[
ev2 − e |ϕ|2 − κN

]
= 0, (5.17)

D±ϕ = 0, (5.18)

∂iA0 ± ∂iN = 0, (5.19)

A0 ±N = 0. (5.20)

Estas são as equações BPS que descrevem a dinâmica dos vórtices do modelo Maxwell-Chern-

Simons-Higgs, e somente existirão se o campo neutro N estiver relacionado com o potencial

escalar A0 de acordo com a Eq. (5.20),

N = ∓A0. (5.21)
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5.3. CONFIGURAÇÕES DE VÓRTICES

Com isso, teremos as seguintes equações BPS,

|D±ϕ |2 = 0. (5.22)

B = ±
[
ev2 − e |ϕ|2

]
+ κA0, (5.23)

Essas considerações conduzem à seguinte expressão para a densidade de energia BPS,

E =± ev2B ± 1

2
ϵij∂iJj + ∂iA0∂iA0 + κA0B + 2e2 |ϕ|2 (A0)

2 , (5.24)

os dois últimos termos podem se simplificado via a lei de Gauss,

κA0B + 2e2 (A0)
2 |ϕ|2 = A0∂i∂iA0 (5.25)

obtemos

E =± ev2B + ∂iJi, (5.26)

onde

∂iJi = ±1

2
ϵij∂iJj + ∂i (A0∂iA0) , (5.27)

representa uma divergência total, que anula-se devido as mesmas condições de contorno impos-

tas sobre os campos, dadas nas Eqs. (5.33) e (5.34). Portanto, a energia BPS do modelo será

dado por

E = ±ev2
∫
d2r B = ±2πv2n. (5.28)

5.3 Configurações de vórtices

Para obtermos configurações de vórtices no modelo de MCSH, faremos uso do seguinte ansatz

ϕ = vg(r)einθ , Aθ = −a (r)− n

er
, A0 = ω(r). (5.29)

Usando o ansatz nas equações BPS e na lei de Gauss estacionária teremos

g′ = ±ag
r
. (5.30)

B = − a′

er
= ±ev2

(
1− g2

)
+ κω, (5.31)

ω′′ +
ω′

r
− κB = 2e2v2ωg2, (5.32)
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As funções escalares a (r), g (r) e ω (r) são regulares em r = 0 e r = ∞, satisfazendo as seguintes

condições de contorno

a (0) = n, g (0) = 0, ω′ (0) = 0, (5.33)

a (∞) = 0, g (∞) = 1, ω (∞) = 0, (5.34)

onde n representa a vorticidade da solução.

Introduzindo a seguinte variável adimensional t→ evr, em seguida, realizando as seguintes

transformações nos campos,

g (r) → ḡ (t) , a (r) → ā (t) , ω (r) → vω̄ (t) , B (r) → ev2B̄ (t) , κ→ evκ̄, (5.35)

chegamos às equações BPS escritas na forma adimensional

ḡ′ = ± āḡ
t
, (5.36)

B̄ = − ā
′

t
= ±

(
1− ḡ2

)
+ κ̄ω̄, (5.37)

ω̄′′ +
ω̄′

t
+ κ̄

ā′

t
= 2ḡ2ω̄. (5.38)

Fazendo a escolha κ̄→ −κ̄, as soluções comportam-se ḡ → ḡ, ā→ ā, ω̄ → −ω̄.

5.3.1 Análise assintótica e soluções numéricas

Faremos primeiramente o comportamento assintótico para t → ∞. Neste limite, usaremos as

seguintes expansões

ā = δā , ḡ = 1− δḡ , ω̄ = δω̄.

Então, substituindo nas Eqs. (5.36),(5.37) e (5.38), obtemos as seguintes equações

(δā)′

t
= −2δḡ + κδω̄, (5.39)

− (δḡ)′ =
(δā)

t
, (5.40)

(δω̄)′′ +
(δω̄)′

t
− κ

(δa)′

t
− 2 (δω̄) = 0, (5.41)
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5.3. CONFIGURAÇÕES DE VÓRTICES

cujas soluções são

δḡ ∝ K0 (tβ) ≃ t−1/2e−βt , (5.42)

δā ∝ tK1 (tβ) ≃ t1/2e−βt , (5.43)

δω̄ ∝ K0 (tβ) ≃ t1/2e−βt (5.44)

onde o parâmetro β é

β =

√
κ̄2 + 8− κ̄

2
, (5.45)

e quando κ̄ → ∞, os vórtices se comportam como aqueles do modelo de Chern-Simons-Higgs

β ≃ 2

κ̄
(5.46)

Para t → 0, utilizamos o método da série de potência nas Eqs. (5.36),(5.37) e (5.38),

obtemos as seguintes soluções

ḡ = Gnt
n + ..., (5.47)

ā = 1− 1

2
(1 + κ̄ω0) t

2 + ..., (5.48)

ω̄ = ω0 +
κ̄ (1 + κ̄ω0)

4
t2 + .... (5.49)

Apresentaremos alguns perfis gerados pela integração numérica das equações BPS, Eqs.

(5.36)-(5.38). Todos os plots foram obtidos mantendo fixo o parâmetro de Chern-Simons,

κ̄ = 1, e variando a vorticidade n.

Figura 5.1: Campo de Higgs ḡ(t).

Na origem, o campo ḡ(t) é nulo

para cada valor n. Para n = 1, o

campo cresce rapidamente tendendo

ao valor assintótico no infinito. Para

n > 1, o perfil do campo alarga-se,

tendendo mais lentamente ao valor

assintótico no infinito.
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5.3. CONFIGURAÇÕES DE VÓRTICES

Figura 5.2: Campo vetorial ā(t).

Em torno da origem, o campo ā(t)

tende para cada valor de n. No in-

finito, o campo ā(t) tende a zero,

decaindo mais suavemente quanto

maior o valor de n.

Figura 5.3: Potencial escalar ω̄(t).
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5.3. CONFIGURAÇÕES DE VÓRTICES

Figura 5.4: Campo magnético B̄(t).

Para n = 1, o campo magnético

tem seu valor máximo, decaindo a

zero em forma de lump. Para n > 1,

o campo decai formando um anel com

raio proporcional a n.

Figura 5.5: Campo elétrico ω̄′(t).

Para cada valor de n, o campo

elétrico decai a zero em forma de anel

centrados longe da origem quanto

maior o valor de n.
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5.3. CONFIGURAÇÕES DE VÓRTICES

Figura 5.6: Densidade de energia BPS ĒBPS(t).

Para n = 1, a densidade de ener-

gia possui um perfil tipo lump cen-

trado na origem. Para n > 1, a densi-

dade de energia decai formando anéis

cujos raios são proporcionais ao valor

de n.
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CAṔITULO 6

Vórtices na redução dimensional do modelo de

Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-Higgs

Neste caṕıtulo, dedicaremos nossa atenção ao estudo de configurações de vórtices em teorias

abelianas com termos que violam a simetria de Lorentz. A simetria de Lorentz é a base da

Relatividade Restrita e junto com aMecânica Quântica correspondem à base da Teoria Quântica

de Campos (QFT), que descreve part́ıculas como uma excitação em um espaço imerso no

espaço-tempo. O desenvolvimento destas duas teorias, proporcionou o surgimento do Modelo

Padrão (SM), como um modelo para descrever todas as interações conhecidas no universo

(eletromagnética, nuclear forte e fraca) exceto a gravidade. A violação simetria de Lorentz tem

sido um tema de profundo interesse nos últimos anos, dentro de um contexto do modelo padrão

de extensão (SME). O SME incorpora termos da violação da invariância de Lorentz (LIV) em

todos os setores de interação e tem sido estudada em muitos aspectos. As investigações no

contexto do SME ocorrem principalmente nos setores fermiônico, de gauge, e que envolvem

extensões da gravidade. O sector de gauge do SME é composto de um termo CPT-par e outro

termos CPT-́ımpar. O termo CPT-́ımpar é representado pelo termo de Carroll-Field-Jackiw

(CFJ).

Nosso estudo sobre vórtices em modelos com (LIV) consiste na redução dimensional do
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modelo de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-Higgs definido em (1 + 3)-dimensões, definido pela

Lagrangiana

L = −1

4
Fµ̄ν̄F

µ̄ν̄ − 1

4
ϵµ̄ν̄κ̄λ̄ (kAF )µ̄Aν̄Fκ̄λ̄ + |Dµ̄ϕ|2 − V (|ϕ|) , (6.1)

onde o ı́ndice grego µ̄ varia de 0 a 3, Dµ̄ = ∂µ̄− ieAµ̄ representando a derivada covariante εµ̄ν̄κ̄λ̄

é o śımbolo de Levi-Civita em (1+3)- dimensões

A redução dimensional deste modelo é dado pela densidade lagrangiana

L1+2 = −1

4
FµνF

µν +
s

4
ϵµνκAµFνκ + |Dµϕ|2 +

1

2
∂µψ∂

µψ − e2ψ2 |ϕ|2 − V (|ϕ| , ψ)

−ψ
2
ϵµνκ (kAF )µ ∂νAκ −

1

2
ϵµκν (kAF )µAκ∂νψ, (6.2)

o segundo somando é o termo de Chern-Simons e o coeficiente da VL s = (kAF )3̄ faz o papel

do parâmetro de Chern-Simons, ψ = A3̄ é um campo escalar neutro, o vetor (kAF )µ é a versão

(1+2)-dimensional do campo de fundo de Carroll-Field-Jackiw acoplando o campo de gauge e

o campo neutro. Finalmente, V (|ϕ| , ψ) representa o potencial de interação

V (|ϕ| , ψ) = 1

2

(
ev2 − e |ϕ|2 − sψ

)2
. (6.3)

Neste trabalho, consideraremos (kAF )0 = 0 com o propósito d ter uma densidade de energia

definida positiva (vide apêndice D.2).

As equações de movimento associadas a lagrangiana (6.2) são

∂αF
αβ + sϵβαµ∂αAµ −

1

2
∂α

[
ψϵβαµ (kAF )µ

]
+

1

2
ϵβµν (kAF )µ ∂νψ = −Jβ, (6.4)

DµD
µϕ+ e2ψ2ϕ− eϕ

[
ev2 − e |ϕ|2 − sψ

]
= 0, (6.5)

�ψ +
1

2
∂α

[
ϵiαρ (kAF )iAρ

]
+

1

2
ϵiνρ (kAF )i ∂νAρ + 2e2ψ |ϕ|2 − s

[
ev2 − e |ϕ|2 − sψ

]
= 0. (6.6)

A lei de Gauss estacionaria é

∂i∂iA0 − sB − ϵij (kAF )i ∂jψ = 2e2A0 |ϕ|2 . (6.7)

A lei de Ampère estacionária é

∂jF
ji + sϵ0ij∂jA0 = Ji, (6.8)
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6.1. ENERGIA E EQUAÇÕES BPS

A equação estacionaria para o campo neutro ψ é

∇2ψ =
1

2
∂j

[
ϵijρ (kAF )iAρ

]
+

1

2
ϵijρ (kAF )i ∂jAρ + 2e2ψ |ϕ|2 − s

[
ev2 − e |ϕ|2 − sψ

]
, (6.9)

e a equação de movimento estacionária para o campo de Higgs é

∇2ϕ− 2ieA · ∇ϕ− e2A2ϕ+ e2A2
0ϕ− e2ψ2ϕ+ eϕ

[
ev2 − e |ϕ|2 − sψ

]
= 0. (6.10)

6.1 Energia e equações BPS

A energia estacionária (vide apêndice D.2 ) é dada pela expressão

E =

∫
d2r

[
1

2
(∂iA0)

2 +
1

2
B2 + e2 (A0)

2 |ϕ|2 + 1

2
∂iψ∂iψ + |Diϕ|2 + e2ψ2 |ϕ|2 + V (|ϕ| , ψ)

]
.

(6.11)

Aplicaremos o método de Bogomol’nyi na expressão da energia, escrevendo-a em termos quadráticos

E =

∫
d2r

[
1

2

[
B ∓

[
ev2 − e |ϕ|2 − sψ

]]2 ± [
ev2 − e |ϕ|2 − sψ

]
+

1

2
[∂iA0 ± ∂iψ]

2 (6.12)

∓ (∂iA0) (∂iψ) + |D±ϕ |2 ± eB |ϕ|2 ± 1

2
ϵij∂iJj + e2 |ϕ|2 [A0 ± ψ]2 ∓ 2e2 |ϕ|2A0ψ

]
,

onde inserimos a identidade

|Diϕ |2 = |D±ϕ |2 ± eB |ϕ|2 ± 1

2
ϵij∂iJj. (6.13)

Obtemos então, a seguinte expressão para à energia

E =

∫
d2r

1

2

[
B ∓

[
ev2 − e |ϕ|2 − sψ

]]2 ± ev2B ∓ sψB +
1

2
[∂iA0 ± ∂iψ]

2 ∓ (∂iA0) (∂iψ)

+ |D±ϕ |2 ±
1

2
ϵij∂iJj + e2 |ϕ|2 [A0 ± ψ]2 ∓ 2e2 |ϕ|2A0ψ. (6.14)

A condição de energia mı́nima é obtida quando os termos quadráticos se anulam, nos fornecendo

assim, as equações BPS do modelo

D±ϕ = 0, (6.15)

B ∓
[
ev2 − e |ϕ|2 − sψ

]
= 0, (6.16)

∂iA0 ± ∂iψ = 0, (6.17)
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A0 ± ψ = 0. (6.18)

As duas ultimas equações saturam se

ψ = ∓A0, (6.19)

com isso, as equações BPS restantes são

D±ϕ = 0. (6.20a)

B = ±e
(
v2 − |ϕ|2

)
+ sA0, (6.21)

e a energia BPS resulta

EBPS =

∫
d2r

[
±ev2B + sA0B + ∂iA0∂iA0 ±

1

2
ϵij∂iJj + 2e2 |ϕ|2A2

0

]
, (6.22)

e usando a lei de Gauss no ultimo termo,

2e2A2
0 |ϕ|

2 = A0∂i∂iA0 − sA0B ± ϵij (kAF )iA0∂jA0, (6.23)

e substituindo na integral acima obtemos

EBPS =

∫
d2r

[
±ev2B + ∂iJi

]
, (6.24)

onde

Ji = ±1

2
ϵijJj + A0∂iA0 ∓

1

2
ϵij (kAF )j A

2
0. (6.25)

O termo de divergência total anula-se devido as condições de contorno impostas sobre os cam-

pos. Com isso, a energia BPS é dada por

EBPS = ±ev2
∫
d2r B = 2πv2 |n| , (6.26)

onde usamos as condições de contorno para os campos estabelecidas em (6.35) e (6.38).

6.2 Configurações de Vórtices carregados

Para obtermos soluções tipo-vórtices, consideraremos o ansatz

ϕ = vg (r) einθ , Aθ = −a (r)− n

er
, A0 = ω (r) (6.27)

46



6.3. COMPORTAMENTO ASSINTÓTICO

o que nos permite escrever o campo magnético como

B = − a′

er
. (6.28)

As funções escalares a (r), g (r) e ω (r) são regulares em r = 0 e r = ∞, satisfazendo

condições de contorno garantido a finitude da energia.

As equações BPS e a lei de Gauss são expressas da seguinte maneira

g′ = ±ag
r
, (6.29)

B = − a′

er
= ±ev2

(
1− g2

)
+ sω, (6.30)

ω′′ +
ω′

r
− sB ∓ (kAF )θ

(
ω′ +

ω

2r

)
− 2e2v2g2ω = 0 , (6.31)

o sinal superior (inferior) corresponde a n > 0 (n < 0). Conhecendo a solução para n > 0

podemos obter a correspondente solução para n < 0 fazendo a seguinte mudança g → g , a→

−a, ω → −ω e (kAF )θ → −(kAF )θ. Também observamos que sob a mudança s → −s, as

soluções mudam do seguinte modo g → g , a→ a , ω → −ω.

O conjunto de equações (6.29)-(6.31) para (kAF )θ = 0 é similar ao do modelo Maxwell-

Chern-Simons-Higgs se o coeficiente s da VL faz o papel do parâmetro de Chern-Simons.

6.3 Comportamento Assintótico

Para r → 0, obtemos as soluções das Eqs. (6.29-6.31) usando o método de séries de potências,

g (r) ≃ Gnr
n − Gn (e

2v2 + eω0s)

4
rn+2 ∓ Gneω0s(kAF )θ

18
rn+3 + . . . (6.32)

a (r) ≃ n− (e2v2 + eω0s)

2
r2 ∓ eω0s(kAF )θ

6
r3 + . . . (6.33)

ω (r) ≃ ω0 ±
ω0 (kAF )θ

2
r +

4s (ev2 + ω0s) + 3 [(kAF )θ]
2 ω0

16
r2 + . . . (6.34)

Com isso impomos as seguintes condições de contorno na origem

g (0) = 0, a (0) = n, ω′ (0) = ±ω0 (kAF )θ
2

. (6.35)
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Por outro lado, o comportamento assintótico quando r → +∞, é calculando fazendo a

substituição g = 1 − δg , a = δa, ω = δω, onde δg, δa, δω são funções infinitesimais a serem

calculadas. Após substituir essas expressões nas Eqs. (6.29-6.31), obtemos

δg ∼ r−1/2e−βr , δa ∼ r1/2e−βr , δω ∼ r−1/2e−βr , (6.36)

onde β um parâmetro real e positivo dado pela seguinte equação

β =
1

2

√
κ2 + 8e2v2 − κ

2
, κ =

√
s2 +

[(kAF )θ]
2

4
± (kAF )θ

2
. (6.37)

Lembrando que o sinal superior (inferior) se refere a n > 0 (n < 0). Se (kAF )θ = 0, recuperamos

o comportamento assintótico dos vórtices carregados do modelo de Maxwell-Chern-Simons-

Higgs. Para um s fixo e n > 0 a análise do parâmetro β como uma função de (kAF )θ mostra que

os perfis com (kAF )θ < 0 convergem ao valor de saturação mais rapidamente que os perfis com

(kAF )θ = 0 (modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs) e estes alcançam os valores assintóticos

mais rápido que os perfis com (kAF )θ > 0.

Assim, a equação (6.36) permite estabelecer as seguintes condições de contorno em r → ∞,

g (∞) = 1, a (∞) = 0, ω (∞) = 0. (6.38)

6.4 Soluções numéricas

Agora introduzimos a variável adimensional ρ = evr e implementamos as seguintes mudanças

g (r) → ḡ (r) , a (r) → ā (ρ) , ω (r) → vω̄ (ρ) , B → ev2B̄ (ρ) ,
(6.39)

(kAF )θ → evλ, s→ evκ , EBPS→ v2ĒBPS.

Nas seções seguintes nos referimos a λ como o parâmetro de CFJ e a κ como o parâmetro tipo

Chern-Simons.

Consequentemente, a equações (6.29)-(6.31) expressas em forma adimensional resultam ser

ḡ′ = ± āḡ
ρ
, (6.40)

B̄ = − ā
′

ρ
= ±

(
1− g2

)
+ κω̄ , (6.41)

ω̄′′ +
ω̄′

ρ
− κB̄ ∓ λω̄′∓λ

2

ω̄

ρ
− 2ḡ2ω̄ = 0 . (6.42)
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E a densidade de energia BPS é dada como

ĒBPS = B̄2 + 2
ā2ḡ2

ρ2
+ 2ḡ2ω̄

2
+ (ω̄′)

2
, (6.43)

e se mostra positiva-definida para todos os valores de κ e λ.

Os perfis dos vórtices BPS carregados são apresentados nas figuras 6.1 a 6.6. E representam

as soluções topológicas para n = 1, 6, 15, o parâmetro de CFJ assume os valores λ = −1, 0,+1,

o outro coeficiente da VL (o similar ao parâmetro de Chern-Simons) é fixado em κ = 1. Para

valor λ = 0 as soluções são exatamente as soluções do modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs

[29], e são representadas por linhas de cor verde-escuro. As linhas de cor azul representam as

soluções para λ = −1 e as de cor vermelha a soluções com λ = +1.

A carga topológica ou vorticidade é representada da seguinte maneira: linhas pontilhadas

representam n = 1, linhas tracejadas para n = 6 e linhas sólidas no caso de n = 15. De qualquer

modo, todas as legendas estão resumidas na Fig. 6.1.

Figura 6.1: Campo de Higgs ḡ(ρ).

Para n = 1 os gráficos represen-

tando o campo ḡ são muito similares

ao dos correspondentes ao modelo de

MCSH. Contudo, as diferenças che-

gam a ser mais notáveis quando o va-

lor da carga topológica é muito maior

que 1. Em geral, os perfis para valo-

res negativos de λ saturam mais ra-

pidamente que aqueles com valores

positivos do parâmetro de CFJ de

acordo com o estabelecido pela Eq.

(6.37).
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6.4. SOLUÇÕES NUMÉRICAS

Figura 6.2: Campo vetorial ā(ρ).

Os perfis do potencial vetor para

n = 1 são muito próximos ao do mo-

delo de MCSH (λ = 0). Mas, as dife-

renças são mais evidentes para gran-

des valores de n. Em geral, os per-

fis para λ < 0 desenvolvem um anel

próximo da origem, isso, indica que o

campo magnético apresenta inversão

de sinal e, consequentemente, uma in-

versão localizada do fluxo magnético,

como é mostrado explicitamente na

Fig. 6.3.

Figura 6.3: Campo magnético B̄(ρ).

Os perfis do campo magnético

para n = 1 são semelhantes longe

da origem. Na origem, a amplitude

é maior para λ > 0 e a amplitude

para λ = 0 é maior que para λ < 0.

Para n > 0 e qualquer valor λ > 0

os perfis nunca se tornam negativos e

formam duas estruturas, a primeira

é um fluxo cônico centrado na ori-

gem cuja amplitude, em ρ = 0 para

n ≫ 1, satura no valor 0, 553; a se-

gunda estrutura é formada longe da

origem e forma um anel. Do mesmo

modo, para λ < 0 e, neste caso,

n > 2, o campo magnético tem va-
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6.4. SOLUÇÕES NUMÉRICAS

lores negativos perto da origem tal que o fluxo magnético forma uma estrutura cônica invertida

centrada em ρ = 0 cuja amplitude para n ≫ 1 satura no valor −1, 017. Contudo, longe da

origem, o campo magnético atinge o valor zero, e muda de sinal, isto é, o campo magnético

se torna positivo e se anula quando ρ → ∞ formando, também, um anel centrado na origem.

Assim, no caso de λ < 0 e valores de n ≫ 1, existem dois domı́nios de fluxo magnético bem

definidos, o primeiro é uma região na vizinhança da origem com fluxo negativo e uma segunda

região longe da origem com fluxo magnético positivo formando uma estrutura em anel. No en-

tanto, independentemente disso, para n > 0, o fluxo magnético total é positivo e proporcional

a n.

Figura 6.4: Potencial escalar ω̄(ρ).

O potencial escalar toma valores

negativos para qualquer valor de λ e

n > 0. Para λ < 0 os perfis perto da

origem possuem forma cônica inver-

tida cuja amplitude em ρ = 0 satura

no valor −2, 017 quando n ≫ 1. Por

outro lado, os perfis para λ > 0 perto

da origem tem forma cônica cuja am-

plitude em r = 0 satura no valor

−0, 446 quando n >> 1. Os perfis

para o modelo de MCSH (λ = 0)

saturam sua amplitude em ρ = 0

no valor −1 quando n ≫ 1 e ge-

ram para este valor um platô que

se afasta da origem até aproximada-

mente ρ ∼ n−5. Para ρ≫ 0 e n≫ 1

os perfis de λ ̸= 0 acompanham o perfil de λ = 0 mas vão para zero mais rápido tal que o perfil

com λ < 0 decai mais rápido que aquele com λ > 0.
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6.4. SOLUÇÕES NUMÉRICAS

Figura 6.5: Campo elétrico ω̄′(ρ).

Para n = 1 os perfis do campo

elétrico são bem diferentes na região

perto da origem, em ρ = 0 ele é po-

sitivo para λ < 0, nulo para λ = 0 e

negativo para λ > 0. Para n > 1 e

λ < 0 o campo elétrico sempre é po-

sitivo e forma uma estrutura cônica

estreita centrada na origem cuja am-

plitude, em ρ = 0 para n ≫ 1,

satura no valor 1.008, já longe da

origem forma um anel. Do mesmo

modo, para λ > 0, o campo elétrico

apresenta valores negativos perto da

origem tal que forma uma estrutura

cônica invertida centrada em ρ = 0

cuja amplitude para n ≫ 1 satura no valor −0.223. Contudo, longe da origem, o campo

elétrico atinge o valor zero, e muda de sinal, isto é, o campo elétrico se torna positivo e se anula

quando ρ → ∞ formando, também, um anel centrado na origem. Assim, no caso de λ < 0 e

valores de n > 1, existem dois domı́nios de campo elétrico bem definidos, o primeiro é uma

região na vizinhança da origem com campo negativo e uma segunda região longe da origem

com campo positivo formando uma estrutura em anel.

A Fig. 6.6 mostra os perfis da densidade de energia BPS. Para n = 1 os perfis são

“lumps” centrados na origem e com diferentes amplitudes, porém longe da origem os perfis

se sobrepõem. Para n ≫ 1 e λ ̸= 0 o perfil da densidade de energia BPS se localiza em duas

regiões bem diferenciadas: a primeira é uma estrutura cônica centrada na origem cuja ampli-

tude para λ > 0 satura no valor 0, 356 e para λ < 0 satura no valor 2, 052. Essa forma cônica

na origem não esta presente no modelo de MCSH (λ = 0). A segunda região está localizada

longe da origem e forma um anel cujo raio cresce proporcionalmente com n tal como acontece

no modelo de MCSH (λ = 0). Os raios satisfazem a seguinte desigualdade ρλ<0 . ρλ>0 . ρλ=0.
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6.4. SOLUÇÕES NUMÉRICAS

Figura 6.6: Densidade de energia BPS ĒBPS(ρ).

Podemos concluir que os vórtices

de MCSH na presença de termos que

representam a quebra espontânea da

simetria de Lorentz apresentam duas

regiões onde o campo magnético, o

campo elétrico e a densidade de ener-

gia se localizam. A primeira é uma

região na vizinhança da origem de

forma cônica e uma segunda região

longe da origem formando um anel

centrado na origem.
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CAṔITULO 7

Conclusões e observações

A dissertação estuda a existência de vórtices topológicos na redução dimensional da eletro-

dinâmica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-Higgs. Percebemos que este novo modelo é uma

versão modificada do modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs (MCSH), com o coeficiente da

violação de Lorentz s = (kAF )3̂ fazendo o papel do parâmetro de Chern-Simons. A modificação

é representada por uma nova interação, entre o campo escalar neutro ψ = A3̂ e o campo de

calibre Aµ, controlada pelo campo de fundo (kAF )µ, sendo este a versão (1+2)-dimensional do

campo de fundo de Carroll-Field-Jackiw. Devido à presença de um termo tipo Chern-Simons

este modelo suporta configurações de vórtices portadores de carga elétrica.

Aplicando o formalismo BPS à energia estacionaria do modelo, mostramos que as equações

BPS são as mesmas que as do modelo de MCSH, a diferença aparece na lei de Gauss dos

modelos. A lei de Gauss de nosso modelo é aquela de MCSH modificada por termos contendo

campo de fundo (kAF )µ. Desse modo, fazendo (kAF )µ = 0 obtemos completamente o conjunto

de equações satisfeitas pelos vórtices do modelo de MCSH.

A analise do comportamento na origem mostra que os vórtices apresentam campo elétrico

não nulo na origem, dependendo explicitamente no parâmetro de CFJ (kAF )θ [vide Eq. (6.35)],

o que contrasta como o modelo de MCSH [vide Eq. (5.33)]. Por outro lado, no infinito as
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soluções mostram o decaimento exponencial (próprio dos vórtices de Abrikosov) similar àquelas

do modelo de MCSH, com parâmetro de Chern-Simons dependendo dos coeficientes da quebra

de Lorentz, s e (kAF )θ [vide Eq. (6.37)].

A influencia do coeficiente de Carroll-Field-Jackiw, ((kAF )θ ou λ na versão adimensional,

nos perfis dos vórtices é notória nos campos magnético e elétrico e na densidade de energia

BPS. Devido à influencia da quebra espontânea da simetria de Lorentz, as soluções topológicas

apresentam duas regiões onde o campo magnético, o campo elétrico e a densidade de energia se

localizam. A primeira é uma região na vizinhança da origem de forma cônica e uma segunda

região longe da origem formando um anel centrado na origem que corresponde a um compor-

tamento tipo daqueles do modelo de MCSH. Em detalhe, se as magnitudes dos coeficientes

((kAF )θ e s são da mesma ordem de grandeza, podemos dizer, que para n ≫ 1, o primeiro

controla o comportamento dos vórtices na vizinhança do origem de coordenadas e, o segundo

predomina no comportamento das soluções topológicas quando r ≫ 0.

Entre as perspectivas futuras podemos citar a possibilidade de estudar os efeitos da violação

de Lorentz em defeitos topológicos no contexto de teorias de campo não abelianas.
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APÊNDICE A

Modelo de Maxwell-Higgs

A.1 Cálculo do potencial

A obtenção do potencial para o modelo MH é feito a partir da relação de auto-dualidade

D±ϕ = 0, (A.1)

onde essa condição nos fornece a seguinte equação

g′ = ±ag
r
. (A.2)

Derivando, obtemos

g′′ +
g′

r
− a2g

r2
= ±a

′g

r
, (A.3)

e igualando com a equação para o campo de Higgs g (r)

g′′ +
g′

r
− a2g

r2
=

1

2v2
∂V

∂g
, (A.4)

obtemos
a′g

r
= ± 1

2v2
∂V

∂g
. (A.5)
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A.2. CÁLCULO DA DENSIDADE DE ENERGIA

Da Lei de Ampère, temos que (
a′

r

)′

= ±e2v2
(
g2
)′
, (A.6)

e resolvendo para r, chegamos a

a′g

r
= ±e2v2g3 + C1g. (A.7)

Em seguida, igualamos a Eq.(A.5) com a Eq.(A.7), nos fornecendo a seguinte expressão

V (g) =
1

2
e2v4g4 ± v2C1g

2 + C2. (A.8)

Para escrevermos o potencial em termos quadráticos, faremos as seguintes escolhas para as

constantes

C1 = ∓e2v2, C2 =
e2v4

2
, (A.9)

assim, o potencial será dado por

V (g) =
1

2
e2v4

(
1− g2

)2
.

Em termos do campo de Higgs, o potencial tem a seguinte forma

V (|ϕ|) = 1

2

(
ev2 − e |ϕ|2

)2
. (A.10)

A.2 Cálculo da densidade de energia

A densidade de energia estacionária do modelo de Maxwell-Higgs abeliano é obtida a partir da

relação

E = −L, (A.11)

onde

L = −1

4
FµνF

µν + |Dµϕ|2 − V (|ϕ|) . (A.12)

Agora, calculamos cada componente da lagrangiana

FµνF
µν = 2F0iF

0i + 2B2. (A.13)

Com isso, nossa lagrangiana expressa em termos das expansões, é escrita como

L =− 1

2
F0iF

0i − 1

4
FijF

ij + |D0ϕ|2 − |Diϕ|2 − V (|ϕ|) . (A.14)
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A.2. CÁLCULO DA DENSIDADE DE ENERGIA

Considerando soluções estáticas e lembrando que este modelo suporta configurações de vórtices

descarregados, o que implica na seguinte condição de gauge A0 = 0, teremos portanto D0ϕ = 0,

L =− 1

2
B2 − |Diϕ|2 − V (|ϕ|) ,

assim, obtemos para a densidade de energia

EBPS =
B2

2
+ |Diϕ|2 + V (|ϕ|) . (A.15)

O próximo passo é substituir o potencial obtido na seção anterior na densidade de energia

V (|ϕ|) = 1

2

[
ev2 − e |ϕ|2

]2
, (A.16)

onde obtemos a seguinte expressão

EBPS =
B2

2
+ |Diϕ|2 +

1

2

[
ev2 − e |ϕ|2

]2
. (A.17)

Para obtermos as equações BPS, devemos escrever a densidade de energia em termos quadráticos

EBPS =
1

2

[
B ∓

√
2V

]2
±B

(√
2V + e |ϕ|2

)
+ |D±ϕ |2 ±

1

2
ϵij∂iJj , (A.18)

onde

|Diϕ |2 = |D±ϕ |2 ± eB |ϕ|2 ± 1

2
ϵij∂iJj. (A.19)

Feito as substituições na Eq. (A.18), obtemos

EBPS =
1

2

[
B ∓

[
ev2 − e |ϕ|2

]]2 ±Bev2 + |D±ϕ |2 ±
1

2
ϵij∂iJj. (A.20)

Impondo as condições BPS, teremos

B ∓
[
ev2 − e |ϕ|2

]
= 0, D±ϕ = 0, (A.21)

dessa forma teremos

EBPS = ±ev2B + ∂iJj, (A.22)

onde

∂iJj = ±1

2
ϵijJj = ±v2 (ag

2)
′

r
. (A.23)

Com isso, a densidade de energia é dada por

EBPS = ±ev2B ± v2
(ag2)

′

r
. (A.24)
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A.2. CÁLCULO DA DENSIDADE DE ENERGIA

Substituindo a expressão do campo magnético e a condição de autodualidade na Eq. (A.23),

obtemos

±v2 (ag
2)

′

r
= ±v2a

′

r
g2 ± v2

2agg′

r
= ∓ev2Bg2 + 2v2

a2g2

r2
, (A.25)

e portanto, chegamos à expressão para a densidade de energia para o modelo de Maxwell-Higgs

abeliano

EBPS = B2 + 2v2
a2g2

r2
, (A.26)

que é definida-positiva.
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APÊNDICE B

Modelo de Chern-Simons-Higgs

B.1 Cálculo do potencial

Partimos da equação de autodualidade

g′ = ±ag
r
, (B.1)

após derivar uma vez obtemos

g′′ = ±a
′g

r
± ag′

r
∓ ag

r2
= ±a

′g

r
+
a2g

r2
− g′

r
(B.2)

g′′ +
g′

r
− a2g

r2
= ±a

′g

r
. (B.3)

Lembrando a equação de movimento para o campo de Higgs,

g′′ +
g′

r
− a2

r2
g =

1

2v2
∂V

∂g
− e2ω2g, (B.4)

ela pode ser reescrita usando a Eq. (B.3) de tal modo que fornece uma equação diferencial

para o potencial V
1

2v2
∂V

∂g
= ±a

′g

r
+ e2ω2g. (B.5)
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B.1. CÁLCULO DO POTENCIAL

Agora, usamos a autodualidade (B.1) na Lei de Ampère, obtemos

κω′ = −2aev2g2

r
, (B.6)

κω′ = ∓2ev2gg′,

κω′ = ∓ev2
(
g2
)′
, (B.7)

cuja integração fornece ω em termos de g :

ω = ∓ev
2g2

κ
+
C1

κ
. (B.8)

A substituição de ω na lei de Gauss fornece a importante relação

a′

r
= ±2e4v4g4

κ2
− 2e3v2g2C1

κ2
, (B.9)

com a qual obtemos
a′g

r
= ±2e4v4g5

κ2
− 2e3v2g3C1

κ2
. (B.10)

Esta última equação é substituida em (B.5)

1

2v2
∂V

∂g
=

2e4v4g5

κ2
∓ 2e3v2g3C1

κ2
+
e4v4g5

κ2
∓ 2e3v2g3C1

κ2
+
e2 (C1)

2 g

κ2
, (B.11)

cuja integração proporciona o potencial BPS do modelo

1

2v2
V =

e4v4g6

2κ2
∓ e3v2g4C1

κ2
+
e2 (C1)

2 g2

2κ2
+ C2, (B.12)

ou

V =
e4v6

κ2
g2

(
± C1

ev2
− g2

)2

+ C2. (B.13)

As constantes são fixada segundo a escolha

C1 = ±ev2, C2 = 0, (B.14)

desse modo, o potencial BPS é

V (g) =
e4v6g2

κ2
(
1− g2

)2
, (B.15)

ou em termos do campo ϕ,

V (|ϕ|) = e2 |ϕ|2

κ2
(
ev2 − e |ϕ|2

)2
. (B.16)
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APÊNDICE C

Modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs

C.1 Cálculo do potencial

O potencial que nos permitirá obter configurações de vórtices no modelo MCSH, será calculado

a partir da relação de auto-dualidade

g′ = ±ag
r
. (C.1)

Derivando a equação anterior, obtemos a seguinte equação

g′′ +
g′

r
− a2g

r2
= ±a

′g

r
. (C.2)

Igualando (C.2) com a equação para o campo g (r),

g′′ +
g′

r
− a2

r2
g =

1

2v2
dV

dg
− e2ω2g, (C.3)

chegamos a seguinte equação
a′g

r
= ± 1

2v2
∂V

∂g
∓ e2ω2g. (C.4)

Substituindo a Eq. (C.1) na lei de Ampère obtemos

a′g

r
= ±e2v2g3 − κegω + C1g. (C.5)
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C.2. CÁLCULO DA DENSIDADE DE ENERGIA

Igualando os termos das Eqs. (C.4) e (C.5), chegamos a seguinte expressão

V =
1

2
e2v4g4 ∓ v2κeωg2 + v2e2ω2g2 ± v2C1g

2 + C2. (C.6)

As constantes de integração devem ser escolhidas de forma a escrever o potencial como um

quadrado perfeito, e para isso, escolhemos para a constante C1

C1 = ∓e2v2, (C.7)

onde obtemos a seguinte expressão

V =
1

2
e2v4

(
1− g2

)2 ± ev2
(
1− g2

)
κω +

1

2
(κω)2 + v2e2ω2g2 + C2

−e
2v4

2
∓ ev2κω − 1

2
(κω)2 . (C.8)

Com isso, podemos fazer a seguinte escolha para a constante C2

C2 =
1

2

[
ev2 ± κω

]2
, (C.9)

e o potencial é reduzido à seguinte forma

V =
1

2

[
ev2

(
1− g2

)
± κω

]2
+ e2v2ω2g2. (C.10)

Da condição entre o campo neutro N e o campo escalar ω, obtida a partir das equações BPS,

N = ∓ω, (C.11)

chegamos a expressão para o potencial do modelo Maxwell-Chern-Simons-Higgs

V =
1

2

[
ev2 − e |ϕ|2 − κN

]2
+ e2N2 |ϕ|2 . (C.12)

C.2 Cálculo da densidade de energia

A densidade de energia estacionária para o modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs será obtido

a partir da relação

E = −L. (C.13)

Primeiro, vamos explicitar os termos da lagrangiana em regime estacionário, onde obtemos

FµνF
µν = −2 (∂iA0)

2 + 2B2, (C.14)
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κ

4
ϵµνκAµFνκ =

κ

2
ϵ0ijA0∂iAj +

κ

2
ϵ0ijAi∂jA0, (C.15)

|Dµϕ|2 = e2 (A0)
2 |ϕ|2 + |Diϕ|2 , (C.16)

1

2
∂µN ∂µN =

1

2
∂iN ∂iN, (C.17)

e com isso, reescrevemos a lagrangiana

L =
1

2
(∂iA0)

2 − 1

2
B2 +

κ

2
ϵ0ijA0∂iAj +

κ

2
ϵ0ijAi∂jA0 + e2 (A0)

2 |ϕ|2 (C.18)

− |Diϕ|2 −
1

2
∂iN ∂iN − V (|ϕ| , N) .

Em seguida, inserimos a lei de Gauss na expressão

−1

2
A0∂i∂iA0 +

κ

2
ϵ0ijA0∂iAj = −e2 (A0)

2 |ϕ|2 , (C.19)

obtendo a equação

L =
1

2
(∂iA0)

2 − 1

2
B2 +

κ

2
ϵ0ijAi∂jA0 +

1

2
A0∂i∂iA0 (C.20)

− |Diϕ|2 −
1

2
∂iN ∂iN − V (|ϕ| , N) .

Reescrevemos o termo abaixo como uma derivada total

κ

2
ϵ0ijAi∂jA0 =

κ

2
ϵ0ij∂j (AiA0) +

κ

2
ϵ0ijA0∂iAj, (C.21)

assim, a lagrangiana fica expressa como

L =
1

2
(∂iA0)

2 − 1

2
B2 +

κ

2
ϵ0ij∂j (AiA0) +

κ

2
ϵ0ijA0∂iAj +

1

2
A0∂i∂iA0 − |Diϕ|2

−1

2
∂iN ∂iN − V (|ϕ| , N) . (C.22)

Novamente, substituindo a lei de Gauss na equação, chegamos à expressão

L =
1

2
(∂iA0)

2 − 1

2
B2 +

κ

2
ϵ0ij∂j (AiA0)− e2 (A0)

2 |ϕ|2 + A0∂i∂iA0 − |Diϕ|2

−1

2
∂iN ∂iN − V (|ϕ| , N) , (C.23)

e com a derivada total

A0∂i∂iA0 = ∂i (A0∂iA0)− ∂iA0∂iA0, (C.24)
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C.2. CÁLCULO DA DENSIDADE DE ENERGIA

chegamos a

L = −1

2
(∂iA0)

2 − 1

2
B2 +

1

2
κϵ0ij∂j (AiA0)− e2 (A0)

2 |ϕ|2 + ∂i (A0∂iA0)− |Diϕ|2

−1

2
∂iN ∂iN − V (|ϕ| , N) . (C.25)

Os termos de derivada total se anulam, e com isso, chegamos a expressão para a densidade de

energia

H =
1

2
(∂iA0)

2 +
B2

2
+ e2 (A0)

2 |ϕ|2 +DiϕDiϕ+
1

2
(∂iN)2 + V (|ϕ| , N) . (C.26)

Inserindo o potencial na expressão anterior, podemos reescrevê-la em termos quadráticos

E =
1

2

[
B ∓

[
ev2 − e |ϕ|2 − κN

]]2 ±B
[
ev2 − e |ϕ|2 − κN

]
+

1

2
[∂iA0 ∓ ∂iN ]2

(C.27)

± (∂iA0) (∂iN) + |D±ϕ |2 ± eB |ϕ|2 ± 1

2
ϵij∂iJj + e2 |ϕ|2 [A0 ∓N ]2 ± 2e2 |ϕ|2A0N,

onde obtém-se

E =
1

2

[
B ∓

[
ev2 − e |ϕ|2 + κN

]]2 ±Bev2 ± κBN +
1

2
[∂iA0 ∓ ∂iN ]2

± (∂iA0) (∂iN) + |D±ϕ |2 ±
1

2
ϵij∂iJj + e2 |ϕ|2 [A0 ∓N ]2 ± 2e2 |ϕ|2A0N. (C.28)

Impondo as condições BPS, teremos

B ∓
[
ev2 − e |ϕ|2 + κN

]
= 0,

D±ϕ = 0, (C.29)

∂iA0 ∓ ∂iN = 0, (C.30)

A0 ∓N = 0. (C.31)

A última equação representa a condição entre o campo neutro e o potencial escalar, que garante

a existência das equações BPS. Dessa forma, substituindo na Eq. (C.28), obtemos

EBPS = ±Bev2 + κBA0 + ∂iA0∂iA0 ±
1

2
ϵij∂iJj + 2e2 |ϕ|2A2

0. (C.32)

Inserindo a lei de Gauss na expressão anterior, obtém-se

EBPS = ±ev2B + ∂iJi, (C.33)
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onde

Ji = ±1

2
ϵijJj + A0∂iA0.

Expressamos a densidade de energia BPS em termos do ansatz

∂iJj = ±v2 (ag
2)

′

r
+

(rωω′)′

r
, (C.34)

e portanto,

H = ±ev2B
(
1− g2

)
+ 2v2

a2g2

r2
+

(rωω′)′

r
. (C.35)

Pela lei de Gauss, o segundo termo pode ser expresso como

(rωω′)′

r
=
ωω′

r
+ ωω′′ + (ω′)

2
= κωB + 2e2v2g2ω2 + (ω′)

2
. (C.36)

Assim,

H = ±ev2B
(
1− g2

)
+ κBω + 2v2

a2g2

r2
+ 2e2v2g2ω2 + (ω′)

2
, (C.37)

finalmente, a densidade de energia do modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs é expresso pela

equação

EBPS = B2 + 2v2
(ag
r

)2

+ 2e2v2g2ω2 + (ω′)
2
, (C.38)

que resulta definida-positiva.
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APÊNDICE D

Modelo de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-Higgs Reduzido

Nosso estudo envolvendo vórtices no modelo de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-Higgs, consiste

na redução dimensional do modelo definido pela lagrangiana em (1 + 3)-dimensões

L = −1

4
Fµ̄ν̄F

µ̄ν̄ − 1

4
ϵµ̄ν̄κ̄λ̄µ̄ (kAF )µ̄Aν̄Fκ̄λ̄ + |Dµ̄ϕ|2 − V (|ϕ|) , (D.1)

onde o ı́ndice grego µ̄ varia de 0 a 3, Dµ̄ = ∂µ̄ − ieAµ̄ representando a derivada covariante

εµ̄ν̄κ̄λ̄ é o śımbolo de Levi-Civita em 4 dimensões. Este procedimento consiste efetivamente em

adotar a seguinte regra: mantém-se inalterados as componentes temporal e as duas primeiras

componentes espaciais; congela-se a terceira componente espacial dando-lhe um caracter escalar,

separando-o do novo vetor definido em (1 + 2)-D do novo sistema χ, exigindo que o novo sistema

não dependa da terceira componente, ou seja,

∂3χ→ 0. (D.2)

Aplicamos estas regras, no campo de gauge definido em (1 + 3)-dimensões, nos conduz a

Aµ̄ = (Aµ, ψ) , (D.3)

onde A3̄ = ψ agora é um escalar e o novo ı́ndice µ varia de 0 a 2. O mesmo procedimento para

o campo de fundo de CFJ, responsável pela violação de Lorentz, obtemos

(kAF )
µ̄ = ((kAF )

µ , s) , (D.4)

67



D.1. CÁLCULO DO POTENCIAL

onde (kAF )
3̄ = s. O próximo passo é realizar a redução dimensional da lagrangiana (D.1),

iniciando pelo termo cinético Fµ̄ν̄F
µ̄ν̄ :

Fµ̄ν̄F
µ̄ν̄ = FµνF

µν − 2∂µψ∂
µψ,

onde Fµ3̄ = −∂µψ e F µ3̄ = ∂µψ. Em seguida, repetimos para o termo ϵµ̄ν̄κ̄λ̄Vµ̄Aν̄Fκ̄λ̄:

ϵµ̄ν̄κ̄λ̄ (kAF )µ̄Aν̄Fκ̄λ̄ = −2ϵ3µνκ (kAF )µAνFκ3 − ϵ3µκλ (kAF )µA3Fκλ + ϵ3̄νκλ (kAF )3̄AνFκλ,

onde eliminamos o termo ϵµνκλVµAνFκλ pelo fato de ϵµνκλ possuir ı́ndices repetidos. Substi-

tuindo as prescrições definidas para Aµ̄ e V µ̄, obtemos

ϵµ̄ν̄κ̄λ̄ (kAF )µ̄Aν̄Fκ̄λ̄ = 2ϵµνκ (kAF )µAν∂κψ + ψϵµκλ (kAF )µ Fκλ − sϵνκλAνFκλ. (D.5)

Por último, aplicamos o procedimento para o setor de Higgs,

|Dµ̄ϕ|2 = |Dµϕ|2 − e2ψ2 |ϕ|2 . (D.6)

Então, a lagrangiana do modelo reduzido de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-Higgs definido

em (1 + 2)-dimensões é dado por

L = −1

4
FµνF

µν +
1

4
sϵνκλAνFκλ −

1

2
ψϵµκλ (kAF )µ ∂κAλ +

1

2
ϵµκν (kAF )µAν∂κψ

(D.7)

+
1

2
∂µψ∂

µψ + |Dµϕ|2 − e2ψ2 |ϕ|2 − V (|ϕ|) .

D.1 Cálculo do potencial

Para calcularmos o potencial que nos permitirá obter configurações de vórtices no modelo abe-

liano Higgs com violação de Lorentz, partiremos, primeiramente, da relação de autodualidade

g′ = ±ag
r
. (D.8)

Do mesmo modo que feito para o modelo MCSH, chegamos a seguinte expressão

g′′ +
g′

r
− a2g

r2
= ±a

′g

r
. (D.9)

Igualando a expressão com a expressão para o campo de Higgs g (r)

g′′ +
g′

r
− a2

r2
g =

1

2v2
∂V

∂g
+ e2ψ2g − e2ω2g (D.10)
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obtemos
a′g

r
= ± 1

2v2
∂V

∂g
± e2ψ2g ∓ e2ω2g. (D.11)

Em seguida, substituindo a relação (D.8) na lei de Ampère,(
a′

r

)′

= ±e2v2
(
g2
)′
+ e (kAF )0

dψ

dr
− seω′, (D.12)

e resolvendo para r, obtemos

a′

r
= ±e2v2g2 + e (kAF )0 ψ − seω + C1. (D.13)

Igualando (D.11) com (D.13) e resolvendo novamente para r , teremos

V =
1

2
e2v4g4 ± v2e (kAF )0 ψg

2 ∓ v2seωg2 + v2e2ω2g2 − v2e2ψ2g2 ± v2C1g
2 + C2. (D.14)

As constantes serão escolhidas de modo a escrever o potencial em termos quadráticos. A

primeira escolha fixa C1,

C1 = ∓e2v2, (D.15)

cuja substituição no potencial (D.14) permite escrever

V =
1

2

{
ev2

(
1− g2

)
± [sω − (kAF )0 ψ]

}2

+ e2v2ω2g2 − e2v2ψ2g2 (D.16)

+C2 −
1

2

{
ev2 ± [sω − (kAF )0 ψ]

}2

.

A constante C2 é fixada

C2 =
1

2

[
ev2 ± [sω − (kAF )0 ψ]

]2
, (D.17)

desse modo, o potencial (D.16) resulta ser

V =
1

2

[
ev2

(
1− g2

)
± [sω − (kAF )0 ψ]

]2
+ e2v2ω2g2 − e2v2ψ2g2. (D.18)

Ou em termos dos campos originais

V =
1

2

[
e
(
v2 − |ϕ|2

)
± [sA0 − (kAF )0 ψ]

]2
+ e2 (A0)

2 |ϕ|2 − e2ψ2 |ϕ|2 , (D.19)

A escolha da condição BPS

A0 = ∓ψ, (D.20)

estabelece a forma do potencial do modelo

V =
1

2

[
ev2 − e |ϕ|2 − [s± (kAF )0]ψ

]2
.
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D.2. CÁLCULO DA DENSIDADE DE ENERGIA

D.2 Cálculo da densidade de energia

A densidade de energia estacionária para o modelo de MCFJH é obtido a partir da expressão

E = −L. (D.21)

Iniciaremos explicitando cada termo da lagrangiana,

FαβF
αβ = −2 (∂iA0)

2 + 2B2, (D.22)

|Dµϕ|2 = e2 (A0)
2 |ϕ|2 − |Diϕ|2 , (D.23)

s

2
ϵµνκAµ∂νAκ =

s

2
ϵ0ijA0∂iAj +

s

2
ϵ0ijAi∂jA0, (D.24)

ψϵµνκ (kAF )µ ∂νAκ = ψϵ0ij (kAF )0 ∂iAj + ψϵ0ij (kAF )i ∂jA0, (D.25)

ϵµνκ (kAF )µAκ∂νψ = ϵ0ij (kAF )0Aj∂iψ + ϵ0ij (kAF )iA0∂jψ, (D.26)

em seguida, inserindo os termos obtidos na lagrangiana,

L =
1

2
(∂iA0)

2 − 1

2
B2 +

s

2
ϵ0ijA0∂iAj +

s

2
ϵ0ijAi∂jA0 −

1

2
ψϵ0ij (kAF )0 ∂iAj

−1

2
ψϵ0ij (kAF )i ∂jA0 +

1

2
ϵ0ij (kAF )0Aj∂iψ +

1

2
ϵ0ij (kAF )iA0∂jψ (D.27)

−1

2
∂iψ∂iψ + e2 (A0)

2 |ϕ|2 − |Diϕ|2 − e2ψ2 |ϕ|2 − V (|ϕ|2 , ψ).

Substituindo a lei de Gauss na equação obtemos

L =
1

2
(∂iA0)

2 − 1

2
B2 +

s

2
ϵ0ijAi∂jA0 −

1

2
ψϵ0ij (kAF )0 ∂iAj

−1

2
ψϵ0ij (kAF )i ∂jA0 −

1

2
ϵ0ij (kAF )0Aj∂iψ − 1

2
∂iψ∂iψ (D.28)

+
1

2
A0∂i∂iA0 − |Diϕ|2 − e2ψ2 |ϕ|2 − V

(
|ϕ|2 , ψ

)
.

Reescrevemos os seguintes termos como uma derivada total

s

2
ϵ0ijAi∂jA0 =

s

2
ϵ0ij∂j (AiA0)−

s

2
ϵ0ijA0∂jAi, (D.29)

1

2
ψϵ0ij (kAF )i ∂jA0 =

1

2
ϵ0ij (kAF )i ∂j (ψA0)−

1

2
ϵ0ij (kAF )iA0∂jψ, (D.30)

e inserindo na Eq. (D.28), ficamos com

L =
1

2
(∂iA0)

2 − 1

2
B2 +

s

2
ϵ0ij∂j (AiA0) +

s

2
ϵ0jiA0∂jAi −

1

2
ψϵ0ij (kAF )0 ∂iAj

−1

2
ϵ0ij (kAF )i ∂j (ψA0) +

1

2
ϵ0ij (kAF )iA0∂jψ − 1

2
ϵ0ij (kAF )0Ai∂jψ

−1

2
∂iψ∂iψ +

1

2
A0∂i∂iA0 − |Diϕ|2 − e2ψ2 |ϕ|2 − V

(
|ϕ|2 , ψ

)
. (D.31)
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Da lei de Gauss, temos que

s

2
ϵ0ijA0∂iAj +

1

2
ϵ0ijA0 (kAF )i ∂jψ = −e2 (A0)

2 |ϕ|2 + 1

2
A0∂i∂iA0, (D.32)

e assim, a Eq. (D.31) fica expressa como

L =
1

2
(∂iA0)

2 − 1

2
B2 +

s

2
ϵ0ij∂j (AiA0)− e2 (A0)

2 |ϕ|2 − 1

2
ψϵ0ij (kAF )0 ∂iAj

−1

2
ϵ0ij (kAF )i ∂j (ψA0)−

1

2
ϵ0ij (kAF )0Ai∂jψ (D.33)

−1

2
∂iψ∂iψ + A0∂i∂iA0 − |Diϕ|2 − e2ψ2 |ϕ|2 − V

(
|ϕ|2 , ψ

)
.

Na equação anterior, os termos de derivada total se cancelam e, da relação (D.21), chegamos a

expressão para à densidade de energia

E =
1

2
(∂iA0)

2 +
1

2
B2 + e2 (A0)

2 |ϕ|2 + 1

2
ψ (kAF )0B

+
1

2
ϵij (kAF )0Ai∂jψ +

1

2
∂iψ∂iψ + |Diϕ|2 + e2ψ2 |ϕ|2 + V

(
|ϕ|2 , ψ

)
. (D.34)

O próximo passo é implementar o formalismo BPS para obter as equações de primeira ordem que

minimizam a energia total. Para isso, devemos reescrever a Eq. (D.34) em termos quadráticos

E =
1

2

[
B ∓

[
ev2 − e |ϕ|2 − [s± (kAF )0]ψ

]]2
±B

[
ev2 − e |ϕ|2 − sψ ∓ (kAF )0 ψ

]
+
1

2
[∂iA0 ± ∂iψ]

2 ∓ (∂iA0) (∂iψ) + |D±ϕ |2 ± eB |ϕ|2 ± 1

2
ϵij∂iJj (D.35)

+e2 |ϕ|2 [ψ ± A0]
2 ∓ 2e2 |ϕ|2A0ψ +

1

2
(kAF )0 ψB +

1

2
ϵij (kAF )0Ai∂jψ.

A condição de mı́nima energia será obtido quando os termos quadráticos se anularem, ou seja,

B = ±
[
ev2 − e |ϕ|2 − [s± (kAF )0]ψ

]
, (D.36)

∂iψ ± ∂iA0 = 0, (D.37)

ψ ± A0 = 0, (D.38)

D±ϕ = 0. (D.39)

A segunda e a terceira equação acima são saturadas se impormos

ψ = ∓A0.
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As equações BPS são reescritas

D±ϕ = 0, (D.40)

B = ±e
(
v2 − |ϕ|2

)
+ [s± (kAF )0]A0, (D.41)

e a densidade de energia BPS adquire a seguinte forma

EBPS = ±ev2B + [s± (kAF )0]BA0 + (∂iA0) (∂iA0)±
1

2
ϵij∂iJj (D.42)

+2e2 |ϕ|2 (A0)
2 ∓ 1

2
A0 (kAF )0B ∓ 1

2
ϵij (kAF )0Ai∂jA0.

1

2
ϵij (kAF )0Ai∂jA0 =

1

2
ϵij (kAF )0 ∂j (AiA0) +

1

2
A0 (kAF )0B

EBPS = ±ev2B + [s± (kAF )0]BA0 + (∂iA0) (∂iA0)±
1

2
ϵij∂iJj (D.43)

+2e2 |ϕ|2 (A0)
2 ∓ (kAF )0A0B ∓ 1

2
ϵij (kAF )0 ∂j (AiA0) .

EBPS = ±ev2B + sBA0 + 2e2 |ϕ|2 (A0)
2 + (∂iA0) (∂iA0) (D.44)

±1

2
ϵij∂iJj ∓

1

2
ϵij (kAF )0 ∂j (AiA0) .

O uso da lei de Gauss permite escrever a soma do segundo e terceiro termo como

sA0B + 2e2 (A0)
2 |ϕ|2 = A0∂i∂iA0 ± ϵij (kAF )iA0∂jA0. (D.45)

assim, a Eq. (D.44) resulta em

EBPS = ±ev2B + ∂iJi, (D.46)

onde

Ji = ±1

2
ϵijJj + A0∂iA0 ∓

1

2
ϵij (kAF )j (A0)

2 ± 1

2
ϵij (kAF )0AjA0. (D.47)

Sob condições de contorno apropriadas, a Eq. (D.46) diz que a energia BPS total é proporcional

ao fluxo magnético.

As equações BPS e a lei de Gauss, expressas em coordenadas polares, em termos do ansatz

g′ = ±ag
r
, (D.48)

B = − a′

er
= ±ev2

(
1− g2

)
+ [s± (kAF )0]ω, (D.49)
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ω′′ +
ω′

r
− sB ∓ (kAF )θ

(
ω′ +

ω

2r

)
= 2e2v2ωg2. (D.50)

A densidade de energia BPS (D.46)

EBPS = ±ev2B + ∂iJi,

Ji = ±1

2
ϵijJj + A0∂iA0 ∓

1

2
ϵij (kAF )j (A0)

2 ± 1

2
ϵij (kAF )0AjA0. (D.51)

1

2
ϵij∂iJj = v2

(ag2)
′

r

∂i (A0∂iA0) =
(rωω′)′

r
= ω

(
ω′′ +

ω′

r

)
+ (ω′)

2

1

2
ϵij∂i

[
(kAF )j (A0)

2
]

=
1

2
(kAF )θ

(rω2)
′

r
= (kAF )θ ω

(
ω′ +

ω

2r

)
1

2
(kAF )0 ϵij∂i (AjA0) =

1

2
(kAF )0

(rωAθ)
′

r
=

1

2
(kAF )0

[
ωAθ

r
+ (ωAθ)

′
]

= −ω (a− n)

er2
− ω′a− n

er
− ω

a′

er
+
ω (a− n)

er2

= −1

2
(kAF )0 ω

′a− n

er
+

1

2
(kAF )0 ωB

Com isso, a densidade de energia será expressa por

EBPS = ±ev2B ± v2
(ag2)

′

r
+ ω

(
ω′′ +

ω′

r

)
+ (ω′)

2

∓ (kAF )θ

(
ω′ +

ω

2r

)
ω ± 1

2
(kAF )0

(rωAθ)
′

r
,

= ±ev2B ± v2
(ag2)

′

r
+ ω

[
ω′′ +

ω′

r
∓ (kAF )θ

(
ω′ +

ω

2r

)]
+(ω′)

2 ± 1

2
(kAF )0

(rωAθ)
′

r

Usando a lei de Gauss (D.50) no colchete, obtemos

ω′′ +
ω′

r
∓ (kAF )θ

(
ω′ +

ω

2r

)
= sB + 2e2v2ωg2. (D.52)

EBPS = ±ev2B ∓ ev2Bg2 + 2v2 (g′)
2
+ ωsB + 2e2v2 (ωg)2 + (ω′)

2

∓1

2
(kAF )0 ω

′a− n

er
± 1

2
(kAF )0 ωB

= B
[
± ev2

(
1− g2

)
+ [s± (kAF )0]ω

]
+ 2v2 (g′)

2
+ 2e2v2 (ωg)2 + (ω′)

2

∓1

2
(kAF )0

(
ω′a− n

er
− ω

a′

er

)
.
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Portanto, a densidade de energia BPS para o modelo de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-Higgs

é dado pela seguinte equação

EBPS = B2 + 2v2 (g′)
2
+ 2e2v2 (ωg)2 + (ω′)

2 ∓ 1

2
(kAF )0

(
ω′a− n

er
− ω

a′

er

)
. (D.53)

A presença do parâmetro (kAF )0 evita obtermos uma densidade de energia definida positiva,

sendo assim, podemos fixar (kAF )0 = 0 para garantir a positividade da densidade de energia

BPS. Com isso, as equações BPS e a lei de Gauss são expressas como

g′ = ±ag
r
. (D.54)

B = − a′

er
= ±ev2

(
1− g2

)
+ sω, (D.55)

ω′′ +
ω′

r
− sB ∓ (kAF )θ

(
ω′ +

ω

2r

)
= 2e2v2ωg2. (D.56)

A densidade de energia BPS

EBPS = B2 + 2v2 (g′)
2
+ 2e2v2 (ωg)2 + (ω′)

2
(D.57)

resulta definida positiva para qualquer valor dos coeficientes da VL: s e (kAF )θ.
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[26] R. Jackiw and E. J. Weinberg, Phys. Rev. Lett. 64, 2234 (1990); R. Jackiw, K. Lee,

and E.J. Weinberg, Phys. Rev. D 42, 3488 (1990); J. Hong, Y. Kim, and P.Y. Pac,

Phys. Rev. Lett. 64, 2230 (1990); G.V. Dunne, Self-Dual Chern-Simons Theories (Springer,

Heidelberg, 1995);

[27] Z.F. Ezawa, Quantum Hall Effects, World Scientific (2000).

[28] P.K. Ghosh, Phys. Rev. D 49, 5458 (1994); T. Lee and H. Ming, Phys. Rev. D 50, 7738

(1994).

[29] N. Sakai and D. Tong, J. High Energy Phys. 03 (2005) 019; G. S. Lozano, D. Marques, E.

F. Moreno, and F. A. Schaposnik, Phys. Lett. B 654, 27 (2007).

[30] S. Bolognesi and S.B. Gudnason, Nucl. Phys. B 805, 104 (2008).

[31] D. Bazeia, E. da Hora, C. dos Santos, and R. Menezes, Phys. Rev. D 81, 125014 (2010).

[32] C. dos Santos, Phys. Rev. D 82, 125009 (2010).

[33] C. Armendariz-Picon, T. Damour, V. Mukhanov, Phys. Lett. B 458, 209 (1999).

[34] C. Armendariz-Picon and E. A. Lim, JCAP 0508, 007 (2005).

[35] A. Sen, JHEP 0207, 065 (2002).

[36] N. Arkani-Hamed, H.C. Cheng, M. A. Luty, S. Mukohyama, JHEP 0405, 074 (2004); N.

Arkani-Hamed, P. Creminelli, S. Mukohyama, M. Zaldarriaga, JCAP 0404, 001 (2004);

S. Dubovsky, JCAP 0407, 009 (2004); D. Krotov, C. Rebbi, V. Rubakov, V. Zakharov,

Phys.Rev. D 71, 045014 (2005); A. Anisimov, A. Vikman, JCAP 0504, 009 (2005).

[37] E. Babichev, Phys. Rev. D 74, 085004 (2006); Phys. Rev. D 77, 065021 (2008).

[38] D. Bazeia, E. da Hora, R. Menezes, H. P. de Oliveira, and C. dos Santos, Phys. Rev. D

81, 125016 (2010).

[39] C. dos Santos and E. da Hora, Eur. Phys. J. C 70, 1145 (2010); Eur. Phys. J. C 71, 1519

(2011).

77
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[47] V. Alan Kostelecky, Phys.Rev.D 69, 105009 (2004); V. A. Kostelecky, Neil Russell, and J.

D. Tasson, Phys. Rev. Lett. 100, 111102 (2008); V. A. Kostelecky and J. D. Tasson, Phys.

Rev. Lett. 102, 010402 (2009); Q. G. Bailey, V.A. Kostelecky, Phys.Rev. D 74, 045001

(2006); Q. G. Bailey, Phys.Rev. D 80, 044004 (2009); V.A. Kostelecky and R. Potting,

Phys.Rev. D 79, 065018 (2009); Q. G. Bailey, Phys. Rev. D 82, 065012 (2010); V.B.

Bezerra, C.N. Ferreira, J.A. Helayel-Neto, Phys.Rev. D 71, 044018 (2005); J.L. Boldo,

J.A. Helayel-Neto, L.M. de Moraes, C.A.G. Sasaki, V.J. V. Otoya, Phys. Lett. B 689, 112

(2010).

[48] S.M. Carroll, G.B. Field and R. Jackiw, Phys. Rev. D 41, 1231 (1990).

[49] B. Altschul, Nucl. Phys. B 796, 262 (2008); B. Altschul, Phys. Rev. Lett. 98, 041603

(2007); C. Kaufhold and F.R. Klinkhamer, Phys. Rev. D 76, 025024 (2007).

[50] F.R. Klinkhamer and M. Risse, Phys. Rev. D 77, 016002 (2008); F.R. Klinkhamer and M.

Risse, Phys. Rev. D 77, 117901 (2008).

[51] F. R. Klinkhamer and M. Schreck, Phys. Rev. D 78, 085026 (2008).

[52] V. A. Kostelecky and M. Mewes, Phys. Rev. Lett. 87, 251304 (2001).

[53] V. A. Kostelecky and M. Mewes, Phys. Rev. D 66, 056005 (2002); V. A. Kostelecky and

M. Mewes, Phys. Rev. Lett. 97, 140401 (2006).

[54] V. A. Kostelecky and M. Mewes, Phys. Rev. D 80, 015020 (2009).

[55] Q. Exirifard, Phys. Lett. B 699, 1 (2011).

[56] W.P.Su, J.R.Schrieffer, and A.J.Heeger, ”Solitons in Polyacetylene”, Phys.Rev.Lett.42,

1698 (1979).

[57] W. P. Su, J. R. Schrieffer, and A. J. Heeger, ”Solitons excitations in Polyacetylene”, Phys.

Rev. D 42, 2099 (1980).

[58] P. Weiss, “L’hypoth‘ese du champ mol´eculaire et la propri´et´e ferromagn´etique,”

J.Phys., 6 (1907) 401.

79
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