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Resumo

Esta dissertacao apresenta o estudo de vortices BPS num modelo obtido pela reducao di-
mensional da eletrodinamica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-Higgs de (1+3)-dimensoes para
(142)-D. A densidade lagrangiana do modelo de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-Higgs é definido

por
1

1
TEw B = 26 (kar), A Fa+ Dol =V (16,

Lyy3= 4
os dois primeiros termos constituem a eletrodinamica CPT-impar do modelo padrao estendido
(SME). O termo " (k) . AvF\ € o chamado termo de Carroll-Field-Jackiw.

A reducao dimensional deste modelo é dado pela seguinte densidade lagrangiana

1 v S vk 1 1 VK
Ly = —1 w " —1—15“ Aqu,{+§8u¢8“w—§e“ (kAp)#w(?,,A,f

5 (kar), AuButd + 1Dl — 0 o~V (10 )

observamos que se (kar), = 0 se obtém o modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs (MCSH).
Desse modo o modelo planar representa um modelo de MCSH modificado por uma interacao
entre o campo de gauge A, e o campo neutro ¢ cuja constante de acoplamento é (kar) 4+ O campo
de fundo vetorial portador dos efeitos da violacao de Lorentz. Impondo que a componente
(kar), seja nula é possivel estabelecer solugoes estaveis tipo vértices BPS. O estudo mostra
que a influencia da violacao de Lorentz é manifesta claramente quando o winding number do

vortice é maior que 1.

Palavras Chaves: Quebra da simetria de Lorentz, Defeitos topolégicos. Vértices



Abstract

This monograph presents the study of vortices BPS in a model obtained by dimensional
reduction of the (1+3)—D Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-Higgs’s electrodynamics to (1+2)—D.
The Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-Higgs model is defined by the following Lagrangian density

1 1
Liys = =7 Fw ™ = 2" (kar), APy + Do =V (@],

the first two terms constitute the CPT-odd electrodynamics of the standard model extension
(SME). The term e*** (kap) i A, F,, is called the Carroll-Field-Jackiw’s term.
The dimensional reduction of this model is given by the following Lagrangian density

1 1 1
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it is observed that if (k4r), = 0 we obtain the Maxwell-Chern-Simons-Higgs (MCSH) model.
This way, our planar model is a MCSH model modified by an interaction between the gauge field
A, and the neutral scalar field ¢ whose coupling constant is (kar) .+ the Lorentz-violating vector
field background. The existence of stable BPS vértices implies in a null (kar), component. The
study shows that the influence of the Lorentz violation is clearly manifested when the vortex’s
winding number is greater than 1.

Keywords: Lorentz symmetry breaking. Topological defects. Vortices.
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CAPITULO 1

Introducao

Em 1834, John Scott Russell fazia a primeira observagao de uma onda solitaria quando es-
tava cavalgando perto de canal em Glashow, Escécia [1, 2, 3, 4, 5]. Apos relatar sua observagao,
Russell realizou varios experimentos em laboratério onde conseguiu reproduzir a onda solitaria.
Tal onda permaneceu quase um século sem uma explicacao até que em 1885, Korteweg e de
Vries, conseguiram sucintamente obter uma expressao matemaética para a onda observada por
Russell, conhecida como equac¢ao KAV [6]. Em 1955, Fermi, Pasta e Ulam, estudavam a pro-
pagacao de fonons em uma rede nao-linear [7], pois na época, acreditava-se que a existéncia de
nao-linearidades acarretaria em um fluxo de energia entre os diferentes modos de vibragao da
rede e consequentemente, a equiparticao de energia seria esperada. Contrariando as expecta-
tivas, verificaram que, iniciando-se o problema com a energia armazenada num tnico modo de
vibragao da rede, o fendmeno da equiparticao da energia entre os diferentes modos de vibragao
nao era observado. A partir deste resultado, Zabusky e Kruskal em 1965, [8], estudando o
problema numericamente, verificaram que a onda rapidamente adquiria um perfil de quebra
na sua crista devido ao termo de nao-linearidade. Este termo combinado com o termo de dis-
persao gerava um perfil de onda que se propagava sem perda de forma e diminuicao de energia

[2, 3]. Como caracteristica dessa onda é que ela mantém a forma em colisao e isto fez com que
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Zabusky e Kruskal sugerissem o nome de sélitons, [8], em analogia a fonons, fétons, prétons,
etc. Do ponto de vista matematico, solitons sao solucoes de equacoes diferenciais nao-lineares
integréveis [1, 2, 6, 18, 19]. Sélitons também fazem parte de uma estrutura chamado defeitos
topoldgicos.

Os defeitos topoldgicos surgem como solucoes classicas das equacoes de campo com carac-
teristicas assintéticas associadas aos grupos homotépicos. Essas solugoes sao estaveis, classifi-
cadas de acordo com a dimensao e sao homotopicamente diferentes recebendo assim o nome de
solitons. No contexto fisico, os defeitos topologicos estao ligados as transi¢oes de fase originadas
das quebras espontanea de simetria de algum sistema fisico através do mecanismo de Kibble [9].
Atualmente, o estudo de defeitos topoldgicos é uma das areas mais fascinantes devido ao seu
formalismo matematico, sendo de grande interesse para a comunidade cientifica devido a sua
extensa aplicacao em sistemas de matéria condensada, na cosmologia e na Fisica de Particulas
Elementares. Dentre os tipos de defeitos que se formam durante a quebra de simetria podemos
citar as paredes de dominio, monopdlos magnéticos, cordas césmica, instantons, vortices.

Atualmente, o estudo de vértices tem um papel extremamente importante, devido a sua
extensa aplicacao em diversos ramos da Fisica e Engenharia. Eles sao representados matemati-
camente como o rotacional da velocidade em uma regiao do espago. Vértices sao freqiientemente
observados na natureza em forma de ciclones, tornados e em problemas aerodinamicos como
estabilidade de voo, controle de voo, estrutura da asa, camaras de combustao, etc. O primeiro
estudo sobre vortices foi feito por Helmholtz em 1958, em um artigo chamado “Uber Integrale
der hydrodynamischen Gleichugen welche den Wirbelbewegungen entsprechen”, tendo conti-
nuidade com os trabalhos de Lord Kelvin e Prandtl na Gottingen School na primeira metade
do século XX, [10]. Eles foram inicialmente estudados dentro do contexto da dindmica dos
fluidos, em que o fluido pode possuir rotacao em torno de um eixo e que esta relacionado com a
vorticidade, definida como a circulagao por unidade de drea em um dado ponto do fluxo [11, 10].
Este movimento pode ter uma forma circular ou espiral cuja trajetéria sao linhas fechadas. Tal
dinamica representa um paradigma natural para o estudo de campos com movimento cadtico
e das modernas teorias.

Na matéria condensada, um dos trabalhos pioneiros relacionados aos vértices foi feita por

H. K. Onnes ao estudar experimentalmente a liquefagao de gases para obtencao de baixas tem-
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peraturas ou proximas ao zero absoluto, o que levou a descoberta da supercondutividade, [20].
Onnes observou que, ao diminuir a temperatura de um metal (mercurio - Hg), ele apresentava
uma resisténcia elétrica linear, mas ao chegar a temperatura critica, a resisténcia elétrica caia
bruscamente até zero, ou seja, nao apresentava resisténcia elétrica. Os metais com esse compor-
tamento foram chamados de supercondutores, [21], e classificados em tipo I ou convencionais e
tipo II ou supercondutores de alta temperatura critica [22].

A investigacao de configuragoes de vértices estaveis tem sido objeto de interesse permanente
desde os trabalho pioneiros de Abrikosov [23], descrevendo a supercondutividade tipo II, e de
Nielsen-Olesen [17] em teoria de campos. Essas solu¢oes ndo possuem carga elétrica e sao
chamados de vértices de Abrikosov-Nielsen-Olesen [24]. Por outro lado, os vértices carregados
somente foram obtidas no inicio dos anos 90, estudando a eletrodinamica de Chern-Simons-
Higgs [25]. Desde entao, é sabido que as solugoes tipo vértices carregados somente sao obtidas
incluindo o termo de Chern-Simons [26].

As configuracoes de vértices de Chern-Simons suportam solugoes tipo BPS (Bogomol'nyi,
Prasad, Sommerfeld) e apresentam importantes conexoes com a Fisica de anyons e o efeito Hall
quantico fracionario [27]. Uma distingao notavel entre os vértices de ANO e os de Chern-Simons
é que estes ultimos apresentam vortices carregados. Os vértices de Chern-Simons foram estu-
dados com o acoplamento minimo [28], e permanece sendo um tépico de intensa investigacao
com os recentes trabalhos [29, 30]. Solugoes de vértices de Chern-Simons generalizados foram
recentemente examinadas na presenga de um termo cinético nao-canénico [31], e termos de
k—field (termos de derivadas superiores) [32]. As teorias de k—field trabalham com fungoes
nao-lineares do termo cinético usual a fim de obter novas solucoes para sistema nao-lineares,
com interessantes aplicagbes em cosmologia e inflacdo [33], matéria escura [34], matéria ta-
quibnica [35], condensados fantasmas [36] e defeitos topoldgicos [37]. Considerando defeitos
topoldgicos, termos cinéticos de ordem superiores garantem a formacao de k-defeitos (defeitos
compactos), estruturas cujos nicleos podem ser muito maiores ou muito menores do que os
ntcleos de solugoes usuais [37, 38, 39]. Quando um k—defeito apresenta um suporte compacto,
¢ usualmente conhecido de compacton [40, 41].

Recentemente, tem sido mostrada a existéncia de solugoes tipo vértice [42, 43] em teorias

de campo suportando termos que violam a simetria de Lorentz, pertencendo ao setor CPT-par
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do modelo padrao estendido (SME) [44].

A violag@o na simetria de Lorentz tem sido muito investigado nos tltimos anos, tendo como
trabalho tedrico o modelo padrao estendido [44], baseado na idéia de quebra espontéanea de sime-
tria numa teoria definida na escala de Planck [45]. O SME incorpora termos que violam Lorentz
(LV), gerados como valores esperados do vacuo, em todos os setores de interacdo. As inves-
tigagoes no contexto do SME preocupam-se principalmente no setor fermionico [46], extensoes
envolvendo gravidade [47], e o setor de gauge abeliano [48]-[54]. O setor de gauge abeliano
ou setor eletromagnético do SME é composto de uma parte CPT-fmpar ("% (kar) uAvFag,
o termo de Carroll-Field-Jackiw [48]) e uma parte CPT-par, que é representado pelo tensor
(kr),, - A eletrodinamica modificada pelo termos tem sido investigada desde 2002, com um
propdsito chave: investigar as novas propriedades fisicas induzidas pelos 19 coeficientes que
controlam a violacao da invariancia de Lorentz e impor limites superiores na magnitude destes

coeficientes. O tensor CPT-par (kr) tem as mesmas simetrias do tensor de Riemann, e

avpp
um duplo trago nulo, (kr)™ ,, = 0. Nas Refs. [52], [53], foi estipulado a existéncia de dez
componentes sensiveis a birrefrigéncia e nove sao denominadas nao-birrefringentes. Um amplo
e interessante estudo a respeito foi realizado na Ref. [54]. As dez componentes birrefringentes
sao severamente limitadas ao nivel de 1 parte em 1032 por medidas espectroscépicas de origens
cosmoldgicas [52], [53]. Os coeficientes nao-birrefringentes sao limitados por outros testes, en-
volvendo o estudo da radiagao de Cherenkov [49], a auséncia de emissao da radia¢ao Cherenkov
por raios césmicos ultra-energéticos [50, 51|, e o comportamento birrefrigente dos parametros
nao-birrefringentes [55], sdo capazes de produzir limites superiores de até 1 parte em 10'7 nestes
coeficientes.

A busca por efeitos da violagao de Lorentz, em sistemas fisicos de baixas energias, tém
sido amplamente estudados nos recentes trabalhos. Por outro lado, o estudo de vortices sempre
despertou a atencao da comunidade cientifica deste os relevantes trabalhos de Abrikosov sobre os
vortices em supercondutores, trabalho este estendido posteriormente em uma forma relativistica
por Nielsen e Olesen. E dado que tem sido mostrada a existéncia de solugdes tipo vértice [42, 43]
em teorias de campo suportando termos que violam a simetria de Lorentz, pertencendo ao setor
CPT-par do modelo padrao estendido (SME), no presente projeto, focamos nossa atengao na

busca de solugoes tipo vortices numa eletrodinamica com quebra de Lorentz contendo o termo
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CPT-impar ou de Carroll-Field-Jackiw.

A dissertagao estda desenvolvida segundo o seguinte roteiro: No capitulo 2, fazemos uma
breve revisao sobre defeitos topoldgicos em modelos envolvendo campos escalares em (1 4 1)-
dimensoes, dotado de potencial do tipo ¢*. Apresentamos o formalismo BPS, para a obtencao
de configuragoes que minimizam a energia do sistema. No capitulo 3, abordamos o modelo de
Maxwell-Higgs, dotado do potencial do tipo ¢*. Neste capitulo, apresentamos o ansatz para ob-
tengao de vortices descarregados, utilizamos o formalismo BPS para obtermos as equacoes BPS
do modelo e os comportamentos assintéticos na origem e infinito. No capitulo 4, estudamos as
configuragoes de vértices carregados no modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs, descrevendo
a necessidade de implementar um campo neutro N, dotado de um potencial do tipo ¢* de-
pendente do campo neutro. Obtemos as equagdes BPS e o comportamento assintético. No
capitulo 5, apresentamos a reducao dimensional do modelo de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-
Higgs de (1 + 3)-dimensodes para a versao planar em (1 + 2)-dimensdes, adicionado do campo
neutro ¢. Partindo da lagrangiana, chegamos as equagoes de movimento que regem a dinamica
do modelo, onde calculamos as leis de Gauss e Ampere e a equacao para o campo de Higgs em
regime estaciondrio. Obtemos o potencial, do tipo ¢! e dependente do campo neutro, e a den-
sidade de energia para este modelo, mostrando a necessidade de anular a componente (kar),
do background, responséavel pela violagao de Lorentz, que conduz a uma densidade de energia
nao definida positiva. Aplicamos o formalismo BPS a energia, onde obtemos as equagoes BPS
do nosso trabalho. Por fim, calculamos os comportamentos assintoticos, analisamos as solucoes
numéricas obtidas via integracao numéricas das equagoes BPS, onde percebemos a influéncia

da componente (kar), no comportamento dos campos.



CAPITULO 2

Simetrias e defeitos topoldgicos

2.1 Formacao de defeitos topolégicos na cosmologia

Em 1924, Edwin Powell Hubble (1889 — 1953), anunciou em seus estudos que as galaxias
pareciam estar se afastando da Terra. Para ele o Universo estaria inchando como um balao,
concluindo entao, que o Universo estd em expansao. Refor¢ando ainda mais sua idéia, imaginou
que toda a matéria estaria concentrado em um tnico ponto, a partir do qual se expandiu por
intermédio de alguma forga de intensidade inimagindvel, [12]. Este inicio foi denominado de
Big Bang pelo fisico inglés Sir. Fred Hoyle (1915 - 2001) no programa da radio BBC “The
Nature of Things”. Apds o Big Bang, o Universo iniciou a Era Inflaciondria, periodo em que
ocorreram flutuacoes que deram origem as estruturas de larga escala.

Visto a partir do momento da criacao, o Universo passa por uma sucessao de fases. As
primeiras transigoes de fases ocorreram quando o Universo era dominado por uma gravitacao
quantica, cujos contornos exatos se desconhecem, mas durante as quais se pensa que as in-
teracoes estavam unificadas e caracterizadas por um elevado grau de simetria. Essas transigoes

implicam quebras de simetria e podem ter varias aplicacoes importantes, incluindo a formacao
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de defeitos topolégicos como, por exemplo, cordas césmicas ou dar inicio a um periodo de
inflacao exponencial. Os defeitos topoldgicos sao configuragoes estaveis de matéria formada
durante as transicoes de fase no Universo primordial. O tipo de defeito formado é determinado
pelas propriedades de simetria da matéria e pela natureza da transicao de fase, ou seja, qual
tipo de simetria é quebrada. Dentre os tipo de defeito, podemos citar as paredes de dominio
(domain walls), cordas césmicas, vértices, monopdlos e texturas (skyrmion). As implicagoes
cosmoldgicas das quebras de simetria foi feito inicialmente por Kirzhnits em 1972 [14], ao suge-
rir que quebras espontaneas de simetrias em teorias de campos podem ser restauradas a altas
temperaturas assim como ocorre na matéria condensada. Em seguida, Weinberg em 1974 [13],
especulou a formacao de paredes de dominios nas transicoes de fase no inicio do Universo. Eve-
rett e Zel’dovich, ao estudar os trabalhos de Weinberg em [15], foram os primeiros a considerar
quantitativamente, as fortes implicacoes das paredes de dominio destacando sua interagao com
a matéria, os seus efeitos gravitacionais. As paredes de dominios sao objetos bidimensionais
que se formam quando uma simetria discreta é quebrada durante uma transicao de fase. Uma
rede de paredes, divide efetivamente o Universo em varias “células”. Este tipo de defeito tem
algumas propriedades muito peculiares, sendo uma delas que o campo gravitacional de uma
parede é repulsivo em vez de atrativo. Os defeitos sao de extrema importancia para a cosmo-
logia e a razao disso se deve ao fato de tais configuracoes possuir um energia que leva a uma
forca gravitacional atrativa extra, servindo como um mecanismo para a producao de estruturas

c6smicas no universo em larga escala [16, 9].

2.2 Quebra espontanea de simetria

Uma das idéias mais poderosa da fisica tedrica moderna é o mecanismo de quebra espontanea
de simetria. Ela representa a base das mais recentes proezas que envolve a descricao de
transicoes de fase na mecanica estatistica e diversos fenomenos na fisica do estado solido.
A partir deste mecanismo, foi possivel unificar as interacoes fraca, forte e eletromagnética na
fisica de particulas elementares. A quebra esponténea de simetria ocorre quando a simetria da
hamiltoniana que governa a dinamica do sistema fisico, nao fornece uma descricao simétrica

das propriedades fisicas do sistema, ou seja, quando o estado fundamental do sistema nao é
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invariante perante a um grupo de transformacoes.

Em certos sistemas fisicos, encontramos processos que podem envolver: O desaparecimento
de alguma fase desordenada, caracterizada por algum tipo de simetria, e o surgimento de uma
fase ordenada com um grau de simetria menor. Este fenomeno de ordem-desordem chama-se
transicao de fase e é caracterizado por uma quantidade chamado parametro de ordem ¢. Um
simples exemplo fisico que exibe transi¢ao de fase sao os ferromagnetos e os materiais cristalinos.
Nos ferromagnetos, para T' > T (temperatura de Curie), a fase estdvel é desordenada com a
magnetizacao M = 0 (parametro de ordem); para T < T, uma magnetiza¢ao nao-nula aparece
em diferentes dominios (chamado de dominios de Weiss) e sua dire¢ao em cada dominio quebra
a simetria rotacional mantida pela fase desordenada a T' > T. Em geral, as transi¢oes de fase
se encontram associadas com a idéia de quebra de simetria e sdo causados por fatores externos.
Um campo magnético intenso pode produzir magnetizacao de um ferromagneto mesmo acima
da temperatura critica To. FEste fenomeno é chamado de quebra de simetria induzida. A
quebra espontanea de simetria surge de uma mudanga gradual dos parametros do proprio
campo. Para entendermos melhor, vamos analisar a energia livre do sistema dado pela energia
livre de Helmholtz F' = U — T'S. Para sistemas em que ocorrem transicoes de fase, F' deve ser
um funcional do parametro de ordem ¢, ou seja, F'[¢]. A condi¢do para a existéncia de um
estado em equilibrio, o funcional F'[¢] deve ter um minimo em ¢ = 0 (estados desordenados).

Um exemplo que representa a quebra de simetria é um lapis posicionado verticalmente
sobre uma superficie plana. Nesta posicao, o sistema é simétrico perante uma rotacao em torno
do proprio eixo e estd em uma posicao de equilibrio estavel com varios minimos degenerados
relacionados com as rotagoes. Aplicando uma forca F' sobre o lapis, o mesmo cai tombando
sobre uma superficie plana e orientado em qualquer direcao. A simetria de rotacao que existia
em torno do eixo do lapis deixa de existir e, além disso, o ponto onde a ponta estava apoiada
separa todas as possiveis posicoes do lapis tombado. Neste momento, o sistema passa de
uma configuragao simétrica para assimétrica e esta escolha de direcao representa uma quebra
espontanea de simetria. Nesta situagao, o estado fundamental é degenerado e o parametro de
ordem assume um valor critico onde o sistema passa a ser instavel.

Nas modernas teorias de campos, a quebra de simetria é descrita por meios de campos

escalares que denotaremos por ¢ (corresponde ao parametro de ordem), também chamados



2.2. QUEBRA ESPONTANEA DE SIMETRIA

de campos de Higgs. Faremos uma breve discussao, partindo da lagrangiana do campo de

Klein-Gordon, em (1 + 1)-dimensoes

L= 20,090~V (6). 1)

onde o potencial é uma interacao do tipo \¢*
1 A
V(9) = 5p*¢* + 70" (2.2)

Esta lagrangiana é invariante perante a transformacao de simetria Zy, ¢ — —¢. A simetria da
lagrangiana desempenha um papel importante, pois caracteriza os estados de vacuo do modelo

A energia para este modelo tem a forma
1 1 1 A
E = /dx {5 (00)” + 3 (0:0)” + AT R (2.3)

Antes de analisarmos o comportamento do potencial, devemos impor algumas condigoes para
as constantes \ e p?. Para a energia possuir um minimo, devemos considerar A > 0. Os estados
de vacuo do modelo ou as configuracoes de campo com minima energia sao obtidos a partir do

processo de minimizacao do potencial, que consiste em

av
— 2.4
0 (24)
onde obtemos as seguintes raizes
¢ = 0,sepu’>0 (2.5)
¢ = Fv, se p* <0, (2.6)

onde v, o valor esperado no vacuo, é

U_ —6_11/2
“VTa

A seguir vamos apresentar esses dois casos por separado:

1. Para p? > 0, o tnico estado de vdcuo do potencial é em ¢ = 0 (vide Fig. 2.1). Este
estado ¢é invariante sob a transformacao de Z;. O estado de vacuo nao quebra a simetria do
modelo. Pertubagoes em torno do estado de vacuo sao descritos pelo préprio campo ¢, ou seja,

sao descritos pela prépria lagrangiana (2.1).
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V(9)

30 u >O

-4 ' -2 ' 0 ' 2 ' ;1 '
¢

Figura 2.1: O ponto ¢ = 0 representa um ponto de minimo ou ponto de equilibrio estavel.

2. Para p? < 0 (vide Fig. 2.2), o valor ¢ = 0 corresponde ao méximo do potencial

correspondendo a um ponto de instabilidade. Por outro lado os valores
¢ = tv. (2.7)
corespondem a os minimos do potencial ou estados de vacuo.

O

0.5

-0.5-

Figura 2.2: Os minimos estao em ¢ = +v. O valor ¢ = 0 é um ponto de instabilidade.

Vemos que o estado de vacuo é degenerado e nao invariante sob a transformacao de simetria

Z5. Dizemos entao que a simetria é quebrada espontaneamente.
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2.3 Obtencao de Defeitos Topoldgicos

Vamos apresentar, em um contexto mais geral, a ferramenta utilizada para a obtencao de
defeitos em teorias de campo, e para isso, consideramos um sistema com um ou mais campos
escalares ¢, (z*), onde 2 = (mo, b xP ), definido em um espaco RY”, onde D é o ntimero

de dimensoes espaciais. A agao para este sistema é dado por

S / P £ (6 (27) , 0, 6 (a4) (2.8)

onde L é a densidade lagrangiana ou simplesmente lagrangiana responsavel pela dinamica,

possuindo a seguinte forma
1
L 25 uﬁbiauﬁbi -V (¢z) ) (2-9)
Através da minimizacao da acao, 0S5 = 0, podemos obter a equacao de movimento por meio da

equacao de Euler-Lagrange

oL oL

0y———— — =0, 2.10
"9 (00 06, (2.10)
onde obtemos
dV
Ky, — — —
0,0"p; 0o, 0. (2.11)

A energia E do sistema ¢é calculado a partir da integracao por todo o espaco da densidade de
energia T, obtido através do tensor energia-momento 7" definido como

o
9 (0uds)

onde simplesmente, obtemos

T 06, { 30000~V (0} 2.12)

E:/ dPx T, (2.13)
0

A existéncia de solugoes tipo defeito é garantida se as solugoes das equacoes de movimento

satisfazem as seguintes condicoes:
e A energia das solucbes devem ser finitas e positivas;

e A densidade de energia deve ser bem definida e localizada em uma regiao do espaco; isto

impoe que as solucoes sejam independentes do tempo, ou seja, estaticas.

e O potencial deve ser definido positivo e ter um discreto (ndo necessariamente finito)

nimero de minimos degenerados;

11
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2.4 Defeitos em (1 + 1)-dimensoes

O defeito topolégico mais elementar ocorre em um sistema com um campo escalar em (1 + 1)-

dimensoes definida pela seguinte lagrangiana

L= 20,00%—V (6). (2.14)

onde V (¢) definido positivo e possuindo dois ou mais minimos degenerados. A equagdo de

movimento para o campo escalar é dada por

%
H _—
00"+ 55 =0, (2.15)

e para um regime estatico, a equacao de movimento simplifica para a seguinte expressao

d*>¢ dV
w —_— %. (2.16)
O tensor energia-momento 7" é definido como
1
™ =0"90"¢ — g™ <§3a¢ "9 —-V (625)) ) (2.17)

e com isso, podemos escrever a energia estacionaria do sistema como

E= /da;H, (2.18)

onde H = T%. Logo, teremos a seguinte expressao para a energia

E:/dx E (%)ZV@)

As configuracoes de campo com energia finita é garantida pelas seguintes condicoes de contorno

(2.19)

impostas sobre as solugoes estaticas

lim d¢ — 0, lim ¢(x)— ¢, (2.20)

r—+oo dx r—+oo

onde ¢, representam os setores topoldgicos e corresponde as diferentes possibilidades para
os comportamentos assintéticos dos campos em regioes distintas do espaco. Estes setores to-
poldgicos sao representados pela carga topoldgica () e por uma densidade de corrente topologica
associada em (1 + 1)-dimensoes

= e, (1,1), (2.21)

12
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com isso, a carga topoldgica correspondente é definida como

Q:/Jroodxjoz/%odm%:gb(x—>oo)—gb(x—>—oo). (2.22)

~ ox

As solugoes que interpolam entre setores diferentes, ¢, # ¢_, sao chamadas de solugoes to-
poldgicas ou tipo kink. As solucoes que interpolam entre os mesmos setores, ¢, = ¢_, sao
chamados de solugoes nao-topologicas ou tipo lump. Esses setores sao topologicamente desco-
nectados e, eles nao podem se conectar sem violar a condi¢ao de finitude da energia do sistema.

Esta é a razao fundamental pela estabilidade das solugoes tipo kink.

2.4.1 Defeitos topolégicos numa teoria ¢

Como ilustracao do método apresentado na secao anterior, vamos considerar o potencial

)\2

V()= (¢ =),

com dois minimos dados por ¢ = v, como mostra a figura 2.3.

V(o)

0.5 1 1.5 (I)

Figura 2.3: Potencial \¢*

A condi¢ao de contorno para o modelo é

xgrilooqb (x,t) = %, (2.23)
A lagrangiana é definida como:
1 A’
L=350,00"0— 7 (6 - v?)?. (2.24)

13
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A equacao de movimento estacionéria advinda da equacao de Euler-Lagrange é:

d*¢
i 22%¢ ((bQ - v2) ; (2.25)
cuja solucao é
¢ (x) = tvtanh [\ (x — z0)] . (2.26)

Observamos que as solugoes ¢ () = +v sao solugdes assintéticas (no regime estatico) da
equacao de movimento, ambas com energia zero, e identificam o estado de vacuo ou estado
fundamental degenerado do modelo ¢*.

As solugoes (2.26) sao duas configuragoes de campo distintas de energia minima. O sinal +
identifica o “kink” enquanto o sinal — designa o “anti-kink”, ambos centrados na origem x = 0

(ver figura abaixo).

o(x)
1

Figura 2.4: Kink (linha vermelha) e anti-kink (linha azul)

A densidade de energia correspondente é

1 (do\?
N et 2.2
n=3 (%) v 227
e a energia desta solucao é obtida integrando esta densidade de energia:
+0o0o
E = )\21;2/ sech” [\v (z — z)] dz, (2.28)
4. 3

E = §>‘U . (2.29)
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2.5. METODO DE BOGOMOL’'NYI, PRASAD E SOMMERFELD (BPS)

De posse da solucao estatica, (2.26), obteremos agora a carga topoldgica associada a partir do
comportamento assintético da solugao quando x — oo, o que temos ¢ = 1 e para xr — 00,

obtemos ¢ = —1. Entao a carga topologica é
Q= +£1. (2.30)

Este caso mostra que a solugao é uma solugao topoldgica ou kink, para o qual ¢ (z — o0) #
¢ (r — —00), e estd de acordo com o grafico da Figura 2.4.

O modelo A¢* é um exemplo para potenciais com apenas dois minimos degenerados. Um
exemplo mais geral utilizado na obtencao de defeitos é o modelo de sine-Gordon, cujo potencial

tem a seguinte forma

V(¢)=1—cosg, (2.31)

possuindo infinitos minimos degenerados rotulados por ¢, = 2mn, n =0,£1,+2,£3,....

2.5 Método de Bogomol’nyi, Prasad e Sommerfeld (BPS)

No contexto da mecanica quantica, existem varios métodos utilizado para o tratamento da
equacao de Schrodinger, dentre eles o formalismo da Supersimetria que surgiu no contexto das
teorias de campos e, que devido a sua simplicidade, impulsionou Bogomol'nyi a criar um método
para a procura defeitos topolégicos em campos escalares. Tal método consiste em encontrar
solugoes para equacao de segunda ordem através das equagoes de primeira ordem que surgem
no processo de minimizagao da energia. Como ilustracao deste método, vamos tomar como

ponto de partida a energia estatica obtido para o sistema em (1 + 1)-dimensoes,

o 1 (de\?
E= de |= | — Vv
[ [2 (&) +ve
Reescrevendo a expressao em termos quadraticos obtemos

o / s [1 (% SNGYs (¢)) 42V (@) %] | (2.33)

. (2.32)

. P

Para o campo ter a menor energia possivel, o primeiro integrando deve ser zero e isso corresponde

a impor

©_ Ve (2.34)

dx
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2.5. METODO DE BOGOMOL’'NYI, PRASAD E SOMMERFELD (BPS)

Assim, as solugoes de minima energia satisfazem a equagao diferencial de 1* ordem (2.34) e tem

a energia dada pela simples expressao

E:/+Oodx 2V(¢)%. (2.35)

[e.e]

Desse modo, no estudo de defeitos topolégicos com potenciais nao-negativos, V' (¢) > 0, consi-

deramos
1
V(¢) = §W5, (2.36)

onde W, = % e W =W (¢) é uma funcao do campo. Entao, a energia (2.35) associada ao

defeito topoldgico ¢ (x) é
n +oo d¢
EBPS = dx LL¢ %, (237)

o0

e a configuracao de campo obedece a equacao BPS

do
— =4W. 2.38
. > (2.38)

cujas solugdes sdo chamadas de estados BPS (BPS states). Nessas condigdes a energia do

defeito topoldgico é

oo AW do oo dW
+ = _— = _— — —
Bfns= | e [ W) =W (—0)]. (239)
Entao, a lagrangiana é escrita como
1 " 1,
L= 50,00"0— S, (2.40)

com sua equacao de movimento estacionaria dada por

0%¢

Até aqui, fizemos uma introducao ao estudo de defeitos topoldgicos com modelos de campos
escalares em (1 + 1)-dimensdes, com o potencial de interagao apresentando quebra de simetria.
Nos capitulos seguintes, apresentaremos outro tipo de defeito topolégico chamado vértices, que

surgem a partir de teorias apresentando quebra espontanea da simetria de gauge.

16



CAPITULO 3

Modelo de Maxwell-Higgs

Neste capitulo, iniciaremos nosso estudo sobre configuragoes de vortices em teorias de gauge
planares. Tais modelos apresentam diversas propriedades interessantes tanto a nivel tedrico
quanto experimental. Em 1973, Nielsen e Olesen propuseram um modelo de teoria de campos
[17], que apresenta configuracoes de vértices (ou uma estrutura semelhante as cordas), com
propriedades semelhantes as obtidas por Nambu [59]. Os vértices podem ser considerados
como um objeto infinitamente longo em trés dimensoes espaciais ou objeto pontual em duas
dimensoes. O modelo considerado por Nielsen-Olesen foi a teoria abeliana acoplada com o
campo de Higgs, chamado modelo de Maxwell-Higgs. A relevancia deste modelo se deve ao
fato de ser considerado como uma generalizacao relativistica da teoria de Ginzburg-Landau na
descrigao da supercondutividade [21]. Existe uma vasta conexao do modelo de MH com outros
ramos da fisica, tal qual a fisica de particulas, a fisica do estado sélido e a cosmologia, onde
prové uma base tedrica para o estudo das estruturas chamadas de cordas césmicas.

Nosso ponto de partida para a descricao de configuracoes de vértices em teorias de gauge
serd o modelo de Higgs abeliano em 1+2 dimensoes. Tal modelo é baseada no grupo de simetria

U (1) e descreve a interacao entre o campo eletromagnético A, e um campo escalar carregado ¢,

17



3.1. EQUACAO DE MOVIMENTO

definido em uma métrica g, = (+ — —). A interagao ocorre através do acoplamento minimo,
D, =0, —ieA,, (3.1)

onde D,, é a derivada covariante e e representa a constante de acoplamento. A densidade de

lagrangiana que descreve o modelo possui a seguinte forma
1 y 2
L=~ FuF™ + D0 =V (19), (32)

onde V (|#|) representa o potencial de Higgs. O perfil do potencial deve satisfazer as condigoes
de contorno de modo a garantir a existéncia de solugoes BPS com energia finita. Entao, para

o modelo de MH, o potencial é definido como

(v —elg*)”. (3.3)

DO | —

V(l¢l) =

Os minimos deste potencial de Higgs estdo localizados sobre um circulo |¢p| = v no plano

complexo. Esta lagrangiana ¢ invariante perante as transformacoes
¢ () = ¢ (x) @ A, (x) — A, (2) + 9, (z), (3.4)

onde A (z) é uma fungao do espago-tempo.

3.1 Equacao de movimento

As equagoes de movimento para o campo de gauge A, e para o campo de Higgs ¢, obtidas a

partir das equacoes de Euler-Lagrange, sao
OuFP = —JP, (3.5)
D,D"¢ — ¢ (ev* — e|¢|*) =0, (3.6)
onde J? representa a densidade de corrente definida como

Jf = ie (ED% _ ¢D_ﬁ¢) , (3.7)

“—"n

ao longo do texto a notacao representa a operagao de conjugacao complexa.
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3.2. ENERGIA E EQUACOES BPS

No regime estacionario, a lei de Gauss é
8182140 = 262A0 |§Z5|2 s (38)

satisfeita trivialmente pela configuracao Ay = 0 (gauge temporal) isso implica a existéncia de
apenas configuracoes de vértices sem carga elétrica.

A lei de Ampere estacionaria é

e,-j(?jB = Ji, (39)

onde definimos Fj; = ¢;;B, sendo B o campo magnético, agora uma grandeza escalar.
Da Eq. (3.6), obtemos a equagao de movimento, em regime estaciondrio, para o campo de
Higgs
DpOpp — 2ie Ay — €* (Ar)* & + e (ev® —e |¢|2) = 0. (3.10)

3.2 Energia e equacoes BPS

A densidade de energia do modelo de Maxwell-Higgs, em regime estaciondrio (£ = —L) e no
gauge temporal é

BQ
£=—+IDb[" +V (l¢])., (3.11)

cuja integragao proporciona a é obtida a energia total do modelo

B2
E:/d2r [7+|Di¢|2+vu¢\) . (3.12)
Inserindo a identidade
1
IDi¢|” =|Dig|” £eB|g|* £ §€ijaijj : (3.13)
na Eq. (3.12), obtém-se
2 B2 2 2 ].

Neste ponto, o formalismo BPS sugere que expressemos a densidade de energia como a soma

de termos quadraticos com o intuito de minimizar-la. Tal procedimento fornece

E= /er B (B = \/W)2 |Dig?+ B (W +e |¢|2) + %eijaijj} , (3.15)
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3.3. CONFIGURACOES DE VORTICES

agora substituimos o potencial dado pela Eq. (3.3) para obtermos
1 1
E = /d2r {5 [BFe(w?—|¢]))]" + |Dio | + v’ B + €0 } . (3.16)

Para que a energia seja minimizada, é necessario que os termos quadraticos sejam nulos, o que

conduz as equagoes de primeira ordem chamadas de equagoes BPS,
Di¢p =0, (3.17)

B =+e (v —¢|*)0. (3.18)

Com tal imposicao, a energia BPS do sistema é

Epps = /dzrgBPS; (3.19)

onde Eppg representa a densidade de energia BPS,
1
ngS = ZEGUQB + §€ijaijj. (320)

A integracao dela sob condigoes de contorno apropriadas satisfeitas pelos campos, a derivada
total nao contribuird para a energia BPS do sistema, assim, ela resulta ser proporcional ao
fluxo magnético,

E = ier/erB = +ev’d, (3.21)

onde ® = [ d*r B representa o fluxo magnético.

3.3 Configuracoes de vortices

Para obtermos solugoes de vortices, utilizaremos o seguinte ansatz:

a(r)—n‘

¢=uvg(r)em, Ag=— (3.22)

er
A Eq. (3.22) define um mapeamento de um circulo de raio R no espa¢o em um circulo de
raio v no plano complexo ¢. Este mapeamento é caracterizado por um numero inteiro n

¢

chamado “winding number” e assume os seguintes valores: n = +1,£2,£3,.... Cada nimero
n caracteriza uma configuracao de campo com energia finita. Neste ansatz, o campo magnético
¢ dado pela expressao

B=—— 3.23
er’ ( )
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enquanto, as equagoes BPS, (3.17) e (3.18), sdo expressas como

¢==+Y, (3.24)
r
a/
B=—-—=%e’(1-g°), (3.25)

er

o sinal superior (inferior) representa as solugdes para n > 0 (n < 0). As condigdes de contorno

que garantem uma densidade de energia bem localizada sao

lima(r)=n,  limg(r) =0, (3.26)
lim a(r) =0, lim g (r) = 1. (3.27)
T—00 r—00

Em coordenadas polares, com essas condigoes de contorno e o campo magnético (3.23), a

energia BPS (3.21) ¢ facilmente calculada,
a/
Epps = j:ev2/d2r (——) =2mv® |n| > 0. (3.28)
er

No ansatz adotado, a densidade de energia BPS (3.20) é escrita como:

2.2
Epps = B2+ 2022 (3.29)

r2

Vamos reescrever as equacgoes BPS em uma forma adimensional através da seguinte variavel

adimensional, t — evr, e das seguinte defini¢oes
a(r) —a(t), g(r) = gt), B(r) = e®B(t), Epps(r) — v*Epps(t), (3.30)

com as quais as equacoes BPS sao escritas na seguinte forma

7= i%. (3.31)
_ a’ 9
B=—=4(1—-g 3.32
. (1-7%), (3.32)

3.4 Verificacao das condicoes de contorno

Analisaremos o comportamentos dos campos a (t) e g (t) quando t — oo e t — 0. Para isso,
faremos uso de algumas expansoes que servirao para analisar o perfil dos campos em cada

limite.
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Para t — oo, utilizaremos as seguintes expansoes para os campos a (t) e g (t)
gty=1-46g , a(t) =da. (3.33)

Substituindo nas Eqs. (3.32) e (3.31), obtemos duas equagdes diferenciais acopladas de primeira

ordem
(0a)'
t

=269, (6g) = —@. (3.34)

Podemos desacopléd-las por meio de uma manipulagao, chegando as seguintes equagoes diferen-

ciais de segunda ordem,

(6a)" — (‘5;’), —2(da) =0, (3.35)
(09)" + @ —2(dg) =0, (3.36)

que, mediante as condigoes de contorno, fornecem as respectivas solugoes com uma aproximacao

em 1* ordem:
1
(0a) ~ K, (\/525) ~ 2—\/%6_\/5'5, (3.37)
(69) ~ LK, (\/§t> ~ \/;eﬁt. (3.38)

Para t — 0, utilizaremos o método da série de poténcia como solucao das equagoes BPS.

Para este caso, escolhemos as seguintes expansoes

d:n—Zajtj, §:Zgjtj, (3.39)
j=1 j=1

cujas solugoes para n > 0 sao

G 1
g=Gt"— Zt"“ + 356 (2G* +1) " + ., (3.40)
t2 GQ
a=n——+— "7 4 . 3.41
a=n—7+ SICEY) + .. (3.41)

onde G é uma constante determinada pelo comportamento no infinito.
Vamos apresentar alguns perfis gerados por integracao numeérica das equacoes BPS, Eqgs.

(3.32) e (3.31), para vérios valores de n, obtidos via Maple.
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de contorno.

Para n = 1

, O campo cresce,

—_—n=1 tendendo rapidamente ao valor as-
"= == n:Z
n=3 sintético no infinito. Paran > 1 fixo,
=—r'n=4
n :g o defeito vai se alargando conforme o
n=
n=ll valor de n aumenta, tendendo mais
lentamente ao valor assintético.
T
8
Figura 3.1: Campo de Higgs g(¢).
10
O comportamento do campo vetorial —n=1
] n:z
, .. 87 _
a(r) estd de acordo com as condigdes “‘i
—_in=
. =5
Na origem, o campo 2:7
6] n=11
a(r) tende para cada valor de n. No
. . a
infinito, o campo a(r) tende a zero.
4~ ,
N\
24 .,
‘ \
SN
0 e t At ——— — 1
0 4 6 8 10
t

Figura 3.2: Campo vetorial a(t).
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3.4. VERIFICACAO DAS CONDICOES DE CONTORNO

— =]
saaap=2
n=3
= =4
n=>5
n=7
n=10

Figura 3.3: Campo magnético B(t).

Para n = 1, a densidade de ener-
gia possui um perfil de lump estreito
centrado na origem, decaindo rapi-
damente a zero. Para n > 1, a
densidade de energia parte do va-
lor unitario na origem, crescendo até
atingir um valor maximo, a partir do
qual decai a zero. Tal decaimento é
tao mais lento quanto maior é n. A
densidade de energia torna-se menos
localizada (mais espalhada) a medida
que n cresce, distribuindo-se em anéis
conceéntricos, cujos raios crescem com

o valor de n.

0,5

Na origem, o campo magnético pos-
sui um valor maximo para cada va-
lor de n, B = 1. Paran = 1, o
perfil do campo magnético possui um
perfil tipo lump centrado na origem,
decaindo rapidamente a zero. Para
n > 1, ocorre alargamento do perfil,

correspondendo a um lump mais es-

pesso.

=3

=

— W BN =

5 B8 B8 BB

Figura 3.4: Densidade de energia BPS Epps(t).
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CAPITULO 4

Modelo de Chern-Simons-Higgs

O estudo das configuragoes de vortices em teorias de gauge planares foi intensamente desen-
volvido no modelo de Maxwell-Higgs, apresentando solugoes de vértices eletricamente neutras.
Apresentaremos neste capitulo o modelo de Chern-Simons-Higgs, que representa uma nova ca-
tegoria de teoria de gauge em (1+2)-dimensoes e tem sido objeto de intensa investigagao tedrica
nos tltimos anos, devido a sua aplicabilidade em varios sistemas fisicos. Uma das caracteristicas
dos sistemas bidimensionais é a possibilidade da existéncia de estados com estatistica continua
e generalizada (anyons). A teoria de Chern-Simons desempenha um papel extremamente im-
portante neste marco tedrico, uma vez que é o termo de Chern-Simons que induz uma mudanga
na estatistica das particulas carregadas. O mecanismo desta transmutacao da estatistica via
a lagrangiana de Chern-Simons ¢é o ingrediente principal das teorias de campos para descrever
muitos sistemas da matéria condensada, tal como géas de elétron bidimensional e o efeito Hall
quantico.

O termo de Chern-Simons é representado por ge‘“”"AuFM, onde k é o parametro de Chern-
Simons, sendo uma constante adimensional que mede a intensidade do termo de Chern-Simons.
A presenca deste termo conduz a solugoes de vortices eletricamente carregados. Uma outra

propriedade importante do termo de Chern-Simons é a concessao de massa para o campo de
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gauge, mantendo a invariancia de gauge. Ele também viola as simetrias discretas da paridade
e inversao temporal, mas preservando a simetria PT.

Neste capitulo, apresentaremos uma teoria proposta por Jackiw-Weinberg e Hong-Kim-Pac,
em que a eletrodinamica é governada pelo termo de Chern-Simons, onde o campo de gauge esta
acoplado ao campo de Higgs. A dinamica do modelo de Chern-Simons-Higgs é descrita pela
lagrangiana

K
L= 3" AF 1D, —V (19)). (4.1)

onde V (|¢]) representa o potencial a ser adotado, de modo a satisfazer as condi¢oes para se

obter solugoes BPS. O potencial proposto é
c?|of”

K2

V(lg]) = (ev? —elo?)”. (4.2)

As equagoes de movimento, associadas ao campo de gauge A, e o campo de Higgs ¢, sao

KM A, = P (4.3)
dv
DsD?P =0 4.4

Da Eq. (4.3), obtemos a lei de Gauss do modelo de Chern-Simons-Higgs
kB =J"=p. (4.5)

Podemos estabelecer a relacao entre os setores elétricos e magnéticos a partir da lei de Gauss

via integracao, onde obtemos

KO = Q, (4.6)

mostrando que as solucoes de vértices carregam fluxo magnético e campo elétrico. Da lei de

Gauss, obtemos a expressao que relaciona o potencial escalar Ay em termos do campo magnético

B
kB

=S (4.7)

Ao

A lei de Ampere estacionaria é

:‘iEijajAo = _Jz (48)

Em regime estacionario, a equag¢ao de movimento para o campo de Higgs é escrita como torna-se
av

0;0;6 — 2ieA;0;0 — € (A;)" 6+ 2 AJp — i

0, (4.9)
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4.1. ENERGIA E EQUACOES BPS

4.1 Energia e equacoes BPS

A densidade de energia é obtida a partir da densidade hamiltoniana, que regime estacionario é

definida por
E=—-L.

Expandindo os termos da Lagrangiana, (4.1), obtemos
KE“VKA#FVH = IiAoB + IiEZ'inajA(),

e assim, a lagrangiana é reescrita como

1

1
L= —éﬁAoB - §fi€iinajAo + |DOGZ5|2 - |Dz‘¢|2 -V (|¢|) :

Inserindo a derivada total
/{Eijaj (AzAO) = KGiinajAg + IiEijAoain7

chegamos a expressao

L= —rAB +|Dogl* = |Digl* =V (|9]) -
Multiplicando a lei de Gauss por Ag, obtém-se
kAoB =2|Dodl”,
e a lagrangiana ¢é dada por
L= —|Dogl" = [Dio|" = V (|l

Portanto, da Eq. (4.10), a densidade de energia resulta ser

2 2 32’¢|2 2 212
g:|DO¢| +|DZ¢| + K2 (GU _6|¢| ) )
cuja integragao permite obter a energia do sistema
2 2
e 2
E = /d2r |D0gb|2 + ]Diqb|2 + /Lzﬂ (61)2 —e |q§|2) .

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

Vamos agora obter as condi¢oes que minimizam a energia. Para isso, aplicaremos o forma-

lismo BPS a densidade de energia, reescrevendo-a em termos quadraticos através da técnica de

completar quadrado.
2
& = [|Dos] 5 VV| £2|Dog| VV +|Dig”.
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4.2. CONFIGURACOES DE VORTICES

Substituindo o potencial na expressao, teremos

e|¢|

K

e?|g|’

—— +|Dig|".
K

€2U2
L

2
= |1puol 5 I (er? — clof)| +21D0s

Inserindo a identidade |D;¢|* = |D1o|” £ eB|o|* 1€;0;J;, a energia serd dada por

E:/er

As configuracoes de campo com a menor energia possivel sao satisfeitas impondo que os

2
— F —— 1

2 2
2e |¢| T (ev” —eld] )} + Bev’ + |Dig | £ §Eijaijj . (4.20)

{HB e gl

termos quadraticos sejam nulos, ou seja,

Di¢ =0, (4.21)
2 2
B= iQer'f’ (ev® —e|6) . (4.22)

Estas sao as equagoes BPS ou de primeira ordem que minimizam a energia do sistema, e

fornecem a seguinte expressao para a energia
E= 2 ’B L 0
= d“r | tev + 561']‘ 'L'Jj . (423)

O termo de divergéncia anular-se-a devido as condig¢oes de contorno apropriadas a ser impostas
sobre os campos, que implicarao a uma energia finita e localizada. Sob tal consideragao, a

energia serd proporcional ao fluxo magnetico,
E = tev? / d’r B = +ev?®, (4.24)

tal como acontece no caso do modelo de Maxwell-Higgs.

4.2 Configuracoes de vortices

As configuracoes de vortices serao obtidas via implementacao do seguinte ansatz

¢ =vg(r)e™ | Ay = _a(re)—r—n , Ag =w(r). (4.25)

Neste ansatz, o campo magnético é dado pela expressao

B=—— 4.26
er’ ( )
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4.3. ANALISE ASSINTOTICA E SOLUCOES NUMERICAS

enquanto, as equagoes BPS do modelo de CSH sao expressas como

¢ ==+ (4.27)
r
a’ 2e3vg?
B=——=+ 1— g 4.28
- 5 (1-9), (4.28)
As condigoes de contorno que garantem uma densidade de energia bem localizada sao

. _ :l: . o
Tlggoa (r) =07, Tlilgog (r) =1, (4.29)
lia(r) =0, ling(r) =0, (430

onde n representa a vorticidade da solu¢do. Entao, da expressao (4.26), obtemos que a energia
BPS do modelo de CSH é
EBPS = :|:27TU27’L. (431)

Vamos reescrever as equacgoes BPS em uma forma adimensional através da seguinte variavel

adimensional, t — evr, e das seguinte defini¢oes
a(ry—=a(t), g(r) =g(t), B(r) = ev’B(t), k — evk, w(r) — v (t), (4.32)

com as quais as equacoes BPS sao escritas na seguinte forma

7= i%. (4.33)
_ C_L/ 2g2
B=——==2(1-¢ 4.34
- = (1-3%), (4.34)
O potencial escalar e o campo elétrico sao calculados usando as seguintes formulas
1 2 ag?
v=2-(1-g%), & =-="- 4.35
w=t=(1-g), &=--7 (4.35)

4.3 Analise assintética e solucoes numéricas

Faremos primeiramente o comportamento assintético no infinito. Utilizaremos as seguintes
expansoes g (t) =1—40g , a(t) = da, que substituidas nas equacoes BPS, Eqs. (4.33) - (4.34),
proporcionam duas equagoes de primeira ordem acopladas para 6g e da. O desacoplamento
delas proporciona as seguintes equacoes diferenciais
(6a) 4

-~ (6a) =0, (4.36)

(6a)" —
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4.3. ANALISE ASSINTOTICA E SOLUCOES NUMERICAS

As solucoes destas equacoes diferenciais sao

2t 1 2
5_NB —_— ~ — —_—
g 0("@) \ﬁexp( K

oa ~ tKy (2) ~ \/¥exp (—gt) .
R R

Para o comportamento na origem, utilizaremos o método da série de poténcia

[e.9]

EL:n—Zajtj,gz g;t
j=1

J=1

cuja solucao, paran > 0 é

G3t3n+2 G5t3n+2
g=Gt" — + 4
g 2(n+1)%  2(n+1)°
G2t2n+2 G4t4n+2
a=mn-—

J
)

cey

(n+1)° " (2n + 1) -

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

Agora, apresentaremos os perfis gerados via integracao numérica das equagoes BPS. O valor

escolhido para o parametro de Chern-Simons foi k£ = 1.
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0,8

0,4

0,2

Figura 4.1: Campo de Higgs g
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4.3. ANALISE ASSINTOTICA E SOLUCOES NUMERICAS

Figura 4.3: Potencial escalar —w(t).
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4.3. ANALISE ASSINTOTICA E SOLUCOES NUMERICAS

L | [
gcaoagcagag
|

_

L]

< O >~
e
g a4aa

Figura 4.5: Campo elétrico &'(t).
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4.3. ANALISE ASSINTOTICA E SOLUCOES NUMERICAS

0,8

0,6

tn

BPS 1

0,4

0,2

Figura 4.6: Densidade de energia BPS Ezps(t)
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CAPITULO 5

Modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs

Nos capitulos anteriores, apresentamos os modelos de Maxwell-Higgs e Chern-Simons-Higgs,
duas teorias planares que suportam configuragoes de vortices eletricamente neutro e carregado,
respectivamente. Neste capitulo, daremos uma introducao ao modelo de Higgs abeliano aco-

plado ao termo de Chern-Simons.

5.1 Equacao de movimento

A densidade lagrangiana para este modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs é dada por

1 1
£ == FuF" + ge””"AuFW Dl + S9N 9N =V (jo]  N). (5.1)

onde N representa um campo neutro para garantir uma teoria estavel e invariante de gauge, e
V (J¢|, N) é o potencial de interagao que depende tanto da campo de Higgs quanto do campo

neutro. Especificamente, utilizamos o seguinte potencial

V(Ig],N) = = [er® — e |6 — kN]” + N2 . (5.2)

N —
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5.2. ENERGIA ESTACIONARIA E EQUACOES BPS

As equacgoes de movimento do modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs! sao

O FP + kPO, A, = —J° (5.3)
D,D%¢ — ed [ev? —e|p|* — kN| + e2N?¢ =0, (5.4)
0u0°N — £k [ev? — e o kN]| + 2¢’N 9> =0, (5.5)

onde J? = ie ((ﬁDﬁ ¢ — quﬁ(b) é a densidade de corrente do modelo de MCSH.

A lei de Gauss estacionaria do modelo é
818,140 — kB = 262140 |§b|2 . (56)

Vemos da lei da Gauss, que o termo de Chern-Simons acopla o setor elétrico ao setor magnético,
onde agora Ay = 0 nao constitui mais uma solugao da Eq.(5.6), confirmando a existéncia de
vortices eletricamente carregados.

A lei de Ampere estaciondaria para este modelo é
@FN + I{EijajAo = Jz (57)

A equacao de movimento estaciondria para o campo de Higgs é também escrita na seguinte

forma:
OOt — 2ie A0 — € (Ar)" ¢ + €% (Ao)* ¢ + e¢ [ev? — e|@|* — kN] — EN?¢ =0,  (5.8)
enquanto a equacao de movimento estaciondaria para o campo neutro N é expressa por

d;0;N =k [ev? — e o> — kN| —2¢’N 6> (5.9)

5.2 Energia estacionaria e equacoes BPS

A densidade energia em regime estacionario é dada por
1 ., B? 2 21 412 2 1 2

IMCSH = Maxwell-Chern-Simons-Higgs
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5.2. ENERGIA ESTACIONARIA E EQUACOES BPS

Inserimos o potencial, Eq. (5.2), na expressao anterior, e aplicamos o método de Bogomol'nyi,
de modo a reescrevé-la em termos quadraticos. Neste desenvolvimento, usamos as seguintes

identidades:

1., 1 1

5B :lzz[v —e|pP — kN]" = 2[B:I:[v —e|p* = kN]]"F B [er® — el — kN], (5.11)
1 9 1 2 1 2
5(@'140) i§(3z‘N) 25[5z‘Aoi5iN] T (0;A0) (O;N) (5.12)

€2 (Ag)? |o]> £ 2N? |¢)* = €2 |¢)” [Ao = N)* F 22 |¢|> AgN. (5.13)

Substituindo-as na Eq. (5.10), temos

& = % [B F [ev® —elg|” — IﬁNH2:|:B [ev® — e|o)® — kN] + % [0,A¢ £ O;N]?

F (0iA0) (ON) + Do | + €[] [Ao = NI* F 26 |¢]” Ao, (5.14)
Usando agora a identidade
2 2 2, 14
na Eq. (5.14), resulta

E = %[B:F[602—6|¢|2—/1NH :F/iBNierB—l— [3A0:I:3N] F (0;Ap) (O;:N)

1 ..
+|Diop > £ 5&]8@ + €2 |p)* [Ag £ N> T 22 |p|* Ao N, (5.16)

Para que a energia seja minimizada, devemos impor que os termos quadraticos sejam nulos, ou

seja,
BF [ev® —e o> — kN]| =0, (5.17)
Did =0, (5.18)
8 Ay + N = 0, (5.19)
Ag£ N = 0. (5.20)

Estas sao as equagoes BPS que descrevem a dinamica dos vortices do modelo Maxwell-Chern-
Simons-Higgs, e somente existirao se o campo neutro N estiver relacionado com o potencial

escalar Ay de acordo com a Eq. (5.20),
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5.3. CONFIGURACOES DE VORTICES

Com isso, teremos as seguintes equacoes BPS,
Do | = 0. (5.22)

B=x+[ev’—¢ |¢]2] + kAo, (5.23)

Essas consideragoes conduzem a seguinte expressao para a densidade de energia BPS,
1 ..
E =4+ €U2B + 56”(91‘Jj + &Ao&Ao + /QA(]B + 262 ‘¢|2 (A0)2 > (524)

os dois ultimos termos podem se simplificado via a lei de Gauss,

kAGB + 2€2 (Ag)* |¢|” = Apd;d; Ao (5.25)
obtemos
£ =+ev*B+0,7;, (5.26)
onde
1,

representa uma divergéncia total, que anula-se devido as mesmas condigoes de contorno impos-
tas sobre os campos, dadas nas Egs. (5.33) e (5.34). Portanto, a energia BPS do modelo sera
dado por

E = :i:evz/d2rB = +2710?n. (5.28)

5.3 Configuracoes de vortices

Para obtermos configuragoes de vortices no modelo de MCSH, faremos uso do seguinte ansatz

¢ = vg(r)eme . Ay = _a(r)——n . Ay =w(r). (5.29)

er

Usando o ansatz nas equagoes BPS e na lei de Gauss estacionaria teremos

=+ (5.30)
r
/
B= —Z—T = tev® (1 - ¢°) + kw, (5.31)
w/
W'+ = — kB = 2e*v?wg?, (5.32)
r
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5.3. CONFIGURACOES DE VORTICES

As fungoes escalares a (r), g (r) e w (r) sdo regulares em r = 0 e r = 00, satisfazendo as seguintes
condicoes de contorno
(5.33)
(5.34)
onde n representa a vorticidade da solucao.
Introduzindo a seguinte variavel adimensional t — evr, em seguida, realizando as seguintes

transformacoes nos campos,

g(r)—=g@), a(r)—=at), wr)—=vw(t), B(r)— e’B(t), k— evk, (5.35)
chegamos as equagoes BPS escritas na forma adimensional
7=+ (5.36)
B=-2=+(1-7) +ko, (5.37)
g a
" + — HRT = 25°@. (5.38)

Fazendo a escolha k — —&, as solugoes comportam-se g — g, a — a, W — —w.

5.3.1 Analise assintotica e solugoes numéricas

Faremos primeiramente o comportamento assintético para ¢ — co. Neste limite, usaremos as

seguintes expansoes
a=da, g=1—0g, w=0w.

Entao, substituindo nas Eqs. (5.36),(5.37) e (5.38), obtemos as seguintes equagoes

(‘5?, — 26 + RO, (5.39)
—(69) = (i—a> (5.40)
(60)" <5f) _ /{(5?) —2(6w) =0, (5.41)
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5.3. CONFIGURACOES DE VORTICES

cujas solugoes sao

0 o Ko (tf) ~ "2 Pt (5.42)
oa o< tKy (tf) ~ t/2e Pt (5.43)
6w o Ko (tB) ~ t'/2e P (5.44)
onde o parametro [ é
TR R
= %7 (5.45)

2
B~ - (5.46)

Para ¢t — 0, utilizamos o método da série de poténcia nas Eqgs. (5.36),(5.37) e (5.38),

obtemos as seguintes solucoes

g = Gut"+ .., (5.47)
1

a = 1—5(1+/‘w0)t2+..., (5.48)
.

o = wO+Wt2+.... (5.49)

Apresentaremos alguns perfis gerados pela integracao numérica das equacgoes BPS, Egs.
(5.36)-(5.38). Todos os plots foram obtidos mantendo fixo o parametro de Chern-Simons,

k =1, e variando a vorticidade n.

Na origem, o campo g(t) é nulo

— === para cada valor n. Paran = 1, o
. campo cresce rapidamente tendendo
: ao valor assintético no infinito. Para
1= n > 1, o perfil do campo alarga-se,
U nzg tendendo mais lentamente ao valor
I n =
—--=n=4 assintético no infinito.
n=>5
n="7
n=10
39
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5.3. CONFIGURACOES DE VORTICES

Em torno da origem, o campo a(t)

10
tende para cada valor de n. No in- | .
n=1
finito, o campo a(t) tende a zero, . =ees =2
— =n=3
decaindo mais suavemente quanto —_—=n=4
. n=>5
maior o valor de n. _
6 n=7
n=10
a — \
4 —p—, \‘
— N \
27 - . \ \‘ \ :
| “‘ \ \ \ .
: .. . \\ ) . .
0 - T |. ——
0 5 10 15 20

t

Figura 5.2: Campo vetorial a(t).
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B B8 B BBBB
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()

-0,57

-0,64
-0,7
-0,81

-0,91

Figura 5.3: Potencial escalar w(t).
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5.3. CONFIGURACOES DE VORTICES

Para n = 1, o campo magnético
tem seu valor maximo, decaindo a

zero em forma de lump. Para n > 1,

o campo decai formando um anel com

raio proporcional a n.

0,5
n:
*n=2
0,4- — =n=3
- —-—n:4
gy - n=>5
— 1 _7
B 03 n
. n=10
0,2
0,14 .
0- . ——
0 5 10 15
t

Figura 5.4: Campo magnético B(t).

Para cada valor de n, o campo

elétrico decai a zero em forma de anel

0,254

centrados longe da origem quanto

maior o valor de n.
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Figura 5.5: Campo elétrico &'(t).



5.3. CONFIGURACOES DE VORTICES

Para n = 1, a densidade de ener-
\ gia possui um perfil tipo lump cen-
M trado na origem. Paran > 1, a densi-
n=1 dade de energia decai formando anéis
0,8 ] PR n= 2
= =n=3 cujos raios sao proporcionais ao valor
- m =/
0.6- n=>5 de n.
E n=7
BPS n=10
0,4
02"
T e =
10 15 20

Figura 5.6: Densidade de energia BPS Egps(t).
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CAPITULO 6

Vértices na reducdo dimensional do modelo de

Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-Higgs

Neste capitulo, dedicaremos nossa atencao ao estudo de configuragoes de vortices em teorias
abelianas com termos que violam a simetria de Lorentz. A simetria de Lorentz é a base da
Relatividade Restrita e junto com a Mecanica Quantica correspondem a base da Teoria Quantica
de Campos (QFT), que descreve particulas como uma excitagdo em um espac¢o imerso no
espago-tempo. O desenvolvimento destas duas teorias, proporcionou o surgimento do Modelo
Padrao (SM), como um modelo para descrever todas as interagdes conhecidas no universo
(eletromagnética, nuclear forte e fraca) exceto a gravidade. A violagao simetria de Lorentz tem
sido um tema de profundo interesse nos tltimos anos, dentro de um contexto do modelo padrao
de extensao (SME). O SME incorpora termos da violagao da invariancia de Lorentz (LIV) em
todos os setores de interacao e tem sido estudada em muitos aspectos. As investigagoes no
contexto do SME ocorrem principalmente nos setores fermionico, de gauge, e que envolvem
extensoes da gravidade. O sector de gauge do SME é composto de um termo CPT-par e outro
termos CPT-impar. O termo CPT-impar é representado pelo termo de Carroll-Field-Jackiw
(CFJ).

Nosso estudo sobre vértices em modelos com (LIV) consiste na redu¢ao dimensional do
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modelo de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-Higgs definido em (1 + 3)-dimensoes, definido pela
Lagrangiana
1

1
L= 1 M — ZE’“’”A (kAF)ﬁ ApFes + \Dﬂq§|2 -V (9], (6.1)

onde o indice grego fi varia de 0 a 3, Dy = 05 — ieAy representando a derivada covariante RV
¢ o simbolo de Levi-Civita em (143)- dimensoes

A reducao dimensional deste modelo é dado pela densidade lagrangiana

1 S 1
£1+2 = _ZF;WF/W + ZGHVKA;LFVH + |Du¢|2 + §3u¢3“¢ - €2¢2 |¢’2 -V (’(b‘ Jﬁ)
L () By Ay — 2 () And (6.2)
56 AF pu Yvais 56 ( AF)N K V¢7 .

o segundo somando ¢ o termo de Chern-Simons e o coeficiente da VL s = (kar); faz o papel
do parametro de Chern-Simons, 1) = Az é um campo escalar neutro, o vetor (kar) i é a versao
(14-2)-dimensional do campo de fundo de Carroll-Field-Jackiw acoplando o campo de gauge e

o campo neutro. Finalmente, V (|¢|, 1) representa o potencial de interagao

V(16],%) = = (ev® — el — s)”. (6.3)

N —

Neste trabalho, consideraremos (kar), = 0 com o propésito d ter uma densidade de energia
definida positiva (vide apéndice D.2).

As equagdes de movimento associadas a lagrangiana (6.2) sao
1 1
OuF*P + seﬁa“(?aA# — 5(% [zbeﬁa“ (/{ZAF)H] + 565/“/ (kAF)u o = —J°, (6.4)

D,D"$ + e**¢ — e¢ [ev® — e o si] =0, (6.5)
(e + %aa [em” (kar), Ap} + %ei”” (kar); 00A, + 2¢%) |gb|2 -5 [6?)2 —e |ng|2 — svﬂ =0. (6.6)

A lei de Gauss estacionaria é
8161140 —sB — Eij (kAF)i (9]1/1 = 2€2A0 |(b‘2 . (67)
A lei de Ampere estacionaria é

O F7" + 5€"9,Ag = i, (6.8)
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6.1. ENERGIA E EQUACOES BPS

A equacao estacionaria para o campo neutro ¢ é

1 . 1 ..
V) = 53;‘ [EW (kar); Ap] + §€W (kar); 0;A, + 2e*1) |¢|2 - [61’2 —¢ |€Z5|2 - SM ) (6.9)

e a equacao de movimento estacionaria para o campo de Higgs é

V2¢ — 2ieA - Vo — 2A%p + *A2¢ — e*p?¢ + e [6112 —elo* — S’;/)} =0. (6.10)

6.1 Energia e equacoes BPS
A energia estaciondria (vide apéndice D.2 ) é dada pela expressao

E= / & E (0;40)% + %32 + €% (Ao)?|¢]” + %aiwaiw + |Dig|? + e o* + V (|4 ,M .
(6.11)

Aplicaremos o método de Bogomol'nyi na expressao da energia, escrevendo-a em termos quadraticos

E = /d2r B [BF [ev” —¢ o swﬂz + [ev® — e o> — s] + % [0, A0 £ 0:0])*  (6.12)

1 ..

F (0:) (00) + |Dsg " £ eB 6" £ Se700T; + €] [Ao £ u]” F 267 o] Ao ,
onde inserimos a identidade
2 2 2, 1 4
Obtemos entao, a seguinte expressao para a energia
1 1
E = /d% 5 (BT [ev® — g — s¢]]” + ev’ BT syB + 5 [0 & O] T (9;A0) (00)
1 ..
+ D10 [P £ Seh0:T; + € 6] [Ao + 0] F 2¢ |0 Aoy (6.14)

A condicao de energia minima é obtida quando os termos quadraticos se anulam, nos fornecendo

assim, as equagoes BPS do modelo

Dy =0, (6.15)
B F [ev? — e’ — sy] =0, (6.16)
0;Ag £ 0 = 0, (6.17)
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6.2. CONFIGURACOES DE VORTICES CARREGADOS

Ay £1p = 0. (6.18)

As duas ultimas equagdes saturam se

¥ = FAy, (6.19)

com isso, as equacoes BPS restantes sao

Di¢p=0. (6.20a)
B = +e (v? — |¢f") + sA, (6.21)
e a energia BPS resulta
Epps = /er {:l:erB + sAgB + 0;A¢0; Ay £ %eijaiJj + 262 |¢]2 Azl (6.22)
e usando a lei de Gauss no ultimo termo,
20 A2 |p|* = Apd,0;Ag — sA0B =+ € (kap), Aod; Ao, (6.23)
e substituindo na integral acima obtemos
Epps = / d’r [ev’B + 0,7, (6.24)
onde
T = j:%eiij + Ag0; Ay F %elj (kar); AS. (6.25)

O termo de divergeéncia total anula-se devido as condigoes de contorno impostas sobre os cam-

pos. Com isso, a energia BPS é dada por
Epps = :I:ev2/d2rB = 2mv? |n|, (6.26)

onde usamos as condi¢oes de contorno para os campos estabelecidas em (6.35) e (6.38).

6.2 Configuracoes de Vortices carregados

Para obtermos solugoes tipo-vortices, consideraremos o ansatz

¢ =wvg (r) el Ay = _a(r)——n , Ag=w(r) (6.27)

er
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6.3. COMPORTAMENTO ASSINTOTICO

0 que nos permite escrever o campo magnético como

a/

B=-—— (6.28)

er’
As fungoes escalares a(r), g(r) e w(r) s@o regulares em r = 0 e r = oo, satisfazendo

condicoes de contorno garantido a finitude da energia.

As equagoes BPS e a lei de Gauss sao expressas da seguinte maneira

¢ ==xY, (6.29)
r
a/
B=——=+e? (1 — 92) + sw, (6.30)
er
W' w
W'+ = = sBF (kar), (w’ + 2—) —2¢%%g°w =0, (6.31)
r r

o sinal superior (inferior) corresponde a n > 0 (n < 0). Conhecendo a solugdo para n > 0
podemos obter a correspondente solucao para n < 0 fazendo a seguinte mudanca g — g , a —
—a, w - —w e (kar)y = —(kar),. Também observamos que sob a mudanca s — —s, as
solugoes mudam do seguinte modo g -+ ¢, a - a , w — —w.

O conjunto de equagdes (6.29)-(6.31) para (kap), =0 ¢é similar ao do modelo Maxwell-

Chern-Simons-Higgs se o coeficiente s da VL faz o papel do parametro de Chern-Simons.

6.3 Comportamento Assintético

Para r — 0, obtemos as solugoes das Egs. (6.29-6.31) usando o método de séries de poténcias,

G, (621)2 + 6(«003) 2 - Gnew()S(kAF)HTn-i-B

=~ " 32
g(r) = Gur - o - (6.32)
2,,2 k
ar) ~ n— (e*v ;ewos)TQ - 6w08(6 AF)9T3 Lo (6.33)
k 4s (ev® 3 [(kar),)?
w(r) ~ wyt wo ( AF)GT + s (ev” +wos) + 3 [(kar)o] 20,2 + ... (6.34)
2 16
Com isso impomos as seguintes condigoes de contorno na origem
k
g (0) — 0, a (0) =n, W' (()) — im' (635)

2

47



6.4. SOLUCOES NUMERICAS

Por outro lado, o comportamento assintético quando » — +oo, é calculando fazendo a
substituicao g = 1 — dg , a = da, w = dw, onde dg, da, dw sao fungoes infinitesimais a serem

calculadas. Apés substituir essas expressoes nas Egs. (6.29-6.31), obtemos
6g ~ 1 V27T Sa ~o r 27T S~ p 27T (6.36)

onde f um parametro real e positivo dado pela seguinte equagao

2
BT -5, k- \/ o g (Wardly (har)y (6.37)

Lembrando que o sinal superior (inferior) se referean > 0 (n < 0). Se (kap), = 0, recuperamos
o comportamento assintético dos vértices carregados do modelo de Maxwell-Chern-Simons-
Higgs. Para um s fixo e n > 0 a andlise do parametro /5 como uma funcao de (kar), mostra que
os perfis com (kar), < 0 convergem ao valor de saturacao mais rapidamente que os perfis com
(kar)y = 0 (modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs) e estes alcancam os valores assintéticos
mais rapido que os perfis com (kap), > 0.

Assim, a equagao (6.36) permite estabelecer as seguintes condigoes de contorno em r — oo,

g(o00) =1, a(c0) =0, w(c0)=0. (6.38)

6.4 Solucoes numéricas

Agora introduzimos a variavel adimensional p = evr e implementamos as seguintes mudancas

g(r)—=g(r), alr) = a(p), w(r) =ww(p), B—ev’B(p), (6.39)

(kar)y — ev\, s —evk, Epps— v2Egps.

Nas secoes seguintes nos referimos a A como o parametro de CFJ e a k como o parametro tipo
Chern-Simons.

Consequentemente, a equagoes (6.29)-(6.31) expressas em forma adimensional resultam ser

ag

—/
g =+—, (6.40)
p
_ a 5 _
B:—;:i(l—g)—i—nw, (6.41)
— I (Dl D, —/ AW =2 —
w+;—ffB:F>\w:F§;—2gw:O. (6.42)
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6.4. SOLUCOES NUMERICAS

E a densidade de energia BPS é dada como

3 B a2a2
Epps = B + 2p—‘g +27%0° + (@), (6.43)

e se mostra positiva-definida para todos os valores de x e A.

Os perfis dos vortices BPS carregados sao apresentados nas figuras 6.1 a 6.6. E representam
as solucoes topolégicas para n = 1,6, 15, o parametro de CFJ assume os valores A = —1,0, 41,
o outro coeficiente da VL (o similar ao pardmetro de Chern-Simons) é fixado em k = 1. Para
valor A = 0 as solucoes sao exatamente as solucoes do modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs
[29], e sao representadas por linhas de cor verde-escuro. As linhas de cor azul representam as
solugoes para A = —1 e as de cor vermelha a solu¢oes com A = +1.

A carga topolédgica ou vorticidade é representada da seguinte maneira: linhas pontilhadas
representam n = 1, linhas tracejadas para n = 6 e linhas sélidas no caso de n = 15. De qualquer

modo, todas as legendas estao resumidas na Fig. 6.1.

Para n = 1 os gréaficos represen-

tando o campo g sao muito similares

ao dos correspondentes ao modelo de

0.8 MCSH. Contudo, as diferencas che-
gam a ser mais notaveis quando o va-
0ed lor da carga topoldgica ¢ muito maior

que 1. Em geral, os perfis para valo-

res negativos de A saturam mais ra-

0‘4_-: pidamente que aqueles com valores
: positivos do parametro de CFJ de
0'2_:: acordo com o estabelecido pela Eq.
(6.37).
0
0

Figura 6.1: Campo de Higgs g(p).
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6.4. SOLUCOES NUMERICAS

Os perfis do potencial vetor para
n = 1 sao muito proximos ao do mo-
delo de MCSH (A = 0). Mas, as dife-
rencas sao mais evidentes para gran-
des valores de n. Em geral, os per-
fis para A < 0 desenvolvem um anel
proximo da origem, isso, indica que o
campo magnético apresenta inversao
de sinal e, consequentemente, uma in-
versao localizada do fluxo magnético,
como é mostrado explicitamente na

Fig. 6.3.

Os perfis do campo magnético
para n = 1 sao semelhantes longe
da origem. Na origem, a amplitude
¢ maior para A > 0 e a amplitude
para A = 0 é maior que para A < 0.
Para n > 0 e qualquer valor A > 0
os perfis nunca se tornam negativos e
formam duas estruturas, a primeira
¢ um fluxo conico centrado na ori-
gem cuja amplitude, em p = 0 para
n > 1, satura no valor 0,553; a se-
gunda estrutura é formada longe da
origem e forma um anel. Do mesmo
modo, para A < 0 e, neste caso,

n > 2, o campo magnético tem va-

90

Figura 6.2: Campo vetorial a(p).

Figura 6.3: Campo magnético B(p).



6.4. SOLUCOES NUMERICAS

lores negativos perto da origem tal que o fluxo magnético forma uma estrutura conica invertida

centrada em p = 0 cuja amplitude para n > 1 satura no valor —1,017. Contudo, longe da

origem, o campo magnético atinge o valor zero, e muda de sinal, isto é, o campo magnético

se torna positivo e se anula quando p — oo formando, também, um anel centrado na origem.

Assim, no caso de A < 0 e valores de n > 1, existem dois dominios de fluxo magnético bem

definidos, o primeiro é uma regiao na vizinhanca da origem com fluxo negativo e uma segunda

regiao longe da origem com fluxo magnético positivo formando uma estrutura em anel. No en-

tanto, independentemente disso, para n > 0, o fluxo magnético total é positivo e proporcional

an.

Figura 6.4: Potencial escalar w(p).

O potencial escalar toma valores
negativos para qualquer valor de A e
n > 0. Para A < 0 os perfis perto da
origem possuem forma conica inver-
tida cuja amplitude em p = 0 satura
no valor —2,017 quando n > 1. Por
outro lado, os perfis para A > 0 perto
da origem tem forma conica cuja am-
plitude em r» = 0 satura no valor
—0,446 quando n >> 1. Os perfis
para o modelo de MCSH (A = 0)
saturam sua amplitude em p = 0
no valor —1 quando n > 1 e ge-
ram para este valor um plato que
se afasta da origem até aproximada-

mente p ~n—>5. Parap>0en>1

os perfis de A # 0 acompanham o perfil de A = 0 mas vao para zero mais rapido tal que o perfil

com A < 0 decai mais rapido que aquele com A > 0.
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6.4. SOLUCOES NUMERICAS

1.0+ Para n = 1 os perfis do campo
elétrico sao bem diferentes na regiao

0.24 . . ,
08 RaA perto da origem, em p = 0 ele é po-

Do sitivo para A < 0, nulo para A =0 e
(S : '-:-

e, negativo para A > 0. Paran > 1 e

A < 0 o campo elétrico sempre é po-

sitivo e forma uma estrutura conica

estreita centrada na origem cuja am-

plitude, em p = 0 para n > 1,
satura no valor 1.008, ja longe da

origem forma um anel. Do mesmo

modo, para A > 0, o campo elétrico

apresenta valores negativos perto da

origem tal que forma uma estrutura

Figura 6.5: Campo elétrico @'(p).

conica invertida centrada em p = 0
cuja amplitude para n > 1 satura no valor —0.223. Contudo, longe da origem, o campo
elétrico atinge o valor zero, e muda de sinal, isto ¢, o campo elétrico se torna positivo e se anula
quando p — oo formando, também, um anel centrado na origem. Assim, no caso de A < 0 e
valores de n > 1, existem dois dominios de campo elétrico bem definidos, o primeiro é uma
regiao na vizinhanca da origem com campo negativo e uma segunda regiao longe da origem

com campo positivo formando uma estrutura em anel.

A Fig. 6.6 mostra os perfis da densidade de energia BPS. Para n = 1 os perfis sao
“lumps” centrados na origem e com diferentes amplitudes, porém longe da origem os perfis
se sobrepoem. Paran > 1 e A # 0 o perfil da densidade de energia BPS se localiza em duas
regioes bem diferenciadas: a primeira é uma estrutura conica centrada na origem cuja ampli-
tude para A > 0 satura no valor 0,356 e para A < 0 satura no valor 2,052. Essa forma conica
na origem nao esta presente no modelo de MCSH (A = 0). A segunda regido estéd localizada
longe da origem e forma um anel cujo raio cresce proporcionalmente com n tal como acontece

no modelo de MCSH (A = 0). Os raios satisfazem a seguinte desigualdade py_¢ < prso S Pro-
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6.4. SOLUCOES NUMERICAS

Podemos concluir que os vortices
de MCSH na presenca de termos que
representam a quebra espontanea da
simetria de Lorentz apresentam duas
regioes onde o campo magnético, o
campo elétrico e a densidade de ener-
gia se localizam. A primeira é uma
regiao na vizinhanca da origem de
forma conica e uma segunda regiao
longe da origem formando um anel

centrado na origem.

Py
rL

10 15 20

Figura 6.6: Densidade de energia BPS Ezps(p).
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CAPITULO [

Conclusdes e observacdes

A dissertacao estuda a existéncia de vortices topolégicos na reducao dimensional da eletro-
dinamica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-Higgs. Percebemos que este novo modelo é uma
versao modificada do modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs (MCSH), com o coeficiente da
violagao de Lorentz s = (kar); fazendo o papel do parametro de Chern-Simons. A modificagao
¢ representada por uma nova interacao, entre o campo escalar neutro ¢y = A3 e o campo de
calibre A, controlada pelo campo de fundo (kap) .» sendo este a versao (142)-dimensional do
campo de fundo de Carroll-Field-Jackiw. Devido a presenca de um termo tipo Chern-Simons
este modelo suporta configuragoes de vértices portadores de carga elétrica.

Aplicando o formalismo BPS a energia estacionaria do modelo, mostramos que as equacoes
BPS sao as mesmas que as do modelo de MCSH, a diferenca aparece na lei de Gauss dos
modelos. A lei de Gauss de nosso modelo é aquela de MCSH modificada por termos contendo
campo de fundo (kar),. Desse modo, fazendo (kar), = 0 obtemos completamente o conjunto
de equacoes satisfeitas pelos vortices do modelo de MCSH.

A analise do comportamento na origem mostra que os vortices apresentam campo elétrico
nao nulo na origem, dependendo explicitamente no parametro de CFJ (kar), [vide Eq. (6.35)],

o que contrasta como o modelo de MCSH [vide Eq. (5.33)]. Por outro lado, no infinito as

o4



solugoes mostram o decaimento exponencial (préprio dos vértices de Abrikosov) similar aquelas
do modelo de MCSH, com parametro de Chern-Simons dependendo dos coeficientes da quebra
de Lorentz, s e (karp), [vide Eq. (6.37)].

A influencia do coeficiente de Carroll-Field-Jackiw, ((kap), ou A na versao adimensional,
nos perfis dos vortices é notéria nos campos magnético e elétrico e na densidade de energia
BPS. Devido a influencia da quebra espontanea da simetria de Lorentz, as solucoes topolégicas
apresentam duas regioes onde o campo magnético, o campo elétrico e a densidade de energia se
localizam. A primeira é uma regiao na vizinhanca da origem de forma conica e uma segunda
regiao longe da origem formando um anel centrado na origem que corresponde a um compor-
tamento tipo daqueles do modelo de MCSH. Em detalhe, se as magnitudes dos coeficientes
((kar), € s sao da mesma ordem de grandeza, podemos dizer, que para n > 1, o primeiro
controla o comportamento dos vértices na vizinhanca do origem de coordenadas e, o segundo
predomina no comportamento das solugoes topologicas quando r > 0.

Entre as perspectivas futuras podemos citar a possibilidade de estudar os efeitos da violagao

de Lorentz em defeitos topoldgicos no contexto de teorias de campo nao abelianas.
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APENDICE A

Modelo de Maxwell-Higgs

A.1 Calculo do potencial

A obtencao do potencial para o modelo MH é feito a partir da relacao de auto-dualidade

Diﬁb = 07

onde essa condigao nos fornece a seguinte equacao

ag

g =+,
r

Derivando, obtemos

e igualando com a equagao para o campo de Higgs g (r)

g// _|_ g_/ — aQ_g — La_v7
r 72 202 Jg
obtemos
ag 10V
r 202 Og

o6

(A.1)

(A.2)

(A.3)

(A4)

(A.5)



A.2. CALCULO DA DENSIDADE DE ENERGIA

Da Lei de Ampere, temos que
CL/ ! /
(—) = +e*v* (¢°) | (A.6)

e resolvendo para r, chegamos a

9 _ +e’v?g® + C1g. (A7)
r

Em seguida, igualamos a Eq.(A.5) com a Eq.(A.7), nos fornecendo a seguinte expressao

1
Vig) = 5620494 +v°Cig* + Cs. (A.8)

Para escrevermos o potencial em termos quadraticos, faremos as seguintes escolhas para as

constantes
e2v?
Cl = :F€2U2, 02 = T, (Ag)
assim, o potencial serd dado por
v <g) — 1621)4 (1 . g2)2
5 )

Em termos do campo de Higgs, o potencial tem a seguinte forma

(ev? —e \¢|2)2 : (A.10)

DO | —

V(l¢l) =

A.2 Calculo da densidade de energia

A densidade de energia estacionaria do modelo de Maxwell-Higgs abeliano é obtida a partir da
relacao

£=-L, (A.11)

onde

1
£ = =2 FuF" + Dug” =V (19]). (A12)

Agora, calculamos cada componente da lagrangiana
F, F" =2F,F% + 282, (A.13)

Com isso, nossa lagrangiana expressa em termos das expansoes, € escrita como

1 . 1 .
L= SRuF" = JFyF9 + Dol — Dl —V (|9 (A.14)
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A.2. CALCULO DA DENSIDADE DE ENERGIA

Considerando solugoes estaticas e lembrando que este modelo suporta configuragoes de vortices

descarregados, o que implica na seguinte condicao de gauge Ag = 0, teremos portanto Dy = 0,
L=- —32 Do =V (I¢])
assim, obtemos para a densidade de energia

B2
Epps = — + |Dz¢| +V(l9l). (A.15)

O préximo passo é substituir o potencial obtido na se¢ao anterior na densidade de energia
1 2 272
V(Ig]) = 5 [ev* —elol’]" (A.16)
onde obtemos a seguinte expressao
32 1 2
Epps = — + |Dig|” + 5 lev” —e EN (A.17)

Para obtermos as equagoes BPS, devemos escrever a densidade de energia em termos quadraticos

1 2 1 ..
Enps = 5 [B = \/zv] +B (\/QV +e W) +1Dso | £ 590, (A.18)
onde
1 ..
[Dig[* = |Dsg |+ B |6]" + 570, (A-19)

Feito as substituigdes na Eq. (A.18), obtemos
1 1 ..
Esrs = 5 (BT [ev® —e|¢]*]]” + Bev? + |Diop |* + €0 (A.20)

Impondo as condigoes BPS, teremos

BF [ev? —el|¢’] =0, Digp=0, (A.21)
dessa forma teremos
Epps = £ev’B + 0,7, (A.22)
onde /
1 .. 2
0T, = +56V; = +v” (ag”) (A.23)
r
Com isso, a densidade de energia é dada por
/
5Bp5 = :|:€’UQB + U ( i ) (A.24)
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A.2. CALCULO DA DENSIDADE DE ENERGIA

Substituindo a expressao do campo magnético e a condi¢ao de autodualidade na Eq. (A.23),

obtemos

a2g?
= Fev’Bg* + 2’027, (A.25)

2 (agz)’
r

2a_/g2 +
r

+v

= 4w v? _2agg’
r

e portanto, chegamos a expressao para a densidade de energia para o modelo de Maxwell-Higgs

abeliano
a’g?
Epps = B? + 202 —=- (A.26)

)
712

que é definida-positiva.
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APENDICE B

Modelo de Chern-Simons-Higgs

B.1 Calculo do potencial

Partimos da equacao de autodualidade

ag
=4 B.1
g (B.1)
apés derivar uma vez obtemos
/ / / 2 /
g”:iﬂiﬂ¢%:i%+¥_9_ (B.2)
r r r r r r
/ aQ a/
g +L 841 (B.3)
r r r

g_ o _ 19V B.4
9"+ 59 2y (WY (B.4)

ela pode ser reescrita usando a Eq. (B.3) de tal modo que fornece uma equacao diferencial

para o potencial V'

1 oV adg 5 5
—_——— =4 . B.
202 dg r tewy (B.5)
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B.1. CALCULO DO POTENCIAL

Agora, usamos a autodualidade (B.1) na Lei de Ampere, obtemos

2 2.2
ho' = — 209 , (B.6)
T
k' = T2ev?gq,
kW = Fev? (gz)/, (B.7)
cuja integragao fornece w em termos de ¢ :
2.2 C
w=F29 2L (B.8)
K K
A substituicao de w na lei de Gauss fornece a importante relacao
a’ 2etvtgt  2e30%¢%C
— =4 — , B.9
r K2 K2 (B9)
com a qual obtemos
/ 2etvia® 230203
49 _42¢v9 _evIt (B.10)
r K2 K2
Esta tltima equagao é substituida em (B.5)
1 OV 2etvigd  2e302g3C, et 263024%CT €2 (Ch)?
20? Jg K K K K K
cuja integragao proporciona o potencial BPS do modelo
1 e4v4gﬁ 6%29401 2 (01)2 g2
—V = C B.12
202 w2 T 2 T g T (B.12)
ou ,
etb &
V=-—ng|t——¢ Cs. B.13
JER ( ev? ) e ( )
As constantes sao fixada segundo a escolha
C) = Fev?, Cy =0, (B.14)
desse modo, o potencial BPS é
et g2 )
Vig)=—3 (1-9%)7, (B.15)
ou em termos do campo ¢,
e? |€Z5|2 22
V(I8]) = —5— (ev” —elel’)". (B.16)



APENDICE C

Modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs

C.1 Calculo do potencial

O potencial que nos permitird obter configuragoes de vértices no modelo MCSH, serd calculado

a partir da relagao de auto-dualidade

g = +%9.
r

Derivando a equacao anterior, obtemos a seguinte equacao
"

g+ .
r r r

Igualando (C.2) com a equagao para o campo g (r),

chegamos a seguinte equacao
a'g 1oV _ 4,
ro 21}289””9'
Substituindo a Eq. (C.1) na lei de Ampere obtemos

/

a
a9 _ +e*0v?g® — kegw + Chg.
-
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C.2. CALCULO DA DENSIDADE DE ENERGIA

Igualando os termos das Eqs. (C.4) e (C.5), chegamos a seguinte expressao

1
V= 5621)494 T v kewg® + v2e?w?g? £ v Chg® + Co. (C.6)

As constantes de integracao devem ser escolhidas de forma a escrever o potencial como um

quadrado perfeito, e para isso, escolhemos para a constante C;
Ol = :|:e21)2’ <C7)
onde obtemos a seguinte expressao

1 1
V = 56204 (1- 92)2 +ev® (1 — ¢%) kw + 5 (kw)” + v2e®w?g? + Cy
2,4
1
ot o

Com isso, podemos fazer a seguinte escolha para a constante Cs

1

Cy = 3 [evz + RW}Q , (C.9)
e o potencial é reduzido a seguinte forma
1
V= 3 [ev?* (1-¢%) + /<;cu]2 + 2w’ (C.10)

Da condicao entre o campo neutro N e o campo escalar w, obtida a partir das equagoes BPS,
N = Fuw, (C.11)

chegamos a expressao para o potencial do modelo Maxwell-Chern-Simons-Higgs

1
V= [e’ —elof - kN + N2 [g)?. (C.12)

C.2 C(Calculo da densidade de energia

A densidade de energia estaciondria para o modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs sera obtido

a partir da relacao

E=—-L. (C.13)
Primeiro, vamos explicitar os termos da lagrangiana em regime estacionario, onde obtemos
F, FM = —2(9;A0)” + 2B, (C.14)
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EEW/HAAMFYV,i = EEOijAgaiA]’ + EGOiinajAo,
4 2 2
D¢ = € (A0)? |0]” + |Dig]?,
1 1 .

e com isso, reescrevemos a lagrangiana

1 1 g g
E = 5 (&AO)Z — EBQ + ge()”Ao@iAj + ge()”Ai@jAo + 62 (A0)2 |§Z§|2

1
—IDigl* = SON 0N — V (|¢] . N).
Em seguida, inserimos a lei de Gauss na expressao
1 K o0ij 2 20 42
—§A08i8iAo + 56 JAO&AJ- = —€ (AO) |¢| s

obtendo a equagao

L = 3 (9;40)° — 5B2 + ge()’]AiajAo + 514031@‘140

1
—|Digl* = 0N 9N~V (|¢] . N).
Reescrevemos o termo abaixo como uma derivada total

gEOiinajAo = gGOijaj (AZA()) + gEOijAgaiAj,

assim, a lagrangiana fica expressa como

1 1 g ) 1
[; = 5 (87,140)2 — §BQ + ge[)”aj (AZA()) + geO”Ao@Aj + 51406261140 — |DZ§ZS|2

—%&N&N—V(Wl N) .

Novamente, substituindo a lei de Gauss na equacao, chegamos a expressao

1 1 iy
L= S(0A) = 5B+ 50; (Aido) — ¢ (A0)* [6f° + Agdid: As — [ Do

—%@N@N - V(lo|,N),

e com a derivada total

Ag0;0; Ao = 0; (A00;Ao) — 0;A00; Ao,
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chegamos a

L = —% (8;A0)° — %B2 + %mewaj (AiAg) — €* (A0)?|0” + s (Aedi Ag) — | Do)
—%@N ON =V (|¢ ,N). (C.25)

Os termos de derivada total se anulam, e com isso, chegamos a expressao para a densidade de
energia
BQ

M= L (@A) + o+ (AP 0F + Do Dé+ 5 GNP +V (6], ). (C.20)

Inserindo o potencial na expressao anterior, podemos reescreve-la em termos quadraticos

[BF [ev” — el|o|* — HNH2 + B [ev® — elol® — kN + = [0;A0 T O,N)?

1 1
£ = - =
2 2

(C.27)
1 ..
£ (0:40) (O:N) + D | £ eB o + Se70uJ; + €6 [Ao F NI £ 2¢% 9[” Ao,

onde obtém-se

1 1
E = 3 [B¢ [61)2 — e\¢\2 +/€NH2:i:Bev2:|:/-iBN+ 3 [0; Ao ZF@NF

1 ..
+(0;40) (:N) + | Dxop|* + §€”az‘<]j + e 9] [Ao F NT> £ 267 |¢|* ApN.  (C.28)
Impondo as condi¢oes BPS, teremos

B¥F [6U2—6‘¢’2+/€N} =0,

Di =0, (C.29)
Ay F N = 0. (C.31)

A ultima equacao representa a condicao entre o campo neutro e o potencial escalar, que garante

a existéncia das equagoes BPS. Dessa forma, substituindo na Eq. (C.28), obtemos
1 ..
SBPS = j:Bev2 —|— HBA() —|— &AO@ZAO :|: 56”8,‘(]]‘ —f- 262 |§Z§|2 A(Q) (C32)
Inserindo a lei de Gauss na expressao anterior, obtém-se
EBPS = :|:€U2B + 8“71, (C33)
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onde

1 ..
\71’ = j:§€UJj + AO@AO.

Expressamos a densidade de energia BPS em termos do ansatz

2\/ n/
o = w2 l)  (rew) (C.34)

)
r T

e portanto,

2 .2 n/
20°9"  (rww’) (C.35)

72 T

H = +ev’B (1 — g2) + 2v
Pela lei de Gauss, o segundo termo pode ser expresso como

N/ /
) 9+ (@) = B+ 26202 + (). (C.36)
r r

Assim,

a292

H =+ev’B (1 — ¢*) + kBw + 2u2r—2 + 2202 g% + (W), (C.37)

finalmente, a densidade de energia do modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs é expresso pela

equacao

2
Epps = B* + 20? (c;_g) + 2202 %W + (W) (C.38)

que resulta definida-positiva.
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APENDICE D

Modelo de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-Higgs Reduzido

Nosso estudo envolvendo vortices no modelo de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-Higgs, consiste

na reducao dimensional do modelo definido pela lagrangiana em (1 + 3)-dimensoes

1 n7 1 DR
£ = 5 FaF™ — 3™ (kbap), Ao + [ Dadl* = V (19 (D.1)

onde o indice grego fi varia de 0 a 3, D = 05 — teAy representando a derivada covariante
£F7FA & o stmbolo de Levi-Civita em 4 dimensoes. Este procedimento consiste efetivamente em
adotar a seguinte regra: mantém-se inalterados as componentes temporal e as duas primeiras
componentes espaciais; congela-se a terceira componente espacial dando-lhe um caracter escalar,
separando-o do novo vetor definido em (1 + 2)-D do novo sistema y, exigindo que o novo sistema

nao dependa da terceira componente, ou seja,
O3x — 0. (D.2)
Aplicamos estas regras, no campo de gauge definido em (1 4 3)-dimensoes, nos conduz a
AP = (A* ), (D.3)

onde A% = 1) agora é um escalar e o novo indice u varia de 0 a 2. O mesmo procedimento para

o campo de fundo de CFJ, responsavel pela violagao de Lorentz, obtemos
(kap)" = ((kar)" ), (D.4)
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D.1. CALCULO DO POTENCIAL

onde (kAF)g = s. O préoximo passo é realizar a reducao dimensional da lagrangiana (D.1),

iniciando pelo termo cinético Fj; F'*:
FopF7 = B, M — 29, 59"4,
onde F,3 = —0,1 e Fr3 = 9re). Em seguida, repetimos para o termo eﬂDRXVﬂADFR;:
™ (kap), ApFrs = =267 (kap), AyFrs — € (kar),, AsFox + €7 (kar); A Fo,

onde eliminamos o termo e“l’“)‘VuAl,F,{,\ pelo fato de e*”** possuir indices repetidos. Substi-

tuindo as prescricoes definidas para A" e V¥, obtemos
H7RA (kar), ApFix = 26" (kar), A0 + et (kar), Fox — s€"" AL Fy. (D.5)
Por 1ltimo, aplicamos o procedimento para o setor de Higgs,
Dol = Dugl” = e o). (D.6)

Entao, a lagrangiana do modelo reduzido de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-Higgs definido
em (1 + 2)-dimensdes é dado por

1 1 1 1
L = —ZFW,F“” + Zse””’\A,,Fn,\ — 5106‘“{’\ (k?AF)H 0. A\ + 56“’“’ (kar), AvOxtp D)
D.7

20,007+ 1,01 — R o V(4.

D.1 Calculo do potencial

Para calcularmos o potencial que nos permitira obter configuragoes de vértices no modelo abe-

liano Higgs com violacao de Lorentz, partiremos, primeiramente, da relacao de autodualidade

g =+—. (D.8)

g,
g +=- 9= 2 g + e*Pg — e’y (D.10)



D.1. CALCULO DO POTENCIAL

obtemos
a'g 1 oV 2,12 2 2
—=4+——4 )
. 507 dg - © Vg Fewg
Em seguida, substituindo a relacao (D.8) na lei de Ampere,
a\’ d
(?> = +e%0? (g2)/ +e(kar), d—lf — sew,

e resolvendo para r, obtemos

!/

Q

= +e2’g’ + e (kar)y ¥ — sew + Ch.

~~ <

Igualando (D.11) com (D.13

1
V = —e?vigt + v (kar)y¥g” F v°sewg® + v’e’w?g® — vie*p?g® £ 02°Chg% + O,

2

e resolvendo novamente para r, teremos

(D.11)

(D.12)

(D.13)

(D.14)

As constantes serao escolhidas de modo a escrever o potencial em termos quadraticos. A

primeira escolha fixa Cf,
C, = Fe*?,

cuja substitui¢ao no potencial (D.14) permite escrever

_ 1 2 (1 _ 2 _ 22 99
V = {ev (1-9¢%) £ [sw (kAF)O¢]} + e“v w?yg

2
+Cy — % { ev? % [sw — (kar), w]}2.

A constante (', é fixada

Cy = % [61)2 + [sw — (kar), w]r,

desse modo, o potencial (D.16) resulta ser

2
V=3 [67}2 (1= 9°) & [sw — (kar), w]] +etg? — PoPyPy,

2

Ou em termos dos campos originais

V= % [e (v? — |o[*) £ [sAy — (kAF)OM]Q L& (M) 0l — 2P |62

A escolha da condigao BPS
AO = :Fl/%
estabelece a forma do potencial do modelo

2

V= % [ev? —e 6° — [5 % (kar),] V).
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D.2. CALCULO DA DENSIDADE DE ENERGIA

D.2 Calculo da densidade de energia

A densidade de energia estacionaria para o modelo de MCFJH ¢é obtido a partir da expressao

E=—-L.
Iniciaremos explicitando cada termo da lagrangiana,
FopF = —2(9;A0)* + 2B2,
|Duél” = € (Ao)” |¢I” — |Digl”
ge””“AuayAH - gemjAoaiAj + gem'inajAo,
Ve (kar), 00As = ™ (kap)y 0iA; + e (kar); 95 Ao,
et (kAF)# A dh = €™ (kar)y A;0: + e (kar); Ao0j,

em seguida, inserindo os termos obtidos na lagrangiana,

1 1 g g 1 g
E = 5 (61A0)2 — 532 + gEOl]AQaZ’Aj + %eO’JAZ@jAO — é’gb(fo” (kAF)O @A]

1 . 1 ... 1 ..

—51/)60” (kAF)Z 8jA0 + 5602] (kAF)O Ajaﬂ/J + 560” (kAF)i Aoajw
1

500 + ¢ (Ao)* |8 — | Digl” — *u® |6]* = V(1" . 0).

Substituindo a lei de Gauss na equagao obtemos

1 1 g 1 g
;C = 5 (81140)2 — §B2 + gEOZ]AiajAQ — §’¢€OU (kAF)o @AJ
1 - 1 1
—51/160” (kar); 0jA0 — 560” (k’AF)O A0 — iaﬂ?@ﬂﬁ

1
+5 400040 — |Digl* — 0% |6 =V (|0, 0)

Reescrevemos os seguintes termos como uma derivada total
geOiinajAo - geoijaj (A;Ag) — EGOijAoain,
L oij 1 0ij L o
S¥e (kar); 040 = € (kar); 05 (YAo) — 5™ (kar); Aoy,

e inserindo na Eq. (D.28), ficamos com

1 1 . g 1 .
E = 5 (8ZA0)2 — §B2 + gEOZJaj (AZA()) + gGOﬂAoain — §¢EOU (kAF)O &A]
1. 1. 1.
—5€" (kar); 0; (P A0) + 5€™ (kar); AoDjtb — €™ (kar)y Aidje
1 1
— 5000 + 5 A0 A0 — Dol = 0% |9 =V (|0, ¥) -
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D.2. CALCULO DA DENSIDADE DE ENERGIA

Da lei de Gauss, temos que

g 1 . 1
geo”Ao@-Aj + §EOZ]AO (kAF)Z 8]77/1 = —62 (A0)2 |§b|2 + EAOE)Z@Z-AO, (D32)

e assim, a Eq. (D.31) fica expressa como

1 1 CRPYY 1 iy
£=3 (8:40)" — 3B+ 56705 (Aid) — ¢ (A0)* |o]” — S0 (kar)y 04,
1 ... 1 ...
—5601] (kAF)Z' (9j (lpAo) - EEOU (kAF)() Aﬁﬂb (D33)
1
3 O + Agdi0iAg — |Digp* — 0?9 =V (WQ )

Na equagao anterior, os termos de derivada total se cancelam e, da relagao (D.21), chegamos a
expressao para a densidade de energia
1 o Lo o 2 2, 1
1. 1
567 (Bar)g Ay + 50000 + [Digf + 0?6 +V (102, 9) . (D3

O proximo passo ¢ implementar o formalismo BPS para obter as equagoes de primeira ordem que

minimizam a energia total. Para isso, devemos reescrever a Eq. (D.34) em termos quadraticos

£ = [B:F [ev? —e|8|” — [s £ (kar),) wHQiB ev? — e |g]® — s F (kar), ¥]

+ o=

1 1 ..

1 1,
+e? 6" [ £ Ao)” F 26 0" Ao + 5 (kar) B + € (kar)y Aids0.

A condigao de minima energia sera obtido quando os termos quadraticos se anularem, ou seja,

B =+ [ev® —e|d|* — [s & (kar)] ¥] , (D.36)
Oih + 0;Ag = 0, (D.37)

Y+ Ay =0, (D.38)

Di¢p=0. (D.39)

A segunda e a terceira equacao acima sao saturadas se impormos

Y = FA.
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As equagoes BPS sao reescritas

Dip=0, (D.40)
B =xe (v — |¢°) + [s £ (kar),) Ao, (D.41)

e a densidade de energia BPS adquire a seguinte forma

1 ..
(‘:BPS = :|:€U2B + [S + (kAF)O] BA() + (82140) (ale) + 56”82-Jj (D42)

1 1 ..
+2¢|6° (Ao)* F 5140 (kar)y B F 56” (kar)y Ai0; Ao.

1 .. 1 .. 1
56” (kar)g Ai0;Ag = 56” (kar)y 9; (A;Ao) + §A0 (kar), B

1 ..
gBPS = :I:erB + [S + (kAF)o] BAO + (&Ao) (81140) + Ee”é?iJj (D43)

1 ..
+26 6" (A0)” F (kar) A0B F 5¢7 (Kar)y 9 (4io).

gBPS = :|:6U2B + SBA(] + 262 |QZ5|2 (A0)2 + ((97,/40) (@AO) (D44)
1 .. 1 ..
iée”&Jj F 56” (kAF)O 8j (Ale) .

O uso da lei de Gauss permite escrever a soma do segundo e terceiro termo como
SA()B + 262 (A0)2 |§Z§’2 = AO(‘Z&AO + €ij (kAF)z A()@]Ao. (D45)

assim, a Eq. (D.44) resulta em

Epps = Tev’B + 0,7, (D.46)
onde
1 1 1
% = :l:ieiij + AoaiAo F ieij (/{ZAF)j <A0)2 + 561']' (/{ZAF)O AjAo. (D47)

Sob condigoes de contorno apropriadas, a Eq. (D.46) diz que a energia BPS total é proporcional
ao fluxo magnético.

As equacoes BPS e a lei de Gauss, expressas em coordenadas polares, em termos do ansatz

g =+4 (D.48)
’
/
B = 4 +ev? (1 - 92) + [s = (kar)o) w, (D.49)
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/

W’ + Y B F (kar), <w + ) = 2¢%0%wg?.
r 2r

A densidade de energia BPS (D.46)
ngs = :|:€U2B + 8“71,

1
~€ij (kar)y Aj Ao

1 1
Ji = :|:§€¢ij + Ap0;Ag F §€ij (kAF>j (A0>2 + 5

1 2y’
ieijaijj — ’U2(ag )

,
0; (A0iAo) = (W:}) - <W + w?) + (W)?
1 1 (rw?) w
5%‘82‘ [(k?AF) (AO)Q] = 3 (kar)g P (kar)yw <w + 2_7">
! 1 Ag) 1 A ,
5 (kar)o €50: (A o) = 5 (Kar), (““; 2 5 (kar)y [“’— + (wAy) ]
w(a—n) ,a—n a w(a—n)
pu— J— w_
er? er er er2
1 1
- 73 (kAF)oW,a . + 2 (kar)ywB

Com isso, a densidade de energia sera expressa por

2y/ /
Epps = *ev’B+ U2@ +w (w” + %) + (W)
1 (rwAp)’

5 (kar)g P

F (kar), (u/ + %) w+

2\/ /
= 4ev’B+ UQM +w {w” + < F (kar), (w + )}
T r 2r

1 (rwAg)

+ (W) £ 5 (kan),

Usando a lei de Gauss (D.50) no colchete, obtemos
/
WS (kar), (w’ + ;) = sB + 2e*0’wg’.
r r

Esps = Fev’ BT ev’Bg® + 202 (¢)° + wsB + 2¢%0° (wg)” + (')

1 a—n 1
- (kAF) u/ + 5 (kAF)O wB

2

= [ =+ ev? 1 g ) + [s £ (kar),) w] + 202 (g’)2 + 260 (wg)Q + (')
1
D)

(kar), (w'a o wa—) :
er er
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Portanto, a densidade de energia BPS para o modelo de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw-Higgs
¢é dado pela seguinte equacao

1 _ /
Epps = B? + 202 (g')2 + 2¢%0? (wg)® + (cu’)2 F = (kar), (ufa n_ wi> . (D.53)

2 er er

A presenga do parametro (kar), evita obtermos uma densidade de energia definida positiva,
sendo assim, podemos fixar (kap), = 0 para garantir a positividade da densidade de energia

BPS. Com isso, as equagoes BPS e a lei de Gauss sao expressas como

=+ (D.54)
r

a/
B=—— =%’ (1—-¢°) + sw, (D.55)

er

w, W Y 2,2 2
W'+ — —sBF (kar), (w +2—> = 2e“v wg”. (D.56)
r T
A densidade de energia BPS

Epps = B + 207 (¢')? + 2e%0? (wg)® + (') (D.57)

resulta definida positiva para qualquer valor dos coeficientes da VL: s e (kar),.
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