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Resumo

A condensagao de Bose-Einstein (CBE), também conhecida como o quinto estado da matéria, foi
prevista teoricamente por Albert Einstein em 1925 e verificado experimentalmente 70 anos depois,
em 1995. Esta dissertagao aborda os efeitos da quebra espontanea da simetria-CPT e da invariancia
de Lorentz (também chamada simplesmente de violacao da simetria de Lorentz) na condensagao de
Bose-Einstein de um gas ideal bosonico nos limites nao relativistico e ultrarelativistico. O trabalho
é baseado em um modelo de teoria de campos descrito por um campo escalar complexo massivo
no marco da quebra espontanea da simetria-CPT e da invariancia de Lorentz. Primeiro estudamos
a CBE no limite nao relativistico partindo da versao nao relativistica do nosso modelo. Desse
modo, a existéncia da CBE impoe restrigoes severas sobre alguns parametros que regem a violagao
da invariancia de Lorentz (VIL). Observamos que somente a temperatura critica é modificada
pela VIL. Também, usamos dados experimentais para obter limites superiores para os coeficientes
que controlam a VIL. Pelo fato do nosso modelo descrever de modo consistente a CBE no limite
nao relativistico podemos usé-lo para estudar a CBE ultrarelativistica de um gés ideal bosonico
carregado. Assim, mostramos que a construcao de uma funcao de particdo bem definida, para
descrever o gés ideal relativistico, impoe restrigoes severas sobre dois parametros que controlam a
VIL. A anilise da CBE no limite ultrarelativistico mostra que tanto a temperatura critica como o
potencial quimico sao afetados pela quebra espontanea da invariancia de Lorentz.

Palavras Chaves: Condensacao de Bose-Einstein, Teoria de campos a temperatura finita,

Quebra da simetria de Lorentz.



Abstract

The Bose-Einstein condensate (BEC), also known as the fifth state of the matter, was predicted
theoretically by Albert Einstein in 1925 and verified experimentally 70 years later in 1995. This
dissertation addresses the effects of spontaneous broken of the CPT-symmetry and of the invariance
Lorentz (also called simply the violation of Lorentz symmetry) in the Bose-Einstein condensation
of an ideal bosonic gas in the limits nonrelativistic and will ultrarelativistico. The work is based
on a model of fields theory described by a massive complex scalar field in the framework of spon-
taneous breaking of the CPT-symmetry and of the Lorentz invariance. First we study the CBE
in the nonrelativistic limit starting from the non relativistic version of our model. Thus, the exis-
tence of the CBE imposes strong restrictions on some parameters governing the breach of Lorentz
invariance (VIL). We observed that only the critical temperature is modified by the VIL. Also,
we use experimental data to obtain limits upper for the coefficients that control the VIL. Because
of our model describe consistently the CBE in the non relativistic limit We can use it to study
the CBE ultrarelativistica of an ideal bosonic gas loaded. Thus, we show that the construction of
a partition function well defined to describe the relativistic ideal gas, imposes strong restrictions
on two parameters that control the VIL. The analysis of the CBE in the ultrarelativistico limit
shows that both the critical temperature as the chemical potential are affected by the spontaneous
breaking of the invariance of Lorentz.

Keywords: Bose-Einstein condensation, Finite-Temperature Field Theory, Lorentz symmetry

breaking.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Condensados de Bose-Einstein

A condensacao de Bose-Einstein foi proposta como um fenémeno tedrico em 1925 por Albert
Einstein em um artigo intitulado Quantentheorie deseinatomigen idealen Gases II (Teoria Quantica
do gds Monoatomico II) [1]. Esse trabalho foi inspirado em uma formulacdo da estatistica quantica
desenvolvida pelo fisico indiano Satyendra Nath Bose com o intuito de explicar a radiagao do corpo
negro [2]. Nesse trabalho, Einstein considerou um gés de bésons massivos nao interagentes e previu
que a partir de uma certa densidade critica as particulas se condensam no estado fundamental, um
fenomeno de origem puramente quantico. Einstein relatou a descoberta desse fenémeno, em carta a
seu amigo Paul Ehrenfest, da seguinte maneira: “A partir de uma certa temperatura, as particulas
se condensam, sem forcas atrativas, ou seja, elas se acumulam no estado de velocidade zero. A
teoria € bonita, mas haverd nela alguma verdade?” [3].

A caracteristica crucial dos condensados de Bose-Einstein é que as muitas partes que compoem
o sistema ordenado nao s6 se comportam como um todo, mas se tornam o todo. Suas identidades
se fundem, ou se entrelacam de tal forma a perder completamente suas caracteristicas individuais.
Uma boa analogia seria as muitas vozes de um coro, que se fundem para se tornar “uma voz”’ a
certos niveis da harmonia, ou o cindir de muitas cordas de muitos violinos para se tornarem “o som
de violinos...” (Danah Zohar) [4, 5].

Para observarmos os efeitos quanticos em sistemas diluidos, como é o caso da CBE, a tempera-
tura deve ser da ordem de 10~° K ou menor. Por outro lado, no caso de sélidos e liquidos os efeitos
quanticos sao observados a temperaturas maiores. Nos sélidos, os efeitos quanticos chegam a ser
fortes para os elétrons em metais abaixo da temperatura de Fermi, que é da ordem de 10%-10° K;
para os fétons, esses efeitos s@o observados abaixo da temperatura de Debye, que é da ordem de

10?2 K. Para o hélio liquido, os fenémenos quanticos sdo observados a temperaturas da ordem de



1K. Em um ntcleo atémico, devido a densidade de particulas muito elevada, o estado degenerado
surge a temperatura da ordem de 10! K [6].

A evidéncia experimental da condensacao de Bose-Einstein foi obtida, 70 anos mais tarde, em
1995 por dois grupos de pesquisa: O primeiro, da Colorado University e dirigido por Eric Cornell e
Carl Wieman. Eles criaram um condensado de Bose-Einstein usando um gas de a&tomos de Rubidio
(87Rb) arrefecido (resfriado) a 170 nK. Quatro meses depois, um segundo grupo, pertencente ao
Massachusetts Institute of Technology (MIT) dirigido por Wolfgang Ketterle, observou a formagao
de um condensado de dtomos de Sédio (23Na). Em virtude destes acontecimentos eles ganharam o

prémio Nobel de Fisica em 2001.

1.2 Condensados de Bose-Einstein no contexto da violacao da

simetria-CPT e da invariancia de Lorentz

A simetria-CPT consiste na combinagao de trés simetrias discretas: a conjugacao de carga (C),
a inversao espacial ou paridade (P) e a reversao temporal (T). A simetria de conjugacao de carga
transforma estados de particulas em estados de anti-particulas ou vice-versa. Por exemplo: Um

L. Esta simetria supde que para cada particula existe

elétron transformando-se em um pdsitron
uma anti-particula correspondente. J4 a simetria de paridade é caracterizada por um sistema
que ¢é invariante sob a inversao das coordenadas espaciais, ou seja, r — —r. Por exemplo, uma
esfera homogénea colocada diante de um espelho. A reversdo temporal porém, consiste em inverter
o sentido da evolucao temporal do sistema, isto é, ¢ — —t. Por exemplo, assistindo um filme
do comego ao fim e, logo em seguida, do fim ao inicio, observaremos as imagens retrocedendo e
contando uma histéria diferente da contada no sentido natural do filme. Neste caso nao ha simetria.
Agora, se filmarmos uma bola de bilhar ricocheteando contra a lateral de uma mesa de bilhar e
retornando ao seu ponto inicial e, em seguida, retrocedermos as imagens veremos exatamente as
mesmas cenas do filme no sentido natural sem, contudo, determinarmos o sentido real do filme.
Neste caso hé simetria de inversao temporal.

Importante mencionar que na natureza foram observadas violagoes de modo individual das
simetrias C, P2, T e até CP, mas até o momento nio existe nenhuma comprovacio experimental
da violacao das simetrias PT e CPT. A simetria CP é o produto das simetrias de conjugacao de

carga e paridade. Esta simetria foi proposta por Landau em 1957 e descoberta posteriormente

em 1964 pelos norte-americanos James Cronin e Val Fitch os quais ganharam o prémio Nobel de

'Descoberto em 1931 por Carl Anderson, o pésitron possui mesma massa e spin do elétron, porém carga oposta.
2Por exemplo, decaimento Beta



Fisica de 1980. A quebra espontanea da simetria CP, proposta pelo fisico tedrico japonés Yoichiro

Nambu quando estudava decaimento de kaons®

, implica na possibilidade de explicar o porque do
universo ter mais matéria que anti-matéria. A violagdo da simetria CP nos diz que um dado
processo fisico constituido de matéria na frente de um espelho nao é equivalente ao processo visto
com anti-matéria atras do espelho [7]. Devido a estas contribui¢oes Yoichiro Nambu foi um dos
laureados com o prémio Nobel de Fisica em 2008.

Diferentemente da simetria-CPT, as transformagoes de Lorentz sdo continuas e sao constituidas
pelas rotacoes espaciais e boosts. Os boosts sao transformacoes que envolvem “rotagoes” misturando
as coordenadas espaciais e temporais. Assim, um sistema fisico possui simetria de Lorentz se as leis
fisicas que o descrevem nao sao afetadas, ou seja, permanecem invariantes sob estas transformacoes.

As simetrias de Lorentz e CPT estdao intimamente ligadas por um resultado tedrico muito
geral, denominado teorema CPT. Este teorema afirma que as teorias com simetria de Lorentz
também devem ter simetria-CPT. Por exemplo, a eletrodindmica quantica (QED), a cromodinamica
quantica (QCD) e o modelo padrao das particulas elementares [8, 9].

A construcao das teorias quanticas de campos descrevendo as particulas elementares e suas
interacoes sao restritas pelo teorema CPT que estabelece que toda teoria quantica de campos,
além de ter simetria-CPT na sua estrutura, deve satisfazer as seguintes propriedades: principio de
localidade, invariancia sobre a simetria de Lorentz e analiticidade das representagoes dos grupos de
Lorentz com respeito aos parametros de rotagao e boosts [10]. Em resumo, a simetria-CPT prevé
que, um reldgio substituido pelo seu equivalente de anti-matéria, com paridade invertida e andando
para tras no tempo, manterao horarios idénticos [11].

O Modelo Padrao (MP) é, até o momento, a mais sofisticada teoria matematica sobre a natureza.
O Modelo Padrao, cujo grupo de simetria é o SU (3) x SU (2) x U (1), é uma teoria compreensiva
que identifica as particulas elementares e especifica como elas interagem através da interagao forte,
SU (3), a interagao fraca, SU (2) e a interagao eletromagnética U (1). Dessa forma, tudo o que
acontece em nosso mundo (exceto os efeitos da gravidade) resulta das interagoes das particulas
contidas no MP segundo suas regras e equacoes [12].

O Modelo Padrao Estendido (MPE), proposto por Colladay e Kostelecky [13], é uma genera-
lizagao do conhecido Modelo Padrao (MP) das particulas elementares. O MPE contém, além das
trés interagoes fundamentais (eletromagnética, forte e fraca), interagoes que violam as simetrias

CPT e Lorentz que sdo controladas por coeficientes? que sdo quantidades tensoriais genuinas no

3880 mésons que possuem um quark do tipo s (strange), composto de particulas subatéomicas KT, K, K° e

anti-K°. Possuem spin nulo.
4Gerados via a quebra espontinea da simetria de Lorentz numa teoria quantica fundamental definida na escala

de Planck



referencial do observador. A quebra espontanea da simetria de Lorentz garante que ela ainda
permaneca tanto como uma simetria da teoria fundamental como também da teoria efetiva (no
referencial do observador) emergente abaixo da escala de Planck. Por outro lado, no referencial da
particula esses coeficientes tensoriais resultantes da quebra ou violagao espontanea da simetria de
Lorentz nao seguem as regras de transformacao impostas pela covaridncia de Lorentz.

Uma forte motivagao para estudar o MPE é a necessidade de conseguir alguma informagao
sobre a fisica fundamental que aparece na escala de Planck®, onde se cogita que a simetria de
Lorentz pode ser quebrada espontaneamente devido aos efeitos quanticos gerados pela gravidade
quantica. Essa procura é feita principalmente no setor fotonico do MPE que tem sido amplamente
estudado com dois propésitos: a determinagdo de novos efeitos eletromagnéticos induzidos pela
interacao do campo eletromagnético de Maxwell com os campos tensoriais gerados pela quebra
espontanea da simetria de Lorentz e a imposicao de limites superiores rigorosos para as magnitudes
dos coeficientes tensoriais que regem os efeitos da violagao da simetria de Lorentz a baixa energia
[15, 16, 17]. Neste contexto, em um recente trabalho [18], estudou-se as consequéncias do termo
violador tipo —iWHW)\F # X na eletrodinadmica resultante, com o objetivo de analisar até que
ponto a simetria de Lorentz é uma simetria exata da natureza. Na referéncia [19], estudou-se, via
formalismo de teoria quantica de campos a temperatura finita (Mecanica Estatistica Quantica),
os possiveis efeitos do termo de Carroll-Field-Jackiw, —%e’“"”\ (kar) L A, F,), nas propriedades
termodinamicas do campo eletromagnético de Maxwell. Os efeitos da violacao da invariancia de
Lorentz nas propriedades termodinamicas da eletrodindmica CPT-par do modelo padrao estendido
(MPE) foram estudadas em [20].

A quebra espontanea de uma simetria ocorre em um sistema fisico cuja lagrangiana (ou hamil-
toniana) possui uma simetria que nao é compartilhada pelo vicuo ou estado de menor energia.

A quebra espontanea de simetria foi observada primeiramente no estudo dos ferromagnetos e
apresentada por Werner Heisenberg em 1927 (prémio Nobel de 1932). Esse é um tipo de sistema
de infinitos dipolos magnéticos de spin % [7] cuja hamiltoniana é invariante sob a simetria de
rotagdo. Entao, para temperaturas acima da temperatura critica, 7T, o sistema nao possui uma
diregao preferivel (fase desordenada) e sua magnetizacdo é nula. J& para temperaturas abaixo
da temperatura de transicao, o sistema apresenta uma magnetizagao espontanea (fase ordenada),
pelo fato dos dipolos magnéticos se alinharem numa direcao particular. Desse modo, a simetria
rotacional SO(3) é quebrada para SO(2).

Para ilustrar o que vem a ser uma quebra espontanea de simetria apresentaremos o seguinte

® A escala de Planck, equivale a distancia (L, = ’Z—? ~ 107*m), ou ao intervalo temporal (¢, = 4/ Ff ~ 107%s)

ou a massa (M, = \/% ~ 10"°g). Veja [14].



exemplo:

Figura 1.

Considere um lapis em equilibrio pela ponta, sendo a ponta um ponto de equilibrio instével (vide
Figura 1). Contudo, nesta situagdo, o ldpis possui uma simetria O(2) ao longo do seu eixo. O
l4pis tém uma infinidade de direcGes para cair, ou seja, ele pode cair para frente, para tras, para
esquerda, para direita, etc. Porém, no instante que ele for “solto” caird ao longo de uma direcao
em particular, atingindo seu estado de menor energia e ficando estavel. O lapis ao cair e escolher
uma dire¢ao em particular quebra a simetria O(2) pois, no plano esta simetria ndo existe mais [7].

Recentemente, tem-se investigado os efeitos da quebra espontanea da simetria-CPT e da in-
variancia de Lorentz na mecénica estatistica e, especificamente, na condensacao de Bose-Einstein
nao relativistica dentro do arcabougo teérico do modelo padrao estendido [21, 22]. Com este obje-
tivo em mente, analisamos os possiveis efeitos decorrentes da violagao da invariancia de Lorentz e
da simetria-CPT na condensacao de Bose-Einstein de um sistema bosonico, descrito por um campo
escalar complexo nos limites nao relativistico e ultrarelativistico.

A grande motivagao para o estudo da condensacao de Bose-Einstein no marco da violagao da
invariancia de Lorentz é o fato deste fen6meno poder abrir um novo caminho & procura de pequenos
efeitos, produzidos por tal quebra, nos sistemas da matéria condensada devido as refinadas técnicas
experimentais ja encontradas nos laboratorios.

Esta dissertagao esta organizada da seguinte forma. No capitulo 2, apresentamos os conceitos
bésicos da teoria de campos a temperatura finita estudando o campo escalar real a fim de apresentar,
de forma totalmente didatica o formalismo do tempo imagindrio no contexto da integragao funcional
para encontrarmos a fungao de particao do sistema. O formalismo do tempo imagindrio é apropriado
para descrever sistemas em equilibrio termodinamico. Neste formalismo, a dimensao temporal fica
completamente associada a temperatura, caracterizando a inexisténcia de evolucao do tempo fisico.
A partir da funcao de particao podemos obter as propriedades termodinamicas do nosso sistema,
tais como: Pressao, entropia e energia. No capitulo 3, estudamos o fenémeno da condensagao
de Bose-Einstein do gas ideal descrito por um campo escalar complexo massivo. Partindo da

lagrangiana relativistica do campo escalar estudamos a CBE para o gés ultrarelativistico. O caso



nao relativistico é abordado a partir do limite nao relativistico da lagrangiana original. O objetivo
principal, além de generalizar o método aplicado no capitulo anterior, é mostrar como este fenémeno
se comporta sem os termos que controlam os efeitos da quebra espontanea da invariancia de Lorentz.
No capitulo 4, apresentamos um modelo para o campo escalar complexo no contexto da quebra
espontanea da simetria-CPT e da invariancia de Lorentz. Usando o limite nao relativistico do
modelo estudamos os possiveis efeitos da violagdo da invaridncia de Lorentz no fenémeno da CBE
no limite nao relativistico. No capitulo 5, estudamos o gas ideal relativistico e sua condensagao no
limite ultrarelativistico sob os efeitos da violacao da invariancia de Lorentz. No final, apresentamos

nossas conclusoes e perspectivas.



Capitulo 2

Campo escalar a temperatura finita

Neste capitulo apresentaremos a construcao da fungéo de particdo, ente fundamental na des-
crigao das propriedades termodinamicas de um dado sistema fisico. Para tal propdsito e com carater
meramente didatico estudaremos o campo escalar real massivo, o qual possui apenas um grau de

liberdade.

2.1 Campo escalar real

A densidade lagrangiana para o campo escalar real massivo é dada por

L= % GO B — %mquZ, (2.1)

onde m é a massa do campo. O momento candnico conjugado é dado por

.
0 (09)

Pelo fato da velocidade ¢ ser expressa em termos do momento canonico conjugado, o modelo

= 6. (2.2)

descrito por (2.1) nao possui vinculos. A densidade hamiltoniana canénica resulta ser:

1 1 1
He = 5m° + 5 (Vo) + Sm?e’. (2.3)

2.1.1 A funcao de particao

O modelo descrevendo o campo escalar nao possui vinculos, logo a funcao de particao é sim-
plesmente definida segundo o método desenvolvido por Faddeev-Senjanovic [23]. Desse modo, a

funcao de particdo para o campo real massivo em equilibrio termodinamico é dado por
Z=Tre e = N/D¢D7r exp {/ dx [im0-¢ — HC]}, (2.4)
B

9



onde H, é a densidade hamiltoniana canénica dada em (2.3) e

s
/dx:/dT/d?’x,
B 0

¢é a medida de integracdo no espaco de configuracdo. A integracao funcional do campo escalar deve

ser realizada sobre as configuragoes de campo satisfazendo a condigdo de periodicidade:

¢(0,x) = ¢ (8,%). (2.5)

Entao, substituindo a equagao (2.3) em (2.4), encontramos:

Z= N/DqﬁDw exp {/,3 da {maﬁﬁ - %WZ - %(w)? - ;m2¢2] } . (2.6)

Agora, realizando a integragao sobre o momento candnico conjugado, ou seja,

Ar(p) = N/Dw exp {/ﬁ dx <maT¢> - ;%) } , (2.7)

é necessario completar quadrado na exponencial. Assim, ficamos com,

A (¢) = N/Dw exp {;/de [(w —i0-¢)> + (8T<z>)2] } : (2.8)

Agora, fazendo uma translagao em 7:

T — T+ 1070,
a medida de integracao nao muda, isto é,
Dn — D,
encontramos,
1
Acto) = N @ esp {5 [ r(@.07}. (29)
em que,

N'(B) = N/Dﬂ'exp {/ﬁdm (—éﬂ) } (2.10)

Substituindo (2.9) na (2.6), obtemos

1 1 1
Z=N'(B) /Dd)exp {/ dzx [—2 (8-¢)% — 5(w))2 — 2m2¢1 } : (2.11)
B
Realizando uma integracao por partes nos dois primeiros termos que aparecem na exponencial,
encontramos

1 5 1 9 1, [o? 9 / 1
—Z(8.4)? — = - ¢ | = = — 0o, 2.12
[de |- @02~ 570r| == [ jo | e o [ jone 212
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onde definimos o operador D’Alambertiano no espaco euclideano como:

32

mp——
87’2+

V2, (2.13)
Assim, a equagao (2.11) torna-se

Z:N'(B)/ngexp{—;/ﬁdx ¢(—D+m2)¢}. (2.14)

Devido a periodicidade do campo escalar, é preferivel calcular a fungdo de particdo no espago

de Fourier [24], ou seja,

1
3 .
P0T) = (15/) > b (k)eitxten), (2.15)
n,k
2
onde w, = %, n = 0,4+1,+2,... sdo as frequéncias bosonicas de Matsubara [25]. Os campos

¢,,(k) s@o adimensionais e, devido ao fato de ¢(x, ) ser real, satisfazem a seguinte condicao

¢_n(=k) = ¢;, (k).

Sob a transformagao (2.15), a medida de integracao em (2.14) transforma-se como [26],

D¢ — [ do, (k). (2.16)
n,k
onde a medida de integragao se torna riemanniana e os limites de integragao para ¢, (k) passam a

ser de menos infinito ( —oo) a mais infinito (4-00).

Agora, calculando primeiramente o termo na exponencial da equacdo (2.14), encontramos

/Bdm 6(-D+m?)o=" /ﬁd‘“ 2 (wn+e?) B (K ), ()0 Xm0 (9,17

n'/,nk’,
onde definimos w? = k% + m?2.

Usando as relagoes de ortogonalidade para as bases de Fourier,
B , : /
/ dr e"MwWn=wa)T — 350 / Bx e kK) — 5k — k'), (2.18)
0
obtemos,

/B de ¢ (-O+m?)é = B3 (W2 +w?)d_, (k) (K),
n,k

= B2 (wh +w?) ¢, (k)9 (K). (2.19)

n,k

Substituindo (2.16) e (2.19) em (2.14), obtemos
=N | [ 1000 |exp =383 (@E+e?) oMo p. (220
.k n,k
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que pode ainda ser escrita como

2=NOTL [ oo {56 (2 +) 0,090:00}. (2.21)
nk v "X
Realizando a integracao gaussiana, encontramos
/ o 1/2
2=l gra’m) 22
ou ainda,
z=N"B) [ [8w2 +w?] 7, (2.23)
n,k

onde N” representa a constante N'(/3) multiplicado pelo valor H(Qﬂ')l/2.

n,k
Observando a fungao de particio (2.23), notamos que os ntimeros 32 (w? +w?) sdo os autovalores

do operador definido como,

D =pg*(-0+m?). (2.24)
Em virtude disso, podemos expressar (2.23) formalmente como
Z = N"(8) [det D] /2, (2.25)

onde o fator N” () é escolhido tal que a fungao de particao resulta finita para todo 8 e volume V'

[27].

As propriedades termodinamicas do sistema em questdo sdo obtidas a partir da funcao de

particao In Z. Entao, de (2.23) temos que

3 +oo
nzZ = lnN”(B)—‘;/(;ZWk)?) > [ (W) +w?)
3 too
= WmN'(8) 5V / (;l:)g In[(27n)? + (Bew)?). (2.26)

O somatorio nesta expressao é um resultado conhecido, dado por:
+oo
3" m(2mn)? + %% = fw + 2In [1 - e—ﬁw} . (2.27)
n=—oc
Entao, a fungao de partigao (2.26), torna-se:
d’k 1 d’k
InZ = In N"(8 —v/ﬁw—v/ln@—eﬁw). 2.98
) (2m)° 2 (27)® (229
Note-se que a primeira integral na expressao acima da uma quantidade infinita dependente de g e
V', 0 que deixa a fungdo de partigao sem significado fisico. Porém, a liberdade na escolha de N”(3)
nos permite contornar esse problema gravissimo se escolhermos:
3k 1

W§Bw. (2.29)

In N"(8) = v/

12



Assim, a fung@o de particao finita e bem definida do campo escalar real massivo resulta ser,

InZ = —V/ (;il;g In (1 - e*BW> . (2.30)

2.1.2 Propriedades termodinamicas

Uma vez obtida a forma correta para a funcao de particao In Z, podemos determinar as pro-
priedades termodinamicas tais como: pressao, entropia e a densidade de energia. A energia livre
de Helmholtz é dada pela expressao:

v d3k
F=2 / L= [1 - e—ﬁﬂ : (2.31)
BJ (2n)

Por conseguinte, a pressao é dada por,

1 [ &k
- = _ o Bw
P= / o 2 [1 e } , (2.32)
a entropia por,
d3k BUJ —Buw

e a densidade de energia por,

U :/(;'l:; Lﬁ:"_J . (2.34)
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Capitulo 3

Estudo da condensacao de

Bose-Einstein: Modelo tedrico

3.1 Campo escalar complexo

Um sistema mais interessante é obtido considerando um campo escalar ® complexo massivo.
O campo @ descreve bdsons com cargas positivas e negativas ou um sistema de particulas e an-
tiparticulas ou ainda um sistema de dois campos com simetria global O(2). A densidade lagrangiana

descrevendo o campo escalar complexo massivo é dada por:
L =0,0"0"® — m*d* O, (3.1)
a qual é invariante perante a transformacao global:
D — & =P P D = DTl (3.2)

onde a é uma constante real qualquer que independe das coordenadas do espago-tempo. Esta é
uma simetria global chamada tipo U(1) ou de fase. O teorema de Noether nos diz que para cada

simetria continua da lagrangiana existe uma corrente conservada definida como [28]:

ac oc
= 90,5 90,0

JH 5D*. (3.3)

Em nosso caso, para « infinitesimal temos que,
0P = —ia® , 09" = 1ad*, (3.4)
de modo que a corrente conservada vale,
Jt = —ia®0,P* + ia®*0,P = oi (P*0"'P — $0,P"). (3.5)

14



Como o parametro « é arbitrario, por conveniéncia, definimos a corrente da seguinte formas:
jH=1i(*0"P — 20,97), (3.6)
e usando as equacgoes de movimento, é facil mostrar que a corrente é conservada:
Oujt = 0. (3.7)

Para simplificar os calculos vamos decompor o campo escalar complexo em duas partes, uma
real e outra imagindria, ou seja,

o= jiwl Tigy) , B = jéwl ~igy). (3.8)

Entao, reescrevendo a densidade lagrangiana (3.1) em funcao destes novos campos, encontramos:
1 " 1 5.5 1 " 1 5.9
L= B 910"y — oM o1+ 53/@2(9 Py — 3m b3 (3.9)

A lagrangiana possui a simetria global O(2), ou seja, é invariante sob as rotagdes no espago bidi-
mensional dos campos. Os momentos candnicos conjugados aos novos campos ¢; € ¢y Sa0:

oL . oL
=4 = ¢1 9 T2 = —~—
oL Oy

respectivamente. Pelo fato de expressarmos as velocidades em termos dos momentos canonicos, o

= ¢, (3.10)

1

modelo nao possui vinculos. Portanto, a densidade hamiltoniana candnica resulta,

1, 1, 1 1 1
He = ot + 5 + (Vo) + 5 (Vo) + gm* (6] + 63). (3.11)

A corrente conservada, equagao (3.6), expressa em termos dos novos campos (3.8), adquire a

seguinte forma:
g = 020" — $10"dy. (3.12)
A carga conservada é obtida da relagao

Q= / §0dPx, (3.13)

onde jY é a densidade de carga conservada e pode ser escrita, em termos dos campos e dos momentos

canonicos, como:

0

J° = ¢gm — ¢y (3.14)
Assim, a carga conservada ¢ igual a:

Q= /(¢2ﬂ'1 — (;3171’2) d3x. (315)

Uma vez obtida a hamiltoniana do sistema, os momentos canonicos e a densidade de carga
conservada podemos montar a funcao de particdo para o campo escalar complexo e analisar o

fendmeno da condensacao de Bose-Einstein no limite ultrarelativistico.
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3.1.1 A funcao de particao

Para montarmos a funcao de particao para o campo escalar complexo procederemos de modo
similar ao caso apresentado para o campo escalar real. Analisando a equacao (3.10) observamos
que o modelo nao possui vinculos e, portanto, a funcao de particao é simplesmente definida segundo
o método desenvolvido por Faddeev-Senjanovic [23]. Desse modo, a funcao de partigdo do campo

escalar complexo, em equilibrio termodinamico, é dado por:

Z= N/D¢1D¢2D7T1D7r2 exp {/ﬁ dx [ml@TgZ)l + im0y — Hy, + p (Pom1 — gblﬂg)] } , (3.16)

onde inserimos o potencial quimico p associado a carga conservada. A integragao deve ser realizada

sobre todos os campos satisfazendo a seguinte condicao de contorno periddica na varidvel 7:

$1(0,x) =1 (B,%x) ,  #2(0,x) =9 (8,%), (3.17)

dado o cardter bosonico dos campos ¢ 5.

Substituindo a densidade hamiltoniana (3.11) na (3.16), encontramos:

Z = N / Dy, Dy D1 Dy X

1

X exp {/ dz [im&qﬁl + im0 g — %ﬂ'% - %(Vgﬁl)Q - 2m2¢>%] } (3.18)
B

cexp{ [ do |t = 5(V00 ~ g6+ (0rm — ayma)| }.

Resolvendo primeiro a integral nos momentos canonicos conjugados resulta

2 =N [ D6,D6,Ar, Ary exp { /6 d H(vm)z (V6o — o + ¢>§)] } L (319)

onde,

1
Ay = /Dm exp {/ﬁ dx <i7r187¢1 — er% + u(bgﬂl) } ,
. 1,
Ar, = Dy exp , dz | ima0rpy — §7r2 — U2 .

As integrais em (3.20) s@o resolvidas de modo andlogo ao capitulo anterior. Primeiro, completamos

(3.20)

o quadrado e em seguida fazemos as seguintes translagoes:
T = T+ (0ry —ipgy) w2 = w2+ i (0rdy +indy). (3.21)
As medidas de integracao sao mantidas,
Dmy — Dmy , Dmwg — Do, (3.22)
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Assim, obtemos

An = MiB)ew | [ dr @or —ingn)|
_ ' (3.23)

- _
Aey = NiB)ew | [ dr @t inor|

onde,

N{(B) = /Dmexp /ﬁdac (—;ﬁ) :
Ny(B) = /DT['QQX]Z) /de (—;ﬁ) .

Uma vez determinado os valores das integrais funcionais dos momentos canénicos conjugados,

(3.24)

podemos substitui-los na func¢ao de particao (3.19). Assim, a fungao de partigao torna-se

2= N"(3) [ DoDoexp (-5}, (3.25)
onde temos definido N”(3) = N{(8)N4(8) e a agado S por:
§=4 /B A [(0,61 = i162)” + Oy + i) + (V6,)* + (Vo) +m* (03 + 63)] . (3.26)

Integrando por partes, obtemos:

1

§=3 /ﬁ dz{ D6, + 6Dy + 20 (6100 — 60:01)} (3.27)

em uma forma mais compacta,
1
3—/ﬁx@mg (3.28)
2 Jp

onde o vetor ® e o operador matricial D sao definidos por:

D 2010
P , D= a : (3.29)
b9 —2ip0; D

onde o operador D ¢ definido como:
D=-0>-V*+m? -1’ (3.30)

Note-se que o operador D possui um modo zero nao trivial, ou seja, um estado cuja funcao de onda

no espaco de configuragao é uma funcao constante:

m? — p? 0
D&y =0— by = 0. (3.31)
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Logo, se || = m o modo zero, g, é nao nulo e se |u| # m teremos que $y = 0.

Expandindo ¢;(7,%) e ¢5(7,x) em séries de Fourier, temos:

¢(7,x) = f{cos@—i—( ) Z¢1n eilkxtwar)

(3.32)

Po(7,%) = \f§sml9—|—< ) Z%n kx"rwnT)

onde o parametro real £, o modo zero, carrega o comportamento infravermelho dos campos ¢, e ¢,
ou seja, ele leva em conta a contribuicao das particulas condensadas no estado fundamental n = 0

e p = 0. Os campos ¢y, (k) e ¢,(k) sdo adimensionais e satisfazem as seguintes condigdes:

$10(0) = ¢2(0) =0, (3.33)
e
P1,-n(=K) = 07, (k) , by (k) = P3, (k) . (3.34)
As quantidades w, = 2%”, n=0,+1,42,..., sao as frequéncias bosonicas de Matsubara.
A medida funcional em (3.25), sob a transformacao (3.32), muda como:
DDy — | [ dor, (K)dea, (k). (3.35)
nk
Substituindo (3.32) em (3.27) e usando as relagoes de ortogonalidade estabelecidas em (2.12),
encontramos:

1

3 [ dr Doy = BVt eost 04 5 306D (119 0, (167,09, (330
n,k

1

: /ﬁ dr 6,06y = —AV( —mA)Esin? 0+ 03 5D (1,10 60, (K03, (00), (337
n,k

iu/ﬁdw (610709 — 020:61) = B2 ) (wn) (85, (k) b1 (k) — o (K)61, (K)] (3.38)

n,k
onde temos definido,
D (n,k) = w? +w?— 2. (3.39)
com
w? =K%+ m?. (3.40)

Portanto, a acao no espago dos momentos é dada por:

§ = AV —mE + 3 3 D (0,10 64, (k)61 () +

i (3.41)

n,k

‘fé Z 5D (n, k) ¢y, (k) 83, (k) + Z B2 (pwn) (65, () b1, (k) — 61, (K) by, ()]
n,k
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ou na forma matricial,
= — BV (u* —m?)E? + Z@*T k) ®, (k), (3.42)

onde definimos o vetor ®,, (k) e a matriz D (n, k) por:

k D (n,k — 2w
0,00= M) | pag=p | PP ) G
¢2n(k) 2Mwn D (7’L, k)
Consequentemente, a fungdo de partigao fica expressa como

Z = N'(B)exp BV (n* —m?)E?] x
(3.44)

< | [T 61,0021 e DB (D (1) B, ()

n,k

Agora realizando a integral sobre os campos ¢, (k) e ¢, (k), a funcao de partigdo (3.25) resulta

Z = N"(8) exp [BV(MQ - mQ)gﬂ I1 [ det D (n, k)] . (3.45)
n,k
det D (n,k) = B [wi t(w— u)ﬂ [wi +(wt uﬂ . (3.46)

A funcao de particao (3.45) torna-se

N
N

Z = N"(8)exp | V(12 —m? }Hﬂ Wit @-p?] Tl @w? T e

Aplicando o logaritmo na equagao (3.47), encontramos:

InZ = InN"+pV(i?—m?)e* -

—72111{ (2mn)® + B3 (w — p ]**Zln{ (2mn) +52(W+H)2]- (3.48)

Para calcularmos os somatdrios acima usaremos a relagao:

+o00
Z 111[(27Tn)2 + BQ(w + ,u)2] = Bw+2In [1 _ e_B(wi'“)} ‘

n=—oo

Substituindo esta relagdo na equagao (3.48), encontramos:

nZ = InN"+pV(i?—m?)e* - 2V . /d3k(,6w) —
(27) (3.49)

- (2:)3 /d3k (1= e ] g1 - e Plemm]).
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A primeira integral d4 uma quantidade infinita que depende de 8 e V, o que tornaria a funcao de
particdo sem significado fisico. Contudo, a liberdade na escolha de N” () nos permite contornar

esse problema gravissimo. Assim, impondo que,

\%
In N"(B) = /d3k w), 3.50
()= G [ #5(69) (3:50)
obtemos uma funcao de particdo bem definida
2 = BV (2 —m?)e — /d3k (1n [1 - e*ﬁwﬂ)} +1n [1 - e*fﬁ(w*m}) . (3.51)
(2)

que descreve um gas ideal bosonico carregado e permitira estudar a condensacao de Bose-Einstein

no limite ultrarelativistico.

3.1.2 A condensagao de Bose-Einstein no limite ultrarelativistico

As integrais que definem a funcdo de partigdo (3.51) convergem somente se |u| < m. Note-se
ainda, que somente o parametro { aparece na fungao de particdo (3.51); a auséncia do angulo 6
é devido a simetria O(2) da densidade lagrangiana (3.9). O parametro £ nao é determinado a
priori. Usando o fato de que a funcao de particao deve ser independente de &, ele sera tratado
como um parametro variacional e, como veremos, sera identificado como a densidade das particulas

condensadas. Assim, mantendo 3 e u fixos, calculamos os extremos de In Z em relacao ao parametro

&

OlnZ
"2 28V (4% — m2)E = 0. (3.52)
23
Note-se da equagao (3.52) que se & = 0 implica que |u| # m, a menos que |pu| = m caso em

que £ # 0; neste dltimo caso € é indeterminado [24]. Este resultado é o mesmo obtido quando
analisamos o modo zero (3.31) do operador (3.28) que define a funcao de parti¢ao (3.25). De
posse desses resultados concluimos que a condensagao de Bose-Einstein no limite ultrarelativistico
ocorrera quando & # 0, isto é, se |u| = m.

A partir da fungao de particao (3.51), podemos calcular a densidade de carga por unidade de

volume do sistema,

1 0lnZ 5 d3k 1 1
P BV on He +/ (2m)? {eﬁ(”“) -1  efletn) —1} (35%)

Primeiro consideramos a situagdo em que |u| < m. Nesse caso, temos £ = 0 e a densidade de

carga (3.53) é expressa como:

d3k 1 1
P= / (27r)3 <eﬁ(w—#) — 1 eBlwtn) — 1) ) (3.54)
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que da o potencial quimico p como uma fungao implicita de p e T. Para uma temperatura 7" maior
que a temperatura critica T, podemos sempre encontrar um valor de 4 tal que a equagdo (3.54) é
valida. Supondo que a densidade de carga p é mantida fixa e a temperatura é diminuida, o potencial

quimico p aumentard até atingir o valor |u| = m em T = T,,. Logo, na regiao T' > T,, > m temos:
L o
|p| =~ ng . (3.55)

Quando || = m e a temperatura é diminuida ainda mais, tal que T' < T, a densidade de carga

é escrita como:

1 <81nZ

P= v ou >M_m=p0+p*(ﬁ,u=m), (3.56)

onde py = 2mé? é a densidade de carga das particulas condensadas (de momento nulo) e p*(8, u =

m) é a contribui¢do proveniente das particulas excitadas (de momento nao nulo),

. d*k 1 1 1
P (IB’/‘L - m) - / (271')3 <€B(°"m) 1 - eﬁ(‘”*m) — 1) - ng : (3'57)

A temperatura critica T, é definida quando o potencial quimico atinge seu valor maximo, ou

seja, || = m, mas o parametro £ é ainda mantido nulo, isto é,

p=p (B, pn=m). (3.58)

Entao, a equacado (3.57) implica em,

311\ ?
Na temperatura 7' < T, |pu| = m, (3.56) é a equagado para a densidade de carga p — p, dos
estados com k # 0,
1

p—po=3mI?, (3.60)

que combinada com (3.59) proporciona a densidade de carga das particulas condensadas (k = 0):

Po=p (1 - [;;] 2) . (3.61)

A densidade de carga das particulas condensadas (estado k = 0) pode aumentar até atingir
a densidade total do sistema no limite 7' — 0. Nota-se que a (3.59) nos leva a um importante
resultado: a condigao necessaria para que um gas ideal de Bose de massa m se condense numa

temperatura relativistica (T, > m) é que p > m?>.
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3.2 Campo escalar complexo no limite nao relativistico

Para estudarmos a condensacao de Bose-Einstein nao relativistica partiremos da densidade
lagrangiana nao relativistica para o campo escalar complexo obtida a partir do limite nao rela-
tivistico da lagrangiana definida em (3.1). O procedimento para calcular o limite ndo relativistico
da lagrangiana (3.1) é apresentado a seguir: Primeiro fazemos a seguinte transformagao do campo

escalar complexo P:
—imt

V2m

, 08 quais correspondem a seguinte condicao:

O (x,t) = @ (x,t) =

¢ (x,t), (3.62)

e consideramos os termos até ordem m !

|i01p| = Ecingticap < M. (3.63)
Desse modo, a densidade lagrangiana nao relativistica do nosso modelo é dada por:
Loy = 00 — 5 -NV¢" - Vo, (3.64)
m

e a equagao de movimento para o campo ¢ implica na equacao de Schrédinger:

1

2mv2¢ —idyp = 0. (3.65)

A lagrangiana nao relativistica (3.64) ¢ invariante sob a transformagao de fase U (1):
© — €_ia§0 ’ 90* N eioz(p*7
levando a densidade de carga conservada,

i’ = ¢ (3.66)

Os momentos candnicos conjugados sao:

w:;_f*zo , W*zgfpziap*, (3.67)
0s quais geram um conjunto de vinculos de segunda classe:
O=m , O =x"—ip" (3.68)
A hamiltoniana canoénica definida pela transformacao de Legendre
Ho ="+ 1" — L,
é dada por:
H. = %Vg@* -V, (3.69)
a qual, apds integragao por partes, fica
H, = —Lw*V%p. (3.70)

2m
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3.2.1 A funcao de particao

O sistema nao relativistico possui vinculos de segunda classe. Logo, a fungao de particao é
corretamente definida usando o método desenvolvido por Faddeev-Senjanovic [23]. Assim, a funcao
de partigdo descrevendo um gés ideal bosénico nao relativistico no equilibrio termodinamico é dado

por

Z(B) = N/DQODQO*DTFDTF*(; (m) 0 (7" — ip™) exp {/ dx (iw*&-g& +im0- " — H, + uso*gD)} ,
B
(3.71)
onde introduzimos o potencial quimico p associado a densidade de carga @*p. A integracao é

realizada sobre os campos e satisfaz as condigoes de contorno periédicas na variavel 7:

@(Tvx):SO(T"i'ﬁ’X) ) ¢ (TaX)ZSD*(T_'_BvX)' (3'72)

Integrando nos momentos candnicos conjugados e, em seguida, integrando por partes nos cam-

pos, obtemos a seguinte expressdo para a funcao de partigao (3.71):

Z(B) = N/D@Dcp* exp{—/ﬁdm @*Dap}, (3.73)

onde definimos o operador D,

1
D=0, — —V?— .. 74
o va L (3.74)

Note-se que o operador D possui um modo zero nao trivial, ou seja, um estado cuja fun¢do de onda

no espaco de configuracao é uma funcao constante:
Dyy =0 — pupy = 0. (3.75)

Logo se ;1 = 0 o modo zero, ¢, é nao nulo e se p # 0 teremos que ¢, = 0.

Os campos, contudo, podem ser expressos em séries de Fourier,

o = £ @V)AY Py (p) 4 PRy ()

n,p (3.76)
= e+ (@)Y [eip"‘”“’”% (p) + e PXinTyx (p)] ;
n7p
2mn - A - A
onde w, = 7, n = 0,+1,42 ... sdo as frequéncias bosénicas de Matsubara. O parametro real

&, o qual caracteriza o modo zero, carrega o comportamento infravermelho dos campos ¢ e ¢*, ou
seja, ele leva em conta as contribuigoes das particulas condensadas no estado fundamental n =0 e

p = 0. Os campos x,, (p) e v¥,, (p) satisfazem as seguintes condigoes:

Xo (0) =1, (0) =0, (3.77)
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Xen (=P) =%, (P) 5 Y_, (—=P)=xn(P) - (3.78)

Logo, substituindo (3.76) na exponencial em (3.73) e usando as condigoes (3.77) e (3.78) obte-

mos:
/ 2 "D = ~EV 3+ 3 4D (m. )X (B) s () + 328D (n.p) U7 () v (B), (3.79)
n,p
onde,
D) o+ P D) o+ 2 3.80
D (n’p)_zwn_{—%_ﬂ ) (nap)—_lwn+%_ﬂ- (3.80)

A medida [ DpDyp*, sob a transformagao (3.76), muda da seguinte forma:

DeDe* — [ [ dx., (p) i, (p) - (3.81)
n,p

Entao, a funcao de particao torna-se

Z(B) = Nexp(&pVp) / den exp{—Zﬁﬁ“)(n,p) XZ(D)Xn(p)}X

(3.82)
X/Hdwn (p) exp{—Zﬁﬁ(‘) (n,p) ¥7, (P) ¥y (p)}-
n,p n,p

Realizando as integragoes, obtemos:

1 1 —-1/2
_ 2 : L oa2 -1/2 | . - NC R
Z(B) N exp (£°1V ) g [Zﬂwn +5,-0p ﬁu] [ ifwn + 5P ﬂu} :
(3.83)
) 97y —1/2
- N 2 2 2 L2 .
exp (£2pV ) g {B [(wn) + (Qmp p
Tomando o logaritmo da funcao de particao resulta
nZ(B)=InN +£Vp —1V/ d°p > g |(wa)® + ip% 2 (3.84)
=5 (2m)? — " 2m a ’ '
Realizando a soma, a funcao de particao fica escrita como
3
InZ (8) = €2V Bu — V/ LPS In [1 - e—5<€—#>] . (3.85)
(2m)

Contudo, para a integral convergir o potencial quimico deve ser negativo: 4 < 0. O simbolo

€ = € (p) denota a energia cinética das particulas,

e(p) = By (3.86)
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A integral em (3.85) é dada por,

/ (gil))?) In [1 - e‘ﬁ(e—u)} _ <27rmﬂ>3/2 Lis s <66N> ’ (3.87)

onde Li, (2) é a fungao polilogaritmo, definida por,

X _n
Lia(z) =Y =, (3.88)
n=1 n

a qual para z = 1, implica na funcao zeta de Riemann,
=1
¢ (a) = - (3.89)

na’
n=1

A funcao de particao assume agora a seguinte forma:

3/2
nZ(8) = E2VEu+V <27Tmﬂ> Lis 2 (eﬁ“) . (3.90)

Admitindo que a funcéo de particao independe do parametro £, podemos calcular os extremos

em relagao a este parametro isto é,

alna‘z(ﬁ) 26V B =0, (3.91)
o que implica em £ = 0 se p # 0. Portanto, o parametro £ sera arbitrério (e nao nulo) se e somente
se u = 0. Este resultado é o mesmo obtido quando analisamos o modo zero em (3.75) do operador
(3.74), o qual define a funcao de particao (3.73).

Portanto, a condensacao de Bose-Einstein no regime nao relativistico ocorre se yp = 0. Assim,

estamos interessados no caso quando £ # 0 e = 0.

3.2.2 A condensacgao de Bose-Einstein no limite nao relativistico

A densidade de particulas do sistema é obtida da equagao (3.90) da seguinte forma:

1 (0InZ 9 1 & P>
_ L _ — | gy - 3.92
p ﬁv<8u> éh+27r20 peﬂ(e—“)—l ( )
Calculando a integral, obtemos:

2772/0 dp —tr— = <27TB> Lig/y (7). (3.93)

Assim, a densidade de particula do gés ideal (3.92) é dada por:

3/2

— ¢2 _m i B

p=8+ (27r/3’> Lis /s (e ) (3.94)

A equagao (3.94) fornece uma férmula implicita para g como uma funcao de p e 7. Assim,

para uma temperatura 7' acima da temperatura critica 7}, podemos sempre encontrar um valor
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para o potencial quimico p tal que a equagao (3.94) seja satisfeita. Se fixarmos a densidade p e
diminuirmos a temperatura tal que p — 0~ e { = 0, entao, na regiao " > T, > 0, a densidade de

particulas comporta-se como:

mT

e (%)3/2 C3/2). (3.95)

Quando 1 = 0 e £ # 0 a temperatura ¢ diminuida ainda mais, tal que 7' < T,. Logo, a

densidade de particula é expressa como:

p=py+p (Bn=0), (3.96)

onde py, = €2 é a densidade de particulas condensadas e p* (3,4 = 0) é a densidade de particulas

com momento nao nulo,

m1

3/2
P =0 === ) CG/2). (3.97)

A temperatura critica é definida quando o potencial quimico atinge seu valor maximo, u = 0,

mas o parametro ¢ ainda é nulo. Assim, da equagao (3.95) encontramos:

mT,,
27

3/2
p=p(B,n=0)= ( > ¢(3/2), (3.98)

que proporciona a temperatura critica,

=2 (e (éo/z>>2/3‘ (399

Para a temperatura T’ < T, e p = 0, (3.97) é uma equacao para a densidade p — p, dos estados

com p # 0,

m1

3/2
o po = (%) C(3/2). (3.100)

Logo, combinando (3.100) com (3.99) obtemos a densidade de particulas condensadas (p = 0):

wer(-]")

A densidade de particulas condensadas atinge seu valor maximo p, = p quando 7" — 0. Usando
a equagao (3.99) a condicao necesséaria para que um gas ideal bosonico de massa m se condense

numa temperatura nao relativistica (T, < m) é que p < m?>.
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Capitulo 4

Campo escalar complexo no contexto

da violacao da invariancia de Lorentz

A densidade lagrangiana mais simples do campo escalar complexo incluindo os efeitos da quebra

espontanea da simetria-CPT e da invariancia de Lorentz em (1 + 3)— dimensées é dada por:
L =0,0"0"® — m*®*® + in"(2*0,® — $9,P*) + N9,0*0,®, (4.1)

onde x* é um vetor com dimensao de massa que viola a simetria de Lorentz e 6 CPT-impar, \*¥ é
um tensor simétrico adimensional que viola a simetria de Lorentz e é CPT-par.

O 1ltimo termo na densidade lagrangiana ja foi usado para estudar os efeitos da violagao
da invaridncia de Lorentz em defeitos topoldgicos generalizados gerados por campos escalares em
(1+1)—dimensdes [29]. Um termo similar também tem sido adaptado para estudar a influéncia da
violacao da simetria de Lorentz sobre a versao relativistica da acustica de buracos negro generalizado
num modelo de Higgs abeliano [30].

Por outro lado, o termo x* pode ser cancelado através de uma redefinicdo canénica dos campos,
ou seja,

d — e"’%'ch , " — e*i’%'x@*, (4.2)

T . N -1 . -
de modo que k" é escolhido como &* = (g + M”)"" k,. Note-se que a inversa da expressao
entre parénteses existe, pois o parametro \*¥ é pequeno comparado a unidade. Expressando a

lagrangiana (4.1) em termos dos novos campos ¢ e ¢*, encontramos
L — 0,0 0p + N0,0" 0y — (m2 + /%#HM) o, (4.3)

ele ndao exibi o termo violando CPT, governado por x*, porém o termo de massa adquiri uma

pequena corregao. Se o termo ik*($*0,P — 9, P*) pode ser removido através de uma redefinicao
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de campos, este nao é um verdadeiro termo que viola a invariancia de Lorentz e, consequentemente,
o vetor k* nao pode ser medido.

Devido as consideragoes feitas acima sobre o parametro CPT-impar, nés definimos:
kH =0, (4.4)
e a lagrangiana (4.1) toma a seguinte forma:
L= 0,9*0"® + N0,0*0,® — m*d*P. (4.5)

A motivagao principal para propor a lagrangiana (4.5) foi o estudo da condensagao de Bose-
Einstein nos limites nao relativistico e ultrarelativistico num modelo contendo campos de fundo
controlando os efeitos da quebra espontanea da invariancia de Lorentz. Para esse propésito vamos
seguir o roteiro implementado no capitulo 3 onde usamos a lagrangiana (3.1) do campo escalar
complexo na situagdo em que a invariancia de Lorentz é mantida para descrever a condensacao de
Bose-Einstein de um gés ideal bosonico livre tanto no limite ultrarelativistico como no limite nao

relativistico.

4.1 O gas ideal nao relativistico sob os efeitos CPT-par e violando

a invariancia de Lorentz

A lagrangiana (4.5) foi testada estudando os efeitos da quebra espontanea da invariancia de
Lorentz na condensacao de Bose-Einstein de um gas ideal bosonico livre nao relativistico.
Obtivemos o limite nao relativistico da lagrangiana (4.5) seguindo a receita mostrada na secao

3.2 fazendo a seguinte transformacao no campo escalar ®:

—imt
P (x,t) = @ (x,t) = x,t), 4.6
(et) > @ (et) = S p et (4.6
onde foi considerado os termos até ordem m ™!, os quais correspondem a condicio:
|10sp| & Ecingticap << mp. (4.7)
Desse modo, a versao nao relativistica da densidade lagrangiana (4.5) é dada por:
. . 1 . 1 .
Lnr = (14 Xo0) ¢ 0p — =—Vp - Vo' + —X;,0j0 Orp —
2m 2m
(4.8)
N mAoo .
—iXojp 0 + <— 5 ><p90 :
A equagao de Euler-Lagrange para o campo ¢* implica na equacao de movimento,
—i (14 Noo) Orp — %V ©+ %Ajkajak + Z)\Ojaj + 5)\00 =20, (4.9)
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que ¢é a equacao de Schrodinger modificada por termos contendo os campos de fundo que regem os
efeitos da quebra espontanea da invariancia de Lorentz.
O fator (14 Ago), no primeiro termo da equacao (4.9), desempenha o papel da constante de

Planck (h) modificada pelo campo de fundo Aoy de tal forma que \gg pode ser limitado pela incerteza
Ah
relativa (h)’ ou seja,

Ah
Ao < — =3,6 x 1078, (4.10)

h
A
onde 3,6 x 1078 é o melhor valor para <hh> fornecido pela CODATA 2006 [31].

Contudo, podemos redefinir o campo ¢ — (1 + /\00)_1 ¢ na equacao de movimento (4.9), de
modo que ficamos com:

1 1 m
. 2 .
— i — | — i1 0; Aoi0i + — A = 0. 4.11
10pp om (1 +)\00)v p+ (1 2o0) {Qm ]kajak +iXo;0; + 5 00] =20 ( )
2

Observando o segundo termo, vemos que o parametro Aoy modifica o fator <2> na equacao
m
de Schrodinger usual, o que permite impor um outro limite superior para Agyp usando a incerteza

h? h
relativa de <2) que pode ser obtida usando as respectivas incertezas relativas de <> e (h):
m m

AG;). (4.12)

Ao < 2
2m
Como exemplo disso, temos:
e Para o dtomo de rubidio (3" Rb):
oo < 4.9 x 1078, (4.13)
e Para o elétron:
Aoo < 3.79 x 1078, (4.14)

Ambos os resultados s@o compativeis com o limite de Aoy dado pela equagao (4.10).

A densidade lagrangiana nao relativistica, equagao (4.8), é invariante sobre a transformacao
global U (1) :
e % pf e, (4.15)

cuja densidade de carga conservada é,
77 = (14 o) 7. (4.16)
Os momentos canodnicos conjugados para ¢* e ¢ sao:
=0, 7 =i(1+A2)¢", (4.17)

29



respectivamente. Note-se ainda, que os momentos canonicos conjugados que aparecem na equacao
(4.17) formam um conjunto de vinculos de segunda classe.

A densidade hamiltoniana candnica do sistema é escrita como,

1 . 1 . N s mAoo *

De posse da densidade de carga conservada, dos momentos candnicos conjugados e da densidade

hamiltoniana passaremos para a construcao da funcao de particao.

4.1.1 A funcao de particao

Procedendo de modo similar ao caso sem violagao da invaridncia de Lorentz, o sistema nao
relativistico possui vinculos de segunda classe. Definimos a fungao de particao corretamente segundo
o método desenvolvido por Faddeev-Senjanovic [23]. Assim, a func¢@o de parti¢cao descrevendo um
gas ideal bosonico nao relativistico no equilibrio termodinamico no marco da violacao da invariancia

de Lorentz ¢ dado por

Z(B) = N(PB) /D(pD(p*DwDW*(S (7] 6 [7* —i(1+ )\OO) ©*] x
(4.19)

X exp {/ dz it 0r¢ + im0rp* — He + (1 + Aoo) gp*go} ,
B

onde o potencial quimico pu é associado a densidade de carga (1 4+ A\gp) p*p. A integracao é realizada

sobre os campos satisfazendo condigoes de contorno periédicas na varidvel 7:
prx)=p(r+8,x) , ¢ (1,x)=¢"(1+5,%). (4.20)

Integrando nos momentos candnicos, a funcao de particao fica escrita na forma:

Z(B) = N(ﬁ)/DsoDso* exp{/ﬂd:v [—(14')\00) so*afwr;nw*v2w+u(1+koo)¢*w]} X

(4.21)
X exp dx —2—)\jkg0 00k — iXoj @ 050 + [ —zXoom | @ | ¢ -
Jé] m 2
Redefinindo os campos como
o= (1+200) 20, ¢ = (L+X0) e,
a funcao de particao pode ser expressa numa forma mais compacta,
Z(B) = N(ﬂ)/Dchcp* e 50, (4.22)
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onde, a temperatura finita, S () e o operador D sao definidos por:

$(8) = [ o'y, (4.23)
B
D=0 — — V24— 20,0 + - (\o) ; — i (4.24)
— Ur mey 2m7 jkU5UE ~ 05) Y5 122 .
com
Aoo™m
y=1+4Xo . A=p-—"0 (4.25)

2y
A existéncia de um modo zero para o operador D, definido em (4.24), requer que:

mAoo
2y

i=0—p— = 0. (4.26)

Contudo, o potencial quimico medido no laboratério é p = 0 onde comeca o fenébmeno da con-
densacao de Bose-Einstein. Entao, para garantir a existéncia da condensacao de Bose-Einstein no
contexto da quebra espontanea da invariancia de Lorentz devemos impor a seguinte restricao sobre
0 parametro Agg:

Ao = 0. (4.27)

Devido a restrigao (4.27) o fator v, dado por (4.25), se reduz a unidade, ou seja, v = 1.
Assim como no caso do condensado de Bose-Einstein usual, podemos expandir os campos em

séries de Fourier:

1
1\2 , ‘
p(xt) = &+ <2V> Z [Xn (p) ciPxtwnt) | ¥* (p) efz(p-x+wn7)} ’
" (4.28)
1
1\2 , 4
90* (th) = f + <2V> Z [wn (p) el(p~x+wn7') + X: (p) e*l(p‘x+wnT):| ’
n7p
2
onde wy, = %n’ n=0,%£1,+2,... sdo as frequéncias bosonicas de Matsubara. O parametro real £

carrega o comportamento infravermelho dos campos ¢ e p*, ou seja, ele leva em conta a contribuigao
das particulas condensadas no estado fundamental n = 0 e p = 0. Os campos x,, (p) € ¥, (p) sdo

adimensionais e satisfazem as relacoes dadas por (3.77) e (3.78):

X0 (0) = 1 (0) = 0,

Xen (=P) =%, (P) » Y_,(—P)=xn(P) -

Por causa da transformacao (4.28) a medida funcional em (4.22) muda da seguinte maneira:

DDy — [ [ dx,(p)deb,, (p). (4.29)

n?p
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Por outro lado, a transformacao (4.28) permite escrever a agao euclidiana (4.23) como:

/ dr oD =~V + Y [FD) (n.p)] X, (p) o (P) + X [FDC) (n.p)] 5, (B) 0 ().

n,p
(4.30)
com D) (n,p) e D) (n,p) definidos pelas expressoes:
B () : 1 1
D" (n,p) = iwn+5;—p-Np——9-p—p, (4.31)
2m m
= () . 1 1
D' (n,p) = —iw,+—p-Np+—9 -p—yp, (4.32)
2m m

onde a restrigdo (4.27) foi usada. Além disso, definimos a matriz simétrica N e o vetor ¥ cujas
componentes sao:

Njk = 6jk — )‘jk 5 ’(9j = m)\oj y (433)

respectivamente. A matriz N serd definida-positiva para \j; suficientemente pequeno.

Substituindo (4.29) e (4.30) na funcao de particao (4.22), resulta

2(9) = N@ew || [[Tdue) eXp{—Z[ﬁﬁ(” (n.p)| xil(p)xn(p)}x
n,p

n’p
(4.34)
x /H di),,(p) exp {— > [Bf)(” (n, p)} V5 (P) ¥y, (p)} :
n,p n,p
Realizando as integragoes funcionais encontramos,
1 1
z=N(@)exp | e2uvs] [T[sDF (np)] * [8DC) (n,p)] (4.35)
n?p
ou ainda,
) B 8 w2
z = N@exw|[&uVs| [[|Biwn+5 -0 No— 0 p—pu|  x
b m m
(4.36)
8 -}
XH[ ﬁzwnJrfp Np+ —9-p- ﬂu]
Desde que a quantidade de interesse é o logaritmo da funcao de particao, temos:
a3
mZ = euVB+InN (3 V/ p321n [Bzwn b P Np—ﬁl‘} p—Bu| -
(4.37)

vV [ &
_2/(27:)’32111 [—Biwn—l-;np-Np—l-fL'ﬂ-p_ﬁlu].
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Note-se que o primeiro e o segundo termo na expressao acima nao sao conjugados complexos um
do outro. Porém, podemos manipular o segundo termo de tal forma a simplificar ainda mais a

equacao (4.37). Fazendo a seguinte mudanca:

P — —Pp.

Assim, a funcao de particao (4.37), torna-se:

nz = ¢& VB%—InN(B)—K d’p Zln,@ iw —i—i -N —lﬁ' — | -
= 1 5 (27r)3 : n 2mp p m p—u

(4.38)

V p 1 1
Sy 1 ) n . : 9
> / © )3 En nﬁ[ Wy + 2mp Np ml? P u}

que resulta em,

3 2
w2 = s mN (@)~ g [ S5y me [(wnf +(gpeto 00 ) ]  (430)

Podemos ainda fazer algumas manipulacoes adicionais no espaco dos momentos: Primeiro faze-

mos a seguinte translagao:

p—p+ N1y, (4.40)

tal que
d’p — d’p,

de modo que a funcao de particao toma a seguinte forma:

9 V [ d°p N 5 1 1 . 2
G RO R Y e DT [ON (550 Np— 50 59— .
' (1.41)

A segunda operagao no espago dos momentos é uma rotacao, ou seja,
p — Rp.
A rotacao R, por sua vez, é escolhida como aquela que diagonaliza N:
RTNR =D,

onde D é uma matriz diagonal cujos elementos sao os autovalores de N.
A medida do espaco dos momentos ndo muda, ou seja, d>p — d>p, pelo fato do Jacobiano da
transformagao: |det R| = 1. Entao a funcao de parti¢ao (4.41) é expressa como

mnZ = &uVE+InN(B) -
(4.42)

V [ dPp ) 5 1 1 . 2
—2/(2W)3§n:lnﬁ [(wn) +<2mp']D>p—2m19-N 19—u> .
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A terceira operacao é uma dilatacao ou contracao no espaco dos momentos, isto é,
p — D~ '/p,
de modo que a medida muda como
Pp — ‘det ]Drl/?‘ &p = |det N| /2 &p.
Assim, a func@o de parti¢ao (4.42) torna-se:

nzZ = &uVp+InN(B) -
(4.43)

v |det N|~1/2 / &p > g’ [(wn)2 + <1p2 Ly ng- u) 2] .
2 (27r)3 ~ 2m 2m
Observe que o termo no logaritmo é semelhante aquele que aparece na fungao de partigao (3.84) do
caso nao relativistico na auséncia da quebra da invariancia de Lorentz. No entanto, se considerarmos
a existéncia da condensagao de Bose-Einstein, que é garantida por um modo zero trivial quando
=0, devemos impor que o vetor ¥ seja nulo, ou seja, ¥; = 0, que leva a seguinte restricao sobre

o campo de fundo Ap;:

Xoj = 0. (4.44)

Sob essa tltima restri¢do, a fungao de partigao (4.43) resulta em:
v d? 1 ?
InZ=¢uVB+InN(B) - o Idet N|~V/2 / (21;’3 > p? [(wn)Q + (mp2 — u) ] . (4.45)
m n

Calculando o somatoério obtemos,

d3 -8 p2 _
1nZ:£2uVB—V(detN)_1/2/(27:))3 In [1—6 (2m )] (4.46)
onde fizemos a seguinte escolha:
1 12 / dp 1
In N = -V (detN — 4.47
nN (9) = 5V ()2 [ o (4.47)

Logo, realizando a integragdo em (4.46), obtemos a fungao de partigdo para um gés ideal

bosonico nao relativistico sob os efeitos da violagao da invaridncia de Lorentz. Logo,

3/2
InZ (8) = €2V Bu + V (det N) /2 <27rmﬁ> Lis <65“> : (4.48)

Se compararmos a funcao de partigao (4.48), a qual contém os efeitos da violagao da invariancia
de Lorentz, com a da equagao (3.90) que permite descrever a condensagao de Bose-Einstein usual

podemos dizer que os efeitos da violacao da invariancia de Lorentz estao contidos no fator,
(det N)~1/2. (4.49)
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4.1.2 A CBE de um gas ideal nao relativistico sob os efeitos CPT-par e violando

a invariancia de Lorentz

A densidade de particulas do sistema é obtida da equagao (4.48),
3/2
p= Blv <8§;Z> — %4 (27:[3) : (det N)™V/? Lig (W) . (4.50)

Procedendo de modo similar ao caso do regime nao relativistico sem quebra de simetria discutido
na subsecao 3.2.1, a condensagao de Bose-Einstein deve ocorrer quando p = 0. Portanto, estamos
interessados na situacgao quando £ # 0 e p = 0.

Seguiremos em detalhe a andlise da condensacao de Bose-Einstein desenvolvida na subsecao
3.2.1. O potencial quimico deve ser u < 0 para que a densidade de particulas seja nao negativa.
Assim, dada uma densidade p a uma dada temperatura 7" acima da temperatura critica T, , podemos
sempre encontrar um valor para o potencial quimico u tal que a equacao (4.50) seja satisfeita. Por
outro lado, se fixarmos a densidade p e diminuirmos a temperatura de tal modo que u — 07, mas

mantendo § = 0, na regiao T > T, > 0 a densidade de particulas se comporta como:

m1

3/2
p A <27T) ¢ (3/2) (det N)~1/2 (4.51)

Quando = 0e & # 0, a temperatura é diminuida ainda mais de modo que T' < T, a densidade

de particulas fica expressa como:
p=py+p (B,n=0), (4.52)

onde py = €2 é a densidade de particulas condensadas e p* (B, =0) é a densidade de particulas

com momento nao nulo, dada por

mT

3/2
P =00 === (e ) C(3/2) Getry 2, (453)

A temperatura critica é definida quando o potencial quimico atinge seu valor méaximo, p = 0,

mas o parametro £ é mantido nulo. Assim, temos que

mT,

2

3/2
p=p" (B, pn=0) =( ) ¢(3/2) (detN)™"/?, (4.54)

de modo que podemos extrair a temperatura critica,
T, = TPFC) (det N)/3 | (4.55)

onde TEC) ¢ a temperatura da transicdo de fase na auséncia da quebra ou violacio espontanea

T(BEC):%< P >2/3
m \¢((3/2))

da invariancia de Lorentz,
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Para observar mais de perto as contribuicoes dos parametros que regem a violagao da invariancia

de Lorentz devemos expandir (4.55) nesses coeficientes, até primeira ordem, ou seja,

C

1
T, =TPBEC) |1 - St (i) + | (4.56)

Observamos que no caso nao relativistico os parametros CPT-par tipo espaco, \;j, fornecem con-

BEC) (a condensacio de Bose-Einstein usual.

tribuicdes que modificam a temperatura critica T'¢

No laboratério, a temperatura da condensacao de Bose-Einstein, T(PEC) | ¢ experimentalmente
determinada na faixa de 0,5-2uK [32]. Todavia, experimentos mais sofisticados sdo capazes de
obter temperaturas da ordem de 0,5 x 1071°K [33]. Se considerarmos 10~'K como a temperatura
mais baixa detectada, a incerteza relativa para a temperatura da condensacao de Bose-Einstein
seria 5 x 1075 — 2 x 107°. Entdo, pela equacdo (4.56), podemos estabelecer um limite superior

para %tr(/\ij) usando a menor incerteza relativa da temperatura da condensagao de Bose-Einstein.

Estabelecemos o limite superior:

tr (\;) <3 x107°. (4.57)
Para a temperatura 7' < T,, e u = 0, a (4.53) é uma equagao para a densidade p — py dos
estados com p # 0, ou seja,

T 32
o po = (Qf) € (3/2) (detN) V2. (4.58)

Logo, combinando (4.58) com (4.55) obtemos a densidade de particulas condensadas (p = 0):

ner(-[E]7)

Portanto, a fracdo das particulas condensadas nao é modificada pelos termos que regem a
violacao da invariancia de Lorentz. A condicao para a existéncia da condensacao de Bose-Einstein

no regime nao relativistico p < m? é mantida.

Assim, o limite nao relativistico (4.8) do nosso modelo (4.5), com as restri¢oes (4.27) e (4.44),
permite-nos descrever de modo consistente a condensagao de Bose-Einstein de um gés ideal nao
relativistico sob os efeitos CPT-par e violando a invaridncia de Lorentz. De posse desse resultado,
vamos usar o modelo (4.5) para construir de modo consistente a funcao de particao de um géas ideal
relativistico e, consequentemente, analisar a condensacao de Bose-Einstein no limite ultrarela-

tivistico sob os efeitos da violagao da invariancia de Lorentz.

36



Capitulo 5

O gas ideal relativistico sob os efeitos
da quebra espontanea da invariancia

de Lorentz

Neste capitulo, estudaremos a condensacao de Bose-Einstein com os termos que violam a in-
variancia de Lorentz no limite ultrarelativistico.
A densidade lagrangiana mais simples do campo escalar complexo incluindo os efeitos da quebra

espontanea da invariancia de Lorentz em (1 4+ 3)— dimensoes é dada por (4.5),
L =000 — m*®*® + A" 0,90, ®, (5.1)
cujas equacoes de movimento sao:

(O+ Nv9,0, +m?) & = 0,

(5.2)
(O+ M0,0, +m?) &* = 0.
A densidade lagrangiana (5.1) é invariante perante a simetria global U(1), ou seja,
D= & =D, D P =D (5.3)

onde « é uma constante real qualquer que independe das coordenadas do espago-tempo. Esta é uma
simetria global chamada tipo U(1) ou de fase. Novamente, pelo teorema de Noether, a corrente

conservada é dada por:
Jh=a { P (DD — DOLD*) + N (D%, D — <I>8l,<1>*)} . (5.4)
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Sendo « arbitrario, definimos a densidade de corrente por:
gt =i (P 0D — POHD™) + iA (970, P — $I, DY), (5.5)
e usando as equagoes de movimento é facil mostrar que a corrente é conservada, ou seja,
oug* = 0. (5.6)

Calculando os momentos canonicos conjugados aos campos ¢ e ¢*

8@ = 7= (14 Ago) ®* — A0j0; 97,
(5.7)
oL .
8(1)* = T = (1 + )\00) P — )\ojﬁj@,

respectivamente. O modelo ndo possui vinculos e a densidade hamiltoniana canoénica é dada por:

Ho = [m'm+ doj (0,0 +m0;0" + Moy 0;2)] +
(5.8)
+VO* - VO + m’ 0D — Xj,0,9" 0, P
onde,
v=(1+4+ )\00)_1 .

A densidade hamiltoniana serd definida positiva para valores de A\*¥ suficientemente pequeno.
A densidade de carga, componente j° da densidade de corrente (5.5), expressa em termos dos

campos e dos respectivos momentos canonicos conjugados é dada por:
30 =i(®*r — d*). (5.9)

Note-se que a densidade de carga acima possui a mesma estrutura canonica quando a invaridncia

de Lorentz é preservada.

5.1 A funcao de particao

Procedendo de modo similar ao caso sem violacao da invaridncia de Lorentz, o sistema rela-
tivistico nao possui vinculos. Assim, definimos a fun¢ao de particdo corretamente segundo o método
desenvolvido por Faddeev-Senjanovic [23]. Esta fungao de partigao descrevera um gés ideal bosonico
relativistico no equilibrio termodinamico no marco da violacao da invariancia de Lorentz e é escrita

da seguinte forma:

Z = /D(I)D(I)*Dﬂ)ﬂ* exp {/ dz [m*aré + im0, D% — He + ip (PFr — @n*)} } : (5.10)
8
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onde p é o potencial quimico associado a carga conservada. A integracao sera realizada sobre todos

0s campos, 0s quais satisfazem as seguintes condigoes de contorno periédica na varidvel 7:

CD(OvX):(I)(BaX) ) P (va):@* (ﬁvx)v

dado o carater bosonico dos campos ® e P*.

Realizaremos primeiro a integragao dos momentos canonicos w e 7*:

A / DrDr* exp [ /ﬁ dz {m* [m+ (0:® — pu®) + z‘yxojaj@} }] X

X exp [/ﬁ dx {m [ (0:9" + pud®*) + i’y)\ojﬁj@*} }] ;

o qual fornece a contribuicao H() para a exponencial em (5.10),

L« = exp {/ dr H(l)} ,
B

com

HO = 70,8 — pu®) (8, + u®*) — 7 (iXo;;®) (IXorOp®*) +

— (87—(13* + /J,CI)*) (i)\ojaj@) - (8T<D - /L(I)) (i)\ojan*) .

Por causa desta contribuicao, a fungao de particao (5.10) fica escrita como

Z = /DCI)DQ)* exp {/ dx {’,L[(l) _ 7_{(2)} } 7
B

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

onde H? é a densidade hamiltoniana canénica (5.8) sem a contribuicdo dos momentos candnicos,

HP = VO . VO — 18,99, ® + m?d*d +

- (z’)\oj(‘?jé) (i)\gkakq)*> .
Calculando explicitamente a quantidade HY — H? obtemos:

HO 4@ = (0.8 — pu®) (8," + pd*) — VO - VP +
+j50;P* O ® — M2 "D

— (0: 9" + p®*) (iXg;0; ) — (0P — pu®) (iXo;0;P%) .
Fazendo as seguintes redefinicoes:
)\00 = _>\TT 5 )\Oj = ’L')“rj , N = 1-— )\TT 5
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(5.17)

(5.18)



encontramos que,
HO —q® = (0,0 — u®) (0,P* + pd*) — VO* - VP +
+Aj10; P D — m?*P +

+(9,9" + p®%) (Aj ;) + (9, @ — p®) (Ar;9;0%). (5.19)

Inserindo (5.19) em (5.15) e integrando por partes, a funcao de partigao fica escrita numa forma

mais compacta:
Z(B) = /D<I>D<I>* exp {— / dx <I>*D<I>}, (5.20)
B

onde o operador diferencial D é definido da seguinte maneira:
D=3 — 11)> + 2 \kdh) (8 — ) — (85 — Aji) D;0p + m>. (5.21)

Novamente, expandindo os campos, ® e ®*, numa série de Fourier temos:

B\ 2 _ .
0= () LI @) e ).

) 2
P (5.22)
B\ /2 L o
K - <W> Z [ezp-erzwnTwn (p) + efzp-xflwnfsoz (p)] ,
n’p
2mn - N o
onde w, = 7, n=0,+1,42,... sdo as frequéncias bosonicas de Matsubara. Os campos ¢,, (p) e

1, (p) sdo adimensionais e satisfazem as relacoes dadas por (3.77) e (3.78):

Xo (0) =14 (0) =0,

Xen (=P) =%, (P) » Y_ (—P)=xn(P) -

Por causa da transformacao (5.22) a medida funcional em (5.20) muda da seguinte forma:

DD — | [ de, (p)d, ()- (5-23)
P

Substituindo a transformacao (5.22) no fator exponencial da equagao (5.20) obtemos:

/ﬂdm D = 52> DM (n,p)e}, (p) @, (P) + 8% Y_ D (n, p)iby, (p) ¥, (P), (5.24)
n,p n,p

onde f)(“‘)(n, p) e D7) (n, p) sdo os respectivos autovalores do operador D definido em (5.21), ou
seja,

D (n,p) = n(wn+ip)? =2 Mkpr) (Wn +ip) + (8,5 — Njk) pjpk + m?,
(5.25)

DT (n,p) = n(wn— i) —2Arpr) (W — i) + (85 — Nji) pjpre +m?>.

40



Substituindo (5.23) e (5.24) na fungao de particao (5.20), encontramos:

/Hdwn(p)exp{ B2ZD(+ n,p)ey, (P )son(p)} X
n,p

(5.26)
x /Hdwn(p) eXp{—BQZﬁ(_)(n,p)w;ﬁ (P) ¥n (p)}-

Calculando a integracao funcional dos campos ¢,, e ¥,,, encontramos para a fungao de particao o

seguinte resultado:
Z= (H [ﬁ2f)(+)(n7p)}1/2> X (H 2D (n, p)}1/2> . (5.27)
n,p n,p

Tomando o logaritmo, obtemos:

InZ = —g / (Zi‘)’?) Zn:ln [ﬁQﬁH) (n, p)} - g / (Zi‘)’?) Zn:ln [B2]3(_)(n, p)} . (5.28)

Fazendo

pP— —Pp,

na segunda integral obtemos:

/ (i?z > [#*D)(np)] = [ <Zj§s > i [#D ) (0. p)]

n

Logo, a funcao de particao torna-se

an:—V/

DM (n,p) = 1 (wn +ip)* — 2 (Akpr) (Wn + i) + (S — Aji) pjpr + m?.

-Y In [52D ) (n p)} (5.29)

n

onde

Para calcular o somatorio, usaremos a seguinte férmula:
: 2 L a2
Zln[ (2mn + ip)* — 2b (270 + ip) + ¢ } = —In2+ —-vac®—b*+
a

+In [1 — exp (—1 ac? —b? — ,u—zb>] +1In [1—exp (—\/ —b2—f—u+z)] , (5.30)
a

onde definimos os parametros a, b, ¢ por

a=mn, b=PBA\gp;), =780 —Nir)pipk +m?]. (5.31)
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Na equagao (5.30) observamos que o potencial quimico adquire uma parte imaginaria que mu-
daria o carater bosonico do campo dando-lhe uma estatistica indefinida. Porém, como o nosso
propésito é descrever a condensacao ultrarelativistica de um gas ideal bosonico no marco da vi-
olacao da invariancia de Lorentz, isso somente serd possivel se impormos que o parametro A, seja
nulo:

Args = 0. (5.32)

Sob tais requerimentos fisicos a equagao (5.30) torna-se mais simples

Zln[ (2mn + i) +c2] =In [l—exp (—\;a—i—,u,)] +1n [l—exp (‘ja_“ﬂ' (5.33)

Desse modo, a funcao de particao descrevera de modo consistente um gas ideal relativistico com-
posto de particulas carregadas.

De posse deste resultado, a fungao de partigao (5.29) fica expressa por,

3p
an——V/(d Zln{ (2mn + iBu)® + B2 [p‘Np+m2]}, (5.34)

onde definimos a matriz simétrica N,

Nji = 85 — Aji- (5.35)

Realizando o somatério, encontramos:

d31)) In [1 — exp <—577_1/2\/m+ ﬁu)} -

InzZ = —V/ 3
(2w

(5.36)
d3
—V/ p3 In [l—exp (—Bn_l/zx/p-Np—i—mQ—Bu)} .
(2m)
Podemos ainda fazer a seguinte rotacao no espago dos momentos:
p — Rp. (5.37)

A rotagao R, contudo, é escolhida como sendo aquela que diagonaliza N, ou seja,
RTNR = D,

onde D é uma matriz diagonal cujos elementos sao os autovalores de N. A medida do espaco de
momentos nao muda, ou seja,

d’p — d’p,
por causa do Jacobiano da transformagcao: |det R| = 1. Entao a funcao de partigao (5.36) é expressa

da seguinte maneira:

InZ = —V/(err))3 In [1—exp< BVp- (D) p + 1~ 1(m2)+ﬁu)} —

(5.38)

—V/ﬁln[l—exp( BVP - (D) p + 17t (m )_ﬁu)}
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A segunda operacao é uma dilatagdo ou contracao no espago dos momentos, dada por,
p — n'/’D~/?p, (5.39)
de modo que a medida muda da seguinte forma:
dp — 173/2 ‘det ]D)_lﬂ‘ &dp = n?? (det N)_1/2 p.

Portanto, a funcao de particao (5.38) pode ser escrita como:

d3p
(2m)?

mZ = —Vp*?(detN)"/? / In [1 = exp (—Bw + b)) =

(5.40)

—Vi/? (det N)—W/ (Zif)’g In [1 — exp (—fw — Bp)] ,

onde definimos,

w=+p>+ M2 (5.41)

Note-se ainda, que os parametros que controlam os efeitos da violagao da invariancia de Lorentz

modificam a massa da particula segundo a equagao,
M? =n71 (m?). (5.42)
As integrais em (5.40) convergem se —M < p < M e, com isso, a condensagao de Bose-Einstein

ocorrera quando p = +M, ou seja, os campos de fundo mudam o valor do potencial quimico critico.

5.2 A CBE no limite ultrarelativistico no marco da violacao da

invariancia de Lorentz

Para descrever a condensacao de Bose-Einstein no limite ultrarelativistico no contexto da vi-

olagao da invariancia de Lorentz seguiremos a referéncia [34]. A densidade de carga vale:

3
_ . 3/2 12 [ d°P 1 _ 1
p =" (deth) / (2m)? Lﬂ(wu) Z1 eBltm — 1| (5:43)

Esta equagao é uma féormula implicita para o potencial quimico g como uma funcao da densidade
p e da temperatura T'. Para temperatura 7" acima da temperatura critica T,, podemos sempre
encontrar um valor para p de tal forma que restrinja a equacao (5.43). Se a densidade p é mantida
fixada e a temperatura é diminuida de tal modo que o potencial quimico || — M, entéo, na regiao
T>T.>> M, temos que:

p| ~ éM (det N)~ /2 3272, (5.44)
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Quando |u| = M e a temperatura é diminuida ainda mais, de tal modo que T' < T, a densidade

de carga fica escrita como,

_L OolnZ
P=8v \ o

onde p, é a contribuigao de carga do condensado (modo de momento nulo) e o termo p* (8, n = M)

u=M

fornece a contribuicao das excitagoes térmicas das particulas (modo de momento nao nulo) que é

dado pela equagao (5.44) com |u| = M,
* 1 -
p—po=p" (B, =M)= M (detN)~ /2’ /T2, (5.46)

A temperatura critica T,, em que a condensagao de Bose-Einstein ocorre é atingida quando
|u| = M, mantendo p, = 0, e é determinada implicitamente pela equagao p = p* (6 =M )

Desse modo, a equagao (5.46) fornece,

T, = <3|p>1/2 (det N)L/4 5174 (5.47)
c=\ 77 n . .

Explicitando o valor de M, dado pela equacao (5.42),
M = mnil/ 2
e substituindo este resultado em (5.47), encontramos para a temperatura critica:

T, =T (det N)/4 9 1/2, (5.48)

C

onde,
(BEC)

T = 3ol /m)'? (5.49)

é a temperatura critica da condensacao de Bose-Einstein [34] na auséncia dos termos que violam a
simetria de Lorentz.
Admitindo que os termos responsaveis pela violagdo da invariancia de Lorentz sdo muito pe-

quenos em magnitude, podemos expandir a (5.48) em termos desses coeficientes. Assim, obtemos:

1 1 3
T = TPy + = Arr — Ztr (Nij) + =

- 5 2 (o) (5.50)

1 1 1
—g)\wtr (Aij) — gtf (AikAr;) + 3 [tr (X)) + ...

Para temperaturas 7' < T, a equagao (5.46) é uma equagao para a densidade de carga p — py
dos estados de momento nao nulo (p # 0), que juntamente com a equagao (5.48) permite obter a

densidade de carga das particulas condensadas (p = 0):

v ()
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Assim, diferentemente da temperatura critica e do potencial quimico, a fragao da carga conden-
sada nao é modificada pelos campos de fundo que controlam os efeitos da violagao da invaridncia
de Lorentz. Lembremos ainda que na auséncia dos efeitos provenientes da violacao da invariancia
de Lorentz a condigdo necessaria para um géds de Bose ideal de massa m sofrer a condensagao de
Bose-Einstein em uma temperatura ultrarelativistica (7, >> m) é que p >> m?. Tal condicio é

levemente modificada para,

3
p>> M3 ~m? (1 + 5+ ) : (5.52)

pelos termos responsaveis pela violacao da invariancia de Lorentz.
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Capitulo 6

Conclusoes e perspectivas

A presente dissertacao estudou os possiveis efeitos da quebra espontanea da invariancia de
Lorentz no fenémeno da condensacao de Bose-Einstein, também conhecido como o quinto estado
da matéria. Observamos que a existéncia do fendmeno impoe severas restrigoes sobre os coeficientes
responsaveis pela violacdo da invariancia de Lorentz. A ferramenta essencial para o nosso estudo
é a teoria quantica de campos a temperatura finita (Estatistica Quantica) no formalismo da in-
tegragao funcional para descrigao de sistemas em equilibrio termodindmico (formalismo do tempo
imaginario).

A lagrangiana (4.8), obtida tomando o limite nao relativistico do modelo (4.5), é usada para
estudar os efeitos da violacao da invariancia de Lorentz na condensacao de um gas ideal bosonico
nao relativistico. De posse desta lagrangiana observamos que a densidade de carga conservada e,
consequentemente, a carga conservada sao modificadas pelo parametro Agyp que preserva CPT e

viola a invariancia de Lorentz, ou seja,

p = (14 Xoo) g™,

Q = (1+)\00)/<p(p*d3x.

A existéncia do modo zero do operador que define a funcao de particao do sistema esta intima-
mente ligada a existéncia do fenémeno da condensacao de Bose-Einstein (CBE). Assim, mostramos

que tal fenomeno somente serd possivel se os parametros \gp € \o;j satisfazem as seguintes restricoes:

Ao = 0, (6.1)

Xoj = 0. (6.2)
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Ambas relagoes mostram que os parametros, em principio, independem da massa da particula que
compoe o gas.
Observamos ainda, que a temperatura critica do condensado de Bose-Einstein é ligeiramente

modificada pelos coeficientes CPT-par tipo espaco, A;;, da seguinte forma:

C

1
T, =T®BEO) |1 — St () + -

Admitindo que as contribuic¢oes provenientes da violacdo da invaridncia de Lorentz sdo menores
que a menor incerteza relativa da temperatura critica da CBE observada no laboratério, podemos

estabelecer um limite superior para o termo,
1 —6
gtr ()\Z]) <1077,
logo,
tr ()‘U) < 3x1075.

Observamos também da equagao (4.48) que todas as contribuicoes dos termos responséaveis pela
VIL estao contidas no fator (det N)71/2, onde a matriz N ¢ definida na equacao (4.33).
Por outro lado, para obtermos uma funcao de particao real e bem definida para descrever o gés

ideal relativistico devemos impor que o parametro Ay, seja nulo, ou seja,

Aor = 0.

Isso é suficiente para descrever a CBE no limite ultrarelativistico sob os efeitos da violagao da
invariancia de Lorentz. Desse modo, os coeficientes responsaveis pela violagao da invariancia de

Lorentz modificam tanto a temperatura critica como o potencial quimico critico, ou seja,

1 1
TC _ T(BEC) |:1 + 5)\7-7- — Ztl" ()‘U) + :| (63)
(S
1
lul =m (1 + §>\TT + ) : (6.4)

Observamos que somente os coeficientes CPT-par fornecem contribuigoes de primeira ordem tanto
para a temperatura critica como para o potencial quimico critico.

Observamos ainda, da equagao (5.40), que todas as contribuigoes dos termos responséveis pela
VIL estio contidas no fator 12 (det N), onde a matriz N é definida semelhantemente ao caso do
limite nao relativisticoe n =1 — A/;.

A perspectiva mais imediata é estudar a condensacio de Bose-Einstein do 8’Rb usando um

campo vetorial massivo (campo de Proca).
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Entre outras perspectivas que seguem do presente trabalho podemos considerar o estudo da
condensacao de férmions e vortices no marco da violacao da invariancia de Lorentz. Também,
podemos incluir os efeitos da quebra espontanea da simetria-CPT e da invariancia de Lorentz nos

fendmenos da supercondutividade e a superfluidez.
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Apéndice A

Notacao e algumas relacoes tteis

No decorrer desta dissertacao usamos o sistema de unidades naturais:
c=h= kB =1.

Os vetores 3D aparecem escritos em negrito. Por exemplo, p, k, K, x.

O tensor métrico é definido como

1 0 0 0

5 0 -1 0 0
g = Guv =

0O 0 -1 0

0 0 0 -1

As propriedades termodinadmicas obtidas a partir da funcao de particao sao:

A energia livre de Helmholtz,

1
F=—InZ.
g
e A pressdo,
OF
P=—-|—].
(5v)
e A entropia,
oOF
5=-(or),

A densidade de energia,

1 0lnZ
U:m< o8 )
1 OolnZ
p_BV( Oy )
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A densidade de carga,
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