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Resumo

A eletrodinamica de Maxwell é uma teoria de campo que contém em sua estrutura trés tipos de
simetrias fundamentais na fisica: A simetria de Lorentz, a simetria CPT e a simetria de calibre local. A
covariancia de Lorentz e a simetria CPT sao fundamentais na construgao de qualquer teoria de campo
que descreva particulas elementares e ndo elementares. Ambas simetrias juntamente com a simetria de
calibre local sao os pilares na construgao do Modelo Padrao e de outras modernas teorias de campo. No
entanto, cogita-se que ambas, a covariancia de Lorentz e a simetria CPT, poderiam sofrer uma quebra
espontanea de simetria na escala de energia de Planck (ou no Universo primordial quando as energias
eram da ordem de magnitude) devido aos efeitos produzidos pelo gravidade quantica. Os possiveis
efeitos residuais dessa quebra espontanea, tanto da covariancia de Lorentz como da simetria CPT,
sao estudados dentro da estrutura do Modelo Padrao Estendido (MPE). Assim, o setor de simetria
de calibre local U(1) do MPE descreve os efeitos sofridos pela eletrodindmica de Maxwell devido a
violacao da covariancia de Lorentz e da quebra espontanea da invariancia CPT.

O intuito da Dissertacao é estudarmos as propriedades a temperatura finita da eletrodinamica
CPT-par do MPE representada pelo termo (kp)avpp,F'*YFP?. O primeiro passo é construir uma
funcao de particao, bem definida e invariante de gauge, para uma configuracao arbitraria do tensor
(kF)avpp- Como estamos interessados em conhecer efeitos nao perturbativos ou exatos da quebra
espontanea da simetria de Lorentz, concentramos nossa aten¢ado nas componentes do tensor (kp)
cujas contribuigoes, em primeira ordem nao nula, para as relagoes de dispersao da eletrodinamica de
Maxwell ainda as mantém nao birrefringentes. Para uma maior clareza ou um melhor entendimento,
estudamos separadamente esses coeficientes ndo birrefringentes pertencentes aos setores de paridade-
par e de paridade-impar do tensor (kr). Consequentemente, para ambos os setores, mostramos que
a funcao de partigao é calculada exatamente e resulta ser uma poténcia da fungdo de particao de
Maxwell. Tal poténcia é uma funcao explicita somente dos respectivos parametros que controlam a
violagao da simetria de Lorentz (VSL). Esse resultado demonstra que as propriedades termodinamicas,
do setor nao birrefringente da eletrodinamica CPT-par do MPE, como densidade de energia, pressao,
entropia, etc, sejam as mesmas da eletrodinamica de Maxwell multiplicadas por uma funcao que
depende somente nos respectivos coeficientes nao birrefringentes. Desse modo, a lei de radiagao de

Planck mantém a mesma dependéncia funcional na freqiiéncia e a lei de Stefan-Boltzmann conserva-



se proporcional a 7. Entretanto, a constante de Stefan-Boltzmann usual sofre uma mudanca, pois
resulta multiplicada justamente por um fator global que contém as contribuicoes da VSL. No entanto,
observa-se que, em geral, os coeficientes do VSL induzem uma anisotropia na distribuicao angular da

densidade de energia emitida pelo corpo negro.

Palavras Chaves: Violacao da simetria de Lorentz, Teoria de campos a temperatura finita,

Radiagao do corpo negro.



Abstract

Maxwell’s electrodynamics is a field theory which contains in its structure three fundamental
physical symmetries: The Lorentz symmetry, the CPT-symmetry and the local gauge symmetry. The
Lorentz covariance and the CPT-symmetry are fundamental in the construction of any field theory
describing elementary (or not elementary) particles. Both together with the local gauge symmetry are
the cornerstones in the construction of the Standard Model and of others modern field theories. How-
ever, it is cogitate that as much the Lorentz covariance as the CPT-symmetry can be spontaneously
broken at Planck energy scale (or in the very early Universe when energies are close to the Planck
scale) due to quantum gravity effects. The possible residual effects of such spontaneous symmetry
breaking are studied within the structure of the Standard Model Extension (SME). The U(1)-local
gauge symmetry sector of the SME describes the effects produced in Maxwell’s electrodynamics due
to the Lorentz-covariance violation and the spontaneous symmetry breaking of the CPT-invariance.

Here, we study the finite temperature properties of the CPT-even electrodynamics of SME, repre-
sented by the term (kp)aupo F'* FP¥. First, we construct a well-defined and gauge invariant partition
function in the functional integration formalism for an arbitrary tensor (k). Then, we specialize for
the leading-order-nonbirefringent coefficients of the tensor (krp) and we study in separate the parity-
even and the parity-odd sectors. Consequently, for both sectors, the partition function is exactly
caculated by showing that it is a power of Maxwell’s partition function. Such power is an explicit
function of the respective parameters ruling the Lorentz-covariance violation. This way, Planck’s ra-
diation law retains its frequency dependence and the Stefan-Boltzmann law is maintained, except for
a change in Stefan-Boltzmann’s constant that is multiplied by a global factor containing all the LIV
contributions. Nevertheless, in general, it is observed that the LIV coefficients induce an anisotropy
in the angular distribution of the black body energy density.

Keywords: Lorentz symmetry breaking, Finite Temperature Field Theory, Black body radiation.
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Capitulo 1

Introducao

Em Teoria de Campos constantemente ouvimos falar em quebra de simetria, quebra espontanea
de simetria, violagcao da simetria Lorentz, quebra de simetrias discretas, etc. Entao, o que vem a ser
uma quebra de simetria? Ou uma quebra espontanea de simetria? Para responder estas perguntas,
primeiramente devemos aprender o que é uma simetria. Como primeiro exemplo, imaginamos uma
bola de sinuca branca girando sobre uma superficie plana, este sistema possui uma simetria de rotagao,
ou seja, a qualquer momento que olharmos a bola sempre iremos observar a mesma superficie esférica
branca. Entretanto, se escrevermos a palavra fisica sobre a superficie da bola branca perderemos a
simetria de rotagdo. Como segundo exemplo, consideramos uma barra circular na posi¢ao vertical

sobre um plano, neste caso, o sistema possui uma simetria cilindrica (ver fig. 1).

Figura 1: Exemplo de quebra espontanea de simetria.

Contudo, se aplicarmos uma forca, na direcao vertical e no sentido descendente sobre a barra, a
simetria também serd perdida, uma vez que a forga aplicada dobra a barra de modo arbitrario. Nestes

dois exemplos, dizemos que houve uma quebra de simetria.



Quando ocorre a quebra espontanea de simetria? No segundo exemplo, a forga aplicada sobre a
barra provocou uma curvatura. Como a barra pode dobrar para qualquer lado, ou seja, a escolha
é aleatdria, é espontanea, constitui uma quebra espontdnea de simetria. Um outro exemplo é o
ferromagnetismo: Seja um sistema de spins em movimento aleatdrio e desordenado que apresenta
isotropia espacial. A medida que resfriamos o material, os spins adquirem uma determinada direcao,
gerando dessa forma um campo magnético nao nulo ao longo dessa direcdo, ocorrendo uma quebra
espontanea da isotropia espacial na transicao de fase [1, 2].

E, sobre a violagdo da simetria Lorentz? A resposta para esta indagacio requer um pouco mais
de conhecimento matemético. Sendo assim, fagamos a seguinte revisao.

Dado dois sistemas de referéncia, sobreposto e com origens coincidentes, O (z,y) e O' (2/,y').
Localizamos uma particula no ponto P desse dois sistemas. E, em seguida rotacionamos o sistema
O’ («',y') por angulo ¢ e mantendo fixo uma particula neste ponto. Relacionamos as coordenadas de

O (x,y) com O (2/,y') segundo a transformagao de coordenadas:

T cos¢ sing T

= ) (1.1)
Y —sing cos¢ Y
na visao da particula. Entretanto, podemos manter os dois sistemas fixo e girar apenas a particula,

tal que a transformacao de coordenadas seja:

T _ cos¢ —sing T ’ (1.2)

Y sing cos¢ Y

na visao do observador. Os dois tipos de transformagdes descrevem a mesma rotagao de maneira
equivalente [1]. Entao, uma particula pode descrever a mesma rotagao por essas duas transformagoes
de coordenadas, deste que no segundo caso o angulo seja de —¢. Implicando na mesma matriz de
rotacao.

Essas duas transformacoes sao classificadas como: a transformacao de Lorentz do observador e a
transformacao de Lorentz da particula, respectivamente.

O que acontece com a simetria de Lorentz se colocarmos um background ou campo de fundo? Para
responder esta inquietagao seguiremos o seguinte exemplo. Seja um elétron dentro de um capacitor de
placas paralelas e considerando o campo elétrico E na direcao do eixo—z como um campo de fundo.
O vetor posicao 7 do elétron é perpendicular ao campo elétrico E. Na transformagao de Lorentz da
particula, fagamos o angulo de rotagao ser ¢ = +7. Como neste caso apenas as coordenadas irao

rotacionar, o elétron permanecerd na mesma posicao 7. Logo, o campo elétrico £ é perpendicular ao



—

vetor posicao 7, E L 7 (ver fig. 2).

Figura 2: Rotacao por um angulo ¢ na presenca do background.

Para a transformacao de Lorentz do observador devemos, obrigatoriamente, fazer o elétron girar de

o= —g para manter a equivaléncia das transformacées, o campo elétrico E é paralelo ao vetor posicao

7, E || 7 (ver fig. 3).

1
1
1
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1
1
1
1

Figura 3: Rotagao por um angulo —¢ na presenca do background.

Portanto, a simetria de Lorentz no referencial da particula na presenca do campo de fundo é
quebrada. Desse modo, a violagao ou quebra espontanea da simetria de Lorentz pode ser representada
por campos de fundo vetoriais ou tensoriais permeando o espago-tempo. Particulas e forgas tém
interagoes com esses backgrounds de modo semelhante a interacao de particulas carregadas com um
campo elétrico.

A qualidade imutdvel, ou invariancia, das leis fisicas para diferentes observadores representa uma
simetria do espago-tempo chamada de simetria de Lorentz. Tal simetria comegou a ser estudada nos
anos de 1890 pelo o fisico tedrico holandés Hendrik Antoon Lorentz [3]. Em 1904, ele apresentou

suas famosas transformagoes de coordenadas, hoje conhecidas como transformacoes de Lorentz, termo



cunhado por Poincaré em 1905, assim:

¥ = y(z—ot), (1.3)
y o= (1.4)
2 =z, (1.5)

oo (-5) 1s)

Maxwell, em 1873 no seu trabalho seminal [4], propds que a luz requeria de um meio material
para se propagar fazendo analogia com as experiéncias envolvendo a propagacao de ondas num fluido.
Maxwell era adepto da idéia aristotélica de que a luz se propagava através de um meio material: o éter,
meio que tinha densidade desprezivel e que nao interagia com a matéria. Em vista das propriedades
da luz, ja observadas naquela época, acreditava-se que o éter permeava todo o universo. Entretanto, a
questao do éter foi abandonada com o advento da Teoria da Relatividade Restrita [5], a qual estabelece
a covariancia de Lorentz como uma simetria fundamental da natureza. A teoria da relatividade restrita
estd baseada em dois principios béasicos: O primeiro nos diz que as leis da fisica sao as mesmas em
todos os referenciais inerciais e o segundo que a velocidade da luz é a mesma em relagao a qualquer
referencial inercial.

A covariancia de Lorentz é a pedra fundamental na construgdo de todas as Teorias de Campos
que descrevem as interacoes fundamentais e, sobretudo responsédveis pela construcao das modernas
teorias da fisica de altas energias. Os experimentos mais recentes confirmam a invariancia de Lorentz
com uma alta precisao, numa escala de energia que vai até 2 TeV. Contudo, na atualidade, é dis-
cutida a possibilidade de que a simetria de Lorentz possa ter sido quebrada na escala de Planck ou
equivalentemente no inicio do universo quando a energia alcancada era dessa ordem de magnitude.
Tal cendrio é sugerido pela teoria das cordas [6] e, constitui a chave para o estudo de teorias de cam-
pos nao-comutativos [7]. Os novos experimentos que se iniciarao no LHC (Large Hadron Collider),
poderao estender a escala de energia até aproximadamente 14 TeV. Nessa escala de energia, a simetria
de Lorentz (SL) deve ser testada e confirmada se realmente ainda é vélida ou eventualmente possa ser
observada a sua quebra.

Ainda existem na natureza um conjunto de simetrias discretas, que sao chamadas de CPT: que
corresponde a conjugagao de carga (C), a inversao espacial ou paridade (P) e a inversao temporal (T).
A conjugacao da carga supOe que para cada particula existe uma anti-particula com a mesma massa
mas de carga oposta. A simetria de paridade caracteriza um sistema que é invariante sob a inversao

das coordenadas. Um exemplo simples que mostra essa simetria é colocarmos uma bola branca de



sinuca diante de um espelho.

A composicao das simetrias de conjugacdo de carga e de paridade conhecida como a simetria
CP, foi proposta por Landau em 1957 e descobertas em 1964 pelos norte-americanos James Cronin
e Val Fitch os quais foram laureados com o prémio Nobel de Fisica em 1980. O mecanismo da
quebra espontinea da simetria CP foi proposta pelo fisico japonés Yiochiro Nambu quando estudava
decaimento de kdons'. E, sendo uns dos laureados do prémio Nobel de Fisica em 2008. A importancia
da quebra espontanea da simetria CP implica na possibilidade de explicar porque o universo contém
mais matéria do que anti-matéria.

Para compreender a inversao temporal assistiremos um filme qualquer do inicio ao fim e, em
seguida, do fim ao inicio. Veremos todas imagens retrocedendo o que nao concorda com o sentido
do filme. Neste caso, ndo ha simetria. E, se assistimos um filme sobre sinuca? A situacdo é a
seguinte: temos um jogador, uma mesa de sinuca e apenas o capitdo (a bola branca). O jogador
aplica uma tacada sobre o capitao. Este adquire uma velocidade, choca-se contra um lado da mesa
e retorna para o mesmo ponto de partida. Assistindo este filme no sentido contrario (retrocedendo
as imagens), nao teremos condigao de determinar o sentido real do filme por que as imagens sao as
mesmas independentemente do sentido do filme, esta simetria é denotada por inversao temporal. Note
que embora a simetria de inversao temporal tenha esta denominacao, nao significa que o tempo esteja
retrocedendo e sim as imagens geradas em cada instante.

Em resumo, a simetria CPT prevé que, se um relégio é substituido por seu equivalente de anti-
matéria com paridade invertida e anda para trds no tempo, os dois manterao horario idéntico [3].

Na natureza existe a violacdo de modo individual das simetrias C, P, T e CP, mas até o momento
nao existe nenhuma comprovacao experimental da violagao das simetrias PT e CPT. A construcao das
Teorias Quanticas de Campos descrevendo as particulas elementares e suas interagoes sao restritas pelo
teorema CPT, que estabelece que toda Teoria Quantica de Campos além de ter a simetria CPT na sua
estrutura, deve satisfazer as seguintes propriedades: principio de localidade, invaridncia sob a simetria
de Lorentz e analiticidade das representagoes do grupo de Lorentz com respeito aos parametros de
translacao e rotagao [8].

O Modelo Padrao (MP) ¢, até o momento, a mais sofisticada teoria matematica sobre a natureza.
O Modelo Padrao, cujo grupo de simetria é o SU (3) x SU (2) x U (1), é uma teoria compreensiva que

identifica as particulas elementares e especifica como elas interagem através da interacao forte, SU (3),

1850 meséns que possuem um quark s composto de particulas subatémicas KT, K=, K° e anti-K°. Possuem spin

nulos, portanto sdo bdsons.



a interagao fraca, SU (2) e a interacao eletromagnética U (1). Dessa forma, tudo o que acontece em
nosso mundo (exceto os efeitos gravitacionais) resulta das interagoes das particulas contidas no MP
segundo suas regras e equagoes [9].

As pesquisas que estudam as conseqiiéncias da quebra da simetria de Lorentz e da simetria CPT sao
freqilentemente desenvolvidas sob o arcabougo tedrico do Modelo Padrao Estendido (MPE), primeira-
mente proposto por Colladay e Kostelecky [10].

O MPE contém, além das interagoes que definem o atual MP, interages que violam as simetrias de
Lorentz e de CPT que sao controladas por coeficientes (gerados via a quebra espontanea da simetria
de Lorentz numa teoria quantica fundamental definida na escala de Planck) que sdo quantidades
tensoriais genuinas no referencial do observador. A quebra espontanea da simetria de Lorentz garante
que ela ainda permanece tanto como uma simetria da teoria fundamental como também da teoria
efetiva emergente abaixo da escala de Planck no referencial do observador. Contudo, no referencial da
particula esses coeficientes tensoriais resultantes da quebra ou violagao da simetria de Lorentz (VSL)
nao seguem as regras de transformacao impostas pela covariancia de Lorentz.

Uma forte motivagao para estudar o MPE ¢é a necessidade de conseguir alguma informacao sobre
a fisica fundamental que rege na escala de Planck onde cogita-se que a simetria de Lorentz pode ser
quebrada espontaneamente devido aos efeitos quanticos gerados pela gravitagao (gravidade quantica).
Essa procura é feita principalmente no setor fotonico do MPE que tem sido amplamente estudado com
dois propdsitos: a determinagdo de novos efeitos eletromagnéticos induzidos pela interagao do campo
eletromagnético de Maxwell com os campos tensoriais gerados pela quebra espontanea da simetria de
Lorentz e, a imposicao de rigorosos limites superiores para as magnitudes dos coeficientes tensoriais
que regem os efeitos da violagao da simetria de Lorentz a baixa energia [11, 12, 13].

Os estudo dos efeitos da violagdo da simetria de Lorentz no eletromagnetismo foram iniciados por
Carroll-Field-Jackiw (CFJ) no inicio dos anos 90 [14], quando eles incluiram na densidade lagrangiana
da eletrodindmica de Maxwell um termo do tipo Chern-Simons, e*** (k) u A, Fy, que além de
quebrar a simetria de Lorentz também quebra a simetria CPT. Nesse termo, o vetor constante (kar) L
¢é o responsavel por fixar um campo de fundo que rege os efeitos da violacao da simetria de Lorentz e
da simetria CPT.

O setor fotonico do MPE além do termo do tipo Chern-Simons inclui um termo CPT-par da forma
(kp)"" F w i O tensor constante (k) tém as mesmas simetrias que o tensor de Riemann além de
possuir duplo trago nulo. A eletrodinamica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw (MCFJ) é causal, estavel

e unitdria [15] somente se o campo de fundo é puramente tipo-espago, (kar) u= <0, k4 F) Enquanto,



a eletrodinamica que leva em consideracao somente o termo CPT-par é causal, unitaria e estavel para
valores suficientemente pequenos dos elementos do tensor (kr) [16] .

Uma caracteristica marcante da eletrodinamica do MPE é o fato de apresentar o fenomeno da
birrefrigéncia do vacuo [14, 17, 18], ou seja, a velocidade da luz depende do modo de propagacao
assim como da rotagao do plano de polarizagdao. Considerando que a birrefrigéncia cresce linearmente
com a distancia, a andlise deste efeito sob escala cosmoldgica oferece um bom cendrio para a busca
de indicios da violagao da simetria de Lorentz. A andlise de luz polarizada de fontes astrofisicas
[14, 17, 18], tem a vantagem de que pequenos efeitos sdo acumulados devido ao tempo muito grande de
propagacao da luz e podem produzir resultados de alta sensibilidade comparados com aqueles obtidos
com matéria [19]. Nesse contexto a radiagao césmica de fundo (RCF), sendo a radiagao mais antiga
e limpa disponivel para observacao, oferece uma oportunidade tnica para a pesquisa dos efeitos da
violagao da simetria de Lorentz envolvendo fétons. Na referéncia [20], foram desenvolvidos ferramentas
tedricas para extrair, das observagoes polarimétricas da RCF e da andlise dos dados observacionais,
medidas altamente sensiveis das magnitudes dos parametros que controlam a quebra da simetria de
Lorentz.

Como os termos ou os coeficientes que controlam a quebra das simetrias de Lorentz e CPT alteram
a propagacao da luz, é natural supor que também as propriedades termodinamicas do campo eletro-
magnético sejam modificadas. Nesse contexto, num recente trabalho [21], foi investigado a influéncia
do setor CPT-impar ou termo CFJ nas propriedades termodinamicas do campo de Maxwell via o
formalismo de teoria de campos & temperatura finita [22]. Primeiramente, analisaram a estrutura
hamiltoniana do modelo usando o formalismo de Dirac para definir a funcdo de particao desta teoria
sem ambigiiidade. Na seqiiencia, foram analisadas as correcoes induzida pelos coeficientes que regem
a VSL no fendmeno da radiagdo do corpo negro. Observaram-se que a lei de radiagdo de Planck e
a lei de Stefan-Boltzmann sofrem corre¢oes em ordem quadratico pelos coeficientes da VSL. O efeito
mais importante acontece na distribuicao angular da densidade de energia do corpo negro que torna-se
anisotrépica. Tais anisotropias geradas pela VSL foram relacionadas com as anisotropias da radiagao
cOsmica de fundo.

Na presente Dissertacao de Mestrado, estudamos as propriedades termodinamicas campo fotonico
do setor CPT-par do MPE. Especializamos nossa analise as componentes nao birrefringentes do tensor
(kp) com o intuito de ganhar informagoes nao perturbativas sobre a influéncia da VSL nas propriedades
termodinamicas do campo eletromagnético. Com esse motivo particularizamos nossos estudos, sepa-

radamente, aos setores de paridade-par e de paridade-impar. Os resultados obtidos tem um carater



global para o setor nao birrefringente do tensor (kr), ou seja, a funcao de particao, tanto do setor
de paridade-par como de paridade-impar, é uma poténcia da funcao de particao da eletrodinamica
de Maxwell, onde a poténcia é uma funcao pura dos respectivos coeficientes nao birrefringentes. A
nova funcéo de particdo nos casos analisados, contém todos os efeitos nao perturbativos oriundos da
violagao da simetria de Lorentz. Obtemos como resultado desta andlise as mesmas propriedades ter-
modinamicas da eletrodinamica de Maxwell, tais como densidade de energia, pressao, entropia, etc.,
multiplicadas por uma funcao que depende somente dos respectivos coeficiente nao birrefringentes.
Em geral, a distribuicao angular da densidade de energia ganha um comportamento anisotrépico de-
vido aos efeitos da VSL, tal como ocorre na eletrodinamica CPT-fmpar [21]. Vale a pena ressaltar
que os resultados obtidos para o setor nao birrefringente de paridade-par foram publicados na revista
Physical Review D no final de 2009 [23]. E, os resultados referentes ao setor nao birrefringente de
paridade-impar serao publicados em breve (maio de 2010) Physical Review D [24].

Esta dissertacao estd divida em cinco capitulos. O primeiro é a introdugao. O segundo capitulo é
composto de duas segoes, uma sobre revisao da formulagao lagrangiana e hamiltoniana da mecanica
classica. A outra retrata o campo escalar massivo, abordando a amplitude de transicdo vacuo-vécuo,
gerador funcional das func¢oes de Green completas e conexas e a acao efetiva. No terceiro capitulo,
temos um tratamento do campo escalar a temperatura finita no formalismo de tempo imaginario.
No quarto, com carater puramente didatico, estudamos o campo eletromagnético de Maxwell com o
intuito de ganharmos experiéncia no tratamento de sistemas vinculados proposto por Dirac [25]. As-
sim, apresentamos a formulagao hamiltoniana da técnica de quantizagao conhecida como integragao
funcional ou integral de trajetéria de Dirac-Feynman. Logo, que conhecemos a estrutura de vinculos
ou estrutura hamiltoniana, estarfamos em posi¢do de quantizé-la tanto a temperatura zero (Teoria
Quantica de Campos usual) via o calculo do gerador funcional das fungoes de Green, ou estuda-lo
a temperatura finita segundo a construcao da funcao de partigdo (Mecanica Estatistica Quantica).
Em nosso caso, calculamos a funcao de particdo para obtermos as propriedades termodinamicas do
campo, tais como as leis de radiacao de Planck e a de Stefan-Boltzmann. No quinto capitulo, uti-
lizamos o mesmo procedimento do capitulo 4 para analisarmos as propriedades termodinamicas da
eletrodinamica CPT -par do MPE, especialmente os efeitos dos coeficientes nao birrefringentes. Além
disso, incluimos 4 apéndices: no apéndice A estabelecemos como padrao as unidades naturais, o tensor
métrico e algumas relagoes uteis. O apéndice B apresenta a decomposigao do tensor (kr) a temper-
atura zero, e as relacoes de dispersao das componentes nao birrefringentes da eletrodinamica CPT-par

tanto nos setores de paridade-par como o de paridade-impar. O apéndice C apresenta o primeiro



artigo publicado na revista Physical Review D, e o apéndice D apresenta o segundo artigo publicado

na revista Physical Review D.



Capitulo 2

Campo escalar a temperatura zero

2.1 Mecanica Classica

Na mecanica clédssica a quantidade fundamental para a descricao de um determinado sistema fisico

é conhecido como a ac¢do, S, definida pela seguinte funcional:

tp
§= [ dtLig1). (2.1)
ta

em que L g, q,t] é a lagrangiana do sistema, definida por:

Llg,q,t|=T—V, (2.2)

onde T e V sao as energias cinética e potencial do sistema, respectivamente.
Para um sistema unidimensional composto de N particulas descritas pelas coordenadas ¢; e energia

potencial independente do tempo, temos:
Al
L= [jmat -V ia)] 23)
1=

Definimos o0 momento canénicamente conjugado as coordenadas ¢; como:

oL
i = —. 24
Pi= g (2.4)
Para uma teoria definida em (2.3), o momento canénico conjugado é:
A definigdo do parénteses de Poisson é:
0A0B 0BO0A
A B = — — . 2.6
40080003 (555 ~ 0 o) (2.
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Logo, os parénteses de Poisson entre varidveis canonicamente conjugadas sera:

{ai,pj} = 64 (2.7)

A Hamiltoniana canodnica do sistema é definida via a seguinte transformagao de Legendre:

H =Y pigi(p.q) - Llg,d(p,0),1], (2.8)
em que:
OH
li = ; 2.9
q o, (2.9)
OH
o= —o 2.10
p 94, (2.10)

As equagoes (2.9) e (2.10) s@o conhecidas como as equac¢oes Hamiltonianas.

Em geral, a evolugao temporal de uma quantidade A = A (p, q,t) é dada por:

d , 0A
pA=A={AH)+ oo (2.11)

2.2 Campo escalar massivo

A densidade lagrangiana para o campo escalar massivo é:

L= % GO — %ngZ)Q. (2.12)

Calculando o momento candnicamente conjugado, temos:

oL -
55 &. (2.13)

™

Observando que este modelo nao tem vinculos, podemos passar ao formalismo hamiltoniano sem
nenhuma preocupacgao.

A densidade hamiltoniana candnica serd:
; 1 5 1 2, 1 99
A hamiltoniana candnica é definida como:

He = /d%z He = /d?’.f [;ﬂ + % (Vo)® + %mZ(ﬁQ . (2.15)

As equagoes hamiltonianas sao:

¢={¢,Hc} =m. (2.16)

11



De maneira anéloga a deducao da eq.(2.16), temos:
7= {m Hc} = —m?¢ + V2¢. (2.17)
Derivando mais uma vez (2.16), teremos:
o=, (2.18)
e substituindo em (2.17) obtemos a equagao de Klein-Gordon-Fock:

(O+m?) ¢ =0. (2.19)

2.2.1 Amplitude de transicao vacuo—vacuo

Define-se a amplitude de transicdo como:

Z = (0]0)

= /Dd)Dw exp {i/d4:v (7r¢ - Hc)} . (2.20)

Substituindo na eq.(2.20) a densidade Hamiltoniana da pela eq.(2.14), teremos:
. 4 15 1 2 1 5.9
7 = | D¢DrexpRi | d*x |np — 3™ T3 (Vo) — gm o (2.21)
completando o quadrado no expoente:
1 A2 1.2 1 1
_ . a_ | t( 1.2 1 2 1 9.9
Z = /ngDwexp {z/d T [ 5 <7T qS) + 2¢> 5 (Vo) 5 1) }} (2.22)
fazendo a translacao m — m + d) e considerando que Dm — D, obtemos:
. 4 L,
Z = /Dﬂexp{z/d T [—271' ]}
1
X /D¢exp {i/d% [augbaﬂqs— 2m2¢>2] }

Assim, as integracoes em 7 e ¢ fatoram-se. A integracdo em 7 é independente do campo ¢, logo sua

(2.23)

contribuicao serd uma constante e teremos que amplitude vacuo-vécuo torna-se-a:

Z = Nﬁ/m exp {i/dA‘:U Baﬂgba"gb - ;m%z] } , (2.24)

N, = /Dwexp {i/d‘lx |:—;7['2:| } (2.25)

12
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2.2.2 O gerador funcional das fungoes de Green completas

A partir da eq.(2.24), que expressa a amplitude de transigdo vacuo-vécuo correta, definimos o
gerador funcional das fungoes de Green completas para o campo escalar descrito pela equagao de

Klein-Gordon-Fock como:
ZJ] = N/Dqﬁ exp {i/d‘*x [;%qﬁ“qﬁ - %m%ﬁ? + Jqﬁ] } : (2.26)

onde J (x) é a fonte externa acoplada linearmente ao campo escalar ¢ () e N é uma constante de

normalizagao tal que Z [0] = 1, desse modo temos que:
~1 o |1 L 9.
N~ = [ Dpexpqi | d*x 56@({)8‘% —gm 1) . (2.27)

Vejamos a utilidade do gerador funcional Z [J] no célculo dos valores esperados dos produtos de
campos temporalmente ordenados, ou seja, das funcoes de Green.

Em primeiro lugar, lembramos que valor esperado do operador g%(x) é dado por:
G (x) = (0 ¢ (2) [0) = (0] & (0)[0). (2.28)
devido a invariancia sob translagoes espaco-temporais. Em termos da integracao funcional podemos

) /D¢ ¢ (x) exp {z’/d%’ .c}

(01 (2) |0) = /D¢ eXp{i/d4$/£} ; (2.29)

observando que dentro da integracao funcional o campo ¢ (z) é uma fungao escalar.

escrever:

Naturalmente podemos obter a expressao (2.29) a partir do gerador funcional (2.26). Portanto,

calculamos a derivada funcional de Z [J] em relac@o a corrente externa J ()

gf([g = N/Dqﬁ i¢ (x) exp {i/d‘lx’ [;au¢au¢ _ %m2¢2 i J¢] } 7 (2.30)

fazendo J = 0 e substituindo o valor da constante de normalizacao IV, teremos:

/ng ¢ (z) exp {i/d4$' B@Hgb@“qb — ;mQQbQ] }

gf([J; =1 1 1 , (2.31)
T 1=0 /ng exp{i/d4x’ [28H¢8”¢)— 2m2¢2]}
que reproduz exatamente a equacao (2.29), dessa forma:
37 [J] LA
=14(0|¢ (x)]0), 2.32
T, = 01s@0) (2:32)
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ou seja,
016 @)10) = () = 2 [é])

Em segundo lugar, determinamos o propagador ou fungao de Green de 2-pontos do campo escalar,

G® (z —y), definido como:

. (2.33)
J=0

G (2~ y) = (0|Té (@) b ()] 0), (2.34)
onde definimos o operador ordenamento temporal:

T (x)d(y) =0 (2" —4°) d(2) b (y) + 6 (4" —2°) 6 (y) & (), (2.35)

onde 6 (z) é a fungao escada dada por

e(x){ boser=0 (2.36)

0 sex <O

Podemos mostrar que o propagador (2.34) quando escrito em termos da integracao funcional seré:

/ Do ¢ (x) ¢ (y) exp <z / d4:L"L>'
/ D¢ exp< / d4x’£>

A presenga de dois campos no numerador do lado direito da equagao (2.37) sugere que devemos

(0] T¢ (x (2.37)

calcular a segunda derivada funcional de Z [J] em relagdo a corrente J, com esse intuito, calculamos

a derivada funcional em relagao a J (y) partindo de (2.30):

700 (570) = ¥ [Pe oty (141044

AU - o
ot = N [olw@liswles (i [t i+ 50) 2.38)

— N [Doswotew (i [ d e+ a6).

AR
didJ (x) 0iJ (y)

Para J = 0, vem:

= (0] 7% (z) & () 10) (2.39)

J=0

ou seja,
3*Z [J]

(0] T (z) ¢ (y) |0) = §iJ (@) 6iJ ()

. (2.40)
J=0

14



Estendemos este procedimento ao valor esperado do produto ordenado temporalmente de

n—campos, ou seja, a funcao de Green de n—pontos, G™ (z1, x, - - - ,x,), dada por:

G @1,z ywn) = (0|6 (21) 6 (r2) - (wa)|0),

(2.41)
1 5" [J]
i"0J (xy) -+ 0J (x2) 8J (x1)

J=0

2.2.2.1 Calculo exato do gerador funcional para o campo escalar

Em geral, o calculo do gerador funcional de um dado modelo é feito seguindo alguma técnica
perturbativa, embora, neste caso, devido a lagrangiana que define o modelo de Klein-Gordon-Fock
ser quadratica nos campos, o gerador funcional podera ser calculado exatamente. Para este fim,

primeiramente faremos uma mudanga de varidvel no gerador funcional (2.26)
¢»—=>9o+déc, Do— Do, (2.42)

sob tal translagao a medida funcional ndo muda e, o campo ¢ € solucao da equagao de movimento

ou equacgao de Euler-Lagrange para o campo ¢ :
—([@+m?) ¢c +J =0. (2.43)

Entao, substituindo (2.42) em (2.26) e usando a equagao de movimento (2.43) o gerador funcional serd
expresso como:

Z[J] = exp {; / dz J(z) oc (x)} : (2.44)

Para calcular a expressao ¢., em termos da fonte J, devemos solucionar eq.(2.43). Usando as

representagoes de Fourier dos campos.

Para ¢ : 4
so(0)= [ (;f; bo (p) e, (2.45)
e para J :
T (z) = / (;i? J(p)e e, (2.46)
substituindo em (2.43), obtemos: )
éc (p) = —pQJ_(%, (2.47)



que inserida em (2.45) proporciona o campo ¢ em termos da fonte ou corrente J:
dp J :
pc (x) = —/ b W) _ -iva

A transformada de Fourier, J (p), é expressa como:

J(p) = /d4y J (y) ™,
e substituindo em (2.48), teremos:
¢ () =—/d4y G(z—y)J(y),

onde definimos a funcao G (x — y) como:

d4p e_ip'(m_y)
Glo—y)= / (2m)* p? — m? +ic’

que representa a funcao de Green da equagao de Klein-Gordon-Fock:

(Op+m*) Gz —y)=—6(z—y).

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

A prescricao +ie na definigao da funcao de Green (2.51) garante que o gerador funcional (2.26)

seja bem definido:

Z[J] = N/Dd)exp {i/d‘*x [;aucﬁa% - % (m® —ie) ¢* + J¢] } :

(2.53)

Substituindo (2.50) em (2.44) obtemos a expressao do gerador funcional somente em termos da

corrente J:
Z1J] = exp {—;/d4xd4y J(2)C(z —y) J(y)} .

Calculando o valor esperado do operador g?) via a equacao (2.33) obtemos:

() =0,

tal resultado garante que estamos em um modelo sem quebra espontanea de simetria.

Calculando o propagador do campo escalar dado pela equacao (2.40):
¢ (2 —y) = (0|Té (@) $(y)|0) =iG ( —y).

que no espaco dos momentos resulta em:

G (p) = 5—

p2 —m?2 +ie’

que retrata o propagador de Feynman para o campo escalar:

d4p e—ik(m—y)
Ap(z —y) =i :
F (JI y) 7’/ (27‘()4 pg _ mg + ic
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2.2.3 O gerador funcional das fungoes de Green conexas

A partir do gerador funcional das funcoes de Green completas definimos o gerador funcional das

fungdes de Green conexas, W [J], por:
Z[J] = exp (z W [J]) . (2.59)

O seguinte passo ¢é expressar as fungoes de Green completas em termos das fungbes de Green conexas.

Assim, comecamos com as fungoes de Green de ordem menor, ou seja:

SZ[J] oW [J]
§iJ (z)  0J (x)

ZJ], (2.60)

logo, fazendo J = 0, obtemos o valor esperado do campo ¢:

(p@) =S| = {(3@),. (2.61)

J=0

onde o subindice C' indica as funcées de Green conexas.

Calculamos o propagador derivando (2.60) em relacao a iJ (y):

AV » 82W [J] SW [J] 6W [J]
§id (y)0id (z) " 6J (y)dJ (x) 1] 0J (z) 6J (y) ZL1, (262)
e fazendo J = 0, obteremos o propagador para o campo ¢:
(0|76 @ w)|0) = =i (0|Td@dw)|0) +(3@) (o)., (2.63)

onde definimos a funcao de Green conexa de 2—pontos como:

82W [J]

(0|76 @) dw)|0) = TG (2.64)

J=0

Derivando a eq. (2.62) em relagao a iJ (z), obtemos a fun¢ao de Green completa de 3—pontos:

837 [J] o W J] )i W] W [J] Z17)
§iJ (2)6iJ (y) 0iJ (x) — 0J(2)6J (y)d0J () 8J (y)dJ (z) 6J (z)
W I W [J] SWIJ] W [J]

Z[J]

Z[J]  (2.65)

TSI (2) 00 () 0J () < T ST () 6 (2) 0 (y)

SW [J] 6W [J] 6W [J]

57 ) 37 07 (s) 27
fazendo J =0:
(0|76 @ 6w d(2)]0) = —(0]Té@ o) d(2)|0) i (0T @) dw)|0) (d(:))
~i (0|76 (@) 6(2)[0) (o)), —i(0|Téw)é(2)|0) ($@)
+(0@),(sW),(3()),, (2.66)



sendo <0 ‘T{b () ¢ (y) & (z)‘ 0>C a fungao de Green conexa de 3—pontos definida como:

B §W [J]
o 0T (2)0] (y) o] ()| ;=g

(0|4 ()6 W) 6(2)|0) (2.67)
Para obtermos a funcao de Green completa de 4—pontos, devemos calcular a quarta derivada do

gerador funcional Z [J] em termos das derivadas do gerador funcional W [J] ou derivar a eq.(2.65)

com respeito a iJ (x4), desde que substituimos =,y e z por x1,xs e x3, respectivamente, assim:

647 [J] _ SAW [J] )
§iJ (z4) 0iJ (x3) 0iJ (w2) 6iJ (v1)  6J (w4) 6J (w3) 6 (w2) 6 (1)
S3W [J] SW [J] W [J] SW [J]

6J (23) 0J (x2) 0J (w1) 6J (u)Z[ I=57 (24) 6J (22) 6 (1) 6.J (xg)Z 7]

82W [J] 82W [ J] W I[J]  SW[J] W [J]

6 (w2) 6 (1) 6 (x4) 5J @ 2V =155 (2xz) 5. (1) 6J (;US) 5. (24)

S 6J @@fsi?(fg)]aj (1) 6J (9[52]) Z2U=55 (5:63/ 5[:1]](951) 8J ((LZ)V 5[}]](.@2) at
s (53/ 5[,}]](331) S,IJV(L?) gf(g[j) 2U=57 (6;3/ 5[:1]](951) 57 (53/ 5[,}]](332) ay
a ?ﬁiﬂ 6J (mffs%gw (22) At g?/(i{]) 6J ((ZV)V 5[:]]](:52) 6J (9[54]) at

W I W [J] W [J] OWIJ] W IJ] W [J]
T'5T (24) 0 (1) 0J (x2) 0J (x3) 57 (1) 0J (24) 87 (22) 6 (x3)
S OW ] oW [] S*W [J] 21711 W] oW [J] oW [J] oW [J]

oJ (561) oJ (1‘2) oJ (.%'4) oJ (xg) oJ (wl) oJ (:Eg) oJ (.1‘3) oJ (.1‘3)

A

Z1J]

Z1[J)]
e para J = 0, vem:
(0|76 @1) 8 (22) & (23) d (@) 0) = i (0|76 (@1)d (22) & (w3) 6 (a)|0)
—(0]T6 (1) & (w2) d(29)|0) _ ($(@0)) = (0|7 (1) (w2) & (aa)| 0

0|T¢ (1) ¢ (x3) ) (564)‘ 0>C <§5 ($2)>

/\

C

)
0|76 (x2) 6 (23) 6 (20)] 0) _(d(a1))
)

i <o T (1) § (x3) °>c <¢ <~””2>>c <<?> (20)) =i (0|Td (@) d@n)|0) (&) (b)),
—i (0|76 (22) 6 (@9)] 0) (& (@) _ (b(x0)) =i (0]Td (@) d(x0)|0) (b)) (b (s))
{ofrodtwa|o), (36e0) (3109),, + (360, bi6), (b0, (o600,
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Se a teoria nao tem quebra esponténea de simetria <g?) (azz)>c = <<25 (xz)> =0comn=1,2,3,4,a

funcao de Green completa de 4—pontos torna-se:

¢
(0|76 @) & (@) 0) (0|70 (@3) b (x0)]0)
(01 @) d(@s)|0) (0|76 (22 (20)|0),

~

(0|76 (@) & @n)] 0) (0|76 (@2)é (22| 0) .

Desse modo podemos expressar as fungoes de Green completas de n—pontos como uma composigao

de fungoes de Green conexas de m—pontos, sendo 1 < m < n.

2.2.3.1 W][J] para o campo escalar

Para a teoria do campo escalar, o gerador funcional das funcoes de Green conexas pode ser obtido,

explicitamente, a partir da equacao (2.54):
W] = —% / dady J (@) G (x—) J (y), (2.68)
e a unica funcao de Green conexa nao nula é a funcao de 2—pontos:
(0|16 @) dw)|0), =G (= —y). (2.69)
2.2.4 Acgao efetiva

Como Z [J] e W [J] s@o os funcionais geradores das fungoes de Green completas e conexas, respec-
tivamente, poderemos introduzir a acao efetiva, I'[¢], ou funcional gerador das fungoes irredutiveis a

uma particula (I1P), via transformagao de Legendre

Ll = W) - [ d's T @) 6 (a). (2.70)
de tal modo que as seguintes relagoes funcionais sejam satisfeitas:
or oW [J]
S = . 2.71
oe =@ G = 0w 2.11)

A importancia da acao efetiva reside em conter todas as corregcoes quanticas a teoria cldssica. Em

outras palavras nos revela como os efeitos quanticos corrigem a teoria classica de partida. Sendo
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de fundamental quando tratamos o processo de renormalizacdo de uma teoria de campos ou quando
queremos obter uma teoria de campos efetiva valida num determinado regime de energia.

As fungoes 1P sao obtidas via a derivagao funcional da agao efetiva em relagao ao campo ¢, assim,

a funcéo I1P de n—pontos, I'™) (z1, x5, --- , ), é dada por
5" [¢]
T (21,29, ) = ) 2.72
( A FIEN P FY ST rAEn) W 27
Expressando a agao efetiva como:
1
r[¢]=§m/dm-~d% DO (a1, ) &) 0 (o) (2.7
Calculamos algumas fungoes irredutiveis a uma particula. Por exemplo, a fungao I1P de 1—ponto:
or
W (z) = , (2.74)
5o (x) =0

se (2.74) for nula, teremos uma teoria sem quebra de simetria. Porém, se for nao nula estaremos numa
situacao em que hé uma quebra de simetria.

A funcio I1P de 2—pontos, I'? (z,y):

8T [g]
00 (y) 60 (x)

que expressa os termos quadraticos dos campos que constituem a acao, ou seja, proporciona a parte

™ (z,y) (2.75)

$=0

cinética da teoria, tanto a classica como as suas correcoes quanticas.

As fungoes I1P de ordem superior, em geral, representam as interagoes entre os campos, ja presentes
ao nivel classico, e suas respectivas corre¢oes quanticas. Além das novas interacées que surgem devido
aos efeitos quanticos. No caso das teorias efetivas é de interesse as novas interagoes que surgem como

produto de tais efeitos quanticos.

2.2.4.1 T'[¢] para o campo escalar

A partir do gerador funcional das funcoes de Green conexas dada pela equagao (2.68) e usando a

segunda equagao em (2.71) encontramos ¢ (x) como uma funcional da fonte externa J (z):

b(x) = — / dy Gz —y) T (y) . (2.76)

Aplicando o operador (D + m2), na equagao acima:
(O m) (@) == [ d'y Qo m?) G o= )T ),
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da equagao de movimento (2.52), obtemos a explicita dependéncia da fonte externa J em termos do
campo ¢:

(Op +m?) ¢ (z) = J (2). (2.77)
Substituindo (2.76) em (2.68), temos:

1

W =5

/ dz ¢ (z) J (z), (2.78)

que substituido na agao efetiva (2.70) resulta em:

Plgl=—; [ d's 6(@) I (a) . (2.79)

usando a expressao (2.77) para a corrente .J, vem que:

Dig= 5 [ d' (@) O+ m?) 6 ),

e ap0s uma integracao por partes, obtemos a acao efetiva para o campo escalar ¢ :
4. (1 L 5.9
Plo@)] = [ d (50.60"0 — 5m?¢? ) (2.80)

que simplesmente representa a acao classica do campo de Klein-Gordon-Fock.
Devemos observar que em geral para uma teoria quadratica nos campos, a acao efetiva coincide
com a acao classica de partida.

Calculamos as fungoes I1P deste modelo. A fungédo I1P de 1-ponto é nula, logo:

oI (¢)
6¢ (x)

como esperado pois estamos numa situagao sem quebra espontanea de simetria.

= 0. (2.81)
$=0

A funcao I1P de 2-pontos resulta em:

5T (¢)
66 (y) 6¢ (x)

que e expressa a parte cinética da teoria.

=— (O, +m*) s (z—y), (2.82)
$=0

As funcgoes I1P de ordens superiores (n > 3) sao explicitamente nulas.
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Capitulo 3

Campo escalar a temperatura finita

Seja uma teoria quantica de campos descrita por uma densidade Hamiltoniana # (, ¢), onde
¢ (Z,t) e m (&, t) sdo os operadores do campo e do momento candnico conjugado, respectivamente. Na
visao de Schrodinger, |¢g) e |¢) sao autoestados de ¢ (Z,0) e ¢ (Z,t) com autovalores ¢ (%) e ¢ (T)
[26], assim:

¢ (,0) [$o) = o (Z) |90) , (3.1)

¢ (T,1) |¢) = ¢ (T) |9) - (3.2)

No formalismo funcional de Feynman podemos escrever a amplitude de transicdo de um estado

evoluir |¢y) em t = 0 para |¢) no instante t = t;, como:

(ple™ gy ) = /’DWD¢exp {z‘/otf dt/d?’a? (#?;f Y (ﬂ,qﬁ)) } : (3.3)

onde a integracao ¢ realizada sobre os campos classicos indo ¢ (Z) em ¢t = 0 até ¢ (&) no tempo t = ;.

Para descrever a teoria a temperatura finita, devemos fazer:

Y R
itp=p, it=71 e Er (3.4)

onde 3 é o inverso da temperatura. Substituindo em eq. (3.3), teremos:

<¢\e*5Hy¢0> — /DﬂD(bexp{/oﬁ dT/d3:E [z‘n87¢—%(n,¢)} } (3.5)

onde 0,¢ = g(ﬁ
T
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A funcao de particio é definida como Z (8) = Tre PH ¢ para calcularmos o traco usamos como

base os autoestados |¢), desse modo, a fungao de parti¢ao resulta em:
2)= 5 (o] ), 55)
¢

que no formalismo de integracao funcional é representado pela seguinte expressao:

/DW/D(;SeXp{ / dt/d3*[m—ﬂ( ¢)]} (3.7)

sendo a integracao realizada sobre todos os campos satisfazendo a seguinte condicao de contorno
periédica na variavel 7:
¢ (0,%) = ¢ (8, 7) (3.8)
dado o carater bosonico do campo ¢.
Estudaremos as propriedades do campo escalar real (estudado no capitulo anterior) a temperatura
finita, em outras palavras, as suas propriedades termodinamicas.

Substituindo a densidade Hamiltoniana, dada pela eq.(2.14), em (3.7), teremos:

8
Z 8 = /DqﬁDw exp {/0 dT/d?’if (z’m?Tqb — %ﬂ - % (Vo)? — ;m%ﬁ?) } : (3.9)
B
— /m I [¢] exp/o dr/d3f [—;(W)Q— ;m%ﬁ] , (3.10)
8
¢ = /DTrexp/ dT/d?’a_:' <i7r(")7-d>— ;71'2>. (3.11)
0

Para integrar a eq.(3.11), temos que completar o quadrado dentro do parénteses, assim:

B
o) :/Dﬂ'exp/o dT/d3f{—; (W—i67¢)2—% T¢2}, (3.12)

fazendo uma translacdo em m: © — 7 — i0,¢ e considerando que a medida funcional ndo muda

ou

onde

Dr — D, a eq.(3.12) torna-se:

I, = N'(B) exp /Oﬁ dT/dS.’Z" <—; T¢>2>, (3.13)
/Dﬁexp/ dr/d?’ ( 2). (3.14)

Substituindo a eq.(3.13) na eq.(3.10), obtemos a fungao de partigdo para o campo escalar real sera:

8] = N’ (ﬂ)/Dgf)exp{—/OB df/d?’* ;qﬁ(—D—i—mz)qﬁ} (3.15)
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onde o operador [ expresso no espago euclidiano é escrito como:
0=208.2+ (V¢)? (3.16)
A integral da exponencial (3.15) é a acao euclideana:
A 1
S :/ dT/de ¢ (-O0+m?) ¢. (3.17)
0

O célculo da fungao de partigao ¢ feito no espago de Fourier, logo, escrevendo ¢ (Z, 7) como:
5 1
2 ~
0@ = () e+ 725, 0). (3.18)
P

note que a normalizagdo do campo é tal que as amplitudes de Fourier ¢, (p) sdo adimensionais. As

bases satisfazem as seguintes relacoes de ortogonalidade:

B
/dT exp (—iw,T) exp (iwyT) = Bonw
0

(3.19)
/d3a_7’ exp (—ip' - T) exp (iﬁ" a‘:’) = Vo (ﬁ—ﬁ’) )
A condicao de periodicidade dos campos impoe que as freqiiéncias w,, sejam:
27
Wy = Fn, n=0,%1,£2,---, (3.20)

chamadas de freqiiéncias bosonicas de Matsubara.

Apés a substituicao de (3.18) em (3.17), obtemos a agao euclidiana no espaco de Fourier como:

8 =5 30 2 6o (9 [(Bun)? + (87| 5 (321)

onde w = /p2 + m?2, e usamos o fato que ¢, (5) = ¢_,, (—p).
A funcao de particao dada pela eq.(3.15) seré:

218 =N'(9) [ TITI 20 Grexod 53 33600 [ + ] 6 00y (322

onde a medida funcional na representacao de Fourier é expressa como D¢ = H H ’D{bn (p). Logo,
nop

26 =N O] [ 260 @ew {3060 [ + G5 @} 29
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a integragao em ¢,, (p) é quadratica ou gaussiana, assim a funcao de parti¢ao é expressa como produto

infinito dos autovalores do operador 32 (-0 +m?) [22:

= N () [TTT [(Bwn)® + (B)*] * = N (8) [det 8 (~01 -+ m?)] /2. (3.24)

(S

o fator N (3) é escolhido tal que a fungao de partigao resulta finita para todo 8 e volume V' [26].

A partir da quantidade In Z(/3) obtemos as propriedades termodinamicas, desse modo, a eq. (3.24)

torna-se:
InZ 8 =N () — = 5wn) (ﬁw)ﬂ . (3.25)
A soma em n é realizada através da identidade [22, 26},
+o0
Z In [(27771)2 + (/Bw)z} = fw+2In [1 - 675“’] , (3.26)
que substituido em (3.25) teremos:
1 dp / 3 _
InZ[B]=InN —V/w—V sIn(1—ePv). 3.27
18] B =3V | G 2y o ( ) (3.27)

A primeira integral é uma quantidade infinita dependente em 5 e V, o que torna a funcao de partigao
sem sentido fisico. Contudo, a liberdade na escolha de N () permite contornar esse problema

gravissimo. Entao podemos escolher [26]:

1 dap }
N =expq =V w o, 3.28
o) =e {5V [ SE50 329
de tal modo que a funcao de particao seja finita e simplesmente a expressarmos como:
dS
InZ [6] = —V/ Lo (1 - e—ﬁw) . (3.29)
(2m)°

Esta equacao descreve um campo bosonico massivo em equilibrio termodinamico. A partir de (3.29)
podemos determinar as grandezas termodinamicas do sistema, tais como pressao, entropia e densidade

de energia. Para alcangar esse objetivo devemos primeiramente calcular a energia livre de Helmholtz:

1
- _ o —Bw
F=-smZ[g (1 e ) , (3.30)
logo, a pressao sera:
oF 3p
p=_2 _ In(1—e A 3.31
oV / (27r) . ( € ) ’ (3.31)
a entropia:
oF OF dp Bw 3
S=- = B2 V/—V/ 7 1n 1—e ), 3.32
or =5 B (2m) efv — 1 (2m)? ( ) (3.32)
e a densidade de energia
Olnz &P w
E=— =V —. 3.33
< aﬁ ) / (27T> ebw _ 1 ( )
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Capitulo 4

Campo eletromagnético livre

Na segunda metade do século XIX, Maxwell formulou a teoria do campo eletromagnético, um
dos pilares da fisica moderna, estabelecendo dois resultados extremamente importantes, a saber: o
primeiro foi mostrar que a radiacao eletromagnética propaga-se com a velocidade da luz ¢ e segundo,
unificou a dptica ao eletromagnetismo mostrando o cardter ondulatério da luz [4].

A eletrodinamica de Maxwell é regida por quatro equagoes: duas nao-homogéneas

. . . 9D
e duas homogéneas .
= ~ OB
V-B=0, VXE+—=0, (4.2)

ot

sendo invariantes perante as transformacoes de Lorentz. A introducao dos potenciais escalar e vetorial
permite reescrever as equacoes numa forma explicitamente covariante, em que as quatro equagoes sao

reduzidas em apenas duas:

D FH = jH | 9, FH =, (4.3)
onde os tensores F),, e FH sio definidos como:
~ 1
Fu =0,A,—0,A,, F"= 5ewaﬂFw (4.4)

e o potencial vetor e a densidade de corrente como:

ar=(0,4) . = (pJ). (4.5)
O campo eletromagnético, na auséncia de fontes, é descrito pela seguinte densidade lagrangiana
1 v
L= _ZF’“’F , (4.6)
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sendo que a equagao de Euler-Lagrange nos fornece a seguinte equacao de movimento:
o, F* = 0. (4.7)

Além da simetria de Lorentz e da simetria-CPT, o eletromagnetismo de Maxwell admite uma
simetria de calibre? local. Esta simetria estabelece que os campos elétricos e magnéticos, expressos
em termos do potencial escalar e vetorial, sao invariantes se os potenciais mudam como A, (z) —
Ay (z) + 0y (x), com A (x) sendo uma fungao escalar arbitraria.

A presenca da simetria de calibre implica que a teoria é um sistema vinculado, o que nos motiva a
estudar a sua estrutura hamiltoniana segundo o formalismo de Dirac [25]. Essa andlise é de extrema
importancia se visamos a posterior quantizacao do modelo, podendo ser realizada tanto no formalismo
canodnico operatorial ou no formalismo de integracao funcional.

A temperatura zero, o estudo do campo eletromagnético e suas interacoes com as particulas car-
regadas se realiza numa teoria de campos chamada de eletrodinamica quantica (QED).

O presente capitulo trata da construcao da funcao de particao no formalismo de integracao fun-
cional visando o estudo das propriedades inerentes ao problema da radia¢do do corpo negro (campo
eletromagnético em equilibrio termodindmico), tais como: a densidade de energia, a pressao de ra-

diagao, a funcao de distribuicao de Bose-Einstein, entropia, etc.

4.1 Formulagao hamiltoniana e analise de vinculos

Para analisar a estrutura hamiltoniana, definimos o momento canonico conjugado ao campo A,
como:
oL
= = = —F%, (4.8)
0A,

Assim escrevemos os parénteses de Poisson fundamentais entre as varidveis candnicas conjugadas:

{Au (), 7 (y)} = 6 (£ = 9) (4.9)

De (4.8), se 1 = 0 obtemos que 7 = 0, desse modo teremos um vinculo primério® que denotaremos

por ¢;:
¢ =7 ~0. (4.10)

20 termo gauge é traduzido como calibre, qual utilizaremos nesta dissertacéo.
3Se a partir da definicio (4.8) dos momentos candnicos conjugados ndo é possivel expressar todas velocidades em

termos dos momentos e dos campos, entdo, teremos um ou mais vinculos primaérios.
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O simbolo = representa uma igualdade fraca dentro do espacgo de fase.
Se = k, (4.8) proporciona a seguinte relacao dindmica para as componentes espaciais do momento

canonico:

7Tk = Ak - 6kA0, (411)

note que a eq.(4.12) nao representa um vinculo uma vez que a velocidade Ay, pode ser expressa em

termos dos momentos e dos campos:

Ak = 7Tk + Op Ay, (4.12)
A densidade hamiltoniana canonica é:

. 2 1
He = A, — L= (7rk> + 1 (Fy)” + 70 Ao . (4.13)

DO |

E a hamiltoniana canénica, Ho, é dada por:

He — / ay [A, L] = / di B (=) + i (Fy)? — Agdprc® (4.14)

notamos que Ag nao tem dindmica definida. Logo, Ho nao é bem definido.

A construgdo de uma hamiltoniana bem definida deve levar em consideragdo que o vinculos
primérios sejam preservados no tempo, em outras palavras, permanegam constantes ou invariantes
sobre a evolucao temporal gerada pela hamiltoniana.

Com esse intuito Dirac introduziu a hamiltoniana priméaria, Hp, definida por:
Hp =Hc + /dg Cr, (4.15)

onde C' é multiplicador de Lagrange correspondente ao vinculo priméario. Vale ressaltar que Hp governa
a evolucao temporal do sistema.

A imposigao de que um vinculo, ¢, seja preservado no tempo (condicdo de consisténcia) é esta-
belecida como:

¢={¢,Hp} ~0, (4.16)

porém, esta condicao pode resultar em uma das seguintes situacoes:

i) gerar novos vinculos, que chamaremos de vinculos secundérios;
ii) gerar equagdes que determinem um o mais multiplicadores de Lagrange;

iii) ou ser identicamente nulo.
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O proximo passo ¢ calcular a condicao de consisténcia dos vinculos secundarios, novamente voltare-
mos as trés situacoes listadas acima. Esse processo iterativo é realizado até que as condicoes de
consisténcia resultem ser identicamente nulas.

Em nosso caso, a condicao de consisténcia do vinculo primério resulta em:
i = {7% Hp} = 0" = 0 (4.17)

resultado que independe do multiplicador de Lagrange, e constitui um vinculo secundario que deno-
tamos por ¢, :

hy = " = 0. (4.18)

A condicdo de consisténcia de ¢, = 9,* resulta ser identicamente nula:

¢a () = {6s (x) , Hp} = 0. (4.19)

Logo, a teoria nao possui mais vinculos e o processo iterativo estd concluido. Entao, o campo eletro-
magnético possui dois vinculos:

=0, Hrt=0. (4.20)

Porém, o multiplicador de Lagrange C permanece indeterminado, logo a teoria permanece indefinida.

A indeterminagao de C esta ligada a existéncia de uma simetria de calibre gerada por vinculos de
primeira classe?.

Neste caso temos que, {Tro, 8k7rk} =0, logo 7¥ e 9y7" sdo de primeira classe. Note que 97" ~ 0
é exatamente a lei de Gauss sem fontes: V - E = 0.

Apods, termos determinado a estrutura hamiltoniana do eletromagnetismo de Maxwell como sendo
de primeira classe, a teoria permanece indeterminada, pois desconhecemos a forma do multiplicador
de Lagrange C'. Para podermos quantizar a teoria, tanto no formalismo canénico operatorial como no

funcional, tal arbitrariedade deve ser fixada de algum modo.

A seguinte secdo mostra como fixar a teoria classica e deixd-la pronta para sua quantizacao.

4.1.1 Equagoes de movimento e as condigoes de calibre

Na conjectura de Dirac, os vinculos de primeira classe sao os geradores da simetria de calibre .

Dessa forma, eles devem estar contidos na hamiltoniana do sistema que gera a evolugao temporal do

*Seja o conjunto {¢,} formado pelos vinculos primérios mais secundérios, etc. Entdo, um subconjunto {x;} C {¢;}
é de primeira classe se {Xw qu} = 0, qualquer que seja ¢ # j. Os outros vinculos que nao satisfazem essa condi¢do sdo

chamados de segunda classe.
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mesmo. Com esse intuito, Dirac introduziu a hamiltoniana estendida Hpg, que definimos somando a

hamiltoniana primaria todos os vinculos de primeira classe, assim:
Hy = He + / dy (CWO n Dawk) , (4.21)

onde C' e D sao os respectivos multiplicadores de Lagrange.
Segundo Dirac, Hg governara a evolugao temporal do sistema fisico. Logo, devemos calcular a
evolugao das variaveis canodnicas.

Para o campo A,: se u = 0, temos:
Ag = {Ag, Hg} = C, (4.22)

e se 4 =k, vem que:

Ay = {4y, Hg} = 7" + 9 Ag — 01D, (4.23)

mostrando que a dinamica tanto de Ay como de A, permanece indeterminada, pois ainda depende
dos parametros arbitrdrios C e D.

E, para o momento canénico conjugado 7#: se p = 0, temos:
i ={a" Hg} = oy ~ 0, (4.24)

e se u =k, vem:

ik — {WkHE} — _OF, (4.25)

note que essas duas ultimas equacoes quando combinadas reproduzem a equacao de Euler-Lagrange
(4.7), O, F* = 0.

Podemos notar que a Eq. (4.23) serd igual a equagao lagrangiana (4.12) se e somente se 9D = 0 ou
D = 0. Portanto, devemos impor uma condi¢ao de calibre de tal forma que fixe D convenientemente.
O algoritmo de Dirac diz que devemos impor um nimero de condigoes de calibre igual ao nimero
de vinculos de primeira classe na teoria. Entretanto, estas condigoes devem ser compativeis com as
equacoes de Euler-Lagrange. Devemos observar que se as condigoes de calibre fixam corretamente os
multiplicadores de Lagrange entao, o conjunto formado pelas condi¢oes de calibre mais os vinculos de
primeira classe é de segunda classe.

Logo, precisamos fixar os multiplicadores de Lagrange C' e D de tal modo que as equagoes de
movimento hamiltonianas sejam equivalentes as equacoes de movimento lagrangianas, para garantir

que a Fisica descrita por ambos os formalismos seja a mesma.
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4.1.2 Calibre de Coulomb

O modo mais simples de obter pelo menos uma condigao de calibre é olhar a equagdao de movimento
lagrangiana para a componente do campo eletromagnético cujo o momento conjugado é de primeira

classe. Em nosso caso 7 ~ 0, assim da equacdo (4.7) temos que Ag satisfaz :
V2Ag — 0o (O Ay) = 0. (4.26)
Se escolhermos como a primeira condi¢ao de calibre :
X1 = OpAx = 0. (4.27)

devemos obter V24, = 0, que na auséncia de fontes e a condicdo de contorno nula no infinito, leva a

ter Ap = 0. Entao, escolhemos como segunda condigao de calibre :
X2 = Ao = 0. (4.28)
A condigao de consisténcia de x;, {0k Ak, Hp} =~ 0, proporciona a seguinte equagao:
Ot +V2Ag — V2D =~ 0, (4.29)

e usando o fato que 9pm* ~ 0 e Ay ~ 0, obtemos V2D = 0, ou seja, D é uma funcio harménica
que pela equagao (4.23) deve ter gradiente nulo. Logo D é uma constante, e usando a condigao de
contorno que os campos se anulam no infinito, obtemos que D = 0.

A condigao de consisténcia de x5, {4, Hg} ~ 0, fixa o multiplicador C' = 0.

Com a determinacao dos multiplicadores de Lagrange via a imposicao da condicao de calibre de
Coulomb, x; = 0k Ar =0 e xy = Ap = 0, a teoria torna-se bem definida.

A matriz formada pelos parénteses de Poisson dos vinculos de primeira classe mais as condigoes

de calibre é dada por:

o1 (y) b2 (v) x1(¥) X2 (y)

¢1 (@) 0 0 0 —1

MZ—7) =] ¢y(x) 0 0 \% 0 §(Z—1), (4.30)
X1 () 0 -V 0 0
Xo () 1 0 0 0
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cujo determinante funcional nao nulo é:
det M (% — ) = [det (=V?)]?, (4.31)

dessa forma, o conjunto de vinculos ¥, = {71'0, O, Ok Ay, Ag} é de segunda classe (agora sao
igualdades fortes ou identidades).

Entao, a hamiltoniana estendida torna-se a hamiltoniana fisica do campo eletromagnético:
1 2 1
Hy = /dg {2 (wk) +3 (Fi~)2] (4.32)

Com a estrutura hamiltoniana determinada podemos estudar suas propriedades termodinamicas

via o calculo da funcao de particao no formalismo de integracao funcional.

4.2 A fungao de partigao Z ()

Havendo determinado a estrutura hamiltoniana do campo eletromagnético, o seguinte passo é
definir a funcéo de partigado. O método desenvolvido por Faddeev-Senjanovic [27] permite definir de
modo consistente a funcao de particao do sistema composto por fotons em equilibrio termodinamico.

Assim, a fung@o de particdo para o campo eletromagnético, no calibre de Coulomb, é dado por
Z4(B) = /DAMDw“ §(Sq) |det M (7 — §)|*? exp {/ dr (im"0, A, — %C)}, (4.33)
B

onde |det M (& — 37)\1/2 é o determinante da matriz de vinculos definida em (4.31), 6 (X,) é o conjunto
de vinculos de segunda classe formado pelos vinculos de primeira classe e as condigoes de calibre, H¢
é a densidade hamiltoniana canonica dada em (4.13) e / dz = / de' / d*% é a medida de integracio
no espago de configuragao. ’ ’

A integracdo funcional do campo eletromagnético deve ser realizada sobre as configuragoes de

campo satisfazendo a seguinte condicao de periodicidade no intervalo 0 < 7 < f:
A, (1,2) = A, (T +5,7). (4.34)
Substituindo (4.10), (4.13), (4.18), (4.27), (4.28) e (4.30) em (4.33), teremos:

Z4(B) = / DAYDr® DAL 6 (7°) 6 (Ap) & (amr’“) 5 (OrAr) ‘det (—VQ)’ (4.35)

2
X exp {/ dx [ im0, Ay — ﬂkakAo} } exp {/ dx [mkGTAk — % (7rk> — % (Fij)Q] } ,
B B
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integrando em Ag e depois em 7¥ obtemos:

Za(8) = / DA 5 () 8 (9 As)[det (~72)] (4.36)

X exp {/ﬁ dz [mkaTAk - % (Wk>2 - i (Fij)Z] } .

Usando a representagao funcional da §—Dirac:

5 (8k7rk) - / DAexp{ /ﬂ da iA&kwk}, (4.37)

podemos integrar no momento canénico 7% e fazendo A = A, a funcdo de particdo do campo eletro-
magnético livre no calibre de Coulomb sera

Z4(B) :/DAa |det (—V?)| 6 (0kAk) exp{/ﬁdﬂ: - iFabFab}a (4.38)

onde a,b = 7,1,2,3. A funcao de particao (4.38) nao é explicitamente covariante devido ao calibre
de Coulomb nao ser covariante. Contudo, podemos passar a um calibre covariante (como o calibre de

Lorenz 0, A, = 0) via o ansatz de Faddeev-Popov [28] que é definido como:

/Dw(:v) 0 (G [AY]) det ‘(595[14@”}

w

Il
\.P—‘

(4.39)

w=0

onde w(xz) é o parametro de calibre , Dw(x) é a medida do grupo de gauge, G[A,] é alguma

w

condigao de calibre covariante, A}, ¢ o campo transformado, que no caso abeliano ¢ Ay = A, + Jaw ,

0G [A¥

det ’9[]
w w=0

Entao, introduzindo o ansatz de Faddeev-Popov na fungao de partigao (4.38) e fazendo a trans-

ew { /ﬁ da — % (Fab)Q}

x/Dw |det (=V?)| 6 (9pdr — Vw).

¢ o chamado determinante de Faddeev-Popov e é invariante de calibre.

formacao de calibre A, —+ A, — 0,w, temos:

Z®) = [pass@ia) dmﬂ562jm“

(4.40)

A integracao funcional em w é simplesmente o ansatz de Faddeev-Popov no calibre de Coulomb, ou

seja, e igual a unidade. Entao, a fungdo de partigdo, num calibre covariante arbitrario, é:

o {/B dr — % (Fab)2} : (4.41)

Escolhemos como condicao de calibre covariante o calibre de Lorenz:

5G [A2]

w

zumz/D@awmmdﬂ

1

Ve
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sendo f uma funcdo escalar arbitriria e & um parametro (chamado de parametro de calibre) real
arbitrario, tais que:
1

GAY] = G AL — ﬁDw — det ’

0G (A7)
ow

—d
= det'

7| (4.43)

w=0
onde 0 = 0,0, = (87)2 + V2.
Substituindo (4.42) e (4.43) em (4.41), teremos:

/DA 5( 9 Aq +f> det \f {/ﬁdm {—i(Fabf]}. (4.44)

Posto que a funcao de particao deve ser independente de f, podemos eliminar a dependéncia na funcao

1
f multiplicando por exp <—2 / dx f2>, e integrando em f, assim, obtemos
B

- / DA, det _\/g exp{ /ﬁ dzx [i(F“b)Q 215(8@/1&)2] } (4.45)

que fazendo uma integracao por partes na exponencial resulta em:

_ / DA, det ?E exp{ //3 da — %Aa [—D&ab - (2 - 1) aaab} Ab}. (4.46)

A integracao no campo de calibre proporciona

1 1 1 —1/2
/DAa exp {/ dr — §Aa |:_|:|5ab — <£ — 1) aaab} Ab} =det |—dgp — <€ — 1) Ou O , (4.47)
B
tal que
1 —-0)*
det |—dqp — (5 — 1) 0a0p| = det u
Entao, a funcao de particao resulta ser
( ) 4]1—1/2
Z4(B) = det det |——= , (4.48)
\/5 3

e ap6s uma simplificacao, obtemos a funcao de particao para o campo eletromagnético:

Za(B) =det (—0)"! = exp [-TrIn (-0)], (4.49)

vemos explicitamente que ela é invariante de calibre pois ela independe do parametro de calibre &,
como esperado.

Calculamos o trago funcional em (4.49) na base de Fourier que expande o campo vetorial:

A, (1, &) = (5)2 > IR 4 (n, ), (4.50)

n7p
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2mn
onde wy, = —— (n=0,4+1,£2,---) s@o as freqiiéncias bosonicas de Matsubara. Entao, o logaritmo

B

da funcao de particao é expresso como:
nZs(8) =~ In [(,Bwn)Q + (Bw)?|, (4.51)
n?ﬁ

onde w = ||p]].
A soma em n é realizada de maneira analoga a (3.26). Desse modo, podemos finalmente escrever

funcao de particao para o campo eletromagnético:

InZs = —2V/ & In(1 — e ) (4.52)
(2m) ’ ’
que ignorando a contribuicao do vacuo, esta equacao descreve um campo bosénico sem massa com 2

estados de polarizacao em equilibrio termodinamico, isto é, a radiagao de um corpo negro.

Escrevendo a eq. (4.52) em coordenadas esféricas:

14 > 2 —Bw
InZy = 13 dQ/O dw w?In(l —e %), (4.53)

onde df) = sin8dfd¢ é o elemento de angulo sélido. No caso do campo eletromagnético, a funcao de

particao é calculada explicitamente:

00 2
InZy = —‘/2/ dw w?In(1 — e P¥) = Vﬂ?}. (4.54)
T 0 45/8
A densidade de energia sera:
10InZy 1 & w3
=—= =— [ dQ d . 4.
w(8) Vo op 473 /0 Y e 1 (4.55)

Se integrarmos na frequéncia w, obtemos:

T

cujo integrando define a densidade de energia por angulo sélido:

™

u(fB,) = ——, 4.57
(5.9 = (4.57)
observamos que a distribuicao angular da densidade energia é isotrépica.
Se em (4.55) integrarmos os angulos, teremos:
[e'S) 1 w?)
_ dw — 4.58
! /0 YR eBe 1 (4.58)

35



cujo integrando corresponde a lei de radiagao de Planck:

_ 1 w3
T op2efu _1°

u (B, w) (4.59)

Enquanto que se calcularmos todas as integrais em (4.55), obteremos a densidade de energia da

cavidade ou do corpo negro:
2 2

T T
T = —  —_ 74 4.60
u(l) = o = 35T (1.60)
que representa a lei de Stefan-Boltzmann.
A pressao da radiagao sera:
10InZy4 2
P=- = : 4.61
s OV 456 (4.61)
Da equagao (4.58), concluimos que a fungao distribuigao dos fétons é
= 1 4.62
") = (462)

que é a funcao de distribuicao de Bose-Einstein para um sistema com potencial quimico nulo.
No seguinte capitulo, aplicaremos o conhecimento adquirido para estudar as propriedades ter-

modinamicas da eletrodinamica CPT-par do Modelo Padrao Estendido (MPE).
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Capitulo 5

A eletrodinamica CPT-par do modelo

padrao estendido

A forma mais geral de uma eletrodinamica renormalizdvel, contendo termos que quebram tanto
a simetria de Lorentz como a simetria- CPT, contida no Modelo Padrao Estendido é expressa pela

seguinte densidade lagrangiana:

1 1 1
L= _ZFauFW o Zeaﬁw (kar) ApFpe — 4 (k'F)aBW FopEpp, (5.1)

onde e*BH ¢ o tensor de antisimétrico de Levi-Civita (912 =1), F, uv € 0 tensor campo eletromagnético,
A* é o vetor potencial, (kar) , um background vetorial possuindo dimensao de massa e descreve um
acoplamento super-renormalizdvel de dimensao 3, (k F)O‘B P% um background tensorial adimensional de-
screvendo um acoplamento renormalizavel de dimensao 4. O tensor (k F)a'B P¥ tem as mesmas simetrias

do tensor de Riemann:
(kF)aBpgo == (kF)Bapgo ) (kF)aﬂpcp == (kF)aBLpp ) (kF)aBpgo = (k;F)pzpaB ) (52)

(kF)achp + (kF)apipﬁ + (kF)agon =0 (53)

e um duplo traco nulo (kp)aﬁag = 0, o que permite ele ter apenas 19 componentes independentes.
O termo A (kar) L A, F,» corresponde ao setor CPT-impar e foi primeiramente introduzido por
Carroll, Field and Jackiw (CFJ) [14], quando estudaram as modificagoes produzidas por este termo
na eletrodi-namica classica de Maxwell.

Como os termos ou coeficientes que controlam a quebra das simetrias de Lorentz e de CPT alteram
a propagacao da luz, é natural supor que também as propriedades termodinamicas do campo eletro-

magnético sejam modificadas. Nesse contexto, num recente trabalho [21], investigaram a influéncia
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do setor CPT-impar ou termo CFJ na termodinamica do campo de Maxwell usando o formalismo
de teoria de campos a temperatura finita [22]. Primeiramente, foi estabelecida a estrutura hamilto-
niana do modelo via o formalismo de Dirac e logo, via o0 método de Faddeev-Senjanovic definiu-se a
funcéo de particao. Na seqiiencia, foram calculadas as correcoes induzidas pela VSL nas propriedades
termodinamicas do corpo negro tais como a distribuicao angular da densidade de energia, a lei de ra-
diagao de Planck e a lei Stefan-Boltzmann. Observou-se que a VSL induz anisotropias na distribuigao
angular da densidade de energia e a lei de Stefan-Boltzmann sofre correcbes que modificam a sua
dependéncia na temperatura. Esses resultados foram relacionados com as anisotropias ou flutuagoes
na distribuicao de temperatura da radiacao césmica de fundo.

Neste capitulo, realizaremos uma investigacao das propriedades termodinamicas do campo de
calibre abeliano do setor CPT-par do MPE. Para este fim, consideraremos somente as contribuigoes
do setor CPT-par descrita pelo tensor (kr), desse modo o setor CPT-impar é considerado nulo:
(kar) = 0.

A eletrodinamica do setor CPT-par do MPE é descrita pela seguinte densidade lagrangiana:

1 1
L= —ZFOWFO‘” 1 (kp)**% Fou Fpy, (5.4)

obtida a partir da lagrangiana (5.1).

As equagbes de movimento para o campo de calibre séo:
Oy F"F — (kp)*"P? 0,F,, = 0. (5.5)

Note que as as equagoes de Maxwell ndo-homogéneas (na auséncia de fontes) sdo modificadas. Entre-

tanto, as equagoes de Maxwell homogéneas permanecem inalteradas:
gEP =0, (5.6)
onde FP% ¢ o tensor dual a FP*, definido como:
Foe — Leporog 5.7
—5¢ B pep- (5.7)

A lagrangiana (5.4) pode ser expressa em termos das componentes do tensor (kr) e seus respectivos

acoplamentos com os campos elétricos e magnéticos:

1 1o 1
L = §E2 - 532 + 5L [—2 (kF)OjOk] B
o (5.8)
—55; [26qu (kF) pgim ﬁlmk] By + E; [(kF)ijq quk} B -

38



Segundo [17, 18] , as componentes do tensor (kr) podem ser escritas em termos de quatro matrizes
KDE, KHB, kDB € kgg de ordem 3 x 3: As matrizes kpg € Kkgp sao simétricas e tém paridade-par,
assim

(kpE) i = =2 (kF)ojor (kHB) )k = o €pathim (kF) pgim, - (5.9)

Para essas matrizes, a condi¢ao de duplo trago nulo, (k)" ,, = 0, leva a seguinte relagao:
tr (kpg + kup) =0, (5.10)

desse modo, o setor de paridade-par descrito pelas matrizes kpgp e Kgp suportam 11 paradmetros
independentes

As matrizes kpp e kgg tém paridade-impar e estdo relacionados com as componentes do tensor
(kp) pela seguinte relagao:

(’fDB)jk == (“HE)/U‘ = Ckpq (kF)ijq : (5.11)

A equagao (5.3) implica que kpp e kyp sao de trago nulo, assim, o setor de paridade-impar suporta
8 parametros independentes.

Entao, via as defini¢oes (5.9) e (5.11) a densidade lagrangiana (5.8) é reescrita como
B-(kgp) -B+E-(kpp)-B . (5.12)

Também, segundo [17] e com finalidade de fazer andlises comparativas com os dados experimentais,
os 19 coeficientes independentes podem ser parametrizados em termos de quatro matrizes de traco

nulo, Key, Ke—, Ko—, Ko+ € Um parametro simples Ki: O setor de paridade-par serd parametrizado

como
~ 1
(Ret)jp = §(HDE + KHB)jk
~ 1
(K;ef)jk; = i(KDE — KHB)jk — Ojkktr » (5.13)
~ 1
Ftr = §tr (kpE)

sendo as novas matrizes Ket € K_ simétricas.

Enquanto, o setor de paridade-impar é parametrizado segundo

- 1
(Fot)jxr = 5(/@3 + KHE)jk
(5.14)
- 1
(Fo—)jxr = §(I€DB — KHE)jk
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neste caso, a matriz K,— é simétrica e a matriz K,4+ é antisimétrica.

Usando a nova parametrizacao, a densidade lagrangiana (5.12) torna-se

J O U IO
L = (1+/€tr)E2—5(1—Htr)B2+§E'(/ﬁ]e+—|—/€6_)'E

DN |

(5.15)

1_' o~ ~ — — —~ ~ —
—§B-(/4;5+—/$e_)-B+E~(/iO++/€O_)'B.

5.1 Estrutura hamiltoniana

O primeiro passo na andlise da estrutura hamiltoniana é definir o momento canoénico conjugado

ao campo de calibre:

= —F% — (kp)?"P% F,, (5.16)

que permite escrever os parénteses de Poisson fundamentais:

{Au (@), 7" (9)} = 6,70 (T = §) .- (5.17)

Fazendo u = 0 na eq.(5.16), teremos 7° = 0 que corresponde a um vinculo primario que deno-

taremos por
¢ =7"=0. (5.18)

Para as componentes espaciais do momento teremos a seguinte relacdo dinamica para 7" :

7 = Dy Foj — (kp) ™' Fy, (5.19)
onde Dy; ¢ uma matriz simétrica e nao singular, definida como:
Dyj = bk — 2(kr)ogo; - (5.20)
Da eq.(5.19) podemos obter as velocidades Ay, em termos dos campos e 0s momentos:
Ay =0 Ao+ (DY), [Trﬂ' + (kp)09mn an} : (5.21)

A densidade hamiltoniana canonica é:

He = %[w’w ()™ Frn] (D™ [19 + (k)™ Fop|
(5.22)

1 1 .
+m* O Ag + 1 (Fj)? + 1 (kp) "™ By Fip,.
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Seguindo o procedimento de Dirac, introduzimos a hamiltoniana primaria,
Hp =He + /dgy_’CTrO, (5.23)

onde C' é um multiplicador de Lagrange bosonico.
A condicdo de consisténcia do vinculo primério, 70 = {WO,H p} ~ 0, nos fornece um vinculo
secundario

Py = " = 0, (5.24)

Comparando este vinculo com a eq.(4.18), veremos que a estrutura da lei de Gauss nao é modificada
pelo background que controla a quebra da simetria de Lorentz. Entretanto, se expressarmos a eq.(5.24)
em termos dos campos elétrico e magnético, notaremos o acoplamento explicito entre eles ainda no
regime eletrostatico® [17, 29, 30, 31].

A condigao de consisténcia do vinculo secundério é identicamente nula: <}52 = {E)kwk , H p} =0, ou
seja, o vinculo secundario é automaticamente conservado e nao teremos mais vinculos neste modelo.
O multiplicador bosoénico C' ainda permanece indeterminado, sendo uma evidéncia para existéncia de
vinculos de primeira classe, a qual podemos verificar calculando os parénteses de Poisson entre os

vinculos:

{no, akn’“} —0. (5.25)

Assim, os vinculos ¢; = 70 ~ 0 e ¢y = Oh* ~ 0 sdo de primeira classe e revelam que a

eletrodindmica CPT-par do MPE tem uma estrutura de vinculos similar & eletrodinamica de Maxwell.

5.2 Equacoes de movimento e as condicao de calibre

Seguindo a conjectura de Dirac, definimos a hamiltoniana estendida (Hg) pela adigdo de todos

vinculos de primeira classe a hamiltoniana primaria:
que governara a evolucao do sistema, em especial a evolugao temporal dos campos, assim temos

Ay ={Ay, Hp} = C, (5.27)

Ap = {Ay, Hg} = (D7) [Wﬂ' + (k)%™ Fp| + 01 Ao — 04, (5.28)

kj

5Para maiores detalhes consultar o apéndice B.2
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Ambas equagoes mostram que a dinamica do campo de calibre A, permanece arbitrdria. Entretanto,
observamos que a segunda equagao somente serd igual a equagao lagrangiana (5.21) se e somente
se OpF = 0 ou £ = 0. Portanto, devemos impor uma condi¢ao de calibre de tal forma que fixe o
multiplicador E convenientemente. E de nosso conhecimento que o algoritmo de Dirac requer um
nimero de condigoes de calibre igual ao nimero de vinculo de primeira classe da teoria. Contudo,
as condigoes de calibre devem ser compativeis com as equacoes de Euler-Lagrange. De modo que as
condicoes de calibre juntamente com os vinculos de primeira classe formem um conjunto de vinculos
de segunda classe.

0

Como observamos no capitulo anterior, 7~ é um vinculo de primeira classe, logo, podemos procurar

possiveis condigoes de calibre na equagao de movimento do campo Ay:

DjkajakAo — (kF) k o%ij — 80 (DjkajAk) =0, (5.29)

0ij
Assim, definimos nossas condigoes de calibre como:

X1 = Djr0;A, =~ 0;
(5.30)

X2 = Djr0;0kAg — (kp)op, 0iFjk = 0.

A condigao de consisténcia x, {D;r0;Ar, Hg} =~ 0, fornece D;,0;0,E = 0, que fixa E = 0. A

condicao de consisténcia para x, oferece uma equagao para o multiplicador C' :
DjkaﬁkC — (kF)Oz'jk &ij ~0. (5.31)

Consequentemente, temos determinado todos multiplicadores de Lagrange. Portanto, o conjunto

Yo =A{01, b9, X1, Xo} € de segunda classe e, cuja correspondente matriz de parénteses de Poisson é:

M(z,y) = {Z.(2),% (y)} (5.32)
o3 o5 X1 X2
o 0 0 0 —D;0;0
- b9 0 0 D00y, 0 07— ),
X1 0 —D;1,8;0), 0 0
X2 Djr0;0k 0 0 0
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¢ nao singular com determinante nao nulo igual a det (—Djkajak)“.

Desse modo, hamiltoniana canoénica (5.22) se torna a hamiltoniana fisica e toma a seguinte forma

1., 1 1o, 1 :
H= /dg{2E2 + 58 [—2(/@)0].04 B + 5B2 + (kp)kitm ijF,m} : (5.33)
ou
H= [dy|SE"+ E (kpp)  E+ B+ 5 (kup) - B . (5.34)

Observamos que as matrizes kpg e kyp representam o setor de paridade-par do tensor (kr), ou seja,
os coeficientes correspondentes ao setor de paridade-impar do tensor (kr) nao contribuem a energia
do sistema.

Em geral, as componentes (k)" sdo suficientemente pequenas para garantir que a hamiltoniana
seja positiva-definida, proporcionando uma teoria quantica estdvel e uma fungdao de particdo bem
definida para a eletrodinamica CPT-par do MPE.

A seguir calcularemos a fungao de partigdo no formalismo de integracao funcional para estudarmos
as conseqiiéncias dos parametros que controlam a quebra da simetria de Lorentz nas propriedades

termodinamicas do campo eletromagnético.

5.3 A funcao de particao 7 (f9)

A anélise hamiltoniana realizada na sec@o anterior permite definir a funcdo de particao dentro da

integragao funcional segundo o método de Faddeev-Senjanovic [27]:

2(8) = [ DADTE61)5 (625 () ()
(5.35)

x |det {Sq (), Sp (1)} 2 exp { /5 dr (im"d, A, — 7—[0)} :

onde X, = {¢;, b9, X1, X2} € 0 conjunto de vinculos de segunda classe formado pelos vinculos de
primeira classe e as condigao de calibre , My, (z,y) = {2, (), % (y)} é a matriz de vinculos definida
em (5.32) cujo determinante funcional é det (—Djkﬁjak)4 e Hc é a densidade hamiltoniana canonica
dada em (5.22). A expressao / dx denota /6d7/d?’f, e =1/T.

Como o campo de calibre tﬂem carater b(())s()nico, a integracgao funcional deve ser calculada sobre

todos os campos satisfazendo a seguinte condigdo de contorno periédica na varidvel 7:

Ay (r,@) = A, (T + B,7). (5.36)
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Para determinar a funcio de particdo, primeiro calculamos a integracio sobre o campo 7°, logo

usamos a representacao da delta de Dirac para § (amk)

5 (am’f) - / DA exp {z / da Ay } - / DA exp{—i / da 7" 8kA}, (5.37)
B B

na fungao de partigao (5.35) e obtemos:

Z(p) = /DA#DA 0 (D;r0;Ag) 6 (DjkajakAo — (kp)ol-jk 8iij> det (—Djkajﬁk)Q (5.38)
1 imn 1 1 jlm
X exp { /B d [2 (D7) 5 o)™ (o)™ B Fg — 5 (Fy)” = 7 (ki)™ ijFzm] }
1 _ ; . . — imn
X /D?‘(‘k exp {/ﬁdw |:—27Tk (D l)kj 7+ ik [0- Ak — O (A —iAp)] — (D l)kj " (kF)OJ an] } )

fazendo a translacao A — A +iAp (5.38), obtemos:

Z(B) = /DAkDA 5 (D;0;Ay) det (—D;0;0) (5.39)
1 : 1 1 :
X exp { /B dz {—2 (D7), (ki) ™7 ()™ Fpg By = 1 (Fj)* = 7 (k)™ ijFzm] }
1 ; . — imn
X /Dﬂ'k exp {/ﬁdw {—2711“ (Dil)kj 7 4 ink (0: A, — Ok \) — (D 1)kj " (kF)OJ an] } .

x /DAO 6 (D00 Ao — (kr )iz OiF ) -
A integragao sobre o campo Ag é:
/DAO ) (DjkajakAo + (kF)Oijk &F]k) = det (—Djké?jak)_l , (5.40)

e substituindo em (5.39), obtemos:

Z(B) = /DAkDA 0 (D;0;Ay) det (—D;1,0;0k) (5.41)
scexp{ [ [ =5 (D7) ()™ ()7 Fyg o= (B = § )™ Fis i}
X / Dr* exp { /B dx [—;wk (D7), + im0, A = 9 A) — (D7), 7 (k)™ an] } :
Chamando A = A, e definindo F,; = 9; A — OxA = — F}, podemos reescrever a equagao acima como
2(5) = [PADA 5(D0;A) det (~Dyuds0n) (5.42)
X exp {/Bdiﬂ [—; (DY), (kp) " (kp) ™™ FpqFynn — i (Fjr)? — i (kp)™m ijFlm] }
x /m’f exp {/ﬂdw [—;w’“ (D7), ™ +im Fry = (D7) 7" (k)™ an} }
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Resolvendo a integracdo sobre o campo 7*:

1 _ ; _ imn )
Lx = /Dﬂk exp {/Bda: |:—27Tk (D 1)kj m — (D 1)kj 7 (kp)™ B+ mkFTk]} (5.43)
1 1 ;
= exp {/da: |:—2F7—kajF-rj —1 (kaF)Okmn FoFon + 5 (D_l)kj (k,F)Okpq (kF)OJmn quan:| } ’
B

que substituindo na eq.(5.42), leva a:
Z(B) = /'DAkDAT ) (DjkajAk) det (—Djk8j8k) (5.44)

1 1 1 , .
X exp {/dx [— 51«1,4),,3]»1?”- - (Fj1)* — i (kp) ™ By Fp — i (k) 5" FTkan] } .
3

Fazendo as seguintes redefini¢oes, a temperatura finita, para as componentes do tensor (kr):

(kF)OkOj == (kF)’Tk?Tj ’ (kF)Okmn =1 (kF)Tkmn ) (545)

a funcao de particao para o setor eletromagnético CPT-par do MPE é expressa como:

1 1

Z(ﬁ) = Ndet(—Djkajak) /DACL 5(D]k6JAk) exp {/g dx [_4FabFab - Z (kF)abcd Fachd:| } 5 (5'46)

onde a,b,c,d = 7,1,2,3. Como a funcao de particao nao é explicitamente covariante, passaremos
a um calibre covariante via o ansatz de Faddeev-Popov [28]. Entao, escolhendo o calibre de Lorenz

generalizado:
1

3

onde f é uma fungao escalar arbitraria e £ o parametro de gauge. Depois de alguma algebra (similar-

G [Ad) OoAa+ f (5.47)

mente a realizada no capitulo 4 para o campo eletromagnético livre), expressamos a fungao de parti¢ao

COmo:

20~ [ s (D)o [ 120 [~ (A1) ansa] 4} s

onde 0 = 9,0, = (87)2+V2. Definimos o operador simétrico S, contendo os parametros responsaveis

pela quebra da simetria de Lorentz:

Sab = 2 (kF) geap 9c0d = Spa- (5.49)

acd

Como observamos no capitulo anterior, a funcao de particao é invariante de calibre, ou seja,
independe do parametro de calibre &, entdo, por comodidade aqui escolhemos ¢ = 1, denominado
calibre de Feynman. Assim, a integracdo sobre o campo de calibre fornece a seguinte funcéo de

particdo para a eletrodinamica CPT-par do MPE:
Z(B8) = det (—0) [det (—O8ap + Sap)] 2. (5.50)
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Vale a pena ressaltar que este resultado é andlogo ao obtido para eletrodindmica de Carroll-Field-
Jackiw [21], onde Sab = Eacdb(I{AF)Cad = _Sba-
Na proxima secao, calcularemos o determinante do operador (—d4, + Sgp) para as 9 componentes

nao birrefringentes do tensor (kr): 6 componentes de paridade-par e 3 de paridade-impar.

5.4 O setor nao birrefringente da eletrodindmica CPT-par do MPE

Devido a alta complexidade do tensor (kp) que rege a eletrodinamica CPT-par do MPE, em
geral, o cdlculo exato da funcao de particao é invidvel e somente teriamos acesso as contribuigoes
perturbativas do tensor (kr). Contudo, usando os dados de birrefringéncia [17, 18] é possivel obter
algumas configuragoes mais simples [16, 23, 29, 31] para o tensor (k) a fim de tornar factivel o célculo
exato das relacoes de dispersao® ou da funcéo de particao.

A prescrigao proposta em [17, 18] para a decomposigao do tensor (kp) é estendida & temperatura

finita via as redefini¢oes impostas em (5.45), assim temos, para o setor de paridade-par:

1
(kDE)k; = 2(kP)rirs » (KHB)k; = Sekpa€imn (KF)pgmn » (5.51)

e para o setor de paridade-impar:
(”DB)kj == (K“HE)jk = (kF)Tkpq €jpg - (5.52)
5.4.1 O setor de paridade-par

Estudaremos a influéncia das 6 componentes nao birrefringentes de paridade-par do tensor (kr)
parametrizadas pela matriz k._ e pelo coeficiente k,. Com o intuito de isolar as contribuicoes do
setor de paridade-par anulamos os coeficientes de paridade-impar: kpg =0 e kyg = 0. Levando em
consideragao que os cinco elementos contidos na matriz K., sao restritos pelos dados de birrefringéncia
[17, 18] na ordem de 10732

N 1 B
(Ret)ji. = 5 (kD + Kap)jk < 10 2, (5.53)

podemos considerar K.+ = 0 e permite obter kg = —kppg e junto com a segunda e terceira equagao

em (5.13) leva as seguintes relagoes entre as componentes nao birrefringentes:

- ~ - 1
(KDE)jk = (Iie_)jk + /ftrdjk , Kir = gtr(liDE). (5.54)

Para maiores detalhes ver o apéndice (B)
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onde (K. ) corresponde a contribuigao anisotrépica e K, & isotrépica, a seguir analisaremos separada-

mente cada uma das contribuigoes.

5.4.1.1 A contribuigao isotrépica

Primeiramente, isolamos a contribuigdo da componente isotrépica ki impondo (Ke—) = 0 na
eq.(5.54). Entao:
(kDE)jk = Ftrljk , (KHB)jk = —Rtrljk - (5.55)
E substituindo nas egs.(5.13), obtemos os elementos nao nulos do tensor (kr):

Rtr

5 [pmqn = Oymqm (5.56)

Rtr

S s (kF)pgmn =

(kF)Tka‘ =
O operador (—dgp + Sap) expresso no espago dos momentos resulta ser (p25ab — S’Gb), onde a
matriz Sup = 2 (kF)oq PePd ¢ simétrica e via as componentes de (k) definidas em (5.56) possui as

seguintes componentes:

S’T‘T = _%trﬁ‘2 ; 5V‘rk = Etrprk ) gjk = _6jkEtrp2 + 26jkf"5tr]5‘2 - Etrpjpk: ) (557)

Com isso, calculamos o determinante da matriz (p2(5ab — S’ab>:

- ~ 2 2
ot (50— ) = G+ 19" (0 [~ 2 ] |
et (p°0ap — Sav ) = (Fer +1)° (p*) TP (5.58)
entdo, o determinante funcional do operador (—0d4, + Sap) é:
_ Wtr o]’
det (—O8ap + Sap) = det [(1 + Ry ) (—0)?] det [—D +7 ftk, vﬂ : (5.59)
tr
Assim, a funcdo de parti¢do (5.50) torna-se:
InZ(B)=—Trln |-O+ er_ 2 (5.60)
B 1+ Rir ' '

Observamos que os dois modos do campo de calibre abeliano tem a mesma relagao de dispersao e
apresentam nao birrefringéncia.

O trago funcional de (5.60) é calculado na base de Fourier que expande o campo de calibre :

Ao(7, %) = <€>2 > TR 4, (n, ), (5.61)

n7p

T
—n (n=0,£1,42,...) sdo as freqiiéncias bosonicas de

8

onde V designa o volume do sistema e w, =

Matsubara.
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Desse modo, a contribuicao dos dois modos do campo de calibre é expressa como:

InZ (8) V/ P05 2 [+ L R (5.62)
n = — n w —_— , .
(271')3 " 1 + /itrp
n=—oo
onde |k < 1 para garantir uma funcao de partigdo bem definida.
Fazendo a seguinte transformag@o nos momentos:
1+ Rir
i — Di = 5.63
bi bi 1= e ( )

na eq.(5.62), obteremos:

InZ(8) = —(2‘;)3 G jg) / d3p‘n+2j)o In [(2mn)? + (8)?] (5.64)

onde w = ||p]]. realizando a soma em n, teremos:

~ \3/2 .
InZ(B) = — Gf,’;) QV/ng];gln [1 - e—/ﬂ (5.65)

que podemos reescrever Ccommo:

InZ(B) =a(ky)InZy (5.66)

onde Z4 é a fungao de particao da eletrodinamica de Maxwell definida em (4.52) e a fungao a (k) €

uma funcao explicita do parametro Ki:

~ 1+ e\ 2 9
o (K/tr) = (1 — %Zr> ~ 1+ 3k + 5 (Ktr)z + ..., (567)
r

a expansao demonstra que as correcoes de menor ordem as propriedades termodinamicas sao lineares
em %tr-
De (5.66), vemos que a fungao de particao do setor nao birrefringente e isotrépico de paridade-par

¢é obviamente uma poténcia de Z4,

Z(B) = (Z4)*") . (5.68)

Isso tera como consequéncia que todas as propriedades termodinamicas do setor nao birrefringente e
isotropico de paridade-par serdao as mesmas da eletrodinamica de Maxwell multiplicadas pelo fungao
a (Ktr), inclusive a distribui¢ao angular da densidade de energia, como mostraremos a seguir.

Escrevendo a eq.(5.65) em coordenadas esféricas:

nZ(8) = —a (Fu) 4—V3 /dQ /oo dw w?In [1 - e—ﬁw] : (5.69)
n 0

48



logo, a energia interna ou energia média do sistema por unidade de volume sera:

~ 1 e w3
Resolvendo a integral em w temos
) =a () [ 0
U = a (K —dQ2
"] 608

cujo integrando é a distribuicao angular da densidade de energia ou densidade de energia por angulo

solido
T
u(B,Q) = a(ky) —7, 5.71
(8,0 = a(Far) o (5.11)
que permanece isotropica.
Integrando os angulos em (5.70) obtemos:
~ e 1 W3
u(f) = o (Ktr)/o dw T2 eBo _ 1 (5.72)
onde o integrando corresponde a lei de radiacao de Planck:
.1 W
w ()=o) o (573

Enquanto, que realizando todas as integracoes em (5.70), obteremos a densidade de energia da
cavidade ou lei de Stefan-Boltzmann modificada:

2

uw(T) = a (R 1—5T4 . (5.74)

5.4.1.2 A contribuicao anisotrépica

Os coeficientes anisotrépicos do setor de paridade-par sao representados pelos elementos da matriz

(Fe—) em (5.54) e, isolamos sua contribui¢ao impondo Ky, = 0. Assim, da eq.(5.54) obtemos

(kpE)jk = (Ke—) i » (FEB)jK = = (Ke=) i (5.75)

que substituindo nas equagoes (5.13) obtemos os elementos nao nulos do tensor (kr):

1 - 1 ~
(kp)rjrk = ) (Hef)jk: o (kF)pgmn = ~ 5 €ipgChmn (He*)jk : (5.76)

Logo as componentes de S, serdo:

Srr = =P (Fer) Py Srk = pr (e )i, D)
(5.77)
S'jk = 6P (Fe) - P— (%6,)jkp2 + pj (Ke— ) Pi + Pk (%e—)ﬁpz’a
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Entretanto, podemos escolher uma representagdo mais conveniente para a matriz (ke— ). Posto que

é uma matriz simétrica e de trago nulo podemos representi-la em termos de dois vetores 3D, @ e b,

ortogonais:

N 1
(Re-)ij = 5 (aibj +a;bi)

(5.78)

vemos que satisfaz a condigao de traco nulo tr (ke—) = @- b =0 e, nessa parametrizacao det (ke—) = 0.

Assim, as componentes (5.77) de S, serdo expressas como:

S = —(6~p’)(5-ﬁ> , Srp = %Prak@'ﬁ)%-%prbk(ﬁ'@,

Sik = —0bjk (5'17)@'}7)—5

Logo, calculando o determinante da matriz <p2<5ab — S'ab) obtemos:

_ 1 om
det (40 = 3) = |1 33702 0)° (= 2) (=22

onde definimos:

o= —@ (b5
O que leva ao determinante funcional do operador (—d,p + Sqp) @ ser expresso como:

1 -
det (—Od4p + Sap) = det [( -~ 62b2> (—D)Q} det (—0 — V2) det (-0 - V2) .

e

onde temos definido:

V2 = (@-V) (E.v) .
Assim, a func@o de parti¢ao (5.50) torna-se:
1 2 1 2
InZ(B8) = —iTrln[—D -Vil- §Tr In[-0 - V=],
Se consideramos somente as contribuigdes de primeira ordem na matriz (Ke— ), teremos:
vixv2=(@-v) (V).
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(5.79)

1 1 /- 0 1,
(aibj + a;b;) p* + 5 (b 'p) [pjar + praj] + B (@ P) [pjbr + prbj]

(5.80)

(5.81)

(5.82)

(5.83)

(5.84)

(5.85)

(5.86)



ou seja, em primeira ordem, ambos os modos de polarizagao do campo de calibre tém a mesma relacao
de dispersao fornecendo a mesma contribuicao a funcao de particao. Isso, esta inteiramente conectado
com o fendmeno da nao birrefringéncia observada a primeira ordem para estes coeficientes em [17, 32].

Calculando os tracgos funcionais em (5.85) via a expansdo de Fourier do campo de calibre dada

pela eq.(5.61), assim, as contribui¢oes de ambos os modos sao expressos como

InZ.(8) = —%Trln[—D -V (5.87)
N R 2
L[ PG+ (55) 4G (5-9)
- / n—zzoo ln len (613) 2 + l82 4 - &262 ’
€
InZ_(B) = —%Trln[—D - V2] (5.88)

- v /d‘% io In [(Ben)? + (89)% + 52 @ ) (5-7) |,

Com o objetivo de calcular a integracao sobre os momentos, consideremos o seguinte sistema de
coordenadas: o vetor @ estd alinhado com o eixo x, o vetor b com o eixo y, assim o vetor @ X b estd
ao longo do eixo z. Passando a coordenadas esféricas [p'= w (sin 0 cos ¢, sin 6 sin ¢, cos #)], encontramos

as seguintes contribui¢oes dos modos :

2 .2 2 .
InZ(8) = 1 V /dQ/ o2 Z ln[27rn + (Bw)? (1+>\ sin 0+42Ai12n 951n2¢>>]7
(5.89)

n=—oo

InZ_(B) = /dQ/ dw w? Z ln[27rn + (Bw)? (1+;)\sin29sin2¢>], (5.90)

n=—oo

onde d) = sin 0dfd¢ é o elemento do angulo sélido, e temos definido A = ab com a = |d| e b = ‘5‘

Fazendo as seguintes mudangas de varidveis:

A2sin? 0 + 2\ sin? Osin 2\ /2
w— w <1 + o z_ ;n = ¢> , (5.91)
na eq.(5.89) e
1 —1/2
w—w (1 + 5Asin? 0 sin 2¢> : (5.92)
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na eq.(5.90 ), obtemos:

4 A2 sin? 0 + 2\ sin? 6 sin 2¢ —3/2 oo +o0

n=—oo

(5.93)

1 Vv 1 ‘ ' 3/2 00 +o0
InZ_ (ﬁ)_—z(%)g/dﬂ <1+2)\S1n2051n2¢> /0 dw w? Z 1n[(27rn)2+(6w)2}, (5.94)

n=—oo
Realizando ambas as somas, obtemos que fungao de partigdao para os coeficientes nao birrefringentes
e anisotropicos de paridade-par é:

2 12 N —3/2 -3/2
0+ 2A A sin 2 1
(1 + A”sin Z ;n — ¢) + (1 + 5)\ sin? @ sin 2(;5)

an(B):;/dQ InZj4.

s

(5.95)
Levando em conta que In Z4 é a fungao de partigao de Maxwell (4.54), e notando que a integracao
angular pode ser calculada exatamente, teremos a funcao de particao para as componentes nao bi-

rrefringentes e anisotrépicas do setor de paridade-par:

InZ () =5(\)nZa(8), (5.96)

onde
1

4(442)1/%(442)*1/%1+LA4+LA6+~-- (5.97)

oM 128 512

Observe que para termos uma fungéo de particao bem definida 0 < A = ab < 2. A expansdo demonstra

que a contribuigao anisotrépica da matriz (K.—) somente é manifestado em quarta ordem.
Escrevendo a fungao de particdo como uma poténcia da fun¢do de particao da eletrodinamica de

Maxwell, teremos:

Z(B) = (Z4)"™. (5.98)

Isso terd como consequéncia que todas as propriedades termodinamicas do setor nao birrefringente
e anisotrépico de paridade-par serao as mesmas da eletrodinamica de Maxwell multiplicadas pelo
funcao 0 (A). Enquanto, a distribuigdo angular da densidade de energia torna-se anisotrépica devido
as contribuigoes oriundas da VSL como mostraremos a seguir.

A partir da funcao de partigao (5.95) calculamos a densidade de energia por angulo sélido irradiada
pelo corpo negro:

1
2

™

608"

N | =

. —3/2
u(B,9Q) <1 + 2)\sin2081n2¢> +

24020 + 92\ sin? O sin 26 2
<1+ A° sin 9—; A)s\lzn 0 sin ¢>  (5.99)
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revelando um alto grau de anisotropia, via a explicita dependéncia em ¢ e 0, induzida pelos coeficientes
(%e—)ij que controlam a quebra da simetria de Lorentz. A anisotropia é manifesta a primeira ordem

em (Ke—), ., ou seja:

Y
s

~ 605%

A dependéncia linear em A da distribui¢ao angular da densidade de energia pode conduzir & obtencao de

u(B,9Q) 1-— 2)\ sin2¢sin?@ + - - - | . (5.100)

algum limite superior muito restritivo para os coeficientes da matriz (k.—) via os dados da polarizac¢ao
da radiacao césmica de fundo.

Similarmente ao caso isotrépico, observamos que a lei de radiacao de Planck e a lei de Stefan-
Boltzmann sao as correspondentes da eletrodinamica de Maxwell, desta vez, multiplicadas pelo fator

0 (N), assim, a lei de radiagao de Planck modificada é:

1 w3
= —— 101
w(@) =8 () e, (5.101)
e a lei de Stefan-Boltzmann modificada seré:
2
uw(T) =6 (\) 1—5T4 . (5.102)

5.4.2 O setor de paridade-impar

Estudaremos as modificagbes introduzidas pelos 3 coeficientes nao birrefringentes de paridade-
fmpar do tensor (kr) nas propriedades termodinamicas do campo eletromagnético de Maxwell. Para
isolar o setor de paridade-impar, anulamos o setor de paridade-par definido em (5.13): kpgp = 0 e
kpp = 0. Levando em consideracao a restri¢cao imposta pelos dados da birrefrigéncia [17, 18, 29] para

os elementos (Ko-);;:
_ 1 B
(Hof)ij = i(HDB —kyE)ij < 10 2 (5.103)

podemos impor que (K,—) = 0, assim, obtemos a equacdo kpp = Kggr que junto a condi¢do kpp =
- (/{HE)T nos dizem que a matriz kpp € antisimétrica, o que implica em 3 coeficientes indepen-
dentes. Desse modo, obtemos que neste limite kpp = (Kot ) €, como (Ko ) é antisimétrico podemos

parametrizar em termos um vetor 3D, K [29]:

(EO-‘r)mn = (’%DB)mn = €mnjkj. (5104)

Que substituidos em (5.52) permitem obter as componentes nao nulas do tensor (kr) em termos

das componentes do vetor K:
1

93



As componentes do operador S.p 10 espaco de Fourier sdo segundo a prescrigao (5.105), dadas por:

ST’T =0 ) gTj - ("_{'mpj _ﬁQﬁj ’ (5106)

= —2(K - P) prdij + pr (Kipj + Kjpi) - (5.107)

O determinante da matriz (p25ab — Sab> é:
~ 2 . L9 . .
det <p25ab — Sab) = (p2) [p2 +2p, (R-p) — 72?4+ (R - 13')2} [pz +2p, (R ﬁ)} , (5.108)
o que leva ao determinante funcional do operador (—0d4, + Sgp) igual a:

det (~Ouy + Sup) = det (—D)2det[—m —2(R- V)0, + R2V? — (R V)Q}det[— O-2(7-V) 67} ,
(5.109)

Assim, a func@o de particao (5.50) torna-se:
1 . 52w2 - 2 1 —
InZ (8) = =5 Trin [—D—2(/€~V)8T+/£ V2 - (R-V) } —5Trln [ —D—Q(K-V)aT} . (5.110)

e representa as contribuigoes dos dois modos de polarizagao do campo fotonico modificado. Observe
que se considerarmos somente os termos de primeira ordem nos coeficientes parametrizados pelo vetor
K, ambos os modos forneceriam a mesma contribui¢ao para a funcao de particdo. Em primeira ordem,
as relacdes de dispersdo associadas tornam-se iguais p?+2po (% - p) = 0 que produz a nio birrefrigéncia.
Este resultado estd de acordo com a literatura que mostra e segue a prescrigao [17, 18, 29, 30, 32]. O
célculo das relagoes de dispersao e suas respectivas andlises estao calculadas em [16] (ver o apéndice
B).

Calculamos os tragos funcionais em (5.110) escrevendo o campo de calibre no espaco de Fourier

(5.61). Deste modo, a contribuigao dos dois modos sao:

mzW (g) — —%Trln [-0-2( V)0, +#°V* — (7 V)] (5.111)

1 R 2 2, =2 - 2222 | (2 2
- ‘2V/<2w>3mz_oo1“5 () +7 + 23w = 5%+ (-9

mZ® (8) = —%Trln[—D—Q(F{-V)OT] (5.112)

= _1{//d3ﬁ S In 52 [(w Y+ 52 +2(R-pw ]

m=—0Q0
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Fazendo a seguinte translacao p'— ' — w,, K em ambas as integrais (5.111) e (5.112), obtemos:

3_» +o00 - 2
¢ +
85 ¥ =2
an,g):—l /d Z lnﬂQ[u}n 1?/_{2], (5.114)

onde na primeira integral temos desprezado um termo infinito irrelevante.
Escrevendo as integrais (5.113) e (5.114) em coordenadas esféricas: K -p = kwcosf, w = |p],

k= |R|, P = w (sin @ cos ¢, sin O sin ¢, cos f), teremos:

1V %) 400 1— 2 o3 29
In ZW :_2(%)3/@/0 dww® > In [(ﬁwn)2+(6w)2 f_il;l] (5.115)

1 1
In Z? 3@ /dQ/ dw w? Z In [ Bwn)® + (Bw)? 1—/@]’ (5.116)

onde df2 = sin 8dfd¢ é o elemento de angulo sélido.

Fazendo as seguintes mudancas de variaveis:

1 — g2 1/2
S 5.117
w_>w<1—/~i2$in20> ( )
na eq.(5.115) e
wow(1-r2)? (5.118)
(5.116), obteremos:
1V (1 . ﬁ2)3/2 o +00
Iz =—— /dQ / dw w? 1 ) 2 5.119
nZzZ\ 2 2 (i — 9)3/2 ; W w nzz_oo n [(5&) )"+ (Bw) } ) ( )
e
1V 3/2
@ _ _1 2 2 2
In Z,; 2(277)3/dQ (1—r%) /0 dw w n_z_oolnﬂ [Bwn + (Bw) } (5.120)

Realizando a soma em n, teremos a fungao de particao para a eletrodinamica CPT-par do MPE
descrita pelos coeficientes nao birrefringentes de paridade-impar

1
(1 — k2 sin? 0)

InZ(8) = Si (1- /@2)3/2/d§2 InZy. (5.121)

s

3/2

onde Z4 é a funcao de particao da eletrodinamica de Maxwell dada em (4.54).

Realizando a integracao angular em (5.121), encontramos a fungao de partigao igual a:
InZ(B)=~(k)InZa, (5.122)
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onde v(k) é uma fungao pura dos parametros de quebra:

1 1
y(k) = (1—r2)"? (1—2n2> MR R (5.123)

mostrando que as corregoes providas pela matriz (ko) sdo de segundo ordem.
Assim, novamente conseguimos expressar a funcao de particdo como uma poténcia da funcao de

particao do campo eletromagnético de Maxwell:
Z(B) = (Za)". (5.124)

Como ja observado no setor nao birrefringente de paridade-par, todas as propriedades termodinamicas
do setor nao birrefringente de paridade-impar serdo aquelas da eletrodinamica de Maxwell multi-
plicadas pela funcao (k). A excecao a é a distribuicdo angular da densidade de energia torna-se
anisotrépica devido as contribuig¢oes vindas da VSL como mostraremos a seguir.
A partir de (5.121), obtemos facilmente a densidade de energia por angulo sélido:
1
(1 — K2sin? 0)3/2 .

A dependéncia em 6 mostra que a quebra de simetria de Lorentz neste setor proporciona um carater

w(,9) = o (1=69) Y7 |14

(5.125)
anisotrépico para distribui¢do angular da densidade de energia. Note que a contribuigao dos coefi-
cientes de quebra, é méxima no plano perpendicular ao vetor K. Em primeira ordem, a anisotropia
ganha uma contribuicao quadratica nos coeficientes nao birrefringentes de paridade-impar que contro-

lam a quebra da simetria de Lorentz:

u(B,Q) ~ Wﬂﬁli [1 + K2 <i sin? 6 — 2)] , (5.126)

essa contribuicao anisotrépica resulta ser irrelevante quando comparada com a contribuicao linear
(5.100) induzida pelos coeficientes nao birrefringentes (%.—) de paridade-par .

A partir da equacao (5.121) ou (5.122), podemos obter a lei de radiagdo de Planck modificada:

1 w3
_ - .12
w(@) =7 () o, (5.127)
e a lei de Stefan-Boltzmann modificada:
2
u(T) =~ (k) 1—5T4. (5.128)

A partir dos resultados (5.68), (5.98) e (5.124) observamos que a funcao de parti¢ao gerada pelos
componentes nao birrefringentes do tensor (kr) s@o andlogas. Ou seja, todas elas sdo uma poténcia
da funcao de particao do campo eletromagnético de Maxwell e, sendo essa poténcia uma funcao pura

dos respectivos coeficientes nao birrefringentes.
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Conclusoes e perspectivas

A presente Dissertacao teve como objetivo estudar a influéncia dos coeficientes nao birrefringentes
do tensor (kp), que caracteriza a eletrodinamica CPT-par do Modelo Padrao Estendido, nas pro-
priedades termodinamicas do campo eletromagnético de Maxwell.

Primeiramente, estabelecemos a estrutura hamiltoniana da eletrodinadmica CPT-par do MPE por
meio do método de Dirac para sistemas vinculados, ou seja, estabelecemos os vinculos de primeira
classe e suas respectivas condigoes de calibre. Logo, construimos uma funcao de particao bem-definida
e invariante de calibre via o método de Faddeev-Senjanovic [27] no formalismo de integrais de caminho.
A fungao de particao (5.50) representa, em principio, a fungao de particao da eletrodinamica CPT-par
do MPE para um tensor (kr) arbitrario, entretanto, deve-se garantir que as componentes (kr)apeq do
tensor (kp) sejam suficientemente pequenas para garantir uma hamiltoniana definida-positiva e uma
funcao de particao bem-definida.

Com o intuito de ganhar informacoes nao perturbativas sobre a influéncia da violagao da simetria
de Lorentz nas propriedades termodinamicas do campo eletromagnético de Maxwell, especializamos
nossa analise as 9 componentes nao birrefringentes do tensor (kr) e estudamos separadamente ambos
os setores de paridade-par e paridade-impar.

Assim, a partir dos resultados (5.68), (5.98) e (5.124) observamos que as fungoes de partigao ger-
adas pelas componentes nao birrefringentes do tensor (kp) sdo similares. Ou seja, todas elas sao uma
poténcia da funcao de particao do campo eletromagnético de Maxwell, onde essa poténcia é uma fungao
pura dos respectivos coeficientes nao birrefringentes, o que resulta nas propriedades termodinamicas
como densidade de energia, pressao, entropia, etc, sejam as mesmas da eletrodinamica de Maxwell
multiplicadas por uma funcao que depende somente dos respectivos coeficientes nao birrefringentes.
Em geral, a excecao a regra é a densidade de energia por unidade de angulo sélido devido aos co-
eficientes que controlam a quebra ou violagdo da simetria de Lorentz (VSL) induzirem anisotropias

na distribuicao angular da densidade de energia do corpo negro. Essa caracteristica anisotrépica da
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distribuicao angular da radiagdo reflete-se numa mudanga ou variagao local se relacionada ao com-
portamento isotrépico da distribuicao angular da densidade de energia do campo eletromagnético de
Maxwell. Apesar de tal diferenca, a lei de Stefan-Boltzmann mantém a sua dependéncia na temper-
atura proporcional a T*¢. Contudo, toda a informacdo sobre os coeficientes da VSL estd contida na
constante de Stefan-Boltzmann modificada, ou seja, temos que a constante de Stefan-Boltzmann o
muda como:

o—of(VSL) (5.129)

onde f(VSL) é alguma fungao dos coeficientes que controlam a violagao da simetria de Lorentz

satisfazendo a seguinte condicao (VSL) =1.

lim f
VSL—0
Como os coeficientes da VSL estao fortemente restritos por rigorosos limites superiores, entao,
as contribuig¢oes nao nulas de menor ordem, na sua serie perturbativa entorno a eletrodinamica de
Maxwell, devem proporcionar uma boa informagao sobre as propriedades termodinamicas do setor nao
birrefringente do tensor (kr). Desse modo, no setor nao birrefringente de paridade-par observamos que
a contribuigao isotrépica fornece uma corregao linear em Ky, como mostrado na eq.(5.67), entretanto, a
contribuigao anisotrépica da matriz (ke—) somente é manifestado em quarta ordem, como é mostrado
na eq.(5.97). Entao, a contribuigao anisotrdpica é irrelevante comparada com a isotrépica. Porém no
setor nao birrefringente de paridade-impar, as corregoes providas pela matriz (K,4) sdo de segunda
ordem como pode ser rapidamente observado na eq.(5.123) .
A seguir, destacamos as diferencas entre as propriedades termodinamicas da eletrodinamica CPT-
par e CPT-impar, primeiramente investigado na Ref.[21]. Tais diferengas decorrem da édlgebra de Dirac

para os graus de liberdade fisicos como mostrada nas referéncias [21] e [23]. Para eletrodinamica do

CPT-impar [21], no calibre de Coulomb, temos que os parénteses de Dirac nao nulos sao:

{Ak (z), 75 (y)}p = — [% - a@?} 5 (% -9, (5.130)
’ , , oro¥ . T HT
(@) 0 ), =5 | har), o = @ e ot [5G - Ga3)

Enquanto, para a eletrodinamica CPT-par, a dlgebra de Dirac entre os graus de liberdade fisicos,

também no calibre de Coulomb, proporciona a seguinte relagdo de comutacao

) Oro*
() )} = (30— o ) 5@ - 9. (5.132)

sendo os outros nulos.
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A nao comutatividade dos momentos expressa pela eq.(5.131), é uma das razoes fundamentais
para a eletrodinamica CPT-impar tenha propriedades termodinamicas diferentes da sua contra parte,
a eletrodinamica CPT-par. Uma outra razao que contribui nessa diferenca é o vetor kg ter dimensao

)2n é

de massa 1. A dependéncia na temperatura do logaritmo da funcao de particao em ordem (kap
7372 isso implica que a funcdo de particio CPT-impar ndo pode ser expressa como uma poténcia
da fungao de particdo de Maxwell tal como acontece no caso CPT-par analisado.

Entre as perspectivas imediatas, pretendemos continuar a estudar os efeitos da violagao da simetria
de Lorentz em outros sistemas ou fenomenos termodinamicos como por exemplo, sistemas fermionicos,

condensacao de Bose-Einstein, sistemas de campos nao-comutativos, Chern-Simons gravitacional com

violagao da simetria de Lorentz, CFJ nao abeliano, etc.
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Apéndice A
Notacao e algumas relacoes titeis

Ao longo da Dissertacao usamos as unidades naturais:
c=h=kp=1

O tensor métrico é assumido da seguinte forma

1 0 0 O
» 0O -1 0 O
Juv =39 = )
0O 0 -1 0
0 0 0 -1
+o0
Z In [(27m)2 —l—bﬂ =b—In2+2In (1 - e_b)
n=-—o0o
00 4
/ dww21n<1—e_ﬁw> = —L?)
0 456

2

/Ooodw ln(l—efﬁ“’> = —g—ﬁ

1 1
/dDJE'eXp {—2fTAf} = (271')% [det A]fl/Q = (271')% exp {—QtrlnA}
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Apéndice B
As relacoes de dispersao

B.1 Decomposicao do tensor (kp) a temperatura zero

Para o caso CPT-par temos (kp)z; = 0 e a densidade lagrangiana, torna-se:

1 1
L= —ZFMFO“’ 1 (kp)**% FoyFpp.

Definindo os campos elétrico e magnético como:

- 1
By, = F™ = -9, Ao + 0y Ay, = Fyy, , By = (V X A)k = 5kabFap,
podemos expressar os termos da lagrangiana como:

Fo FO = =2 (Fop)? + (Fj1,)* = —2E? 4 2B2,

(kp)™"% FayFpp = AE; (kF)OjOm By —4Em (kF)ijOm €ijnBn + Bp€ijp (kF)ijkm €kmq By

Substituindo (B.3) e (B.4) em (B.1), teremos

1 15 1
L = §E2 - 532 + 5L {—2 (kF)OJ'Ok} 12
1 1
—§Bj §€ququlm6lmk By + Ej [(kF)ijq quk] By

Segundo a prescrigao estabelecida em [17], a densidade lagrangiana pode ser escrita como:

—

B-(kgB)-B+E-(kpp) - B,

(B.2)

(B.5)



onde as componentes do tensor (k) podem ser escritos em termos de quatro matrizes de ordem 3 x 3,

KDE , KHB, kDB € kgg: As matrizes kpp e Kkgp sao simétricas e tém paridade-par, assim:

1
(K’DE)jk =2 (kF)OjOk ’ (K’HB)jk = 5CipgCkim (kF)pqlm' (B.7)

Para essas matrizes, a condicao de duplo trago nulo, (kp)*,, = 0, leva a seguinte relagao:
tr (kpe + kup) =0, (B.8)

desse modo, o setor de paridade-par descrito pelas matrizes kpgp e Kgp suportam 11 paradmetros
independentes
As matrizes kpp e kKgg sao de traco nulo e tém paridade-impar e estao relacionados com as

componentes do tensor (kp) pela seguinte relagao:

(KDB)jk: == (HHE)kj = €kpq (kF)ijq (B.9)

desse modo, o setor de paridade-impar suporta 8 parametros independentes.

Segundo [17] e com finalidade de fazer comparagoes com os dados experimentais de birrefringéncia,
os 19 coeficientes independentes do tensor (kr),,, - podem ser parametrizados em termos de quatro
matrizes de trago nulo, Key, Ke—, RKo—, Kot € um parametro simples K¢: O setor de paridade-par é

entao parametrizado da seguinte maneira

~ 1

(Ret)jpr = 5(/€DE + KHB)jk 5

~ 1 ~

(Fe-)jr. = 5(kpE— KHB)jK — OjKKer (B.10)
J 2
~ 1
Ftr = gtr (kDE)

onde as matrizes K., € Ke_ sdo simétricas. Enquanto, o setor de paridade-impar é parametrizado

segundo
~ 1
(Fo+)jw = 5(kDB + KHE)jK |
(B.11)
~ 1
(F&o—)jk = i(f‘fDB — KHE)jk »
neste caso, a matriz (Ko+) ¢ antisimétrica e a matriz (K,—)é antisimétrica.
Usando esta nova parametrizagao, a densidade lagrangiana (B.6) torna-se:
L = 5(1+/€tr)E _5(1_"4}&)3 +§E'(/€e++/€6_)'E
(B.12)
1=

—5 B (Fey —Fie) - B+ E- (Fos + Fo_) - B.
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B.2 As equagoes de movimento

A partir da equagao de movimento (5.5), obtemos as equagoes de Maxwell ndo homogéneas (na
auséncia de fontes) em termos dos campos elétricos, magnéticos e das matrizes (B.7) e (B.9). Desse

modo, a lei de Gauss modificada resulta em:
0;E; + (/iDE)ja 0B, — (HDB)ja 0;B, =0, (B.13)
entretanto, a equagao de Ampere-Maxwell modificada é expressa como:

A Ey + (kpE)k; 00 Ej — (KDB) o €bkj0j Ea

(B.14)
— (KDB)p OBy — €1ja0jBa — (KHB) 4 €00 Ba = 0.
Por outro lado, as equagoes homogéneas de Maxwell permanecem as mesmas:
00By + ka0 B = 0, 0aB, =0 (B.15)
A partir dessas quatro equagoes, obtemos a equacao de onda para o campo elétrico
(00)” Er + (KDE)4q (00)* Eq — V2Ej, + tr (kpE) V2 Ey + (K1 B) 4y 00 Bl
+0k00Ea — tr (kpE) Ok0uEa — (k1 B) 1y Os0aBa + (K B) 4y V2 Fa (B.16)

— (KHB)py BOkEq + (EDB) ke €cbaO00Ea — (KDB) g €bkcOc00Eq = 0.

B.3 As relacoes de dispersao

As relacoes de dispersdo podem ser obtidas a partir da transformada de Fourier da equacao de onda
(B.16) do campo elétrico. Em geral, esse calculo nao fornece de modo exato e explicito as relagoes
de dispersao. Contudo, existem algumas configuragoes do tensor (kr) que permitem obter de modo
exato as relagoes de dispersao do campo de gauge. Em nosso caso, tais configurages sao represen-
tadas pelos coeficientes do tensor (kr) cujas contribuigdes, a primeira ordem nao nula, ndo produzem

birrefringéncia nas relacoes de dispersao do campo eletromagnético de Maxwell.
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B.3.1 Relagoes de dispersao do setor de paridade-par

Para isolar o setor de paridade-par anulamos as matrizes que representam o setor de paridade-impar

(B.9): kpp =0 e kyr = 0, desse modo, a equacao de onda (B.16) do campo elétrico resulta em:

(80)2 E; + (’%DE)ka (60)2 E, — VQEk + tr (HDE) VQE]C + (K:HB)ab OuOpE + 010 Ey
(B.17)
—tr (/‘CDE) Ok0uEq — (/iHB)kb Op0uFEy + (K“HB)ka VQECL — (’%HB)ba OpOrLE, = 0.

B.3.1.1 Componentes nao birrefringentes de paridade-par

Dados de birrefrigéncia [17, 18] permitem impor que (Ke4),, = 0, entdo, a primeira equacao em

(B.10) estabelece a seguinte condi¢do kpp = —Kk g R, que substituida na segunda equacdo em eq.(B.10),
proporciona
(”DE')@I; = (%ef)ab + KrOgp = — (HHB)ab, (B.18)
com
~ 1
Ktr = gtl" (kpE) - (B.19)

Substituindo ambas em (B.17), obtemos:

(14 Rer) (00) B+ (Re) o (0)2Ba — (1~ Rer) V2Ey — (Re- )y V2

(B.20)
— (Re—) gy OaObEr + (1 — Kir)Ok0a Eq + (Ke—) 1y Op0aLoq + (Re—)p, OOk Eq =0
B.3.1.1.1 Contribuigao isotrépica
Isolando a componente isotrépica: ki # 0 € (Ke—) = 0, teremos que (B.20) resulta em:
[(1 FRe) (002 — (1 — R vﬂ By + (1 — Fer) Ok0aEq = 0. (B.21)
Usando a primeira equacao de Maxwell (B.13), (1 + K¢y) 0q Eq = 0, obtemos:
[(1 FRa) ()% = (1— Fu) vﬂ By =0, (B.22)
que no espaco de Fourier, torna-se:
[(1+ Fww) p — (1 = Far) 5] Ex =0, (B.23)
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produzindo a seguinte relacao de dispersao:
(14 Fee) p2 — (1 — Rep) 2 = 0, (B.24)
que é a mesma expressao contida nas egs. (5.60) e (5.62), confirmando nossos resultados previstos:

1_Etr
1+ R

we = £ (B.25)

Note que a velocidade de fase associada com ambos os modos do campo foténico é a mesma, mostrando
explicitamente o carater nao birrefringente do coeficiente isotrépico do setor de paridade-par, o qual

estd em completa concordancia com a Ref. [32].

B.3.1.1.2 Contribuicao anisotrépica

Considerando as componentes anisotrépicas nao nulas: (ke—) # 0 e Ky = 0. Dessa forma, a eq.

(B.20) torna-se:

(00)* By — V2 By + (Fe— ) (0)*Ea — (Re-) 3o VEa
(B.26)
— (%e,)ab OuOp Bl + 01O Ey + (%ef)kb OpO0u Ey + (Ee,)ba OpOrLE, =0

Usando a relagao (B.13): 0qE, + (Re— )y, OvFa = 0, obtemos a seguinte equagao de onda para o campo
elétrico:

[D(S}m + (%6_)ka D] E, — [(ﬁe_)cb OcOp0kq — (%e_)kb abé?a] E,=0. (B.27)
No espago dos momentos, temos:
{[p2 - (Ee—)cbpcpb](ska + (%e—)kb [p26ab + pbpa] }Ea =0. (B28)

Dado que (Re—) é uma matriz simétrica de trago nulo usaremos a mesma parametrizacao (5.78)

para calcular as relacoes de dispersao:

~ 1

(Ke—)y; = 5 (aibj + a;bi) , (B.29)
onde @ e b sio dois vetores 3D ortogonais. Assim, temos que

(Fe—)epPepy = (@-P) (5-ﬁ)

(B.30)

_ 1 1 N .
(Fe-)e [P*8jc + pepj] = 5 (arbj + ajby) p* + kP (b‘P> + 50kp; (@),
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e a eq. (B.28) resulta escrita como

ME = 0. (B.31)
onde definimos a matriz M = [M};] com
My; = [P — (@-p) (b‘pﬂ Okj + 5 (arbj + ajbr) p° + Sarp; (b'P> + 5 bkpj (@)
As relacoes de dispersao sao obtidas a partir da condicao
det M = 0. (B.32)

Calculando o determinante, obtemos:

1@ (b5) + @) P + @ (6-5)2

_ Loom\ o2 o 7 2
det M = (1 — 4 b )p [p — (a-p) <b-p>} p°— P ,  (B.33)
desse modo, obtemos as relagoes de dispersao exatas:
. . NG
4(@-p) <b~17) +(@5)2 8 + @ (b-ﬁ)
ot - : (B.34)
4 — a2p?
P> = (@p) (5-ﬁ> , (B.35)

que sdo exatamente as mesmas relagoes que aparecem na fungao de particao, veja a equacao (5.81).
Podemos observar que as relagoes de dispersao, (B.34) e (B.35), em primeira ordem, reduzem-se
19 (Ke—)p
w = £ |p| [1+p( 5 )p] ,
2|

mostrando a auséncia de birrefrigéncia nessa ordem tal qual foi estabelecido na Ref. [32].

(B.36)

B.3.2 Relagoes de dispersao do setor de paridade-impar

Isolamos o setor de paridade-impar anulando as matrizes que descrevem o setor de paridade-par (B.7):

kpe =0 e kgp = 0. Desse modo, a equacao de onda para o campo elétrico (B.16) resulta em:
OF, + 0,0, E, + (FJDB)kC €cba000p g — (KVDB)ab €pkc0:00Eq = 0, (B.37)

que no espaco dos momentos é expresso como:
{(p25kj + Pkpj) — Po [(%DB)kc €cjibi + (KDB) . Eck:ipi} } E;=0. (B.38)
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Reescrevemos esta equagao como

ME = 0. (B.39)

onde definimos a matriz M = N — poD em termos das as matrizes simétricas N = [Ny;] e D = [Dy;]

expressas como

Nij = p°0kj +pkpi > Dij = (KDB)ge €cjibi + (KDB) . €chiDi- (B.40)

As relagoes de dispersao sao obtidas da condicao det M = 0, desse modo, o calculo exato do
determinante fornece:

detM

o (po)* = (po)” trD — (po)* [2172 + i (D?) — L am)?

2 2
(B.41)
+ (po) [ p2trD— det D} + 5t + gD
E f4cil notar que o termo trl) proporciona uma contribuicio de primeira ordem dos parametros da
VSL, enquanto os termos tr (}D)Q), (trD)Z, 7 - D% apresentam contribuicoes de segunda ordem da VSL

e, det D fornece contribuigoes de terceira ordem da VSL.

B.3.2.1 Componentes nao birrefringentes de paridade-impar

Usando a parametrizacao (B.11) e usando os dados da birrefringéncia [17, 18] podemos impor
(Ko—) = 0, desse modo, obtemos a condigdo kpp = kyp que junto a kpp = — (HHE)T diz que kpp é
antisimétrica e igual a (Ko ):

KpDB = %04_, (B.42)
e Sao parametrizadas em termos das componentes de um vetor 3D, &,
(K’DB)ij = (EO+)ij = CGijaka, (B.43)

Com essa informagao, calculamos as diferentes quantidades aparecendo no determinante (B.41)

acima:
trD = —4(Rp), tr(D?) = 6(R-p)> +2R%7,
(B.44)
detD = 2(7p) [#p° -~ RD)P| . PP = 5 [R5~ (D)),
que substituidos em (B.41) proporcionam
det M = (po)> [p2 + 2o (R-P) — 2% + (ﬁ@ﬂ [ %+ 2o (ré-p)] , (B.45)
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o que leva as seguintes relacoes de dispersao:

P° + 2po (Rp) — R2p2 + (Rp)? = 0,
(B.46)
P24 2p (Rp) = O,

que resultam as mesmas aparecendo na funcao de particao do setor nao birrefringente de paridade

impar expressa na equagao (5.110).
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Apéndice C

Primeiro artigo publicado no Physical

Review D

A publicacao mostra os resultados obtidos para o setor de paridade-par no capitulo 5.

PHYSICAL REVIEW D 80, 085026 (2009)

Finite temperature behavior of the CPT-even and parity-even electrodynamics
of the standard model extension

Rodolfo Casana, Manoel M. Ferreira Jr, Josberg S. Rodrigues, and Madson R. O. Silva
Departamento de Fisica, Universidade Federal do Maranhdo (UFMA),
Campus Universitdrio do Bacanga, Sdo Luis - Maranhdo, 65085-580, Brasil
(Received 10 July 2009; revised manuscript received 6 September 2009; published 28 October 2009)

In this work, we examine the finite temperature properties of the CPT-even and Lorentz-invariance-
violating (LIV) electrodynamics of the standard model extension, represented by the term W, F“"FF¢.
We begin analyzing the Hamiltonian structure following the Dirac’s procedure for constrained systems
and construct a well-defined and gauge invariant partition function in the functional integral formalism.
Next, we specialize for the nonbirefringent coefficients of the tensor W,,,,. In the sequel, the partition
function is explicitly carried out for the parity-even sector of the tensor W,,,,. The modified partition
function is a power of the Maxwell’s partition function. It is observed that the LIV coefficients induce an
anisotropy in the black body angular energy density distribution. The Planck’s radiation law, however,
retains its frequency dependence and the Stefan-Boltzmann law keeps the usual form, except for a change
in the Stefan-Boltzmann constant by a factor containing the LIV contributions.

DOI: 10.1103/PhysRevD.80.085026 PACS numbers: 11.30.Cp, 12.60.—1, 44.40.4+a, 98.70.Vc
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Apéndice D

Segundo artigo publicado no Physical

Review D

A publicacao mostra os resultados obtidos para o setor de paridade-impar no capitulo 5.

PHYSICAL REVIEW D 81, 105015 (2010)

Parity-odd and CPT-even electrodynamics of the standard model extension at finite temperature

Rodolfo Casana, Manocl M. Ferreira, Jr., and Madson R. O. Silva

Departamento de Fisica, Universidade Federal do Maranhdo (UFMA), Campus Universitdrio do Bacanga,
Sdo Luis-MA, 65085-580, Brazil
(Received 19 October 2009; published 13 May 2010)

This work examines the finite temperature properties of the CPT-even and parity-odd electrodynamics
of the standard model extension. The starting point is the partition function computed for an arbitrary and
sufficiently small tensor (k) ,,,, [see R. Casana, M. M. Ferreira, Jr.,, J. S. Rodrigues, and M. R. O. Silva,
Phys. Rev. D 80, 085026 (2009).]. After specializing the Lorentz-violating tensor (kg) g, for the leading-
order-nonbirefringent and parity-odd coefficients, the partition function is explicitly carried out, showing
that it is a power of the Maxwell partition function. Also, it is observed that the Lorentz invariance
violation coefficients induce an anisotropy in the black-body angular energy density distribution. Planck’s
radiation law retains its usual frequency dependence and the Stefan-Boltzmann law keeps the same form,
except for a global proportionality constant.

DOI: 10.1103/PhysRevD.81.105015 PACS numbers: 11.30.Cp, 12.60.—1, 44.40.+a
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