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Resumo

Esta dissertacao aborda os efeitos da quebra espontanea da simetria de Lorentz sob a ra-
diac@o do corpo negro no contexto da eletrodinamica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw (MCFJ).
O modelo MCFJ advém do setor CPT-impar do modelo padrao estendido e apresenta uma
hamiltoniana positiva-definida somente para um campo de fundo puramente tipo-espaco. O
estudo comeca pela eletrodinamica de Maxwell realizando uma analise de sua estrutura hamil-
toniana através do procedimento de Dirac para sistemas vinculados. Apéds essa andlise, calcula-
se a funcao de particao via o formalismo de integracao funcional e obtendo conseqiientemente
suas propriedades termodinamicas relevantes como: densidade de energia, pressao de radiacao
e a entropia do sistema. Na segunda parte, seguindo um procedimento similar encontramos
a fungao de particao do modelo MCFJ. Observa-se que o espectro de energia do corpo negro
sofre alteragao devido a quebra da invariancia de Lorentz e da simetria CPT. Mostramos que
se a radiacao césmica de fundo (RCF) for descrita por esse modelo desponta uma anisotropia
na distribuicao de densidade de energia. Também, mostramos que a lei de radiacao de Planck
e a lei de Stefan Boltzmann sao afetadas pela introducao do campo externo responsavel pela
quebra de Lorentz. Tais modificacoes no caso da lei de Planck sao nao-lineares na freqiiéncia
e na lei de Stefan-Boltzmann sao quadraticas na temperatura. Usando esses resultados e os
dados experimentais da constante de Stefan-Boltzmann e os dados referentes a anisotropia da
radiagao césmica de fundo, estipulamos limites superiores para a magnitude do parametro da
VL. Contudo, os limites obtidos sao menos restritivos que os obtidos pela andlise do fendmeno

da birrefrigéncia.

Palavras Chaves: Teoria de campos a temperatura finita, Quebra da simetria de Lorentz,

Radiacao do corpo negro, Anisotropia da RCF.



Abstract

In this work we study the effects of the spontaneous breaking of Lorentz symmetry on black
body radiation phenomenon in the context of the Maxwell-Caroll-Field-Jackiw (MCFJ) model.
The MCFJ model is the electromagnetic CPT-odd sector of the standard model extension
and, it presents for a purely space-like background a positive-definite hamiltonian. Firstly,
we study the Maxwell electrodynamics by analyzing its hamiltonian structure following the
Dirac’s procedure for constrained systems. Then, we calculate the partition function via the
path integrals formalism and consequently we obtain its thermodynamic properties such as:
energy density, radiation pressure and the entropy. Afterwards, we apply the same procedure
to find the partition function of the MCFJ model and we observe how the spectrum of black
body changes due to the breaking of the CPT and Lorentz symmetries. We show that if the
cosmic microwave background (CMB) radiation is described by this model, it shows an angular
anisotropy in the energy density distribution. We also give, at leading order in the Lorentz
violating parameter, the contributions of the Lorentz breaking for the Planck’s radiation and
the Stefan-Boltzmann laws. The Lorentz-violating (LV) corrections for the Planck’s law is
non-linear in the frequency and for the Stefan-Boltzmann law is quadratic in the temperature.
Using our results, we set upper limits for the LV parameter by analyzing the Stefan-Boltmann
law and the CMB anisotropy but it is shown that they are much less stringents that those

obtained by birefringence or polarization analysis of light.

Keywords: Field Theory at Finite Temperature, Lorentz symmetry breaking, Black body
radiation, CMB anisotropy.
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Introducao

Maxwell no seu trabalho seminal [1], propos que a luz requeria de um meio material para se
propagar fazendo analogia com as experiéncias envolvendo a propagacao de ondas num fluido.
Maxwell era adepto da idéia aristotélica de que a luz se propagava através de um meio material:
o éter, meio que tinha densidade desprezivel e que nao interagia com a matéria. Em vista das
propriedades da luz, ja observadas naquela época, acreditava-se que o éter permeava todo o
universo. Entretanto, a questao do éter foi abandonada com o advento da teoria da relatividade
restrita [2], a qual estabelece a covariancia de Lorentz como uma simetria fundamental da
natureza. A teoria da relatividade restrita estd baseada em dois principios basicos: O primeiro
nos diz que as leis da fisica sao as mesmas em todos os referenciais inerciais e o segundo que a
velocidade da luz é a mesma em relagao a qualquer referencial inercial.

Desde o advento da relatividade restrita, a covariancia de Lorentz é a pedra fundamental na
construcao de todas as teorias de campo que descrevem as interacoes fundamentais e sobretudo
ser também responsavel pela construcao das modernas teorias da fisica de altas energias. Os
experimentos mais recentes confirmam a invariancia de Lorentz com uma alta precisao, numa
escala de energia que vai até 2 TeV. Contudo, na atualidade, é discutida a possibilidade de
que a simetria de Lorentz possa ter sido quebrada na escala de Planck ou equivalentemente
no inicio do universo quando a energia alcancada era dessa ordem de magnitude. Tal cenario
é sugerido pela teoria das cordas [3] e, constitui a chave para o estudo de teorias de campos
nao-comutativos [4]. Os novos experimentos que se iniciardo no LHC (grande colisor de hddrons
traduzido do inglés), poderao estender a escala de energia até aproximadamente 14 TeV. Nessa
escala de energia, a simetria de Lorentz (SL) deve ser testada e confirmada se realmente ainda

¢é valida ou eventualmente possa ser observada a sua quebra.



As pesquisas que estudam as conseqiiéncias da quebra da simetria de Lorentz e da simetria
CPT sao freqiilentemente desenvolvidas sob o arcaboucgo tedrico do modelo padrao estendido
(MPE), primeiramente proposto por Colladay e Kostelecky [5]. A simetria CPT é conjunta-
mente trés simetrias discretas basicas da natureza em que C representa a simetria de conjugagao
da carga, P a simetria de paridade e T representa a simetria de reversao temporal. Na natureza
existe a violacao de modo individual das simetrias C, P, T e CP mas até o momento nao existe
nenhuma comprovagao experimental da violagao das simetrias PT e CPT. A construgao das
teorias quanticas de campo descrevendo as particulas fundamentais e suas interagoes € restrita
pelo teorema CPT, que estabelece que toda teoria quantica de campos além de ter a simetria
CPT na sua estrutura, deve satisfazer as seguintes propriedades: principio de localidade, in-
variancia sob a simetria de Lorentz e analiticidade das representacoes do grupo de Lorentz com
respeito aos parametros de translacdo e rotacao (boost) [6].

O modelo padrao estendido contém, além das interagoes que definem o atual modelo padrao,
interagdes que violam as simetrias de Lorentz e CPT controladas por coeficientes (gerados
via a quebra espontanea da simetria de Lorentz numa teoria fundamental definida na escala
de Planck) que sao quantidades tensoriais genuinas no referencial do observador. A quebra
espontanea da simetria de Lorentz garante que ela ainda permanece tanto como uma simetria
da teoria fundamental como também da teoria efetiva emergente abaixo da escala de Planck no
referencial do observador. Os coeficientes tensoriais da violagao de Lorentz (VL) no referencial
da particula nao seguem as regras de transformagao impostas pela covariancia de Lorentz.

Uma forte motivagao para estudar o MPE é a necessidade de conseguir alguma informacao
sobre a fisica fundamental que rege a escala de Planck onde, acredita-se, a simetria de Lorentz
deve ser quebrada devido a efeitos da gravidade quantica. Essa procura é feita principalmente
no setor fotonico do MPE que tem sido amplamente estudado com dois propdsitos: a deter-
minacao de novos efeitos eletromagnéticos induzidos pela interagao do campo de fundo que
gera a violacao de Lorentz e, a imposicao de rigorosos limites superiores para as magnitudes
dos coeficientes da VL [7, 8]. O estudo dos efeitos da violacao da simetria de Lorentz no eletro-
magnetismo foi iniciado por Carroll-Field-Jackiw (CFJ) no inicio dos anos 90 [9], modificando
a eletrodinamica de Maxwell via a adicao na densidade Lagrangiana de um termo do tipo

Chern-Simons, e#** (k,p) i A, F., , que além de quebrar a simetria de Lorentz também quebra



a simetria CPT. Nesse termo, o vetor constante (kar) " é o responsavel por fixar um campo
de fundo que quebra a simetria de Lorentz. O setor fotonico do MPE além do termo do tipo
Chern-Simons inclui um termo CPT-par da forma WW"””’\FWFK,\. O tensor constante WHsA
tém as mesmas simetrias que o tensor de Riemann além de possuir trago nulo. A eletrodinamica
de MCFJ é causal, estével e unitéria [10] somente se o campo de fundo é puramente tipo-espago,
(kar), = (0,kar). J4 a eletrodindmica levando em consideracao somente o termo CPT-par é
causal, unitaria e estavel .

Uma caracteristica marcante da eletrodinamica do MPE ¢ o fato de apresentar o fenomeno
da birrefrigéncia do vacuo [9, 11, 12], ou seja, a velocidade da luz depende do modo de
propagacao assim como da rotagao do plano de polarizagao. Considerando que a birrefrigéncia
cresce linearmente com a distancia, a andlise deste efeito sob escala cosmolégica oferece um bom
cendrio para a busca de indicios da violacao da simetria de Lorentz. A analise de luz polarizada
de fontes astrofisicas [9, 11, 12], tem a vantagem de que pequenos efeitos sao acumulados devido
ao tempo muito grande de propagacao da luz e podem produzir resultados de alta sensibilidade
comparados com aqueles obtidos com matéria [13]. Nesse contexto a radiagao césmica de fundo
(RCF), sendo a radiagao mais antiga e limpa disponivel para observagao, oferece uma oportu-
nidade Unica para a pesquisa dos efeitos da violagao da simetria de Lorentz envolvendo fétons.
Na referéncia [14], foram desenvolvidos ferramentas tedricas para extrair, das observagoes po-
larimétricas da RCF e da andlise dos dados observacionais, medidas altamente sensiveis das
magnitudes dos parametros que controlam a quebra da simetria de Lorentz.

A radiagao césmica de fundo é vista como uma forte evidéncia da teoria do Big Bang (modelo
proposto mais aceito descrevendo a origem do universo). Os célculos tedricos de nucleossintese
predizem a existéncia de uma radiacao cosmica de fundo a temperaturas de alguns graus Kelvin
[15]. A RCF foi observada pela primeira vez em 1965 por Wilson e Penzias quando estavam
fazendo testes de freqiiéncias com baixo ruido e corroboraram que a radiacao césmica de fundo
¢ a mais velha radiacao disponivel para observacao. Os dados obtidos pelo Cosmic Background
Explorer (COBE Satellite) e Wilkinson Microwave Anisotropy (WMAP) revelam que a RCF
é uma perfeita curva planckiana associada a distribuicao do corpo negro na temperatura de
2,73 K com uma precisao tdo alta que garantem ela ser isotrépica na ordem de 1 em 10°.

Nessa ordem de exatiddo sdo observadas pequenas anisotropias [16, 17, 18, 19] cuja origem



se conhecida seria relevante para entender fenomenos como a origem e a atual expansao do
universo.

Considerando que a propagacao da luz é afetada pelos termos que violam tanto a simetria
CPT como a SL, entao podemos dizer que é muito provavel que as propriedades termodinamicas
do campo eletromagnético também o sejam, entre as quais podemos mencionar a distribuicao
espectral de energia. Assim, podemos estudar o problema da radiacdo de corpo negro no
contexto do MPE a temperatura finita e tentar relacionar as anisotropias da radiacao cosmica
de fundo com os efeitos produzidos pela violagdo da SL, tal com foi realizado em [20]. O
ferramental tedrico natural para lidar com a radiacao do corpo negro e violacao de Lorentz é
a teoria de campos a temperatura finita [21]. Uma andlise diferente das corre¢oes produzidas
pela VL na lei de radiacao de Planck foram apresentadas em [22], via o estudo da emissao e
absorcao da radiagao por elétrons nao relativisticos na eletrodinamica MCFJ.

A Dissertagao apresenta no primeiro capitulo, com carater puramente didatico, a eletrodinamica
de Maxwell para estudarmos a formulacao hamiltoniana da técnica de quantizagao conhecida
como integracao funcional ou integrais de trajetéria de Dirac-Feynman. Primeiramente, es-
tudamos a estrutura hamiltoniana da eletrodinamica de Maxwell segundo o formalismo de
Dirac para sistemas vinculados [23], e desse modo obtermos um hamiltoniano positivo-definido,
requisito fundamental para obter uma teoria unitaria e fazer possivel sua quantizacao. Logo
que conhecemos a estrutura de vinculos ou estrutura hamiltoniana, estamos em posicao de
quantiza-la tanto a temperatura zero (Teoria Quantica de Campos usual) via o calculo do ger-
ador funcional das fungdes de Green, ou a temperatura finita (Mecéanica Estatistica Quantica)
calculando a funcao de particao. Com a funcao de particao obtém-se as propriedades ter-
modinamicas do gas de fétons tal como a distribuicao de energia denominada de distribuicao
de Maxwell-Boltzmann em equilibrio termodinamico.

No segundo capitulo, estuda-se as propriedades termodinamicas do modelo MCFJ para
o caso de um campo de fundo puramente tipo-espaco para o qual a andlise da estrutura de
vinculos prevé um hamiltoniano positivo-definido. Logo, construimos a funcao de partigao
para este modelo de calibre, que permite obter toda a informacao sobre suas propriedades
termodinamicas entre as quais as versoes equivalentes as leis de radiacao de Planck e a de

Stefan-Boltzmann no contexto da quebra da simetria de Lorentz. Também, calculamos limites



superiores da magnitude do campo de fundo obtidos considerando os dados experimentais da
constante de Boltzmann e das flutuagoes (anisotropias) na temperatura da radiagdo césmica
de fundo. Logo, apresentamos nossas conclusoes e perspectivas. Também, incluimos quatro
apéndices com nossa notagao e algumas relagoes tteis (apéndice A), uma breve apresentagao
do formalismo de Dirac (apéndice B), a representacao da fungao de particao como uma integral
funcional (apéndice C) e, por tltimo os calculos dos determinantes funcionais do campo de

Maxwell livre e do modelo de MCFJ (apéndice D).



Capitulo 1

Campo Eletromagnético de Maxwell

Na segunda metade do século XIX, Maxwell formulou a teoria do campo eletromagnético,
um dos pilares da fisica moderna, estabelecendo dois resultados extremamente importantes, a
saber: o primeiro foi mostrar que a radiacao eletromagnética propaga-se com a velocidade da
luz ¢ e segundo, unificou a éptica ao eletromagnetismo mostrando o carater ondulatério da luz
[1].

A eletrodinamica de Maxwell é regida por quatro equacoes: duas nao-homogéneas

D
V-D=p |, VxH:J+8a—t, (1.1)
e duas homogéneas
0B

sendo invariantes perante as transformacoes de Lorentz. A introducao dos potenciais escalar
e vetorial permite reescrever as equagoes numa forma explicitamente covariante, em que as

quatro equacoes sao reduzidas em apenas duas:
O, FM =t . 9, F" =0, (1.3)
onde os tensores F),, e Fr s3o definidos por

- 1
F.,=0,A,—0,A, , F"= iewﬁFaﬁ , (1.4)

e o potencial vetor e o densidade de corrente sao

At =(o,A) . J=(pJ) . (1.5)



Além da simetria de Lorentz, o eletromagnetismo de Maxwell admite uma simetria de gauge
ou de calibre local. Esta simetria estabelece que os campos elétricos e magnéticos, expressos
em termos dos potenciais escalar e vetorial, sao invariantes se os potenciais mudam como
A, (x) — A, (z) + 0,A (x), com A (x) sendo uma fungao escalar arbitraria.

A presenca da simetria de gauge implica que a teoria é um sistema vinculado, o que nos
motiva a estudar a sua estrutura hamiltoniana segundo o formalismo de Dirac [23]. Essa
andlise é de suma importancia para a posterior quantizagao do modelo, podendo ser feita tanto
no formalismo candnico operatorial ou no formalismo de integracao funcional.

A temperatura zero, o estudo do campo eletromagnético e suas interacoes com as particulas
carregadas é feito pela teoria de campos chamada de eletrodinamica quantica (QED), contudo,
nesse capitulo, detalharemos a quantizacao do campo eletromagnético livre no formalismo fun-
cional.

Também, este capitulo trata a construcao da funcao de particao no formalismo funcional
visando o estudo das propriedades inerentes ao problema da radiacao do corpo negro, ou seja,
as propriedades do campo eletromagnético em equilibrio térmico como: a densidade de energia,

a pressao de radiagao, a funcao de distribuicao de Bose-Einstein e a entropia.

1.1 Formulacao hamiltoniana e analise de vinculos

O campo eletromagnético, na auséncia de fontes, é descrito pela seguinte densidade la-
grangiana:

1
L=~ FuF", (1.6)

invariante sob a transformacao de calibre local A, (z) — A, (z) + J,A(z). A equacdo de

Euler-Lagrange da a seguinte equacao de movimento

o, F" =0. (1.7)

Para p=0:
V2Ay — 0 (0rAL) = 0, (1.8)

Para p==F%:

7



Comecamos a analise da estrutura hamiltoniana definindo o momento canonico conjugado
ao campo A,
oL
= 2 = 0 (1.10)
0A,
Vé-se claramente que 7° = 0 gera um vinculo primério aqui denominado de ¢,. Dizemos que
existe um vinculo primario quando nao se pode expressar a velocidade (neste caso a derivada

temporal do potencial vetor) em termos dos momentos e dos campos. Assim, tem-se
¢y =7 ~ 0, (1.11)

em que o simbolo ~ (no formalismo de Dirac) representa uma igualdade fraca dentro do espago
de fase. Por outro lado, para as componentes espaciais do momento canonico conjugado obtemos
a seguinte relacao dinamica

™ = Ay — O A,, (1.12)

que expressa a velocidade A, em termos dos momentos e dos campos, nio sendo assim consid-
erado um vinculo.

Podemos notar que o vinculo priméario é nao-holonomo. E como veremos a seguir, o campo
eletromagnético apresenta somente vinculos nao-holonomos, isto é, aqueles que podem ser ex-
pressos como fungoes dos campos e dos momentos.

Os parénteses de Poisson (PP) fundamentais sao

{Au (@), 7" (y)} = 0,0 (x —y). (1.13)

A densidade hamiltoniana canonica, He = A, — L, é

1 1
Ho =3 (7")? + 70 Ap + T (F)?, (1.14)
e a hamiltoniana canoénica é
1 k 2 k 1 2
Ho= [dy |3 (7")" — AgOm® + 7 (Fu)” |- (1.15)

Para garantir que o vinculo primario seja preservado durante a evolucao do sistema, define-se
a hamiltoniana priméria como sendo a soma da hamiltoniana canonica e do vinculo primario,

como vé-se abaixo,

Hp = Ho + /dy Co, (1.16)

8



onde C' é o multiplicador de Lagrange correspondente ao vinculo primario ¢;.
Com o hamiltoniano primario, calculamos a condi¢ao de consisténcia do vinculo primario:
¢, = {n°, Hp} ~ 0, isso garante que o vinculo permanece invariante sob a evolugio temporal

gerada pelo hamiltoniano priméario. Assim, obtemos

¢y = Ot ~ 0, (1.17)
que proporciona um vinculo secundario que denotamos por ¢,

¢y = Opm" = 0, (1.18)
que é exatamente a lei de Gauss sem fontes, e cuja condicao de consisténcia permite obter

by =0. (1.19)

Desse modo, observamos que o vinculo secundario é automaticamente preservado sob a evolucao
temporal gerada por Hp. Assim, nao ha mais vinculos gerados no modelo. O fato importante
é que nao se consegue fixar o multiplicador de Lagrange C'. No formalismo de Dirac isso indica
a presenca de vinculos de primeira classe. Os vinculos de primeira classe sao aqueles que
tém parénteses de Poisson nulos com todos os vinculos obtidos no modelo em estudo. Dessa
forma, pode-se facilmente perceber que os parénteses de Poisson entre os vinculos ¢; e ¢, €

identicamente nulo, {7?0, 8k7rk} = 0. Assim a teoria contém dois vinculos de primeira classe
o =1"~0, ¢,=0"~0. (1.20)

Apos, termos determinado a estrutura hamiltoniana do eletromagnetismo de Maxwell como
sendo de primeira classe, a teoria ainda permanece indeterminada, pois desconhecemos a forma
do multiplicador de Lagrange C'. Para podermos quantizar a teoria, tanto no formalismo
canonico operatorial como no funcional, essa arbitrariedade deve ser fixada de algum modo. A

seguinte secao mostra como fixar a teoria cléssica e deixa-la pronta para sua quantizagao.

1.1.1 Equacoes de movimento e condicoes de calibre

Dirac observou que os vinculos de primeira classe (tanto primérios como secundérios) sao

geradores de simetrias do sistema fisico, assim, conjeturou que a evolugao dinamica do sistema



deveria ser governada por uma hamiltoniana contendo esses vinculos de primeira classe: o

hamiltoniano estendido, Hg. Dessa maneira, em nosso caso, temos

He = Ho+ [ dy [C6,+ Do), (1.21)

onde C' e D sao os respectivos multiplicadores de Lagrange.
Segundo a conjectura de Dirac, serd esse hamiltoniano que governara a evolucao temporal
do sistema fisico. Devemos entao calcular a evolucao das varidveis canonicas. Para o campo

A, obtém-se

Ay = {Ay, Hp} =C, (1.22)

Ay = 40,40 —8,D (1.23)

mostrando que a dinamica tanto de Ay como de A; permanece indeterminada, pois ainda
depende dos parametros arbitrarios C' e D.

E para o momento canonico conjugado 7

i = {7° Hg} = 0" ~ 0, (1.24)

’ﬁ'k = {ﬂ'k,HE}:—alel. (125)

Observamos que essa tultima equagao reproduz a equagao de Euler-Lagrange (1.7) quando
combinada com (1.24), ou seja, 0, F" = 0.

Podemos notar que a Eq. (1.23) é similar a equagao lagrangiana (1.12), se fizermos D
igual a zero. Portanto, deve-se impor uma condicao de calibre de tal forma que fixe-se D = 0.
Isto é uma decorréncia do algoritmo de Dirac, que requer um nimero de condi¢oes de calibre
igual ao niumero de vinculos de primeira classe na teoria. Entretanto, estas condi¢oes devem
ser compativeis com as equacoes de Euler-Lagrange, em que deve-se fixar D = 0 e, logo,
determinar o multiplicador de Lagrange C'. Devemos observar que se as condigoes de calibre
fixam corretamente os multiplicadores de Lagrange entao, o conjunto formado pelas condi¢oes
de calibre e os vinculos de primeira classe é de segunda classe.

Assim, precisa-se fixar os multiplicadores de Lagrange C' e D de tal modo que as equacoes
de movimento hamiltonianas sejam equivalentes as equagoes de movimento lagrangianas, e

desse modo a Fisica descrita por ambos os formalismos seja a mesma.
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1.1.2 Gauge ou calibre de Coulomb

A equagao (1.22) diz explicitamente que Ay é um multiplicador de Lagrange. Logo, a
equacao de movimento (1.8) para Ay deve indicar qual a condigao de calibre desejada. Entao,

se impomos que Ay &~ 0 como nossa primeira condicao de calibre:
1 =A== 0, (1.26)

a equagao de movimento (1.8) resulta em 0y (OxAx) = 0, ou seja, JpAr é independente do
tempo e depende explicitamente somente das coordenadas espaciais. Escolhendo como segunda
condicao de gauge

0y = O Ay, ~ 0, (1.27)

cuja condigao de consisténcia ¢, = {1y, Hp} &~ 0 proporciona a seguinte equagao
O™ + V2 Ay — V2D ~ 0, (1.28)

e usando o fato que 9,7 ~ 0 e Ay ~ 0, obtemos V2D = 0, ou seja, D é uma funcio harménica
que pela equagao (1.23) deve ter gradiente nulo. Logo D é uma constante, e usando a condi¢ao
de contorno que os campos se anulam no infinito, obtemos que D = 0.

A condigao de consisténcia de ¢, : ¢, = {1, Hg} =~ 0 proporciona a seguinte relac¢ao
C = 0. Assim, fixamos todos os multiplicadores de Lagrange da teoria.

Assim, as condigoes de calibre que fixam os multiplicadores de Lagrange de modo consistente

com as equacoes de Euler-Lagrange sao
Qﬂl =0Ar =0 e wz = Ao ~ 0, (129)

conhecidas como o “gauge” ou calibre de Coulomb.
Finalmente, o conjunto ¥, = {¢y, ¢,, ¥, ¥} formado pelos vinculos de primeira classe e
as condicoes de calibre é de segunda classe. Isso é garantido pois, verifica-se que sua matriz de

vinculos, constituida pelos parénteses de Poisson {¥,(x), ¥,(y)}, é nao singular.

11



Em nosso caso, a matriz de vinculos é dada por:

¢ 0 0
M(l’,y) = {Za (ZL’) ) Zb (y)} = ¢2 0 0

0

VY, 1 0

tendo um determinante funcional nao nulo

det M (z,y) = [det (—V2)}2.

A matriz inversa é dada por

¢, s

o 0 0

M~ (z,y)=| 4, 0 0
Wy 0 —G(x—-y)

y  —0(x—y) 0

onde G (x —y) é a funcdo de Green da equagao de Poisson:

VG (x—y)=—0(x—y) ,

com
ipX

dp e

1

60~ [ o~ T

1.1.3 Parénteses de Dirac

V1 Yy
0 -1
V2 0
0 0
0 0
¢1
0
G(x-y)
0
0

6(x—y),
Wy
6(x—y)
0
0
0

(1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)

A este nivel, é necessario assegurar que o conjunto de vinculos de primeira classe e as

condicoes de calibre se tornem igualdades fortes no espago de fase reduzido. Tal exigéncia é

12



satisfeita definindo uma nova operacao de parénteses que denominamos, parénteses de Dirac

(PD), {-,-}p. Assim, dadas duas fungoes das varidveis canonicas A (z) e B (y), o PD é

{A(@), B}y = {A),B{y)}

(1.35)
- Jaufiv{a (), S @) DI @ 0)],, (0 B W),
com X, = {¢, ¢, 1y, s} e M~! (x,y) a matriz inversa dada na Eq. (1.32).
Os parénteses de Dirac, no gauge de Coulomb, sao
{Ax (z), 45 (W)}, = 0,
{x (@), @ ()}, = 0. (1.36)

. 0L or
(. )y = (-5 o).
e dao a algebra satisfeita pelos graus de liberdade fisicos do campo eletromagnético.

A importancia dos parénteses de Dirac reside em que essa algebra pode ser levada a nivel
quantico via o principio de correspondéncia, dando as relagoes de comutacao dos operadores que
descrevem o campo eletromagnético, podendo ser realizada sua quantizacao via o formalismo
operatorial.

Também, estamos em posicao de quantizar a teoria no formalismo funcional hamiltoniano,
pois temos em mao a estrutura hamiltoniana completa, ou seja, conhecemos que dois vinculos
sao de primeira classe e duas sao as condigoes de calibre advindas da fixacao dos primeiros.
Temos assim:

¢, = 1°=0 by ="~ 0 |
! 2o (1.37)

Y, = RAr=0 1y = Ag = 0,

o conjunto de vinculos de segunda classe.

Vale ressaltar que tanto os vinculos de primeira classe quanto as condigoes de calibre tém
carater bosonico. Assim, nas duas secoes seguintes mostraremos o procedimento padrao para
quantizar o campo eletromagnético a temperatura zero (Teoria Quantica de Campos) e a tem-

peratura finita (Mecanica Estatistica Quantica).
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1.2 A amplitude de transicao vacuo-vacuo

Define-se a amplitude de transicao vacuo-vacuo no formalismo de integracao funcional para

um modelo que tem somente vinculos bosonicos como

7= /DAHDW“ (Ha(za)> ‘det{Ea (), 5 (y)}’l/2 exp {i/dm (7?“/1# - Hc> } (1.38)

onde ¥, representa todos os vinculos bosonicos da teoria, {¥, (), %, (y)} é a matriz formada
pelos PP dos vinculos Y, e He é a densidade hamiltoniana canonica.

Em nosso caso, ¥, = {¢y, ¢y, ¥, 1y} é o conjunto de segunda classe formado pelos
vinculos de primeira classe e as condigoes de calibre, o det {¥, (z),%, (y)} é dado pela Eq.
(1.31) e He é a densidade hamiltoniana canonica em (1.15).

Observando os vinculos dados em (1.37), podemos facilmente fazer as integragoes em A, e

exp {z’/dx [w’fAk - % (") - i (Fkl)2] } .

(1.39)

em 70, obtendo

A :/DAkDWk 6(8k7rk) 6(8kAk) ’det (—V2)

k

Para poder integrar no momento canonico 7%, usamos a representagao de Fourier da §—Dirac

funcional
) (8k7rk) = /DA exp {z’/da:/\@kﬁk}. (1.40)

Assim, obtemos que a integracao resulta em

Ii = /Dwk exp {i/d:)j [—% ()" + 7 (Ai - a,fA)”
— Nexp {i/dm% (Ak . 8kA)2} : (1.41)

com N’ sendo uma constante de normalizacao.

Com esse resultado, a amplitude de transicao (1.39) assume a seguinte forma

1

Z = /DAkDA |det (—V?)| 6 (8,Ay,) exp {i/dw — (Fu)” + % (Ak - 8kA)2} . (1.42)

Agora chamamos A = Ag e obtemos a amplitude de transicao vacuo-vacuo do campo eletro-

magnético livre no calibre de Coulomb
1
Z = N’/DAM d (OrAL) exp {z/dz 7 WF‘“’} , (1.43)
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onde N’ carrega informacoes que nao dependem dos campos, e que, a temperatura zero, nao
contribuem a fisica do problema. Ja no caso de temperatura finita esses termos podem ser
considerados e, no caso do campo eletromagnético, contribuem para definir corretamente a
funcao de particao.

A amplitude de transicao vacuo-vécuo (1.43) nao é explicitamente covariante de Lorentz
devido que o calibre de Coulomb nao é covariante, contudo, podemos passar a um calibre
covariante (como o calibre de Lorenz 0,A" = 0), via o ansatz de Faddeev-Popov [24] que é

definido como
0G [A]

1
ow

/Dw(x)5 (G [Aﬂ) det ) (1.44)

w=0

onde w(x) é o parametro de calibre, Dw é a medida do grupo de calibre, G[A,] é alguma

condigao de calibre covariante, A}, é o campo transformado que no caso abeliano é

Al =Au+ 0w (1.45)
) 4]
5G [A

det T _0, (146)

sendo conhecido como o determinante de Faddeev-Popov, é invariante de calibre.
Assim, introduzindo o ansatz de Faddeev-Popov (1.44) na amplitude de transigao vécuo-

vacuo (1.43) e, fazendo a transformacao de calibre A, — A, — J,w, temos

Z = N/DAMcS((] [A,]) det % exp {i/dz—%FwF’“’}
—0

ow

(1.47)
X / Dw det(—V?)3(0rAr — Vw).
A integragao funcional em w é simplesmente o ansatz de Faddeev-Popov no gauge de Coulomb,

que é equivalente a uma unidade.

Assim, a amplitude de transi¢cao vacuo-vacuo num calibre covariante arbitrario é

0Gg |AY 1

M exp {z/d:c — ZFWFW} : (1.48)
=0

ow
Para os nossos propésitos, escolhe-se o calibre de Lorenz geral

1 5G [A%]
N A

7= N/DAM 5(G[A,]) det

G[A,] = (1.49)

A=)
\/E )

w=0
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sendo f uma funcao escalar arbitraria. Assim, obtemos
1 1
Z:N/DA 5(—8 A“—f) det |—| exp {Z/d(l? - -F ,,F’W}. (1.50)
Ve V€ 4"

Como a amplitude de transi¢io deve ser independente de f, devemos integrar (1.50) usando
1
2

vacuo-vacuo no calibre de Lorenz

0 seguinte peso exp ( / dx f2). Com isso, finalmente obtemos a amplitude de transigcao

1 1
Z = N/DAM exp {i/d:)s = Fw " — 5% (8MA“)2} : (1.51)
onde N contém termos que independem dos campos e que a temperatura zero nao contribuem.
Com essa amplitude, bem definida, poderemos calcular agora as fungoes de Green do campo

eletromagnético quantizado.

1.2.1 Funcoes de Green

O proximo passo é calcular as fungoes de Green do campo eletromagnético, para isso, define-
se o gerador funcional das fungoes de Green a partir da amplitude de transicao vacuo-vacuo

(1.51)

1 1
Z[J'] = N/DAH exp {i/dx — B — % (9, A" +AuJ“}, (1.52)
onde N é uma constante de normaliza¢ao definida por Z[0] = 1 e J* é a fonte externa do

campo eletromagnético, que no caso usual representa as cargas e as correntes.

Apoés fazermos uma integracao por partes na exponencial, obtemos

1
2[4 = N/DAu exp {z’/dm SADL A, Auj“}, (1.53)
onde definimos o operador
174 14 1 v
Dé‘ =ga7r* + EDL“ , (1.54)
escrito em termos dos projetores simétricos transversal e longitudinal
o+ o+
T = g — L = . 1.55
Integrando o campo de gauge, obtém-se
1
Z [JH :exp{ifda: dy J" () Ay (x —y) J” (y)}, (1.56)
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onde A, (x — y) é afungao de Green da equagao de movimento do campo de gauge (Dg YA, =—J “)

escrita explicitamente como:
(Dg’“’ —o0"0” + %8”0”) A, =—-J" (1.57)
A funcao de Green para esta equacao de movimento satisfaz:
(Dg‘“’ — 00" + %8“8”) Ay,(r—y)=—0,0(xr—vy). (1.58)

Solucionando no espaco de Fourier, temos que

d4p A —ip-x
A () = —4AW (p) e ) (1.59)
(2m)
com
X 1 PuPv PuPv
Bt = = (o = 20 ) 4 Bl (1.60)
Entao, o propagador do campo A,,, definido como
AL
G (x—y)=(0|TA, (x) A, 0) = — , 1.61
(5 =9) = 0174, @) A W)I0) = s (1.61)
¢ dado por
G (z—y) = —idu (z —y) (1.62)

e no espaco dos momentos é expresso como

5 ot DDy . Dubv
G;w(p)——]; (EJW_ e ) —i§ pralt

A componente transversal do propagador é independente de calibre e tem um pélo simples em
p? = 0, isso significa que o campo eletromagnético além de transverso tem massa nula. Por
outro lado, a componente longitudinal é gauge-dependente e, portanto, nao descreve Fisica
nenhuma.

Contudo, vemos que o propagador em geral é gauge-dependente, logo algumas escolhas do
parametro £ podem ser de grande ajuda na obtencao de algumas informacoes fisicas. Por

exemplo, se £ = 1, temos o calibre de Feynman, no qual o propagador é

G (p) = —i 222 (1.63)

p?’
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que é muito utilizado em calculos perturbativos pela sua simplicidade. Por outro lado, £ = 0

define o calibre de Landau no qual o propagador torna-se

~ 1 Pup
GMV (p) = _Z]? (guu - ]};2”) ) (164)
revelando explicitamente o cardter transverso do campo eletromagnético.

O propagador do campo eletromagnético é a tnica funcao relevante, pois fungoes de Green
de mais alta ordem resultam ser combinacgoes de produtos de propagadores.

Com isso terminamos a breve andlise da quantizagao do campo eletromagnético no formal-

ismo da integracao funcional.

1.3 A funcao de particao

Se desejamos estudar as propriedade termodinamicas de um sistema fisico em equilibrio
térmico, o conhecimento de sua funcao de particao é de fundamental importancia. Como em
geral um sistema fisico pode ser vinculado, a construcao da funcao de particao deve ser feita
no formalismo funcional hamiltoniano.

Logo, conhecendo a estrutura de vinculos do campo eletromagnético, prossegue-se a definir
a funcao de particao, primeiramente, no calibre de Coulomb, do sistema composto por fétons

em equilibrio termodinamico

2(9) = [DAD7 (H“Ea)) det {5, (). 5 ()} exp{ [tz (ixv.a, —Hc)}.

’ ’ (1.65)
Aqui, a integracao funcional do campo eletromagnético deve ser realizada sobre as configuragoes
de campo satisfazendo condicoes de contorno periddicas na coordenada 7 € [0, 5]: A, (7,x) =
A, (T4 3,x). A constante 3 =T, onde T é a temperatura, poder ser considerado como um
multiplicador de Lagrange que determina a energia média do sistema. Similarmente ao caso
da amplitude de transigdo vacuo-vacuo, o termo ¥, = {¢;, P,, ¥, 15} representa o conjunto
formado pelos vinculos de primeira classe e suas respectivas condigoes de calibre, H¢o € a

densidade hamiltoniana canoénica (1.15). A medida de integracao do espaco de euclidiano é

B
denotada da seguinte forma, / dr = / dr / x .
38 0
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Levando em consideracao que os vinculos sao dados em (1.37), podemos facilmente fazer as

integracoes em Ay e em 7°, obtendo

7)) - / DADT 6 (97") 6 (9 Ar) |det (—V2)]

X exp { /ﬁ dx {m’faTAk - % (%) — i (Fkl)2] } .

Usando a representacao de Fourier da d—Dirac funcional (Similarmente ao feito em (1.40)),

(1.66)

k

podemos integrar no momento candnico 7", encontrando

Z(B) = /DAkDA |det (=V?)| 6 (8,A)

X exp {/ﬁ dx [—i (Fr)? — % (0, Ay, — akA)z] } :

Doravante, tomamos A = A, obtendo a funcao de particao do campo eletromagnético livre no

(1.67)

calibre de Coulomb

Z(3) = /DAa |det (=V?)| 6 (8rAR) exp{/ﬁd:p— %FabFab}, (1.68)

onde a,b =17,1,2,3. Devemos observar que o calibre de Coulomb nao é explicitamente covari-
ante, logo a funcao de parti¢ao (1.68) também nao o é, contudo podemos passar para um calibre
ou gauge covariante (como o calibre de Lorenz 9,4, = 0) via o ansatz de Faddeev-Popov! que
¢ definido como

/ Dus(r) 5 (G [A¥]) det %

onde w (z) é o parametro de calibre, Dw é a medida do grupo de calibre, G [A,] é alguma

1, (1.69)

w=0

condigao de calibre covariante, Ay é o campo transformado que no caso abeliano é Ay =
0G [A7]

Ay + O,w , e finalmente temos det 3
w

o determinante de Faddeev-Popov invariante de

. w=0
calibre.

Assim, introduz-se o ansatz de Faddeev-Popov na fungao de parti¢ao (1.68) e, fazendo a

1Similar procedimento foi feito na secdo 1.2, contudo por completeza de raciocinio é apresentado novamente

no espaco Euclideano.
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transformacao de gauge A, — A, — J,w, obtém-se:

oG [A7]
ow

20) = [Das(Gla))de]

e { /5 dx — i (Fab)Q}

X /Dw det (—Vz) ) (8kAk — Vzw) )

(1.70)

A integracao funcional em w é simplesmente o ansatz de Faddeev-Popov no gauge de Coulomb,
que é equivalente a uma unidade.

Desse modo, obtemos a funcao de particao num gauge covariante arbitrario

Z(B) = /DAa 6 (G [Aa]) det (%)wzo exp{/ﬁdm— i (Fab)Q}. (1.71)

Escolhemos o calibre de Lorenz na seguinte forma geral

1

Ve

sendo f uma funcao escalar arbitraria e £ um parametro real arbitrario. Com isto, temos:

G [Ad] 0uAs+ f (1.72)

GLA%] = GA] — %Dw | (1.73)
tal que
det ‘% » = det (_—\/E) : (1.74)

onde O = 0,0, = (8T)2 + V2.

Assim, a funcao de partigdo (1.71) é expressa como

Z(B) = /DAa b (—%&Aa + f) det (L\/g) exp {/ﬁd:): — i (Fab)Q} . (1.75)

Como a funcao de particao deve ser independente de f, podemos integrar no campo f usando

1
a seguinte funcao peso exp (—5 / dx fQ). Assim, obtemos
B

7(8) = / DA, det (%) exp { /ﬁ da — % (F)? — % (aaAaf} | (1.76)

Apo6s uma integracao por partes, resulta

Z () = /DAa det (_—\/g) exp {/ﬁdm - %Aa [—Daab - (% - 1) aaab} Ab} . )
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A integracao no campo de calibre é imediata e tem-se o seguinte resultado:

7 (8) = det <‘—£) det l—ljéab - (% - 1) alab} _1/2. (1.78)

Calculando o determinante? temos

1 ~-0)*
det {—D(Sab — (— — 1) 8a8b} = det u (1.79)
3 3
Substituindo-o na Eq. (1.78), obtemos a fungao de particao
InZ () =—Indet (—0) = —Trln (-0O) . (1.80)
O traco funcional é calculado na base de Fourier que expande o campo vetorial
ﬂ % (wnT+xP) A
A(r,x) = (V) ge n A(p,n), (1.81)
onde V' é o volume do sistema e w,, representas as freqiiéncias de Matsubara bosonicas
s
W, = 2n— . 1.82
3 (1.82)
Entao, no espago de Fourier a funcao de partigao (1.80) expressa-se como
mZ(B) ==Y (6 [p*+ (wa)’]). (1.83)
n,p
A soma em n é realizada através da identidade,
“+oo
> In[@2mn)’ + Fw’] = Bw+2In [1 — e *], (1.84)

n=—oo

onde w = |p|. Assim, a fungao de parti¢do para o campo eletromagnético assume a forma

&p [ .
nZ = —2V/ (27:)’3 H"Hnu—e gyl (1.85)

Esta equacao descreve um campo bosonico sem massa com 2 estados de polarizagao em equilibrio
termodinamico, ou seja, descreve o espectro de energia da radiagao de um corpo negro.

Expressando a integral em coordenadas esféricas, p — (w, 0, ¢), obtemos

InZ =— 2V /dQ/ dw W’ In(1 — e™7), (1.86)
(2m)? 0

2Para maiores detalhes ver o apéndice D.1.
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onde temos desprezado a contribuicao do vacuo e d§2 = sin 8dfd¢ é o elemento de angulo solido.
Finalmente, calculando as integrais na Eq. (1.86), encontramos o seguinte resultado para a

funcao de particao do campo eletromagnético

71'2
mZ=V—0r:. (1.87)
453

1.3.1 Grandezas termodinamicas

A partir da Eq. (1.87), calculamos a densidade de energia da radiagao eletromagnética em
equilibrio termodinamico (densidade de energia da cavidade ou corpo negro),
U 2 2
— = —— =T =aT", 1.88
Vo158t 15 (1.88)
a qual corresponde a lei de Stefan-Boltzmann, que relaciona a quantidade de energia de um
corpo negro com a poténcia quartica da temperatura, enquanto a constante (a) esté relacionada

com a constante de Stefan-Boltzmann (o) por a = 4o.

Contudo, a partir da expressao (1.86), a densidade de energia é expressa como

47T3 dQ/ dw eﬁ (1.89)

cujo integrando é a densidade de energia por unidade de freqiiéncia e unidade de angulo soélido:

1 w3

Q -
ww, Q) = 5

(1.90)

mostrando o carater totalmente anisotrépico da distribui¢ao de energia. Se integrarmos nas
freqiiéncias, obtemos a densidade de energia por elemento de angulo sélido:

T 1

ua (B,Q) = 603" (1.91)

a qual define uma perfeita distribuicao isotrépica.
Por outro lado, se na Eq. (1.89) integrarmos o angulo sélido a densidade de energia é

expressa co1no

m2efw — 17
onde o integrando é a densidade de energia por unidade de freqiiéncia ou lei de radiacao de

Planck:

00 3
u:/ do = (1.92)
0

(1.93)



A energia livre de Helmholtz é

1 w2V
A pressao da radiagao é dada por
10In~Z 72
P = B e M , (1.95)

ou seja, a luz exerce pressio ( ~ T?) que é extremamente pequena a baixas temperaturas e
extremamente alta a temperatura elevadas.

Da Eq. (1.92), extraimos a funcao de distribui¢ao dos fétons

n(w) = 6ﬁw1_ T (1.96)

que é a funcao de distribuicao de Bose-Einstein para um sistema com potencial quimico nulo.

Da Eq. (1.87), obtemos diretamente a entropia (S = InZ 4 U) do sistema:

B 4V 12
o455

(1.97)
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Capitulo 2

A eletrodinamica de MCFJ

2.1 Introducao

Ao longo das duas ultimas décadas tem sido estudado os efeitos produzidos pela possivel
quebra das simetrias de Lorentz e CPT na descricao das interagoes fundamentais da natureza.

O estudo dos efeitos da violagao da simetria de Lorentz e da simetria CPT no eletromag-
netismo foi iniciado por Carroll-Field-Jackiw (CFJ) no inicio dos anos 90 [9], modificando a
eletrodinamica de Maxwell via a adi¢cao na densidade Lagrangiana de um termo do tipo Chern-
Simons, " (kar) L AvFoy , que além de quebrar a simetria de Lorentz, também quebra a
simetria CPT. Nesse termo, o vetor constante (kar) B é o responsavel por fixar um campo de
fundo que quebra a simetria de Lorentz.

Desde o trabalho pioneiro de Carroll-Field-Jackiw [9], as propriedades da eletrodinamica
do modelo MCFJ foram amplamente investigadas, abrangendo aspectos distintos, tais como
solugoes cldssicas [29], estudos sobre a existéncia da radiacdo Cerenkov [28], entre outros.

Apesar dos mais variados estudos sobre as implicacoes da violacao da simetria de Lorentz
no entendimento da natureza, ainda permanecem um tanto inexploradas as propriedades ter-
modinamicas do setor eletromagnético do modelo padrao estendido. Com esse intuito, neste
capitulo estudaremos as propriedades do modelo de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw (MCFJ) em
equilibrio termodinamico. Nossa abordagem sera alicercada no formalismo do tempo imaginério

ou formalismo de Matsubara. Veremos adiante que a VL introduzida no eletromagnetismo de
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Maxwell pelo termo tipo Chern-Simons induz uma anisotropia na distribuicao de energia da
radiagao do corpo negro.

O presente capitulo estuda o modelo de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw a temperatura finita
segundo o mesmo procedimento realizado no capitulo 1: inicia-se fazendo a analise da estru-
tura de vinculos para se definir corretamente a hamiltoniana (positiva-definida); a partir desta
andlise, calculamos a fungao de particao no formalismo da integracao funcional. Uma vez obtida
a funcao de partigao, tem-se acesso a todas as propriedades termodinamicas do modelo. Final-
mente, discutimos a possibilidade de usar os resultados obtidos para impor limites superiores

sobre a magnitude do campo de fundo.

2.2 Estrutura hamiltoniana

O MCFJ é definido pela seguinte densidade de lagrangiana,

1 1
L= FuF" - Ze“m (kar), AvFrx, (2.1)

onde F,, = 0,A, — 0,A, é o tensor do campo eletromagnético, eV ¢ o tensor de Levi-Civita
totalmente anti-simétrico e (kar) i é o vetor constante do campo de fundo, responsavel em gerar
a quebra da simetria de Lorentz e CPT.

A equacao de Euler-Lagrange para o campo vetorial é
O, F"" + (kap), F™ =0, (2.2)

em que F"™ = %e”o‘”ﬁ F,3 é o tensor dual. Percebe-se claramente que a Eq. (2.2) apresenta uma
modificagao na equacao de movimento do campo eletromagnético de Maxwell, conseqiiéncia da
quebra da simetria de Lorentz.
Para p=0:
V2 Aq — %EOW (kar), Fis — 8 (9hAp) = 0, (2.3)

For uy==%:
DAk — 0k (a()AQ — OjAj) + (kAF)() Bk + €Lji (kAF)j EZ = 0. (24)

Visando o nosso principal objetivo, que é calcular as correcoes geradas pela VL para a

distribuicao de energia do corpo negro, precisamos definir corretamente a funcao de particao do
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modelo. Contudo, como sera mostrado neste capitulo, o modelo MCFJ é uma teoria de calibre
e, para poder calcular a funcao de particao no formalismo de integragao funcional, é preciso
analisar a priori a sua estrutura hamiltoniana. Com isso esclarecido, a fungao de particao serd
calculada no formalismo do tempo imaginario para as teorias de campo a temperatura finita.
Em principio, para fazermos a andlise hamiltoniana deste modelo, devemos calcular o mo-

mento canonico conjugado, expresso abaixo por

= % = —FOM — %Eouaﬁ (kAF)a Ag, (25)
m

com o qual podemos escrever os parénteses fundamentais de Poisson (PP):

{Au (@), 7" (y)} = 0,0 (x —y). (2.6)

Observa-se na Eq. (2.5) que a componente temporal é nula, tal como acontece na lagrangiana

de Maxwell. Dessa forma, o momento sendo nulo leva a um vinculo priméario dado por
¢, =7 ~0. (2.7)
Para a componente espacial, tém-se a seguinte relacao dinamica
7t = A, — 9 Ay — %e%ij (kar), Aj, (2.8)

que nao constitui um vinculo, ji que a velocidade (Ay) é expressa em fungdo dos momentos
canonico e dos campos.

A densidade hamiltoniana canonica, entao, assume a forma

1 1 g 1 L
HC - 5 (7TH)2 -+ 7TR8RA0 —+ g [60142] (kAF>Z Aj}2 + 57’(’“60"“] (kAF)Z' Aj +
(2.9)
1 2 1 Orij
+ 7 (Eje)” 7€ [(Rar)y Ax — (kar) . Aol £ -

Pelo procedimento de Dirac, neste momento, é introduzido o hamiltoniano primario obtido pela

soma da hamiltoniana canonica com o vinculo primario segundo a expressao:
Hp=Ho + /d3y Cn®, (2.10)

onde C' é o multiplicador de Lagrange bosonico a priori arbitrario.
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A condicdo de consisténcia para o vinculo primério, 7 = {7°, Hp} ~ 0, gera um vinculo
secundario escrito como

1 ...
Py = O™ + Zeom] (kar), Fij ~ 0, (2.11)

que revela uma modificagao da lei de Gauss de Maxwell (&mk ~ 0) pelo campo de fundo que
controla tanto a quebra da simetria CPT como a de Lorentz. Isto pode ser melhor visto em
termos dos campos elétrico e magnético: V-E 4+ k r-B = 0. Com efeito, vemos que para
um campo de fundo puramente tipo-tempo, kap = ((kar),,0), ndo ha modificacdo da lei de
Gauss. O cendario muda para o caso puramente tipo-espago kar = (0,kar), sendo a lei de
Gauss modificada pela presenca do campo de fundo, que estabelece o acoplamento entre os
setores elétrico e magnético na eletrodinamica de MCFJ [9, 29].

A condigdo de consisténcia da lei de Gauss modificada é ¢y = {¢,, H,} = 0. Portanto, o
vinculo secundario é automaticamente preservado e o modelo nao possui mais vinculos. Entre-
tanto, o multiplicador de Lagrange bosonico permanece indeterminado, sendo um atributo para
a existéncia de vinculos de primeira classe na teoria. Isto pode ser verificado pela computagao
dos parénteses de Poisson (PP) entre os vinculos obtidos {¢, ¢, } , cujo resultado é nulo. Assim,

tem-se o conjunto de vinculos de primeira classe
1 -
O = ™~ 0 ) Gy = akﬂk + ZEOIW (kAF)k Fij =~ 0, (2.12)

que definem o modelo MCFJ como uma teoria de calibre que possui a mesma estrutura de

vinculos do eletromagnetismo de Maxwell: somente vinculos de primeira classe.

2.2.1 Equacoes de movimento e condicoes de fixacao de calibre

Seguindo com a conjectura de Dirac, define-se o hamiltoniano estendido (Hg) adicionando

todos os vinculos de primeira classe ao hamiltoniano primario:

Hp = He + /dy [Cpy + Do] . (2.13)

Esta hamiltoniana é a responsavel pela dinamica do sistema vinculado. Com ela, podemos
calcular a equacao de movimento de qualquer observavel da teoria. A priori, para cada vinculo

adicionado na hamiltoniana, foi introduzido um multiplicador de Lagrange arbitrario. Assim,
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com esse hamiltoniano, pode-se computar a evolugao temporal das varidveis canonicas do sis-

tema. Logo, a evolugao temporal do campo A, resulta ser

Ay = {Ay, Hp}=0C, (2.14)

. 1 .
Ak = {Ak, HE} = 7Tk —+ 8kA0 -+ §€0kzy (kAF)Z' Aj — 8kD, (215)

mostrando que a dinamica tanto de Ay como de A; permanece indeterminada, pois ainda
depende dos parametros arbitrarios C' e D.
Para 7%, obtemos
70 = Opr® + ieo’“ﬁ (kar), Fij = ¢y =0, (2.16)

k

e usando a equagao (2.15) para 7", conseguimos a seguinte equagao

1 .0
OeF™ + 3¢ (kar), Fij + V2D = 0, (2.17)

que é a equacdo de movimento advinda da lagrangiana (2.3), se e somente se, V2D = 0.

Para 7%, obtemos

. 1 . 1 .
7'Tk = a]F]k + §Va€k‘a’/ﬂ/FMV — EOkll‘/[a()Ai + §€Oklz‘/z (80A, + &D + (‘ZD) . (218)

k

Usando a equacao (2.15) para 7", conseguimos a seguinte equagao de movimento

1 .
OaF* 4 SVad ™ Fyy + MViO.D — 000D = 0, (2.19)

que resulta igual a equagado advinda da lagrangiana (2.4) se 9D = 0.

Pode-se notar que a Eq. (2.15) ¢ similar a equagao lagrangiana (2.8), tomando-se D igual
a zero. Portanto, deve-se impor uma condicao de calibre de tal forma que se fixe D = 0.
Isto é uma decorréncia do algoritmo de Dirac, que requer um nimero de condi¢oes de calibre
igual ao niumero de vinculos de primeira classe na teoria. Entretanto, estas condicoes devem
ser compativeis com as equacoes de Euler-Lagrange, em que se deve fixar D = 0 e, logo,
determinar o multiplicador de Lagrange C. Devemos observar que, se as condicoes de calibre
fixam corretamente os multiplicadores de Lagrange, entao o conjunto formado pelas condi¢oes
de calibre e os vinculos de primeira classe é de segunda classe.

Assim, precisa-se fixar os multiplicadores de Lagrange C' e D de tal modo que as equacoes
de movimento hamiltonianas sejam equivalentes as equagoes de movimento lagrangianas e, desse

modo, a Fisica descrita por ambos os formalismos seja a mesma.
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2.2.2 Calibre de Radiacao

Da equagao (2.14), podemos dizer que Ay é um multiplicador de Lagrange, logo, podemos
usar a equagao de movimento lagrangiana (2.3) para escolher, de algum modo, as condigoes de

calibre. Assim, observamos que se escolhermos como a primeira condicao de gauge
1 -
01 = V2 4y — 560]“] (kar), Fij =0, (2.20)

a equagao de movimento resulta igual a Jy (OpAx) = 0. Portanto, a quantidade Oy Ay é preser-

vada no tempo e, desse modo, escolhemos como a segunda condicao de gauge
Py = O A = 0, (2.21)
cuja condigao de consisténcia, ¢, = {p,, Hg} ~ 0, proporciona a seguinte relac¢ao

1 -
VP Ao = ™ (kap), Fiy = VD 0. (2.22)

(. J/
-~

1~0

Assim, obtemos V2D = 0. Considerando o fato que 9D = 0 e as condicdes de contorno (os
campos se anulam no infinito), obtemos que D = 0.

A condigao de consisténcia para ¢, : ¢; = {¢,, Hg} = 0, permite obter
1 ... .
ViC — 560]“] (kar), Fij =0, (2.23)

uma equagao que determina o multiplicador C'.
Assim, foram determinados todos os multiplicadores de Lagrange do modelo MCFJ via as

seguinte condigoes de calibre
Uy = QA= 0 , ahy=VPA - %EOW (kar), Fyj = 0. (2.24)
O conjunto X, = {¢y, ¢y, ¥y, 05} é de segunda classe e a matriz dos PP definida como
Map(x,y) = {Za(2), X (y) } é nao-singular,
o 0 0 -V

wap—| " 0V ey, (2.25)



com determinante dado por

det M (z,y) = det(—V?)*. (2.26)

Sua inversa é computada como sendo

0 0 0 —G(x—y)
MYz, y) = 0 0 ¢x=vy) 0 , (2.27)
0 -G (x—Yy) 0 0
G(x-—y) 0 0 0

escrita em termos da fungao de Green para a equagao de Poisson dada pelas equagoes (1.33) e
(1.34).

Nesse interim, serd necessario garantir que o conjunto dos vinculos de primeira classe e
suas condigoes de calibre sejam igualdades fortes no espaco de fase reduzido. Dentro do espaco
de fase reduzido, os parénteses de Poisson nao sao estabelecidos como identidades. Entao, é
preciso definir uma nova operacao de parénteses satisfazendo as mesmas propriedades que os

de Poisson, isso é obtido definindo os paréntese de Dirac, {.,.},, para o modelo.

2.2.3 Parénteses de Dirac

Os parénteses de Dirac sao definidos como

{A(z),B(y)tp = {Ax),B(y)}
(2.28)

_ /du /dv{A (x), 5 ()} [M~Y (u,0)] {54 (v), B (1)},

onde 3, = {¢y, @9, 1,19} € M1 (x,y) é a matriz inversa definida na Eq. (2.27).
Assim, os parénteses de Dirac nao nulos dao a seguinte algebra para os campos do modelo

MCFJ:

00,

() m)}, = - [%» - —] 5(x— y), (2.29)

. 1 1 ori
(P @) @)}, = 3 (kar) GG (x = y) = 5™ (kar), 7O Gx —y),  (2:30)

{Aofa) 7w}, = —e™ (kar), 7Gx — ). (2:31)
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Um fato importante é observar que, no calibre de Coulomb, a dlgebra da eletrodinamica de
Maxwell (1.36) apresenta como unico parénteses de Dirac nao nulo o dado pela Eq. (2.29). A
quebra das simetrias CPT e Lorentz gera uma modificagao na algebra dos campos e faz que
a eletrodinamica de MCFJ apresente uma relagao de nao-comutatividade para os momentos
transversos (2.30). Essa ndo comutatividade dos momentos transversos fornece a diferenga entre
os modelos e é de fundamental importancia em nosso estudo do comportamento termodinamico
do modelo MCFJ.

Existe na literatura um modelo proposto por A. H Fatollahi e M. Hajirahimi [30] para
estudar a radiacao do corpo negro no contexto da quebra da simetria de Lorentz. Esse modelo
consiste em deformar a algebra do campo eletromagnético pela seguinte dlgebra nao-comutativa

do campo de calibre

[Aj(2), Ak(y)] = iljd(x —y), (2.32)
[Aj(z), me(y)] = i00(x =), (2.33)
[m;(2), me(y)] = 0. (2.34)

Comparando as diferentes estruturas algébricas, pode-se inferir que as propriedades do
modelo MCFJ sao diferentes da teoria de Maxwell livre e da abordagem do campo de cali-
bre nao-comutativo. Dessa forma, estes modelos devem carregar diferentes propriedades ter-
modinamicas, como sera exposto mais adiante.

Dado que os parénteses de Dirac atuam no espaco de fase reduzido, o hamiltoniano canonico
(2.9) torna-se:

He = /d3y BE2 + %BQ + % (kar)y A.BY, (2.35)
que estd expresso em funcao do campo elétrico F, do campo magnético B, do potencial vetor
A e da componente temporal do campo de fundo (kar),. Uma observagao pertinente é que
um campo de fundo puramente tipo-tempo nao assegura um hamiltoniano positivo-definido, o
que pode ser obtido apenas para o caso do background puramente tipo-espago (para o qual se
tem uma teoria quantica bem definida). De fato, neste caso o modelo pode ser quantizado no
formalismo candnico operatorial, uma vez que as relagoes de comutacao canonica para os campos

quanticos sao obtidos através dos parénteses de Dirac (pelo principio de correspondéncia). Ele
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também pode ser quantizado via o formalismo de integracao funcional, tal como fizemos ao
abordar a eletrodinamica de Maxwell. Seguindo essa tltima quantizagao, computa-se a funcao

de particao e analisam-se as propriedades termodinamicas decorrentes do modelo.

2.3 Funcao de particao do modelo de MCEF'J

Para estudar as propriedades termodinamicas do modelo MCFJ, o objeto de interesse é
a funcao de particao, sendo que a andlise hamiltoniana realizada na se¢ao anterior permite
defini-la corretamente. Como a teoria somente contém vinculos bosonicos, a fun¢ao de particao

é dada por

Z(0B) = /DAMDWM <H5 (Za)) ’ det{3,(x), Zb(y)}‘1/2 exp {/ de (im"0;A, — Hc)} :

’ ’ (2.36)
onde ¥, = {¢;, Py, 11,15} é 0 conjunto de segunda classe formado pelos vinculos de primeira
classe e as condigoes de gauge, My, = [X,(x), X (y)] é a matriz dos vinculos dada pela Eq.
(2.25), cujo determinante é det M(z,y) = det(—V?)?, Ho é a densidade de hamiltoniano
canonico dado por (2.9). Dado o cardter bosonico do campo de calibre, sua integracdo fun-
cional deve ser feita sobre todos os campos satisfazendo condigoes periddicas na variavel 7:

A(r,x) = A(T + ,x). Usa-se a notacao simplificada, / dz, para a medida de integracao no
B

B
espaco euclideano, / dr / *x.
0
Primeiramente, calcula-se a integracao sobre o campo 7, que é trivial. Para poder integrar

k

no momento canénico 7", usamos a representagao de Fourier para d(¢,),

5 () = /DA exp {i/ﬁdm/\ (&ﬂk + ieomj (kar), Fij) } ; (2.37)
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que ao ser substituida na funcao de particao acima,implica:

Z(8) = det(=V?)? / DA,DADTF § (¥,) 6 (1,)

1 L
X exp {/d:c —3 (%) + " [87Ak — O\ + 00, Ap + %eo’“ﬂ (k;AF)Z.Aj} }
5

1
— 1 (Fi)” -

% (€% (i ap), Ajf} (2.38)

X exp {/dx — A% (kyp), Fij
1
X exp {/d!)f = 5" ((kar)o Ak = (kap), Aol Fm}

Fazendo a seguinte mudanga A — A + iAg e, simplificando, temos:

det (—V?) / DA,DADT" § (1,) 6 (1)

Q

X exp

(-
X exp{ d:): - = 7rk + {8 A, — O\ + Okt (kaF)z’Aj:| }

dx —— 2 1 AeOk” (kar), Fij }

Tb

1 opis 1
X exp {/dl’ o ZEOImJ (kAF>0 AkE] _ g [ Okij (kAF) A }2}
B

Realizando a integracdo sobre o campo 7%, resulta

L. = /Dwk exp {/dx — % (Wk)2 + im® {&-Ak — O\ + %GOW (kAF)iAj:| }
B

1.

+ g [EOkZ] (kAF>Z' Aj:|2}

X exp {/dx — % (0- Ay — O €% (kar), AJ} , (2.39)
B

= Nexp {/dm — % (0- Ay — 8kA)2
B

de modo que a funcao de particao assume a seguinte forma:

Z = [t~V [ DADAIw,)6 (0)
X exp {/ dx — 5 (87Ak — 8kA)2 — %(&Ak — 8kA)60k” (kAF)Z' AJ} (240)
; . 1 1 ...
X exp {/ﬁdmi/\e%” (kar), Fij — Z(ij)2 - 160’“3 (kar), AkF,-j} )

Agora, realizamos a integracao sobre o campo Ay,

/DAO (1hy) = /DAO (v Ay — 1 e (kar), F; ) = [det (-=V*)] "
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Uma vez que renomeia-se A = A; e (kar), = —i(kar),, e fazendo M = je,p,; tal que

€-123 = —1, consegue-se a funcao de particao para o modelo de MCFJ no calibre de Coulomb:
1 1
Z (6) Ndet /DA 5 8kAk) exp {/ dx |: 4FabFab - EQLM (kAF)a Achd:| } y (241)

ondea, b, ¢, d=7, 1, 2, 3. A funcao de particao no calibre de Coulomb nao é explicitamente
covariante. De fato, é conhecido da literatura que se a covariancia é explicita, o processo do
calculo torna-se mais simples. O procedimento para passar de um calibre nao-covariante para
um covariante (por exemplo, o calibre de Lorenz 0,4, = 0) pode ser implementado usando
a técnica de Faddeev-Popov [24], assim como foi feito no capitulo anterior para o caso do
eletromagnetismo de Maxwell .

Com efeito, aplicando o ansatz de Faddeev-Popov, no gauge de Lorenz generalizado (1.72),

a funcao de particao é expressa como

/DA5< LA, +f)det

Como a fungao Z () é independente de f, podemos eliminar f segundo o seguinte procedi-

- 1 1
NG exp{/d:): 1 FoyFoy —  Cabed (kar), Achd}~
(2.42)

1
mento: integramos sobre o campo f com a fungao peso exp <—§ / dx fz). Apo6s uma inte-
B

gracao por partes na exponencial, a funcao de particao assume a forma,

Z () = /DAa det (‘7?) exp {/ﬁdm - %Aa [—Daab - (% —1)9,0p — sab} Ab} o (2.43)

onde definimos o operador Sy, = €uped (kar), 04 € kar = (0,kar).

A integracao sobre o campo de calibre fornece

Z(8) = det (L\/g) [det (—Déab - (% —1)0,8, — Sab)} o (2.44)

Com mais um pouco de dlgebra, obtém-se'

det (_D(Sab — Sab) = det (—%) det [D2 — (kAF)2 L] + (kAF : V)z] . (245)

Substituindo em (2.44), chega-se a seguinte expressao para a fungao de partigao

InZ (8) = —%Tr In [0 — (kap)? O+ (kap - V)2 . (2.46)

1Para maiores detalhes ver apéndice D.2.
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Como esperado numa teoria de calibre, a funcao de particao é independente do parametro de
calibre. Ainda, a funcao de particao é decomposta como a contribuicao de dois modos distintos

de polarizagao:

2 4
InZ(8) = —%Trln —D+(kA2F) +\/(kﬁf) — (kg - V)

- - (2.47)

2 4
—%Trln 4 kar) —\/(kAF) — (kar - V)|,

2 4

Obviamente, se kar = 0, obtemos a funcao de particao do campo eletromagnético de Maxwell
(1.80), —Trln (—0O), deduzida na integra no capitulo 2.

Como continuacao, calculamos as contribuigoes de cada modo presente no modelo, esclare-
cendo aquela advinda do termo tipo Chern-Simons. Para atender nossos propésitos, computa-se

o tracgo funcional na base de Fourier do campo de calibre

1/2 .
Ay (7, x) = (g) nzl;expi (war +%.p) Aa(n, ), (2.48)

onde w, sao as freqiiéncias de Matsubara bosonicas definidas por
W, = Qn%, para n=0,1,2- -, (2.49)

e V é o volume do sistema.

2.3.1 Contribuicao dos modos

Na representacao de Fourier, a fun¢ao de parti¢ao (2.47) é expressa como

mZ(3) — —% S | (wn)? +p?+ (ear)” | \/(kAF) + (kap D)

2 4
- T (250)

i 2 4
—% nzp G | (wn)® +p° + LQF) — \/L’ZF)

+ (kap - p)°

Em coordenadas esféricas, |p| = w, |kar| = kar, p-kar = pkar cos 0, podemos separar a funcao

de particao proveniente da quebra da simetria de Lorentz em duas partes, como apresentamos
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a seguir:

mZ(B)=InZ, (8)+InZ_(5), (2.51)

onde
InZy (8) = 1 V /dQ/ dw w? Z In 3 [(wn)® +wi], (2.52)

com
wl =W+ (’“‘2”)2 + \/ (whap)? cos? 0 + (kZF>4. (2.53)

A soma (2.52) pode ser calculada exatamente usando a Eq. (1.84), assim obtém-se

InZs () = dQ

o [Bwi —In2+42In (1 — e 7*)]. (2.54)
Desprezando as contribul(;oes do vécuo, tém-se

InZ. (B) = e /dQ/ dw w?In (1 —e %) (2.55)
7T

Observa-se que cada modo contribui de forma diferente para a funcao de particao.

Considerando (Bkar) < 1, e expandindo em termos deste parametro, obtém-se

le B
In (1 _ e—ﬁwi) — In (1 —ﬁw) + 561ﬂ (ﬂkAF)
(2.56)
1[e P2~ (1+ pw)cos?d] e 2 cos*d 9 3
s et O G+ 0 ().
Substituindo na fungao de partigao, obtemos

V > 2 —Bw

InzZ = —2—— [ dQ2 dwwln(l—e )
(2m)? 0

/ dQ) / f fee_ﬁ[:)) + (2.57)

o0 —Bw 2 928w
v 3 (k’AF)2/dQCOS29/ dw [ﬁw (1+pw)e”” I (wp)” e
0

1 —e P (1 — e=Bw)?

+

Fazendo uma integragao por partes na variavel w no segundo e terceiro termo, tem-se que a

funcao de particao a segunda ordem em kyp é

V OO 2 —fBw

1 V 2 3 2 & —Bw
5 n) (kar) /dQ (1 — 5 cos 6’) /0 dwln (1 —e 7).
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Assim percebe-se que a contribuicao linear do parametro controlando a VL é cancelada quando
a soma dos modos é realizada. O primeiro termo na expansao ¢é a contribuicao maxwelliana a
fungao de partigao e o segundo termo é a contribuicao da VL a segunda ordem em kp tendo
dois termos (um de cardter isotrépico e um outro anisotrdpico).
Integrando sob as variaveis angulares e na freqiiéncia, obtemos a funcao de particao do
modelo de MCFJ como
2 (kar)”

an(ﬂ):%ﬁgV— 57 (2.59)

O primeiro termo representa a contribuicao de Maxwell e o segundo termo advém do termo

tipo Chern-Simons da eletrodinamica de Carroll-Field-Jackiw.

2.3.2 Grandezas termodinamicas do modelo de MCFJ

Da Eq. (2.59), pode-se calcular o valor esperado da energia por unidade de volume (sob o

ensemble termodinamico) para este modelo com quebra de Lorentz, obtendo-se:

10InZz 2 (l{;AF)2
— _ 2.
UMCE] VvV oop 1564 4852 ’ (2:60)

Contudo, a partir da Eq. (2.58), vemos que a densidade de energia é

1 x w? kar)® 3
UpMCFg = 4—7r3/dQ/0 dw e [1— (4‘?‘;) <1—§cos26’)], (2.61)

cujo integrando é a densidade de energia da radiagao por unidade de freqiiéncia e unidade de

angulo sélido:

upcory (W, Q) = L [1 - (kar)’ (1 - §cos2 9)] . (2.62)

T 4m3efe — 1 4w? 2

Integrando as varidveis angulares em (2.61), obtém-se

UMCFJ — /OO dw i wg (1 — (kAF)2> . (263)

m2efw — 1 Suw?

O integrando ¢ a densidade de radiacao por unidade de freqiiéncia para o modelo MCFJ, ou
seja, a lei de radiagao equivalente aquela de Planck:

uycry (w) = L <1 - (kAF)z) : (2.64)

T om2efe 1 82
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O primeiro termo ¢ a lei de radiagao de Planck para o eletromagnetismo

1wl

enquanto o segundo termo fornece a correcao da VL para a lei de radiacao de Planck.
Da Eq. (2.61) integrando somente nas freqiiéncias, determinamos a contribui¢ao para a
densidade de energia através do angulo sélido (d2 = sin 6dfd¢),

T 1 (kAF)2 (1 B §COSQ 9)

MdY = | —— — —= df 2.66
UpCFJ (ﬁ> ) 60 64 967‘(‘52 9 ) ( )

pelo qual observa-se a presenca manifesta do fator de anisotropia (cos? §). Fica evidente que o
campo de fundo introduz uma dependéncia angular na distribuicao de energia. A distribuicao
de energia angular em segunda ordem de (kar)” fornece uma contribuicao quadrupolar (I = 2)
para o espectro angular de energia, revelando uma sutil propriedade: a contribuicao da VL
para o espectro é anisotropica e produz uma contribuicao méxima perpendicular a direcao do
background. Da Eq. (2.47) é facil mostrar que a contribuicdo em ordem de (k4r)>" para o
espectro angular de energia da radiacao do corpo negro deve ser considerada. Isto fornece
contribuigoes até ordem [ = 2n que podem ser associadas a uma dependéncia na temperatura
em 742", Isto garante que, para altas temperaturas, as contribuicoes relevantes advém somente
dos primeiros termos da expansao.
A densidade de energia do modelo MCFJ (2.60), escrita em termos da temperatura do corpo
negro, é
™ (kar)®

= T4~
UMers = 18 A8

A equacao acima mostra uma corre¢ao para a lei de Stefan-Boltzmann em ordem de (k AF)Q,

T (2.67)

com uma dependéncia na temperatura em 72. Tal correcao é potencialmente mais significativa

em baixas temperaturas. O resultado (2.67) pode ser reescrito de duas maneiras. A primeira é
UMCFET = d(T) T4, (268)

com a (7T') sendo um coeficiente efetivo que contém a temperatura e a modificagdo da VL é

aza(l—d”%Mf), (2.69)

T2
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onde

2
5
:7;_5’ o — , (2.70)

a

Ver apéndice A para suas expressoes no Sl.

A segunda forma para a lei de Stefan-Boltzmann é
upcry &~ a (T — 4T%5T) (2.71)

em que 071 é a flutuacao da temperatura. Estas duas formas de expressar a lei de Stefan-
Boltzmann serao tuteis para obtermos os limites superiores do parametro da VL, como sera
visto nas proximas secoes.

A energia livre de Helmholtz é expressa como

1 71'2 (k‘AF)z
F=——InZz = — V V.
A pressao de radiacao é dada por
2 2
po ™ lkar) (2.72)
4573 4843
enquanto a entropia vale
471'2 (kAF)Z

524563 SV (2.73)

A primeira ordem no background, observamos que algumas propriedades termodinamicas como
a densidade de energia, a pressao de radiagao e a entropia diminuem devido aos efeitos vindos

da quebra das simetrias de Lorentz e CPT. Ja a energia livre de Helmholtz aumenta.

2.4 Primeiro limite superior para o campo de fundo

Inicialmente estabelece-se um limite para o parametro que gera a quebra de Lorentz, o vetor

constante kar, usando os dados experimentais [31] para a constante de Stefan-Boltzmann
o =5,670277968 x 107° £ 0,000040 x 10~® Wm™2K~*, (2.74)

onde o erro experimental é

Ao =4,0x 107" Wm—2K™, (2.75)
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A constante de Boltzmann modificada tornar-se

k 2
a=a— m ;I;) , (2.76)
com a" dado na Eq. (A.15), e
(kar)®
Gg=o|1-aW w5 | =0+ Ao (2.77)
Assim tem-se que ,
k
Ao > Ua(1)< ;f;) : (2.78)
o que implica em:
Ao
kar < T\ . (2.79)

Vemos assim que a magnitude de k4r nao deve ultrapassar o valor dado acima.
Como temos visto que as corregoes vindas da VL devem ser mais relevantes a baixas tem-
peraturas, consideramos a temperatura da radiagao césmica de fundo T' = 2, 73K para obter o

nosso primeiro limite superior para o parametro k4p:

kap <5,3348 x 10% 1 = 3,6 x 107"° GeV. (2.80)

2.5 Segundo limite superior para o campo de fundo

Existe uma outra interpretagdo para a expressao (2.67), que consiste em considerar a con-
stante de Stefan-Boltzmann fixa e atribuir uma pequena variacao na densidade de energia
produzida pela flutuacao da temperatura (07'). Assim como foi obtida a Eq. (2.71), pode-se
escrever

AT36T ~ aW (kap)* T2, (2.81)

10T 1

Tal expressao permite extrair as variagoes da temperatura no modelo MCFJ (seguindo o método

que implica em

desenvolvido na referéncia [19]) que podem ser comparados com os dados experimentais obtidos

pelo FIRAS (Far-InfraRed Absolute Spectrophotometer) e WMAP. Portanto, observa-se que a
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violagao de Lorentz é um mecanismo que pode ser de fundamental importancia para explicar
qualquer anisotropia da radiacdo césmica de fundo. Fisicamente, o termo §7 na Eq. (2.71)
simboliza a temperatura integrada no espectro de MCFJ (integrado sobre todas as freqiiéncias)
comparada com espectro do corpo negro convencional de Maxwell (u,,).

A Eq. (2.82) leva a um segundo (porém similar) limite para o parametro kspr. Se for
feita uma relagao com a flutuagdo de quadrupolo induzida pela VL (2.66) com a flutuacao de
quadrupolo da temperatura da radiagao césmica de fundo [16, 17, 18], tém-se ?T ~ 107% com

T = 2,73K. Neste caso, kspr assume
kap =~ 4,0172 x 10% ' = 2,75 x 107 GeV. (2.83)

Assim, vemos que para poder atribuir a quebra da simetria de Lorentz as flutuagoes obser-
vadas na radiagao césmica de fundo, na intensidade em que sao devidamente mensuraras, o
parametro da quebra deveria ser da ordem de ~ 1071 GeV. Entretanto, sao conhecidos dados
de birrefringéncia que limitam a magnitude deste coeficiente ao nivel de karp < 10733GeV [9)],
o que exclui a possibilidade destas flutuagoes interpretadas serem uma decorréncia da violacao

da simetria de Lorentz no setor fotonico do modelo padrao estendido.
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Conclusoes e perspectivas

A Dissertacao estudou as propriedades termodinamicas do campo eletromagnético no setor
CPT-impar do modelo padrao estendido, esse setor é conhecido como o modelo de Maxwell-
Carroll-Field-Jackiw. A relevancia do trabalho reside no fato de que é o primeiro em estudar o
setor eletromagnético CPT-impar do modelo padrao estendido a temperatura finita. O objetivo
foi verificar como as quebras das simetrias de Lorentz e CPT influenciam o fenomeno da radiacao
do corpo negro.

Comecamos nossa jornada na teoria quantica de campos a temperatura finita, onde foi es-
tudado o campo eletromagnético de Maxwell livre com a finalidade de apresentar o formalismo
e fazer uma releitura das propriedades termodinamicas e, principalmente, estudar o fenomeno
da radiagao do corpo negro que é completamente descrito pela leis de radiagao de Planck e
de Stefan-Boltzmann. O formalismo inicia seu roteiro com o estabelecimento da estrutura
hamiltoniana, pois como é bem conhecido, ela fica totalmente bem definida quando sao es-
colhidas condigoes de calibre adequadas para fixar as arbitrariedades vindas dos vinculos de
primeira classe contidas na estrutura. Com isso, o hamiltoniano é positivo-definido, garantindo
a unitariedade, pré-requisito fundamental para a posterior quantizagao, tanto a temperatura
zero, como finita. Feito isso, a quantizacao do campo eletromagnético foi realizada segundo o
formalismo da integracao funcional.

No segundo capitulo, estudou-se a eletrodinamica de MCFJ a temperatura finita tendo como
principal objetivo o calculo da funcao de particao para em seguida calcular as propriedades
termodinamicas. E verificou-se que a quebra das simetrias de Lorentz e CPT modificam as
caracteristicas do fenomeno da radiacao do corpo negro. Assim, observamos que a distribuicao

angular de energia do modelo MCFJ apresenta anisotropia. Ao mesmo tempo, sabemos que
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a radiacao cosmica de fundo € isotrépica e tem um comportamento planckiano quase perfeito,
com imprecisoes de 1 parte em 10°. Estas pequenas imprecisoes sao flutuacoes ou anisotropias
na distribuicao de temperatura da radiacao. Dado o grande interesse atual em estudar e
tentar entender as causas destas flutuagoes, realizamos uma tentativa de verificar se o modelo
MCEFJ poderia representa-las a contento. Nosso estudo, relacionou a anisotropia da RCF com
as correcoes vindas do termo que quebra tanto a simetria de Lorentz como a CPT, ou seja,
assumimos que a anisotropia da RCF no universo é gerada pela radiacao dos fotons do modelo
MCFJ.

Vimos que o termo de quebra da VL modifica as propriedades termodinamicas do campo
eletromagnético de Maxwell e, consequentemente, a distribuicao da radiagao do corpo ne-
gro. Essa alteragao ¢ essencialmente devido ao fato da algebra dos campos do modelo MCFJ
diferir daquela da eletrodinamica de Maxwell, como pode ser explicitamente observado nas
equagoes (2.30)-(2.31) e (1.36). Especificamente, a Eq. (2.30) estabelece uma relagao de nao-
comutatividade dos momentos canonicos transversos, uma situacao que pode ser contrastada
também com as algebras de outros modelos envolvidos no estudo da radiagao do corpo negro no
contexto da quebra da simetria de Lorentz, entre eles podemos citar a teoria de campos de cal-
ibre com &lgebra nao-comutativa [30] e as teorias de campos no espago-tempo nao-comutativo
[32]. Essas diferencas levam a distintas propriedades termodinamicas, e a espectros totalmente
diferentes para o fenomeno da radiacao do corpo negro. De fato, podemos comparar as con-
tribuigdes a ordem de n > 1 dos diferentes modelos para o espectro da temperatura (corregoes a
lei de Stefan-Boltzmann): 744" para um espago-tempo nao-comutativo , 742" para o modelo
de campos de gauge com algebra nao-comutativa. e 772" para o nosso modelo. E facil notar,
que as correcoes vindas do modelo MCFJ sao relevantes a baixas temperaturas, ja as dos outros
modelos o sao a altas temperaturas. Isso foi o motivo pelo qual escolhemos a temperatura da
radiagao cosmica de fundo para estabelecer os limites superiores para os valores do parametro
que controla a quebra das simetrias CPT e Lorentz.

Assim, vé-se que o termo CFJ é capaz de induzir uma contribuicao anisotrépica para a RCF,
embora em um patamar bem inferior ao de 1 parte em 10°. A razao disto é que o parametro
de quebra estd severamente limitado por dados de birrefrigéncia no nivel de 1 parte em 10733

GeV [9]. Assim, conclui-se que a quebra das simetrias de Lorentz e CPT no modelo MCFJ nao
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pode ser usada para explicar a anisotropia da RCF.
A continuagao deste trabalho, ainda em fase de desenvolvimento, consiste em analisar as

propriedades termodinamicas da eletrodinamica do setor CPT-par do modelo padrao estendido.
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Apeéendice A
Notacoes e Convencoes

O tensor métrico é assumido da seguinte forma

1 0 0 O
o -1 0 o0

Guv :gﬂ = 00 . 0 y (Al)
0 O 0 -1

Derivadas com respeito a coordenadas covariantes (z,) e contravariantes (z*) sdo abreviadas

sem forma explicita

0 0
oM = — 0, = —. A2
81’“ ) 12 81’“ ( )
O produto escalar com a métrica definida acima é
V-A = VA =V'A, =g,V'A" =g¢g"V,A,
(A.3)
= Vpdo— V- A =Vpdo — ViA;.
O quadrivetor denota-se por
kar = ((kar)y.kar) - (A.4)
O operador D’Alembertiano é
O=0"0,=0; -V~ (A.5)
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O tensor de Levi-Civita e*?* com %123 = |

+1 se {u,v,p,\} é uma permutagao par

vpA , ~
Pt = —€pn = { —1 se é uma permutacio fmpar (A.6)

0 em outro caso

Identidades tteis do tensor de Levi-Civita em 4D

_€a,upcr€au)\ﬁ — g,uugp)\gon . g,uugpngcr)\ + g,u)\gpﬁgcw (A?)

_g,u)\gpugon + g;mgpugcr)\ o g;mgp)\gou

e, PN = -2 (g””'g” - gpA'g”“) (A-8)
guyp)\guyp)\/ — _6g>\>\/ (Ag)
g;wp)\gwij = 2 (A]_O)

Somas e integrais tteis

+oo
Z In [(27?71)2 +b°] =b—In2+2In(1—e7) (A.11)
OO 2 —Bw 7T4
/0 dw w ln(l—e ) = —4553

/0 dw ln(l—e_ﬁw) = _g_ﬁ
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Dados experimentais e numéricos

ho= 1,054589 x 107** Js

c = 2,99792458 x 10® ms™!

kg = 1,38066 x 107%* JK~!
leV = 1,602189 x 10717 ]
1GeV = 1,602189 x 1071 ]

Se A = 1 entao,
s =6,5822 x 107 GeV

e o dado experimental para a constante de Stefan-Boltzmann é
o =5,670277968 x 107% 4 0,000040 x 10~® Wm—2K~4, (A.12)

No sistema internacional de unidades a relacao entre o e a é

- A13
o= (A.13)
onde ¢ é a velocidade da luz no vacuo e
w2k
a= B = 7,565604554 x 10716) m— K4, (A.14)
15 (he)

com kg sendo a constante de Boltzmann e A a constante de Planck.

A constante a™) no SI é

A\? 5
o= (= = 1.847324817 x 10724 ’K?2. Al
a <k3> 62 847324817 x 107" s (A.15)
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Apeéendice B

Formalismo de Dirac para sistemas

vinculados

O formalismo de Dirac para o estudo de sistemas vinculados é apresentado de forma breve
e tem como motivagao esclarecer alguns detalhes do algoritmo, os interessados podem obter
maiores informagoes nas referéncias dadas em [23].

Seja um sistema definido pela lagrangiana L|g;(t), ¢;(), t], entao definimos o momento canon-

ico conjugado a coordenada ¢; por

oL
P = - B.1
Pi= 5 (B.1)
Tal sistema é dito nao-singular se a matriz Hessiana, definida como
Op; 0?L
=P _ (B.2)

Y704 04,04
tem determinante ndo nulo (det H;; # 0), se esta condigdo nao for satisfeita o sistema é dito
singular ou vinculado.

Se o sistema é nao-singular podemos passar do formalismo lagrangiano para o hamiltoniano,
sem ambigiiidades, via a transformagcao de Legendre: H = p;¢; — L.

Por outro lado, se o sistema for singular é impossivel passar ao formalismo hamiltoniano pois
nao sera possivel expressar todas as velocidades ¢; em termos dos momentos p; e as coordenadas
¢i. E aqui que o formalismo de Dirac trabalha e tem como finalidade proporcionar ao sistema um
hamiltoniano livre de ambigiiidades de tal modo que agora ja é possivel passar do formalismo

lagrangiano ao hamiltoniano.
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E importante observar que um sistema fisico somente pode ser quantizado quando a sua
estrutura hamiltoniana é bem estabelecida e, esse é justamente o papel do formalismo de Dirac
para sistemas vinculados.

A seguir, entao, apresentamos o algoritmo de Dirac.

Se a matriz Hessiana for singular e tiver posto P = N — R, podemos resolver apenas P
velocidades ¢, em funcao das coordenadas, dos momentos e das R velocidades restantes ¢,,, ou
seja

o = fold, Db, 4y ),
onde U = 1,...,Rea =b = R+ 1,...,N. Substituindo na definicao dos momentos

canonicamente conjugados obtemos que

bi = gl(qv qav q[}) = gl(qa ftl(qvpbv qU)a qU) = gi(qvplh qU)a (BB)

e observamos que como existem R velocidades que nao podem ser expressas em termos dos
momentos e das coordenadas, cujos momentos canoénicos sao dados por p, = ¢,(¢,ps), con-

seqilentemente, temos R vinculos primarios

(I)U =Py — Yy (Qapb) ~ 0. (B'4)

Para garantir que esses vinculos sejam mantidos pela evolugao do sistema, é necessario intro-
duzir um novo hamiltoniano que os preserve no tempo, tal hamiltoniano é chamado de primdrio

e ¢ definido como

Hp=He+ )\, 9, (B.5)

onde )\, sao os respectivos multiplicadores de Lagrange.
Como os vinculos primérios devem ser preservados na evolugao temporal do sistema gover-

nado por Hp, impomos a seguinte condi¢ao de consisténcia
d={d, Hp} ~0. (B.6)
A partir dessas condi¢oes pode-se obter trés situacoes distintas:

e Expressoes que envolvem os multiplicadores de Lagrange, sendo possivel determinar al-

guns dos multiplicadores.
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e Relagoes nao nulas que nao envolvem os multiplicadores A ,. Essas relacoes proporcionam

novos vinculos e sao chamados de vinculos secunddrios.

e Equacoes que sao explicitamente nulas indicam que o vinculo primario analisado ¢ auto-

maticamente preservado pela evolucao temporal.

O seguinte passo é aplicar aos novos vinculos as condigoes de consisténcia, e assim sucessi-
vamente até que nao surjam mais vinculos.
Uma vez que temos determinado todos os vinculos do modelo, prosseguimos com a classi-

ficacao deles segundo o seguinte critério:

e Os vinculos que possuem parénteses de Poisson nulos com todo o conjunto de vinculos

sao chamados de vinculos de primeira classe.

e E o0s que nao satisfazem a propriedade acima sao chamados de vinculos de sequnda classe.

Assim, sejam os vinculos de primeira classe denotados como Il e os de segunda classe
como %,. Entao, com os vinculos de segunda classe, formamos a matriz A cujos elementos sao
definidos como A, = {3, 3 }, se ela nao for inversivel, significa que pelo menos um dos autove-
tores desta matriz possui um autovalor nulo. Um autovetor com autovalor nulo representa uma
combinacao linear de vinculos de segunda classe que gera um vinculo de primeira classe. Apds
separar as combinacoes lineares que geram um vinculo de primeira classe, a matriz reduzida A
contém os verdadeiros vinculos de segunda classe ¥, e serd uma matriz inversivel, isso significa
que os multiplicadores associados com os verdadeiros vinculos de segunda classe podem ser
determinados explicitamente. Apds esse rearranjo denotaremos os vinculos de primeira classe
por ﬁk

O formalismo de Dirac fornece um modo de tornar vinculos de segunda classe em identidades
exatas e isso somente é possivel se redefinimos a operacao de parénteses de Poisson por uma
nova, os chamados parénteses de Dirac que sao definidos, a partir dos parénteses de Poisson e

a matriz A, pela seguinte equacao:
{A7 B}D = {A7 B} - {A7 Sa} [A_l}ab{ilhB}’ (B7)
sendo A e B fungoes das variaveis canonicas.
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Desse modo ficamos somente com os vinculos de primeira classe. Dirac observou que tanto
os vinculos de primeira classe primarios quanto os secundéarios sao geradores das transformagoes
infinitesimais que nao alteram o estado fisico do sistema e conjeturou que a dinamica deveria

ser gerada por uma nova hamiltoniana, a hamiltoniana estendida (Hg) definida como
Hp = He + villy, (B.8)

que contém todos os vinculos de primeira classe, primarios e secundarios.

A vantagem de introduzir a hamiltoniana estendida é que nao precisamos calcular explici-
tamente os multiplicadores de Lagrange correspondentes aos vinculos de segunda classe. A
conjectura de Dirac diz que com a hamiltoniana estendida podemos calcular as equagoes de
Hamilton e ver se elas levam as mesmas equacoes de movimento que aquelas obtidas com as
equacoes de Euler-Lagrange. E na procura da equivaléncia de ambos formalismos que con-
seguimos obter informacao de como devem ser os multiplicadores de Lagrange v, associados
com os vinculos de primeira classe, ou seja, o método nao determina explicitamente estes mul-
tiplicadores. Para calcular explicitamente esses multiplicadores, necessitamos impor condigoes
subsidiarias ou de gauge. As condigoes de gauge devem ser escolhidas de tal forma que o
novo conjunto composto pelos vinculos de primeira classe e as condi¢oes de gauge formem um
conjunto de vinculos de segunda classe cuja matriz sera inversivel de tal modo que todos os
multiplicadores v, podem ser calculados explicitamente.

Uma vez que conseguimos condicoes de gauge adequadas segue diretamente a equivaléncia

entre as equacoes de Hamilton com as equagoes de Euler-Lagrange.
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Apeéendice C

Representacao da funcao de particao

como uma integral funcional

Obtemos a representagao da integral funcional para a fungao de particao de campos rela-
tivisticos sem vinculos na sua estrutura hamiltoniana, como é o caso do campo de Klein-Gordon

[21].

C.1 Amplitude de Transicao para Bdésons

~

Seja ¢ (x,0) um operador de campo em ¢t = 0 e seja 7 (x, 0) seu operador momento canénico

conjugado. Os autoestados do operador de campo sao descritos por |¢) e satisfazem

0(x,0)[0) = ¢ (x) ), (C.1)
onde ¢ (x) é o autovalor respectivo. Os autoestados satisfazem as condi¢oes de completeza e
ortogonalidade:
[ ot 10} (el =1 (©2)
e

(Dol Db = 0 [a (%) — ¢4 (X)] . (C.3)

De forma similar, definimos os autoestados do operador momento canonico conjugado
7 (x,0) |m) =7 (x) |m) , (C.4)
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e cujas condicoes de ortogonalidade e completeza sao

dm(x) B
/ " ey (= 1 (C5)

(ma| mo) = 0 [ma (%) — b (X)]. (C.6)
Em mecanica quantica, o produto entre um autoestado do operador posicao e um autoestado

do operador momento é dado por
(x| p) = €™, (C.7)

em teoria de campos temos se seguinte relagao

1 m) e |i [ m (00 60 8
que é uma generalizagao natural de um sistema com um ndmero finito de graus de liberdade

(N) da mecanica quantica para um sistema com um numero infinito de graus de liberdade como

é o caso da teoria quantica de campos

Zpixi — /d3x7r (x) ¢ (x). (C.9)

Para descrever a dinamica do sistema introduzimos um hamiltoniano que é expresso como

um funcional dos campos e de seus momentos conjugados:

H= /d3x H <7r fb) . (C.10)
Supondo que o sistema esteja no estado |¢,) no tempo ¢t = 0. E ap6s um tempo ¢;, o estado
evoluird para e—illts |p,). A amplitude de transigao do estado ir de |¢,) para algum outro estado
|¢,) apds um tempo t; é dado por (¢, e~ |¢ ). Como estamos interessados em mecanica
estatistica, situagao em que o sistema retorna para seu estado inicial apés um tempo s, na
andlise a seguir consideramos |¢,) = |¢,). Procedemos do seguinte modo, primeiro, dividimos o
intervalo de tempo (0,tf) em N intervalos iguais At = tﬁf Entao, em cada intervalo de tempo
inserimos um conjunto completo de autoestados dos campos e dos momentos via as relagoes de
completeza dada por (C.2) e (C.5):

. N .
(bl €71 |0g) = 1\}51100/<H 27; d¢i) (bal Tn) (x| €72 ) (D] 1)

i=1

(C.11)

—iHAL
x(my_|e

By} (0ol m) (mal €7 0,) (0] ),
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do fato que
<¢1| ¢a> =0 (¢1 - ¢a) ) (012)

e de que
(bina| 72} = exp [@ / i 75 (%) 6100 (x)} , (C.13)

e considerando At — 0, podemos expandir da seguinte forma:

I

(mile 80 = (mi| (1- il AL) |6,)

= (ml ¢;) (1 —iH;At)

= (1 —iH;At)exp {—i/d‘o’xm (x) ¢; (X):| , (C.14)
onde

H; = / dPxH (73 (x) , ¢, (%)), (C.15)

inserindo todos eles em (C.11), obtemos

(a7 |g,) = hm/< dm )5(¢1—¢a)
><exp{—zAt§:/al3 [ (7, 0;) — ﬁjWI}, (C.16)

onde ¢N+1 =0, = ;.

Tomando o limite do continuo de (C.16), chega-se finalmente no seguinte resultado

: o (x.t7 ) =6 (%)
e A

=04 (%)

xexp{/ dt/d3 ( ¢g§’t)—H(W(x,t),gb(x,t))”(C.l?)

onde os simbolos [dn] e [d¢] denotam a medida da integragao funcional definida em (C.16). A

integracao em 7 (x,t) é livre de restrigdes, mas a integracao em ¢ (x,t) é tal que os campos

comecam em ¢, (x) em ¢t = 0 e finalizam em ¢, (x) em ¢ = ¢;.
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C.2 Funcao de Particao para Bdésons

A fungao de particao é definida como

7 =T [eoli-ii)] / A, (@] e P8 | (C.18)

onde a soma corre sobre todos os estados. Semelhante a amplitude de transicao, podemos, de
fato, expressar Z como uma integral sobre os campos e seus momentos conjugados fazendo uso
de (C.17). Primeiramente, mudamos o tempo para uma variavel imaginaria 7 = it. Os limites
de integragao para 7 sdo 0 e . A operagao trago em (C.18) quando aplicada em (C.17) significa
que devemos integrar sobre todos campos ¢,. Finalmente, se o sistema admite alguma carga

conservada introduzimos um potencial quimico u e, podemos fazer a substituigao
H (7T7 (b) —H (7T7 ¢) =H (7T7 (b) - :U’N (7T7 ¢) ) (019)
onde N (7, ¢) é a densidade de carga conservada. Portanto, chega-se numa férmula fundamental

7= / dr] /p  dles [ /0 " / x (m% S H(m )+ N (ﬁ,¢))} L (C20)

O termo periédico significa que a integragao sobre os campos é feita tal que ¢(x,0) = ¢(x, 3).
Isto é uma conseqiiéncia da operagao do trago, fazendo ¢, (x) = ¢ (x,0) = ¢ (x,3). Nao ha
restrigdo sobre a integragdo em 7. A generalizacao de (C.20) para um ndmero arbitrario de

campos e cargas conservadas é imediata.
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Apeéendice D

Determinantes funcionais

D.1 Campo eletromagnético livre

Partimos da fungao de partigao definida em (1.77)

200 = [oan a0 (52 o[-

o () Lo (022))

onde temos definido o operador diferencial DS}} as

DY = —064 — A0,0),

com
1
A=—-—1
£

%AaDabAb} (Dl)
(D.2)
(D.3)
(D.4)

Para calcular o determinante funcional do operador D, primeiro passamos ao espacgo de

Fourier

DY (p) = 6up” + Apabs

(D.5)

onde p? = (pT)2+p2, e computamos o determinante da matriz D, (p) que escrita explicitamente

o6



¢ dada por
PPHAE Appi Apepe Apeps

Dﬁfi’ (p) = Ap:pi PPAHADT Apips Ap1p3 ’
Aprp2 Apip2 - PP+ Ap; Apaps
AD7Ds3 Ap1P3 Apaps  p* + Ap3
cujo determinante é

p8

T

Retornando para o espaco de configuracoes temos que o determinante funcional é

det DS (p) = + M° (P2 + P2+ 2+ p2) =p* (1 4+ \) =

4
det D' = det % .

Esse resultado que é inserido na equagao (1.78) para obter (1.80).

D.2 O modelo MCFJ

Partindo do funcional gerador

Z(8) = / DA, det (‘%) exp { /ﬁ i — %AaDabAb}

A integracao no campo de calibre é imediata e obtém-se o seguinte resultado:

2(9) = det (2 ) et (D)

[N

onde temos definido o operador diferencial

]Dab = ]D),(l(l],) - Sab

(D.9)

(D.10)

(D.11)

com o operador ]Dg?)) definido pela equacdo (D.3) e o operador S, = €aped (kar), 04 € kap =

(0, kar).
No espaco de Fourier temos

Das () = DY) (9) — Sus (0)

(D.12)

com ]13)((1%) (p) dado pelas equacdes (D.5)-(D.6). E as componentes da matriz Sy, (p) sao definidos

por

Sab (P) = i€abeaVePa

o7
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considerando €,;;; = —1€;j, temos as componentes

Ser (p) = =Sk (p) = Cr ,  Sjr(p) = —Si; (p) = €juiH; (D.14)
onde temos definido os vetores C e H por
C=(kar) xp H=p.kar , C-H=0. (D.15)
Entéo a matriz D, (p) explicitamente ¢

PP+ Ap2 Apopr —Cr Aprpe — Cy Ap.ps — Cs

. Ap-p1 + C 2Ap? A — Hs Apips + H.
D, (p) _ PrP1 1 P P1 p;pg 2 3 AP1P3 2 (D.16)

Aprp2 +Cy Apipa+Hs  p°+Ap;  Apaps — Hy

A\prps+ Cs Apips — Hy Apops + Hy  p? + \p3

e cujo determinante ¢é

det Dy, (p) = (1 + ) p [p* + C* + H?] (D.17)
onde
C? = (kap)' P’ — (kar-p)° . H’=(p,)" (kar)”, (D.18)
assim, temos que
det Dy (p) = %4 p*+p° (kap)? — (Kap - p)2} . (D.19)

Logo, o determinante funcional expresso no espaco de configuracao resulta ser

det D,;, = det (_—\/?) det [(—0)° — (kar)’ O+ (kar - V)?], (D.20)

esse resultado é inserido na equagao (2.44) para obter a equagao (2.46) para a fungao de particao

do modelo MCFJ.
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We study the finite temperature properties of the Maxwell-Carroll-Field-Jackiw (MCFJ) electrody-
namics for a purely spacelike background. Starting from the associated finite temperature partition
function, a modified black body spectral distribution is obtained. We thus show that, if the CMB radiation
is described by this model, the spectrum presents an anisotropic angular energy density distribution. We
show, at leading order, that the Lorentz-breaking contributions for the Plank’s radiation law and for the
Stefan-Boltzmann’s law are nonlinear in frequency and quadratic in temperature, respectively. Using our
results, we set up bounds for the Lorentz-breaking parameter, and show that Lorentz violation in the
context of the MCFJ model is unable to yield the known CMB anisotropy (of 1 part in 10°).

DOI: 10.1103/PhysRevD.78.125013

I. INTRODUCTION

In his seminal work [1], Maxwell proposed that light
requires a medium to travel, in a full analogy to the
experiences involving waves propagation in fluids. Such
medium was named as ether. In view of the already ob-
served light properties, it was assumed that the ether
permeated the whole space, was of a negligible density,
and had imperceptible interaction with matter. However,
the ether was abandoned with the advent of the special
theory of relativity [2] that established Lorentz covariance
as one of the fundamental symmetries of nature.
Nowadays, the Lorentz covariance pervades all the field
theories describing fundamental interactions and has the
status of a cornerstone in the construction of all modern
physical theories. The present experiments confirm
Lorentz invariance to a very high precision at currently
accessible energy scales that goes up to 2 TeV. The new
experiments to be performed in the Large Hadron Collider
(LHC) at CERN, that will extend the energy scale to
approximately 14 TeV, should test the Lorentz symmetry
to confirm that it still remains unspoiled or to reveal some
indications about its violation. At the moment, the possi-
bility is discussed of Lorentz and CPT symmetry breaking
at Plank scale (or in the very early Universe when energies
are close to the Planck scale). One such scenario is sug-
gested by string theory [3] and it is a key feature of non-
commutative field theories [4].

The researches about Lorentz and CPT violation are
commonly performed under the framework of the standard
model extension (SME) developed by Colladay and
Kostelecky [5]. The SME is an enlarged version of the
usual standard model that embraces all Lorentz-violating
coefficients (generated as vacuum expectation values of
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tensor quantities belonging to a fundamental theory de-
fined at Planck scale) that yield Lorentz scalars (as tensor
contractions) in the observer frame. Such coefficients rule
Lorentz violation in the particle frame, where they are seen
as sets of independent numbers, whereas they work out as
genuine tensor in the observer frame. A strong motivation
to study the SME is the necessity to get some information
about underlying physics to the Planck scale where the
Lorentz symmetry may be broken due to quantum gravity
effects. The photon sector of the SME has been extensively
studied with a double purpose: the determination of new
electromagnetic effects induced by the Lorentz-violating
(LV) interactions and the imposition of stringent upper
bounds for the magnitudes of the LV coefficients.
Lorentz violation has been investigated in a broad perspec-
tive in the latest years [6,7].

The research about LV effects on classical electromag-
netism was started by Carroll-Field-Jackiw [8], who
studied the Maxwell electrodynamics in the presence of
the  assigned  Carroll-Field-Jackiw  (CFJ) term
" Mkap) yA, Fcr, With (kar), standing for the LV fixed
background. The gauge sector of the SME embodies a
CPT-odd CFJ term and the CPT-even one,
WHVAR urFia» both of which imply vacuum birefringence
[8-10], which takes place whenever the light velocity
depends on the polarization mode, amounting to a rotation
in the polarization plane. While the CFJ term yields a
causal, stable, and unitary electrodynamics only for a
purely spacelike background [11], the CPT-even term pro-
vides an electrodynamics not plagued with stability illness.
Regarding that birefringence increases linearly with the
distance traveled, the analysis of this effect over cosmo-
logical scales offers an exceptionally sensitive signal for
Lorentz violations. Within this context, as the cosmic
microwave background (CMB) is partially polarized, it
can be considered an experimental optical probe able to
catch minuscule Lorentz violations [12,13]. In [13], the

© 2008 The American Physical Society
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spacelike sector of the CFJ background, k,r, has been
analyzed and has been shown that experimental data
from the Boomerang experiment and the 5-year
Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP) survey
are consistent with weak Lorentz violation at the 1-sigma
level. Other issues concerning LV corrections to the
Planckian spectrum were addressed in Ref. [14], where
the emission and absorption of radiation by nonrelativistic
electrons in the SME framework was properly regarded to
derive such effects.

The CMB, which is the oldest thermal radiation avail-
able to observation, constitutes a good scenario to be
described by the Lorentz-violating photon sector of the
SME at finite temperature. The detected CMB is inter-
preted as compelling evidence for the big bang, since
theoretical nucleosynthesis calculations foresees the exis-
tence of a cosmic background radiation at a temperature of
some kelvins [15]. The data coming from the Cosmic
Background Explorer (COBE) and WMAP revealed that
the CMB is a perfect Planckian black body distribution at
2.73 K with high precision of one part in 103, which bounds
the anisotropies to this small extent [16,17].

Considering that the light propagation is affected by the
Lorentz violation, it is probable that its thermodynamical
properties and spectral distribution are also altered.
Therefore the black body pattern of the CMB is an inter-
esting phenomenon where Lorentz-violating effects may
play a relevant role, mainly when concerned with the
anisotropies of the spectrum, an issue that captures broad
attention nowadays [16—19]. A natural framework to deal
with black body radiation and Lorentz violation is the finite
temperature field theory [20]. The aim of the present work
is to study the finite temperature properties of the MCFJ
electrodynamics for the case of a purely spacelike back-
ground (for which the model provides a positive-definite
Hamiltonian). Indeed, taking as starting point the MCFJ
Lagrangian, we can construct the partition function for this
gauge model (after the constraints structure is well deter-
mined). Such partition function provides all thermodynam-
ical information required, including the energy density
distribution. We thus show that if the CMB radiation is
described by the MCFJ model, the radiation presents an
anisotropic  angular energy density distribution.
Consequently, it is possible to obtain the Lorentz-breaking
contributions to the Plank’s radiation law and to the Stefan-
Boltzmann’s law.

This paper is outlined as follows. In Sec. II, we develop
the Hamiltonian analysis of the constraints structure of the
MCFJ model by following the Dirac formalism for con-
strained systems. In Sec. III, we construct the partition
function (into the functional formalism) and study the
thermodynamical properties of the model, including the
modified energy density distribution and the modified
Stefan-Boltzmann’s law. In the last section, we present
our conclusions and final remarks.

PHYSICAL REVIEW D 78, 125013 (2008)

II. THE MCFJ ELECTRODYNAMICS:
HAMILTONIAN STRUCTURE

The Maxwell-Carroll-Field-Jackiw model is defined by
the following Lagrangian density:

L = —3F, ,F*" = 3" N kap) yALFcrs )

where F,, = d,A, — d,A, is the electromagnetic stress
tensor, (k,p) w 18 the Lorentz-breaking vector background,
and €** is the totally antisymmetric Levi-Civita tensor
with €°12> = 1. The corresponding Euler-Lagrange equa-
tion for the vector field is

9, F"# + (kap), F*" = 0, 2

where F"® =1e"®#BF, ; is the dual tensor. Since the
pioneering work of Carroll-Field-Jackiw [8], the properties
of the MCFJ electrodynamics were extensively investi-
gated in several distinct respects [11,21,22]. In the present
work, the goal is to evaluate the LV corrections to the
Planck black body distribution, which will be done by
means of the imaginary-time formalism for finite tempera-
ture field theory. Once the partition function is carried out,
the entire thermodynamics of the model becomes avail-
able. For it, we should first try to understand the constraint
structure of the model, unveiled by a careful Hamiltonian
analysis.

In order to accomplish the Hamiltonian analysis of this
model, we begin defining the canonical conjugate momen-
tum

mh = —F0r — %Goﬂaﬂ(kAF)aAﬁ, (3)

with which we can write the fundamental Poisson brackets
(PB): {A, (x), " (y)} = &,,6(x — y).

From Eq. (3), it is easy to note that 7 = 0; such a null
momentum yields a primary constraint ¢; = 7% = 0 (into
the Dirac formalism, the symbol = denotes a weak equal-
ity). Also, the momenta 7% are defined via the following
dynamic relation:

7k = A — 9, Ay — 5% (kyp)iA;, 4)
while the canonical Hamiltonian density is explicitly writ-
ten as

.’]-[C = %(77'/()2 + 7Tk8kA0 + %(ij)z + %WkEOkij(kAF)iAj
+ J €% (k)i AT+ 1€ (kyp)oALFij
— 3€% (kap)AoF . )
Following the usual Dirac procedure, we introduce the
primary Hamiltonian (Hp) by adding to the canonical
Hamiltonian all the primary constraints, Hp =
He + [dPyC#n°, where C is a bosonic Lagrange multi-

plier. The consistency condition of the primary constraint,
70 = {m°, Hp} = 0, gives a secondary constraint

¢y = o7 + 1% (kyp) Fi; = 0, ©)
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which reveals that the usual Gauss’s law is modified by an
arbitrary Lorentz-breaking background. It can be written in
terms of the electric and magnetic fields: V - E + (K4p) -
B = 0. Therefore, for the case of a pure timelike back-
ground, no modification is implied on the usual Gauss law.
The situation changes for a pure spacelike case, for which
the Gauss’s law is modified by the presence of the back-
ground. Such modification reflects the coupling between
the electric and magnetic sectors in the MCFJ electrody-
namics [8,22].

The consistency condition of the modified Gauss’s law
gives ¢, = {¢,, Hp} = 0. Thus, the secondary constraint
is automatically conserved and there are no more con-
straints in this model. The bosonic multiplier of the pri-
mary constraint remains undetermined. It is an evidence of
the existence of first-class constraints, such as it can be
verified by computing the PB between the constraints
{®,, d>} = 0. Therefore, the set of constraints

¢, =7"=0, by = Oyt + 1€ (kap)i Fiy = 0,
(7

is a first-class one.

A. Equations of motion and gauge fixing conditions

Following the Dirac conjecture, we define the extended
Hamiltonian (H ) by adding all the first-class constraint to
the primary Hamiltonian,

HE=HC+[@ﬂw1+D@1 ®)

Under this Hamiltonian, we compute the time evolution of
the canonical variables of the system:

Ag={Ay Hg} = C, ©)

Ak = 7Tk + akAO + %EOkij(kAF)[Aj - akD, (10)

showing that the dynamics of A, and A; remains arbitrary.
For 7° and #*, it is attained

7'7'0 = ak’l'Tk + %EOkij(kAF)kFij = Q’)Q =~ O) (11)

it = =y € (kp)i — 0;F);
— 1€ "M kpp)i(kap)aAj — 3(kar)o €™V Fy
- %50k1i(kAF)laiAO + %GOkli(kAF)laiD' (12)

Making use of Eq. (10), these expressions can be rewritten
as

E)kFOk + %GOikj(kAF)iij + akakD = 0,
D F* + 361 (kap) o F py + €M (kap),0;D — 999D = 0.
(13)

We can see that Egs. (10) and (13) are similar to the
Lagrangian equations (4) and (2), respectively, if and only
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if D = 0. Thus, we should impose a gauge condition in
such a way to fix D = 0. It is known that the Dirac
algorithm requires a number of gauge conditions equal to
the number of first-class constraints in the theory.
However, those gauge conditions must be compatible
with the Euler-Lagrange equations, such that they should
fix D = 0 and determine the Lagrangian multiplier C. Such
that the gauge conditions together with the first-class con-
straints should form a second-class set.

1. Radiation gauge
Equation (10) suggests the following gauge fixing con-

dition ;| = 9;A; = 0, whose consistency relation, ; =
{1, Hg} = 0, gives
v2A0 - %E-Okij(kAF)kFl‘j - sz = (. (14)

In order to get an equation only for D, we impose
y = V2A) — 1% (kyp) Fi; = 0, (15)

as a second gauge condition, such that V2D = 0 is used to
fix D = 0. The consistency condition of the second gauge
condition, ¢, = {i,, Hg} = 0, implies

V2C — 1% (kyp) Fij = 0. (16)

Thus, we have determined all the Lagrange multipliers.
Therefore, the set 2, = {¢,, ¢,, |, ¥} is a second-class
one while the corresponding PB matrix, defined as
M (x, y) = {2,(x), Z,()}, 2,(y), explicitly reads as a
nonsingular matrix,

0 0 0 -V
o o W o B
My =| o 5y o |ox-w an
& 0 0 0
whose inverse
0 0 0 -G(x—y)
_ 0 0 G(x—y) 0
1 =
M~ (xy) 0 —-Gkx-y 0 0
G(x—y) 0 0 0

(18)

is written in terms of the Green function for the Poisson
equation, G(x —y), given by

ViG(x —y) = —d6(x —y),

ip-x 19
Gy = [ ] (19)

@m?® p*>  4mlixIl

At this level, it is necessary to assure that the set of first-
class constraints and gauge fixing conditions become
strong equalities. Such requirement is fulfilled by defining
a new bracket operation, the Dirac brackets, {-, -}, as
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{AG), BO)hp = {AG), BO)} — [ du [ AVIA(), 3, ()}

X [M_] (M, U)]cd{zd(v)’ B(y)}’ (20)

where 3, = {¢,, o, ¥y, ¥»} and M~ (x, y) is the inverse
matrix defined in Eq. (18).

Thus, the non-null Dirac brackets for the physical var-
iables

9,0

W, ml = [ 8 - S Jox -y ey

{7 (), WMt = 3" (kap)1070;G(x —y)
— 3€Mi(kpp)0705G(x —y), (22

{A(x), T }p = —€Milkyp)107G(x — ), (23)

should be compared with the algebra of the pure Maxwell
electrodynamics (in the radiation gauge), for which the
only non-null Dirac bracket is given by Eq. (21). Also,
the MCFJ algebra establishes a noncommutative relation
for the transverse momenta which can be contrasted with
the noncommutative gauge field algebra [Ay(x),A;(y)]=
i€ 6(x —y), [Ap(x), m;()] =166 (x=y), [ (x), 7;(y)] =
0, proposed in Ref. [23] for studying black body radiation
in a Lorentz-breaking context. In a definitive way, we can
infer that the physical properties of the MCFJ model are
very different from the Maxwell theory and from the non-
commutative gauge field approach. Consequently, these
models should have different thermodynamical properties
such as will be clearly shown in the last section.

Under the Dirac brackets, the canonical Hamiltonian (5)
reads as

H= [d3y[lE2 + lB2 + l(kAF)OA . B]. 24)
2 2 2

While a pure timelike background does not guarantee a
positive-definite Hamiltonian, it can be obtained for the
case of a pure spacelike background, for which a well-
defined quantum theory may be constructed. Indeed, in this
case the model can be quantized in the canonical formal-
ism, once the canonical commutation relations for the
quantum fields are obtained from the Dirac brackets (by
means of the correspondence principle). It may be also
quantized via the functional integral formalism. We follow
the last quantization procedure to compute the partition
function and to analyze the thermodynamical properties of
the MCFJ model.

III. THE PARTITION FUNCTION

In this section, we study the thermodynamical properties
of the MCFJ model. The fundamental object for this analy-
sis is the partition function. The Hamiltonian analysis
performed in the previous section allows one to define in
a correct way the functional integral representation of the
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partition function, which is given by

2(8) = j DA, Dt 8(,)8($2)5(4)
X 8(12)| det{S,(x), 3, ()}
X exp{/ﬁ dx(imtd,A, — HC)}, (25)

where 2, = {¢,, ¢, |, ,} is a second-class set formed
by the first-class constraints and the gauge fixing condi-
tions, M, (x, y) = {2,(x), 2,(y)} is the constraint matrix
given in Eq. (17), whose determinant is detM(x, y) =
det(—V?)*. Given the bosonic character of the gauge field,
its functional integration can be performed over all the
fields satisfying periodic boundary conditions in the 7
variable: A(7, x) = A(7 + 3, x). The short notation [ pdx
denotes g dr [d®x, and H . is the canonical
Hamiltonian given by Eq. (5).

We first compute the integration on the field 77°. Using a
Fourier representation for 6(¢,),

5(hy) = f DAexp{i fﬁ dxA(akﬂ-k

1 .
7 eOk’f(kAp>kF,~,~)}, 26)

doing the change A — A + iA,, and performing the inte-
gration over the 77* field, the partition function reads as

2(8) = dex( =V [ DA, DA
X exp{/ﬁ dx — %(aTAk — 0, A)?
- %(37Ak - akA)EOkij(kAF)iAj}
x exp{ [B dxéAeOkif(kAF)kFij - %(ij)z
— DA | @)

The integration of the A, field gives the contribution
[det(—V?)]"!. At once, we rename A = A_ and (k,z)y =
i(kar);, and setting €% = —je ;.. €153 = 1, we get the
partition function for the MCFJ model in the Coulomb
gauge:

Z(B) = N det(—V?) f DA, 5(3,A,)
1 1
X exp{[ dx — _FabFab - _Eabcd(kAF)aAchd}’
8 4 4
(28)
where a, b, c,d=1,1, 2, 3.

The partition function in the Coulomb gauge is not
explicitly covariant. It is well known that if the covariance
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is explicit, the calculation process becomes more manage-
able. The procedure to pass from a noncovariant gauge to a
covariant one, like the Lorentz gauge 9,A, = 0, can be
implemented using the Faddeev-Popov ansatz, which is
defined by

8G[AY]
ow
where w(x) is the gauge parameter, Dw is a gauge group
measure, G[A,] is a covariant gauge fixing condition, A? is
the gauge-transformed field (A? = A, + d,w), and
det SG[A ]

/ Do (x)5(G[A®]) det L9

w=0

is the so-called Faddeev-Popov determi-
w=0
nant, which is gauge invariant. We thus choose the Lorentz

gauge

1

= 8aAa + f’ (30)
Vé
f being an arbitrary scalar function and ¢ a gauge parame-

ter. In this way, we have G[A¢]= G[A,] — Ow/E,
which implies

G[Aa] ==

8G[AY]

= det
Sw ¢

7
w=0 \/E ’
where [0 = 9,0, = (9,)*> + V2. As the partition function
is independent of f, such a factor can be eliminated by
integrating it with the weight exp(—3 [zdxf?). Thus,
after an integration by parts, the partition function takes

the form:
Z(B) = [DA det exp{[ dx — I:—Déab

- (é - 1)aaab - Sab]Ab}, (32)

where have defined the operator S,;, = €404 (kar).04. For
convenience, we choose the Feynman gauge ¢ = 1, and
the integration over the gauge field gives

Z(B) = det(—O)[det(—08,, — Sqp)] "2 (33)

After some algebra, we obtain det(—16,, — S,,) =
[det(—)? det(TI? + (kqp)?0 — ((kap) - )?). Replacing
it in the partition function (33), we obtain

Z(B) = ZA(B)Zrv(B). (34)

Here, the quantity Z,(8) = exp{—trin(—)} is the parti-
tion function of the usual electromagnetic field (without
Lorentz violation), while

det | 31)

Ziv(B) = SXp{— %Trln[l + (kADF)z _ ((kAFE)]Z' 6)2]}
(35)

is the contribution stemming from the Chern-Simon-like
LV term. We can compute the involved trace writing the
gauge field in terms of a Fourier expansion,
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Arx = (5) “Tetero i, o

np

where V represents the system volume and w, are the
bosonic Matsubara’s frequencies, w, =2”T”, for n =

01,2 ---

A. The pure electromagnetic contribution

We start computing the pure electromagnetic contribu-
tion,

InZ,(B) = —trln(—0) =

= In(B[p? + (@,)*)).
np
37)

The sum in 7 is evaluated as

Jrzﬂ"’ In[(27n)*> + B2

n=—oo

w3] = Bw, +2In[1 — e F>],

(38)

where w, = ||p||. Therefore, the contribution of the pure
electromagnetic field is

ZV/(2 e ['8 P tin(l—e B“’p)]
(39)

where the sum in |[p|| was replaced by an integral. The
latter integral can be explicitly evaluated in spherical co-
ordinates, p = (, 6, ¢), where © = w, = [Ipll, 6 is the
angle between the background k,; and the photonic mo-
mentum p, while ¢ is the azimuthal angle. In this way, the
partition function reads as

Qay [dﬂ
x[o [B ol — e ﬁw)] (40)

with dQ) = sinfdfd¢ being the differential solid-angle
element. Neglecting the vacuum contributions, the parti-
tion function is exactly carried out

InZ,(B) =

InZ,4(B) =

2

11'IZA (B) 4533

(41)

The energy density (uy = U,/V) for the pure electro-
magnetic field which represents the expectation value of
the energy per unit volume (over the thermodynamical
ensemble) can be easily obtained (uy =
—V~191nZ,/0B), yielding:

e 1 w?
- | do— . 42
Uy j;) w772 E’Bw 1 ( )

Without integrating in frequency, we obtain the energy
density of radiation per frequency unity, that is, the well-
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known Planck distribution for the black body spectrum:

1 3

— e 43)

up(w) =
Now, performing the integral in frequency in Eq. (42),
we get the total energy density in the cavity

e (44)

which corresponds to the Stefan-Boltzmann law, while the
constant a' is related to the Stefan-Boltzmann’s constant
(o) by a = 40. The energy density per solid-angle element
is

us(B, Q)dQ) = dQ, (45)

60 Bg*
which stands for a perfect isotropic distribution.

B. The CPT-odd and Lorentz-violating contribution

The Lorentz-breaking contribution, Z;y(8), to the par-
tition function is computed for the case of a pure spacelike
background k,r = (0, k,r), once it is known that the
Hamiltonian is positive-definite (stable) only for this back-
ground configuration. Such a feature guarantees the exis-
tence of the functional integral from which is attained the
partition function, thus, the partition function (35) reads

_ 1 _ k,24F (kAF ) P)2
iy = E§I“(1 P e )
(46)

Now, we consider the spacelike background as a weak
coupling, ||k x|l < 1, then we get at order k3

1 k,%p . (kar - P)*
%(m P (w2 + P

The series above can be computed easily by using expres-
sion (38). Performing the sum and expressing the resultant
integrals in spherical coordinates, the partition function
takes the form

2(2A§3V[dﬂf o5+ ]

Ll o [l B

PY L PY
2
1 N (Bw)? eBe }
efe — 1 2 (ePe —1)?f

Here, the integrals in the frequency (w) can be performed

anLV

). (A7)

IHZLV

(48)

'In SI unities the rel;lt}on is o = % with ¢ the vacuum light
velocity and a = o Lf = 7.565604554 X 10716 Jm 3 K4,
0 =5.670277968 X 10°8 Wm 2K, where kp is the
Boltzmann’s constant and # the Planck’s constant.
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exactly, implying
v Kir _ v Kir
96 B 64 B

anLV -

[ dQcos?6. (49)

Performing now the angular integrations, we obtain the
Lorentz-violating contribution to the partition function,

k3
InZy =V—=-, 50
nZpy 438 (50)
where we have neglected vacuum contributions.

From Eq. (48), the expectation value of the energy is
achieved by unit volume (over the thermodynamical en-

semble) for the Lorentz-breaking contribution:

kﬁF[ ol T
? eﬁ‘” —1l6 w2 6w
1, ePe(ePe + 1)}

e

The integrand gives the LV corrections to the Planckian
energy density distribution to be

X D

) K 1o {51 78 B
wolw) = ——AF = @ P TP ¢
Ly 4 mrePo — 16 w2 6w (P —1)
1 ePe(ePe +1)
Bt 52
6 (eB“’—l)z} (52)

where nonlinear contributions in the frequency w appear.
The Lorentz-breaking contribution to the Stefan-

Boltzmann law can be achieved by integrating Eq. (51),

which yields

kKir _ Kir

= =272 53

STy AT (53)

From Eq. (49), we can also determine the LV contribu-
tion to the energy density in each solid angle (d{) =
sinfdOd):

k2, 3,
uLy(B, Q)dQ = [1 — =cos Q]dﬂ, (54)

967 3> 2

in which it is manifest the presence of the anisotropy factor
(cos?6). This reveals that LV is a mechanism that can play
an important role in explaining CMB anisotropies.

C. The MCFJ thermodynamics

The energy density of the MCFJ model is the one
associated with the full partition function (33), given by
the sum of the contributions (44) and (53), namely,

k2
unicer = aT* + 2L T2, (55)

48
The expression above shows a LV correction to the Stefan-
Boltzmann law at k%, order with a dependence in the
temperature as T2. Such a correction is potentially more
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significant at low temperatures. The result (55) can be
rewritten in two ways. The first one is

uycer = a(hT, (56)

with a(T) being an effective coefficient that retains the
temperature and LV modifications:

2

k
a(T) =a+ 48ATF2. (57)

It affords an opportunity to establish a first bound for the
spacelike LV background by using the experimental data
for the Stefan-Boltzmann constant [24] o = (5.67040 =
0.00004) X 107 Wm 2 K™*. Thus, considering that the
corrections to the Stefan-Boltzmann law are of the order of
the experimental error, we get ||k z|| = 3.6 X 1071 GeV
for T = 2.73 K (the black body temperature of the CMB
radiation).

The second form to express Eq. (55) is by considering
the a constant as fixed and attributing the small variations
on the energy density to temperature fluctuations (67). The
expression (55) can be then written as

Unmcey = a(T4 + 4T36T), (58)

which gives the temperature fluctuation 67 with respect to
the black body temperature 7" without LV interactions. In
others words, we assume that the Stefan-Boltzmann law
u o« T* remains valid for both models [19]. Considering
Eq. (58), we write the first order temperature corrections
(8T) as

ST _ Umch ~ Um (59)
T 414M

Such expression allows one to extract the temperature
offsets from the MCFJ (model following the method de-
veloped in Ref. [19]), which can be compared with the
experimental data coming from the Far-InfraRed Absolute
Spectrophotometer (FIRAS) and the WMAP. Thus, we see
that Lorentz violation is a mechanism that can play an
important role in explaining CMB anisotropies. Physically,
the term 67 in Eq. (58) stands for the temperature offsets of
the MCFJ integrated spectra (integration over all frequen-
cies) compared to the conventional Maxwell black body
integrated spectra (uy,).

The expression for 67 leads to a second (but similar)
bound for the LV parameter if we compare the quadrupole
fluctuation implied by Lorentz violation [see Eq. (54)] with
the quadrupole temperature fluctuation of the CMB [16—
18]: 8T/T ~ 107, with T =273 K. In this case, we
obtain |[kz|| ~2.75 X 1071 GeV.

Also, from Egs. (43) and (52) we derive the energy
density of the radiation per frequency for the MCFJ elec-
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trodynamics

1 K3, [51 78

= - 1_ﬂ|:,7_,f

uMCFJ(a)) 77_2 E'Bw — 1{ 6 w

ePe 1, ePo(eP” +1)

X+ 2" (60

e R e

From the angular energy distribution expressions (45)

and (54), we write the MCFJ energy density per solid-angle
element:

1 k2 3
upcrr (B, Q)d€) = I:z — + —AF (1 - Ecoszt?)]dﬂ.

(61)

Thus, the angular energy distribution at k2, order provides
a quadrupole (I = 2) contribution to the power angular
spectrum, revealing an interesting feature: the LV contri-
bution to the spectrum is anisotropic and gives a maximal
contribution in the plane perpendicular to background
direction. From Eq. (35), it is easy to show that a contri-
bution at (k2 ;)" order to the power angular spectrum of the
black body radiation may be considered. It gives contribu-
tions until the order [ = 2n at the same time it is associated
with a 7% temperature dependence. This guarantees
that, for high temperatures, the relevant contributions
stem only from the first terms of the expansion.

IV. CONCLUSIONS AND REMARKS

In this work, we have initially established the constraint
structure of the MCFJ electrodynamics having as the main
goal the correct evaluation of the partition function of this
model (at the finite temperature regime). With the partition
function, the thermodynamics properties of the model were
determined, revealing the LV corrections to the black body
spectral distribution. As the CMB map is in fact nothing
more than a black body radiation pattern only slightly
perturbed by fluctuations, our purpose involves an attempt
of relating the CMB anisotropies with the LV corrections
here evaluated. Indeed, we have addressed what is ex-
pected to appear as anisotropies in the CMB map if the
photonic sector in the lately universe is described by the
finite temperature CJF electrodynamics. Such calculation
shows that the LV CFJ term modifies (in leading order) the
monopole and quadrupole moments of angular power
spectrum in a proper way. This is ascribed to the form of
the MCEF] field algebra, that is different from the Maxwell
and from the noncommutative gauge field (and space-time)
approaches proposed in Refs. [23,25]. Such difference
leads to very distinct black body spectra. In fact, at order
n = 1, the temperature corrections to the integrated spectra
are proportional to 744 for the noncommutative space-
time approach, 742", for the noncommutative gauge field
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model approach, and T% %", for the finite temperature
MCFJ model.

Finally, we have seen that the CFJ term is able to induce
anisotropic contributions to the CMB. Although, we should
mention that the background magnitude for yielding a
CMB anisotropy of 1 part in 10° is approximately
1071 GeV. Considering that birefringence data constrain
such background as tightly as 1073 eV, we conclude that
Lorentz violation, as set up in the MCFJ model, cannot be
used to explain such anisotropies.

In a forthcoming work, we intend to present the thermo-
dynamical contributions for the black body radiation pro-

PHYSICAL REVIEW D 78, 125013 (2008)

vided by the less constrained coefficients of the CPT-even
term of the gauge sector of the SME. Such work is in
progress.
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