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CENTRO DE CIÊNCIAS EXATAS E TECNOLOGIA - CCET

DEPARTAMENTO DE FÍSICA - DEFIS
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RESUMO

O objetivo deste trabalho é, partindo do fato de que a Relatividade Geral (RG) é uma

teoria clássica de v́ınculos, desenvolver a formulação Hamiltoniana para um modelo efetivo

de gravidade modificada que incorpora um campo escalar dinâmico, denotado por u(x), no

setor gravitacional mı́nimo do Modelo Padrão Estendido (MPE). A presença desse campo

escalar leva à quebra espontânea da simetria de difeomorfismo, uma simetria fundamental

da Relatividade Geral, parametrizada pelo MPE. Considera-se tal procedimento como

um dos mais proeminentes sinais de efeitos f́ısicos na escala de Planck, indicando desvios

da gravidade padrão. Para construir a Hamiltoniana, utiliza-se a decomposição (3 +

1) desenvolvida por Arnowitt, Deser e Misner, que consiste em folhear o espaço-tempo

quadri-dimensional M em uma famı́lia cont́ınua de hipersuperf́ıcies tri-dimensionais Σt,

cada uma correspondendo a um tempo constante espećıfico. Tal folheação do espaço-

tempo é governada pela função lapso N e pelas componentes N i do vetor deslocamento ,

que representam graus de liberdade de calibre associados à escolha de coordenadas. Em

cada hipersuperf́ıcie, um conjunto de variáveis canônicas é definido, juntamente com seus

momentos conjugados. Essas variáveis e momentos permitem a derivação da Hamiltoniana

canônica por meio da transformação de Legendre, fornecendo uma descrição do espaço de

fase gravitacional. Uma vez obtida a Hamiltoniana, o próximo passo é analisar os v́ınculos

associados à teoria. Vı́nculos são condições não-dinâmicas que podem refletir as simetrias

subjacentes do sistema. Ao estudar esses v́ınculos, é posśıvel determinar as equações

de movimento para o campo escalar de fundo, a métrica induzida na hipersuperf́ıcie e

seus momentos canônicos correspondentes. Essas equações são essenciais para estudar a

dinâmica da teoria. Veremos que, assim como a teoria de Einstein-Hilbert da gravidade,

esse modelo de gravidade modificada também propaga dois graus de liberdade, resultado

obtido a partir da análise dos v́ınculos. Essa caracteŕıstica é consistente com a quebra

espontânea da invariância de difeomorfismo induzida pela presença do campo escalar. Ao

investigar a dinâmica e os v́ınculos desse modelo de gravidade modificada, este trabalho

visa fornecer insights sobre o comportamento e as implicações de teorias que vão além da

RG, lançando luz sobre os posśıveis efeitos da quebra da simetria de difeomorfismo.

Palavras-chave: Formalismo Hamiltoniano; Decomposição (3+1); Gravitação modi-

ficada.
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ABSTRACT

The aim of this work is, starting from the fact that General Relativity is a classical

theory of constraints, to develop the Hamiltonian formulation for an effective model of

modified gravity that incorporates a dynamic scalar field, denoted as u(x), contained in

the minimal gravitational sector of the Standard Model Extension. The presence of such a

scalar field spontaneously breaks one of the fundamental symmetries of General Relativity,

namely diffeomorphism symmetry. This, in turn, is considered one of the most prominent

signals for physical effects at the Planck scale. To construct the Hamiltonian, we will make

use of the (3 + 1) decomposition, developed by Arnowitt-Deser-Misner, which consists of

foliating the four-dimensional spacetime into three-dimensional spacelike hypersurfaces of

constant time. This foliation is governed by the lapse functions N and the shift vectors

N i, which represent gauge degrees of freedom. On each hypersurface, a set of canonical

variables is defined, to which we associate a set of conjugate momenta, leading to the

derivation of the canonical Hamiltonian through the Legendre transformation, which al-

lows for a description of the gravitational phase space. Once the Hamiltonian is obtained,

it is necessary to analyze constraints and, consequently, obtain the equations of motion

associated with the background scalar field, the induced metric on the hypersurface, and

their corresponding canonical moments. These latter equations make it possible to study

the dynamics of the theory. We will see that, similar to the Einstein-Hilbert theory, our

model leads to the propagation of two degrees of freedom, consistent with spontaneous

breaking of diffeomorphism invariance. By investigating the dynamics and constraints

of this modified gravity model, this work aims to provide insights into the behavior and

implications of theories that go beyond General Relativity, shedding light on the possible

effects of diffeomorphism symmetry breaking at the Planck scale.

Keywords: Hamiltonian Formalism; (3+1) Decomposition; Modified Gravity.
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4.5 Derivada covariante intŕınseca . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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A.1 Variação da métrica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

A.2 Variação do Tensor de Ricci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
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Caṕıtulo 1

Introdução

A Relatividade Geral (RG), formulada por Einstein [6] no ano de 1915, é uma teoria

clássica de campos, caracterizada por v́ınculos. Sistemas mecânicos sujeitos a v́ınculos

de natureza geométrica ou cinemática ocorrem com frequência na natureza. Em tais

situações, o formalismo Newtoniano apresenta-se insatisfatório do ponto de vista ma-

temático. Deste modo, um procedimento alternativo baseado no prinćıpio de Hamilton

[1–3] foi desenvolvido, permitindo uma descrição mais simples e completa por meio das

chamadas equações de Lagrange. Obtida inicialmente para um sistema de part́ıculas com

número finito n de graus de liberdade, se estende de maneira natural para uma descrição

de campos. Tais equações constituem um conjunto de n equações diferenciais ordinárias

de segunda ordem no tempo. Entretanto, a fim de uma descrição um pouco mais geral,

e que se estenda à descrição de sistemas quânticos, por exemplo, faz-se necessária a in-

trodução do formalismo Hamiltoniano, a partir de uma transformação de Legendre. As

equações de movimento para este formalismo, chamadas de equações de Hamilton, cons-

tituem por sua vez um conjunto de 2n equações diferenciais ordinárias de primeira ordem

no tempo.

A passagem do formalismo Lagrangiano para o Hamiltoniano se dá através da possibi-

lidade de que as velocidades generalizadas possam ser expressas em termos dos momentos

canônicos, definidos a partir das equações de Lagrange. Para que isso ocorra, é necessário

que a matriz Hessiana definida em [3] seja não-singular. Entretanto, para a maioria

das teorias f́ısicas modernas, se não todas, isso não acontece, gerando o que conhecemos

como v́ınculos. Dessa forma, torna-se conveniente completar o formalismo Hamiltoniano

canônico.
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Os sistemas Hamiltonianos vinculados foram descritos principalmente por Dirac [4].

Os v́ınculos dessa natureza são definidos como primários e secundários. Vı́nculos primários

são aqueles que partem diretamente da forma da Lagrangiana do sistema, de modo que

os momentos canônicos não podem ser todos resolvidos para as velocidades em função

dos momentos, pois não constituem um conjunto completo de equações independentes.

Já os v́ınculos secundários partem diretamente do emprego das equações de movimento,

o motivo pelo qual recebe esse nome. Tanto os v́ınculos primários quanto os secundários

podem ser classificados ainda em dois tipos: v́ınculos de primeira classe e de segunda

classe, cuja diferença se dá por condições espećıficas [4]. Dessa forma, a Hamiltoniana

fica expressa agora em função da Hamiltoniana canônica mais termos proporcionais a esses

v́ınculos. Esse novo Hamiltoniano é obtido por meio do Algoritmo de Dirac-Bergmann.

A formulação Hamiltoniana da RG leva em consideração tal procedimento.

Para obter o Hamiltoniano associado à RG, é necessário ainda que se adote o procedi-

mento desenvolvido por Arnowitt-Deser-Misner, conhecido como formalismo ADM ou De-

composição (3+1) [15, 16], que consiste na folheação do espaço-tempo quadri-dimensional

M em hipersuperf́ıcies tri-dimensionais tipo-espaço de tempo constante, denotadas por Σt.

Na hipersuperf́ıcie definimos algumas quantidades fundamentais, como o vetor unitário

nµ que aponta na direção normal a Σt, uma métrica induzida intŕınseca qij, além do

tensor curvatura extŕınseca Kij que aparece devido à imersão da hipersuperf́ıcie na va-

riedade do espaço-tempo, e seu traço K. As famı́lias de hipersuperf́ıcies são conectadas

através de duas grandezas fundamentais na formulação ADM, denominadas função lapso

N e vetor deslocamento N com componentes N i, que descrevem como as hipersuperf́ıcies

subjacentes evoluem.

Fazendo projeções adequadas dos tensores de Riemann e Ricci - bem como seu escalar

- completamente ao longo da hipersuperf́ıcie, em direções completamente ortogonais, e

parcialmente paralelas e ortogonais a Σt, obtém-se a forma adequada para a descrição

Hamiltoniana da RG. Considerando inicialmente a ação de Einstein-Hilbert, veremos que

a estrutura da densidade Hamiltoniana final se dá em função do v́ınculo Hamiltoniano

(proporcional à função lapso) e de momento (proporcional às componentes do vetor des-

locamento), que, como mostrado em [24, 25], corresponde às projeções das equações de

Einstein - obtidas a partir do formalismo covariante - nas direções inteiramente normais

ao longo de nµ, e parcialmente a essa direção e à hipersuperf́ıcie, respectivamente.
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Tal procedimento se estende a teorias gravitacionais modificadas, que surgem como

uma necessidade de estudar desvios da RG, bem como o seu comportamento em escalas

de comprimento muito menores que as usualmente consideradas em sistemas gravitaci-

onais, como a escala de Planck. Nesse sentido, consideraremos inicialmente um caso

particular das chamadas teorias escalar-tensoriais de gravidade [17], a teoria de Brans-

Dicke [21, 23]. Em seguida, trabalharemos com uma teoria de campos efetiva, conhecida

como Modelo Padrão Estendido (MPE) [44–54], mais especificamente o setor gravitacional

mı́nimo cujo um campo de fundo escalar dinâmico viola uma das simetrias fundamentais

do espaço-tempo da RG, a saber, a invariância por difeomorfismo. A fim de confirmação

dos resultados, compararemos com uma série de artigos recentes [30, 31] para um campo

de fundo não-dinâmico, de modo a complementar o formalismo Hamiltoniano do setor

gravitacional do MPE. Veremos que tais cenários com campos de fundo dinâmicos e não-

dinâmicos diferem consideravelmente no que diz respeito à estrutura do Hamiltoniano,

álgebra dos v́ınculos, bem como na contagem dos graus de liberdade.

Esse trabalho é organizado como segue. No caṕıtulo 2 é feita uma fundamentação

teórica com base em [1–4], que consiste em estabelecer o Formalismo Hamiltoniano para

sistemas vinculados, e em seguida a sua extensão para campos clássicos. No caṕıtulo 3,

consideramos recapitular a Formulação Covariante da RG [7–10], obtendo os objetos fun-

damentais que descrevem a geometria do espaço-tempo, bem como a equação de Einstein

e suas propriedades, incluindo a descrição da simetria fundamental da RG, a invariância

por difeomorfismo. O formalismo principal deste trabalho é estabelecido no caṕıtulo 4,

com a descrição da decomposição (3 + 1), a dinâmica das hipersuperf́ıcies, bem como a

definição das variáveis fundamentais que parametrizam tal decomposição, de acordo com

[11–16]. Uma primeira aplicação é feita, obtendo a densidade Hamiltoniana para a RG.

No caṕıtulo 5, aplicamos o formalismo Hamiltoniano em algumas teorias gravitacionais

modificadas. Inicialmente faremos isso para a teoria de Brans-Dicke estudada em [23],

como forma de consolidar o método de decomposição (3+1), obtendo com bastante deta-

lhe os mesmos resultados. Em seguida, seguimos os mesmos passos para estudar o setor

escalar mı́nimo gravitacional do MPE, em particular com base em [30], mas considerando

agora um campo de fundo u(x) dinâmico. Obteremos a densidade Hamiltoniana associ-

ada, as equações de campo para as variáveis dinâmicas e seus momentos conjugados, em

particular resultados novos referentes a u(x) e o seu momento canônico associado, πu(x).
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Faremos também a análise de v́ınculos e contagem dos graus de liberdade, confirmando o

resultado da RG. As considerações finais são feitas no caṕıtulo 6, juntamente com pers-

pectivas futuras para este trabalho. Nos apêndices é posśıvel visualizar com bastante

detalhe algumas passagens matemáticas importantes.
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Caṕıtulo 2

Fundamentação Teórica

Com o objetivo de construir o formalismo Hamiltoniano para a Teoria da Relatividade

Geral, devido ao fato de ser uma teoria invariante por reparametrizações arbitrárias de

coordenadas, surgem naturalmente v́ınculos entre as variáveis canônicas. Dessa maneira,

faz-se necessário estudar o método desenvolvido por Dirac [4], a partir da segunda metade

do século XX, para tratar sistemas Hamiltonianos vinculados.

Sistemas mecânicos sujeitos a v́ınculos de natureza geométrica ou cinemática ocorrem

com frequência. Em tais situações, o formalismo Newtoniano da dinâmica revela-se um

tanto complexo, pois exige o uso de variáveis redundantes e as forças de v́ınculo apare-

cem de forma expĺıcita. Deste modo, para evitar algumas das dificuldades práticas que

aparecem nas tentativas de aplicação das equações de Newton para problemas espećıficos,

procedimentos alternativos podem ser desenvolvidos. Tal método está contido no prinćıpio

de Hamilton, e as equações de movimento que resultam da aplicação deste prinćıpio são

as chamadas equações de Lagrange, ou ainda, por meio de uma transformação adequada,

as equações de Hamilton.

2.1 Prinćıpio de Hamilton e equação de Lagrange

Prinćıpios mı́nimos sempre foram temas de grande interesse da comunidade cient́ıfica,

em particular na f́ısica. Como uma primeira abordagem de tal conceito, Pierre de Fermat

no ano de 1657 desenvolveu o prinćıpio de Fermat, no qual dizia que um raio de luz sempre

viaja de um ponto a outro em um meio por um caminho que requer o menor tempo, le-

vando a leis fundamentais no campo da óptica geométrica. Nos séculos seguintes, diversos
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estudos acerca do cálculo de variações foram feitos, levando a uma primeira abordagem

no âmbito da mecânica, por Maupertuis, que afirmou que o movimento dinâmico acontece

com ação mı́nima. Esta, por sua vez, foi uma primeira formulação do que mais tarde viria

a ser chamado de prinćıpio de Hamilton.

De acordo com [2], o prinćıpio de Hamilton pode ser enunciado da seguinte forma:

De todos os caminhos posśıveis nos quais um sistema dinâmico pode se mover

de um ponto a outro em um intervalo de tempo espećıfico (consistente com

quaisquer v́ınculos), o caminho real seguido é aquele que minimiza a integral

temporal da diferença entre as energias cinética e potencial.

Em termos do cálculo variacional, tal prinćıpio pode ser expresso como

δ

∫ t2

t1

(T − U) dt = 0 , (2.1)

onde o śımbolo δ significa variação. Se definirmos a quantidade entre parênteses como

L = T (qj, q̇j, t)− U(qj, t) , (2.2)

isto é,

L = L(qj, q̇j, t) , (2.3)

em função das coordenadas generalizadas mutuamente independentes qj, o prinćıpio de

Hamilton se torna

δ

∫ t2

t1

L(qj, q̇j, t)dt = 0 . (2.4)

Seja S a ação definida por

S =

∫ t2

t1

L(qj, q̇j, t)dt , (2.5)

então a sua variação é dada por

δS =

∫ t2

t1

dt
∑
j

(
∂L

∂qj
δqj +

∂L

∂q̇j
δq̇j

)
, (2.6)

que integrando por partes fornece

δS =

∫ t2

t1

dt
∑
j

[
∂L

∂qj
− d

dt

(
∂L

∂q̇j

)]
δqj +

∑
j

∂L

∂q̇j
δqj

∣∣∣∣t2
t1

. (2.7)

Como δq(t1) = δq(t2) = 0 nas fronteiras, por definição, então

δS =

∫ t2

t1

dt
∑
j

[
∂L

∂qj
− d

dt

(
∂L

∂q̇j

)]
δqj . (2.8)

16



Considerando agora o prinćıpio de Hamilton, devemos impor δS = 0, de modo que∫ t2

t1

dt
∑
j

[
∂L

∂qj
− d

dt

(
∂L

∂q̇j

)]
δqj = 0 , (2.9)

que de maneira não-trivial será verdade se

∂L

∂qj
− d

dt

(
∂L

∂q̇j

)
= 0 , (2.10)

conhecida como equações de Lagrange, e a quantidade L é chamada de Lagrangiana. Há

n dessas equações e, junto com as m equações de v́ınculos e as condições iniciais que são

impostas, elas descrevem completamente a dinâmica do sistema. Além disso, a eq.(2.10)

possibilita definir

pj =
∂L

∂q̇j
(2.11)

como o momento generalizado ou momento canônico. As equações de movimento de

Lagrange ficam então expressas como

ṗj =
∂L

∂qj
. (2.12)

Sendo assim, o prinćıpio de Hamilton pode ser novamente enunciado, de uma maneira

mais geral [3]:

Dado um sistema mecânico holônomo descrito pela Lagrangiana L(q, q̇, t), seu

movimento no instante t1 ao instante t2 é tal que a ação definida em (2.5)

seja mı́nima (ou estacionária) para a trajetória real, mantidos fixos os pontos

inicial e final da trajetória do espaço de configuração.

2.1.1 Extensão para campos clássicos

Todos os resultados obtidos acima para um sistema mecânico com um número finito

de graus de liberdade descrito pelas coordenadas generalizadas qj(t) se estendem para a

descrição de campos clássicos de maneira praticamente imediata.

Por simplicidade, consideraremos inicialmente campos em apenas uma dimensão es-

pacial dado por ϕ(x, t). Como sabemos, a passagem do discreto para o cont́ınuo se dá

através da promoção do somatório sobre todos os graus de liberdade para uma integral.

Dessa forma, a ação definida em (2.5) no contexto da teoria de campos unidimensional se

torna

S =

∫ t2

t1

dt

∫ x2

x1

dxL
(
ϕ,
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂t
, x, t

)
, (2.13)
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onde a Lagrangiana L dá espaço a uma densidade Lagrangiana L. Seguindo os mesmos

passos acima, partindo do prinćıpio de Hamilton, e usando

δϕ̇ =
∂(δϕ)

∂t
, δϕ′ =

∂(δϕ)

∂x
, (2.14)

a equação de Lagrange unidimensional para campos clássicos fica igual a

∂

∂t

(
∂L

∂(∂ϕ/∂t)

)
+

∂

∂x

(
∂L

∂(∂ϕ/∂x)

)
− ∂L
∂ϕ

= 0 . (2.15)

No caso de um sistema de N campos em três dimensões espaciais, representados coletiva-

mente por ϕ = (ϕ1, . . . , ϕN), as equações de Lagrange ficam expressas por

∂

∂t

(
∂L

∂(∂ϕj/∂t)

)
+∇ ·

(
∂L

∂(∇ϕj)

)
− ∂L
∂ϕj

= 0 , j = 1, . . . , N . (2.16)

2.2 Formulação Hamiltoniana

As equações de Lagrange para um sistema com n graus de liberdade constituem um

conjunto de n equações diferenciais ordinárias de segunda ordem no tempo para as coor-

denadas generalizadas q1(t), . . . , qn(t), ou n equações diferenciais parciais para os campos

ϕ1(t), . . . , ϕn(t). Na formulação Hamiltoniana é diferente: as equações de movimento são

2n equações diferenciais de primeira ordem no tempo para 2n variáveis independentes. De

modo geral, as equações de Hamilton não são mais fáceis de resolver do que as equações de

Lagrange; no entanto, fornecem um método poderoso, geral e flex́ıvel para a investigação

de questões estruturais da mecânica, além de servirem de fundamento para a mecânica

quântica e mecânica estat́ıstica.

Uma vez feita a extensão do discreto para o cont́ınuo no formalismo Lagrangiano,

partiremos deste último ponto a fim de introduzir o formalismo Hamiltoniano. De maneira

direta, o momento canônico definido em (2.11) se estende a

πj(x) =
∂L

∂ϕ̇j(x)
. (2.17)

Para que seja posśıvel fazermos a transição da formulação Lagrangiana para a Hamilto-

niana, é necessário que as velocidades generalizadas possam ser expressas univocamente

em termos dos momentos canônicos. Isso acontece quando a matriz Hessiana W = (Wij)

com elementos

Wij =
∂2L

∂ϕ̇i(x)∂ϕ̇j(x)
(2.18)
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é não-singular, ou seja,

detW ̸= 0 . (2.19)

Considerando que a condição (2.19) seja satisfeita, tal mudança de descrição se dá através

de uma transformação de Legendre, que consiste na substituição das velocidades genera-

lizadas pelos momentos canônicos e na introdução da densidade Hamiltoniana H definida

por [1]

H =
∑
j

πjϕ̇j − L , (2.20)

e a Hamiltoniana

H[ϕj, π
j] =

∫
d3xH

(
ϕj(x),∇ϕj(x), π

j(x),∇πj(x)
)

(2.21)

como função dos campos e dos momentos generalizados, e não mais das velocidades.

2.2.1 Equações de Hamilton

Para obter as equações de Hamilton, seguiremos os mesmos passos para a obtenção

das equações de Lagrange, partindo do prinćıpio de Hamilton. Para isso, sendo a ação

dada por (2.5), e considerando a densidade Lagrangiana na forma (2.20), vamos ter

S =

∫
Ω

d4x

{∑
j

πjϕ̇j −H
(
ϕj,∇ϕj, π

j,∇πj
)}

, (2.22)

e portanto,

δS =

∫
Ω

d4x
∑
j

{
δπjϕ̇j + πjδϕ̇j −

∂H
∂ϕj

δϕj −
∂H

∂(∇ϕj)
δ(∇ϕj)

− ∂H
∂πj

δπj − ∂H
∂(∇πj)

δ(∇πj)

}
,

(2.23)

onde considerando que δS = 0, e realizando integrações por partes, vamos ter∫
Ω

d4x
∑
j

{(
− π̇j −

∂H
∂ϕj

+∇ ∂H
∂(∇ϕj)

)
δϕj +

(
ϕ̇j −

∂H
∂πj

+∇ ∂H
∂(∇πj)

)
δπj

}
= 0 . (2.24)

Sendo assim, dada a independência de δϕj e δπ
j, obtemos o seguinte conjunto de equações

de movimento:

ϕ̇j =
∂H
∂πj

−∇ ∂H
∂(∇πj)

,

π̇j = −∂H
∂ϕj

+∇ ∂H
∂(∇ϕj)

,

(2.25)
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conhecidas como equações de campo de Hamilton. No caso em que H não dependa

explicitamente do tempo, podemos reescrever as equações acima de maneira que serão

usuais, ou seja,

ϕ̇j =
δH

δπj
,

π̇j = −δH
δϕj

,
(2.26)

que são as formas compactas das eqs. (2.25).

2.3 Sistemas Hamiltonianos vinculados

Entende-se como v́ınculo limitações de ordem cinemática impostas a um sistema

mecânico, e que portanto antecedem a dinâmica, sendo necessário levá-los em conta na

formulação das equações de movimento do sistema mecânico [3]. Os v́ınculos podem ser

ainda classificados em duas partes, a saber, v́ınculos holônomos e v́ınculos não-holônomos.

Como exemplo simples para elucidar o conceito de v́ınculo, consideremos uma part́ıcula

restrita a uma superf́ıcie fixa, digamos uma esfera de raio R centrada na origem. Seja

r = (x, y, z) o vetor posição da part́ıcula relativo a um sistema cartesiano de eixos em

relação ao qual a superf́ıcie permanece fixa, então x, y, z não são variáveis independentes

mas devem satisfazer

f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 −R2 , (2.27)

onde f(r) = 0 é a equação da superf́ıcie. Tal relação funcional exclusivamente entre as co-

ordenadas, podendo envolver o tempo de modo expĺıcito, configura os v́ınculos holônomos.

Em contrapartida, v́ınculos representáveis envolvendo velocidades, isto é, equações dife-

renciais da forma

g (q1, · · · , qN , q̇1, · · · , q̇N , t) = 0 , (2.28)

que não podem ser reduzidos por uma integração à forma (2.27), são ditos não-holônomos.

Como exposto anteriormente, a transição da formulação Lagrangiana para a Hamil-

toniana requer que as velocidades generalizadas possam ser expressas univocamente em

termos dos momentos canônicos, ou seja, que a matriz hessiana W seja não singular. En-

tretanto, todas as teorias f́ısicas modernas de significado fundamental são descritas por

Lagrangianas com matriz hessiana singular. Nesse sentido, o conceito de v́ınculos visto

anteriormente, que são de natureza cinemática, dá espaço a um novo tipo, proveniente de
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uma descrição de sistemas dinâmicos, conhecido também como sistemas Hamiltonianos,

desenvolvidos principalmente por Dirac [4].

Se a matriz hessiana é singular, isto é,

detW = 0 , (2.29)

então aparecerão relações funcionais entre os campos e momentos do tipo

Π(ϕ, π) ≈ 0 . (2.30)

Tais relações expressam o fato de que os momentos canônicos não podem ser todos resol-

vidos para as velocidades em função dos momentos, porque não constituem um conjunto

de equações independentes. Além disso, decorrem unicamente da forma da Lagrangiana,

e por isso recebe o nome de v́ınculo primário, devido a Bergmann [4]. O śımbolo ”≈”

significa que tais relações são fracamente nulas sobre a hipersuperf́ıcie do espaço de fase,

ou seja, que são restritas a valer zero, mas que tal constatação só pode ser feita após uma

análise de consistência que veremos mais adiante.

Como vimos anteriormente, os v́ınculos devem ser levados em conta na construção das

equações de movimento. Na presença destes, o Hamiltoniano não pode ser determinado

univocamente a partir da forma usual, ou seja, por uma transformação de Legendre. Em

vez disso, definimos um Hamiltoniano total como sendo uma extensão do Hamiltoniano

canônico definido em (2.21), da forma

HT = H + ξΠ , (2.31)

sendo ξ ≡ ξ(ϕ, π) os chamados multiplicadores de Lagrange.

Dessa forma, devemos obter as equações de movimento a partir do novo Hamiltoniano.

Novamente, partindo do prinćıpio de Hamilton, considerando a ação dada por (2.22) e o

Hamiltoniano por (2.31), as equações serão análogas a (2.26) com a contribuição adicional

dos v́ınculos na forma

ϕ̇ =
δH

δπ
+ ξ

δΠ

δπ
,

π̇ = −δH
δϕ

− ξ
δΠ

δϕ
.

(2.32)

É importante deixar claro que, caso haja v́ınculos adicionais da forma (2.30), estes devem

ser implementados em (2.31) com seus respectivos multiplicadores de Lagrange como
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forma de tornar o formalismo consistente. Podemos ainda escrever as relações (2.32) de

uma forma mais compacta, através da definição de parênteses de Poisson. O parêntese de

Poisson de duas variáveis dinâmicas é definido por

{F,G} =

∫
d3y

[
δF

δXi(y)

δG

δΠi(y)
− δF

δΠi(y)

δG

δXi(y)

]
, (2.33)

onde Xi e Πi são os conjuntos de variáveis canônicas e momentos canônicos, respecti-

vamente, o que leva, para qualquer função F (ϕ, π) que não dependa explicitamente do

tempo, a uma equação de movimento da forma

Ḟ = {F,H}+ ξ{F,Π} ≈ {F,HT} , (2.34)

uma vez que cada termo {ξ, F}Π é fracamente nulo.

Os parênteses de Poisson possuem certas propriedades que seguem diretamente de sua

definição, a saber:

1. Anti-simetria: {A,B} = −{B,A}, onde {A,A} = 0;

2. Linearidade: {A+ αB,C} = {A,C}+ α{B,C}, α independente de (Xi,Π
i);

3. Produto: {AB,C} = A{B,C}+ {A,C}B;

4. Identidade de Jacobi: {{A,B}, C}+ {{B,C}, A}+ {{C,A}, B} = 0 ,

além de fornecer as relações fundamentais a seguir:

{ϕα(x), π
β(y)} = δβαδ(x− y) ,

{ϕα(x), ϕβ(y)} = 0 ,

{πα(x), πβ(y)} = 0 . (2.35)

Dessa forma, se tomarmos F em (2.34) como o conjunto dos Π, devemos ter Π̇ ≈ 0

por consistência, ou seja, devem ser preservados no tempo para que não seja alterada a

estrutura de v́ınculos. Logo, a condição de consistência é dada por

{Π, H}+ ξ{Π,Π′} ≈ 0 . (2.36)

Por conta dessa condição, somos levados a três casos distintos, de acordo com [3]:

• Caso (i): As condições de consistência são identicamente satisfeitas. Neste caso, os

únicos v́ınculos da teoria são os v́ınculos primários e os multiplicadores de Lagrange

são arbitrários, de modo que a dinâmica contém funções arbitrárias do tempo;
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• Caso (ii): As condições de consistência determinam univocamente os multiplicado-

res de Lagrange, caso a matriz ||{Π,Π′}|| seja não singular;

• Caso (iii): As condições de consistência geram v́ınculos secundários do tipo

χ(ϕ, π) ≈ 0 . (2.37)

Os v́ınculos (2.37) recebem esse nome pois partem diretamente do emprego das equações

de campo, e veremos que será o caso de interesse para o presente trabalho.

Da mesma forma que foi necessário calcular a preservação dos v́ınculos primários no

tempo, para os v́ınculos secundários vamos ter

χ̇ ≈ {χ,H}+ λ{χ,Π′} ≈ 0 . (2.38)

Se recairmos nos casos (i) ou (ii) o processo é finalizado. Caso isso não ocorra, apa-

recendo outros v́ınculos secundários, repete-se o processo, conhecido como algoritmo de

Dirac-Bergmann [4], até que não haja mais v́ınculos. Finalizado todos os estágios, a

Hamiltoniana total fica expressa como

HT → H̃T = H + ξΠ+ λ
dΠ

dt
. (2.39)

Percebemos aqui o porquê de não considerarmos a igualdade fortemente nula anterior-

mente para os v́ınculos primários, pois teŕıamos apenas resultados triviais para a derivada

temporal do v́ınculo, e todo o procedimento anterior (que é consistente) não faria sentido.

Uma classificação importante a se fazer com relação aos v́ınculos (2.30) e (2.37) é a

que distingue v́ınculos de primeira classe de v́ınculos de segunda classe. De maneira geral,

uma função F (ϕ, π) é dita de primeira classe se o seu parêntese de Poisson com qualquer

um dos v́ınculos (seja ele primário ou secundário) é fracamente nulo:

{F,Πi} ≈ 0 , i = 1, . . . , n , (2.40)

e de segunda classe se o seu parêntese de Poisson com pelo menos um dos v́ınculos não

é fracamente nulo, ou seja, {F,Πi}��≈0 [3, 4, 38]. A Hamiltoniana total (2.39) é de pri-

meira classe porque é a soma de H de primeira classe com uma combinação linear com

coeficientes arbitrários de v́ınculos de primeira classe Π. Tal classificação será de grande

interesse quando formos contar a quantidade de graus de liberdade para a RG modificada,

no caṕıtulo 5.
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Caṕıtulo 3

Formulação Covariante da TRG

A fim de comparação com resultados posteriores, é de total importância que façamos

uma breve descrição acerca do formalismo covariante da Teoria da Relatividade Geral

(TRG)[7–10]. A TRG foi estabelecida no ano de 1915 por Einstein em seu artigo [6] como

complemento da sua Teoria da Relatividade Especial (TRE)[5] sem gravitação, postulada

no ano de 1905.

A formulação covariante da TRG se baseia no conceito de manifold ou variedade. Uma

variedade nada mais é do que um espaço cont́ınuo que se parece localmente com o espaço

euclidiano. Globalmente, ele pode se deformar, curvar, etc., contanto que seja cont́ınuo,

ou seja, que na vizinhança de cada ponto deste espaço seja posśıvel definir um mapa

suave para o espaço euclidiano que preserve derivadas de funções escalares naquele ponto.

A suposição de continuidade, e portanto, diferenciabilidade, significa imediatamente que

podemos definir formas e vetores.

Uma variedade diferenciável na qual um campo tensorial simétrico covariante de ordem

2, digamos g, seja escolhido para atuar como a métrica em cada ponto é chamada de

manifold Riemanniano, isso se a métrica for definida positivamente, ou seja, g(A⃗, A⃗) > 0

para todo A⃗ ̸= 0. No caso da Relatividade Especial e Relatividade Geral, em que tem-se

métricas indefinidas, estas são chamadas de pseudo-riemannianas.

Resumidamente, o espaço-tempo da Relatividade Geral é descrito por uma variedade

pseudo-riemanniana dotada de um tensor métrico gµν que fornece a distância no espaço-

tempo entre dois pontos vizinhos separados por variações dxµ das coordenadas através do

chamado intervalo de comprimento (ds) dado por:

ds2 = gµνdx
µdxν , (3.1)
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onde se convenciona a soma de Einstein em µ, ν.

Ao se comparar dois vetores na geometria, deve-se, inicialmente, fazer um transporte

paralelo em um deles para que ambos se encontrem na mesma posição. O resultado desse

transporte paralelo depende do caminho utilizado e irá incorporar os efeitos da geometria

ao longo desse percurso. Para tanto, introduziremos o formalismo matemático adequado

para espaços curvos.

3.1 Tensor métrico

Da relatividade especial, um tensor métrico, ou simplesmente métrica, é uma função

bilinear que associa dois vetores a um número real. Esta grandeza é um importante objeto

para o espaço curvo, representado pelas componentes gµν , definido de tal forma que seja

um tensor simétrico covariante de segunda ordem.

Uma caracteŕıstica útil da métrica é obtida colocando-a na sua forma canônica, ou

seja,

gµν = diag (−1,−1, . . . ,−1,+1,+1, . . . ,+1, 0, 0, . . . , 0) , (3.2)

para um espaço-tempo de dimensão arbitrária, onde “diag” significa a matriz diagonal

representada pelos seus autovalores. Se qualquer autovalor for zero, a métrica é dita

“degenerada”, e sua inversa não existe. Se todos os sinais forem positivos, a métrica

é dita Euclidiana ou Riemanniana, enquanto que se houver pelo menos um negativo, é

chamada de Lorentziana ou pseudo-Riemanniana, que é de interesse de estudo da TRG.

Além disso, ela também é cont́ınua e não-degenerada, o que implica em

det(gµν) < 0 , (3.3)

ou seja, para cada geometria tem-se uma métrica distinta.

Um resultado importante, mostrado em [7], é a relação entre o tensor métrico na

vizinhança de um ponto P e a métrica de Minkowski, dada por

gµν(P ) = ηµν , (3.4)

que implica na possibilidade de definir um espaço localmente plano ou inercial. Uma

consequência direta desse resultado é fato de que a primeira derivada do tensor métrico

sob tais condições deve ser nula, ou seja,

∂

∂xα
gµν(P ) = 0 , (3.5)
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ao passo que a derivada segunda é diferente de zero. Grandezas tensoriais, como gµν ,

têm a propriedade de que se todas as suas componentes forem nulas em um sistema de

coordenadas, elas serão nulas em qualquer outro sistema. Um tensor é definido como tal

se obedecer a seguinte lei de transformação de coordenadas de um referencial xµ → xµ′

[8]:

T µ′
1...µ

′
k
ν′1...ν

′
l
=
∂xµ

′
1

∂xµ1
. . .

∂xµ
′
k

∂xµk

∂xν1

∂xν
′
1
. . .

∂xνl

∂xν
′
l

T µ1...µk
ν1...νl , (3.6)

se a transformação segue outra lei, não é tensor. Um fato interessante a se notar em

(3.6) são ı́ndices sobrescritos e subscritos no tensor em questão. Os ı́ndices superiores

recebem o nome de contravariantes (pois se transformarão de forma oposta ao vetor

de base associado), enquanto os ı́ndices inferiores são ditos covariantes. Os tensores

contravariantes são comumente representados da forma (M, 0), sendo M a sua ordem, ou

seja, a quantidade de ı́ndices superiores. Já os covariantes são da forma (0, N). Além

disso, para tensores mistos, ou seja, aqueles que possuem ı́ndices superiores e inferiores,

podemos representar por (M,N). A métrica gµν é um exemplo t́ıpico de tensor covariante

(0, 2), que tem ainda a função de mudar a ordem dos ı́ndices de tensores arbitrários,

bastando aplicar a lei de transformação (3.6). Para o abaixamento de ı́ndice fazemos

gµνT
ν = Tµ , (3.7)

enquanto para o levantamento o procedimento é inverso,

gµνTν = T µ , (3.8)

onde gµν é definido como sendo a inversa da métrica.

3.2 Derivada covariante

Quando consideramos um sistema curviĺıneo, os vetores de base deixam de ser cons-

tantes e passam a variar com a posição. Dessa forma, seja um 4-vetor V⃗ decomposto em

termos dos vetores base e⃗α, a sua derivada com respeito a um 4-vetor xβ será dada por

∂V⃗

∂xβ
=

(
∂V α

∂xβ
+ V µΓα

µβ

)
e⃗α , (3.9)

onde o śımbolo Γα
µβ é chamado de conexão, e suas componentes são os śımbolos de

Christoffel. Este śımbolo tem uma importante interpretação geométrica, pois traz consigo
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informações sobre os efeitos de curvatura. Além disso, ele recebe esse nome pelo fato de ser

usado para transportar vetores de um espaço tangente para outro [8]. Definimos o termo

entre parênteses em (3.9) como a derivada covariante das componentes de um 4-vetor

contravariante, expressa como

∇βV
α = ∂βV

α + V µΓα
µβ , (3.10)

onde identificamos ∂
∂xβ = ∂β, e portanto reescrevemos (3.9) da forma

∂V⃗

∂xβ
= ∇βV

αe⃗α . (3.11)

O nome derivada covariante está relacionado ao fato de a expressão (3.11) ter a mesma

forma tensorial em qualquer sistema de coordenadas, válida em todos eles, sendo essa

uma de suas vantagens para o estudo matemático da TRG.

Em coordenadas Cartesianas, os vetores de base são constantes e, portanto, temos que

a derivada covariante de um vetor nesta geometria é a própria derivada parcial de suas

componentes, ou seja, de (3.10) temos que

∇βV
α = ∂βV

α . (3.12)

Para um 4-vetor covariante, temos de forma direta que sua derivada covariante será dada

por

∇µBα = ∂µBα − Γν
µαBν , (3.13)

com o sinal de menos (−) antes da conexão, o que diferencia as duas definições.

Uma vez que os eventos na TRG ocorrem num espaço-tempo descrito por uma varie-

dade pseudo-riemanniana dotada de um tensor métrico do tipo (0, 2), torna-se necessário

obter a derivada covariante para essa classe de tensores. Generalizando os resultados

anteriores, vamos ter que, para um tensor contravariante de ordem 2,

∇αA
µν = ∂αA

µν + Γµ
λαA

λν + Γν
αλA

µλ , (3.14)

enquanto que para um tensor covariante

∇αAµν = ∂αAµν − Γλ
µαAλν − Γλ

ναAµλ . (3.15)

Para um tensor genérico de ordem (M,N), com aplicações sucessivas do racioćınio ante-

rior, temos que, de [8]:

∇αT
µ1...µM

ν1...νN = ∂α (T
µ1...µM

ν1...νN ) + Γµ1

αλT
λ...µM

ν1...νN + ΓµM

αλT
µ1...λ

ν1...νN

− Γλ
αν1
T µ1...µN

λ...νN − Γλ
ανN

T µ1...µN
ν1...λ . (3.16)
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3.3 Śımbolo de Christoffel e a métrica

Considerando a propriedade da métrica de levantamento e abaixamento de ı́ndices

de quadri-vetores ou tensores, vamos ter que para um vetor covariante Vα, sua derivada

covariante pode ser expressa como

∇βVα = gαµ∇βV
µ . (3.17)

Expandindo a derivada do lado esquerdo da igualdade,

∇βVα = ∇β (gαµV
µ) = ∇βgαµV

µ + gαµ∇βV
µ , (3.18)

que deve ser igual a (3.17) se, e somente se,

∇βgαµ = 0 , (3.19)

uma vez que o vetor V⃗ é arbitrário. Este é um resultado muito importante para o forma-

lismo da TRG, válido para todos os sistemas de coordenadas. Em coordenadas cartesianas

vamos ter uma identidade trivial, uma vez que os śımbolos de Christoffel são nulos, e por-

tanto

∇βgαµ = ∂βgαµ = ∂βηαµ = 0 . (3.20)

A equação (3.20) nos permite obter a derivada ordinária da métrica em função dos

śımbolos de Christoffel, uma vez que ∇βgαµ = 0. De forma intuitiva, podemos pen-

sar que o inverso também deva ser verdade, e de fato é. Para isso, devemos partir da

seguinte propriedade, dada por [9]:

Γα
µν = Γα

νµ , (3.21)

que é uma consequência de termos um espaço com torção nula, ou seja,

Sα
µν := Γα

µν − Γα
νµ = 0 , (3.22)

válido para qualquer sistema de coordenadas. Este resultado (3.21), juntamente com

(3.19), nos garante que as geometrias a serem estudadas na TRG são as chamadas geo-

metrias Riemannianas.

Aplicando a definição da derivada covariante no tensor métrico, e realizando per-

mutações adequadas nos ı́ndices, vamos obter de forma direta a seguinte relação:

Γν
µβ =

1

2
gαν (∂βgαµ + ∂µgαβ − ∂αgµβ) , (3.23)

conhecido como śımbolo de Christoffel de 2º tipo.
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3.4 Tensores de Riemann, Ricci e Einstein

3.4.1 Tensor de Riemann e identidade de Bianchi

A derivada covariante, diferentemente da derivada parcial, em geral não é comutativa.

Isso implica que para qualquer tensor T µ′
1...µ

′
k ν′1...ν

′
l
, vamos ter uma relação do tipo

∇µ∇νT
µ′
1...µ

′
k
ν′1...ν

′
l
̸= ∇ν∇µT

µ′
1...µ

′
k
ν′1...ν

′
l
. (3.24)

Dada as componentes de um campo vetorial V⃗ , vamos analisar a dupla derivada covariante

sob elas, como mostra a eq. (3.24):

∇α∇βV
µ =∂α (∇βV

µ) + Γµ
σα∇βV

σ − Γσ
βα∇σV

µ

=∂α∂βV
µ + (∂αΓ

µ
βσ)V

σ + Γµ
βσ∂αV

σ + Γµ
σα∂βV

σ + Γµ
σαΓ

σ
ρβV

ρ

− Γσ
βα∂σV

µ − Γσ
βαΓ

µ
σρV

ρ . (3.25)

Permutando α com β, teremos

∇β∇αV
µ =∂β∂αV

µ + (∂βΓ
µ
ασ)V

σ + Γµ
ασ∂βV

σ + Γµ
σβ∂αV

σ + Γµ
σβΓ

σ
ραV

ρ

− Γσ
αβ∂σV

µ − Γσ
αβΓ

µ
σρV

ρ , (3.26)

e, portanto,

[∇α,∇β]V
µ = ∇α∇βV

µ −∇β∇αV
µ = (∂αΓ

µ
βσ − ∂βΓ

µ
ασ + Γµ

αρΓ
ρ
βσ − Γµ

βρΓ
ρ
ασ)V

σ ,

(3.27)

onde, ao subtrair as igualdades (3.25) e (3.26), considerou-se as simetrias nos ı́ndices co-

variantes das conexões e a comutatividade do produto entre elas, além da comutatividade

das derivadas parciais, e a mudança de ı́ndice mudo, o que simplificou consideravelmente

nossa expressão final. Podemos reescrever a última equação acima como:

[∇α,∇β]V
µ = Rµ

σαβV
σ , (3.28)

onde

Rµ
σαβ = ∂αΓ

µ
βσ − ∂βΓ

µ
ασ + Γµ

αρΓ
ρ
βσ − Γµ

βρΓ
ρ
ασ (3.29)

é o chamado tensor de Riemann ou tensor de curvatura na sua forma geral, válido em

qualquer sistema de coordenadas. O tensor de Riemann descreve a mudança nas compo-

nentes de um vetor quando este é transportado paralelamente em um caminho fechado

numa dada geometria. Caso esta geometria seja plana, vamos ter:

Rµ
ναβ = 0 . (3.30)
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Para obter a expressão (3.29) em termos da métrica, tomemos a derivada da conexão

(3.23):

∂σΓ
µ
νβ =

1

2
gαµ (∂β∂σgαν + ∂ν∂σgαβ − ∂α∂σgνβ) . (3.31)

Uma vez que a segunda derivada de gµν não desaparece em um ponto P da variedade, ao

contrário da primeira, vamos ter, substituindo (3.31) em (3.29), no referencial inercial:

Rµ
ναβ =

1

2
gσµ (∂β∂αgσν + ∂ν∂αgσβ − ∂σ∂αgνβ)−

1

2
gσµ (∂α∂βgσν + ∂ν∂βgσα − ∂σ∂βgνα,σβ) .

(3.32)

Usando o fato da métrica gµν ser simétrica, e suas derivadas parciais sempre comutarem,

ou seja,

∂α∂βgµν = ∂β∂αgµν , (3.33)

nós encontramos no ponto P

Rµ
ναβ =

1

2
gσµ (∂ν∂αgσβ − ∂σ∂αgνβ + ∂σ∂βgνα − ∂ν∂βgσα) , (3.34)

que é o tensor de Riemann geral em função da métrica inversa e derivadas parciais da

métrica. Uma vez que (3.34) é uma equação tensorial, esta é válida para qualquer sistema

de coordenadas. Dado que a métrica tem a função de abaixamento e levantamento dos

ı́ndices dos tensores, faremos isso para o tensor de Riemann, a obter:

Rµναβ = gµλR
λ
ναβ =

1

2
(∂ν∂αgµβ − ∂ν∂βgµα + ∂µ∂βgνα − ∂µ∂αgνβ) . (3.35)

Permutando seus ı́ndices em cada par e entre eles,

Rνµαβ = −Rµναβ , (3.36)

Rµνβα = −Rµναβ , (3.37)

Rαβµν = Rµναβ , (3.38)

percebemos que são antissimétricos na troca dos ı́ndices de cada par, e simétricos na

troca dos pares. Sendo assim, é fácil verificar que

Rµναβ +Rµβνα +Rµαβν = 0 , (3.39)

conhecida como primeira identidade de Bianchi, que pode ser reescrita de maneira mais

compacta como ∗

Rµ[ναβ] = 0 . (3.40)

∗A notação dos ı́ndices entre colchetes indica uma permutação antissimétrica.
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Essas relações de simetria nos permitem que, de 256 componentes de Rµναβ, tenhamos

apenas 20 independentes. Em adição a essas identidades algébricas, a (3.39) obedece

a uma identidade diferencial, que restringe seus valores relativos em diferentes pontos,

conhecida como segunda identidade de Bianchi, expressa por

∇λRµναβ +∇βRµνλα +∇αRµνβλ = 0 . (3.41)

3.4.2 Tensor e escalar de Ricci

O tensor de Ricci nada mais é do que uma contração do primeiro com o terceiro ı́ndice

do tensor de Riemann. Fazendo isso com a equação (3.35),

Rνβ = gµαRµναβ = Rα
ναβ . (3.42)

De forma expĺıcita,

Rνβ =
1

2
gσα (∂ν∂αgσβ − ∂σ∂αgνβ + ∂σ∂βgνα − ∂ν∂βgσα) . (3.43)

Contraindo agora os dois ı́ndices do tensor de Ricci, vamos obter o escalar de Ricci, dado

por:

R = gνβRνβ = Rν
ν . (3.44)

3.4.3 Tensor de Einstein

Como motivação para a definição deste tensor, devemos fazer uso da identidade de

Bianchi (3.41). Aplicando a contração de Ricci a essa expressão, obtemos

gµα [∇λRµναβ +∇βRµνλα +∇αRµνβλ] = 0 , (3.45)

e, portanto,

∇λRνβ −∇βRνλ +∇αR
α
νβλ = 0 , (3.46)

que é uma expressão conhecida como identidade de Bianchi contráıda. Para obter este

resultado, fez-se uso da propriedade de levantamento de ı́ndice pela métrica e antissimetria

nos pares de ı́ndices do tensor de Riemann. Realizando uma nova contração, agora em

(3.46) por gνβ , vamos ter

∇λR−∇βR
β
λ −∇αR

α
λ = 0 . (3.47)

31



Fazendo β → α na equação acima, teremos:

∇λR− 2∇αR
α
λ = 0 , (3.48)

que pode ser reescrita como

∇α2R
α
λ − δαλ∇αR = 0 ,

∇αR
α
λ −

1

2
δαλ∇αR = 0 ,

∇α

(
Rα

λ −
1

2
δαλR

)
= 0 , (3.49)

onde iremos denotar o termo entre parênteses por:

Gα
λ = Rα

λ −
1

2
δαλR . (3.50)

Contraindo os dois lados da igualdade acima pela métrica, ela irá abaixar o ı́ndice α, da

seguinte forma

gανG
α
λ = gανR

α
λ −

1

2
gανδ

α
λR , (3.51)

e portanto,

Gνλ = Rνλ −
1

2
gνλR , (3.52)

que é o conhecido tensor de Einstein na sua forma usual.

A equação (3.49) é equivalente a ter

∇µG
ν
λ = 0 , (3.53)

que corresponde à quadri-divergência da equação de campo de Einstein no vácuo, conforme

veremos a seguir. Se consideramos ainda a equação de Einstein geral, ou seja, na presença

de matéria

Rµν −
1

2
Rgµν = κTµν , (3.54)

onde κ = 8πG é uma constante de proporcionalidade, e G a constante gravitacional de

Newton, obtemos uma outra identidade fundamental da RG, a saber

∇µT
µ
ν = 0 , (3.55)

que representa a conservação local do momento e energia, de acordo com [7].

As equações de campo de Einstein (3.54) descrevem como a geometria do espaço-tempo

é influenciada pela distribuição de massa e energia. Estas, por sua vez, representam um

32



conjunto de dez equações independentes não-lineares para o tensor métrico. No entanto,

a identidade (3.53) representa um conjunto de quatro v́ınculos para a métrica, de modo

que apenas seis equações são de fato independentes em (3.54).

Uma propriedade fundamental da RG que está intrinsecamente conectada a (3.54) é

a invariância por difeomorfismo. Devido à sua estrutura tensorial descrita pelo tensor

métrico e a conexão de Levi-Civita, as equações de campo de Einstein são invariantes

sob mapeamentos da variedade a si mesma. Ou seja, um difeomorfismo não altera as

propriedades f́ısicas observáveis das soluções das equações de campo de Einstein.

Matematicamente, podemos expressar um difeomorfismo da forma [52]

x′α = xα + ξα
(
xβ

)
, (3.56)

que, em contextos espećıficos, são interpretadas como transformação de calibre, onde∣∣ξa (xβ)∣∣ ≪ 1 é um vetor cuja suas componentes são funções da posição. Assumindo

também |∂βξa| ≪ 1, as matrizes de transformações ficam

∂x′α

∂xβ
= δαβ + ∂βξ

α , (3.57)

∂xα

∂x′β
= δαβ − ∂βξ

α , (3.58)

onde considera-se apenas derivadas de primeira ordem em ξa. Uma consequência direta é

que a métrica se transformará como

gµν → g′µν =
∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν
gρσ

=
(
δρµ − ∂µξ

ρ
)
(δσν − ∂νξ

σ) gρσ

=gµν −∇νξµ −∇µξν , (3.59)

o que continua representando o mesmo espaço-tempo fisicamente. Em termos da derivada

de Lie, que será explicada adiante, podemos reescrever a expressão acima da forma

g′µν(x) = gµν(x)− Lξgµν(x) . (3.60)

3.5 Difeomorfismos e derivada de Lie

Como mostrado na seção (3.2), a noção de derivada de um campo vetorial, ou de

uma maneira mais geral, um campo tensorial numa variedade M requer a introdução
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de alguma estrutura extra em M. Essa estrutura é definida como a conexão afim, o

śımbolo de Christoffel. Outra possibilidade de estrutura extra é um campo vetorial de

“referência”, com respeito do qual uma derivada é definida. Este é o conceito da derivada

de Lie que discutiremos aqui.

De maneira geral, se definirmos um mapa ϕ : M → M tal que ϕ seja inverśıvel (e ϕ e

ϕ−1 sejam suaves, ou seja, infinitamente diferenciáveis e cont́ınuas), então definimos um

difeomorfismo da variedade M para si mesma M, pares de pontos na mesma variedade.

O conceito de difeomorfismo permite então mover tensores arbitrários para frente (push-

forward) e para trás (pullback) na variedade. Especificamente, para um campo tensorial

(k, l) da forma T µ1...µk
ν1...νl

em M, nós definimos o seu pushforward como [8]

(ϕ∗T )
α1...αk

β1...βl
=
∂yα1

∂xµ1
. . .

∂yαk

∂xµk

∂xν1

∂yβ1
. . .

∂xνl

∂yβl
T µ1...µk

ν1...νl
, (3.61)

e o pullback da mesma maneira, uma vez que o pullback (ϕ∗) é o mesmo pushforward via

o mapeamento inverso [ϕ−1]∗.

Por conta disso, podemos calcular a diferença entre o valor de T µ1...µk
ν1...νl

(x) em algum

ponto p ∈ M e ϕ∗[T µ1...µk
ν1...νl

(ϕ(p))], seu valor em ϕ(p) ∈ M movido para p, como mostra

a figura (3.1). Isso sugere que nós podemos definir um outro tipo de operador diferencial

de campos tensoriais, tal que categorize a razão da mudança de um tensor sob o fluxo

de difeomorfismo. Para tanto, definimos uma famı́lia de parâmetros de difeomorfismo,

denotada por ϕt, que pode ser pensada como um mapa suave R ×M → M, tal que para

cada t ∈ R nós temos um difeomorfismo ϕt.

T (p)
ϕ∗
t [T (ϕt(p))]

p
ϕt(p)

xµ(t)
T [ϕt(p)]

M

Figura 3.1 – Representação geométrica de um difeomorfismo ϕt.

A famı́lia de parâmetros pode ser pensada como surgindo de campos vetoriais e vice-
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versa, de modo que ϕt(p) descreva uma curva em M. Se definirmos então um campo

vetorial V µ = dxµ/dt para ser o conjunto de vetores tangentes a cada uma dessas curvas

a cada ponto, então a diferença que estamos procurando é dada por

∆tT
µ1...µk

ν1...νl
(p) = ϕ∗

t [T
µ1...µk

ν1...νl
(ϕ(p))]− T µ1...µk

ν1...νl
(p) , (3.62)

o que permite definir a derivada de Lie de um tensor ao longo do campo vetorial como

LV T
µ1...µk

ν1...νl
= lim

t→0

(
∆tT

µ1...µk
ν1...νl

t

)
. (3.63)

A derivada de Lie é, de fato, uma noção mais primitiva do que a derivada covariante,

uma vez que esta não requer a especificação de uma conexão. De maneira geral, podemos

escrever a derivada de Lie de um campo tensorial arbitrário da forma [8]:

LV T
µ1µ2...µk

ν1ν2...νl
= V σ∂σT

µ1µ2...µk
ν1ν2...νl

− (∂λV
µ1)T λµ2...µk

ν1ν2...νl

− (∂λV
µ2)T µ1λ...µk

ν1ν2...νl
− . . .

+ (∂ν1V
λ)T µ1µ2...µk

λν2...νl

+ (∂ν2V
λ)T µ1µ2...µk

ν1λ...νl
+ . . . ,

(3.64)

que também pode ser dada em função de uma derivada covariante. Em particular, para

uma função escalar

LV f = V (f) = V µ∂µf . (3.65)

Uma expressão particular bastante usual é a derivada de Lie da métrica, como pode ser

visto em (3.60). Aplicando a definição (3.64), vamos ter que

LV gµν =V σ∇σgµν + (∇µV
λ)gλν + (∇νV

λ)gµλ

=∇µVν +∇νVµ ,
(3.66)

ou

LV gµν = 2∇(µVν) , (3.67)

onde ∇µ é a derivada covariante definida anteriormente. Portanto, dizer que a RG é inva-

riante por difeomorfismo significa dizer que a teoria é livre de “geometria privilegiada”[8],

uma vez que se o universo é representado por uma variedade M com uma métrica gµν ,

então o conjunto (M, ϕ∗gµν) transformado por ϕ representa a mesma situação f́ısica.
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Caṕıtulo 4

Formulação Hamiltoniana da TRG

Neste caṕıtulo, apresentaremos o formalismo central para o desenvolvimento deste tra-

balho. A formulação Hamiltoniana da RG é a base para muitos protótipos de gravidade

quântica [34], uma teoria ainda não conhecida que busca a descrição quântica do campo

gravitacional, bem como de teorias de campos acopladas à gravidade (ver [35] para um

exemplo envolvendo a teoria de Schrödinger) e teorias da gravidade modificadas, em par-

ticular [36, 37]. Tais esforços são feitos em virtude da já sucedida eletrodinâmica quântica

(QED), que fornece a descrição quântica do eletromagnetismo. Na verdade, a busca por

uma teoria que sintetize todas as ideias da f́ısica fundamental tem sido fortemente alme-

jada há algum tempo, desde o advento da f́ısica moderna. O formalismo ADM fornece

um conjunto de variáveis canônicas adequadas e um meio de obter o Hamiltoniano da

RG. Para se construir este formalismo foi necessário desenvolver uma teoria para siste-

mas hamiltonianos vinculados, trabalho este feito por Dirac [13, 14] e também bastante

detalhado em [38], uma vez que a RG é uma teoria invariante por reparametrização de

coordenadas. Para abordar o formalismo canônico (Hamiltoniano) devemos assumir que

o espaço-tempo quadri-dimensional M tem uma topologia especial M = R × Σt, onde

R é um espaço unidimensional, indicado pela direção normal a Σt em cada ponto, e Σt

uma famı́lia cont́ınua de hipersuperf́ıcies arbitrárias tipo-espaço tridimensionais imersas

em M, de acordo com Arnowitt, Deser e Misner [15, 16].
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4.1 Folheamento da variedade em hipersuperfıcies

Para a obtenção do Hamiltoniano da TRG, consideramos folhear o espaço-tempo

quadri-dimensional em uma famı́lia cont́ınua de hipersuperf́ıcies tipo-espaço. Dessa forma,

devemos fazer um estudo preliminar de hipersuperf́ıcies.

Em uma variedade de espaço-tempo quadri-dimensional, uma hipersuperf́ıcie é uma

sub-variedade tridimensional que pode ser do tipo-tempo, tipo-espaço, ou nula. Uma

hipersuperf́ıcie Σ particular é selecionada colocando uma restrição nas coordenadas

Φ (xα) = 0 , (4.1)

ou dando equações paramétricas da forma

xα = xα (ya) , (4.2)

onde ya (a = 1, 2, 3) são coordenadas intŕınsecas à hipersuperf́ıcie. Por exemplo, uma 2-

esfera em um espaço plano tridimensional pode ser descrita por Φ (x, y, z) = x2+y2+z2−

R2 = 0, onde R é o raio da esfera, ou por x = R sin θ cosϕ, y = R sin θ sinϕ e z = R cos θ,

onde os ângulos θ e ϕ são coordenadas intŕınsecas. A relação xα (ya) descreve curvas

inteiramente contidas em Σ.

Φ = 0

Σ

Figura 4.1 – Hipersuperf́ıcie tridimensional no espaço-tempo.

4.2 Vetor normal

O vetor ∂αΦ é normal à hipersuperf́ıcie, porque o valor Φ muda apenas na direção

ortogonal a Σ. Um normal unitário nα pode ser introduzido se a hipersuperf́ıcie é não

nula. Isso é definido de modo que

nαnα = ϵ , (4.3)
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onde ϵ = −1 se Σ é do tipo-espaço, e ϵ = +1 se Σ é tipo-tempo. Demandamos que nα

aponte na direção crescente de Φ : nα∂αΦ > 0. Com isso, podemos ver que nα é dado por

nα =
ϵ∂αΦ

|gµν∂µΦ∂νΦ|
1
2

(4.4)

se a hipersuperf́ıcie for tipo-espaço ou tipo-tempo.

4.3 Métrica induzida

A métria intŕınseca à hipersuperf́ıcie Σ é obtida restringindo o elemento de linha

aos deslocamentos confinados à hipersuperf́ıcie. Relembrando as equações paramétricas

xα = xα (ya), temos que os vetores

qαa =
∂xα

∂ya
(4.5)

são definidos como projetores, e são tangentes às curvas contidas em Σ. Isto implica que

qαanα = 0 no caso de uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço. Agora, para deslocamentos em Σ,

nós temos

ds2Σ = gαβdx
αdxβ =gαβ

(
∂xα

∂ya
dya

)(
∂xβ

∂yb
dyb

)
=gαβq

α
a q

β
b dy

adyb

=qabdy
adyb , (4.6)

onde definimos

qab = gαβq
α
a q

β
b (4.7)

como amétrica induzida, ou primeira forma fundamental da hipersuperf́ıcie. A quantidade

qab é um escalar com respeito a transformações xα → xα
′
das coordenadas do espaço-

tempo, mas se comporta como um tensor sob transformações ya → ya
′
das coordenadas

da hipersuperf́ıcie. Nos referimos a tal objeto como um tri-tensor.

É interessante, ainda, explicitarmos a relação para o inverso da métrica, dada por [11]

gαβ = ϵnαnβ + qabqαa q
β
b , (4.8)

denominada relação de completeza, onde qab é o inverso da métrica induzida definida em

(4.7).
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4.4 Campos tensoriais tangentes

Uma vez que somos apresentados a uma hipersuperf́ıcie Σ, é comum a situação de

termos campos tensoriais Aαβ... que são definidos apenas em Σ e que são puramente

tangentes à hipersuperf́ıcie. Tais tensores admitem a decomposição

Aαβ... = Aab...qαa q
β
b . . . , (4.9)

onde as quantidades qαa podem ser interpretados como vetores de base em Σ. A equação

acima implica que Aαβ...nα = Aαβ...nβ = · · · = 0, o que confirma que Aαβ é tangente à

hipersuperf́ıcie.

Nota-se que um tensor arbitrário Tαβ pode sempre ser projetado para a hipersuperf́ıcie,

de modo que apenas suas componentes tangenciais sobrevivem. A quantidade que efetua

essa projeção é qαβ = qabqαa q
β
b = gαβ − ϵnαnβ, e qαµq

β
ν . . . T

µν é evidentemente tangente à

hipersuperf́ıcie.

As projeções

Aαβ...q
α
a q

β
b · · · = Aab... ≡ qamqbn . . . A

mn (4.10)

dão o tri-vetor Aab... associado com Aαβ.... Dessa forma, vemos a equivalência entre um

campo tensorial tangente Aαβ... e um tri-vetor Aab.... Enfatizamos ainda que enquanto Aab...

se comporta como um tensor sob a transformação ya → ya
′
das coordenadas intŕınsecas

a Σ, ele é um escalar sob a transformação xα → xα
′
das coordenadas do espaço-tempo.

4.5 Derivada covariante intŕınseca

Queremos agora examinar como os campos tensoriais tangentes são diferenciáveis.

Nosso objetivo é relacionar a derivada covariante de Aαβ... (com respeito à conexão que é

compat́ıvel com a métrica do espaço-tempo gαβ) à derivada covariante de Aab..., definida

em termos de uma conexão que é compat́ıvel com a métrica induzida qab. Por simplicidade

nós devemos restringir nossa atenção ao caso do campo vetorial tangente Aα, de tal modo

que

Aα = Aaqαa , Aαnα = 0, Aa = Aαq
α
a . (4.11)

Definimos a derivada covariante instŕınseca de um tri-vetor Aa como sendo a projeção de

∇βAα na hipersuperf́ıcie, da forma:

DbAa = (∇βAα) q
α
a q

β
b . (4.12)
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Para calcularmos DbAa em função da conexão compat́ıvel com qab, examinaremos inicial-

mente o lado direito da equação acima:

(∇βAα) q
α
a q

β
b =∇β(Aαq

α
a )q

β
b − Aα(∇βq

α
a )q

β
b

=(∂βAa)q
β
b − (∇βqaγ)q

β
bA

cqγc

=
∂Aa

∂xβ
∂xβ

∂yb
− (∇βqaγ)q

β
b q

γ
cA

c

=∂bAa − ΓcabA
c , (4.13)

onde utilizou-se a definição de integração por partes ∗ para reescrever os termos da pri-

meira linha da igualdade acima, e definimos

Γcab = (∇βqaγ)q
β
b q

γ
c , (4.16)

de modo que

DbAa = ∂bAa − Γc
abAc , (4.17)

que é uma expressão familiar para a derivada covariante no espaço-tempo.

A expressão para a conexão pode ficar expĺıcita em termos da métrica induzida. Para

tanto, considera-se que a derivada covariante intŕınseca da métrica induzida seja nula, ou

seja,

Dcqab = ∇γ(qαβq
α
a q

β
b q

γ
c ) = 0 , (4.18)

da mesma forma que ∇γgαβ = 0 no espaço-tempo. De fato, trabalhando com o lado

direito da equação acima, vamos ter

∇γ

(
qαβq

α
a q

β
b q

γ
c

)
=∇γ

[
(gαβ − ϵnαnβ)q

α
a q

β
b q

γ
c

]
=− ϵ(nβ∇γnα + nα∇γnβ)q

α
a q

β
b q

γ
c

=0 , (4.19)

∗O termo (∇βAα)q
α
a q

β
b = ∇β(Aαq

α
a q

β
b ) − qαaAα(∇βq

β
b ) − qβb Aα(∇βq

α
a ), que após uma integração por

partes elimina o termo de derivada total. Em seguida, consideramos reescrever o segundo termo do lado

direito da igualdade

−qαaAα(∇βq
β
b ) = −∇β(Aαq

α
a q

β
b ) + qβb ∇β(q

α
aAα) , (4.14)

de modo que novamente após uma integração por partes, elimina-se o termo de derivada total, e ficamos

com

(∇βAα)q
α
a q

β
b = qβb ∇β(q

α
aAα)− qβb Aα(∇βq

α
a ) . (4.15)
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uma vez que nαq
α
a = 0. Sendo assim, da expressão (4.17) para a derivada covariante

intŕınseca de um campo tensorial na hipersuperf́ıcie, temos que (4.18) pode ser reescrita

como:

Dcqab = ∂cqab − Γd
acqbd − Γd

bcqad = 0 , (4.20)

e portanto,

∂cqab = Γd
acqbd + Γd

bcqad . (4.21)

Permutando os ı́ndices da métrica, obtemos

∂bqac = Γd
abqcd + Γd

cbqad , (4.22)

−∂aqcb = −Γd
caqbd − Γd

baqcd , (4.23)

de forma que, somando as três ultimas equações acima, obtemos a expressão para a

conexão em termos da métrica induzida, dada por

Γabc =
1

2
(∂cqab + ∂bqac − ∂aqcb) , (4.24)

que é análoga a (3.23) obtida a partir do formalismo covariante da TRG.

4.6 Curvatura extŕınseca

As quantidades DbAa = ∇βAαq
α
a q

β
b são as componentes tangenciais do vetor ∇βA

αqβb .

A questão que queremos investigar agora é se este vetor possui também uma componente

normal.

Para responder isso, nós reescrevemos ∇βA
αqβb como gαµ∇βA

µqβb e decompomos a

métrica nas partes normal e tangencial, conforme relações anteriores. Isso dá

∇βA
αqβb =(ϵnαnµ + qamqαa qmµ)∇βA

µqβb

=ϵ(nµ∇βA
µqβb )n

α + qam(∇βAµq
µ
mq

β
b )q

α
a .

(4.25)

Vemos que, enquanto o segundo termo é tangente à hipersuperf́ıcie, o primeiro termo é

normal à ela. Utilizando então a expressão (4.17) para a derivada covariante intŕınseca, e

o fato de Aµ ser ortogonal a nµ:

∇βA
αqβb =− ϵ(∇βnµA

µqβb )n
α + qamDbAmq

α
a

=DbA
aqαa − ϵAa(∇βnµq

µ
aq

β
b )n

α .
(4.26)
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Neste ponto, introduzimos o tri-tensor

Kab = ∇βnαq
α
a q

β
b , (4.27)

chamado de curvatura extŕınseca, ou segunda forma fundamental da hipersuperf́ıcie Σ.

Em termos deste, escrevemos

∇βA
αqβb = DbA

aqαa − ϵAaKabn
α , (4.28)

e vemos que DbA
a dá a parte puramente tangencial do campo vetorial, enquanto −ϵAaKab

representa a componente normal. Com isso, podemos ainda concluir que a componente

normal desaparece se e somente se a curvatura extŕınseca desaparecer.

A curvatura extŕınseca é uma quantidade muito importante. Podemos provar que ela

é um tensor simétrico. Para isso, da equação (4.27), temos

Kab =∇β(nαq
α
a )− nα∇βq

α
a q

β
b = −nα∇βq

α
a q

β
b = −nα∇βq

α
b q

β
a = ∇βnαq

α
b q

β
a

=Kba ,
(4.29)

onde considerou-se nαq
α
a = 0. Essa propriedade de simetria da curvatura extŕınseca dá

origem às relações

Kab = ∇βnαq
α
a q

β
b =

1

2
(Lngαβ)q

α
a q

β
b , (4.30)

em que

Lngαβ = nµ∇µgαβ + (∇αn
µ) gµβ + (∇βn

µ) gµα = ∇αnβ +∇βnα = 2∇(αnβ) , (4.31)

é a derivada de Lie do tensor métrico ao longo de nµ, de acordo com a definição (3.63), o

que mostra que Kab está intimamente relacionado à derivada normal do tensor métrico.

Também notamos a relação

K = qabKab = qαβ∇βnα = ∇αn
α , (4.32)

o qual mostra que o traço K pode ser definido como a expansão de uma congruência de

geodésicas (ou seja, um conjunto de curvas integrais de um campo vetorial) que cruza

a hipersuperf́ıcie ortogonalmente (para que seus vetores tangentes sejam iguais a nα na

hipersuperf́ıcie).

Desses resultados, conclúımos que a hipersuperf́ıcie é convexa se K > 0 (a congruência

é divergente), ou concava se K < 0 (a congruência é convergente). Veremos que enquanto
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qab está preocupada com aspectos puramente intŕınsecos da geometria de uma hipersu-

perf́ıcie, Kab está preocupado com aspectos extŕınsecos — da maneira pela qual a hiper-

superf́ıcie está inserida na variedade do espaço-tempo. Juntos, esses tensores fornecem

uma caracterização virtualmente completa da hipersuperf́ıcie.

Para ilustrar melhor as definições acima, consideremos algumas hipersuperf́ıcies de um

espaço que temos mais familiaridade, a saber, o espaço R3.

Exemplo 4.6.1. Um plano Σ como uma hipersupef́ıcie do espaço Euclidiano R3:

Figura 4.2 – Plano Σ como uma hipersupef́ıcie do espaço Euclidiano R3. Fonte: [12].

Nesse caso, notemos que o vetor normal unitário n permanece constante ao longo de

Σ. Isso implica que a curvatura extŕınseca de Σ é identicamente nula. Além disso, a soma

dos ângulos de um triângulo definido em Σ é α+β+γ = π, o que mostra que a curvatura

intŕınseca também é nula.

Exemplo 4.6.2. Cilindro Σ como uma hipersupef́ıcie do espaço Euclidiano R3:

Figura 4.3 – Cilindro Σ como uma hipersupef́ıcie do espaço Euclidiano R3. Fonte: [12].
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Nesse caso, o vetor unitário n permanece constante quando z varia a um φ fixo,

enquanto sua direção muda para um φ variando a um z fixo. Consequentemente, a

curvatura extŕınseca é nula na direção z, mas não na direção φ. Além disso, assim como

no exemplo anterior, a curvatura intŕınseca continua identicamente nula.

No entanto, se considerarmos como exemplo uma esfera Σ como hipersupef́ıcie em

R3, como feito em [12], veremos que tanto a curvatura extŕınseca como a intŕınseca são

não-nulas em todas as direções.

4.7 Equações de Gauss-Codazzi

4.7.1 Forma geral

Após definirmos a métrica induzida qab, associando a ela uma derivada covariante

intŕınseca compat́ıvel, podemos pensar em definir um tensor de curvatura puramente

intŕınseco da forma

DaDbA
c −DbDaA

c = −Rc
dabA

d , (4.33)

de forma totalmente análogo à definição para o caso de uma geometria Riemanniana

(3.28). De maneira direta, podemos escrever este tensor como

Rc
dab = ∂aΓ

c
db − ∂bΓ

c
da + Γc

maΓ
m
db − Γc

mbΓ
m
da , (4.34)

sendo agora as componentes dos śımbolos de Christoffel dadas por (4.24). A questão que

queremos examinar agora é se este tensor, denominado tensor de Riemann tri-dimensional,

pode ser expresso em termos de Rγ
δαβ — a versão quadri-dimensional — restrito a Σ.

Para responder isso, iniciamos com a identidade

∇γ(∇βq
α
a q

β
b )q

γ
c = ∇γ(Γ

d
abq

α
d − ϵKabn

α)qγc , (4.35)

que segue imediatamente da relação

∇βA
αqβb = DbA

aqαa − ϵAaKabn
α , (4.36)

trocando Aα por qαa , e utilizando a definição

DbAa = ∂bAa − Γc
abAc . (4.37)
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Desenvolvendo inicialmente o lado esquerdo de (4.35),

∇γ(∇βq
α
a q

β
b )q

γ
c =(∇γ∇βq

α
a )q

β
b q

γ
c +∇βq

α
a∇γq

β
b q

γ
c

=(∇γ∇βq
α
a )q

β
b q

γ
c +∇βq

α
a (Γ

d
bcq

β
d − ϵKbcn

β)

=(∇γ∇βq
α
a )q

β
b q

γ
c +∇βq

α
a q

β
dΓ

d
bc −∇βq

α
a ϵKbcn

β

=(∇γ∇βq
α
a )q

β
b q

γ
c + Γd

bc(Γ
e
adq

α
e − ϵKadn

α)− ϵKbc∇βq
α
an

β .

(4.38)

Em seguida, o lado direito

∇γ(Γ
d
abq

α
d − ϵKabn

α)qγc =∇γ(Γ
d
abq

α
d )q

γ
c −∇γ(ϵKabn

α)qγc

=∇γΓ
d
abq

γ
c q

α
d + Γd

ab∇γq
α
d q

γ
c − (ϵ∇γKabq

γ
cn

α + ϵKab∇γn
αqγc )

=∂cΓ
d
abq

α
d + Γd

ab(Γ
e
dcq

α
e − ϵKdcn

α)− ϵ∂cKabn
α − ϵKab∇γn

αqγc .

(4.39)

Igualando agora (4.38) e (4.39), isolando ∇γ∇βq
α
a q

β
b q

γ
c no lado esquerdo, vamos ter:

(∇γ∇βq
α
a )q

β
b q

γ
c = ∂cΓ

d
abq

α
d + Γd

ab(Γ
e
dcq

α
e − ϵKdcn

α)− ϵ∂cKabn
α

− ϵKab∇γn
αqγc − Γd

bc(Γ
e
adq

α
e − ϵKadn

α) + ϵKbc∇βq
α
an

β . (4.40)

Subtraindo-a de uma expressão similar (∇β∇γq
α
a )q

γ
c q

β
b , obtemos a quantidade desejada,

após alguns passos algébricos:

Rµ
αβγq

α
a q

β
b q

γ
c = Rm

abcq
µ
m + ϵ(DcKab −DbKac)n

µ + ϵKab∇γn
µqγc − ϵKac∇βn

µqβb . (4.41)

Projetando este resultado ao longo de qdµ, temos

Rαβγδq
α
a q

β
b q

γ
c q

δ
d = Rabcd + ϵKab∇γn

µqγc qdµ − ϵKac∇βn
µqβb qdµ , (4.42)

onde considerou-se nµqdµ = 0. Da relação para a curvatura extŕınseca

Kab = ∇βnαq
α
a q

β
b , (4.43)

vamos ter, no último termo do lado direito de (4.42)

∇βn
µqβb qdµ = ∇βn

µqβb q
δ
dqδµ = ∇βnδq

δ
dq

β
b = Kdb = Kbd . (4.44)

Dessa forma, obtemos, após realizar passos similares ao anterior no segundo termo do

lado direito de (4.42),

Rαβγδq
α
a q

β
b q

γ
c q

δ
d = Rabcd + ϵ(KabKbc −KacKbd) , (4.45)
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que é a relação desejada entre Rabcd e o tensor de Riemann do espaço-tempo (M). Ou seja,

a projeção de Rαβγδ na hipersuperf́ıcie induz um tensor curvatura nesta mais termos de

correções que envolvem a curvatura extŕınseca devido à imersão de Σ em M. Assumindo

ϵ = −1, uma vez que consideraremos hipersuperf́ıcies tipo-espaço,

Rαβγδq
α
a q

β
b q

γ
c q

δ
d = Rabcd − (KabKbc −KacKbd) . (4.46)

Projetando agora (4.42) em nµ, temos

Rµαβδn
µqαa q

β
b q

γ
c = DcKab −DbKac , (4.47)

que é a projeção parcial do tensor curvatura de Riemann na hipersuperf́ıcie Σ. As equações

(4.46) e (4.47) são conhecidas como equações de Gauss-Codazzi. Esta última recebe ainda

um nome particular, chamada relação de Codazzi-Mainardi.

4.7.2 Forma contráıda

As equações de Gauss-Codazzi podem ainda ser escritas numa forma contráıda, em

termos do tensor de Einstein Gαβ = Rαβ − 1
2
Rgαβ. O tensor de Ricci no espaço-tempo é

dado por

Rαβ =gµνRµανβ

=(ϵnµnν + qmnqµmq
ν
n)Rµανβ

=ϵRµανβn
µnν + qmnRµανβq

µ
mq

ν
n ,

(4.48)

e o escalar de Ricci é

R =gαβRαβ

=
(
ϵnαnβ + qabqαa q

β
b

)
(ϵRµανβn

µnν + qmnRµανβq
µ
mq

ν
n)

=ϵqmnRµανβq
µ
mq

ν
nn

αnβ + ϵqabRµανβn
µnνqαa q

β
b + qabqmnRµανβq

α
a q

β
b q

µ
mq

ν
n

=2ϵqabRµανβn
µqαan

νqβb + qabqmnRµανβq
µ
mq

α
a q

ν
nq

β
b .

(4.49)

Reescrevendo o tensor de Einstein em função das expressões obtidas para o tensor e escalar

de Ricci, e utilizando algumas relações obtidas anteriormente, vamos ter

2Gαβn
αnβ = R−

(
KabKab −K2

)
, (4.50)

e

Gabq
α
an

β = DbK
b
a − ∂aK , (4.51)

onde agora o R presente em (4.50) é o escalar de Ricci tri-dimensional, definido em Σ.
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4.7.3 Escalar de Ricci

Partindo da relação (4.49)

R = 2ϵqabRµανβn
µqαan

νqβb + qabqmnRµανβq
µ
mq

α
a q

ν
nq

β
b , (4.52)

o primeiro termo é simplificado usando a relação de completeza

gαβ = ϵnαnβ + qabqαa q
β
b , (4.53)

e o fato que Rµανβn
µnαnνnβ = 0. Isso dá

2ϵqabqαa q
β
bRµανβn

µnν =2ϵ
(
gαβ − ϵnαnβ

)
Rµανβn

µnν

=2ϵgαβRµανβn
µnν − 2ϵRµανβn

µnαnνnβ

=2ϵRµνn
µnν

=2ϵRαβn
αnβ .

(4.54)

Usando a definição do tensor de Riemann (4.33), reescrevemos a relação acima como

Rαβn
αnβ =−∇α∇βn

αnβ +∇β∇αn
αnβ

=−∇β(∇αn
αnβ) +∇αn

α∇βn
β +∇α(∇βn

αnβ)−∇βn
α∇αn

β .
(4.55)

No segundo termo da última expressão identificamos K2, onde temos K = ∇αn
α como

sendo o traço do tensor curvatura extŕınseca. O quarto termo, por outro lado, pode ser

expresso como

∇βn
α∇αn

β =gβµgαν∇βnα∇νnµ

=
(
ϵnβnµ + qbmqβb q

µ
m

)
(ϵnαnν + qanqαa q

ν
n)∇βnα∇νnµ ,

(4.56)

mas como qbmqβb q
µ
m = qβµ, vamos ter que

∇βn
α∇αn

β =
(
ϵnβnµ + qβµ

)
(ϵnαnν + qαν)∇βnα∇νnµ . (4.57)

Entretanto, pelo fato de nα∇βnα = 1
2
∇β(n

αnα) = 0,

∇βn
α∇αn

β =qβµqαν∇βnα∇νnµ

=qbmqan∇βnαq
α
a q

β
b∇νnµq

µ
mq

ν
n ,

(4.58)

que, da definição de curvatura extŕınseca, nos dá

∇βn
α∇αn

β = qbmqanKabKmn = KabK
ba = KabKab . (4.59)
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Portanto, temos que

Rαβn
αnβ = −∇β(∇αn

αnβ) +K2 +∇α(∇βn
αnβ)−KabKab . (4.60)

O segundo termo de (4.52) é simplificado utilizando a primeira relação de Gauss-Codazzi

(4.45), de modo que

qabqmnRµανβq
µ
mq

α
a q

ν
nq

β
b =qabqmn [Rmanb + ϵ(KmbKan −KmnKab)]

=R + ϵ(KabKab −K2) .
(4.61)

Dessa forma, substituindo (4.60) e (4.61) em (4.52), obtemos

(4)R = R− (K2 −KabKab)− 2∇α(∇βn
αnβ − nα∇βn

β) , (4.62)

que é o escalar de Ricci quadri-dimensional (denotado pelo ı́ndice (4)) expresso em ter-

mos do escalar de Ricci na hipersuperf́ıcie Σ e dos termos de correções proporcionais à

curvatura extŕınseca e ao vetor normal.

4.8 Decomposição 3 + 1 (Formalismo ADM)

A formulação Hamiltoniana de uma teoria de campos assume uma Hamiltoniana

H[ϕ, π], em que a função ϕ é a configuração de campo, e π, o momento canônico, numa

hipersuperf́ıcie Σ tipo-espaço. Para expressar a ação em termos da Hamiltoniana, é ne-

cessário folhear Xµ com uma famı́lia cont́ınua de hipersuperf́ıcies tipo-espaço, uma para

cada instante de tempo. Esta é a proposta da decomposição 3 + 1, também conhecida

como formalismo ADM.

Para efetuar esta decomposição nós introduzimos um campo escalar t(xα) de tal modo

que t = const. descreva uma famı́lia de hipersuperf́ıcies tipo-espaço sem interseção Σt.

Esta “função tempo”é completamente arbitrária; o único requerimento é que t seja uma

função de valor único de xα, e que nα ∝ ∂αt, o normal unitário à hipersuperf́ıcie, seja um

campo vetorial tipo-tempo na direção futuro. Tal decomposição é ilustrada abaixo:

48



Figura 4.4 – Folheação do espaço-tempo em uma famı́lia de Hipersuperf́ıcies Σt. Fonte:

E. Gourgoulhon [12].

Em cada uma das hipersuperf́ıcies Σt nós instalamos coordenadas ya. A priori, as co-

ordenadas em uma hipersuperf́ıcie não precisam estar relacionadas a coordenadas de outra

hipersuperf́ıcie. Porém, é conveniente introduzir uma relação. Considere uma congruência

de curvas γ cruzando as hipersuperf́ıcies Σt, como na figura (4.5). Não assumimos que

essas curvas são geodésicas, nem que cruzam as hipersuperf́ıcies ortogonalmente.

Σt

Σt′

Σt′′

P

P ′

P ′′

Q

Q′

Q′′

γP γQ

Figura 4.5 – Congruência de curvas cruzando as Hipersuperf́ıcies Σt.

Usamos t como um parâmetro nas curvas, e o vetor tα é tangente às congruências.

Tem-se a relação

tα∂αt = 1 . (4.63)

Uma curva particular γp da congruência define um mapeamento de um ponto P em Σt a

um ponto P ′ em Σt′ , e então a um ponto P ′′ em Σt′′ . Para fixar as coordenadas de P ′ e

P ′′, dado ya(P ) em Σt, nós simplesmente impomos ya(P ′′) = ya(P ′) = ya(P ). Portanto,

ya é mantido constante em cada membro da congruência.
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Esta construção define um sistema de coordenadas (t, ya) em Xµ. Existe uma trans-

formação entre este e o sistema xα originalmente em uso, a saber: xα = xα(t, ya). Temos

tα =

(
∂xα

∂t

)
ya
, (4.64)

e definimos

qαa =

(
∂xα

∂ya

)
t

, (4.65)

como vetores tangentes em Σt. Essas relações implicam que nas coordenadas (t, ya),

tα
.
= δαt e qαa

.
= δαa . Também temos

Ltq
α
a = 0 , (4.66)

que se mantém em qualquer sistema de coordenadas.

Introduzimos um unitário normal à hipersuperf́ıcie:

nα = −N∂αt , (4.67)

em que

nαq
α
a = 0 , (4.68)

onde a função escalar N, chamada de lapso, garante que nα é apropriadamente norma-

lizada. Pelo fato das curvas γ não cruzarem Σt ortogonalmente, tα não é paralelo a nα.

Devemos decompor nas bases fornecidas pelos vetores normal e tangente da forma

tα = Nnα +Naqαa , (4.69)

que é uma relação compat́ıvel com o fato de tα∂αt = 1. O tri-vetor Na é chamado de

shift(deslocamento). Estas quantidades são mostradas na figura (4.6).

tαNnα

Naqαa

γ

Σt

Figura 4.6 – Decomposição de tα nas funções lapso e deslocamento.

50



Podemos ainda usar a transformação de coordenadas xα = xα(t, ya) para expressar a

métrica nas coordenadas (t, ya). Tomando a derivada total de xα, teremos

dxα =

(
∂xα

∂t

)
ya
dt+

(
∂xα

∂ya

)
t

dya = tαdt+ qαa dy
a , (4.70)

onde considerou-se as relações (4.64) e (4.65) para os vetores tα e qαa , respectivamente.

Considerando agora (4.69), a equação anterior fica:

dxα =(Nnα +Naqαa )dt+ qαa dy
a

=Nnαdt+ (Nadt+ dya)qαa

=(Ndt)nα + (dya +Nadt)qαa .

(4.71)

Uma vez que o elemento de linha é dado por ds2 = gαβdx
αdxβ,

ds2 =gαβ [(Ndt)n
α + (dya +Nadt)qαa ] [(Ndt)n

β + (dyb +N bdt)qβb ]

=−N2dt2 + gαβq
α
a q

β
b (dy

a +Nadt)(dyb +N bdt)

=−N2dt2 + qab(dy
a +Nadt)(dyb +N bdt) ,

(4.72)

onde qab = gαβq
α
a q

β
b é a métrica induzida em Σt, como mostrado anteriormente. Abrindo

alguns termos da última expressão acima, vamos ter

ds2 =−N2dt2 + qabdy
adyb + qabN

bdtdya + qabN
adtdyb + qabN

adtN bdt

=(NaNa −N2)dt2 + qijdy
idyj + 2Nidtdy

i ,
(4.73)

o que nos permite identificar a métrica como

gµν =

NaNa −N2 Nj

Ni qij

 . (4.74)

Sua inversa pode ser escrita considerando a relação gµνgνλ = δµλ , e portanto

gµν =

−1/N2 N j/N2

N i/N2 qij −N iN j/N2

 . (4.75)

Devemos agora expressar o determinante da métrica, g := det(gµν), em termos de q :=

det(qab) e da função lapso, lembrando que gtt = cofator(gtt)/g = q/g, como segue de

(4.72). Considerando a relação (4.67), vamos ter

gtt = gαβ∂αt∂βt = N−2gαβnαnβ = −N−2 . (4.76)
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Sendo assim,
q

g
= −N−2 , (4.77)

e portanto,
√
−g = N

√
q . (4.78)

Os resultados (4.72) e (4.78), juntamente com (4.69), são fundamentais para a decom-

posição (3 + 1).

4.9 Hamiltoniana da Relatividade Geral

Como um primeiro passo rumo à construção do Hamiltoniano gravitacional, o que leva

a uma descrição do seu espaço de fase, definimos a ação respectiva a este setor da forma:

SG =
1

2κ

∫
M

(4)R
√
−g d4x+ 1

κ

∮
∂M

ϵK
√
q d3y , (4.79)

onde reconhecemos o primeiro termo como sendo a ação de Einstein-Hilbert (SH)

SH =
1

2κ

∫
M

(4)R
√
−g d4x , (4.80)

e o segundo como a contribuição de contorno, conhecido também como termo de Gibbons-

Hawking-York (GHY) [30, 32]

SGHY =
1

κ

∮
∂M

ϵK
√
q d3y , (4.81)

responsável por cancelar as derivadas de primeira ordem da métrica no contorno, tornando

o prinćıpio de Hamilton bem definido. Aqui, ∂M é a hipersuperf́ıcie fechada contornando

a região quadri-dimensional M, ya são as coordenadas em ∂M, qab a métrica induzida em

∂M, K o traço da curvatura extŕınseca, e ϵ = nαnα, onde n
α é o vetor normal apontando

para fora de M, na direção futuro. Desconsiderando as contribuições de contorno, por

enquanto, podemos fazer a decomposição (3 + 1) da ação SH dada em (4.80). Para isso,

devemos considerar (4)R dado por (4.62), e
√
−g por (4.78), o que leva a:

SH =

∫
M

1

2κ

[
R−K2 +KabKab − 2∇α(n

β∇βn
α − nα∇βn

β)
]
N
√
q d4x , (4.82)

ou ainda,

SH =

∫
M

1

2κ

[
R−K2 +KabKab + 2∇α(n

αK − aα)
]
N
√
q d4x , (4.83)
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onde utilizou-se a definição do traço da curvatura extŕınseca, K = ∇βn
β, e definiu-se

aα ≡ nβ∇βnα , (4.84)

como sendo a quadri-aceleração associada com a folheação da hipersuperf́ıcie, ou seja,

mede a rapidez com que a curvatura muda de uma hipersuperf́ıcie para outra. A quanti-

dade aα é tangente à hipersuperf́ıcie, de modo que

n · a = 0 . (4.85)

Para construir o Hamiltoniano associado à ação (4.83), devemos expressar o mesmo em

termos de

q̇ab = Ltqab , (4.86)

onde tα é o vetor tipo-tempo definido em (4.64). Sendo assim,

q̇ab = Lt(gαβq
α
a q

β
b ) = (Ltgαβ)q

α
a q

β
b , (4.87)

onde utilizou-se o fato de Ltq
α
a = 0, uma vez que tα ⊥ qαa . Portanto,

Ltgαβ = tµ∇µgαβ + (∇αt
µ)gµβ + (∇βt

µ)gαµ , (4.88)

definida como a derivada de Lie de um campo tensorial covariante. Uma vez que ∇µgαβ =

0,

Ltgαβ = ∇αtβ +∇βtα . (4.89)

Considerando a decomposição (4.69) para o vetor tα, temos

Ltgαβ =∇α(Nnβ +Nβ) +∇β(Nnα +Nα)

=nα∂βN + ∂αNnβ +N(∇βnα +∇αnβ) +∇βNα +∇αNβ .
(4.90)

Projetando agora em qαa q
β
b ,

q̇ab = nαq
α
a ∂βNq

β
b + ∂αNnβq

β
b q

α
a +N(∇βnαq

α
a q

β
b +∇αnβq

β
b q

α
a ) +∇βNαq

α
a q

β
b +∇αNβq

β
b q

α
a ,

(4.91)

onde, dado que nαq
α
a = 0, e considerando as definições de curvatura extŕınseca (4.27) e

derivada covariante intŕınseca (4.17), teremos

q̇ab = 2NKab +DbNa +DaNb . (4.92)
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Dessa forma, podemos reescrever o tensor Kab como

Kab =
1

2N
(q̇ab −DbNa −DaNb) . (4.93)

Portanto, a ação gravitacional depende de q̇ab através da curvatura extŕınseca. Note que

a ação não envolve Ṅ nem Ṅa, de modo que o momento conjugado para estas grandezas

serão fracamente nulos, como veremos adiante. Isso significa que diferente de qab, as

funções lapso e deslocamento não são variáveis dinâmicas. Era esperado: N e Na servem

apenas para especificar a folheação de Xµ nas hipersuperf́ıcies Σt; pelo fato da folheação

ser arbitrária, somos completamente livres nas escolhas das funções lapso e deslocamento.

Em outras palavras, tais funções podem ser interpretadas como graus de liberdade de

calibre.

O momento conjugado associado a qab é, portanto,

πab =
∂L
∂q̇ab

, (4.94)

onde

L =
1

2κ
N
√
q(R +KabKab −K2) , (4.95)

extráıdo a partir do fato de a ação ser expressa como

SH =

∫
dt

∫
Σt

d3xL
√
−g , (4.96)

e do termo de derivada total em (4.83) ser cancelado com os termos de superf́ıcie. Sendo

assim, a relação (4.94) fornece

πab =
1

2κ
N
√
q
∂

∂q̇ij
(R +KabKab −K2)

=
1

2κ
N
√
q

(
2Kab∂Kab

∂q̇ij
− 2K

∂K

∂q̇ij

)
,

(4.97)

onde

Kab∂Kab

∂q̇ij
= Kab∂(δ

i
aδ

j
bKij)

∂q̇ij
= Kabδiaδ

j
b

∂Kij

∂q̇ij
= Kij 1

2N
, (4.98)

e

K
∂K

∂q̇ij
= K

qab∂Kab

∂q̇ij
= Kqabδiaδ

j
b

∂Kij

∂q̇ij
= qijK

1

2N
, (4.99)

de forma que

πab =

√
q

2κ
(Kab − qabK) . (4.100)
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Considerando a transformação de Legendre definida em (2.20)

H = πabq̇ab − L , (4.101)

obtemos, a partir de (4.100), (4.92) e (4.95), respectivamente:

H =

√
q

2k

(
Kab − qabK

)
(2NKab +DbNa +DaNb)−N

√
q

2k

(
R +KabKab −K2

)
=

√
q

2k

[
2NKabKab +Kab (DbNa +DaNb)− 2NK2 − 2KDaN

a
]

−N

√
q

2k

(
R +KabKab −K2

)
=

√
q

2k

[
−N

(
R +K2 −KabKab

)
+ 2

(
KabDaNb −KDaN

a
)]
, (4.102)

o que leva à forma preliminar da densidade Hamiltoniana

H = −
√
q

2κ
[N(R +K2 −KabK

ab) + 2(KDaN
a −KabDaNb)] . (4.103)

Uma integração sob a hipersuperf́ıcie espacial Σt fornece a Hamiltoniana associada

H =

∫
Σt

d3xH = −
∫
Σt

d3x

√
q

2κ

(
NH0 +N iHi

)
, (4.104)

com

H0 =R +K2 −KijK
ij ,

Hi =2
(
DjK

j
i −DiK

)
,

(4.105)

onde considerou-se uma integração por partes † para obter o segundo termo acima. No-

temos que a contribuição na Eq. (4.104) proporcional à função lapso N envolve a parte

espacial do escalar de Ricci, bem como a curvatura extŕınseca. Já a parte proporcional ao

vetor de deslocamento N i não depende da geometria interna da hipersuperf́ıcie espacial,

mas apenas da forma como ela está inserida na variedade quadri-dimensional.

Para realizar a análise canônica da densidade Hamiltoniana (4.104), devemos expres-

sar a curvatura extŕınseca em termos das variáveis do espaço de fase, em particular, o

†Utilizaremos diversas vezes esse argumento em cálculos futuros. De maneira geral, uma integral por

partes tem a forma [8]∫
Aµ(∇µB)

√
−gdnx = −

∫
(∇µA

µ)B
√
−gdnx+ termos de contorno, (4.106)

onde os termos de contorno tendem a zero no infinito, ou são absorvidos por termos adicionais, como no

caso do termo de GHY.
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momento canônico πij. Fazendo isso, de (4.100) vamos ter:

Kij =
2κ
√
q
πij + qijK =

2κ
√
q

(
πij − π

2
qij

)
, (4.107)

uma vez que

K = − κ
√
q
π , (4.108)

onde π = qijπ
ij é entendido como o traço do momento canônico. Sendo assim, a densidade

Hamiltoniana fica expressa como

H = NH0 +N iHi , (4.109)

onde

H0 =
2κ
√
q

(
πijπij −

π2

2

)
−

√
q

2κ
R ,

Hi =− 2Djπ
j
i ,

(4.110)

são os v́ınculos Hamiltoniano e de momento, respectivamente, como mostrado em [30].

Tais v́ınculos representam, na verdade, as projeções da equação de campo de Einstein

em função das variáveis da decomposição (3 + 1)[24, 25], conhecidas como as equações

de Gauss-Codazzi contráıdas. A densidade H0 é uma equação escalar independente que

corresponde à projeção temporal ao longo de nµ (4.50), enquanto a densidade Hi é um

conjunto de 3 equações vetoriais independentes correspondendo à projeção parcial ao longo

de Σt (4.51). Juntamente com a projeção inteiramente ao longo de Σt dada pela equação

de campo associada a πij, somam-se mais um conjunto de 6 equações independentes,

resultando em um conjunto de 10 equações independentes, estando de acordo com a

contagem feita através do formalismo covariante. Tais discussões se estendem ainda para

teorias de gravitação modificada [31].
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Caṕıtulo 5

Formulação Hamiltoniana para uma

Teoria Gravitacional Modificada

A descrição covariante da RG vem fornecendo ao longo dos anos uma descrição de

fenômenos gravitacionais que funciona surpreendentemente bem, de acordo com uma série

de experimentos que têm como objetivo testar tal teoria, como por exemplo os fenômenos

de avanço do periélio de Mercúrio, deflexão da luz e redshift gravitacional. Apesar do vasto

apoio experimental, bem como da beleza da teoria da gravidade de Einstein, mesmo que

se tenha o ponto de vista de que a gravidade permanece clássica em todas as escalas de

comprimento, a RG exibe pelo menos algumas propriedades insatisfatórias. A presença

de singularidade do espaço-tempo para soluções do tipo buraco-negro, além da impossi-

bilidade atual da descrição da energia escura pelo modelo cosmológico padrão, o ΛCDM,

são exemplos mais conhecidos.

Por conta disso, surge a possibilidade de modificarmos a RG proposta por Einstein, no

sentido de abranger tais inconsistências, seja em escalas microscópicas ou cosmológicas.

Na verdade, um grande número de teorias gravitacionais modificadas ja foram propostas

(ver, por exemplo, [39–42]). Entretanto, para o objetivo que cerne este trabalho, ire-

mos inicialmente considerar um modelo de gravidade modificada no contexto da teoria

escalar-tensorial de gravidade [8, 17, 21, 23], e em seguida faremos a extensão para uma

teoria de gravitação modificada contida no arcabouço geral do Modelo Padrão Estendido

(MPE), extensivamente estudado em [44–54], lançando mão de uma das caracteŕısticas

fundamentais da RG, a invariância por difeomorfismo.

Para esse último, consideraremos o setor escalar gravitacional mı́nimo, mediado pelo
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campo de fundo escalar dinâmico u(x), o qual iremos calcular as equações de campo cor-

respondentes, de modo a compreender a sua dinâmica, bem como a estrutura de v́ınculos

da teoria.

5.1 Teoria de Brans-Dicke: uma primeira abordagem

A RG tem passado por uma ampla variedade de testes experimentais. No entanto, é

sempre posśıvel que novos testes experimentais revelem desvios da formulação original de

Einstein. Dessa forma, é razoável considerar caminhos nos quais a RG possa ser modi-

ficada. Uma motivação inicial para modificar a RG de Einstein é incorporar o prinćıpio

de Mach [21] (uma ideia que sugere que a massa de um objeto é influenciada pelas mas-

sas do restante do universo [22]) nos modelos de teoria escalar-tensorial de gravidade [8],

onde um campo escalar, digamos ϕ, se acopla ao tensor métrico gµν da RG através do

escalar de curvatura, o tensor de Ricci. Um caso especial é dado através da ação da teoria

escalar-tensorial [17] com o termo de contorno GHY [18–20], chamada de Jordan frame

[23], que podemos representar por

S =

∫
M
dnx

√
−g

(
f(ϕ)(4)R− 1

2
λ(ϕ)gµν∂µϕ∂νϕ− U(ϕ)

)
+ 2

∫
∂M

dn−1x
√
hf(ϕ)K , (5.1)

onde f(ϕ) é uma função genérica de ϕ bem como λ(ϕ), e K é o traço da curvatura

extŕınseca.

Um caso particular de (5.1) é conhecido como teoria de Brans-Dicke (BD) [21] quando

f(ϕ) = ϕ e λ(ϕ) = ω
ϕ
, expressa da forma [23]

SBD =

∫
M
d4x

√
−g

(
ϕ(4)R− ω

ϕ
gµν∂µϕ∂νϕ− U(ϕ)

)
+ 2

∮
∂M

d3x
√
qϕK , (5.2)

onde ω é uma constante de acoplamento adimensional. A modificação proposta por BD

considera promover o inverso da constante gravitacional a um campo dinâmico com uma

dependência expĺıcita das coordenadas do espaço-tempo.

Dessa forma, implementando a decomposição ADM nos elementos da ação (5.2) vamos

ter, para o primeiro termo:

ϕ(4)R = ϕ
(
R +K2 +KijK

ij
)
+

2

N
ϕLmK − 2

N
ϕDiD

iN , (5.3)

onde considerou-se novamente as relações (4.78) para
√
−g e (4.62) para o escalar de

Ricci. Mas, temos que

1

N
ϕLmK = ϕnµ(∇µK) = ∇µ(n

µKϕ)−K2ϕ− 1

N
KLmϕ , (5.4)
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onde, somado um termo de contorno adequado de (5.2), a derivada total é eliminada, e

portanto,
1

N
ϕLmK = −K2ϕ− 1

N
KLmϕ . (5.5)

Dessa forma, substituindo em (5.3):

ϕ(4)R =ϕ
(
R +K2 +KijK

ij
)
+ 2(−K2ϕ− 1

N
KLmϕ)−

2

N
ϕDiD

iN

=ϕ
(
R−K2 +KijK

ij
)
− 2

N
(KLmϕ+ ϕDiD

iN) ,
(5.6)

o que completa a decomposição do primeiro termo de (5.2).

Partindo agora para o segundo termo de (5.2), utilizamos inicialmente a relação de

completeza para o inverso da métrica no formalismo ADM, dada por [4]

gµν = qµν − nµnν , (5.7)

e o fato de a derivada covariante de um escalar ser igual à sua derivada ordinária, de

modo a termos

gµν∂µϕ∂νϕ = (qµν − nµnν)∇µϕ∇νϕ = qµν∇µϕ∇νϕ− nµnν∇µϕ∇νϕ . (5.8)

Estudando separadamente os dois termos da equação acima, vamos considerar para o

primeiro a relação entre a derivada covariante no espaço-tempo (M) dada pelo operador

∇ e a derivada covariante na hipersuperf́ıcie (Σt) dada por D. Essa relação é tal que [12]

DρT
α1...αp

β1...βq
= qα1

µ1
. . . q

αp

µq
qν1β1

. . . q
νq
βq
qσρ∇σT

µ1...µp

ν1...νq
. (5.9)

Para utilizá-la, devemos reescrever o termo como

qµν∇µϕ∇νϕ = qµi q
ν
j q

ij∇µϕ∇νϕ (5.10)

que, de (5.9), se torna

qµν∇µϕ∇νϕ = qijDiϕDjϕ , (5.11)

a decomposição desejada. Para o segundo termo nµnν∇µϕ∇νϕ, consideremos a relação

nµ∇µϕ =
1

N
Lmϕ , (5.12)

onde

Lmϕ = ϕ̇− LNϕ , (5.13)
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e

LNϕ = N iDiϕ , (5.14)

de modo que

nµ∇µϕ =
1

N

(
ϕ̇−N iDiϕ

)
. (5.15)

Levando em conta os mesmos passos acima para o termo nν∇νϕ, vamos ter que

nµnν∇µϕ∇νϕ =
1

N2

(
ϕ̇2 − 2ϕ̇N iDiϕ+N iN jDiϕDjϕ

)
=

1

N2

(
ϕ̇−N iDiϕ

)2

.
(5.16)

Portanto, considerando (5.11) e (5.16), o segundo termo de (5.2) fica decomposto como

ω

ϕ
gµν∂µϕ∂νϕ =

ω

ϕ

(
qijDiϕDjϕ− 1

N2
(ϕ̇−N iDiϕ)

2

)
. (5.17)

Sendo assim, podemos escrever a densidade Lagrangiana da teoria de BD em (5.2) na

decomposição (3 + 1) como

L(3+1)
ϕ =

√
q[Nϕ

(
R−K2 +KijK

ij
)
− 2(KLmϕ+ ϕDiD

iN)

− ω

Nϕ
(N2qijDiϕDjϕ− (ϕ̇−N iDiϕ)

2)−NU(ϕ)] .
(5.18)

Considerando novamente a relação (5.13) para o quarto termo da primeira linha da

equação acima, e a seguinte relação para o quinto termo

Di(ϕD
iN) = DiϕD

iN + ϕDiD
iN , (5.19)

vamos ter, considerando termos de contorno adequados na fronteira ∂Σt de modo a eli-

minar a derivada total acima:

L(3+1)
ϕ =

√
q[Nϕ

(
R−K2 +KijK

ij
)
− ω

Nϕ
(N2qijDiϕDjϕ− (ϕ̇−N iDiϕ)

2)

− 2K(ϕ̇−N iDiϕ)−NU(ϕ) + 2qijDiNDjϕ] .

(5.20)

Comparando este resultado com o obtido em [23]∗,

LADM =
√
q[Nϕ

(
R−K2 +KijK

ij
)
− ω

Nϕ
(N2qijDiϕDjϕ− (ϕ̇−N iDiϕ)

2)

+ 2K(ϕ̇−N iDiϕ)−NU(ϕ) + 2qijDiNDjϕ] ,

(5.21)

vamos notar que há uma diferença de sinal no termo linear em K. Isso se dá por conta da

definição global diferente de curvatura extŕınseca adotada em ambos os trabalhos. Para

o que segue, continuaremos com a definição adotada neste trabalho, a saber, eq. (4.93).

∗Aqui foi preservada a notação utilizada em [23] para denotar a densidade Lagrangiana na decom-

posição ADM.
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5.1.1 Momento canônico e Hamiltoniana

Nos é conveniente, agora, calcular os momentos conjugados (πN , πi, π
ij, πϕ) associados

a (N,N i, qij, ϕ). Para tanto, devemos notar de (5.20) que esta não depende de Ṅ e

Ṅ i, de modo que os momentos πN e πi associados às funções lapso N e deslocamento N i,

respectivamente, são fracamente nulos, uma vez que essas quantidades são não-dinâmicas.

Temos, então

πN :=
∂L(3+1)

ϕ

∂Ṅ
≈ 0 , (5.22)

πi :=
∂L(3+1)

ϕ

∂Ṅ i
≈ 0 , (5.23)

que são os chamados v́ınculos primários, de acordo [4]. Os demais momentos conjugados,

por sua vez, são:

πij :=
∂L(3+1)

ϕ

∂q̇ij
=
√
q

[
Nϕ(−2K

∂K

∂q̇ij
+ 2Kab∂Kab

q̇ij
)− 2

∂K

∂q̇ij
(ϕ̇−N iDiϕ)

]
=
√
q

[
ϕ(Kij −Kqij)− qij

N
(ϕ̇−N iDiϕ)

]
,

(5.24)

onde consideramos os resultados (4.98) e (4.99) obtidos na seção anterior, e

πϕ :=
∂L(3+1)

ϕ

∂ϕ̇
=
√
q

[
− ω

Nϕ
(−2ϕ̇+ 2N iDiϕ)− 2K

]
=
√
q

[
2ω

Nϕ
(ϕ̇−N iDiϕ)− 2K

]
.

(5.25)

Podemos ainda exprimir ϕ̇ em termos de πϕ, a saber:

ϕ̇ =
Nϕ

2ω

(
πϕ√
q
+ 2K

)
+N iDiϕ . (5.26)

Em posse desses resultados, podemos calcular a densidade Hamiltoniana associada a

(5.20), que é obtida considerando a seguinte transformação de Legendre:

H(3+1)
ϕ = πij q̇ij + πϕϕ̇− L(3+1)

ϕ . (5.27)

No entanto, antes de prosseguirmos é conveniente expressarmos o tensor curvatura extŕınseca

e seu traço em função do momento conjugado πij. De (5.24), obtemos

Kij =
1

ϕ

[
πij

√
q
+ ϕKqij +

qij

N
(ϕ̇−N iDiϕ)

]
, (5.28)
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que ainda não está totalmente completo. Para isso, devemos tomar o seu traço, o que

resulta em

K = qijK
ij =

1

ϕ

[
− π
√
q
+ 3Kϕ− 3

N
(ϕ̇−N iDiϕ)

]
=− 1

2ϕ

[
π
√
q
+

3

N
(ϕ̇−N iDiϕ)

]
,

(5.29)

e portanto, podemos reescrever o tensor curvatura extŕınseca como

Kij =
1

ϕ

[
1
√
q

(
πij − πqij

2

)
− qij

2N
(ϕ̇−N iDiϕ)

]
, (5.30)

onde π := qijπ
ij é o traço do momento conjugado associado. Com base nos resultados

acima, podemos também reescrever os momentos conjugados πij e πϕ. O primeiro é

trivial, de modo que substituindo (5.29) e (5.30) em (5.24), obtemos o próprio πij. Para

o segundo, precisamos substituir (5.29) em (5.25), obtendo

πϕ =
√
q

[
π

√
qϕ

+
(3 + 2ω)

Nϕ
(ϕ̇−N iDiϕ)

]
, (5.31)

o que permite, ainda, reescrever a derivada temporal da variável canônica ϕ (5.26) em

função deste,

ϕ̇ =
1
√
q

N

(3 + 2ω)
(ϕπϕ − π) +N iDiϕ . (5.32)

É conveniente, ainda, expressar q̇ij em função do momento conjugado. Para isso, devemos

substituir (5.30) em (4.92), o que dá:

q̇ij =
2N

ϕ
√
q

(
πij −

πqij
2

)
− qij

ϕ
(ϕ̇−N iDiϕ) +DjNi +DiNj . (5.33)

Por fim, antes de calcular a densidade Hamiltoniana em função dessas novas quantidades,

devemos também reescrever a densidade Lagrangiana L(3+1)
ϕ . Para isso, devemos calcular

explicitamente as contribuições do tensor curvatura extŕınseca em função dos momentos

conjugados. Sendo assim, a partir de (5.29) e (5.30), obtemos

K2 =
1

4ϕ2

[
π2

q
+

6π

N
√
q
(ϕ̇−N iDiϕ) +

9

N2
(ϕ̇−N iDiϕ)

2

]
, (5.34)

e

KijK
ij =

1

ϕ2q

(
πijπij −

π2

4

)
+
π

2

(ϕ̇−N iDiϕ)

N
√
qϕ2

+
3

4

(ϕ̇−N iDiϕ)
2

N2ϕ2
. (5.35)

Portanto, substituindo (5.29), (5.34) e (5.35) em (5.20) obtemos, após alguns passos

meramente algébricos,

L(3+1)
ϕ =

√
q

{
N

[
ϕR +

1

ϕq

(
πijπij −

π2

2

)]
+

3

2Nϕ
(ϕ̇−N iDiϕ)

2

− ω

Nϕ

(
N2qijDiϕDjϕ− (ϕ̇−N iDiϕ)

2

)
−NU(ϕ) + 2qijDiNDjϕ

}
,

(5.36)
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ou ainda,

L(3+1)
ϕ =

√
q

{
N

[
ϕR +

1

ϕq

(
πijπij −

π2

2

)]
+

(3 + 2ω)

2Nϕ
(ϕ̇−N iDiϕ)

2

− Nω

ϕ
DiϕD

iϕ−NU(ϕ)− 2NDiDiϕ

}
.

(5.37)

Entretanto, notemos que a expressão acima ainda depende da velocidade generalizada

ϕ̇. Devemos então substituir este valor por (5.32), de modo que reescrevemos o termo

associado a esta quantidade na equação acima como

(3 + 2ω)

2Nϕ
(ϕ̇−N iDiϕ)

2 =
(3 + 2ω)

2Nϕ

[
N2(ϕπϕ − π)2

q(3 + 2ω)2

]
=

1

2ϕq

(
N

3 + 2ω

)
(ϕπϕ−π)2 , (5.38)

o que completa a nossa decomposição, que fica expressa como

L(3+1)
ϕ =

√
q

{
N

[
ϕR +

1

ϕq

(
πijπij −

π2

2

)]
+

1

2ϕq

(
N

3 + 2ω

)
(ϕπϕ − π)2

− Nω

ϕ
DiϕD

iϕ−NU(ϕ)− 2NDiDiϕ

}
.

(5.39)

Sendo assim, tendo obtido a densidade Lagrangiana associada, devemos por fim calcular

os produtos entre os momentos canônicos e velocidades generalizadas de acordo com a

transformação de Legendre (5.27). Fazendo isso,

πij q̇ij =
2N

ϕ
√
q

(
πijπij −

π2

2

)
− π

ϕ
(ϕ̇−N iDiϕ) + πij(DjNi +DiNj)

=
2N

ϕ
√
q

(
πijπij −

π2

2

)
− π

ϕ
√
q

N

(3 + 2ω)
(ϕπϕ − π) + πij(DjNi +DiNj)

=
2N

ϕ
√
q

(
πijπij −

π2

2

)
− N

(3 + 2ω)

ππϕ√
q
+

N

(3 + 2ω)

π2

ϕ
√
q
+ πij(DjNi +DiNj) ,

(5.40)

e

πϕϕ̇ =
πϕ√
q

N

(3 + 2ω)
(ϕπϕ − π) + πϕN

iDiϕ

=
N

(3 + 2ω)

ϕπ2
ϕ√
q
− N

(3 + 2ω)

ππϕ√
q
+ πϕN

iDiϕ ,

(5.41)
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de modo que

πij q̇ij + πϕϕ̇ =
2N

ϕ
√
q

(
πijπij −

π2

2

)
− 2N

(3 + 2ω)

ππϕ√
q
+

N

(3 + 2ω)

π2

ϕ
√
q
+

N

(3 + 2ω)

ϕπ2
ϕ√
q

+ πij(DjNi +DiNj) + πϕN
iDiϕ

=
2N

ϕ
√
q

(
πijπij −

π2

2

)
+

1

ϕ
√
q

(
N

(3 + 2ω)

)
(π − ϕπϕ)

2

+ πij(DjNi +DiNj) + πϕN
iDiϕ ,

(5.42)

e portanto, de (5.27), vamos ter

H(3+1)
ϕ =

2N

ϕ
√
q

(
πijπij −

π2

2

)
+

1

ϕ
√
q

(
N

(3 + 2ω)

)
(π − ϕπϕ)

2

+ πij(DjNi +DiNj) + πϕN
iDiϕ− L(3+1)

ϕ , (5.43)

que após substituir L(3+1)
ϕ por (5.39), fornece a densidade Hamiltoniana na decomposição

ADM:

H(3+1)
ϕ =

√
q

[
N

(
−ϕR +

1

ϕq

(
πijπij −

π2

2

))
+
Nω

ϕ
DiϕD

iϕ+N2DiDiϕ+NV (ϕ)

+
1

2ϕq

(
N

3 + 2ω

)
(π − ϕπϕ)

2

]
+ πij(DjN

i +DiN
j) +N iDiϕπϕ . (5.44)

Considerando o fato de πij ser uma grandeza simétrica, para que o penúltimo termo da

equação acima seja diferente de zero devemos impor que a quantidade entre parênteses

seja simétrica. Fazendo isso,

πij(DjN
i +DiN

j) = 2πijDjN
i = −2N iDjπ

ij = −2N iDjπ
j
i . (5.45)

Sendo assim,

H(3+1)
ϕ =

√
q

[
N

(
−ϕR +

1

ϕq

(
πijπij −

π2

2

))
+
Nω

ϕ
DiϕD

iϕ+N2DiDiϕ+NV (ϕ)

+
1

2ϕq

(
N

3 + 2ω

)
(π − ϕπϕ)

2

]
− 2N iDjπ

j
i +N iDiϕπϕ , (5.46)

que completa o cálculo da densidade Hamiltoniana para a ação de BD (5.2) em função

das variáveis canônicas da decomposição (3 + 1) na hipersuperf́ıcie Σt, como desejado. A

partir deste resultado, podemos calcular a Hamiltoniana total realizando uma integração

em Σt, e em seguida calcular as equações de campo associadas. Entretanto, para os fins

que se fizeram necessários nesta seção, não realizaremos esse passo, que pode ser visto

com bastante detalhe em [23].
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Um resultado interessante a se observar a partir de (5.46) é que, no limite em que

ϕ = 1
2κ

(ou seja, da RG), e portanto πϕ = 2κπ, a densidade Hamiltoniana H(3+1)
ϕ reproduz

os resultados dados em (4.104), com os v́ınculos Hamiltoniano e de momento dados por

(4.110).

5.2 Modelo Padrão Estendido

Geralmente, espera-se que a Relatividade Geral e o Modelo Padrão (MP) da f́ısica de

part́ıculas não sejam as descrições definitivas da Natureza, mas sim teorias de campos

efetivas de baixa energia que descrevem com precisão a f́ısica nas escalas de energia dis-

pońıveis para nós. Este ponto de vista é motivado pela expectativa de que exista uma

única teoria unificada abrangendo todas as interações fundamentais conhecidas. Nesse

sentido, uma vez que o MP é uma teoria efetiva que descreve efeitos f́ısicos em escalas

de energia na ordem de GeV, se considerarmos a sua validade na escala de Planck ∼

1019 GeV, uma descrição da RG nessa escala deve fornecer uma nova f́ısica. Dessa forma,

deve-se propor desvios de prinćıpios fundamentais da RG.

A invariância local de Lorentz é uma das simetrias fundamentais da relatividade,

bem como do MP. Esta simetria fundamental implica que as medições realizadas em dois

experimentos idênticos movendo-se uniformemente um em relação ao outro devem fornecer

resultados iguais baseados nas mesmas leis da natureza conectadas por uma transformação

de Lorentz. Assim, a forma das leis da natureza não depende do estado de movimento

uniforme. Uma propriedade análoga existe para medições feitas com um aparelho e um

idêntico rotacionado. Este último ponto de vista é chamado de invariância de Lorentz da

part́ıcula.

No contexto da dinâmica do espaço-tempo, dizemos ainda que a RG é uma teoria cujas

leis são invariantes por difeomorfismos, ou seja, estabelecendo relações entre diferentes

pontos, curvas, etc. em uma variedade sem mudança de coordenadas. Em particular,

difeomorfismos são representados por mapeamentos suaves de uma variedade indo em si

mesma, ou seja, M → M.

Considerar desvios das simetrias fundamentais da RG foi então um caminho alternativo

para propor posśıveis modificações da RG em um ńıvel efetivo. Tais desvios podem ser

parametrizados pelo MPE, uma teoria de campos efetiva que permite testar e comparar os
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diferentes resultados experimentais. De uma maneira mais geral, o MPE descreve o MP

acoplado com a RG e inclui termos adicionais contendo informações acerca da violação

de Lorentz e difeomorfismo hipoteticamente causadas na escala de Planck.

A incorporação da violação de Lorentz no MPE ocorre através de campos de fundo que

surgem como valores esperados de vácuo não-nulos de campos tensoriais. Estes últimos

implicam direções privilegiadas do espaço-tempo e envolvem coeficientes de controle que

descrevem a intensidade da violação de Lorentz. Contrações adequadas de campos de

fundo com operadores de campo do MP resultam em expressões invariantes sob trans-

formações de coordenadas (transformações de Lorentz do observador). Em prinćıpio, o

MPE contém um número arbitrário de termos, mas é frequentemente truncado em ordem

inferior na dimensão de massa dos operadores de campo utilizados. Um truncamento

muito estudado é chamado de MPE mı́nimo e contém operadores de dimensão de massa

3 ou 4. O setor não-mı́nimo, por sua vez, contém operadores de campo com dimensão de

massa ≥ 5 [52].

Um mecanismo genérico e atrativo é a violação de Lorentz espontânea, estudada em

teoria de cordas e teoria de campos com gravidade, bem como teoria de campos não-

comutativa, gravitação quântica, dentre outras, como mostrado em [44]. Este mecanismo

incorpora, por sua vez, um campo de fundo dinâmico na descrição do MPE, possuindo

flutuações em torno do valor esperado de vácuo. Um modelo simples e completo que

descreve bem este mecanismo é o modelo de Bumblebee [55].

A densidade Lagrangiana do MPE gravitacional mı́nimo é uma modificação da La-

grangiana de Einstein-Hilbert (EH) que é invariante em relação às transformações gerais

de coordenadas, escrita da forma geral como

Lg =

√
−g
2κ

(
(4)R− 2Λ + (kR)µνρσ

(4)Rµνρσ
)
+ L′ , (5.47)

onde a ação associada se dá pela integração

S =

∫
M
d4xLg . (5.48)

Na expressão (5.47), o termo proporcional à ((4)R − 2Λ) se refere a EH, sendo Λ a cons-

tante cosmológica que comumente consideramos igual a zero, (kR)µνρσ representa os co-

eficientes de campo de fundo do MPE que se transformam como um quadri-tensor sob

transformações gerais de coordenadas, (4)Rµνρσ o tensor de curvatura de Riemann definido

no espaço-tempo M, e κ = 8πG, onde G é a constante gravitacional. O termo L′ aparece
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no caso em que os coeficientes surgem dinamicamente, como na quebra espontânea da

simetria de Lorentz, que consideraremos adiante.

Neste cenário de quebra espontânea, os coeficientes de (kR)µνρσ descritos na densidade

Lagrangiana (5.47) preservam a simetria local de Lorentz da part́ıcula e de difeomorfismo,

em contraste com uma quebra expĺıcita de simetria. No entanto, deve existir uma função

potencial definida em L′ que ao assumir valores esperados de vácuo não nulos numa escala

mı́nima de energia, quebra tais simetrias espontaneamente, como mostrado na figura (5.1).

Figura 5.1 – Quebra espontânea de simetria. Fonte: [43].

Os coeficientes deste tensor podem ser decompostos como

(kR)µνρσ
(4)Rµνρσ = −u(4)R + sµν(

(4)RT )µν + tµνρσC
µνρσ , (5.49)

onde ((4)RT )µν é o tensor de Ricci com traço nulo, e Cµνρσ é o tensor de curvatura de

Weyl. Os coeficientes u, sµν e tµνρσ são um escalar e tensores reais adimensionais, respec-

tivamente, carregando informações acerca da violação de Lorentz e difeomorfismo.

67



5.3 Formulação Hamiltoniana para o setor escalar do

MPE mı́nimo gravitacional

Como visto anteriormente, desvios das simetrias de Lorentz e difeomorfismo são consi-

derados como uma das alternativas para se estudar em um ńıvel efetivo o comportamento

da gravitação em escalas de comprimento muito pequenas. A densidade Lagrangiana dada

em (5.47) é uma possibilidade para tal descrição no contexto de uma quebra espontânea

de simetria. Sendo assim, fazendo a identificação ϕ→ 1
2κ

(1− u) na ação de Brans-Dicke

(5.2), sendo u = u(x) um campo de fundo escalar dinâmico, vamos ter a ação associada

da forma

Su =

∫
M
d4x

√
−g
2κ

(
(1− u)(4)R− ω

1− u
gµν∂µu∂νu− V (u)

)
+

1

κ

∮
∂M

d3x
√
q(1− u)K ,

(5.50)

onde os termos proporcionais à derivada do campo e o potencial V (u) dão a dinâmica da

teoria.

Fazendo a decomposição ADM de cada termo separadamente vamos obter, com base

em (5.6),

(1− u)(4)R =

[(
R +K2 +KijK

ij
)
+

2

N

(
LmK −DiD

iN
)]

−
[
u
(
R−K2 +KijK

ij
)
− 2

N

(
KLmu+ uDiD

iN
)]

,

(5.51)

onde consideramos novamente a relação

1

N
uLmK = −K2u− 1

N
KLmu , (5.52)

para rearranjar os termos desejados. Considerando agora (5.17), vamos ter

ω

1− u
gµν∂µu∂νu =

ω

1− u

(
qijDiuDju−

1

N2
(u̇−N iDiu)

2

)
, (5.53)

de forma totalmente análoga, fazendo apenas ϕ→ 1− u.

Sendo assim, considerando a relação (4.96) para a ação, podemos expressar a densidade

Lagrangiana associada a (5.50) como:

L(3+1)
u = L(0,u) + L(ω) + LV , (5.54)

onde

L(0) =
N
√
q

2κ

[(
R +K2 +KijK

ij
)
+

2

N

(
LmK −DiD

iN
)]

, (5.55)
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é a decomposição ADM da densidade Lagrangiana de Einstein-Hilbert (EH), e

L(u) =
−N√

q

2κ

[
u
(
R−K2 +KijK

ij
)
− 2

N

(
KLmu+ uDiD

iN
)]

, (5.56)

L(ω) =
−N√

q

2κ

[
ω

1− u

(
qijDiuDju−

1

N2
(u̇−N iDiu)

2

)]
, (5.57)

LV =
−N√

q

2κ
V (u) , (5.58)

as suas modificações.

De modo geral,

L(3+1)
u =

√
q

2κ

{
N(1− u)

(
R−K2 +KijK

ij
)
+ 2K(u̇−N iDiu)− 2 (1− u)DiD

iN

− ω

N(1− u)

(
N2qijDiuDju− (u̇−N iDiu)

2
)
−NV (u)

}
,

(5.59)

onde considerou-se a relação

1

N
LmK = nµ∇µK = ∇µ(n

µK)−K2 (5.60)

em (5.55) mais o termo de contorno adequado. A partir de (5.59), podemos calcular os

momentos canônicos associados. Fazendo isso, obtemos

πij :=
∂L(3+1)

u

∂q̇ij
=

√
q

2κ

[
(1− u)(Kij −Kqij) +

qji

N
(u̇−N iDiu)

]
, (5.61)

e

πu :=
∂L(3+1)

u

∂u̇
=

√
q

2κ

[
2ω

N(1− u)
(u̇−N iDiu) + 2K

]
. (5.62)

Assim como feito anteriormente, é conveniente expressar o tensor Kij e seu traço em

função do momento πij e seu traço. Sendo assim, do resultado (5.61), obtemos

Kij =
1

(1− u)

[
2κ
πij

√
q
− qij

N
(u̇−N iDiu)

]
+Kqij , (5.63)

onde, tomando o seu traço,

K = − 1

2(1− u)

[
2κ

π
√
q
− 3

N
(u̇−N iDiu)

]
, (5.64)

e portanto,

Kij =
1

(1− u)

[
2κ
√
q

(
πij − πqij

2

)
+
qij

2N
(u̇−N iDiu)

]
. (5.65)

Uma vez que devemos expressar todos os nossos resultados em função apenas dos momen-

tos conjugados, substituiremos as quantidades acima onde for necessário. Inicialmente,

substitúımos (5.64) em (5.62), o que dá

πu =

√
q

2κ

[
−2κ

π
√
q(1− u)

+
3 + 2ω

N(1− u)
(u̇−N iDiu)

]
, (5.66)
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e nos permite expressar a velocidade generalizada u̇ como

u̇ =
2κ
√
q

N

(3 + 2ω)

[
(1− u)πu + π

]
+N iDiu . (5.67)

Considerando reescrever a densidade L(3+1)
u , devemos ainda obter K2 e KijKij. Fazendo

isso, obtemos, após alguns passos algébricos:

K2 =
1

4(1− u)2

[
4κ2

q
π2 − 2κ

√
q

6π

N
(u̇−N iDiu) +

9

N2
(u̇−N iDiu)

2

]
, (5.68)

e

KijKij =
1

(1− u)2

[
4κ2

q

(
πijπij −

π2

4

)
− 2κ

√
q

π

2N
(u̇−N iDiu) +

3

4N2
(u̇−N iDiu)

2

]
.

(5.69)

Portanto, substituindo essas duas últimas equações, além de (5.64) e (5.67) na densidade

Lagrangiana (5.59), vamos conseguir:

L(3+1)
u =

√
q

2κ

{
N

[
(1− u)R +

1

(1− u)q

(
πijπ

ij − π2

2

)]
+

1

2(1− u)q

(
N

(3 + 2ω)

)
× [(1− u)πu + π]2 − Nω

(1− u)
DiuD

iu−NV (u)− 2(1− u)DiD
iN

}
.

(5.70)

A fim de calcular a densidade Hamiltoniana associada, devemos utilizar a transformação

de Legendre

H(3+1)
u = πij q̇ij + πuu̇− L(3+1)

u . (5.71)

Para isso, precisamos obter a única quantidade restante (q̇ij). Sendo assim, substitúımos

(5.65) em (4.92), de modo a ter

q̇ij =
2N

(1− u)

[
1
√
q

(
πij −

πqij
2

)]
+

qij
(1− u)

(
u̇−N iDiu

)
+DjNi +DiNj , (5.72)

ou ainda,

q̇ij =
2N

(1− u)

[
1
√
q

(
πij −

πqij
2

)]
+

qij
(1− u)

√
q

N

(3 + 2ω)
[(1− u)πu + π] +DjNi +DiNj ,

(5.73)

após substituir u̇ por (5.67).

Portanto, multiplicando (5.67) por πu, (5.73) por πij, e subtraindo o resultado de
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(5.70), chegamos ao resultado esperado, ou seja,

H(3+1)
u =

√
q

2κ

{
N

[
− (1− u)R +

4κ2

(1− u)q

(
πabπ

ab − π2

2

)
+

2κ2

(1− u)q

1

3 + 2ω

[
π + (1− u)πu

]2
+

ω

1− u
DauD

au+ V (u)

]
+ 2(1− u)DaDaN

}
+ 2π b

a DbN
a + πuN

aDau ,

(5.74)

que também pode ser expressa da forma a seguir, de maneira mais conveniente:

H(3+1)
u =

√
q

2κ

{
N

[
− (1− u)R +

4κ2

(1− u)q

(
πabπ

ab − π2

2

)
+

2κ2

(1− u)q

1

3 + 2ω

[
π + (1− u)πu

]2
+

ω

1− u
DauD

au− 2DaDau+ V (u)

]}
+Na

[
− 2Dbπ

b
a +Dauπu

]
,

(5.75)

que pode ser identificada como

H(3+1)
u = NH +N iHi , (5.76)

onde definimos

H =

√
q

2κ

[
− (1− u)R +

4κ2

(1− u)q

(
πijπ

ij − π2

2

)
+

2κ2

(1− u)q

1

3 + 2ω

[
π + (1− u)πu

]2
+

ω

1− u
DiuD

iu− 2DiDiu+ V (u)

]
,

(5.77)

como sendo o v́ınculo Hamiltoniano, e

Hi = −2Djπ
j
i +Diuπu , (5.78)

como v́ınculo do momento. O Hamiltoniano é dado pela integração na hipersuperf́ıcie da

densidade Hamiltoniana associada, da forma

H(3+1)
u =

∫
Σt

d3yH(3+1)
u . (5.79)
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Podemos notar ainda que no limite em que u = 0, ω = 0 e V (u) = 0, ou ainda (ϕ = 1), a

densidade Hamiltoniana (5.75) se torna

H(3+1)
u =

√
q

2κ

{
N

[
−R +

4κ2

q

(
πabπ

ab − π2

2

)
+

2κ2

q

1

3 + 2ω

[
π + πu

]2
− 2NaDbπ

b
a

}
,

(5.80)

onde, considerando que neste limite temos πu = −π , reproduz-se o resultado obtido

para a ação de Einstein-Hilbert (4.104), como era de se esperar, da mesma forma que em

(5.46). Podemos deduzir então que esse limite confirma completamente o mapeamento

ϕ→ 1
2κ
(1− u) em (5.46).

5.3.1 Equações de campo de Hamilton e geradores de difeomor-

fismos

Dado que a RG é uma teoria de campo sujeita a v́ınculos, é conveniente fazer uso

da formulação Hamiltoniana para a análise de tais v́ınculos, bem como das equações

de movimento correspondentes. Para isso, consideraremos o formalismo desenvolvido na

seção (2.3) para uma teoria de campos.

Das equações (5.22) e (5.23) notamos o primeiro conjunto de v́ınculos da nossa teoria,

relacionados às funções lapso e deslocamento, respectivamente. De acordo com [4], tais

v́ınculos são chamados de primários, devido a Bergmann, pois seguem diretamente do

fato de a densidade Lagrangiana ser independente de Ṅ e Ṅ i.

Portanto, no contexto da RG, o conjunto dos momentos conjugados Π é dado por πN

e πi, o que leva ao seguinte conjunto de v́ınculos secundários:

{πN , Hu} = −H ≈ 0 , (5.81)

{πi, Hu} = −Hi ≈ 0 , (5.82)

calculados a partir da definição (2.33), sendo Hu dado por (5.79), o que mostra o porquê

H e Hi são de fato considerados v́ınculos. O parêntese de Poisson de tais v́ınculos com as

variáveis dinâmicas da teoria em estudo fornecem as equações de campo correspondentes,

e consequentemente a descrição do espaço de fase gravitacional. Veremos que tais v́ınculos

são ainda reconhecidos como os geradores de difeomorfismos da teoria.
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No que segue, iremos calcular parênteses de Poisson das variáveis dinâmicas qij(x),

u(x) e dos momentos canônicos πij(x), πu(x) com os v́ınculos Hamiltoniano e de momento,

de acordo com a definição (2.33). Sendo assim, considerando inicialmente o v́ınculo de

momento da eq. (5.78):{
qij(x),

∫
Σt

d3yN i(y)Hi(y)

}
= −2

δ

δπij(x)

∫
Σt

d3y
√
qN i(y)Dj

(
πi

j(y)
√
q

)
= 2

δ

δπij(x)

∫
Σt

d3yπi
jDjN

i(y)

= 2
δ

δπij(x)

∫
Σt

d3yqil(y)π
lj(y)DjN

i

=
δ

δπij(x)

∫
Σt

d3y

(
qlc(y)π

ml(y)DmN
c + qmc(y)π

mk(y)DkN
c

)
(5.83)

onde usamos o fato de que qij(x) e πij(x) são variáveis independentes. Considerando a

seguinte propriedade da derivada funcional

δ

δf(x)

∫
dny · · · =

∫
dny

δ

δf(x)
· · · , (5.84)

vamos ter{
qij(x),

∫
Σt

d3yN i(y)Hi(y)

}
=

∫
Σt

d3y

(
qlc(y)

δπml(y)

δπij(x)
DmN

c + qmc(y)
δπmk(y)

δπij(x)
DkN

c

)
.

(5.85)

Considerando agora os funcionais genéricos

Xx[ψα] = ψα(x, t) =

∫
d3x′δ(x− x′)ψα(x

′, t) , (5.86)

e

Yx[π
β] = πβ(x, t) =

∫
d3x′δ(x− x′)πβ(x′, t) , (5.87)

obtemos as relações

δψα(x, t)

δψγ(x′, t)
= δα

γδ(x− x′) ,

δπβ(x, t)

δπγ(x′, t)
= δγ

βδ(x− x′) ,

(5.88)
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de modo que reescrevemos (5.85) como{
qij(x),

∫
Σt

d3yN i(y)Hi(y)

}
=

∫
Σt

d3y

(
qlc(y)δi

mδj
lδ(x− y)DmN

c

+ qmc(y)δi
mδj

kδ(x− y)DkN
c

)
=

∫
Σt

d3y

(
qjc(y)δ(x− y)DiN

c + qic(y)δ(x− y)DjN
c

)
= qjc(x)DiN

c + qic(x)DjN
c

= LNqij(x) , (5.89)

onde LNqij(x) é a derivada de Lie ao longo do campo vetorial tri-dimensional N definido

pelas componentes da função deslocamento N i. Se compararmos o resultado acima com

a equação de campo de Hamilton

q̇ij =
δH

δπij
= DiNj +DjNi + 2NKij , (5.90)

notamos que tais equações são iguais a menos do termo 2NKij, que está associado ao

parêntese de Poisson de qij(x) com o v́ınculo Hamiltoniano H. Veremos mais à frente, de

forma expĺıcita, que tal sentença é verdadeira.

Calculando agora o parêntese de Poisson da variável dinâmica u(x) com o v́ınculo de

momento, vamos ter{
u(x),

∫
Σt

d3yN i(y)Hi(y)

}
=

δ

δπu(x)

∫
Σt

d3yN i(y)πu(y)Diu(y)

=

∫
Σt

d3y
δπu(y)

δπu(x)
N i(y)Diu(y)

=

∫
Σt

d3yδ(x− y)N i(y)Diu(y)

=N i(x)Diu(x) = LNu(x) , (5.91)

e notamos novamente que o resultado será uma derivada de Lie ao longo das componentes

N i do vetor deslocamento. Tal padrão não é uma surpresa, e veremos mais a frente o que

isso significa.

Após trabalhar com as variáveis canônicas, consideremos agora seguir os passos acima

para os momentos canônicos associados. Sendo assim, para πij(x), obtemos{
πij(x),

∫
Σt

d3yN i(y)Hi(y)

}
=2

δ

δqij(x)

∫
Σt

d3y
√
qN i(y)Dj

(
πi

j(y)
√
q

)
=− 2

δ

δqij(x)

∫
Σt

d3yqnl(y)π
mn(y)DmN

l .

(5.92)
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É conveniente aqui considerar a variação do integrando de maneira expĺıcita. Fazendo

isso,

δ

(
− 2

∫
Σt

d3yqnl(y)π
mn(y)DmN

l

)
= −2

∫
Σt

d3y

(
δqnl(y)π

mn(y)DmN
l + qnl(y)π

mn(y)δDmN
l

)
.

(5.93)

Considerando a definição de derivada covariante em Σt

DiN
j =

∂N j

∂xi
+ Γj

iλN
λ , (5.94)

reescrevemos a equação acima como

δ

(
− 2

∫
Σt

d3yqnl(y)π
mn(y)DmN

l

)
= −2

∫
Σt

d3y

(
δqnl(y)π

mn(y)DmN
l + qnl(y)π

mn(y)δΓl
mλN

λ

)
.

(5.95)

Considerando agora a definição da variação do śımbolo de Christoffel (A.21) vamos ter,

para o segundo termo do lado direito da equação acima,

δΓl
mλ =

1

2
qlk (Dmδqkλ +Dλδqmk −Dkδqmλ) , (5.96)

de modo que

qnlπ
mnδΓl

mλN
λ =

1

2
qnlπ

mnqlk (Dmδqkλ +Dλδqmk −Dkδqmλ)N
λ

=
1

2
δknπ

mn (Dmδqkλ +Dλδqmk −Dkδqmλ)N
λ

=
1

2
πmk (Dmδqkλ +Dλδqmk −Dkδqmλ)N

λ .

(5.97)

Na última linha da equação acima podemos notar uma antissimetria nos ı́ndices (m, k) do

primeiro e terceiro termos entre parênteses. Dado que πmk é um tensor simétrico, vamos

ter então que

qnlπ
mnδΓl

mλN
λ =

1

2
πmkNλDλδqmk , (5.98)

e, portanto,

δ

(
− 2

∫
Σt

d3yqnl(y)π
mn(y)DmN

l

)
= −2

∫
Σt

d3y

(
δqnl(y)π

mn(y)DmN
l(y)

+
1

2
πmσ(y)N l(y)Dlδqσm(y)

)
.

(5.99)
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Para o primeiro termo do lado direito da igualdade acima, consideremos a definição de

um tensor simétrico para reescrevê-lo como

2δqnl(y)π
mn(y)DmN

l(y) = δqnc(y)π
kn(y)DkN

c(y) + δqlc(y)π
lk(y)DkN

c(y) , (5.100)

enquanto que para o segundo termo, utilizaremos a definição de derivada total, de modo

que

πmσ(y)N l(y)Dlδqσm(y) =Dl

(
πmσ(y)N l(y)δqσm(y)

)
− δqσm(y)π

mσ(y)DlN
l(y)− δqσm(y)N

l(y)Dlπ
mσ(y) ,

(5.101)

onde o termo de derivada total é eliminado sob integração. Sendo assim, rearranjando

todos os termos acima, vamos ter:

δ

(
− 2

∫
Σt

d3yqnl(y)π
mn(y)DmN

l

)
=

∫
Σt

d3y

(
− δqnc(y)π

kn(y)DkN
c(y)

− δqlc(y)π
lk(y)DkN

c(y) + δqσm(y)π
mσ(y)DlN

l(y) + δqσm(y)N
l(y)Dlπ

mσ(y)

)
.

(5.102)

Por fim, devemos considerar a equação acima com respeito à variação δqij(x), o que leva

a:

δ

(
− 2

∫
Σt

d3yqnl(y)π
mn(y)DmN

l

)
=

∫
Σt

d3y

(
− δn

iδc
jδ(x− y)πkn(y)DkN

c(y)

− δc
iδl

jδ(x− y)πlk(y)DkN
c(y) + δσ

iδm
jδ(x− y)πmσ(y)DlN

l(y)

+ δσ
iδm

jδ(x− y)N l(y)Dlπ
mσ(y)

)
, (5.103)

o que resulta em∫
Σt

d3y

(
− δ(x− y)πik(y)DkN

j(y)−δ(x− y)πjk(y)DkN
i(y)

+ δ(x− y)πij(y)DkN
k(y) +Nk(y)Dkπ

ij(y)

)
.

(5.104)

Realizando as integrações,

δ

(
− 2

∫
Σt

d3yqnl(y)π
mn(y)DmN

l

)
=Nk(x)Dkπ

ij(x) + πij(x)DkN
k(x)

− πik(x)DkN
j(x)− πjk(x)DkN

i(x) ,

(5.105)

de modo que, substituindo em (5.92), vamos ter{
πij(x),

∫
Σt

d3yN i(y)Hi(y)

}
= LNπ

ij(x) , (5.106)
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onde identificamos

LNπ
ij(x) = Nk(x)Dkπ

ij(x)+πij(x)DkN
k(x)−πik(x)DkN

j(x)−πjk(x)DkN
i(x) (5.107)

como a derivada de Lie de πij(x) ao longo de N. Se compararmos a equação acima

com LNqij(x) (5.89), notamos a presença de dois termos a mais. O primeiro se dá pela

conservação da derivada covariante de qij. O segundo é explicado levando-se em conta

que πij não é um mero quadritensor de segunda ordem, mas uma densidade tensorial†.

Assim, uma contribuição adicional surge para a derivada de Lie por causa do fator
√
q,

que está implicitamente contido em πij [29].

Finalmente, consideremos o parêntese de Poisson do momento canônico πu com o

v́ınculo de momento. De forma direta, seguindo alguns passos da operação anterior:{
πu(x),

∫
Σt

d3yN i(y)Hi(y)

}
=− δ

δu(x)

∫
Σt

d3yπu(y)Diu(y)N
i(y)

=− δ

δu(x)

∫
Σt

d3y

(
Di(u(y)N

i(y)πu(y))− u(y)Diπu(y)N
i(y)

− u(y)πu(y)DiN
i(y)

)
=

δ

δu(x)

∫
Σt

d3y

(
u(y)Diπu(y)N

i(y) + u(y)πu(y)DiN
i(y)

)
=

∫
Σt

d3yδ(x− y)

(
Diπu(y)N

i(y) + πu(y)DiN
i(y)

)
=πu(x)DiN

i(x) +N i(x)Diπu(x) = LNπu(x) , (5.110)

onde identificamos

LNπu(x) = πu(x)DiN
i(x) +N i(x)Diπu(x) . (5.111)

Dessa forma, notamos a partir das equações (5.89), (5.91), (5.106) e (5.110) que
∫
d3yN lHl

é o gerador de difeomorfismos espaciais em Σt das variáveis dinâmicas (qij, u, π
ij, πu), e

†Para um dado tensor de ordem (k, l), a correspondente densidade tensorial é definida como [24]:

T α1α2...αk

β1β2...βl
=

√
|g|

W
Tα1α2...αk

β1β2...βl
(5.108)

onde g = det(gµν) e W ∈ R é o peso da densidade tensorial. Com essa definição, a derivada covariante

de uma densidade tensorial é uma generalização direta (usando ∇µgαβ = 0, então ∇µg = 0):

∇µT α1α2...αk

β1β2...βl
=

√
|g|

W
∇µ

[T α1α2...αk

β1β2...βl√
|g|

W

]
=

√
|g|

W
∇µT

α1α2...αk

β1β2...βl
. (5.109)
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de qualquer função F (qij, u, π
ij, πu) destas, em particular as densidades funcionais H e

Hi [26, 27]. Em outras palavras, qualquer variação do tipo F̃ → F + δF ao longo de Σt é

dada pelo parêntese de Poisson entre essas funções e
∫
d3yN lHl. No caso das densidades

H e Hi vamos ter, a partir de [27]:{
Hi(x),

∫
Σt

d3yN l(y)Hl(y)

}
= LNHi(x) , (5.112)

onde identificamos

LNHi(x) = N l∂lHi +Hl∂iN
l +Hi∂lN

l , (5.113)

e {
H(x),

∫
Σt

d3yN l(y)Hl(y)

}
= LNH(x) , (5.114)

onde

LNH(x) = N l∂lH +H∂lN l . (5.115)

Da mesma forma que na mecânica clássica o momento é o gerador de translações,

difeomorfismos espaciais nesse caso estão relacionados a deformações espaciais em Σt que

são tangentes à hipersuperf́ıcie e são descritas pelo campo vetorial espacial N através da

derivada direcional (derivada de Lie) LNϕ(x), como mostrado na seção (3.5).

Para confirmar o primeiro conjunto de equações de campo de Hamilton, a saber,

associada à variável dinâmica qij(x), devemos calcular o seguinte parêntese de poisson:{
qij(x),

∫
Σt

d3yH(y)N(y)

}
, (5.116)

sendo H(y) o v́ınculo Hamiltoniano dado por (5.77). Dado que qij é independente de π
ij,

vamos ter{
qij(x),

∫
Σt

d3yH(y)N(y)

}
=

∫
Σt

d3y

(
δqij(x)

δqij(x)

δH(y)

δπij(x)
N(y)

)
=

∫
Σt

d3yN(y)
δH(y)

δπij(x)
.

(5.117)

Considerando a variação de H separadamente vamos ter, para o primeiro termo de (5.77),

a variação do escalar de Ricci. Reescrevendo este termo como

R = qabRab , (5.118)

sendo Rab o tensor de Ricci, vamos ter

δR = δqabRab + qabδRab , (5.119)
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onde, de acordo com (A.2) e (A.10)

δqab = −qamδqmnq
nb , (5.120)

δRab = DlδΓ
l
ab −DaδΓ

l
lb , (5.121)

sendo δΓl
ab dado por (A.21) novamente. Portanto, uma vez que todos esses termos são

independentes de πij,
δR

δπij
= 0 . (5.122)

Para o segundo termo de H, consideremos a relação πab = πcdqacqdb, de modo que

δ

δπij

(
πabπ

ab − π2

2

)
=

δ

δπij
(πcdπabqacqdb)−

1

2

δπ2

δπij
. (5.123)

Calculando separadamente cada um dos termos acima, temos:

δ

δπij
(πcdπabqacqdb) =

(
δπab

δπij
πcd +

δπcd

δπij
πab

)
qcaqbd

=2πcdqacqbd
δπab

δπij

=2πabδ
a
i δ

b
jδ(x− y)

=2πij(y)δ(x− y) ,

(5.124)

e

δπ2

δπij
=

δ

δπij
(πabqabπ

cdqcd) =
πab

δπij
qabπ + qcdπ

δπcd

δπij

=

(
δai δ

b
jqabπ + δci δ

d
j qcdπ

)
δ(x− y)

=2π(y)qij(y)δ(x− y) ,

(5.125)

de modo que
δ

δπij

(
πabπ

ab − π2

2

)
= (2πij(y)− π(y)qij(y))δ(x− y) . (5.126)

Por fim, o próximo termo não trivial de H é o terceiro, onde temos

δ

δπij
(π + (1− u)πu)

2 =
δ

δπij
(π2 + 2(1− u)ππu + (1− u)2πu

2)

=
δπ2

δπij
+ 2(1− u)πu

δπ

δπij
.

(5.127)

Note que o primeiro termo já foi calculado em (5.125). Para o segundo, seguimos os

mesmos passos, considerando π = πabqab, obtendo

δπ

δπij
=
δ(πabqab)

δπij
= qab

δπab

δπij
= qij(y)δ(x− y) . (5.128)
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Sendo assim,

δ

δπij
(π + (1− u)πu)

2 =(2π(y)qij(y) + 2qij(y)(1− u)πu(y))δ(x− y)

=2qij(y)(π(y) + (1− u)πu(y))δ(x− y) .

(5.129)

Portanto, substituindo (5.122), (5.126) e (5.129) em (5.117), obtemos{
qij(x),

∫
Σt

d3yH(y)N(y)

}
=

∫
Σt

d3yδ(x− y)
N(y)

√
q

2κ

[
4κ2

(1− u)q
2

(
πij(y)−

π(y)

2
qij(y)

)
+

2κ2

(1− u)q

1

(3 + 2ω)
2qij(y)(π(y) + (1− u)πu(y))

]
,

(5.130)

que, após realizar a integração, resulta em{
qij(x),

∫
Σt

d3yH(y)N(y)

}
=

2κN(x)
√
q(1− u)

[
2

(
πij(x)−

π(x)

2
qij(x)

)
+

qij(x)

(3 + 2ω)
((1− u)πu(x) + π(x))

]
=2N(x)Kij(x)

=Lmqij(x) . (5.131)

O conjunto de equações (5.131) juntamente com (5.89) corrobora com (5.73). Isso con-

firma a validade do primeiro conjunto de equações de campo de Hamilton:

q̇ij(x) =

{
qij(x),

∫
Σt

d3yHu(y)

}
, (5.132)

com Hu dado por (5.79). Tais equações são interpretadas como identidades geométricas

e não devem ser modificadas desde que a geometria Riemanniana seja tomada como

fundamento da teoria de gravidade modificada [30]. A equação (5.131) fornece ainda uma

relação fundamental no contexto do formalismo ADM, dada por

Kab =
1

2N
Lmqab , (5.133)

ou seja, a curvatura extŕınseca nos permite dar uma medida da variação da métrica

tridimensional em relação ao tempo introduzido pela folheação, quer dizer, Kab contém

essencialmente a informação sobre a “derivada temporal”de qab.

Calcularemos agora a equação de campo associada ao campo u(x). De forma direta,{
u(x),

∫
Σt

d3yH(y)N(y)

}
=

∫
Σt

d3yN(y)
δH(y)

δπu
. (5.134)
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Dado que o único termo dependente de πu em (5.77) é o terceiro, temos que

δH(y)

δπu
= 2(1− u)(π + (1− u)πu)δ(x− y) , (5.135)

e, portanto,{
u(x),

∫
Σt

d3yH(y)N(y)

}
=

√
qN

2κ

[
2κ2

(1− u)q

1

(3 + 2ω)
2(1− u)(π + (1− u)πu)

]
=
2κN(x)
√
q

1

(3 + 2ω)

[
π(x) + (1− u(x))πu(x)

]
=Lmu(x) . (5.136)

Tal resultado, juntamente com (5.91), complementa o segundo conjunto de equações de

campo de Hamilton para u, dada por

u̇(x) =

{
u(x),

∫
Σt

d3yHu(y)

}
=
2κN(x)
√
q

1

(3 + 2ω)

[
π(x) + (1− u(x))πu(x)

]
+N i(x)Diu(x) . (5.137)

Este resultado, assim como q̇ij(x), representa uma identidade geométrica satisfeita por

u(x) nas hipersuperf́ıcies, e não envolve qualquer informação dinâmica acerca do campo

de fundo.

Podemos notar de (5.131) e (5.136) que a quantidade
∫
Σt
d3yH(y)N(y), proporcional

ao v́ınculo Hamiltoniano, atua como o gerador de difeomorfismos na direção normal a

Σt conectado ao quadri-vetor mµ. Para ilustrar melhor o significado da derivada de Lie

ao longo de mµ, consideremos um campo vetorial ν⃗ tangente a uma hipersuperf́ıcie Σt

definido entre os pontos p e q. Ao transportarmos este pelas linhas de campo de m por

um difeomorfismo Φδt para uma hipersuperf́ıcie vizinha Σt+δt, a derivada de Lie de ν⃗ ao

longo de m é então definida pela diferença entre o valor do campo vetorial ν⃗ no ponto

ϕδt(p), i.e. ν⃗(t + δt), e o vetor transportado de Σt ao longo das linhas de campo de m,

i.e. ϕδtν⃗(t):

Lmν⃗(t+ δt) = lim
δt→0

[
ν⃗(t+ δt)− ϕδtν⃗(t)

δt

]
, (5.138)

representada pela figura (5.2),
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p q

ϕδt(p)
ϕδt(q)

δt m(p) δt m(q)

ϕδtν(t)

ν(t)

ν(t+ δt)

mµ

Σt

Σt+δt

Figura 5.2 – Construção geométrica da derivada de Lie ao longo de mµ.

Note que a definição (5.138) é análoga a (3.63) para uma derivada de Lie ao longo de

uma única variedade do espaço-tempo (que se aplica diretamente para hipersuperf́ıcies).

Continuando com o cálculo das equações de Hamilton, busquemos agora complementar

o conjunto de equações dinâmicas do nosso sistema. Calculemos agora o parêntese de

Poisson do momento canônico πij(x) com o v́ınculo Hamiltoniano de modo a obter o

conjunto de equações de campo associado a esta variável dinâmica. Devido à extensão

dos cálculos, o passo a passo pode ser consultado no apêndice (B). Considerando apenas

o resultado final, vamos ter:{
πij(x),

∫
Σt

d3yN(y)H(y)

}
= − 1

2κ

{
√
q

[
(1− u)NGij +DaDa[(1− u)N ]qij

−DiDj[(1− u)N ]

]
+

4κ2N

(1− u)
√
q

[
2

(
πicπj

c −
ππij

2

)
− qij

2

(
πabπ

ab − π2

2

)]
+

2κ2N

(1− u)
√
q

1

3 + 2ω

[
2πij(π + (1− u)πu)−

qij

2
(π + (1− u)πu)

2

]
+
√
q

[
Nω

1− u

(
qij

2
DauD

au−DiuDju

)
+

(
qijDaNDau− 2DiNDju

)
+
qij

2
NV (u)

]}
.

(5.139)

onde tem-se uma dependência impĺıcita em (x). Este resultado, juntamente com (5.106)

dá o conjunto de equações de campo de Hamilton para πij(x),

π̇ij(x) =

{
πij(x),

∫
Σt

d3yHu(y)

}
. (5.140)

Tal conjunto de equações dá informações acerca da dinâmica do espaço de fase em questão

modificado pela presença do campo escalar u(x), e corresponde à projeção puramente
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espacial das equações de Einstein modificadas (4)Gij = κ(4)T ij na hipersuperf́ıcie Σt [25].

Como citado no último parágrafo da seção (4.9), onde obtivemos a Hamiltoniana da RG,

a eq. (5.140) representa um conjunto de 6 equações independentes, que juntamente com

(5.77) e (5.78) completam as projeções das equações de Einstein modificadas ao longo de

direções distintas à hipersuperf́ıcie.

Devemos notar ainda que no limite em que u = 0, ω = 0, onde πu = −π, as equações

de campo para πij(x) no contexto da RG na decomposição (3+1) devem ser recuperadas.

Portanto, fazendo isso em (5.139), e somando com o resultado dado por (5.106), vamos

obter:

π̇ij(x) =
1

2κ

{
√
q

[
−NGij − qijDaDaN +DiDjN

]
− 4κ2N

√
q

[
2

(
πicπj

c −
ππij

2

)
− qij

2

(
πabπ

ab − π2

2

)]}
+NkDkπ

ij + πijDkN
k − 2DkN

(iπj)k ,

(5.141)

que está de acordo com o resultado previsto, como pode ser observado em [25], por

exemplo.

Por fim, consideremos agora confirmar o conjunto de equações de campo para o mo-

mento canônico associado ao campo de fundo u(x). De maneira direta,{
πu(x),

∫
Σt

d3yN(y)H(y)

}
= −

∫
Σt

d3yN(y)
δH(y)

δu(x)
, (5.142)

que após alguns cálculos que podem ser consultados no apêndice (B), vamos ter como

resultado final:{
πu(x),

∫
Σt

d3yN(y)H(y)

}
= −

√
q

2κ

[
NR +

4κ2N

q(1− u)2

(
πabπ

ab − π2

2

)
+

2κ2N

q(3 + 2ω)

(
π2

(1− u)2
− π2

u

)
−

(
NωDiuD

iu

(1− u)2
+

2ω

(1− u)
(DiND

iu+NDiD
iu)

)
− 2DiD

iN +N
dV (u)

du

]
,

(5.143)

onde novamente considera-se uma dependência impĺıcita em (x), que juntamente com

(5.110) dá a equação de campo para a variável πu(x),

π̇u(x) =

{
πu(x),

∫
Σt

d3yHu(y)

}
, (5.144)

que descreve a dinâmica do campo de fundo u(x) no espaço-tempo. Essas últimas são

uma implicação da quebra de difeomorfismos espontânea e não ocorrem no caso de uma

quebra de simetria expĺıcita.
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5.4 Álgebra de v́ınculos

Para podermos fazer uma contagem precisa sobre o número de graus de liberdade

f́ısicos em uma teoria da gravidade modificada, precisamos entender a evolução temporal

de todos os v́ınculos. Uma aplicação do algoritmo de Dirac-Bergmann [38] fornecerá o

número total de v́ınculos, e também nos dirá se surgem v́ınculos adicionais além daqueles

da RG.

Obtemos em (5.81) e (5.82) um conjunto de v́ınculos secundários, a saber H ≈ 0 e

Hi ≈ 0. Agora, os v́ınculos secundários devem ser sujeitos à evolução temporal. Para

isso, é necessário calcular o parêntese de Poisson destes com o Hamiltoniano total (5.75).

Uma demonstração detalhada e elegante desses cálculos pode ser consultada em [33].

Os resultados são expressos da forma:{
Hi(x

′),Hj(x
′′)

}
= Hi(x

′)∂jδ(x
′ − x′′)−Hj(x

′′)∂iδ(x
′′ − x′) , (5.145){

H(x′),H(x′′)

}
= Hc(x

′)∂cδ(x′ − x′′)−Hc(x
′′)∂cδ(x′′ − x′) , (5.146){

Hi(x
′),H(x′′)

}
= H(x′)∂iδ(x

′ − x′′) , (5.147)

que é a representação canônica da álgebra de v́ınculos (ou difeomorfismos) entre os

v́ınculos de momento e Hamiltoniano, na hipersuperf́ıcie. Tal álgebra é uma consequência

para que a dinâmica do campo se desenvolva de forma consistente com a cinemática das

deformações das hipersuperf́ıcies, de acordo com [28].

De forma alternativa, se definimos

H[N ] :=

∫
Σt

d3y N(y)H(y) , (5.148a)

P [N] :=

∫
Σt

d3y N c(y)Hc(y) , (5.148b)

podemos representar a álgebra de difeomorfismos como:

{P [N], P [N′]} = P [(N ·D)N′ − (N′ ·D)N] , (5.149a)

{P [N], H[N ]} = H[(N ·D)N ] , (5.149b)

{H[N ], H[N ′]} = P [NDN ′ −N ′DN ] , (5.149c)

de acordo com [33], sendo N a função lapso e N o vetor deslocamento. Tal estrutura de

álgebra é t́ıpica de v́ınculos de primeira classe, o que implica que a evolução temporal dos
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v́ınculos secundários não geram novos v́ınculos adicionais. Além disso, possui a mesma

estrutura da RG, o que é surpreendente. Ou seja, mesmo para uma teoria modificada

por um campo de fundo escalar dinâmico, a álgebra preserva sua forma da RG. Podemos

ainda representá-la de forma geométrica, de acordo com a figura abaixo:

(a) (b) (c)

Figura 5.3 – Representação algébrica da álgebra de difeomorfismos. A Eq. (5.149a) sig-

nifica que se calcularmos dois difeomorfismos espaciais em uma direção, e então dois em

outra direção na mesma hipersuperf́ıcie, seremos levados a pontos diferentes, então preci-

samos de mais um difeomorfismo espacial para conectar esses dois pontos, dado em (a).

Da mesma forma, para a Eq. (5.149b), o resultado de um difeomorfismo espaço-temporal

seguido por um difeomorfismo espacial para uma direção, e então para outra, precisa de

um difeomorfismo espaço-temporal para conectar os pontos (b). Para finalizar, o resul-

tado de dois difeomorfismos espaço-temporais diferentes em direções diferentes precisa de

um difeomorfismo espacial para conectá-los, Eq. (5.149c)-(c).

Sendo assim, estamos aptos para calcular a quantidade de graus de liberdade da nossa

teoria. Para isso, consideramos [38]:

Ndof =
1

2
(N − 2N1 −N2) , (5.150)

onde “dof” vem do inglês “degrees of freedom” que significa “graus de liberdade”. N

representa o número de variáveis do espaço de fase e N1(N2) o número de v́ınculos de

primeira classe (segunda classe). Dado que possúımos apenas v́ınculos de primeira classe

e não de segunda, totalizando N1 = 8 extráıdos a partir das equações (5.22), (5.23),

(5.81) e (5.82), sendo N = 20 (correspondendo às 10 componentes da métrica e aos 10

momentos canônicos associados), obtemos Ndof = 2, o que está de acordo com a RG,

como esperado. Essa é uma consequência direta de considerarmos uma teoria com quebra

de simetria espontânea, o que não se estende para o caso de uma quebra expĺıcita [30].
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Caṕıtulo 6

Considerações Finais

Partindo do ponto central de que a Teoria da Relatividade Geral é uma teoria de cam-

pos sujeita a v́ınculos, consideramos aplicar o formalismo Hamiltoniano para sistemas

vinculados desenvolvido por Dirac [4], e estudado por tantos outros, como por exemplo

[25, 34, 38]. Tal formulação surgiu como uma maneira natural de estudar sistemas muito

complexos do ponto de vista da mecânica Newtoniana. Para aplicar este formalismo no

contexto da RG, foi preciso utilizar o método desenvolvido por Arnowitt-Deser-Misner

[15], a decomposição (3+1), que consiste na folheação do espaço-tempo em uma famı́lia

cont́ınua de hipersuperf́ıcies tri-dimensionais tipo-espaço de tempo constante. Definindo

um conjunto de variáveis fundamentais nessas hipersuperf́ıcies, foi posśıvel aplicar a de-

composição (3 + 1) a todos os objetos matemáticos da RG que descrevem as equações de

Einstein. Aplicando inicialmente à ação de Einstein-Hilbert, foi obtido o Hamiltoniano,

cuja forma é proporcional ao produto função lapso N por uma densidade escalarH, mais o

produto do vetor descolamento N i por uma densidade vetorial Hi. Tais densidades foram

identificadas como v́ınculos secundários, Hamiltoniano e de momento, que correspondem

às projeções ortogonais, e parcialmente ortogonal e paralela das equações de Einstein nas

hipersuperf́ıcies, respectivamente [25].

Na tentativa de obter uma descrição gravitacional em escalas de comprimento muito

menores das usuais da RG, consideramos estender os resultados anteriores para uma teoria

gravitacional modificada. Tal teoria é descrita pelo MPE, onde um campo de fundo escalar

dinâmico assume um valor esperado de vácuo não-nulo, violando uma das simetrias funda-

mentais da RG, a invariância por difeomorfismos. Obtivemos a Hamiltoniana associada,

cuja estrutura é exatamente a mesma do caso da RG, com as densidades modificadas pela
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presença do campo de fundo escalar u. Em seguida, calculou-se as equações de campo

de Hamilton. As equações de campo fornecem identidades geométricas para a métrica

intŕınseca qij e para o campo escalar u, bem como a dinâmica da gravitação modificada

nas hipersuperf́ıcies, representada pelas equações associadas aos momentos canônicos as-

sociados. Em particular, a equação para o momento πij representa a projeção puramente

espacial na hipersuperf́ıcie das equações de Einstein modificadas.

Após o cálculo das equações de campo por meio do formalismo Hamiltoniano, nota-

mos que as quantidades proporcionais aos v́ınculos de Hamilton e de momento, respec-

tivamente, agem como geradores de difeomorfismos nas hipersuperf́ıcies. Tais geradores

respeitam uma álgebra espećıfica, a álgebra de difeomorfismos, correspondendo à mesma

estrutura da álgebra da RG usual, o que é uma consequência de considerarmos um campo

de fundo dinâmico. Com base nisso, através de uma contagem espećıfica, foi posśıvel mos-

trar que a teoria de gravidade modificada proposta no presente trabalho propaga apenas

2 graus de liberdade f́ısicos, estando de acordo com a RG de Einstein.

Como perspectivas, desejamos estender nosso formalismo para o setor tensorial dado

pelo campo de fundo sµν da densidade Lagrangiana do MPE definida em (5.47), de modo

a generalizar os resultados obtidos em [33] para o setor puramente escalar, e por [30] para

um campo de fundo não-dinâmico.
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Apêndice A

Variações da métrica, Tensor de

Ricci e Śımbolo de Christoffel

No contexto do formalismo Hamiltoniano da RG, as variações das quantidades fun-

damentais obtidas a partir do formalismo covariante se apresentam de maneira natural.

Sendo assim, utilizaremos este apêndice para deduzir tais relações.

A.1 Variação da métrica

A validade da expressão (5.119) pode ser mostrada considerando a relação gµνg
νκ = δκµ,

onde, ao tomar sua variação, obtém-se

δ (gµνg
νκ) = 0

gµνδg
νκ + δgµνg

νκ = 0

gµνδg
νκ = −δgµνgνκ , (A.1)

ou simplesmente, mudando os ı́ndices,

δgµν = −gµαgνβδgαβ . (A.2)

De modo análogo,

δgµν = −gµαgνβδgαβ . (A.3)

Para a métrica induzida em Σ vamos ter, de maneira natural,

δqµν = −qµαgνβδqαβ . (A.4)
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A.2 Variação do Tensor de Ricci

Para calcular a variação do tensor de Ricci, devemos fazer uso de sua própria definição

e da definição do tensor de Riemann da seguinte forma:

δRµν = δRρ
µρν = ∂ρδΓ

ρ
νµ − ∂νδΓ

ρ
ρµ + δ

(
Γρ

ρλΓ
λ
νµ

)
− δ

(
Γρ

νλΓ
λ
ρµ

)
= ∂ρδΓ

ρ
νµ − ∂νδΓ

ρ
ρµ + δΓρ

ρλΓ
λ
νµ + Γρ

ρλδΓ
λ
νµ − δΓρ

νλΓ
λ
ρµ − Γρ

νλδΓ
λ
ρµ . (A.5)

Como mostrado em [9], a quantidade Γρ
νµ não é um tensor, mas a diferença de duas

conexões Levi-Civita dessa forma resulta em um. Assim, é posśıvel reescrever o lado

direito da relação acima em termos de derivadas covariantes. Uma vez que já definimos a

derivada covariante para um tensor contravariante (3.10) e um tensor covariante (3.13),

temos:

∇ρ

(
δΓρ

νµ

)
= ∂ρδΓ

ρ
νµ + Γρ

ρλδΓ
λ
νµ − Γλ

ρνδΓ
ρ
λµ − Γλ

ρµδΓ
ρ
νλ , (A.6)

e também

∇ν

(
δΓρ

ρµ

)
= ∂νδΓ

ρ
ρµ + Γρ

νλδΓ
λ
ρµ − Γλ

νρδΓ
ρ
λµ − Γλ

νµδΓ
ρ
ρλ . (A.7)

Fazendo a subtração, obtemos:

∇ρ

(
δΓρ

νµ

)
−∇ν

(
δΓρ

ρµ

)
= ∂ρδΓ

ρ
νµ + Γρ

ρλδΓ
λ
νµ − Γλ

ρνδΓ
ρ
λµ − Γλ

ρµδΓ
ρ
νλ

− ∂νδΓ
ρ
ρµ − Γρ

νλδΓ
λ
ρµ + Γλ

νρδΓ
ρ
λµ + Γλ

νµδΓ
ρ
ρλ , (A.8)

e considerando as simetrias da conexão,

∇ρ

(
δΓρ

νµ

)
−∇ν

(
δΓρ

ρµ

)
= ∂ρδΓ

ρ
νµ+Γρ

ρλδΓ
λ
νµ−Γλ

ρµδΓ
ρ
νλ−∂νδΓ

ρ
ρµ−Γρ

νλδΓ
λ
ρµ+Γλ

νµδΓ
ρ
ρλ , (A.9)

que, como podemos observar, é igual ao lado direito da equação (A.5) . Sendo assim,

podemos reescrevê-la como:

δRµν = ∇ρ

(
δΓρ

νµ

)
−∇ν

(
δΓρ

ρµ

)
, (A.10)

conhecida como a equação de Palatini.

Tais resultados se estendem à hipersuperf́ıcie Σ fazendo a identificação ∇ → D para

denotar a derivada covariante em Σ, da forma

δRµν = Dρ

(
δΓρ

νµ

)
−Dν

(
δΓρ

ρµ

)
. (A.11)
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A.3 Variação do Śımbolo de Christoffel

Para determinar δΓρ
νµ, devemos partir de sua definição em termos da métrica, dada

por

Γρ
µν =

1

2
gρβ (∂µgνβ + ∂νgµβ − ∂βgµν) , (A.12)

e portanto,

δΓρ
µν =

1

2
δgρβ (∂µgνβ + ∂νgµβ − ∂βgµν) +

1

2
gρβ [δ (∂µgνβ) + δ (∂νgµβ)− δ (∂βgµν)] . (A.13)

Substituindo a relação (A.2) para a variação do inverso da métrica no primeiro termo de

δΓρ
µν ,

δΓρ
µν =

1

2

(
−gλρgσβδgλσ

)
(∂µgνβ + ∂νgµβ − ∂βgµν)

+
1

2
gρβ [∂µ (δgνβ) + ∂ν (δgµβ)− ∂β (δgµν)] , (A.14)

δΓρ
µν = −gλρ

[
1

2
gσβ (∂µgνβ + ∂νgµβ − ∂βgµν)

]
δgλσ

+
1

2
gρβ

[
∂µ (δgνβ) + ∂ν (δgµβ)− ∂β (δgµν)

]
, (A.15)

onde o primeiro termo entre colchetes é bem conhecido e igual a

Γσ
µν =

1

2
gσβ (∂µgνβ + ∂νgµβ − ∂βgµν) , (A.16)

de modo que

δΓρ
µν = −gβρΓσ

µνδgβσ +
1

2
gρβ [∂µ (δgνβ) + ∂ν (δgµβ)− ∂β (δgµν)] , (A.17)

ou ainda,

δΓρ
µν =

1

2
gρβ [∂µ (δgνβ) + ∂ν (δgµβ)− ∂β (δgµν)− 2Γσ

µνδgβσ] . (A.18)

Podemos ainda organizar os termos acima de modo a obtê-los em função da derivada

covariante, bastando fazer

δΓρ
µν =

1

2
gρβ {[∂µ (δgνβ)− Γα

µνδgβα] + [∂ν (δgµβ)− Γα
µνδgβα]− ∂β (δgµν)} . (A.19)

Perceba que para completar a derivada covariante no primeiro e segundo termos, falta

apenas um termo de Γ, enquanto que no terceiro faltam dois. Completando a equação,
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somando e subtraindo termos iguais, vamos ter:

δΓρ
µν =

1

2
gρβ [∂µ (δgνβ)− Γα

µνδgβα − Γα
µβδgνα] +

1

2
gρβ[∂ν (δgµβ)

− Γα
µνδgβα − Γα

βνδgµα]−
1

2
gρβ [∂β (δgµν)− Γα

µβδgνα − Γα
βνδgµα] , (A.20)

que é igual a

δΓρ
µν =

1

2
gρβ (∇µδgνβ +∇νδgµβ −∇βδgµν) . (A.21)

Além disso,

δΓµ
µν =

1

2
gβµ∇νδgβµ . (A.22)

Novamente, estendendo tais resultados para a hipersuperf́ıcie, teremos:

δΓρ
µν =

1

2
qρβ (Dµδqνβ +Dνδqµβ −Dβδqµν) , (A.23)

e

δΓµ
µν =

1

2
qβµDνδqβµ . (A.24)
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Apêndice B

Equações de campo para πij e πu

Para obter o conjunto de equações de campo associado a πij(x), devemos calcular o

parêntese de Poisson desta variável com o v́ınculo Hamiltoniano e somar com o resultado

(5.106), que consiste no parêntese de poisson com o v́ınculo de momento. Sendo assim,

partimos de {
πij(x),

∫
Σt

d3yN(y)H(y)

}
= −

∫
Σt

d3yN(y)
δH(y)

δqij(x)
. (B.1)

Considerando termo a termo de (5.77) da forma

NH =
1

2κ

[
−N(1− u)

√
qR︸ ︷︷ ︸

I

+
4κ2N

(1− u)
√
q

(
πijπ

ij − π2

2

)
︸ ︷︷ ︸

II

+
2κ2N

(1− u)
√
q

1

3 + 2ω

[
π + (1− u)πu

]2
︸ ︷︷ ︸

III

+N
√
q

(
ω

1− u
DiuD

iu− 2DiDiu+ V (u)

)
︸ ︷︷ ︸

IV

]
, (B.2a)

vamos ter que a variação de I é dada por

δ(−N(1− u)
√
qR) = −N(1− u)[Rδ

√
q︸ ︷︷ ︸

I′

+
√
qδR︸ ︷︷ ︸
II′

] , (B.3)

onde que, para o termo I′

Rδ
√
q = R

δq

2
√
q
= R

qqabδqab
2
√
q

=
√
q
R

2
qabδqab , (B.4)

de modo que

R
δ
√
q

δqij
=

√
q
R

2
qij , (B.5)
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enquanto que para o segundo II′ levamos em conta a definição do escalar de Ricci em

termos da métrica e do tensor de Ricci,

√
qδ(qabRab) =

√
q(Rabδq

ab + qabδRab) . (B.6)

Dada a relação δqab = −qacqbdδqcd para a variação do inverso da métrica obtemos, para o

primeiro termo da equação anterior,

√
qRab

δqab

δqij
= −√

qRabq
acqbd

δqcd
δqij

= −√
qRij , (B.7)

enquanto que para o outro devemos considerar a forma expĺıcita para o tensor de Ricci em

função da definição da variação do śımbolo de christoffel, além do fato de que Dλqab = 0,

de modo que

√
qqabδRab =

√
qDk(q

abδΓk
ab)−

√
qDa(q

abδΓk
kb)

=
√
qDk(q

abδΓk
ab − qakδΓb

ba) .
(B.8)

Portanto, das definições (A.23) e (A.24) vamos ter

√
qqabδRab =

√
qNDk

[
1

2
qabqkc(Daδqbc +Dbδqac −Dcδqab)−

1

2
qakqcbDaδqcb

]
=
√
qNDk

[
1

2
qabqkc(2Daδqbc −

1

2
qcbqka(2Daδqcb)

]
=
√
qNDk

(
qabqkc − qcbqka

)
Daδqcb

=
√
qN

(
qabqkcDkDaδqcb − qcbqkaDkDaδqcb

)
=
√
q

(
− qabqkcDkNDaδqcb + qcbqkaDkNDaδqcb

)
,

(B.9)

onde tomamos a liberdade de incorporar a função lapso N a fim de tornar o procedimento

mais geral. Após uma integração por partes, eliminando os termos de contorno,

√
qqabδRab =

√
q

[
(DcDbN)δqcb − qcb(DaDaN)δqcb)

]
, (B.10)

e portanto,

−(1−u)
δ(N

√
qR)

δqij
= (1−u)√q

[
−N

(
R

2
qij−Rij

)
+

(
qij(DaDaN)−(DiDjN)

)]
. (B.11)

Agora, para o segundo termo II, consideremos dividir em duas partes novamente para

facilitar os cálculos:

δ

(
4κ2N

(1− u)
√
q

(
πabπ

ab − π2

2

))
=

4κ2N

(1− u)

[
δ
1
√
q︸︷︷︸

II′

(
πabπ

ab − π2

2

)
+

1
√
q
δ

(
πabπ

ab − π2

2

)
︸ ︷︷ ︸

II′′

]
.

(B.12)
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Para II′,

δ

(
1
√
q

)
= − 1

2q3/2
δq = − 1

2q3/2
qqabδqab = − 1

2
√
q
qabδqab . (B.13)

Para II′′, consideremos reescrever πab = πcdqacqbd, de modo que

δ(πabπ
ab) = 2πabπcdqbdδqac = 2πacπb

cδqab , (B.14)

e

δπ2 = 2ππabδqab . (B.15)

Logo,

δ

δqij

(
4κ2N

(1− u)
√
q

(
πabπ

ab − π2

2

))
=

4κ2N

(1− u)
√
q

[
−1

2
qij

(
πabπ

ab − π2

2

)
+2

(
πicπj

c−
ππij

2

)]
.

(B.16)

Para o termo III,

δ

(
2κ2N

(1− u)
√
q

1

3 + 2ω
(π + (1− u)πu)

2

)
=

2κ2N

(1− u)

1

3 + 2ω

[
δ(1/

√
q)︸ ︷︷ ︸

III′

(π + (1− u)πu)
2

+
1
√
q
δ(π + (1− u)πu)

2︸ ︷︷ ︸
III′′

]
.

(B.17)

Notamos que o termo III′ é o mesmo II′, e portanto o resultado é o mesmo. Para o termo

III′′ vamos ter:

δ(π + (1− u)πu)
2 =δπ2 + 2(1− u)πuδπ

=2ππabδqab + 2(1− u)πuπ
abδqab .

(B.18)

Sendo assim,

δ

δqij

(
2κ2N

(1− u)
√
q

1

3 + 2ω
(π + (1− u)πu)

2

)
=

2κ2N

(1− u)
√
q

1

3 + 2ω

[
− qij

2
(π + (1− u)πu)

2

+ 2πij(π + (1− u)πu)

]
.

(B.19)
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Por fim, para o termo IV vamos ter:

δ
√
q

δqij
N

(
ω

1− u
DauD

au− 2DaDau+ V (u)

)
+
√
q

(
Nω

1− u

δ

δqij
DauD

au− δ

δqij
2NDaDau

)
=

√
q

(
Nω

1− u

qij

2
DauD

au− qijNDaDau+
qij

2
NV (u)

)
−√

q

(
Nω

1− u
DiuDju− 2

δ

δqij
qabDbNDau

)
=

√
q

[
Nω

1− u

(
qij

2
DauD

au−DiuDju

)
+

(
qijDaNDau− 2DiNDju

)
+
qij

2
NV (u)

]
.

(B.20)

Logo, somando todos os termos correspondentes, obtemos a forma geral do colchete de

Poisson de πij(x) com o v́ınculo Hamiltoniano (B.1), dado por{
πij(x),

∫
Σt

d3yN(y)H(y)

}
= − 1

2κ

{
√
q(1− u)

[
NGij −

(
(DaDaN)qij − (DiDjN)

)]
+

4κ2N

(1− u)
√
q

[
2

(
πicπj

c −
ππij

2

)
− qij

2

(
πabπ

ab − π2

2

)]
+

2κ2N

(1− u)
√
q

1

3 + 2ω

[
2πij(π + (1− u)πu)−

qij

2
(π + (1− u)πu)

2

]
+
√
q

[
Nω

1− u

(
qij

2
DauD

au−DiuDju

)
+

(
qijDaNDau− 2DiNDju

)
+
qij

2
NV (u)

]}
.

(B.21)

Podemos ainda reescrever a equação acima, levando em consideração o termo (1− u) na

integração dos termos dois e três da primeira linha da igualdade, de modo que{
πij(x),

∫
Σt

d3yN(y)H(y)

}
= − 1

2κ

{
√
q

[
(1− u)NGij +DaDa[(1− u)N ]qij

−DiDj[(1− u)N ]

]
+

4κ2N

(1− u)
√
q

[
2

(
πicπj

c −
ππij

2

)
− qij

2

(
πabπ

ab − π2

2

)]
+

2κ2

(1− u)
√
q

1

3 + 2ω

[
2πij(π + (1− u)πu)−

qij

2
(π + (1− u)πu)

2

]
+
√
q

[
Nω

1− u

(
qij

2
DauD

au−DiuDju

)
+

(
qijDaNDau− 2DiNDju

)
+
qij

2
NV (u)

]}
.

(B.22)
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Para confirmar agora o conjunto de equações de campo associado a πu(x), devemos seguir

os mesmos passos acima. Sendo assim, consideramos{
πu(x),

∫
Σt

d3yN(y)H(y)

}
= −

∫
Σt

d3yN(y)
δH(y)

δu(x)
, (B.23)

com H(y) dado por (5.77). Portanto, calculando termo a termo separadamente, vamos

obter:

I.

∫
Σt

d3yN(y)

√
q

2κ

δu(y)

δu(x)
R = N

√
q

2κ
R , (B.24)

II.

∫
Σt

d3yN(y)
2κ
√
q

(
πabπ

ab − π2

2

)
δ

δu(x)

(
1

1− u(y)

)
=

2κN
√
q(1− u)2

(
πabπ

ab − π2

2

)
,

(B.25)

III.

∫
Σt

d3y
N(y)κ

(3 + 2ω)
√
q

[
(π + (1− u)πu)

2 δ

δu(x)

(
1

1− u(y)

)
+

1

(1− u)

δ

δu(x)

(
(π + (1− u)πu)

2

)]
=

Nκ

(3 + 2ω)
√
q

[
1

(1− u)2
(π + (1− u)πu)

2 − 2πu
(1− u)

(π + (1− u)πu)

]
, (B.26)

IV.

∫
Σt

d3y

√
qω

2κ

δ

δu(x)

(
N(y)Diu(y)D

iu(y)

1− u(y)

)
=

[
δ

δu(x)

(
1

(1− u(y))

)
N(y)Diu(y)D

iu(y)

+
1

(1− u(y))

δ

δu(x)
(NDiu(y)D

iu(y))

]
=

√
qω

2κ

[
1

(1− u)2
NDiuD

iu+
1

(1− u)
(N

δ

δu
(Diu)︸ ︷︷ ︸

δ(Diu)=Di(δu)

Diu+NDiu
δ

δu
(Diu)︸ ︷︷ ︸

δ(Diu)=Di(δu)

)

]

=

√
qω

2κ

[
1

(1− u)2
NDiuD

iu− 2

(1− u)2
NDiuD

iu− 2

(1− u)
(DiND

iu+NDiD
iu)

]
= −

√
qω

2κ

[
1

(1− u)2
NDiuD

iu+
2

(1− u)
(DiND

iu+NDiD
iu)

]
,

(B.27)

V.

∫
Σt

d3y

√
q

2κ

δu(y)

δu(x)

(
−2DiD

iN(y)
)
= −

√
q

2κ
2DiD

iN . (B.28)
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Somando todos os termos, fornece{
πu(x),

∫
Σt

d3yN(y)H(y)

}
= −

√
q

2κ

[
NR +

4κ2N

q(1− u)2

(
πabπ

ab − π2

2

)
+

2κ2N

(1− u)q

(π + (1− u)πu)

3 + 2ω

(
(π + (1− u)πu)

(1− u)
− 2πu

)
−

(
NωDiuD

iu

(1− u)2
+

2ω

(1− u)
(DiND

iu+NDiD
iu)

)
− 2DiD

iN

]
−

∫
Σt

√
q

2κ
N(y)

δV (u(y))

δu(x)
d3y ,

(B.29)

que corresponde exatamente a (5.143).
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