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RESUMO

O objetivo deste trabalho ¢, partindo do fato de que a Relatividade Geral (RG) é uma
teoria classica de vinculos, desenvolver a formulacao Hamiltoniana para um modelo efetivo
de gravidade modificada que incorpora um campo escalar dinamico, denotado por u(z), no
setor gravitacional minimo do Modelo Padrao Estendido (MPE). A presenga desse campo
escalar leva a quebra espontanea da simetria de difeomorfismo, uma simetria fundamental
da Relatividade Geral, parametrizada pelo MPE. Considera-se tal procedimento como
um dos mais proeminentes sinais de efeitos fisicos na escala de Planck, indicando desvios
da gravidade padrao. Para construir a Hamiltoniana, utiliza-se a decomposi¢ao (3 +
1) desenvolvida por Arnowitt, Deser e Misner, que consiste em folhear o espago-tempo
quadri-dimensional M em uma familia continua de hipersuperficies tri-dimensionais 3,
cada uma correspondendo a um tempo constante especifico. Tal folheacao do espaco-
tempo é governada pela funcdo lapso N e pelas componentes N do vetor deslocamento |
que representam graus de liberdade de calibre associados a escolha de coordenadas. Em
cada hipersuperficie, um conjunto de variaveis canonicas ¢ definido, juntamente com seus
momentos conjugados. Essas varidveis e momentos permitem a derivacao da Hamiltoniana
canonica por meio da transformacao de Legendre, fornecendo uma descricao do espago de
fase gravitacional. Uma vez obtida a Hamiltoniana, o préoximo passo ¢ analisar os vinculos
associados a teoria. Vinculos sao condi¢oes nao-dinamicas que podem refletir as simetrias
subjacentes do sistema. Ao estudar esses vinculos, é possivel determinar as equacoes
de movimento para o campo escalar de fundo, a métrica induzida na hipersuperficie e
seus momentos canonicos correspondentes. Essas equacoes sao essenciais para estudar a
dinamica da teoria. Veremos que, assim como a teoria de Einstein-Hilbert da gravidade,
esse modelo de gravidade modificada também propaga dois graus de liberdade, resultado
obtido a partir da analise dos vinculos. Essa caracteristica é consistente com a quebra
espontanea da invariancia de difeomorfismo induzida pela presenca do campo escalar. Ao
investigar a dinamica e os vinculos desse modelo de gravidade modificada, este trabalho
visa fornecer insights sobre o comportamento e as implicagoes de teorias que vao além da

RG, langando luz sobre os possiveis efeitos da quebra da simetria de difeomorfismo.

Palavras-chave: Formalismo Hamiltoniano; Decomposicao (341); Gravitacao modi-

ficada.



ABSTRACT

The aim of this work is, starting from the fact that General Relativity is a classical
theory of constraints, to develop the Hamiltonian formulation for an effective model of
modified gravity that incorporates a dynamic scalar field, denoted as u(x), contained in
the minimal gravitational sector of the Standard Model Extension. The presence of such a
scalar field spontaneously breaks one of the fundamental symmetries of General Relativity,
namely diffeomorphism symmetry. This, in turn, is considered one of the most prominent
signals for physical effects at the Planck scale. To construct the Hamiltonian, we will make
use of the (3 4 1) decomposition, developed by Arnowitt-Deser-Misner, which consists of
foliating the four-dimensional spacetime into three-dimensional spacelike hypersurfaces of
constant time. This foliation is governed by the lapse functions N and the shift vectors
N, which represent gauge degrees of freedom. On each hypersurface, a set of canonical
variables is defined, to which we associate a set of conjugate momenta, leading to the
derivation of the canonical Hamiltonian through the Legendre transformation, which al-
lows for a description of the gravitational phase space. Once the Hamiltonian is obtained,
it is necessary to analyze constraints and, consequently, obtain the equations of motion
associated with the background scalar field, the induced metric on the hypersurface, and
their corresponding canonical moments. These latter equations make it possible to study
the dynamics of the theory. We will see that, similar to the Einstein-Hilbert theory, our
model leads to the propagation of two degrees of freedom, consistent with spontaneous
breaking of diffeomorphism invariance. By investigating the dynamics and constraints
of this modified gravity model, this work aims to provide insights into the behavior and
implications of theories that go beyond General Relativity, shedding light on the possible

effects of diffeomorphism symmetry breaking at the Planck scale.

Keywords: Hamiltonian Formalism; (341) Decomposition; Modified Gravity.
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Capitulo 1

Introducao

A Relatividade Geral (RG), formulada por Einstein [6] no ano de 1915, é uma teoria
classica de campos, caracterizada por vinculos. Sistemas mecanicos sujeitos a vinculos
de natureza geométrica ou cinematica ocorrem com frequéncia na natureza. Em tais
situacoes, o formalismo Newtoniano apresenta-se insatisfatério do ponto de vista ma-
tematico. Deste modo, um procedimento alternativo baseado no principio de Hamilton
[1-3] foi desenvolvido, permitindo uma descri¢ao mais simples e completa por meio das
chamadas equacgoes de Lagrange. Obtida inicialmente para um sistema de particulas com
nimero finito n de graus de liberdade, se estende de maneira natural para uma descri¢ao
de campos. Tais equacoes constituem um conjunto de n equacoes diferenciais ordinarias
de segunda ordem no tempo. Entretanto, a fim de uma descricao um pouco mais geral,
e que se estenda a descricao de sistemas quanticos, por exemplo, faz-se necessaria a in-
troducao do formalismo Hamiltoniano, a partir de uma transformacao de Legendre. As
equacoes de movimento para este formalismo, chamadas de equagoes de Hamilton, cons-
tituem por sua vez um conjunto de 2n equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem
no tempo.

A passagem do formalismo Lagrangiano para o Hamiltoniano se da através da possibi-
lidade de que as velocidades generalizadas possam ser expressas em termos dos momentos
canonicos, definidos a partir das equagoes de Lagrange. Para que isso ocorra, é necessario
que a matriz Hessiana definida em [3] seja nao-singular. Entretanto, para a maioria
das teorias fisicas modernas, se nao todas, isso nao acontece, gerando o que conhecemos
como vinculos. Dessa forma, torna-se conveniente completar o formalismo Hamiltoniano

canonico.
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Os sistemas Hamiltonianos vinculados foram descritos principalmente por Dirac [4].
Os vinculos dessa natureza sao definidos como primarios e secundarios. Vinculos primaérios
sao aqueles que partem diretamente da forma da Lagrangiana do sistema, de modo que
os momentos canonicos nao podem ser todos resolvidos para as velocidades em funcao
dos momentos, pois nao constituem um conjunto completo de equacoes independentes.
Ja os vinculos secundérios partem diretamente do emprego das equacoes de movimento,
o motivo pelo qual recebe esse nome. Tanto os vinculos primarios quanto os secundarios
podem ser classificados ainda em dois tipos: vinculos de primeira classe e de segunda
classe, cuja diferenga se dd por condigoes especificas [4]. Dessa forma, a Hamiltoniana
fica expressa agora em funcao da Hamiltoniana canonica mais termos proporcionais a esses
vinculos. Esse novo Hamiltoniano é obtido por meio do Algoritmo de Dirac-Bergmann.
A formulacao Hamiltoniana da RG leva em consideracao tal procedimento.

Para obter o Hamiltoniano associado a RG, é necessario ainda que se adote o procedi-
mento desenvolvido por Arnowitt-Deser-Misner, conhecido como formalismo ADM ou De-
composicao (3+1) [15, 16], que consiste na folheagao do espago-tempo quadri-dimensional
M em hipersuperficies tri-dimensionais tipo-espaco de tempo constante, denotadas por ;.
Na hipersuperficie definimos algumas quantidades fundamentais, como o vetor unitario
n* que aponta na dire¢cao normal a >, uma métrica induzida intrinseca g;;, além do
tensor curvatura extrinseca K;; que aparece devido a imersao da hipersuperficie na va-
riedade do espaco-tempo, e seu trago K. As familias de hipersuperficies sao conectadas
através de duas grandezas fundamentais na formulacado ADM, denominadas funcao lapso
N e vetor deslocamento N com componentes N¢, que descrevem como as hipersuperficies
subjacentes evoluem.

Fazendo projecoes adequadas dos tensores de Riemann e Ricci - bem como seu escalar
- completamente ao longo da hipersuperficie, em direcoes completamente ortogonais, e
parcialmente paralelas e ortogonais a >, obtém-se a forma adequada para a descrigao
Hamiltoniana da RG. Considerando inicialmente a acao de Einstein-Hilbert, veremos que
a estrutura da densidade Hamiltoniana final se da em funcao do vinculo Hamiltoniano
(proporcional a fungao lapso) e de momento (proporcional as componentes do vetor des-
locamento), que, como mostrado em [24, 25|, corresponde as projecoes das equagoes de
Einstein - obtidas a partir do formalismo covariante - nas diregoes inteiramente normais

ao longo de n*, e parcialmente a essa direcao e a hipersuperficie, respectivamente.
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Tal procedimento se estende a teorias gravitacionais modificadas, que surgem como
uma necessidade de estudar desvios da RG, bem como o seu comportamento em escalas
de comprimento muito menores que as usualmente consideradas em sistemas gravitaci-
onais, como a escala de Planck. Nesse sentido, consideraremos inicialmente um caso
particular das chamadas teorias escalar-tensoriais de gravidade [17], a teoria de Brans-
Dicke [21, 23]. Em seguida, trabalharemos com uma teoria de campos efetiva, conhecida
como Modelo Padrao Estendido (MPE) [44-54], mais especificamente o setor gravitacional
minimo cujo um campo de fundo escalar dinamico viola uma das simetrias fundamentais
do espaco-tempo da RG, a saber, a invariancia por difeomorfismo. A fim de confirmagao
dos resultados, compararemos com uma série de artigos recentes [30, 31] para um campo
de fundo nao-dinamico, de modo a complementar o formalismo Hamiltoniano do setor
gravitacional do MPE. Veremos que tais cenédrios com campos de fundo dinamicos e nao-
dinamicos diferem consideravelmente no que diz respeito a estrutura do Hamiltoniano,
algebra dos vinculos, bem como na contagem dos graus de liberdade.

Esse trabalho é organizado como segue. No capitulo 2 é feita uma fundamentacao
tedrica com base em [1-4], que consiste em estabelecer o Formalismo Hamiltoniano para
sistemas vinculados, e em seguida a sua extensao para campos classicos. No capitulo 3,
consideramos recapitular a Formulagao Covariante da RG [7-10], obtendo os objetos fun-
damentais que descrevem a geometria do espago-tempo, bem como a equacao de Einstein
e suas propriedades, incluindo a descricao da simetria fundamental da RG, a invariancia
por difeomorfismo. O formalismo principal deste trabalho é estabelecido no capitulo 4,
com a descri¢cdo da decomposicao (3 + 1), a dinamica das hipersuperficies, bem como a
definicao das variaveis fundamentais que parametrizam tal decomposicao, de acordo com
[11-16]. Uma primeira aplicacao é feita, obtendo a densidade Hamiltoniana para a RG.
No capitulo 5, aplicamos o formalismo Hamiltoniano em algumas teorias gravitacionais
modificadas. Inicialmente faremos isso para a teoria de Brans-Dicke estudada em [23],
como forma de consolidar o método de decomposigao (3+ 1), obtendo com bastante deta-
lhe os mesmos resultados. Em seguida, seguimos os mesmos passos para estudar o setor
escalar minimo gravitacional do MPE, em particular com base em [30], mas considerando
agora um campo de fundo u(z) dinamico. Obteremos a densidade Hamiltoniana associ-
ada, as equacoes de campo para as variaveis dinamicas e seus momentos conjugados, em

particular resultados novos referentes a u(x) e o seu momento canonico associado, m,(x).
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Faremos também a andlise de vinculos e contagem dos graus de liberdade, confirmando o
resultado da RG. As consideragoes finais sao feitas no capitulo 6, juntamente com pers-
pectivas futuras para este trabalho. Nos apéndices é possivel visualizar com bastante

detalhe algumas passagens matematicas importantes.
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Capitulo 2

Fundamentacao Tedrica

Com o objetivo de construir o formalismo Hamiltoniano para a Teoria da Relatividade
Geral, devido ao fato de ser uma teoria invariante por reparametrizacoes arbitrarias de
coordenadas, surgem naturalmente vinculos entre as variaveis canonicas. Dessa maneira,
faz-se necessario estudar o método desenvolvido por Dirac [4], a partir da segunda metade
do século XX, para tratar sistemas Hamiltonianos vinculados.

Sistemas mecanicos sujeitos a vinculos de natureza geométrica ou cinematica ocorrem
com frequéncia. Em tais situagoes, o formalismo Newtoniano da dinamica revela-se um
tanto complexo, pois exige o uso de variaveis redundantes e as forcas de vinculo apare-
cem de forma explicita. Deste modo, para evitar algumas das dificuldades praticas que
aparecem nas tentativas de aplicacao das equacoes de Newton para problemas especificos,
procedimentos alternativos podem ser desenvolvidos. Tal método esta contido no principio
de Hamilton, e as equacoes de movimento que resultam da aplicacao deste principio sao
as chamadas equacdes de Lagrange, ou ainda, por meio de uma transformacao adequada,

as equacoes de Hamilton.

2.1 Principio de Hamilton e equacao de Lagrange

Principios minimos sempre foram temas de grande interesse da comunidade cientifica,
em particular na fisica. Como uma primeira abordagem de tal conceito, Pierre de Fermat
no ano de 1657 desenvolveu o principio de Fermat, no qual dizia que um raio de luz sempre
viaja de um ponto a outro em um meio por um caminho que requer o menor tempo, le-

vando a leis fundamentais no campo da 6ptica geométrica. Nos séculos seguintes, diversos
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estudos acerca do calculo de variagoes foram feitos, levando a uma primeira abordagem
no ambito da mecanica, por Maupertuis, que afirmou que o movimento dinamico acontece
com ac¢ao minima. Esta, por sua vez, foi uma primeira formulagao do que mais tarde viria
a ser chamado de principio de Hamilton.

De acordo com [2], o principio de Hamilton pode ser enunciado da seguinte forma:

De todos os caminhos possiveis nos quais um sistema dinamico pode se mover
de um ponto a outro em um intervalo de tempo especifico (consistente com
quaisquer vinculos), o caminho real sequido € aquele que minimiza a integral

temporal da diferenca entre as energias cinética e potencial.

Em termos do céalculo variacional, tal principio pode ser expresso como

5/t2(T—U)dt:0, (2.1)

t1

onde o simbolo 9 significa variacdo. Se definirmos a quantidade entre parénteses como

L= T(ij Qjat) - U(Qja t) ) (22)
isto é,
L= L(qu Qj>t> ) (23)

em funcao das coordenadas generalizadas mutuamente independentes ¢;, o principio de

Hamilton se torna

[
o[ Lot =o. (2.4

t1

Seja S a ac¢ao definida por

to
sszm%wu (2.5)

t1

entao a sua variacao ¢ dada por
oL _.
3/ﬁz( B+ 50 ) (2.6)
j

que integrando por partes fornece

oL oL
5= o g a5 5

Como dq(t1) = dq(t2) = 0 nas fronteiras, por definigao, entao

05 = / dtz [a—%—%@;ﬂaqj. (2.8)
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Considerando agora o principio de Hamilton, devemos impor 6.5 = 0, de modo que

t2 oL d (8L>}
T Yl =y et P AR 2.9
/tl ; {a%‘ at\g; ) | 29

que de maneira nao-trivial sera verdade se

oL d (0L
2= = 2.1

conhecida como equagoes de Lagrange, e a quantidade L é chamada de Lagrangiana. Ha
n dessas equagoes e, junto com as m equacoes de vinculos e as condigoes iniciais que sao
impostas, elas descrevem completamente a dindmica do sistema. Além disso, a eq.(2.10)

possibilita definir
oL
Pi = 75—
J a qj

como o momento generalizado ou momento canénico. As equagoes de movimento de

(2.11)

Lagrange ficam entao expressas como

oL
)= — . 2.12
p] a qj ( )
Sendo assim, o principio de Hamilton pode ser novamente enunciado, de uma maneira

mais geral [3]:

Dado um sistema mecanico holonomo descrito pela Lagrangiana L(q, ¢,t), seu
movimento no instante t; ao instante to é tal que a agdo definida em (2.5)
seja minima (ou estaciondria) para a trajetdria real, mantidos fixos os pontos

wnicial e final da trajetoria do espago de configuracao.

2.1.1 Extensao para campos classicos

Todos os resultados obtidos acima para um sistema mecanico com um numero finito
de graus de liberdade descrito pelas coordenadas generalizadas ¢;(t) se estendem para a
descricao de campos classicos de maneira praticamente imediata.

Por simplicidade, consideraremos inicialmente campos em apenas uma dimensao es-
pacial dado por ¢(z,t). Como sabemos, a passagem do discreto para o continuo se da
através da promocao do somatorio sobre todos os graus de liberdade para uma integral.

Dessa forma, a ac¢ao definida em (2.5) no contexto da teoria de campos unidimensional se

S 06 00
S—/tl dt/xl dxﬁ(gb,%,a,x,t) s (213)
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onde a Lagrangiana L da espago a uma densidade Lagrangiana L. Seguindo os mesmos

passos acima, partindo do principio de Hamilton, e usando

5 = @, 5¢) = @, (2.14)

a equagao de Lagrange unidimensional para campos classicos fica igual a

No caso de um sistema de N campos em trés dimensoes espaciais, representados coletiva-

mente por ¢ = (¢1,...,¢n), as equagoes de Lagrange ficam expressas por

0 oL oL oL .
&(W)*V'(mj))‘afo’ F=bo N (246)

2.2 Formulacao Hamiltoniana

As equacoes de Lagrange para um sistema com n graus de liberdade constituem um
conjunto de n equagoes diferenciais ordinarias de sequnda ordem no tempo para as coor-
denadas generalizadas ¢, (t), .. ., ¢,(t), ou n equagoes diferenciais parciais para os campos
O1(t), ..., dn(t). Na formulagao Hamiltoniana é diferente: as equagoes de movimento sao
2n equagoes diferenciais de primeira ordem no tempo para 2n variaveis independentes. De
modo geral, as equagoes de Hamilton nao sao mais faceis de resolver do que as equacgoes de
Lagrange; no entanto, fornecem um método poderoso, geral e flexivel para a investigagao
de questoes estruturais da mecanica, além de servirem de fundamento para a mecanica
quantica e mecanica estatistica.

Uma vez feita a extensao do discreto para o continuo no formalismo Lagrangiano,
partiremos deste ultimo ponto a fim de introduzir o formalismo Hamiltoniano. De maneira

direta, 0 momento canénico definido em (2.11) se estende a

_ oL
0% (x)

Para que seja possivel fazermos a transicao da formulacao Lagrangiana para a Hamilto-

7 (z) . (2.17)

niana, é necessario que as velocidades generalizadas possam ser expressas univocamente
em termos dos momentos canoénicos. Isso acontece quando a matriz Hessiana W = (W;;)

com elementos
0L

Wi]‘ -
0i(x)00;()
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é nao-singular, ou seja,

detW £ 0. (2.19)

Considerando que a condigao (2.19) seja satisfeita, tal mudanca de descrigao se da através
de uma transformacdao de Legendre, que consiste na substituicao das velocidades genera-

lizadas pelos momentos canonicos e na introducao da densidade Hamiltoniana H definida
por [1]

H = Zﬂ-jqu -L, (2.20)
e a Hamiltoniana
H[p;, 7] = /d%% (¢j(x), Vo;(z), 7 (x), V' (z)) (2.21)

como funcao dos campos e dos momentos generalizados, e nao mais das velocidades.

2.2.1 Equacoes de Hamilton

Para obter as equagoes de Hamilton, seguiremos os mesmos passos para a obtencao
das equacoes de Lagrange, partindo do principio de Hamilton. Para isso, sendo a ac¢ao

dada por (2.5), e considerando a densidade Lagrangiana na forma (2.20), vamos ter

/ { ZW% (¢5, Vg, 7, V) } : (2.22)

e portanto,
OH OH
5S=/d4$5 {57TJ¢]+7TJ5¢] 90, 0p; — Wé(v%)
J J
oH . OH ,
_ Ot i J
90" " a0V )}’

(2.23)

onde considerando que 6.5 = 0, e realizando integragoes por partes, vamos ter

. . OH oM . OH oM N\
/Qdazzjj{(—wj—a%+va(v¢j))5¢j+(qu—aﬂﬁva(wj))aw}_o. (2.24)

Sendo assim, dada a independéncia de d¢; e 677, obtemos o seguinte conjunto de equagoes

de movimento:

. O oM

%= gmi Va(w) ’ .

Lo O o OH (2.25)
T 0 I(Ve;)’
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conhecidas como equagoes de campo de Hamilton. No caso em que H nao dependa
explicitamente do tempo, podemos reescrever as equagoes acima de maneira que serao

usuais, ou seja,

. 0H
¢J = ﬁ7
' SH (2.26)
7 =——
09;

que sao as formas compactas das eqs. (2.25).

2.3 Sistemas Hamiltonianos vinculados

Entende-se como winculo limitacoes de ordem cinemdtica impostas a um sistema
mecanico, e que portanto antecedem a dinamica, sendo necessario levé-los em conta na
formulacao das equagoes de movimento do sistema mecanico [3]. Os vinculos podem ser
ainda classificados em duas partes, a saber, vinculos holonomos e vinculos nao-holonomos.
Como exemplo simples para elucidar o conceito de vinculo, consideremos uma particula
restrita a uma superficie fixa, digamos uma esfera de raio R centrada na origem. Seja
r = (z,y,2) o vetor posicao da particula relativo a um sistema cartesiano de eixos em
relacao ao qual a superficie permanece fixa, entao z,y, z nao sao variaveis independentes
mas devem satisfazer

flz,y,2) =2+ y* +2* — R?, (2.27)

onde f(r) = 0 é a equagao da superficie. Tal relagao funcional exclusivamente entre as co-
ordenadas, podendo envolver o tempo de modo explicito, configura os vinculos holonomos.
Em contrapartida, vinculos representaveis envolvendo velocidades, isto é, equagoes dife-

renciais da forma

g(qla'”7QN7QI7"'7QN7t):O7 (228)

que nao podem ser reduzidos por uma integragao a forma (2.27), sdo ditos nao-holénomos.

Como exposto anteriormente, a transicao da formulacao Lagrangiana para a Hamil-
toniana requer que as velocidades generalizadas possam ser expressas univocamente em
termos dos momentos canonicos, ou seja, que a matriz hessiana W seja nao singular. En-
tretanto, todas as teorias fisicas modernas de significado fundamental sao descritas por
Lagrangianas com matriz hessiana singular. Nesse sentido, o conceito de vinculos visto

anteriormente, que sao de natureza cinematica, da espago a um novo tipo, proveniente de
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uma descricao de sistemas dinamicos, conhecido também como sistemas Hamiltonianos,
desenvolvidos principalmente por Dirac [4].

Se a matriz hessiana ¢é singular, isto ¢,
detW =0, (2.29)
entao aparecerao relacoes funcionais entre os campos e momentos do tipo
(¢, m) =~ 0. (2.30)

Tais relagoes expressam o fato de que os momentos canénicos nao podem ser todos resol-
vidos para as velocidades em funcao dos momentos, porque nao constituem um conjunto
de equacgoes independentes. Além disso, decorrem unicamente da forma da Lagrangiana,
e por isso recebe o nome de vinculo primdrio, devido a Bergmann [4]. O simbolo ”~”
significa que tais relagoes sao fracamente nulas sobre a hipersuperficie do espaco de fase,
ou seja, que sao restritas a valer zero, mas que tal constatacao sé pode ser feita apds uma
analise de consisténcia que veremos mais adiante.

Como vimos anteriormente, os vinculos devem ser levados em conta na construgao das
equacoes de movimento. Na presenca destes, o Hamiltoniano nao pode ser determinado
univocamente a partir da forma usual, ou seja, por uma transformacao de Legendre. Em
vez disso, definimos um Hamiltoniano total como sendo uma extensao do Hamiltoniano

canodnico definido em (2.21), da forma
Hp = H + €11, (2.31)

sendo £ = £(¢, ) os chamados multiplicadores de Lagrange.

Dessa forma, devemos obter as equagoes de movimento a partir do novo Hamiltoniano.
Novamente, partindo do principio de Hamilton, considerando a ac¢do dada por (2.22) e o
Hamiltoniano por (2.31), as equagoes serao andlogas a (2.26) com a contribuigao adicional

dos vinculos na forma

. 0H oIl

¢ = E + E )
B _(5_H B 5_1-[ (2.32)
89 oo

E importante deixar claro que, caso haja vinculos adicionais da forma (2.30), estes devem

ser implementados em (2.31) com seus respectivos multiplicadores de Lagrange como
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forma de tornar o formalismo consistente. Podemos ainda escrever as relagoes (2.32) de
uma forma mais compacta, através da definigao de parénteses de Poisson. O paréntese de
Poisson de duas variaveis dinamicas é definido por

s [ OF  0G  6F G
{F’G}_/dy[ﬂi(y)mi(y) oIl (y) 6 Xi(y) |

onde X; e II' sao os conjuntos de varidaveis canonicas e momentos canonicos, respecti-

(2.33)

vamente, o que leva, para qualquer fungao F(¢, ) que nao dependa explicitamente do

tempo, a uma equagao de movimento da forma
F={F H}+¢&{F I}~ {F Hy}, (2.34)

uma vez que cada termo {&, F'}II é fracamente nulo.
Os parénteses de Poisson possuem certas propriedades que seguem diretamente de sua

definicao, a saber:
1. Anti-simetria: {A, B} = —{B, A}, onde {A, A} = 0;
2. Linearidade: {A +aB,C} ={A,C} +a{B,C}, « independente de (X;, IT');
3. Produto: {AB,C} = A{B,C} + {A,C}B;
4. Identidade de Jacobi: {{A, B},C} + {{B,C}, A} + {{C,A},B} =0,
além de fornecer as relagoes fundamentais a seguir:

{ba(@), 7 (y)} = 650(x — y),
{al
{n*(x), 7°(y)} = 0. (2.35)

&
:_/
-
sy
S
Ny
N—
—

Il

(@)

Dessa forma, se tomarmos F' em (2.34) como o conjunto dos II, devemos ter II ~ 0
por consisténcia, ou seja, devem ser preservados no tempo para que nao seja alterada a

estrutura de vinculos. Logo, a condicao de consisténcia é dada por
{ILH} +{IILII'} = 0. (2.36)
Por conta dessa condigao, somos levados a trés casos distintos, de acordo com [3]:

e Caso (1): As condigoes de consisténcia sao identicamente satisfeitas. Neste caso, os
unicos vinculos da teoria sao os vinculos primarios e os multiplicadores de Lagrange

sao arbitrarios, de modo que a dinamica contém funcgoes arbitrarias do tempo;
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e Caso (ii): As condigbes de consisténcia determinam univocamente os multiplicado-

res de Lagrange, caso a matriz ||[{II, I'}|| seja nao singular;

e Caso (iii): As condigoes de consisténcia geram vinculos secundarios do tipo
X(o,m) ~0. (2.37)

Os vinculos (2.37) recebem esse nome pois partem diretamente do emprego das equagoes
de campo, e veremos que sera o caso de interesse para o presente trabalho.
Da mesma forma que foi necessario calcular a preservacao dos vinculos primarios no

tempo, para os vinculos secundarios vamos ter
x~{x,  H + Mx,I'} =~ 0. (2.38)

Se recairmos nos casos (i) ou (i7) o processo é finalizado. Caso isso nao ocorra, apa-
recendo outros vinculos secundarios, repete-se o processo, conhecido como algoritmo de
Dirac-Bergmann [4], até que nao haja mais vinculos. Finalizado todos os estdgios, a

Hamiltoniana total fica expressa como

~ dIl

Percebemos aqui o porqué de nao considerarmos a igualdade fortemente nula anterior-
mente para os vinculos primarios, pois terfamos apenas resultados triviais para a derivada
temporal do vinculo, e todo o procedimento anterior (que é consistente) nao faria sentido.

Uma classificacdo importante a se fazer com rela¢do aos vinculos (2.30) e (2.37) é a
que distingue vinculos de primeira classe de vinculos de sequnda classe. De maneira geral,
uma funcao F'(¢, ) é dita de primeira classe se o seu paréntese de Poisson com qualquer

um dos vinculos (seja ele primdrio ou secundério) ¢é fracamente nulo:
{FII'} ~0, i=1,....,n (2.40)

e de segunda classe se o seu paréntese de Poisson com pelo menos um dos vinculos nao
é fracamente nulo, ou seja, {F,I1'}0 [3, 4, 38]. A Hamiltoniana total (2.39) é de pri-
meira classe porque é a soma de H de primeira classe com uma combinagao linear com
coeficientes arbitrarios de vinculos de primeira classe I1. Tal classificacao serd de grande
interesse quando formos contar a quantidade de graus de liberdade para a RG modificada,

no capitulo 5.
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Capitulo 3

Formulacao Covariante da TRG

A fim de comparacao com resultados posteriores, é de total importancia que facamos
uma breve descricao acerca do formalismo covariante da Teoria da Relatividade Geral
(TRG)[7-10]. A TRG foi estabelecida no ano de 1915 por Einstein em seu artigo [6] como
complemento da sua Teoria da Relatividade Especial (TRE)[5] sem gravitagao, postulada
no ano de 1905.

A formulacao covariante da TRG se baseia no conceito de manifold ou variedade. Uma
variedade nada mais é do que um espaco continuo que se parece localmente com o espaco
euclidiano. Globalmente, ele pode se deformar, curvar, etc., contanto que seja continuo,
ou seja, que na vizinhanca de cada ponto deste espaco seja possivel definir um mapa
suave para o espaco euclidiano que preserve derivadas de funcoes escalares naquele ponto.
A suposicao de continuidade, e portanto, diferenciabilidade, significa imediatamente que
podemos definir formas e vetores.

Uma variedade diferenciavel na qual um campo tensorial simétrico covariante de ordem
2, digamos g, seja escolhido para atuar como a métrica em cada ponto é chamada de
manifold Riemanniano, isso se a métrica for definida positivamente, ou seja, g(/T, f_l') >0
para todo A # 0. No caso da Relatividade Especial e Relatividade Geral, em que tem-se
métricas indefinidas, estas sao chamadas de pseudo-riemannianas.

Resumidamente, o espago-tempo da Relatividade Geral é descrito por uma variedade
pseudo-riemanniana dotada de um tensor métrico g, que fornece a distancia no espaco-
tempo entre dois pontos vizinhos separados por variacoes dz* das coordenadas através do

chamado intervalo de comprimento (ds) dado por:

ds® = g, drtdz” (3.1)
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onde se convenciona a soma de Einstein em pu, v.

Ao se comparar dois vetores na geometria, deve-se, inicialmente, fazer um transporte
paralelo em um deles para que ambos se encontrem na mesma posicao. O resultado desse
transporte paralelo depende do caminho utilizado e ird incorporar os efeitos da geometria
ao longo desse percurso. Para tanto, introduziremos o formalismo matematico adequado

para espagos CUurvos.

3.1 Tensor métrico

Da relatividade especial, um tensor métrico, ou simplesmente métrica, é uma funcao
bilinear que associa dois vetores a um ntimero real. Esta grandeza é um importante objeto
para o espaco curvo, representado pelas componentes g,,, definido de tal forma que seja
um tensor simétrico covariante de segunda ordem.

Uma caracteristica util da métrica é obtida colocando-a na sua forma canodnica, ou
seja,

g = diag (—1,-1,...,-1,4+1,+1,...,41,0,0,...,0) , (3.2)
para um espaco-tempo de dimensao arbitraria, onde “diag” significa a matriz diagonal
representada pelos seus autovalores. Se qualquer autovalor for zero, a métrica é dita
“degenerada”’, e sua inversa nao existe. Se todos os sinais forem positivos, a métrica
¢ dita Fuclidiana ou Riemanniana, enquanto que se houver pelo menos um negativo, é
chamada de Lorentziana ou pseudo-Riemanniana, que ¢ de interesse de estudo da TRG.

Além disso, ela também é continua e nao-degenerada, o que implica em
det(g,,) <0, (3.3)

ou seja, para cada geometria tem-se uma métrica distinta.
Um resultado importante, mostrado em [7], é a relacao entre o tensor métrico na

vizinhanga de um ponto P e a métrica de Minkowski, dada por

g/w(P) = Nuv » (34)

que implica na possibilidade de definir um espaco localmente plano ou inercial. Uma
consequéncia direta desse resultado é fato de que a primeira derivada do tensor métrico

sob tais condigoes deve ser nula, ou seja,

0

5

(P) =0, (3.5)
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ao passo que a derivada segunda ¢ diferente de zero. Grandezas tensoriais, como g,
tém a propriedade de que se todas as suas componentes forem nulas em um sistema de
coordenadas, elas serao nulas em qualquer outro sistema. Um tensor é definido como tal

se obedecer a seguinte lei de transformacao de coordenadas de um referencial z# — z#’
[3]: , ,
Tt THe Ozt !
e, = 00 e O 0
Zn Ot Otk awui 81,1/1’

Tﬂln-#k v (3.6)

se a transformacao segue outra lei, nao é tensor. Um fato interessante a se notar em
(3.6) sao indices sobrescritos e subscritos no tensor em questdao. Os indices superiores
recebem o nome de contravariantes (pois se transformarao de forma oposta ao vetor
de base associado), enquanto os indices inferiores sdo ditos covariantes. Os tensores
contravariantes sao comumente representados da forma (M, 0), sendo M a sua ordem, ou
seja, a quantidade de indices superiores. J& os covariantes sao da forma (0, N). Além
disso, para tensores mistos, ou seja, aqueles que possuem indices superiores e inferiores,
podemos representar por (M, N). A métrica g, é um exemplo tipico de tensor covariante
(0,2), que tem ainda a fun¢do de mudar a ordem dos indices de tensores arbitrarios,

bastando aplicar a lei de transformacao (3.6). Para o abaixamento de indice fazemos
9T =T,, (3.7)
enquanto para o levantamento o procedimento é inverso,
g"T, =T", (3.8)

onde g"” é definido como sendo a inversa da métrica.

3.2 Derivada covariante

Quando consideramos um sistema curvilineo, os vetores de base deixam de ser cons-
tantes e passam a variar com a posi¢gao. Dessa forma, seja um 4-vetor V' decomposto em

termos dos vetores base €,, a sua derivada com respeito a um 4-vetor 2 sera dada por

ov (ava

5=+ v#ramg) G, (3.9)

onde o simbolo I'* 5 é chamado de conezao, e suas componentes sao os simbolos de

Christoffel. Este simbolo tem uma importante interpretacao geométrica, pois traz consigo
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informagoes sobre os efeitos de curvatura. Além disso, ele recebe esse nome pelo fato de ser
usado para transportar vetores de um espago tangente para outro [8]. Definimos o termo
entre parénteses em (3.9) como a derivada covariante das componentes de um 4-vetor

contravariante, expressa como
nga = 85‘/& + V“l—‘auﬂ, (3.10)
onde identificamos % = Jg, e portanto reescrevemos (3.9) da forma

ov
55 = ViV (3.11)

O nome derivada covariante esté relacionado ao fato de a expressao (3.11) ter a mesma
forma tensorial em qualquer sistema de coordenadas, valida em todos eles, sendo essa
uma de suas vantagens para o estudo matematico da TRG.

Em coordenadas Cartesianas, os vetores de base sao constantes e, portanto, temos que
a derivada covariante de um vetor nesta geometria é a prépria derivada parcial de suas

componentes, ou seja, de (3.10) temos que
VeV =05V (3.12)

Para um 4-vetor covariante, temos de forma direta que sua derivada covariante sera dada
por
V.By=0,B,—1",,B,, (3.13)
com o sinal de menos (—) antes da conexao, o que diferencia as duas definigoes.
Uma vez que os eventos na TRG ocorrem num espaco-tempo descrito por uma varie-
dade pseudo-riemanniana dotada de um tensor métrico do tipo (0,2), torna-se necessario

obter a derivada covariante para essa classe de tensores. Generalizando os resultados

anteriores, vamos ter que, para um tensor contravariante de ordem 2,

Vo A = Qg AFY 4 TH, AN 4TV | AP (3.14)
enquanto que para um tensor covariante

VoA = 0aA — T2 0 An — T LA (3.15)

Para um tensor genérico de ordem (M, N), com aplicagdes sucessivas do raciocinio ante-

rior, temos que, de [8]:

_ H1 ... 1530 LA
VQTM Har Vi..UN — aot (Tm H Vl---VN) + I a)\T H V1..UN + I a/\Tm Vi..UN

_ F)\QVIT;U«L-.,U«N Mo — FAaVNTﬂl...,uN VL - (3.16)
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3.3 Simbolo de Christoffel e a métrica

Considerando a propriedade da métrica de levantamento e abaixamento de indices
de quadri-vetores ou tensores, vamos ter que para um vetor covariante V,, sua derivada

covariante pode ser expressa como
VsVa = 9o ViV . (3.17)
Expandindo a derivada do lado esquerdo da igualdade,
VVo = Vi (9au V") = VagauVF + gap VgV, (3.18)
que deve ser igual a (3.17) se, e somente se,
Vagou =0, (3.19)

uma vez que o vetor V' é arbitrario. Este é um resultado muito importante para o forma-
lismo da TRG, valido para todos os sistemas de coordenadas. Em coordenadas cartesianas
vamos ter uma identidade trivial, uma vez que os simbolos de Christoffel sao nulos, e por-

tanto

Vs9au = OpGap = OpNap = 0. (3.20)
A equacao (3.20) nos permite obter a derivada ordinaria da métrica em funcdo dos
simbolos de Christoffel, uma vez que Vgg,, = 0. De forma intuitiva, podemos pen-
sar que o inverso também deva ser verdade, e de fato é. Para isso, devemos partir da

seguinte propriedade, dada por [9]:

re =T (3.21)

pv vp o

que é uma consequéncia de termos um espaco com tor¢ao nula, ou seja,

S =T —T° =0, (3.22)

v v Vi
vélido para qualquer sistema de coordenadas. Este resultado (3.21), juntamente com
(3.19), nos garante que as geometrias a serem estudadas na TRG sao as chamadas geo-
metrias Riemannianas.

Aplicando a definicao da derivada covariante no tensor métrico, e realizando per-

mutacoes adequadas nos indices, vamos obter de forma direta a seguinte relagao:
v 1 av
s = 59 (Os9an + Ougas — Dagus) (3.23)
conhecido como simbolo de Christoffel de 2° tipo.
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3.4 Tensores de Riemann, Ricci e Einstein

3.4.1 Tensor de Riemann e identidade de Bianchi

A derivada covariante, diferentemente da derivada parcial, em geral nao é comutativa.

. . / / ~ .
Isso implica que para qualquer tensor 71,/ ./, vamos ter uma relacao do tipo

VNV Tty VT (3.24)

Dada as componentes de um campo vetorial ‘7, vamos analisar a dupla derivada covariante
sob elas, como mostra a eq. (3.24):
Vo VgV =0, (VaVH#) +T#,, VsV =173,V V#
=0,08V* + (0aI"55) V7 + T 3,0,V +T#,005V + TH ;.17 ,5V7
— 17,0, VH =T 3,15, V7. (3.25)
Permutando o com (3, teremos
ViV VF =030, VF 4+ (051" 05) VT + T 0003V + 14,50,V + TH, 507 )0 VP
— 17480, VH =T g, V7P, (3.26)
e, portanto,
(Va, V| VI =V, VaVH = VeV VH = (0uI" 5, — 01" 0o + T 0ol P56 — T3, 17 06) V7,
(3.27)
onde, ao subtrair as igualdades (3.25) e (3.26), considerou-se as simetrias nos indices co-
variantes das conexoes e a comutatividade do produto entre elas, além da comutatividade

das derivadas parciais, e a mudanca de indice mudo, o que simplificou consideravelmente

nossa expressao final. Podemos reescrever a ultima equagao acima como:
[Va, V] VI = R 505V (3.28)
onde
R'yop = 01" g — Ol o + TH 0 )1 5 — T 5,17 o (3.29)
é o chamado tensor de Riemann ou tensor de curvatura na sua forma geral, valido em
qualquer sistema de coordenadas. O tensor de Riemann descreve a mudanga nas compo-

nentes de um vetor quando este é transportado paralelamente em um caminho fechado

numa dada geometria. Caso esta geometria seja plana, vamos ter:
RfYyap = 0. (3.30)
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Para obter a expressao (3.29) em termos da métrica, tomemos a derivada da conexao
(3.23):

1
aO'FHlI,B = 59” (aﬁaagcw + 811809045 - 8a60.guﬁ) . (331)

Uma vez que a segunda derivada de g,, nao desaparece em um ponto P da variedade, ao

contrario da primeira, vamos ter, substituindo (3.31) em (3.29), no referencial inercial:

Ryap = %QU“ (080a9ov + 0000gas — 050agup) — %9”“ (0a989ov + 0108900 — 05039va.08) -

(3.32)
Usando o fato da métrica g, ser simétrica, e suas derivadas parciais sempre comutarem,
ou seja,

aaﬁﬁg;w = aﬁaag,m/ ) (333)
nos encontramos no ponto P
1
R'uyaﬁ - 5,90” (auaagaﬁ - aaaocguﬂ + aoaﬁgua - auﬁﬁgaa) y (334)

que ¢é o tensor de Riemann geral em funcao da métrica inversa e derivadas parciais da
métrica. Uma vez que (3.34) é uma equagao tensorial, esta é valida para qualquer sistema
de coordenadas. Dado que a métrica tem a funcao de abaixamento e levantamento dos

indices dos tensores, faremos isso para o tensor de Riemann, a obter:
1
Ryvap = gu/\Rkvaﬁ ) (90,0098 — 009890 + 04089va — 0u0alup) - (3.35)

Permutando seus indices em cada par e entre eles,

Ryuaﬁ = _Ruuaﬁ; (336)
R;W/J’a = _Ruua,87 (337)
Roguw = Ruvag » (3.38)

percebemos que sao antissimétricos na troca dos indices de cada par, e simétricos na

troca dos pares. Sendo assim, ¢é facil verificar que
Ruuaﬁ + R,uﬁua + Ruaﬁu = 07 (339)

conhecida como primeira identidade de Bianchi, que pode ser reescrita de maneira mais

compacta como *

Ryjyas) = 0. (3.40)

*A notacao dos indices entre colchetes indica uma permutacao antissimétrica.
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Essas relacoes de simetria nos permitem que, de 256 componentes de R,,.g, tenhamos
apenas 20 independentes. Em adicao a essas identidades algébricas, a (3.39) obedece
a uma identidade diferencial, que restringe seus valores relativos em diferentes pontos,

conhecida como sequnda identidade de Bianchi, expressa por

VARuVaB + vﬁRuuz\a + vaRuu,B/\ =0. (341)

3.4.2 Tensor e escalar de Ricci

O tensor de Ricci nada mais é do que uma contracao do primeiro com o terceiro indice

do tensor de Riemann. Fazendo isso com a equacao (3.35),
R = g""Ruvap = R%vap - (3.42)
De forma explicita,
R,5 = %gm (0000908 — 0500913 + 0x0891a — 008900 - (3.43)

Contraindo agora os dois indices do tensor de Ricci, vamos obter o escalar de Ricci, dado
por:

R=g""R,5=R". (3.44)

3.4.3 Tensor de Einstein

Como motivagao para a definicao deste tensor, devemos fazer uso da identidade de

Bianchi (3.41). Aplicando a contracdo de Ricci a essa expressao, obtemos
g“a [V)\leag -+ VﬂRuy,\a + VaRuug,\] =0, (345)

e, portanto,

VARVB — VBRV)\ + vaRan)\ =0, (346)

que é uma expressao conhecida como identidade de Bianchi contraida. Para obter este
resultado, fez-se uso da propriedade de levantamento de indice pela métrica e antissimetria
nos pares de indices do tensor de Riemann. Realizando uma nova contracao, agora em

(3.46) por g“? | vamos ter
VAR — VgR?, — VR =0. (3.47)
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Fazendo f — «a na equagao acima, teremos:
ViR —2V,R*, =0, (3.48)
que pode ser reescrita como

Va2R%y = 0*\V,R =0,

1
VoR%\ — 550‘,\VQR =0,
1
Va <RQA — 55%1%) =0, (3.49)
onde iremos denotar o termo entre parénteses por:
1
G%\ = R\ — 550‘,\}2. (3.50)

Contraindo os dois lados da igualdade acima pela métrica, ela ird abaixar o indice «, da

seguinte forma

1
gocVGa)\ = gocVRa,\ - Egowéa)\Ra (351)
e portanto,
1
GV)\ - Rl/)\ - §gu)\R7 (352)

que é o conhecido tensor de Einstein na sua forma usual.

A equagao (3.49) é equivalente a ter
V.G =0, (3.53)

que corresponde a quadri-divergéncia da equacao de campo de Einstein no vacuo, conforme
veremos a seguir. Se consideramos ainda a equagao de Einstein geral, ou seja, na presenga
de matéria

1
R, — §Rguv = KT, (3.54)

onde k = 871G é uma constante de proporcionalidade, e GG a constante gravitacional de

Newton, obtemos uma outra identidade fundamental da RG, a saber

v, T" =0, (3.55)

v

que representa a conservagao local do momento e energia, de acordo com [7].
As equagdes de campo de Einstein (3.54) descrevem como a geometria do espago-tempo

¢ influenciada pela distribuicao de massa e energia. Estas, por sua vez, representam um
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conjunto de dez equacoes independentes nao-lineares para o tensor métrico. No entanto,
a identidade (3.53) representa um conjunto de quatro vinculos para a métrica, de modo
que apenas seis equagoes sao de fato independentes em (3.54).

Uma propriedade fundamental da RG que estd intrinsecamente conectada a (3.54) é
a invariancia por difeomorfismo. Devido a sua estrutura tensorial descrita pelo tensor
métrico e a conexao de Levi-Civita, as equagoes de campo de Einstein sao invariantes
sob mapeamentos da variedade a si mesma. Ou seja, um difeomorfismo nao altera as
propriedades fisicas observaveis das solucoes das equacoes de campo de Einstein.

Matematicamente, podemos expressar um difeomorfismo da forma [52]
2 =1+ & (27) | (3.56)

que, em contextos especificos, sao interpretadas como transformacgao de calibre, onde
|§“ (:L"B)‘ < 1 é um vetor cuja suas componentes sao fungoes da posi¢do. Assumindo

também |0p€*| < 1, as matrizes de transformagoes ficam

ox'™

W - (Sg + 05§°‘ y (357)
Oz N N

5o = 05 — 088", (3.58)

onde considera-se apenas derivadas de primeira ordem em £“. Uma consequéncia direta é

que a métrica se transformara como

, OxP 0x°
Juwr = Gy :@wgpa

= (55 - aﬂgp) (51(/7 - a}/ga) 9po
=9uv — vug,u, - v,ugu ) (359)

o que continua representando o mesmo espaco-tempo fisicamente. Em termos da derivada

de Lie, que sera explicada adiante, podemos reescrever a expressao acima da forma

9y (%) = G () — Legpu (). (3.60)

3.5 Difeomorfismos e derivada de Lie

Como mostrado na segao (3.2), a nogao de derivada de um campo vetorial, ou de

uma maneira mais geral, um campo tensorial numa variedade M requer a introducao
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de alguma estrutura extra em M. Essa estrutura é definida como a conexao afim, o
simbolo de Christoffel. Outra possibilidade de estrutura extra é um campo vetorial de
“referéncia”, com respeito do qual uma derivada é definida. Este é o conceito da derivada
de Lie que discutiremos aqui.

De maneira geral, se definirmos um mapa ¢ : M — M tal que ¢ seja inversivel (e ¢ e
¢! sejam suaves, ou seja, infinitamente diferencidveis e continuas), entdo definimos um
difeomorfismo da variedade M para si mesma M, pares de pontos na mesma variedade.
O conceito de difeomorfismo permite entdo mover tensores arbitrarios para frente (push-
forward) e para tras (pullback) na variedade. Especificamente, para um campo tensorial

(ka l) da forma TH1--Hk

.., €M M, n6s definimos o seu pushforward como [8]

Ay Oy*r Qz™t ox™
at...o - ]
(¢.T) Prebe = gam T gy gyt 8yﬁlT i (3.61)

e o pullback da mesma maneira, uma vez que o pullback (¢*) é o mesmo pushforward via
o mapeamento inverso [¢~!],.

Por conta disso, podemos calcular a diferenga entre o valor de T#-#%, ~ (z) em algum
ponto p € M e ¢*[T"-#%,  (¢(p))], seu valor em ¢(p) € M movido para p, como mostra
a figura (3.1). Isso sugere que nds podemos definir um outro tipo de operador diferencial
de campos tensoriais, tal que categorize a razao da mudanga de um tensor sob o fluxo
de difeomorfismo. Para tanto, definimos uma familia de parametros de difeomorfismo,

denotada por ¢;, que pode ser pensada como um mapa suave R x M — M, tal que para

cada t € R nés temos um difeomorfismo ¢;,.

Figura 3.1 — Representacao geométrica de um difeomorfismo ¢.

A familia de parametros pode ser pensada como surgindo de campos vetoriais e vice-
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versa, de modo que ¢;(p) descreva uma curva em M. Se definirmos entdo um campo
vetorial V# = dz# /dt para ser o conjunto de vetores tangentes a cada uma dessas curvas

a cada ponto, entao a diferenca que estamos procurando é dada por
AtTul e vy...1] (p) = gbz [Tlulm,uklll.‘.l/l<¢(p))] - T'ulmluklll.‘.l/l (p) ? (362)
o que permite definir a derivada de Lie de um tensor ao longo do campo vetorial como

V1.1 t—0

AT
Loy TH 1 —lim(%). (3.63)

A derivada de Lie é, de fato, uma nocao mais primitiva do que a derivada covariante,
uma vez que esta nao requer a especificacao de uma conexao. De maneira geral, podemos

escrever a derivada de Lie de um campo tensorial arbitrario da forma [8]:

Loy THH2- Mkl/lug " = Vo, THH2- Mkl/lug "
A
( VN )T re Mkzzlug Wz
(a Vm)Tm)\ Mkljll/g e (3'64)
(ayl V)\ THIILz...uk)\VQ..J/l
(aVQV)\)TMMz Mk . + ... ’

que também pode ser dada em funcao de uma derivada covariante. Em particular, para

uma funcao escalar

Lvf=V(f)=V"0,f. (3.65)

Uma expressao particular bastante usual é a derivada de Lie da métrica, como pode ser

visto em (3.60). Aplicando a definigao (3.64), vamos ter que

Ly g =VVogu + (V#VA)gAV + (VVVA)Q#A
=V,V, +V,V,,

(3.66)

ou

EVQ;U/ = 2V(,uv;/) ) (367)

onde V,, ¢ a derivada covariante definida anteriormente. Portanto, dizer que a RG ¢ inva-
riante por difeomorfismo significa dizer que a teoria é livre de “geometria privilegiada” 8],
uma vez que se o universo ¢ representado por uma variedade M com uma métrica g,,,

entdo o conjunto (M, ¢*g,,) transformado por ¢ representa a mesma situagao fisica.
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Capitulo 4

Formulacao Hamiltoniana da TRG

Neste capitulo, apresentaremos o formalismo central para o desenvolvimento deste tra-
balho. A formulacao Hamiltoniana da RG é a base para muitos protétipos de gravidade
quantica [34], uma teoria ainda nao conhecida que busca a descri¢do quantica do campo
gravitacional, bem como de teorias de campos acopladas a gravidade (ver [35] para um
exemplo envolvendo a teoria de Schrédinger) e teorias da gravidade modificadas, em par-
ticular [36, 37]. Tais esforgos sao feitos em virtude da ja sucedida eletrodinamica quéantica
(QED), que fornece a descrigdo quantica do eletromagnetismo. Na verdade, a busca por
uma teoria que sintetize todas as ideias da fisica fundamental tem sido fortemente alme-
jada ha algum tempo, desde o advento da fisica moderna. O formalismo ADM fornece
um conjunto de varidveis canonicas adequadas e um meio de obter o Hamiltoniano da
RG. Para se construir este formalismo foi necessario desenvolver uma teoria para siste-
mas hamiltonianos vinculados, trabalho este feito por Dirac [13, 14] e também bastante
detalhado em [38], uma vez que a RG é uma teoria invariante por reparametrizagao de
coordenadas. Para abordar o formalismo canénico (Hamiltoniano) devemos assumir que
o espago-tempo quadri-dimensional M tem uma topologia especial M = R x ¥;, onde
R é um espaco unidimensional, indicado pela dire¢ao normal a ¥; em cada ponto, e >
uma familia continua de hipersuperficies arbitrarias tipo-espacgo tridimensionais imersas

em M, de acordo com Arnowitt, Deser e Misner [15, 16].
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4.1 Folheamento da variedade em hipersuperficies

Para a obtencao do Hamiltoniano da TRG, consideramos folhear o espaco-tempo
quadri-dimensional em uma familia continua de hipersuperficies tipo-espago. Dessa forma,
devemos fazer um estudo preliminar de hipersuperficies.

Em uma variedade de espago-tempo quadri-dimensional, uma hipersuperficie é uma
sub-variedade tridimensional que pode ser do tipo-tempo, tipo-espago, ou nula. Uma

hipersuperficie ¥ particular é selecionada colocando uma restri¢ao nas coordenadas
o (z*) =0, (4.1)
ou dando equacoes paramétricas da forma
%=z (y), (4.2)

onde y* (a = 1,2, 3) sao coordenadas intrinsecas a hipersuperficie. Por exemplo, uma 2-
esfera em um espaco plano tridimensional pode ser descrita por ® (z,vy, z) = 2% +y? + 2% —
R? =0, onde R é o raio da esfera, ou por x = Rsinfcos¢, y = Rsinfsin¢g e z = Rcosb,
onde os angulos 6 e ¢ sado coordenadas intrinsecas. A relagao z® (y®) descreve curvas

inteiramente contidas em ..

Figura 4.1 — Hipersuperficie tridimensional no espago-tempo.

4.2 Vetor normal

O vetor 0,® é normal a hipersuperficie, porque o valor ® muda apenas na direcao
ortogonal a ¥. Um normal unitario n, pode ser introduzido se a hipersuperficie é nao
nula. Isso é definido de modo que

nng = €, (4.3)



onde € = —1 se ¥ é do tipo-espago, e € = +1 se ¥ é tipo-tempo. Demandamos que n®
aponte na direcao crescente de ¢ : n*9,P > 0. Com isso, podemos ver que n® é dado por

€0, ®

a=———""——+ (4.4)
|g" 0,90, P|2

se a hipersuperficie for tipo-espago ou tipo-tempo.

4.3 Meétrica induzida

A métria intrinseca a hipersuperficie ¥ é obtida restringindo o elemento de linha
aos deslocamentos confinados a hipersuperficie. Relembrando as equagoes paramétricas
% = z% (y*), temos que os vetores

oz

o _ 4.
9% = By (4.5)

sao definidos como projetores, e sao tangentes as curvas contidas em X. Isto implica que

qin, = 0 no caso de uma hipersuperficie tipo-espago. Agora, para deslocamentos em X,

nos temos

a B
ds3 = gapdardr’ =gag (ax dy“) (aidyb)

oy oyb
=Gasd @y dy"dy’
=qady*dy’ (4.6)
onde definimos
Gab = Gaplody (4.7)

como a métrica induzida, ou primeira forma fundamental da hipersuperficie. A quantidade
ga» ¢ um escalar com respeito a transformacoes z* — 2 das coordenadas do espaco-
tempo, mas se comporta como um tensor sob transformacoes y* — y® das coordenadas
da hipersuperficie. Nos referimos a tal objeto como um tri-tensor.

E interessante, ainda, explicitarmos a relagao para o inverso da métrica, dada por [11]
g*% = en®n’ + ¢"qq) (4.8)

denominada relacdo de completeza, onde ¢® é o inverso da métrica induzida definida em

(4.7).
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4.4 Campos tensoriais tangentes

Uma vez que somos apresentados a uma hipersuperficie ¥, é comum a situacao de
termos campos tensoriais A%’ que sao definidos apenas em X e que sao puramente

tangentes a hipersuperficie. Tais tensores admitem a decomposigao
AP = Ambeqog? (4.9)

onde as quantidades ¢ podem ser interpretados como vetores de base em ¥. A equacao
acima implica que A%n, = A ng = ... = 0, o que confirma que A%? é tangente a
hipersuperficie.

Nota-se que um tensor arbitrario 7% pode sempre ser projetado para a hipersuperficie,
de modo que apenas suas componentes tangenciais sobrevivem. A quantidade que efetua
essa projecao é ¢ = qabqg‘qf = ¢*% —en®nf, e qﬁ‘qf ... TH ¢ evidentemente tangente a
hipersuperficie.

As projecoes

Aag...qfqu o= Awy. = GamGon - - A™ (4-10)
ddo o tri-vetor A% associado com A*%. Dessa forma, vemos a equivaléncia entre um
campo tensorial tangente A%’ e um tri-vetor A%, Enfatizamos ainda que enquanto A%

~ / . 3
se comporta como um tensor sob a transformacao y* — y® das coordenadas intrinsecas

’ ~ /
a X, ele é um escalar sob a transformacao x® — x® das coordenadas do espaco-tempo.

4.5 Derivada covariante intrinseca

Queremos agora examinar como os campos tensoriais tangentes sao diferenciaveis.
Nosso objetivo é relacionar a derivada covariante de A%% (com respeito & conexao que é
compativel com a métrica do espago-tempo gns) & derivada covariante de A®, definida
em termos de uma conexao que é compativel com a métrica induzida ¢,,. Por simplicidade
nés devemos restringir nossa atengao ao caso do campo vetorial tangente A%, de tal modo
que

A® = A%, A%, =0, A, = Angs . (4.11)
Definimos a derivada covariante instrinseca de um tri-vetor A, como sendo a projecao de

VA, na hipersuperficie, da forma:
DyAq = (VsAq) 454, - (4.12)
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Para calcularmos D, A, em funcao da conexao compativel com ¢, examinaremos inicial-

mente o lado direito da equacao acima:

(VsAd) 4Cay =Vs(Aag)ay — Aa(Va2)ay

=(05A2)ay — (Vdar)ay A°Q]
_ 04,027
-~ 0x8 oyt
— O, A, — Ty A (4.13)

— (Vaa) g, 4] A°

onde utilizou-se a definicao de integragao por partes * para reescrever os termos da pri-

meira linha da igualdade acima, e definimos

Fcab = (VBQa'y)QI?QZJ (416)

de modo que

DyA, = 0yAy — T°,, A, (4.17)

que é uma expressao familiar para a derivada covariante no espaco-tempo.

A expressao para a conexao pode ficar explicita em termos da métrica induzida. Para
tanto, considera-se que a derivada covariante intrinseca da métrica induzida seja nula, ou
seja,

Dettar = Vo(qasdaya2) = 0, (4.18)
da mesma forma que V,g,s = 0 no espago-tempo. De fato, trabalhando com o lado

direito da equacao acima, vamos ter

v, (qagqffqg ql ) =V, [(ga/i — enang)ta, g}
=—- E(nﬁvvna + ”annﬁ)fong;’
=0, (4.19)

*0 termo (VpAa)qSq, = Vs(Aaglaqy) — 42 4a(Vsay)) — 4 Aa(Vsq2), que apds uma integracio por
partes elimina o termo de derivada total. Em seguida, consideramos reescrever o segundo termo do lado
direito da igualdade

—2Aa(V3a)) = —V5(Aagla)) + a) V(a5 Aa) , (4.14)

de modo que novamente apés uma integragao por partes, elimina-se o termo de derivada total, e ficamos
com

(VaAa)aSay = 4y Vs(aS Aa) — ap Aa(V5aS) - (4.15)
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uma vez que n,qy = 0. Sendo assim, da expressao (4.17) para a derivada covariante

intrinseca de um campo tensorial na hipersuperficie, temos que (4.18) pode ser reescrita

como:
Defab = Oeap — Laeba — Thedaa = 0, (4.20)
e portanto,
Oear = Taetha + Titaa (4.21)

Permutando os indices da métrica, obtemos

hac = ngch + ng@ad ; (4.22)
—Uafqch = —Pfa%d - Fiach, (4-23)

de forma que, somando as trés ultimas equacoes acima, obtemos a expressao para a

conexao em termos da métrica induzida, dada por

1
Fabc = E(aCQab + aanc - azzqcb) ) (424)

que é andloga a (3.23) obtida a partir do formalismo covariante da TRG.

4.6 Curvatura extrinseca

As quantidades DyA, = VBAangf sao as componentes tangenciais do vetor VgAaqf .
A questao que queremos investigar agora € se este vetor possui também uma componente
normal.

Para responder isso, nds reescrevemos VﬁAaqf como gz‘VﬁA"qf e decompomos a
métrica nas partes normal e tangencial, conforme relacoes anteriores. Isso da

\Y4 Ao‘qﬂ =(enn, + 4" ¢ @up)V A“qﬁ
B b iz w) VB b (4‘25)

=e(n, VA gy )n® + 4" (Vs Audlndy ) a;
Vemos que, enquanto o segundo termo é tangente a hipersuperficie, o primeiro termo é
normal & ela. Utilizando entao a expressao (4.17) para a derivada covariante intrinseca, e
o fato de A* ser ortogonal a n*:
Vng‘qf =— G(VBnMA“qf)na + 4" Dy Anqy

(4.26)
=D, A% — eA“(VBnqu‘qbﬁ)n“
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Neste ponto, introduzimos o tri-tensor
Kab = Vgnangl?, (427)

chamado de curvatura extrinseca, ou segunda forma fundamental da hipersuperficie .

Em termos deste, escrevemos
VsA%q) = DyA%S — eA®Kyn® (4.28)

e vemos que Dy A* d4 a parte puramente tangencial do campo vetorial, enquanto —e A% K,
representa a componente normal. Com isso, podemos ainda concluir que a componente
normal desaparece se e somente se a curvatura extrinseca desaparecer.

A curvatura extrinseca é uma quantidade muito importante. Podemos provar que ela

¢ um tensor simétrico. Para isso, da equagao (4.27), temos
(4.29)

onde considerou-se n,q5 = 0. Essa propriedade de simetria da curvatura extrinseca da
origem as relagoes

1
Kap = vﬁnangbﬁ = é(ﬁnga@ngg: (4.30)

em que
Logop = 1"V ugap + (Van") gus + (Vn") gua = Vang + Vgna = 2Vang ,  (4.31)

¢ a derivada de Lie do tensor métrico ao longo de n*, de acordo com a definigao (3.63), o
que mostra que K, esta intimamente relacionado a derivada normal do tensor métrico.

Também notamos a relacao
K= qabKab = qaﬁvﬁna = Vozna ) (432)

o qual mostra que o trago K pode ser definido como a expansao de uma congruéncia de
geodésicas (ou seja, um conjunto de curvas integrais de um campo vetorial) que cruza
a hipersuperficie ortogonalmente (para que seus vetores tangentes sejam iguais a n® na
hipersuperficie).

Desses resultados, concluimos que a hipersuperficie é convexa se K > 0 (a congruéncia

é divergente), ou concava se K < 0 (a congruéncia é convergente). Veremos que enquanto
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qap €std preocupada com aspectos puramente intrinsecos da geometria de uma hipersu-
perficie, K, esta preocupado com aspectos extrinsecos — da maneira pela qual a hiper-
superficie esta inserida na variedade do espago-tempo. Juntos, esses tensores fornecem
uma caracterizacao virtualmente completa da hipersuperficie.

Para ilustrar melhor as defini¢bes acima, consideremos algumas hipersuperficies de um

espaco que temos mais familiaridade, a saber, o espaco R®.

Exemplo 4.6.1. Um plano ¥ como uma hipersupeficie do espaco Euclidiano R3:

Figura 4.2 — Plano ¥ como uma hipersupeficie do espaco Euclidiano R?. Fonte: [12].

Nesse caso, notemos que o vetor normal unitario n permanece constante ao longo de
.. Isso implica que a curvatura extrinseca de ¥ é identicamente nula. Além disso, a soma
dos angulos de um triangulo definido em ¥ é a+ 4+~ = 7, o que mostra que a curvatura

intrinseca também é nula.

Exemplo 4.6.2. Cilindro ¥ como uma hipersupeficie do espaco Euclidiano R3:

7\
X

AW
4

Figura 4.3 — Cilindro ¥ como uma hipersupeficie do espaco Euclidiano R®. Fonte: [12].

43



Nesse caso, o vetor unitario n permanece constante quando z varia a um ¢ fixo,
enquanto sua direcao muda para um ¢ variando a um 2z fixo. Consequentemente, a
curvatura extrinseca é nula na dire¢ao z, mas nao na direcao . Além disso, assim como
no exemplo anterior, a curvatura intrinseca continua identicamente nula.

No entanto, se considerarmos como exemplo uma esfera > como hipersupeficie em
R3, como feito em [12], veremos que tanto a curvatura extrinseca como a intrinseca sao

nao-nulas em todas as direcoes.

4.7 Equacoes de Gauss-Codazzi

4.7.1 Forma geral

Apébs definirmos a métrica induzida ¢, associando a ela uma derivada covariante
intrinseca compativel, podemos pensar em definir um tensor de curvatura puramente

intrinseco da forma

DyDyA® — DyD,A® = — RS, A% (4.33)

de forma totalmente andlogo a definicao para o caso de uma geometria Riemanniana

(3.28). De maneira direta, podemos escrever este tensor como
dab = Oal'ay — OG, + Ta Ly — 17 Ui (4.34)

sendo agora as componentes dos simbolos de Christoffel dadas por (4.24). A questao que
queremos examinar agora € se este tensor, denominado tensor de Riemann tri-dimensional,
pode ser expresso em termos de Rgaﬂ — a versao quadri-dimensional — restrito a X.

Para responder isso, iniciamos com a identidade
V4 (Vaaea))al = V4 (Toydi — eKan®)al (4.35)
que segue imediatamente da relacao
Vng‘qf = DyA%qS — e A°Kgpn® (4.36)
trocando A“ por ¢, e utilizando a definicao

DyA, = 0yA, — T5,A, . (4.37)
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Desenvolvendo inicialmente o lado esquerdo de (4.35),

Vo (Vsa2a) ! =(V,Vsa2)ay q! + VsaeV.q)q)

=( ),
(Vo Vsas)ay
( )
( ),

4,47 + Vs, (F 0y — €en”)
’ v (4.38)
q

V! + Vgl qiTh — Vgl ek, n”

V, Vg

Vo Vsad)ay g7 + T (Teaql — €Kaan®) — €KpeV pgon”

Em seguida, o lado direito

\Y (deQd eKapn®)ql =V (Fade)qc V. (eKan®)q]
=V 'Y q7q5 + T4V 450 — (Vo Kap@In® + €K V. nq))
=0.1%q5 + T9 (T5.0% — eKgen®) — €D Kupn®™ — €K Vg .
(4.39)

Igualando agora (4.38) e (4.39), isolando V.,V 3q%q/ ¢7 no lado esquerdo, vamos ter:

(V,Vsa)qy ) = 0.1 q5 + T4(T6.q° — eKgen®) — €0 K ypn®

— KV n®q) — T (T¢,q% — eKoagn®) + eKpVaqon” . (4.40)

Subtraindo-a de uma expressao similar (ngng‘)ngf , obtemos a quantidade desejada,

apos alguns passos algébricos:
R, 2qyq] = Rl + €(DeKay — DyKoe)n# + eKpVon'q) — Ko Vntqy . (4.41)
Projetando este resultado ao longo de gq,, temos
Ropy602y 4005 = Rapea + €Ky V0" q) qay — € KoV 50" ) Gy (4.42)
onde considerou-se ntqq, = 0. Da relacao para a curvatura extrinseca
Kay = Vnadsdy , (4.43)
vamos ter, no iltimo termo do lado direito de (4.42)
Vntay qa = Van'a) 3as, = Vnsaiay = Kay = Kua. (4.44)

Dessa forma, obtemos, apds realizar passos similares ao anterior no segundo termo do

lado direito de (4.42),

Raﬁ'ytsq(?quzqg - Rabcd + 6(](ab-[(bc - Kachd) ) (445)
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que é a relacao desejada entre Rgpeq € 0 tensor de Riemann do espago-tempo (M). Ou seja,
a projecao de Rqps na hipersuperficie induz um tensor curvatura nesta mais termos de
correcoes que envolvem a curvatura extrinseca devido a imersao de X em M. Assumindo

e = —1, uma vez que consideraremos hipersuperficies tipo-espaco,
Ragno0s 4, 4245 = Rabea — (KapKpe — Kacla) - (4.46)
Projetando agora (4.42) em n,,, temos
Ryuapsn"qCqyq) = DeKap — DyKoe (4.47)

que é a projecao parcial do tensor curvatura de Riemann na hipersuperficie ¥. As equacoes
(4.46) e (4.47) sdo conhecidas como equagoes de Gauss-Codazzi. Esta iltima recebe ainda

um nome particular, chamada relacao de Codazzi-Mainards.

4.7.2 Forma contraida

As equacoes de Gauss-Codazzi podem ainda ser escritas numa forma contraida, em
termos do tensor de Einstein Gog = Rop — %Rgag. O tensor de Ricci no espago-tempo é
dado por

Rap =9"" Rpaup
= (en"n” + ¢ dr) Ryuavs (4.48)
zeRMauﬁnunV + anRuauﬁQﬁI(]Z ;
e o escalar de Ricci é
R =¢"" R
_Enanﬁ+abaB(R o v mn p nwov
= 7"4aq ) (eRuansn®n” + ™" Ruavpdnay,)
b B ab 8 (4.49)
:eqmnRuaVquq,ananﬂ + €C]a Ruauﬁnunqu?Qb + qa qmnRuauﬁqng Qﬁqu
=264" Ryuowsn 450" gy + 40" Ryuowsdlids 4l -
Reescrevendo o tensor de Einstein em fun¢ao das expressoes obtidas para o tensor e escalar

de Ricci, e utilizando algumas relacoes obtidas anteriormente, vamos ter

2Gasnn” = R — (K"K — K?) | (4.50)

Guq®n® = DyK! — 0,K | (4.51)

onde agora o R presente em (4.50) ¢é o escalar de Ricci tri-dimensional, definido em X.

46



4.7.3 Escalar de Ricci

Partindo da relagao (4.49)
R = 264" Ry 430" @} + 4" 4™ Ryt 45415 (4.52)
o primeiro termo é simplificado usando a relagao de completeza
¢ = en®n® + q“bqaaqbﬁ, (4.53)

e o fato que Rwyﬂn“no‘n”nﬁ = 0. Isso da

ab o B

2eq™q; g, Ruawpnt'n” =2e (gaﬁ —

en"nﬁ) R anpgntn”
=269 Ry pntn” — 2€Rapsn*n®n’n’
(4.54)

14
=2eR,,n''n

=2€Ry5n°n” .
Usando a defini¢ao do tensor de Riemann (4.33), reescrevemos a rela¢ao acima como

Rognn® = — V,Vann’ + V3V,nn’ (4.55)
4.55
= — V(Van™n?) + Von®Vn® 4+ Vo (Vn®n®) — Vgn®Van® .
No segundo termo da tltima expressao identificamos K2, onde temos K = V,n® como

sendo o traco do tensor curvatura extrinseca. O quarto termo, por outro lado, pode ser

exXpresso como

Vgnavanﬁ :gﬁ“ga"vﬁnavynﬂ

(4.56)
= (enﬁn” + quqfqﬁL) (en“n” + q*"q5qy) VgnaVon,
mas como ¢"™qp g, = ¢°*, vamos ter que
Vn®Ven? = (en’n" + ¢™*) (en®n” + ¢*) VgnaVon, . (4.57)
Entretanto, pelo fato de n*Vgn, = 3Vg(n®ng) = 0,
Vgnavanﬂ :qﬂuq“”vﬂnavyn
g (4.58)
=¢""q""V gnads @y Vunu g,
que, da definicao de curvatura extrinseca, nos da
Vn®Von” = ¢" " Ky Kyn = Koy K™ = KKy, . (4.59)
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Portanto, temos que
Rogn®n® = —Vg(Van®n®) + K2 + Vo (Vnn”) — KKy, . (4.60)

O segundo termo de (4.52) é simplificado utilizando a primeira relagao de Gauss-Codazzi

(4.45), de modo que

qaqunRuazzBQﬁleLYq?ZQZ? :qaqun [Rmanb + 6([(mb[(an - KmnKab)]

(4.61)
=R+ (KK, — K?).
Dessa forma, substituindo (4.60) e (4.61) em (4.52), obtemos
WR=R— (K? - K®K_,) — 2V (Vgnn® —n*Vsn?), (4.62)

que é o escalar de Ricci quadri-dimensional (denotado pelo indice (V) expresso em ter-
mos do escalar de Ricci na hipersuperficie > e dos termos de corregoes proporcionais a

curvatura extrinseca e ao vetor normal.

4.8 Decomposigao 3+ 1 (Formalismo ADM)

A formulacao Hamiltoniana de uma teoria de campos assume uma Hamiltoniana
H[¢, 7], em que a fungdo ¢ é a configuracdo de campo, e m, 0 momento candnico, numa
hipersuperficie ¥ tipo-espago. Para expressar a acao em termos da Hamiltoniana, é ne-
cessario folhear X* com uma familia continua de hipersuperficies tipo-espago, uma para
cada instante de tempo. Esta é a proposta da decomposicao 3 + 1, também conhecida
como formalismo ADM.

Para efetuar esta decomposi¢ao nés introduzimos um campo escalar t(x®) de tal modo
que t = const. descreva uma familia de hipersuperficies tipo-espaco sem intersecao ;.
Esta “funcao tempo”é completamente arbitraria; o tnico requerimento é que t seja uma
funcao de valor tnico de =%, e que n, x J,t, o normal unitario a hipersuperficie, seja um

campo vetorial tipo-tempo na direcao futuro. Tal decomposicao ¢ ilustrada abaixo:
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Figura 4.4 — Folheacao do espago-tempo em uma familia de Hipersuperficies ;. Fonte:

E. Gourgoulhon [12].

Em cada uma das hipersuperficies ¥; nds instalamos coordenadas y®. A priori, as co-
ordenadas em uma hipersuperficie nao precisam estar relacionadas a coordenadas de outra
hipersuperficie. Porém, é conveniente introduzir uma relacao. Considere uma congruéncia
de curvas 7y cruzando as hipersuperficies ¥;, como na figura (4.5). Nao assumimos que

essas curvas sao geodésicas, nem que cruzam as hipersuperficies ortogonalmente.

\ .

|

P// Q//
2y
P Q’
P Q
P / \ 7Q

Figura 4.5 — Congruéncia de curvas cruzando as Hipersuperficies ¥;.

Usamos t como um parametro nas curvas, e o vetor t* é tangente as congruéncias.
Tem-se a relacao

199, = 1. (4.63)

Uma curva particular v, da congruéncia define um mapeamento de um ponto P em ¥; a
um ponto P’ em Xy, e entdo a um ponto P” em ;. Para fixar as coordenadas de P’ e
P, dado y*(P) em X, nés simplesmente impomos y*(P") = y*(P’") = y*(P). Portanto,

y® é mantido constante em cada membro da congruéncia.
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Esta construcgao define um sistema de coordenadas (t,y*) em X*. Existe uma trans-

formagao entre este e o sistema x® originalmente em uso, a saber: z® = xz*(t,y®). Temos

o [0z
o = (W)ya , (4.64)

ox®
e , 4.65
o <aya )t ( )

e definimos

como vetores tangentes em ;. KEssas relagdes implicam que nas coordenadas (t,y%),
t* =07 e ¢t =62, Também temos

Lig, =0, (4.66)

que se mantém em qualquer sistema de coordenadas.

Introduzimos um unitario normal a hipersuperficie:
Ne = —NO,t, (4.67)

em que

naqy =0, (4.68)

onde a funcao escalar N, chamada de lapso, garante que n, é apropriadamente norma-
lizada. Pelo fato das curvas v nao cruzarem Y, ortogonalmente, t* nao é paralelo a n®.

Devemos decompor nas bases fornecidas pelos vetores normal e tangente da forma
t* = Nn® + N, (4.69)

que é uma relagao compativel com o fato de t*0,t = 1. O tri-vetor N* é chamado de

shift(deslocamento). Estas quantidades sao mostradas na figura (4.6).

1/

N

v

Figura 4.6 — Decomposicao de t* nas funcoes lapso e deslocamento.
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Podemos ainda usar a transformagao de coordenadas z® = x“(t, y*) para expressar a

métrica nas coordenadas (¢,y*). Tomando a derivada total de %, teremos

oz® oz®
dz® = dt + | =— ) dy® = t“dt + ¢*dy" 4.70
x <8t )ya +<8ya)t y + qady” (4.70)

onde considerou-se as relagoes (4.64) e (4.65) para os vetores t* e ¢2, respectivamente.
Considerando agora (4.69), a equagao anterior fica:
dz® =(Nn® 4+ N)dt + ¢5dy®
=Nn®dt + (N*dt + dy*)¢" (4.71)
=(Ndt)n® + (dy* + Ndt)q; .
Uma vez que o elemento de linha é dado por ds* = g,sdx®dz?,
ds® =gag [(Ndt)n® + (dy* + N°dt)qs] [(Ndt)n® + (dy’ + N'dt)q,)]
= — N2dt? 4 gapq®ql (dy® + Nodt)(dy® + NPdt) (4.72)
= — N2dt* + qup(dy® + Ndt)(dy® + N°dt),

onde g = gagqg‘qf é a métrica induzida em ¥;, como mostrado anteriormente. Abrindo

alguns termos da ultima expressao acima, vamos ter

ds? = — N2dt? + qupdy®dy® + qup Nldtdy® + qupNdtdy® + qu N dtNOdt

o ‘ (4.73)
=(N"N, — N?)dt* + q;;dy'dy’ + 2N;dtdy"
0 que nos permite identificar a métrica como
N®N, — N* N;
G = . (4.74)
N; Qij

Sua inversa pode ser escrita considerando a relacao g g, = 0%, e portanto

W [N NI /N? @s)
9= o : :
Ni/N? gii — NiNi/N?

Devemos agora expressar o determinante da métrica, g := det(g,,), em termos de ¢ :=
det(qu) e da fungao lapso, lembrando que ¢ = cofator(gy)/g = q/g, como segue de
(4.72). Considerando a relagao (4.67), vamos ter

gtt _ gaﬁaatagt — N—anﬂnanﬁ — _N—2 ' (476)
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Sendo assim,

=_N72, (4.77)

e portanto,
V—9=Nq. (4.78)

Os resultados (4.72) e (4.78), juntamente com (4.69), sdo fundamentais para a decom-

posigao (3 + 1).

4.9 Hamiltoniana da Relatividade Geral

Como um primeiro passo rumo a construcao do Hamiltoniano gravitacional, o que leva

a uma descricao do seu espago de fase, definimos a acao respectiva a este setor da forma:

1 1
Sq = —/ WR=gd'z + —7{ eK\/qdy, (4.79)
M K Jom

2K
onde reconhecemos o primeiro termo como sendo a agao de Einstein-Hilbert (Sy)

1
—/ DR —gd'z, (4.80)
M

:2/<

Su

e o segundo como a contribuigao de contorno, conhecido também como termo de Gibbons-

Hawking-York (GHY) [30, 32]

1
Scuy = —7{ eK\/qd%, (4.81)
K Jom

responsavel por cancelar as derivadas de primeira ordem da métrica no contorno, tornando
o principio de Hamilton bem definido. Aqui, M é a hipersuperficie fechada contornando
a regiao quadri-dimensional M, y* sao as coordenadas em OM, ¢, a métrica induzida em
OM, K o traco da curvatura extrinseca, e € = n“n,, onde n® é o vetor normal apontando
para fora de M, na direcao futuro. Desconsiderando as contribuicoes de contorno, por
enquanto, podemos fazer a decomposicao (3 + 1) da acdo Sy dada em (4.80). Para isso,

devemos considerar )R dado por (4.62), e \/—g por (4.78), o que leva a:

1
Sy = / o [R— K*+ KK, — 2V o (nPVgn® — nannﬁ)] Nyqd'z, (4.82)
M
ou ainda,
1
Si = / 3 [B— K2+ K" Koy + 2Va(n*K — a®)] Ny/gd'z, (4.83)
M 2K
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onde utilizou-se a definigao do trago da curvatura extrinseca, K = Vgn¥, e definiu-se
gy = n’8V5na , (4.84)

como sendo a quadri-aceleracao associada com a folheagao da hipersuperficie, ou seja,
mede a rapidez com que a curvatura muda de uma hipersuperficie para outra. A quanti-

dade a, é tangente a hipersuperficie, de modo que
n-a=20. (4.85)

Para construir o Hamiltoniano associado & agao (4.83), devemos expressar o mesmo em

termos de

Gab = LtGap (4.86)

onde t* é o vetor tipo-tempo definido em (4.64). Sendo assim,

dab = L1(90p020)) = (L19ap)dC a5 » (4.87)

onde utilizou-se o fato de £,¢% = 0, uma vez que t“ L ¢2. Portanto,
L1gop = "V uGas + (Vat")gus + (Vet")gau (4.88)

definida como a derivada de Lie de um campo tensorial covariante. Uma vez que V,g.5 =
0,
Etga/g = Vatg + Vﬁta . (489)

Considerando a decomposigao (4.69) para o vetor t,, temos

ﬁtga@ :VQ<NTL@ + Ng) + Vg(Nna + Na) (4 90)
:naagN + 8aNnB -+ N(Vﬁﬂa + VQTL5) + VﬁNa + VaNg .

Projetando agora em ngf ,

dab = 11043 95N ay + 0aNnga) s + N(Venaaia, + Vansaydz) + VsNadsa) + VaNsayd .
(4.91)
onde, dado que n,qy = 0, e considerando as defini¢oes de curvatura extrinseca (4.27) e

derivada covariante intrinseca (4.17), teremos

Qab = 2NKab+DbNa+DaNb- (492)
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Dessa forma, podemos reescrever o tensor K,, como

1
K, = w DyN, — D,Np) . 4.93
b= 2N(q b — Ly b) ( )

Portanto, a agao gravitacional depende de ¢,;, através da curvatura extrinseca. Note que
a acdo nio envolve N nem N, de modo que o momento conjugado para estas grandezas
serao fracamente nulos, como veremos adiante. Isso significa que diferente de qu, as
funcoes lapso e deslocamento nao sao variaveis dinamicas. Era esperado: N e N servem
apenas para especificar a folheacao de X* nas hipersuperficies ¥;; pelo fato da folheagao
ser arbitraria, somos completamente livres nas escolhas das funcoes lapso e deslocamento.
Em outras palavras, tais funcoes podem ser interpretadas como graus de liberdade de
calibre.

O momento conjugado associado a g, €, portanto,

oL
7% == 4.94
a(]ab ( )
onde
1
L= ﬂN\/a(R + KK, — K?), (4.95)

extraido a partir do fato de a acao ser expressa como

Sy = / dt /Z d*rLy/—g, (4.96)

e do termo de derivada total em (4.83) ser cancelado com os termos de superficie. Sendo

assim, a relacdo (4.94) fornece

1
=—N./q ? (R+ K™K, — K?)
aQij

(4.97)
1 0Ky oK
=—Nq|2K"== - 2K
2K \/a( 8% 8%)
onde '
0K (0.6 K ;) 0K
Kab a — Kab a’b ) Kabél 5] Kzg 498
8%] anJ b 8 zj 2N ( )
e
0K qPOK 4, b OKY |
K :K——K“cizéj =q¢"K— 4.99
i 0ds; v 9q,; 12N (4.59)
de forma que
7% = ﬂ(K“b —¢"K). (4.100)

2K
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Considerando a transformacao de Legendre definida em (2.20)
H =7 — L, (4.101)
obtemos, a partir de (4.100), (4.92) e (4.95), respectivamente:

H —ﬂ (Kab_qabK) (QNKab—i-DbNa-i-DaNb) _Nﬂ (R+KabKab—K2)

2k 2k
ZQ_VE [2NK“Kq + K (DyN, + D,N) — 2NK* — 2K D,N*|
— % (R+ K"Ky, — K?)
ZQ_VE [N (R+ K* - K®Kg) + 2 (K®D,N, — KD,N)] , (4.102)

o que leva a forma preliminar da densidade Hamiltoniana
H= —Q—ﬁ[N(R + K% — Ky K®) 4+ 2(KD,N® — K®D,Ny)] . (4.103)
K
Uma integragao sob a hipersuperficie espacial ¥; fornece a Hamiltoniana associada
He | dor=— [ @2Y? (NHo + N'H,) | (4.104)
5, s, 2K
com
Ho =R+ K* — K;; K",
A (4.105)
H; =2 (Dij — DiK) ,
onde considerou-se uma integracdo por partes ! para obter o segundo termo acima. No-
temos que a contribui¢ao na Eq. (4.104) proporcional a fungao lapso N envolve a parte
espacial do escalar de Ricci, bem como a curvatura extrinseca. Ja a parte proporcional ao
vetor de deslocamento N nao depende da geometria interna da hipersuperficie espacial,
mas apenas da forma como ela esta inserida na variedade quadri-dimensional.
Para realizar a andlise canonica da densidade Hamiltoniana (4.104), devemos expres-

sar a curvatura extrinseca em termos das variaveis do espaco de fase, em particular, o

tUtilizaremos diversas vezes esse argumento em calculos futuros. De maneira geral, uma integral por

partes tem a forma [8]

/A“(VMB)\/—gd"x =— /(VMA“)B\/—gd"x + termos de contorno, (4.106)

onde os termos de contorno tendem a zero no infinito, ou sdo absorvidos por termos adicionais, como no

caso do termo de GHY.
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momento canonico 7. Fazendo isso, de (4.100) vamos ter:

- 2k .. - 2K - T ..
K — T4 K = (W” — _q”> , 4.107
V4 V4 2 ( )
uma vez que
K — _iﬂ- (4.108)

Y
Vi
onde T = ¢;;7 é entendido como o trago do momento candnico. Sendo assim, a densidade

Hamiltoniana fica expressa como
H=NHy+ NH,;, (4.109)

onde

26 (4.110)

sao os vinculos Hamiltoniano e de momento, respectivamente, como mostrado em [30].
Tais vinculos representam, na verdade, as projecoes da equacao de campo de Einstein
em fungao das varidveis da decomposigao (3 + 1)[24, 25|, conhecidas como as equagoes
de Gauss-Codazzi contraidas. A densidade Hy é uma equagao escalar independente que
corresponde & projecao temporal ao longo de n* (4.50), enquanto a densidade H; é um
conjunto de 3 equacoes vetoriais independentes correspondendo a projecao parcial ao longo
de 3; (4.51). Juntamente com a projecao inteiramente ao longo de ¥; dada pela equagao
de campo associada a 7, somam-se mais um conjunto de 6 equacoes independentes,
resultando em um conjunto de 10 equagoes independentes, estando de acordo com a
contagem feita através do formalismo covariante. Tais discussoes se estendem ainda para

teorias de gravitacao modificada [31].
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Capitulo 5

Formulacao Hamiltoniana para uma

Teoria Gravitacional Modificada

A descrigao covariante da RG vem fornecendo ao longo dos anos uma descricao de
fenomenos gravitacionais que funciona surpreendentemente bem, de acordo com uma série
de experimentos que tém como objetivo testar tal teoria, como por exemplo os fenomenos
de avango do periélio de Merctrio, deflexao da luz e redshift gravitacional. Apesar do vasto
apoio experimental, bem como da beleza da teoria da gravidade de Einstein, mesmo que
se tenha o ponto de vista de que a gravidade permanece classica em todas as escalas de
comprimento, a RG exibe pelo menos algumas propriedades insatisfatérias. A presenca
de singularidade do espaco-tempo para solugoes do tipo buraco-negro, além da impossi-
bilidade atual da descricao da energia escura pelo modelo cosmolégico padrao, o ACDM,
sao exemplos mais conhecidos.

Por conta disso, surge a possibilidade de modificarmos a RG proposta por Einstein, no
sentido de abranger tais inconsisténcias, seja em escalas microscépicas ou cosmoldgicas.
Na verdade, um grande ntimero de teorias gravitacionais modificadas ja foram propostas
(ver, por exemplo, [39-42]). Entretanto, para o objetivo que cerne este trabalho, ire-
mos inicialmente considerar um modelo de gravidade modificada no contexto da teoria
escalar-tensorial de gravidade [8, 17, 21, 23], e em seguida faremos a extensao para uma
teoria de gravitacao modificada contida no arcaboucgo geral do Modelo Padrao Estendido
(MPE), extensivamente estudado em [44-54], lancando mao de uma das caracteristicas
fundamentais da RG, a invariancia por difeomorfismo.

Para esse ultimo, consideraremos o setor escalar gravitacional minimo, mediado pelo
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campo de fundo escalar dinamico u(x), o qual iremos calcular as equagdes de campo cor-
respondentes, de modo a compreender a sua dinamica, bem como a estrutura de vinculos

da teoria.

5.1 Teoria de Brans-Dicke: uma primeira abordagem

A RG tem passado por uma ampla variedade de testes experimentais. No entanto, é
sempre possivel que novos testes experimentais revelem desvios da formulacao original de
Einstein. Dessa forma, é razoavel considerar caminhos nos quais a RG possa ser modi-
ficada. Uma motivagao inicial para modificar a RG de Einstein é incorporar o principio
de Mach [21] (uma ideia que sugere que a massa de um objeto é influenciada pelas mas-
sas do restante do universo [22]) nos modelos de teoria escalar-tensorial de gravidade [8],
onde um campo escalar, digamos ¢, se acopla ao tensor métrico g,, da RG através do
escalar de curvatura, o tensor de Ricci. Um caso especial é dado através da acao da teoria
escalar-tensorial [17] com o termo de contorno GHY [18-20], chamada de Jordan frame

[23], que podemos representar por

[ g @Wp_ Ly gy B 1,
5 = /M d \/_g<f(¢) R~ SA(0)9" 8,60, U(¢>)+2 /a V(@)K (5.1)

M
onde f(¢) é uma funcdo genérica de ¢ bem como A(¢), e K é o traco da curvatura

extrinseca.

Um caso particular de (5.1) é conhecido como teoria de Brans-Dicke (BD) [21] quando

f(®) = e o) = 2, expressa da forma [23]

s = [ doy=g (690 - 20,000 -Uie) ) +2d devaer.  (52)

M
onde w é uma constante de acoplamento adimensional. A modificacao proposta por BD

considera promover o inverso da constante gravitacional a um campo dinamico com uma
dependeéncia explicita das coordenadas do espago-tempo.
Dessa forma, implementando a decomposi¢ao ADM nos elementos da agao (5.2) vamos

ter, para o primeiro termo:
- 2 2 .
¢YR = ¢ (R+ K>+ Ki; K7) + SOLnK — ODD'N, (5.3)

onde considerou-se novamente as relagoes (4.78) para /—¢g e (4.62) para o escalar de

Ricci. Mas, temos que

%qﬁﬁmK — o (V,uK) = V(K $) — K% — %Kﬁmgb, (5.4)
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onde, somado um termo de contorno adequado de (5.2), a derivada total é eliminada, e
portanto,

1 1
FOLnI = =K% = <K Lo, (5.:5)

Dessa forma, substituindo em (5.3):

ODR =¢ (R+ K* + K;K") +2(—K?¢ — iKﬁm@ — EqﬁDiDiN
o, NN (5.6)
=¢ (R— K*+ K;;K") — N(Kﬁmgb + ¢D;D'N),

o que completa a decomposi¢ao do primeiro termo de (5.2).
Partindo agora para o segundo termo de (5.2), utilizamos inicialmente a rela¢ao de

completeza para o inverso da métrica no formalismo ADM, dada por [4]
g = q¢" —ntn”, (5.7)

e o fato de a derivada covariante de um escalar ser igual a sua derivada ordindria, de

modo a termos
g"0,00,¢ = (¢" — n'n")V 0V, = ¢"'V , 0V, — n*'n"V 6V, 0. (5.8)

Estudando separadamente os dois termos da equagao acima, vamos considerar para o
primeiro a relagao entre a derivada covariante no espago-tempo (M) dada pelo operador

V e a derivada covariante na hipersuperficie (X;) dada por D. Essa relacao é tal que [12]

DpTal...ap B qalm - ‘qocp#qqmﬂl - ~quﬁqqopvchmmup ] (59)

V1..Vg

Para utiliza-la, devemos reescrever o termo como

"V .0V, 0 = ' "V 10V ¢ (5.10)

que, de (5.9), se torna
"'V .9V = ¢? DipD;o, (5.11)

a decomposicao desejada. Para o segundo termo n#n”V,¢V,¢, consideremos a relagao
1
nt'V,¢ = Nﬁmgb, (5.12)

onde
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Lno = N'D;o, (5.14)
de modo que
1 /. .
V0 = (gb . NZDigb> . (5.15)
Levando em conta os mesmos passos acima para o termo n”V,¢, vamos ter que
1 /. . o
YOV = <¢2 — 2N Diop + N’NJD,-ngngb)
1 /. , 2
= (¢ _ N1D2¢> .

Portanto, considerando (5.11) e (5.16), o segundo termo de (5.2) fica decomposto como

(5.16)

© d
¢ ¢

Sendo assim, podemos escrever a densidade Lagrangiana da teoria de BD em (5.2) na

9" 0,00, = (qijDingj — %(Qz} — NiDiqb)2> . (5.17)

decomposicao (3 + 1) como

LS =\/g[Ne (R — K* + Ki;KV) = 2(K L,y + ¢D:D'N)

w g . , (5.18)
- N—d)(NzCJ”DicbDj(ﬁ — (¢ = N'Di¢)*) = NU(9)].

Considerando novamente a relacado (5.13) para o quarto termo da primeira linha da

equacao acima, e a seguinte relagao para o quinto termo
Di(¢D'N) = D;¢ D'N + ¢D;D'N | (5.19)

vamos ter, considerando termos de contorno adequados na fronteira 0%; de modo a eli-

minar a derivada total acima:

w

L5 =VaING (R — K2 + KiyKV) = ——(N?¢"D;¢D;é — (¢ — N'Dig)’)

N¢ (5.20)
—2K(¢ — N'D;¢) — NU(¢) +2¢” DiN D;¢] .
Comparando este resultado com o obtido em [23]*,
. w . . .
Lapy =VaING (R = K* + KyyKY) = 52 (N*q" DigD;é — (¢ = N'Di@))%)
¢ (5.21)
+2K(¢ — N'Di¢) — NU(¢) + 20" DiND;g] .
vamos notar que ha uma diferenga de sinal no termo linear em K. Isso se d& por conta da

definicao global diferente de curvatura extrinseca adotada em ambos os trabalhos. Para

0 que segue, continuaremos com a defini¢ado adotada neste trabalho, a saber, eq. (4.93).

*Aqui foi preservada a notacdo utilizada em [23] para denotar a densidade Lagrangiana na decom-

posicao ADM.
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5.1.1 Momento canonico e Hamiltoniana

Nos é conveniente, agora, calcular os momentos conjugados (7, 7, 7, 7,) associados
a (N,N? q;,). Para tanto, devemos notar de (5.20) que esta ndo depende de N e
N ¢ de modo que os momentos my e 7; associados as funcoes lapso N e deslocamento N*,
respectivamente, sao fracamente nulos, uma vez que essas quantidades sao nao-dinamicas.

Temos, entao

TN = — =~ 0, 5.22
N N (5.22)
(3+1)
- 8E¢ N
ON?

que sao os chamados vinculos primérios, de acordo [4]. Os demais momentos conjugados,

por sua vez, sao:

oLt K K K .
o= S | Vol-aK O+ 2k ) 22 R G- NDg)
0qij 0qij dij 0qij
. (5.24)
ij iy 47 i
— Vi ol - K - 6~ N'Do)|
onde consideramos os resultados (4.98) e (4.99) obtidos na segao anterior, e
B aﬁ((;—‘rl) B w ) i
0¢ , (5.25)
W - .
= —(¢p— N'D;¢) — 2K | .
Vi [ 2246 - N'Dig) - 2k
Podemos ainda exprimir ¢ em termos de Te, a saber:
. N(b T .
= — | —=+2K N'D;¢. 5.26
o= 5o Ze 2k ) + Do (5.26)

Em posse desses resultados, podemos calcular a densidade Hamiltoniana associada a

(5.20), que é obtida considerando a seguinte transformagao de Legendre:
MO = 7y + mpp — L5 (5.27)

No entanto, antes de prosseguirmos é conveniente expressarmos o tensor curvatura extrinseca

e seu traco em funcao do momento conjugado 7. De (5.24), obtemos

a4l g 4
Ki = = Kq7 + i (- N'D;o)| , 5.98
<¢ﬂ+¢Q+NW ) (5.28)
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que ainda nao esta totalmente completo. Para isso, devemos tomar o seu traco, o que

resulta em
g1 T 3 . ;
K = ¢; KY ~% _7 +3K¢ — N(¢_N D;¢)
1q \ (5.29)
T
—— — | =+ 24— N'Do ]
26 L0 )
e portanto, podemos reescrever o tensor curvatura extrinseca como
. 1 1 . ﬂqij qij . .
KYV=—-|— (7Y — - — N'D; , 5.30
¢[ﬁ(w ) - £ht6- N (5.30)

onde 7 := ¢;;m é o trago do momento conjugado associado. Com base nos resultados
acima, podemos também reescrever os momentos conjugados 7 e m;. O primeiro é
trivial, de modo que substituindo (5.29) e (5.30) em (5.24), obtemos o préprio 7. Para
o segundo, precisamos substituir (5.29) em (5.25), obtendo

342
o = /7 \/g(fr(;\r%w)

0 que permite, ainda, reescrever a derivada temporal da varidvel canonica ¢ (5.26) em

(¢ — N'D;¢) (5.31)

funcao deste,
1 N

\/_(3 + 2w)

E conveniente, ainda, expressar ¢;; em fungao do momento conjugado. Para isso, devemos

substituir (5.30) em (4.92), o que da:

¢p=——— (s —7)+ N'D;h. (5.32)

. 2N Tqij Qij , ;
Gii = ——— (7 — ~ %5y _ NiD,¢) + D;N; + D;N; . 5.33
J (b\/a ( J 2 ) (b ( ) J J ( )

Por fim, antes de calcular a densidade Hamiltoniana em funcao dessas novas quantidades,
, . . 341 .

devemos também reescrever a densidade Lagrangiana £<(z5 ). Para isso, devemos calcular

explicitamente as contribui¢oes do tensor curvatura extrinseca em fungao dos momentos

conjugados. Sendo assim, a partir de (5.29) e (5.30), obtemos
1 71'2 6 - : 9 . ,

2 = 5 NlDz — - NlDz 2 . 4

et o N D)+ - NDe?| (G

g L 2 b — N'D;¢)  3(¢ — N'D;p)?
KinU — % <7T”7T” WZ) + g(¢ N\/ang ¢) + Z(gb N2¢2 ¢) ) (535)

Portanto, substituindo (5.29), (5.34) e (5.35) em (5.20) obtemos, apés alguns passos

meramente algébricos,

71.2

1 g 3
E((;’H) :\/Q{N[QSR + s (7T”7Tij - 7)} 2N¢(¢ N'D;¢)?

(5.36)
(Aﬂlﬁl¢ﬂy¢ (¢—<N72¢P)——AMK¢)+2¢ULAU%¢},

~No
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ou ainda,

”)} + B2 Ny

£ =i {N PR * o (”””"f ~5 )| ane
- %D@D% — NU(¢) — 2NDiDi¢} .

Entretanto, notemos que a expressao acima ainda depende da velocidade generalizada

(5.37)

é. Devemos entao substituir este valor por (5.32), de modo que reescrevemos o termo

associado a esta quantidade na equacao acima como

(3+2w)
9N

(6= NiDg)? = BF2) {N2(¢W¢—ﬂ)2} 1 ( N

ING q(3+2w)2 | 2¢q \3+ 2w

o que completa a nossa decomposicao, que fica expressa como
1 g 2 1 N

FaSagoam N|¢R+ —7¥m,; — — _— — )2

o TVAN|eRT T\ T =5 ) o (3T ) 9 =)

Nw

7Dingigb — NU(¢) — 2ND"DZ-¢} .

Sendo assim, tendo obtido a densidade Lagrangiana associada, devemos por fim calcular

) (pmp—m)?, (5.38)

(5.39)

os produtos entre os momentos canonicos e velocidades generalizadas de acordo com a

transformagao de Legendre (5.27). Fazendo isso,

g 2N g 71-2> T . ) B
17 5 1) 7 1]
G =—— (7im; — =) = Z(d — N'Dip) + 7 (D;N; + D;N,
J ¢\/a( J 2 (b( ) ( J ])
2N g 7r2> T N y
= 7.(.2]7.‘_2“__ e ¢7T — T +7TZ‘7 DNZ+DZN
2N y 7T2> N  7mg N 2 iy
== (797, —— ) — + + 79(D;N; + D;N;),
gzﬁ\/a( J 2 (3 + 2w) Va (3 + 2w) O/ (D; )
(5.40)
€
. T N )
Mo =2 " (fmy— 1)+ myN'Dicp
N ¢7T§ N 7m '

Bro)va Braw yg NP
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de modo que

7r2) 2N 7wy N N 72 N N ¢m;
2 B+2w) G (B+2w)oy/g (3+2w) /7
+ 79 (DjN; + D;N;) + 7yN'D;¢

C2N (o L N 2
oV (%) OV () om0
+ 7 (D;N; + DiN;) + mgN'D;gp,

. . 2N .
T i + T =—— <7T”7Ti' -
TR T /g 7

(5.42)
e portanto, de (5.27), vamos ter
2N p 2 1 N
H(3+1) _ = (71'”77'1“ o _) + ( ) T — gbﬂ' 2
N 7)oy \Braw) | )
+ Wij(DjNi + DzN]) + 7T¢NiD7;¢ - E((;)Jrl) ) (543)

que apoés substituir Lf;’H) por (5.39), fornece a densidade Hamiltoniana na decomposicao

ADM:

e :\/a{zv <—¢R + é (wiﬂ'mj - %2)) + %D@D% +N2D'Dié + NV (¢)
! N (D, N NI in.
+ 275(] (3+2w) (m— ¢7r¢)2] + 7 (D;N'+ D;N’) + N'D; ¢ . (5.44)

Considerando o fato de 7% ser uma grandeza simétrica, para que o pentltimo termo da
equacao acima seja diferente de zero devemos impor que a quantidade entre parénteses

seja simétrica. Fazendo isso,
Sendo assim,

HH =\/§[N <_¢R N % (w%j _ %2)) + %D@D% + N2D'D;p + NV (¢)

1 N , o .
L _ _OND,; + NP Do, 5.46
T 26 (3 n 2w> (m = o) } it N Do (546)

que completa o célculo da densidade Hamiltoniana para a agdo de BD (5.2) em fungao

das varidveis canonicas da decomposic¢ao (3 + 1) na hipersuperficie 3;, como desejado. A
partir deste resultado, podemos calcular a Hamiltoniana total realizando uma integracao
em >, e em seguida calcular as equacoes de campo associadas. Entretanto, para os fins
que se fizeram necessarios nesta secao, nao realizaremos esse passo, que pode ser visto

com bastante detalhe em [23].
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Um resultado interessante a se observar a partir de (5.46) é que, no limite em que
O = i (ou seja, da RG), e portanto 7, = 2k, a densidade Hamiltoniana Hfﬂ) reproduz

os resultados dados em (4.104), com os vinculos Hamiltoniano e de momento dados por

(4.110).

5.2 Modelo Padrao Estendido

Geralmente, espera-se que a Relatividade Geral e o0 Modelo Padrao (MP) da fisica de
particulas nao sejam as descrigoes definitivas da Natureza, mas sim teorias de campos
efetivas de baixa energia que descrevem com precisao a fisica nas escalas de energia dis-
poniveis para nos. Este ponto de vista é motivado pela expectativa de que exista uma
unica teoria unificada abrangendo todas as interacoes fundamentais conhecidas. Nesse
sentido, uma vez que o MP é uma teoria efetiva que descreve efeitos fisicos em escalas
de energia na ordem de GeV, se considerarmos a sua validade na escala de Planck ~
10" GeV, uma descricao da RG nessa escala deve fornecer uma nova fisica. Dessa forma,
deve-se propor desvios de principios fundamentais da RG.

A invariancia local de Lorentz é uma das simetrias fundamentais da relatividade,
bem como do MP. Esta simetria fundamental implica que as medigoes realizadas em dois
experimentos idénticos movendo-se uniformemente um em relacao ao outro devem fornecer
resultados iguais baseados nas mesmas leis da natureza conectadas por uma transformacao
de Lorentz. Assim, a forma das leis da natureza nao depende do estado de movimento
uniforme. Uma propriedade andloga existe para medicoes feitas com um aparelho e um
idéntico rotacionado. Este ultimo ponto de vista é chamado de invariancia de Lorentz da
particula.

No contexto da dinamica do espago-tempo, dizemos ainda que a RG é uma teoria cujas
leis sao invariantes por difeomorfismos, ou seja, estabelecendo relagoes entre diferentes
pontos, curvas, etc. em uma variedade sem mudanca de coordenadas. Em particular,
difeomorfismos sao representados por mapeamentos suaves de uma variedade indo em si
mesma, ou seja, M — M.

Considerar desvios das simetrias fundamentais da RG foi entao um caminho alternativo
para propor possiveis modificagoes da RG em um nivel efetivo. Tais desvios podem ser

parametrizados pelo MPE, uma teoria de campos efetiva que permite testar e comparar os
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diferentes resultados experimentais. De uma maneira mais geral, o MPE descreve o MP
acoplado com a RG e inclui termos adicionais contendo informacoes acerca da violagao
de Lorentz e difeomorfismo hipoteticamente causadas na escala de Planck.

A incorporagao da violagao de Lorentz no MPE ocorre através de campos de fundo que
surgem como valores esperados de vacuo nao-nulos de campos tensoriais. Estes ultimos
implicam diregoes privilegiadas do espago-tempo e envolvem coeficientes de controle que
descrevem a intensidade da violacao de Lorentz. Contracoes adequadas de campos de
fundo com operadores de campo do MP resultam em expressoes invariantes sob trans-
formagoes de coordenadas (transformacoes de Lorentz do observador). Em principio, o
MPE contém um ntimero arbitrario de termos, mas é frequentemente truncado em ordem
inferior na dimensao de massa dos operadores de campo utilizados. Um truncamento
muito estudado é chamado de MPE minimo e contém operadores de dimensao de massa
3 ou 4. O setor ndgo-minimo, por sua vez, contém operadores de campo com dimensao de
massa > 5 [52].

Um mecanismo genérico e atrativo é a wviolacao de Lorentz espontanea, estudada em
teoria de cordas e teoria de campos com gravidade, bem como teoria de campos nao-
comutativa, gravitacao quantica, dentre outras, como mostrado em [44]. Este mecanismo
incorpora, por sua vez, um campo de fundo dinamico na descricao do MPE, possuindo
flutuagoes em torno do valor esperado de vacuo. Um modelo simples e completo que
descreve bem este mecanismo é o modelo de Bumblebee [55].

A densidade Lagrangiana do MPE gravitacional minimo é uma modificacao da La-
grangiana de Einstein-Hilbert (EH) que é invariante em relagao as transformagoes gerais

de coordenadas, escrita da forma geral como

L, =" 2;9 (DR = 27 + (kg) o ™ RP7) + L, (5.47)

onde a agao associada se da pela integragao

S = / d'zL, . (5.48)
M

Na expressio (5.47), o termo proporcional & (Y R — 2A) se refere a EH, sendo A a cons-
tante cosmoldgica que comumente consideramos igual a zero, (kg),u,s representa os co-
eficientes de campo de fundo do MPE que se transformam como um quadri-tensor sob
transformacdes gerais de coordenadas, (Y) R##? o tensor de curvatura de Riemann definido

no espaco-tempo M, e k = 81, onde GG é a constante gravitacional. O termo L' aparece
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no caso em que os coeficientes surgem dinamicamente, como na quebra espontanea da
simetria de Lorentz, que consideraremos adiante.

Neste cendrio de quebra espontanea, os coeficientes de (kg) 0 descritos na densidade
Lagrangiana (5.47) preservam a simetria local de Lorentz da particula e de difeomorfismo,
em contraste com uma quebra explicita de simetria. No entanto, deve existir uma funcao
potencial definida em £’ que ao assumir valores esperados de viacuo nao nulos numa escala

minima de energia, quebra tais simetrias espontaneamente, como mostrado na figura (5.1).

Figura 5.1 — Quebra espontéanea de simetria. Fonte: [43].

Os coeficientes deste tensor podem ser decompostos como
(kR)upe P RP = —u R+ 5, (DRT) + 1,,,,CH7 (5.49)

onde (WRT)" ¢ o tensor de Ricci com trago nulo, e C*P? ¢é o tensor de curvatura de
Weyl. Os coeficientes u, 5., € ¢, 540 um escalar e tensores reais adimensionais, respec-

tivamente, carregando informagoes acerca da violacao de Lorentz e difeomorfismo.
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5.3 Formulacao Hamiltoniana para o setor escalar do
MPE minimo gravitacional

Como visto anteriormente, desvios das simetrias de Lorentz e difeomorfismo sao consi-
derados como uma das alternativas para se estudar em um nivel efetivo o comportamento
da gravitagao em escalas de comprimento muito pequenas. A densidade Lagrangiana dada
em (5.47) é uma possibilidade para tal descrigao no contexto de uma quebra espontanea
de simetria. Sendo assim, fazendo a identificagao ¢ — i (1 — u) na acdo de Brans-Dicke
(5.2), sendo u = u(z) um campo de fundo escalar dinamico, vamos ter a a¢ao associada

da forma

V- 1
S, = / dig Y9 ((1 —u)WR— ~ g" o ud,u — V(u)) + —}{ dPry/q(1 —u)K,
M 2K 1—u K Jom
(5.50)
onde os termos proporcionais a derivada do campo e o potencial V' (u) dao a dinamica da
teoria.
Fazendo a decomposicao ADM de cada termo separadamente vamos obter, com base

em (5.6),

ij 2 i
(1-—u)PR= [(R + K?+ K;KY) + v (LK — D;D N)}

5.51
2 ij 2 i (5:51)
onde consideramos novamente a relagao
LK = —K%u— ~KL (5.52)
Ul I = u— K Lmu, .
para rearranjar os termos desejados. Considerando agora (5.17), vamos ter
w Y w ii 1 . ;

de forma totalmente andloga, fazendo apenas ¢ — 1 — u.
Sendo assim, considerando a relagao (4.96) para a acao, podemos expressar a densidade

Lagrangiana associada a (5.50) como:

£7(J3+1) — L‘(O,u) + L(W) + LV; (554)
onde
N./q ij 2 i
E(O)ZT (R+K2+Kin7)+N(£mK—DiD N) , (5.55)
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é a decomposicdo ADM da densidade Lagrangiana de Einstein-Hilbert (EH), e

-N g 2 ;
-N/q w g 1 . ,
(W) _ U DD — — (1 — N D.u)?
L o L — (q DyuDju 2 (. — N*D;u) )] , (5.57)
—-N
Ly _T\/ﬁv(u), (5.58)

as suas modificacoes.

De modo geral,

LB — \/C_]{N(l —u) (R— K? + K;; K") + 2K (i — N'Dyu) — 2 (1 — u) D;D'N

2
" (5.59)
W ij . i
~ NI (N*¢" DjuDju — (4 — N'Dyu)?) — NV(u)} :
onde considerou-se a relagao
1
NﬁmK =n'V,K =V,(n"K) - K* (5.60)

em (5.55) mais o termo de contorno adequado. A partir de (5.59), podemos calcular os

momentos canonicos associados. Fazendo isso, obtemos

| 8£&3+1) \/a q]z
i = = Y21 — ) (K7 - Kq7) + L (a— N'D; 61
¢ (3+1)
oLy Al w
= == |—(u— N'D; 2K | . .62
™ o0 T o [N(l —a )+ 1 (562)

Assim como feito anteriormente, é conveniente expressar o tensor K% e seu traco em

funcao do momento 7% e seu trago. Sendo assim, do resultado (5.61), obtemos

g 1 EE g
ij = { 7:/_ = N'D; u)} + Kq¥ (5.63)
onde, tomando o seu traco,
1 3 i
e portanto,
g 1 2K g quj qij . i
KY = — (7Y - — — N'D; : 5.65
= 1 (P >+2N(“ o) 509

Uma vez que devemos expressar todos os nossos resultados em fungao apenas dos momen-
tos conjugados, substituiremos as quantidades acima onde for necesséario. Inicialmente,

substituimos (5.64) em (5.62), o que da

\/a T 34+2w . i
T = o [ 2&\/(_](1_u) —i—N(l_u)(u—NDiu)} : (5.66)
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e nos permite expressar a velocidade generalizada % como

U= 272(3+—N2w) [(1 —u)m, + wl + N'Dju. (5.67)

. . 3+1 . i
Considerando reescrever a densidade EI(L ), devemos ainda obter K? e K K;;. Fazendo

isso, obtemos, apds alguns passos algébricos:

1 452 2Kk 67 , 9 ~
K=—— — | —7m* - " —(u— N'D; — (1t — N'"D;u)? 5.68
T |~ = NDa) ¢ = NDa| (6
e
Kin-—; 4_52 ij .._7T_2 _Q_Ki(u_NiD.u)_i_i(u_NiD.u)?
P 0—up g " T 1) T JgeN TN :

(5.69)
Portanto, substituindo essas duas tltimas equagoes, além de (5.64) e (5.67) na densidade

Lagrangiana (5.59), vamos conseguir:

e G R =)

x [(1—u)m, +7)° — %DiuDiu — NV (u) —2(1 - u)DiDiN} :

A fim de calcular a densidade Hamiltoniana associada, devemos utilizar a transformacao

de Legendre
HEH = 7G4 i — LD (5.71)

Para isso, precisamos obter a unica quantidade restante (¢;;). Sendo assim, substituimos

(5.65) em (4.92), de modo a ter

= P‘@fj%ﬂ+rﬂ—@—WQM+mM+&M, (5.72)

—u) |\/q 2 1—wu)
ou ainda,
= — (- 1 —w)m, D;N; + DiN;,
QJ (1—U) |:\/a<7r] 2 )}+(1—u)\/§(3+2w) [( u)ﬂ— +7T]+ J + J

(5.73)
ap6s substituir @ por (5.67).
Portanto, multiplicando (5.67) por m,, (5.73) por @, e subtraindo o resultado de
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(5.70), chegamos ao resultado esperado, ou seja,

2 2
(3+1) _ V4 (1— _As ab _ T
H, . {N[ (1—-u)R+ 0= u)q (ﬂalﬂr 5 )

2k

* (1—u)q3+2w[ﬂ+(1_u)ﬂu}

+ LDauD“u + V(u)} (5.74)
1—u
+2(1 — u)D“DaN}
+ 21, " DyN® + 7,N°Dyu,,

que também pode ser expressa da forma a seguir, de maneira mais conveniente:

2 2
HEHD :@{N { —(1—u)R+ L) (mzﬂr“b - W—)

2K (1—u)q 2

21 1
e —Hu)QB+2w 7+ (1 —uwm]” -
+ 1‘_‘)—uDauD“u — 2D Dyu + V(u)} } |
+ N { — 2Db7rab + Damru} ,

que pode ser identificada como

HED = NH + N'H,; | (5.76)
onde definimos

H :\2/—3 —(1—u)R+ % (ﬂz‘j'ﬂ'ij - %2)

+ 2_i)q ; :2w [+ (1 —wm,)? (5.77)

+ %DiuDiu —2D'Dyu + V(u)} ,
como sendo o vinculo Hamiltoniano, e

H; = —2D;7; + Dyur, (5.78)

como vinculo do momento. O Hamiltoniano é dado pela integracao na hipersuperficie da

densidade Hamiltoniana associada, da forma

HE = / APy HEBHD (5.79)
pM
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Podemos notar ainda que no limite em que v =0, w =0e V(u) =0, ou ainda (¢ = 1), a

densidade Hamiltoniana (5.75) se torna

2 2
H£L3+1) _\/a{N|:_ R+ 4i (Wabﬂ—ab . ﬂ-_)
q

T2k 2
2k2 1 2
- ” 5.80
2 312 [+ ] (5.80)
— 2N“waab} ,
onde, considerando que neste limite temos m, = —m , reproduz-se o resultado obtido

para a agao de Einstein-Hilbert (4.104), como era de se esperar, da mesma forma que em
(5.46). Podemos deduzir entdo que esse limite confirma completamente o mapeamento

¢ — 5-(1 —u) em (5.46).

5.3.1 Equacoes de campo de Hamilton e geradores de difeomor-

fismos

Dado que a RG é uma teoria de campo sujeita a vinculos, é conveniente fazer uso
da formulacao Hamiltoniana para a analise de tais vinculos, bem como das equagoes
de movimento correspondentes. Para isso, consideraremos o formalismo desenvolvido na
segao (2.3) para uma teoria de campos.

Das equagoes (5.22) e (5.23) notamos o primeiro conjunto de vinculos da nossa teoria,
relacionados as fungoes lapso e deslocamento, respectivamente. De acordo com [4], tais
vinculos sao chamados de primdarios, devido a Bergmann, pois seguem diretamente do
fato de a densidade Lagrangiana ser independente de N e N°.

Portanto, no contexto da RG, o conjunto dos momentos conjugados II é dado por mn

e ;, 0 que leva ao seguinte conjunto de vinculos secundarios:

{my, Hy} = —H ~ 0, (5.81)
{mi, H} = —H;~ 0, (5.82)

calculados a partir da definigao (2.33), sendo H, dado por (5.79), o que mostra o porqué
H e H; sao de fato considerados vinculos. O paréntese de Poisson de tais vinculos com as
variaveis dinamicas da teoria em estudo fornecem as equagoes de campo correspondentes,
e consequentemente a descrigao do espacgo de fase gravitacional. Veremos que tais vinculos

sao ainda reconhecidos como os geradores de difeomorfismos da teoria.
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No que segue, iremos calcular parénteses de Poisson das varidveis dinamicas ¢;;(x),
u(x) e dos momentos candnicos 7 (z), 7, (z) com os vinculos Hamiltoniano e de momento,
de acordo com a defini¢ao (2.33). Sendo assim, considerando inicialmente o vinculo de

momento da eq. (5.78):

{qij(x)’/zt dsyNi(y)in(y)} - —QM%@) /E d3y\/c_1N"(y)Dj<mj/(§/)>

) A A
_ By D;N*

) , ,
=2——— [ d*yqu(y)7"(y)D; N’
571_” (ilf) /Et yq l(y)ﬂ- (y) J

0
-~ orii(x)

=2

/2 t d*y (qzC(y)wml (1) Do N© + g ()7 () D NC)

(5.83)

onde usamos o fato de que g;;(z) e 77(x) sdo varidveis independentes. Considerando a

seguinte propriedade da derivada funcional

5 mn e — n 5 .« 0.
s ] v [ v .

vamos ter

{q,-m), / | d?’yzv%y)%i(y)} -/ | dSy(qlc@)f;Zl((j; DN+ () ‘?;Zk(%) Dkzvc) .

(5.85)
Considerando agora os funcionais genéricos
Xe[tha] = ol t) = /d%’é(m — 2o (2 1), (5.86)
e
Y, [7] = 7P (x,t) = /d3x’5(x — 2P (2 t), (5.87)
obtemos as relagoes
W) g 1500y,
)y (2, t)
(5.88)
6P (x,t) 5 ,
=0,"0(z — '),
om (2!, t)
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de modo que reescrevemos (5.85) como
{as@). [ @uvomen} = [ @u(amansoe-no,e
Zt Et
+ qmc(y)éiméjké(x — y)DkNC

)
= /Et d’y (C]jc(y)5($ —Y)DiN® + qic(y)0(z — y)DjNC)
= jc(2) DiN° + qic(x) D;N°

onde £n¢;;(z) é a derivada de Lie ao longo do campo vetorial tri-dimensional N definido
pelas componentes da funciao deslocamento N?. Se compararmos o resultado acima com
a equacao de campo de Hamilton

0H

Y

Gij = D;N; + D;N; + 2NK;; , (5.90)

notamos que tais equagoes sao iguais a menos do termo 2N Kj;, que estd associado ao
paréntese de Poisson de ¢;;(z) com o vinculo Hamiltoniano H. Veremos mais a frente, de
forma explicita, que tal sentenca é verdadeira.

Calculando agora o paréntese de Poisson da variavel dinamica u(z) com o vinculo de

momento, vamos ter

{uo) [ #vwmn )}~ [ Euviwminpu)

- [ BN Dt

:/E d*yé(z — y)N*(y) Diu(y)

=N'(z)Dyu(r) = Lnu(z), (5.91)

e notamos novamente que o resultado serd uma derivada de Lie ao longo das componentes
N% do vetor deslocamento. Tal padrao nao é uma surpresa, e veremos mais a frente o que
isso significa.
Apo6s trabalhar com as varidveis canonicas, consideremos agora seguir os passos acima
para os momentos canonicos associados. Sendo assim, para 7% (z), obtemos
3 . ) , o
(. [ ewomm} -5 [ ewvavon(%2)
/2 & yqu(y)m™" (y) DN
¢

(5.92)
=2

6qij(z)
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E conveniente aqui considerar a variacao do integrando de maneira explicita. Fazendo

isso,
5( =1 dSyqnl<y>wm”<y>Dle)
p3M

_ / dSy(aqnxy)wm"(y)Dle + qnl<y>wm”<y>6Dle) |
3¢

(5.93)
Considerando a definicao de derivada covariante em >3,
: N7 .
D;N7 = %—. + 19N, (5.94)
xl

reescrevemnios a equa(;éo acima como
5( -2 / d*yqu(y)7™" (y) D N l)
¢

= —2/E >y <5qnl(y)7rm”(y)Dle + qnl(y)wm”(y)(SI’lm)\N’\) )
(5.95)

Considerando agora a definigao da variacao do simbolo de Christoffel (A.21) vamos ter,

para o segundo termo do lado direito da equagao acima,
1
STy = iqlk (DimdGrx + Da0Gmr — Drdgmn) (5.96)

de modo que

1
G AN Ii%ﬂmnqlk (Dm0 Gix + Dx0Gmi — Didgmy) N*

1

=500 (Dmdis + Drdmi — Didgma) N (5.97)
1

=§7ka (Dim0qix + Dx0Gmi — Didgmy) N* .

Na tltima linha da equagao acima podemos notar uma antissimetria nos indices (m, k) do

k

primeiro e terceiro termos entre parénteses. Dado que 7% é um tensor simétrico, vamos

ter entao que

1
Gun™ T, \N* = 57r“”b’fNADA5qm,€, (5.98)

e, portanto,

5( —2 /Z d*y g (y) 7" (y) D le) - /ztdgy (5q”l<y)ﬂmn(y)Dle(y) (5.99)

+ Wm"(y)Nl(y)Dzéqam(y))

1
2
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Para o primeiro termo do lado direito da igualdade acima, consideremos a definicao de

um tensor simétrico para reescreve-lo como

26Gu(y) 7™ (y) D N (y) = 8ne(y) 7™ (y) DN (y) + Sque(y)7* (y) DpN°(y),  (5.100)

enquanto que para o segundo termo, utilizaremos a definicao de derivada total, de modo

que

7 (Y)N' () Didgom(y) =Dy (7™ () N' (1) Gom (y))
— 8Gom(y)7™"™ (y) DIN' (y) = 6Gom (y)N' (y) Dix™ (y) ,

onde o termo de derivada total é eliminado sob integracao. Sendo assim, rearranjando

(5.101)

todos os termos acima, vamos ter:

5( 2 f dg@/in(y)Wmn(y)Dle> - [ d3y< — 840 () T () DN ()

— 0que(y)m™ () DeN(y) + 6Gom (y) 7™ (y) DiN' (y) + 0qom(y) N l(y)Dm"”(y)> :
(5.102)

Por fim, devemos considerar a equacao acima com respeito a variagao d¢;;(x), o que leva

(=2 [ @yt wan') = [ a( =855 - D
—0.'078(z — y)m™(y) DN(y) + 05" 6 6 (x — y)m™ (y) DiN' (y)
+ 65" 0m? 6 (z — y)Nl(y)Dmm"(y)> : (5.103)
o que resulta em
/ | d3y( — 8w — ) () DN () —8(x — ) () DN ()

+ 8(x — y)7 (y) DpN*(y) + N*(y) D™ (y)) :
(5.104)

Realizando as integracoes,

5l =2 | Byguy)m™ (y)D,N' | =N*(2) Dy (z) + 79 (2) D N* (2
( [ e ) WD) H DN
— % (2) DN’ () — 7% (2) DR N (),

de modo que, substituindo em (5.92), vamos ter
{wio). [ euvom ) - oxio) (5.100)
¢
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onde identificamos
L7 () = N*(2)Dpr' (2) + 79 (2) Dy N* (z) — 7% (2) Dy N? () — 7% (2) DN (x) (5.107)

como a derivada de Lie de 7 (z) ao longo de N. Se compararmos a equagao acima
com Lngij(z) (5.89), notamos a presenca de dois termos a mais. O primeiro se da pela
conservacao da derivada covariante de g;;. O segundo é explicado levando-se em conta
que 7 ndo é um mero quadritensor de segunda ordem, mas uma densidade tensorial'.
Assim, uma contribuicao adicional surge para a derivada de Lie por causa do fator /g,
que estd implicitamente contido em 7% [29)].

Finalmente, consideremos o paréntese de Poisson do momento canonico m, com o

vinculo de momento. De forma direta, seguindo alguns passos da operacao anterior:

{rio). [ #vwm} =555 [ Em@pamy)

- u(ym(ywiwi(y))

:&jx) /Et d*y (U(y)Dﬂu(y)Nl(y) + u(y)ﬂu(y)Dl-Ni(y)>

- [ #ita =) (Dm0 + mnD )
—u(2)DiN () + N (2) Dy () = Lma(2) | (5.110)
onde identificamos
LTy (1) = m,(2)D;N* () + N*(2) Dimy () . (5.111)

Dessa forma, notamos a partir das equagoes (5.89), (5.91), (5.106) e (5.110) que [ d*yN'H,

é o gerador de difeomorfismos espaciais em %; das varidveis dinamicas (q;;, u, 77, 7,), €

fPara um dado tensor de ordem (k,1), a correspondente densidade tensorial é definida como [24]:

Ty g = Vgl T o (5.108)

onde g = det(g,,) e W € R é o peso da densidade tensorial. Com essa definicao, a derivada covariante

de uma densidade tensorial é uma generalizacdo direta (usando V,g.3 = 0, entdo V,g = 0):

X1 O2...0

aras...a w B1B2...8 w ailas...ap
VT o a =Vl Y e B AL I 2 A AP (5.109)

\/HW
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de qualquer fun¢ao F(g;;,u, 77, m,) destas, em particular as densidades funcionais H e
H; [26, 27]. Em outras palavras, qualquer variagao do tipo F — F+6F ao longo de 3, é
dada pelo paréntese de Poisson entre essas fungoes e [ d®*yN'H;. No caso das densidades

H e H; vamos ter, a partir de [27]:

{’H,i(x), /E | d?’le(y)Hl(y)} LM, (5.112)

onde identificamos

LnHi(z) = N'OH; + HioiN' + HON', (5.113)

{ue. [ BN ()} = Lxila). (5.114)

onde

LaH(z) = N'OH + HON' . (5.115)

Da mesma forma que na mecanica cldssica o momento é o gerador de translagoes,
difeomorfismos espaciais nesse caso estao relacionados a deformacgoes espaciais em ¥; que
sao tangentes a hipersuperficie e sao descritas pelo campo vetorial espacial N através da
derivada direcional (derivada de Lie) Ln¢(x), como mostrado na segao (3.5).

Para confirmar o primeiro conjunto de equacoes de campo de Hamilton, a saber,

associada a varidvel dinamica ¢;;(x), devemos calcular o seguinte paréntese de poisson:

{aso) [ | FHON D}, (5.116)

sendo H(y) o vinculo Hamiltoniano dado por (5.77). Dado que ¢;; é independente de 7%/,

vamos ter

i i) o825 w0) - ey

Considerando a variagao de H separadamente vamos ter, para o primeiro termo de (5.77),

a variacao do escalar de Ricci. Reescrevendo este termo como
b
R =q¢"Ru, (5.118)
sendo R, o tensor de Ricci, vamos ter

OR = 0¢°Ry, + ¢ Ry, (5.119)
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onde, de acordo com (A.2) e (A.10)

(5q“b = —qamdqmnq”b , (5.120)

SRy, = DT, — DT, | (5.121)

sendo 0T, dado por (A.21) novamente. Portanto, uma vez que todos esses termos sao

independentes de 7%,
OR

o

= 0. (5.122)

Para o segundo termo de H, consideremos a relacio mq, = T°%qucqap, de modo que

) y T 4] 4 ab 1 o7
— | Ty — — | = — (T Qucqar) — =— - 5.123
S <7T b7l 5 ) S (77 GacGan) 0 S ( )

Calculando separadamente cada um dos termos acima, temos:

5 5ﬂ_ab 5ﬂ.cd
S7rii (ﬂ-Cdﬂ-aanchb) - ( 5 WCd + 7Tab Gcalbd

i omid
57Tab
. cd
=27 Qacqbd Srid (5124)

=27a08026 (x — y)

=2m;;(y)d(r — y),

e
67T2 — 0 ab cd _ Wab (57TCd
Smid _W(W GabT C]cd) = mqazﬂr + QcaT Sl
= (5?5§qab7f + 5§5§lch7r> 5(x —y) (5.125)

=27(y)qi; (y)o(z — y) ,

de modo que

— (w“b - %) = (2my(y) — 7(9)a ()3(z — ). (5.126)

Por fim, o proximo termo nao trivial de H é o terceiro, onde temos

0 (7 + (1 — u)m,)? :i(WQ +2(1 —u)rm, + (1 — u)?m,?)

St O
T 577:2 5 (5.127)

Note que o primeiro termo ja foi calculado em (5.125). Para o segundo, seguimos os

mesmos passos, considerando 7™ = 7q,,, obtendo

om  O(mqa) omb

57 = gy~ davy g = @()(z —y). (5.128)
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Sendo assim,

O (1= ) =r()ass) + 20551~ W) ()5(z ~ )
T (5.129)

Portanto, substituindo (5.122), (5.126) e (5.129) em (5.117), obtemos

{qij(x),/& d3y%(y)N(y)} :/zt d’yd(x — y)N(y)\/C_] L 4H2)q2(7ﬁj(y) - Mqrij(y))

2K 1—u 2

2k

1
e e ) + (- 0m )]

(5.130)

que, apos realizar a integracao, resulta em
26N (x) m(z)
{(Ju (2), /2 d y”H(y)N(y)} Jal - [2 (mg(x) 5 (@)

4 ()
# (1= (o) + ()

O conjunto de equagoes (5.131) juntamente com (5.89) corrobora com (5.73). Isso con-

firma a validade do primeiro conjunto de equacoes de campo de Hamilton:

i) = {auto), [ | P}, (5.132)

com H, dado por (5.79). Tais equagoes sao interpretadas como identidades geométricas
e nao devem ser modificadas desde que a geometria Riemanniana seja tomada como
fundamento da teoria de gravidade modificada [30]. A equagao (5.131) fornece ainda uma

relacao fundamental no contexto do formalismo ADM, dada por

1
Ka - _Em ab 5 5.133
b= 5y Lmab ( )

ou seja, a curvatura extrinseca nos permite dar uma medida da variacao da métrica
tridimensional em relagao ao tempo introduzido pela folheacao, quer dizer, K, contém
essencialmente a informagao sobre a “derivada temporal’de qgp.

Calcularemos agora a equagao de campo associada ao campo u(x). De forma direta,

{uo) [ #mwnw] = [ eovmZ. (5.134)
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Dado que o tnico termo dependente de 7, em (5.77) é o terceiro, temos que

H(y)

0Ty

=21 —u)(m+ (1 —u)m,)d(x —y), (5.135)

e, portanto,

{uto) [ evnvin ) =G| 22 - 0+ (- m)

:Mja(x) - +12w> {w(x) (- u(x))ﬂu(a:)}
=Lu(x). (5.136)

Tal resultado, juntamente com (5.91), complementa o segundo conjunto de equagoes de

campo de Hamilton para u, dada por

ite) ~{uto), [ | oy

:Mja(x) (3 +1 20) [W(I) + (1 = u(x))mu(z)| + N'(z) Diu(z) . (5.137)

Este resultado, assim como ¢;;(z), representa uma identidade geométrica satisfeita por

u(z) nas hipersuperficies, e nao envolve qualquer informacao dinamica acerca do campo
de fundo.

Podemos notar de (5.131) e (5.136) que a quantidade [5, d®yH(y)N(y), proporcional
ao vinculo Hamiltoniano, atua como o gerador de difeomorfismos na direcao normal a
> conectado ao quadri-vetor m#. Para ilustrar melhor o significado da derivada de Lie
ao longo de m*, consideremos um campo vetorial 7/ tangente a uma hipersuperficie 3,
definido entre os pontos p e ¢. Ao transportarmos este pelas linhas de campo de m por
um difeomorfismo ®4 para uma hipersuperficie vizinha ;. s, a derivada de Lie de 7/ ao
longo de m é entao definida pela diferenga entre o valor do campo vetorial 7 no ponto

os5t(p), i.e. U(t+ dt), e o vetor transportado de 3; ao longo das linhas de campo de m,

ie. ¢st/(t):

U(t + 0t) — ps /(1)
ot ’

Ll (t +6t) = lim (5.138)

representada pela figura (5.2),
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Figura 5.2 — Construgao geométrica da derivada de Lie ao longo de m*.

Note que a definigao (5.138) é andloga a (3.63) para uma derivada de Lie ao longo de
uma unica variedade do espago-tempo (que se aplica diretamente para hipersuperficies).

Continuando com o calculo das equagoes de Hamilton, busquemos agora complementar
o conjunto de equagoes dinamicas do nosso sistema. Calculemos agora o paréntese de
Poisson do momento canonico 7%(x) com o vinculo Hamiltoniano de modo a obter o
conjunto de equacoes de campo associado a esta variavel dinamica. Devido a extensao
dos célculos, o passo a passo pode ser consultado no apéndice (B). Considerando apenas
o resultado final, vamos ter:

{W“(fv), /E d3yN(y)H(y)} = —%{\/Zzl(l — u)NG" + D*D,[(1 — u)N]q"

K

— D'DI[(1— u)N]]

4K2N T X q w2
" |9 ic,_j 1 aab__
() 5 (-3

2:°N 1 y q" 2
- u)\/q 3+ 2w {QW (r (L =wm) = (@ (1 =) ]

N ij S
+ /4 {ﬁ <q—DauD“u — DZuDJu)

2
+ (q”D“NDau - 2D2NDJU) + %NV(U)} } .
(5.139)

onde tem-se uma dependéncia implicita em (z). Este resultado, juntamente com (5.106)

d4 o conjunto de equagoes de campo de Hamilton para 7% (x),

7 (z) = {Wij(a:), /E t dngu(Z/)}. (5.140)

Tal conjunto de equagoes da informagoes acerca da dinamica do espaco de fase em questao

modificado pela presenga do campo escalar u(z), e corresponde & projecao puramente
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espacial das equacdes de Einstein modificadas WGY = k™ T% na hipersuperficie ¥, [25].
Como citado no tltimo paragrafo da se¢ao (4.9), onde obtivemos a Hamiltoniana da RG,
a eq. (5.140) representa um conjunto de 6 equagoes independentes, que juntamente com
(5.77) e (5.78) completam as projegoes das equagoes de Einstein modificadas ao longo de
direcoes distintas a hipersuperficie.

Devemos notar ainda que no limite em que v = 0, w = 0, onde 7, = —7, as equagoes
de campo para 7/ () no contexto da RG na decomposi¢ao (3+ 1) devem ser recuperadas.
Portanto, fazendo isso em (5.139), e somando com o resultado dado por (5.106), vamos

obter:

7 (1) = —{\/a { — NG — ¢D*D,N + DZDJN}

2K
2 i ¥ 2
AN g (iepg - T 4 (e T (5.141)
NG 2 2 2

+ N¥Dyr + 79 Dy N* — 2D Nk

que estd de acordo com o resultado previsto, como pode ser observado em [25], por
exemplo.
Por fim, consideremos agora confirmar o conjunto de equacoes de campo para o mo-

mento canoénico associado ao campo de fundo u(z). De maneira direta,

{ro). [ #avwmin} == [ ewwies. (5.142)

que apds alguns calculos que podem ser consultados no apéndice (B), vamos ter como

resultado final:

(o), [ eumtmin p =42 [wre G20 (e - )

2K q(1 —u)?

252N w2 )
+ — Ty
q(3 4 2w) \ (1 — u)?

NwD;uDu N 2w
(I—-u)?  (1-u)

U

(5.143)
onde novamente considera-se uma dependéncia implicita em (x), que juntamente com

(5.110) da a equagao de campo para a variavel m,(z),

o) = { o). [ @it} (5,144
pI
que descreve a dinamica do campo de fundo u(x) no espago-tempo. Essas ultimas sao

uma implicacao da quebra de difeomorfismos espontanea e nao ocorrem no caso de uma

quebra de simetria explicita.
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5.4 Algebra de vinculos

Para podermos fazer uma contagem precisa sobre o numero de graus de liberdade
fisicos em uma teoria da gravidade modificada, precisamos entender a evolugao temporal
de todos os vinculos. Uma aplicagdo do algoritmo de Dirac-Bergmann [38] fornecerd o
numero total de vinculos, e também nos dira se surgem vinculos adicionais além daqueles
da RG.

Obtemos em (5.81) e (5.82) um conjunto de vinculos secunddrios, a saber H ~ 0 e
H; ~ 0. Agora, os vinculos secundarios devem ser sujeitos a evolugao temporal. Para
isso, é necessério calcular o paréntese de Poisson destes com o Hamiltoniano total (5.75).

Uma demonstragao detalhada e elegante desses célculos pode ser consultada em [33].

Os resultados sao expressos da forma:

{”Hi(:c'), H; (x")} = H;(2")0;0(a" — ") — H;(2")0;6(z" — '), (5.145)
{’H(m'), H(x”)} = H ()0 (2" — ") — H(2")0% (" — 2'), (5.146)
{Hi(x'), H(x")} = H(z")0i0(z" — 2"), (5.147)

que é a representagdo canonica da dlgebra de vinculos (ou difeomorfismos) entre os
vinculos de momento e Hamiltoniano, na hipersuperficie. Tal algebra é uma consequéncia
para que a dinamica do campo se desenvolva de forma consistente com a cinematica das
deformacoes das hipersuperficies, de acordo com [28].

De forma alternativa, se definimos

H[N] := /Z Py N(y)H(y), (5.148a)

P[N] := /E &’y Ne(y)H.(y) , (5.148b)

podemos representar a algebra de difeomorfismos como:

{P[N], PIN']} = P[(N-D)N’ — (N - D)N], (5.149a)
{P[N], H[N]} = H[(N - D)N], (5.149b)
{H[N], H[N']} = PINDN’ — N'DN], (5.149¢)

de acordo com [33], sendo N a fungao lapso e N o vetor deslocamento. Tal estrutura de

algebra é tipica de vinculos de primeira classe, o que implica que a evolugao temporal dos
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vinculos secundarios nao geram novos vinculos adicionais. Além disso, possui a mesma
estrutura da RG, o que é surpreendente. Ou seja, mesmo para uma teoria modificada
por um campo de fundo escalar dinamico, a algebra preserva sua forma da RG. Podemos

ainda representa-la de forma geométrica, de acordo com a figura abaixo:

(a) (b) (©

Figura 5.3 — Representacao algébrica da dlgebra de difeomorfismos. A Eq. (5.149a) sig-
nifica que se calcularmos dois difeomorfismos espaciais em uma direcao, e entao dois em
outra direcao na mesma hipersuperficie, seremos levados a pontos diferentes, entao preci-
samos de mais um difeomorfismo espacial para conectar esses dois pontos, dado em (a).
Da mesma forma, para a Eq. (5.149b), o resultado de um difeomorfismo espago-temporal
seguido por um difeomorfismo espacial para uma direcao, e entao para outra, precisa de
um difeomorfismo espago-temporal para conectar os pontos (b). Para finalizar, o resul-
tado de dois difeomorfismos espaco-temporais diferentes em diregoes diferentes precisa de

um difeomorfismo espacial para conectéa-los, Eq. (5.149¢)-(c).

Sendo assim, estamos aptos para calcular a quantidade de graus de liberdade da nossa

teoria. Para isso, consideramos [38]:

1
Nios = 5 (N = 2Ny = No) , (5.150)

onde “dof” vem do inglés “degrees of freedom” que significa “graus de liberdade”. N
representa o numero de varidveis do espago de fase e Nj(NN2) o nimero de vinculos de
primeira classe (segunda classe). Dado que possuimos apenas vinculos de primeira classe
e nao de segunda, totalizando N; = 8 extraidos a partir das equagoes (5.22), (5.23),
(5.81) e (5.82), sendo N = 20 (correspondendo as 10 componentes da métrica e aos 10
momentos canonicos associados), obtemos Ng,y = 2, 0 que estd de acordo com a RG,
como esperado. Essa é uma consequéncia direta de considerarmos uma teoria com quebra

de simetria espontanea, o que nao se estende para o caso de uma quebra explicita [30].
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Capitulo 6

Comnsideracoes Finais

Partindo do ponto central de que a Teoria da Relatividade Geral é uma teoria de cam-
pos sujeita a vinculos, consideramos aplicar o formalismo Hamiltoniano para sistemas
vinculados desenvolvido por Dirac [4], e estudado por tantos outros, como por exemplo
[25, 34, 38]. Tal formulagao surgiu como uma maneira natural de estudar sistemas muito
complexos do ponto de vista da mecanica Newtoniana. Para aplicar este formalismo no
contexto da RG, foi preciso utilizar o método desenvolvido por Arnowitt-Deser-Misner
[15], a decomposi¢ao (3+1), que consiste na folheagdo do espago-tempo em uma familia
continua de hipersuperficies tri-dimensionais tipo-espaco de tempo constante. Definindo
um conjunto de variaveis fundamentais nessas hipersuperficies, foi possivel aplicar a de-
composicao (34 1) a todos os objetos mateméticos da RG que descrevem as equagoes de
Einstein. Aplicando inicialmente a acao de Einstein-Hilbert, foi obtido o Hamiltoniano,
cuja forma é proporcional ao produto funcao lapso N por uma densidade escalar H, mais o
produto do vetor descolamento N por uma densidade vetorial H;. Tais densidades foram
identificadas como vinculos secundarios, Hamiltoniano e de momento, que correspondem
as projecoes ortogonais, e parcialmente ortogonal e paralela das equacgoes de Einstein nas
hipersuperficies, respectivamente [25].

Na tentativa de obter uma descricao gravitacional em escalas de comprimento muito
menores das usuais da RG, consideramos estender os resultados anteriores para uma teoria
gravitacional modificada. Tal teoria é descrita pelo MPE, onde um campo de fundo escalar
dinamico assume um valor esperado de vacuo nao-nulo, violando uma das simetrias funda-
mentais da RG, a invariancia por difeomorfismos. Obtivemos a Hamiltoniana associada,

cuja estrutura é exatamente a mesma do caso da RG, com as densidades modificadas pela
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presenca do campo de fundo escalar u. Em seguida, calculou-se as equacoes de campo
de Hamilton. As equagoes de campo fornecem identidades geométricas para a métrica
intrinseca ¢;; e para o campo escalar u, bem como a dinamica da gravitagao modificada
nas hipersuperficies, representada pelas equagoes associadas aos momentos canonicos as-
sociados. Em particular, a equacao para o momento 7% representa a projecao puramente
espacial na hipersuperficie das equacoes de Einstein modificadas.

Apoés o célculo das equagoes de campo por meio do formalismo Hamiltoniano, nota-
mos que as quantidades proporcionais aos vinculos de Hamilton e de momento, respec-
tivamente, agem como geradores de difeomorfismos nas hipersuperficies. Tais geradores
respeitam uma algebra especifica, a algebra de difeomorfismos, correspondendo a mesma
estrutura da dlgebra da RG usual, o que é uma consequéncia de considerarmos um campo
de fundo dinamico. Com base nisso, através de uma contagem especifica, foi possivel mos-
trar que a teoria de gravidade modificada proposta no presente trabalho propaga apenas
2 graus de liberdade fisicos, estando de acordo com a RG de Einstein.

Como perspectivas, desejamos estender nosso formalismo para o setor tensorial dado
pelo campo de fundo s* da densidade Lagrangiana do MPE definida em (5.47), de modo
a generalizar os resultados obtidos em [33] para o setor puramente escalar, e por [30] para

um campo de fundo nao-dinamico.
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Apeéendice A

Variacoes da métrica, Tensor de

Ricci e Simbolo de Christoftel

No contexto do formalismo Hamiltoniano da RG, as variagoes das quantidades fun-
damentais obtidas a partir do formalismo covariante se apresentam de maneira natural.

Sendo assim, utilizaremos este apéndice para deduzir tais relagoes.

A.1 Variacao da métrica

A validade da expressao (5.119) pode ser mostrada considerando a relacao g, g"" = 0,

onde, ao tomar sua variagao, obtém-se

6 (gwg”™) =0

guy(ggw{ + 5guyglm =0

909" = —=0g,,9"" (A1)
ou simplesmente, mudando os indices,
39" = —g" 4" 6gag (A.2)
De modo anélogo,
0w = —Gpaupdg™” . (A.3)

Para a métrica induzida em Y vamos ter, de maneira natural,
6(]#1/ = —quagl,géqaﬁ . (A4)
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A.2 Variacao do Tensor de Ricci

Para calcular a variagao do tensor de Ricci, devemos fazer uso de sua propria defini¢ao

e da definicao do tensor de Riemann da seguinte forma:

_ _ P A P A
0R,, =0R’,,, = 0,017, —0,0I", +¢ (F ol VM) -0 (F Al pu)
_ P A P ST p A p s
= 0pol'y), — 0,01 + 0T\ Iy + T 01, — oLy, I — I'),0T, . (A.5)
Como mostrado em [9], a quantidade I'), nao é um tensor, mas a diferenca de duas
conexoes Levi-Civita dessa forma resulta em um. Assim, é possivel reescrever o lado
direito da relagao acima em termos de derivadas covariantes. Uma vez que ja definimos a

derivada covariante para um tensor contravariante (3.10) e um tensor covariante (3.13),

temos:

V, (61%,) = 9,01, +T0,0T, —T'5,00%, —'),6I7, (A.6)

e também

Vv, (6T%,) = 8,010, + 10,6, —T; 615, — T'p,6I7, . (A7)

Fazendo a subtracao, obtemos:

A A A
V, (61%,) =V, (6T0,) = 8,010, + T, 6T, — 17,605, —T,01%,

A A A
— 0,01, — FﬁAél“p“ + F,,péFﬁu + FW(SFZA , (A.8)

e considerando as simetrias da conexao,
V, (61%,) =V, (6T0,) = 0,01%,+10,0T;,—T,610, —0,610,—T0, 61 +T7,00%,  (A.9)

que, como podemos observar, é igual ao lado direito da equacdo (A.5) . Sendo assim,

podemos reescreve-la como:
3R =V, (5T4,) = V. (01%,) (A.10)

conhecida como a equacao de Palatina.
Tais resultados se estendem a hipersuperficie ¥ fazendo a identificacao V — D para

denotar a derivada covariante em Y, da forma

0Ru = D, (61%,) — D, (6I%,) . (A.11)
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A.3 Variacao do Simbolo de Christoffel

Para determinar 0I') , devemos partir de sua definicao em termos da métrica, dada

por

1
FZV = §gpﬁ (a#g’/ﬂ + 0vgup — aﬂg/w) ) (A.12)

e portanto,

1 1
ory, = §5gpﬁ (0u9vs + OvGus — pgum) + 59’76 [0 (0pgus) + 6 (0ugup) — 0 (Opgw)] - (A13)

Substituindo a relagdo (A.2) para a variagao do inverso da métrica no primeiro termo de

ore

pvo

6FZV = (_g)\pgoﬁ(ggm) (8#91/6 + avguﬁ - aﬁguu)

- %gpﬁ [0 (69u5) + 0 (39us) — O (Ogyw)] ,  (A.14)

N | —

1
5FZV - _gAp 5906 (auguﬂ + auguﬁ - aﬁg;w):| 5g>\a

1
#5904 000) + 8, 09,0) = 0 Ga) | (19

onde o primeiro termo entre colchetes é bem conhecido e igual a

1
T = 597" (Ougvs + Ovus = Opguv) (A.16)
de modo que
1
U0 = ~9"" T bgso + 59" 00 (gus) + Oy (3g3) — 03 (35 (A17)
ou ainda,
1
5Ffw = _gpﬁ 0, (09up) + 0y (69up) — 05 (0guw) — 217 1 0gs0] - (A.18)

2
Podemos ainda organizar os termos acima de modo a obté-los em fungao da derivada

covariante, bastando fazer

1
oy, = 59% ([0, (99v8) = T 0980l + [0, (0gus) — T w0980l — 05 (Ogw)} - (A19)

Perceba que para completar a derivada covariante no primeiro e segundo termos, falta

apenas um termo de I', enquanto que no terceiro faltam dois. Completando a equagao,
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somando e subtraindo termos iguais, vamos ter:

1 1
oIy, = §gp5 [0, (69u8) — T 0980 — I 1g0gual + égpﬁ [0, (69,8

1
— I 098a — Faﬂvagua] - 59% (05 (5%1/) — I .50Gva —

que € igual a

1
6FZV = §gp6 (Vidgus + V0098 — Vaogu) -

Além disso,

1
or, = §gﬁ“V,,(595M .

T°5,00ua) s (A.20)

(A.21)

(A.22)

Novamente, estendendo tais resultados para a hipersuperficie, teremos:

1
oIy, = quﬂ (Dwdqus + Dydgus — Dsdqu)

1
ory, = EqB“Dyéqm .
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Apendice B

Equacoes de campo para T e my,

Para obter o conjunto de equagoes de campo associado a 7% (x), devemos calcular o

paréntese de Poisson desta variavel com o vinculo Hamiltoniano e somar com o resultado

(5.106), que consiste no paréntese de poisson com o vinculo de momento. Sendo assim,

partimos de

{W“ (), /E t d*yN (y)H(y)} = - /E t d*yN (y)gcj;((?) :

Considerando termo a termo de (5.77) da forma

e o 5 ()

-~

II

T+ (1— )WU}Z

J/

n 2k2N 1 [
(1 —u)\/q3+2w

-~

II1

v

vamos ter que a variacao de I é dada por
H(=N(1 ~u)/GR) = —N(1 —w)[By/i + ViOR).
1/ H’

onde que, para o termo I

00  qq™0qw R
Ré\/a_RQ\/a_R NG = V54" 04ab

de modo que
NG
\/_

(5 q¥
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enquanto que para o segundo II' levamos em conta a definicdo do escalar de Ricci em

termos da métrica e do tensor de Ricci,

\/a(s(qabRab) = \/6<Rab5qab + qabdRab) . (BG)

Dada a relacao d¢® = —q¢*q*4§q.q para a variacao do inverso da métrica obtemos, para o

primeiro termo da equacao anterior,
ab

5q ac 5qu 7
VIR — 6qi = qRwq qbd = —/qR", (B.7)
enquanto que para o outro devemos considerar a forma explicita para o tensor de Ricci em
funcao da definicao da variacao do simbolo de christoffel, além do fato de que Dygq = 0,

de modo que

Vaq" 0 Ry =\/qDr(q"0T5,) — v/aDa(q"0T;)

(B.8)
=V/aDi(q" 0T, — ¢""oT,) .
Portanto, das definigoes (A.23) e (A.24) vamos ter
ab 1 ab kc 1 ak cb
\/aq 5Rab :\/aNDk 2 (D 5ch + Db5Qac D06Qab) - 561 q Da(SQCb
1 1
=¢aNDk[ "¢"(2Dadghe — §qcbq’““(2Da6qcb)]
—\/_NDk( abghe CIquka) Daoqen (B.9)

:\/aN (qabquDkDa5qcb - quqkaDkDa5QCb)

:\/5( - qabquDkNDadqw + quqkaDkNDa(SQCb) ’

onde tomamos a liberdade de incorporar a funcao lapso N a fim de tornar o procedimento

mais geral. Apds uma integracao por partes, eliminando os termos de contorno,
V@ SRy = \/q {(DCD”N)(chb — qu(D“DaN)(chb)} : (B.10)

e portanto,

(1) 2V I(N/qR)

5 = (1-u)\/q {—N (gq”—R”) + (q”(D“DaN)—(D’DJN))] . (B.11)
q”
Agora, para o segundo termo II, consideremos dividir em duas partes novamente para

facilitar os céalculos:

Ak2N b 2 4k2N 1 b w2 1 ab w2
Ol —————— | T — — = O0— | mapm®’ — +—90 T — — )
(1-u)\/q 2 (1—u) q 2 V4 2)

~—~— N >
Ir




Para I,

1 1 1 1
0| —= ) = —z=50¢=— LS Gay = —=——=q""0qup - B.13
<\/§) P e A (B.13)

Para II”, consideremos reescrever 7., = 7°%qucqpq, de modo que

§(mapm™) = 201 g0 qae = 27T s (B.14)
e
o2 = 2 ®éqyy, - (B.15)
Logo,
) 4k*N w T 4k*N 1 . w T o pieni Tt
TapT® — — = | —= TapT® — — ol — :
S \(IT—u)yg \ " 2 1—u)yg| 2% \"™ 2 e g
(B.16)

Para o termo III,

2k2N 1 2\ 2+*N 1 2
5((1_u)\/§3+2w(7r+(1—u)7ru) > _(l—u)3+2w{5(1/\//z]>(7r+(1_u)ﬂu)

1 2
+ —qé(ﬂ' +(1— u)ﬂu)/} .

V4

~
111

(B.17)

Notamos que o termo III' é o mesmo II’, e portanto o resultado é o mesmo. Para o termo

IIT” vamos ter:

S(m+ (1 —u)my)? =672 + 2(1 — w)mom
(m+ (1 —u)m) (1—w) (B.18)
=275 + 2(1 — w) Ty T3 .

Sendo assim,

) < 262N 1

2k2N 1 _ q9
09\ (1 —u)\/q3 + 2w

(1—u)y/q3+2w 5 (r (- wm)”

(m+(1— u)ﬂu)2) = !
427 (4 (1 — u)ﬁu)} :

(B.19)
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Por fim, para o termo IV vamos ter:

5\/6 w a a Nw ¢ a J a
5q—l]N<mDaU,D u—2D Dau + V(U)) + \/E(E(SQ_UDGUD u — WQND Dau>
N i B i
=/ —wq—DauD“u —¢"ND*D,u + q—NV(u)

1—u 2 2

Nw . . o
_ RS p 1 Jj,, _o_~ ,ab
\/a(l—uD uD’u 25qijq DbNDau)

NCU qzj a i . i a i . qZJ
=4 T w 7DauD u—D'uD’u ) + | ¢"D*NDyu—2D'ND’u —1—7]\[‘/(1@) )

(B.20)

Logo, somando todos os termos correspondentes, obtemos a forma geral do colchete de

Poisson de 7% (z) com o vinculo Hamiltoniano (B.1), dado por

{ﬂ‘ (2), /E t d3yN(y)7-L(y)} = —i{\/c_](l —u) [NGU — ((DaDaN)q"j — (DiDjN))]

4k2N N qi 2
2) icj _ 2 o ab T
+(1—u)\/§[(7r Te™ 7y ) 2 (7”’” 2)]

22N 1 . q” 2
i (1—u)y/q3+2w {% (r (= wm) = (1 =) ]

N ij S
+ 4 {ﬁ (%DauDa’u — DzuD3u>

+ (q”D“NDau - 2D2NDJU) + %NV(u)} } .
(B.21)

Podemos ainda reescrever a equagao acima, levando em consideragao o termo (1 — u) na

integracao dos termos dois e trés da primeira linha da igualdade, de modo que
- 1 . .
{W” (x),/ d3yN(y)7-[(y)} = —%{\/a[(l —u)NGY + D*D,[(1 — u)N]q”
p3M
— D'DI[(1 — u)N]}

4k2N T i q” 72
" |9 ic_j 4 . ab "
+<1—u>¢a{(” K 2) 2( 2”

2K2 1 i q” 2
- (1—u)y/q3+2w {ZW (r+ (1 —w)m) - 7(W+ (1 =um) ]

N ij S
+ 4 {ﬁ (%DauD“u — D’uDJu)

+ <q”D“NDau - 2DZNDJu) + %NV(U)] } .
(B.22)
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Para confirmar agora o conjunto de equagoes de campo associado a m,(z), devemos seguir

08 mesmos passos acima. Sendo assim, consideramos

0 (y)
3 _ 3
{ro). [ #avwmin} == [ ewwies. (B.23)
com H(y) dado por (5.77). Portanto, calculando termo a termo separadamente, vamos
obter:
du(y) Vi
L[ a@yn) Y20 V1 B.24
A;dy(”zm&me ViR, (B.24)

v [y Viw o (N@””“”DWWO::{5@(( ! )N@M%MMD%@)

<NDm@ﬂfwwﬂ

T T uly) ulx)

qw| 1 1 ) : o,
N —(D; D NDu —(D*

2k [ (1 —u)? (1—u)( 6u( u) Dust B (5u( v )

§(Diju)=D;(6u) §(Diu)=D(du)

| 1 , 2 , 2

NDuD'v — ——ND;,uD"u —
o |[(1—wp T a2 T T

(D;N D'u + NDZ-Diu)l

\/aw . 2 . .
= — N_Dz DZ D EE— _Dl]\]—DZ ND@DZ 9
o [=mE u u—l-(l_u)( u+ u)

(B.27)

v e g;gzgg (—2D; D' N(y)) = —gzDiDiN. (B.28)
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Somando todos os termos, fornece

{mx), /E | d3yN<y>H<y>} -4 [N ft 4K_N> <7T“b”ab B l)

2K q(1 —u 2
22N (m+ (1 —w)my,) (7 + (1 —u)my,)
+ (1 —wu)q 3+ 2w ( (1 —u) _2%)
B <NwDiuDiu N 2w
(I—w?  (1-w)
V4 oV (u(y)) s
o 2N )

(B.29)

(D:ND'u + NDZ-DZ'U)> - 2DiDiN]

que corresponde exatamente a (5.143).
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