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RESUMO

Apresentamos neste trabalho uma proposta sobre o Binomio de Newton e suas Aplicagoes
no Ensino Médio. Aplicaremos algumas defini¢oes sobre os conceitos bésicos de Anaélise
Combinatoria, bem como as do Triangulo de Pascal e suas propriedades. Usaremos estes
conceitos para demonstrar o Binomio de Newton e resolver situagoes problemas no ensino
médio, além disso, mostraremos algumas aplicabilidades deste Binomio no contexto da

probabilidade, andlise combinatoéria, matematica financeira, dentre outras.

Palavras-chave:Binomio de Newton, Analise Combinatoria, Tiangulo de Pascal, Ensino

Médio.



ABSTRACT

We present in this work a proposal about Newton’s Binomial and its Applications in
High School. We will apply some definitions about the basic concepts of Combinatorial
Analysis, as well as the Pascal Triangle and its properties. We will use these concepts to
demonstrate Newton’s Binomial and solve problem situations in high school, in addition
we will show some applicability of this Binomial in the context of probability, genetics,

informatics, among others.

Keywords: Newton’s Binomial, Combinatorial Analysis, Pascal’s Tiangle, High School.
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1 Introducao

O desenvolvimento do binémio (a + b)", também conhecido como Binémio de NewtonE],
estd entre os primeiros problemas ligados a Analise Combinatéria. O caso n = 2 ja se
encontrava nos Elementos de Euclides, em torno do ano 300 a.C. O matematico hindu
Béaskhara (1114-1185), conhecido geralmente pela”férmula de Baskhara”para a solugao
de equacao do 2° grau, sabia calcular o nimero de permutacoes, de combinagoes e de
arranjos de n objetos. Mais tarde Michael Stifel (1486-1567), mostrou no ano de 1550,

n=1 Qs coeficientes que

como calcular (1 + x)™ a partir do desenvolvimento de (1 + z)
aparecem no desenvolvimento de (1 + )" sdo chamados de ntimeros binomiais e estao
associados a um triangulo denominado de Triangulo de Pascal [ que era conhecido por

Chu-Shih-Chieh na China em torno do ano 1300.

O primeiro aparecimento do triangulo de Pascal no Ocidente foi na
folha de rosto de um livro de Petrus Apianus (1495-1552). Nicolo Fontana Tartaglia
(1499-1559) relacionou os elementos do Triangulo de Pascal com as poténcias de (a + b).
Pascal (1623-1662) publicou um tratado no ano de 1654 mostrando como utiliza-los para
achar os coeficientes do desenvolvimento de (a + b)". James Bernoulli (1654-1705), em

seu Ars Conjectandi, de 1713, usou a interpretacao de Pascal para demonstrar que

(a+b)" = i (Z) a"Fok, (1.1)

k=0

A segunda parte deste livro de James Bernoulli é dedicada a teoria das com-
binagoes e permutagoes. Isaac Newton (1646-1727) mostrou como calcular diretamente

(1 + x)™ sem antes calcular (1 + z)"!. Ele mostrou que cada coeficiente pode ser deter-

saac Newton (1642-1727) matemético, fisico e astronomo Inglés.
2Blaise Pascal (1623-1662) filssofo, matematico e fisico Francés.
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minado, usando o anterior, pela férmula

(ril)zfﬂ(g

Mostrou ainda como desenvolver (z+y)”", onde r é um ntimero racional, obtendo neste caso

um desenvolvimento em série infinita. Uma outra direcao de generalizacao do Teorema
Binomial é considerar as poténcias da forma (z +y + ... + 2)", o chamado teorema mul-
tinomial, que foi descoberto por Leibniz (1646-1716) e demonstrado também por Johann

Bernoulli (1667-1748) (LIMA et al., 1997).

1.1 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é utilizar o Binomio de Newton e suas aplicagoes
na resolucao de problemas como uma proposta para o Ensino Médio. Especificamente,

destacamos os seguintes objetivos:

e Apresentar e definir os conceitos basicos de Anélise Combinatoéria.
e Apresentar e definir o Triangulo de Pascal.

e Relacionar o Binomio de Newton em problemas de matemética do Ensino Médio.

1.2 Apresentacao dos Capitulos

Este trabalho esta organizado em cinco capitulos. O Capitulo 2 inicia com os principais
conceitos basicos de Andlise Combinatéria, Nimeros Binomiais e o Triangulo de Pascal.
Algumas propriedades estao demonstradas incluindo alguns exemplos do Tiangulo de
Pascal, entre outras. O Capitulo 3 trata do Binomio de Newton. Apresentamos duas
demonstracoes do Teorema Binomial, determinamos o termo geral e o termo central.
Além disso, apresentamos a expansao multinomial. O Capitulo 4, apresenta algumas
aplicagoes do Teorema Binomial. Exemplos de aplicacoes voltados para o Ensino Médio

e Ensino Superior estao destacados. O Capitulo 5 trata das consideracoes finais.
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2 Conceitos Basicos de Analise Combinatoria

A andlise combinatoéria desenvolve métodos que permitem contar o nimero de elementos
de um conjunto, sendo estes elementos, agrupamentos formados sob certas condigoes. A
primeira vista pode parecer desnecessaria a existéncia desses métodos. Isto de fato é
verdadeiro, se o nimero de elementos que queremos contar for pequeno. Entretanto, se o
numero de elementos a serem contados for grande, esse trabalho torna-se quase impossivel

sem o uso de métodos especiais (HAZZAN| 2013)).

2.1 Principio Fundamental de Contagem

O principio fundamental da contagem, também denominado principio multiplicativo pode
ser definido considerando-se duas etapas, na sua forma mais elementar. Antes de enuncia-

lo, vamos considerar dois lemas.

Lema 2.1.1 Consideremos os conjuntos A = {ay,a9,...,a,} € B = {by,ba,...,b,}.

Podemos formar m x n pares ordenados (a;,b;) em que a; € A e b; € B.

Prova 2.1 Fizemos o primeiro elemento do par e fagcamos variar o sequndo, teremos:

(
(a1,b1), (a1, b2),...,(a1,b,) — n pares
(ag,b1), (az, b2), ..., (az,b,) — n pares

\(am, b1), (@m,b2), ..., (am,by) = n pares

O nimero de pares én+n+...+n=m xXn.

N~
m vezes

Lema 2.1.2 O namero de pares ordenados (a;,b;) tais que, a; € A ={ay,aq9,...,a,}, €

aj € A={ay,aq,...,an} €a; # aj parai#j é m(m—1)

Prova 2.2 Fizemos o primeiro elemento do par, e facamos variar o sequndo. Teremos:
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¢
(a/17 0/2), (ah a3)7 R (a’17 CLm) - (m - ]') bares
(ag,a1), (az,as), ..., (az,an) — (m —1) pares

\(am, ar), (@m,a2), ..., (am, am_1) — (m — 1) pares

O numero de pares ordenados é:

(m=1)+m-1)+...+(m—1)=m(m—1)

S

N~
m vezes

2.1.1 Principio Fundamental da Contagem Parte A

Consideremos r conjuntos:
A= {alaa’27"'7anl} #A:nl

B:{bl,bQ,...,bng} #B:n2

Z:{Zl,ZQ,...,an} #Z:nr

Entao, o ntimero de r-uplas ordenadas (sequéncias de r elementos) do tipo

(a;, bj,....2,) emquea;, € A,bje B...z,€ Z é&

Ny -No - ... Ny

Prova 2.3 Ser =2, ¢ imediato, pois caimos no lema 1.

Suponhamos que a formula seja vdlida para o inteiro (r —1)e provemos que ela

também € vdlida para o inteiro r.
Para (r — 1), tomemos a sequéncia de (r — 1) elementos (a;,b;, ..., wy).

Por hipdtese de inducao, existem ny -nsg - ... N._1 Sequéncias e n, elementos

pertencentes ao conjunto Z.

Cada sequéncia (a;,bj, ..., wy, z,) consiste de uma sequéncia (a;,bj, ..., wy) e

um elemento z, € Z.
Portanto, pelo lema I, o nimero de sequéncias do tipo (a;,b;, ..., w, z,) €é:
Ny-Mo- ... MNp_1"Np =M1 N2 ... Np_1"Nyp

Decorre entao que o teorema € vdlido ¥Vr € N e r > 2
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2.1.2 Principio Fundamental da Contagem Parte B

Consideremos um conjunto A com m(m > 2) elementos. Entdo o ntimero de r-uplas

ordenadas (sequéncias com r elementos) formadas com elementos distintos dois a dois de

A é:

m(m—1)(m—2)-...-[m—(r—1)]
rf(;zg)res
Ouseja, se A = {aq, as, ..., a5}, o nimero de sequéncia do tipo (a;, a;, . .., a;, . ..

7ak‘)

TV
r elementos

coma; € AVie{l,2,...,m} e a; # a, para i # p é

(n(m—l)(m—Q)‘-r...-[m—(r—l)l

r fatores

A demonstracao é feita por inducao finita, de modo andlogo a feita na Parte

Obs: O principio fundamental de contagem nos fornece o instrumento basico
para a Anélise Combinatoria; entretanto , sua aplicagao direta na resolucao de problemas
pode as vezes tornar-se trabalhosa. Iremos entao definir os vérios modos de formar agru-
pamentos e, usando simbolos simplificativos, deduzir férmulas que permitam a contagem

dos mesmos, em cada caso particular a ser estudado.

2.2 Arranjos Simples

Qualquer reuniao de elementos formando um todo é um agrupamento. Os alunos de sua
classe constituem um agrupamento de pessoas, a palavra escrita é um agrupamento de
letras, uma molécula é um agrupamento de atomos, a representagao escrita de um nimero

¢ um agrupamento de algarismo etc.

Arranjos sao agrupamentos em que se considera a ordem dos elementos. Qual-
quer mudanca na ordem de elementos distintos altera o agrupamento. Por exemplo, ao
representar nimeros naturais de trés algarismos distintos escolhidos entre os algarismos
2,4,6 e 8, estaremos arranjando esses cinco algarismos trés a trés. Esses nimeros sao
chamados de arranjos de algarismos porque, mudando a ordem dos algarismos em um
desses niimeros, obtemos outro nimero. Note que 268 # 862 sao nimeros completamente

diferentes.
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Com os elementos do conjunto I = {a, b, ¢, d}, vamos formar todas as sequéncias

possiveis de trés elementos distintos:

(a,b,¢) (a,b,d) (a,c,d) (b,c,d)
(a,c,b) (a,d,b) (a,d,c) (b,d,c)
(b,a,c) (b,a,d) (c,a,d) (c,b,d)
(b,c,a) (b,d,a) (c,d,a) (c,d,b)
(c,a,b) (d,a,b) (d,a,c) (d,c,b)

(e,ba) (d,b,a) (deca) (db,ec)

Essas sequéncias sao chamadas de arranjos simples dos quatro elementos do
conjunto tomado trés a trés. Isto é, um arranjo simples de trés elementos de I, é qualquer
sequéncia formada por trés elementos distintos de I. Observe que dois arranjos simples
quaisquer se diferenciam pela ordem dos elementos ou pela natureza dos elementos que

0s compoem:
e (a,b,¢) # (b,c,a), pois diferem pela ordem dos elementos;
e (a,b,c¢)# (a,b,d), pois diferem pela natureza dos elelmentos (elementos diferentes).

Contando as sequéncias acima, que o nimero de arranjos simples dos quatro
elementos de I tomados trés a trés é 24. Indicaremos esse fato por A4 3 = 24. Esse ntimero

pode ser calculado pelo principio fundamental de contagem:

12 elemento | 22 elemento | 32 elemento
4 3 2

Logo: Ays=4-3-2=24
Lemos A4 3 “como nimero de arranjos simples de quatro elementos tomados
trés a tres”.

Definimos:

Dados os n elementos distintos dos conjunto I = {ay,as,as, ..., a,}, chama-se
arranjo simples de p elementos de I toda sequéncia formada por p elementos distintos de

I compeN ep<n.
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Sendo I = {ay,as,as,...,a,} um conjunto formado por n elementos e p um
nimero natural nao nulo tal que p < n, o niimero de arranjos simples dos n elementos de
I tomados p a p (que indicaremos por A,, ,) pode ser calculado pelo principio fundamental

de contagem:

12 elemento | 22elemento | 32 elemento p® elementos
n n-1 n-2 n-{p-1)
Assim:
Ap=n-n—1)-(n—=2)-...-[n—(p—1)]
Ou ainda:
App=n-(n—=1)-(n—=2)-...-[n—p+1)]

Aplicando o conceito de fatorial, podemos apresentar essa formula de maneira
mais simples. Para entender a transformacao que sera feita, vejamos antes uma caso
particular.

Na igualdade A7 3 = 7-6-5, multiplicando e, a0 mesmo tempo, dividindo o 2°

membro por 4!, obtemos:

Al T7-6-5-41 7!

Ara=T 05 =" =y
7!
Note, portanto que, o niimero Az 3 pode ser expresso com fatoriais por (7—3)
Generalizando:
Apy=n-n—1)-(n—=2)-...-[n—p+1)]

multiplicando e, a0 mesmo tempo, dividindo o 2° membro por (n—p)!, temos:

Ay =n-(n=1) (=2 (n-pt1)
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! (2.1)

Daqui em diante, podemos aplicar essa férmula para o calculo de A4, ,. Na
maioria das situagoes, porém ¢é preferivel aplicar o principio fundamental da contagem,

em vez da férmula (PAIVA| 2015).

|
Estende-se a férmula A, , = ( n. I paran =0 ou p = 0. Por exemplo:
n—p)!
6! 6!
b AG,Ozm:a:L
0! 0!
o Ago =

—:—:1
0-=0)! o

2.2.1 Arranjos com Repeticoes

Seja M um conjunto com m elementos, isto é, M = {ay,as, ..., ap,}. Chamamos ar-
ranjo com repeticao dos m elementos, tomados r a r toda r-upla ordenada (sequéncia

de tamanho r) formada com elementos de M nao necessariamente distintos.

Pelo principio fundamental de contagem (parte A), o nimero de arranjos (AR),,
sera:

(AR)pr=m-m-...-m=m"
’ —_—

T VEZESs

Observemos que, se 7 = 1, (AR),1 = m e a férmula acima continua valida Vr € N*

2.2.2 Permutacao

Seja M um conjunto com m elementos, isto é, M = {aj,as,...,a,}. Chamamos de

permutacao dos m elementos a todo arranjo em que r = m.
Indiquemos por P, o nimero de permutacoes dos m elementos de M.

Temos: P, = Apm
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Logo:
P=mm-1)(m—-2)-...-[m—(m—1)]
P=mm-1)(m-2)-...-3-2-1

Obs: Afim de simplificar as férmulas do nimero de arranjos e do nimero de

permutacoes, bem como outras que iremos estudar, vamos definir o simbolo fatorial.

Seja m um numero inteiro nao negativo (m € N). Definimos fatorial de m (e

indicamos por m!) por meio da relagao:

m!=m(m—-1)(m—2)-...-3-2-1param > 2
1'=1
ol=1
Prova:
Podemos representar o fatorial de um numero por: m! = (7;1—:11)!, entao,
po U2
1+1 2
o= QU _ 1y
O+1 1

O célculo de m!, diretamente , torna-se trabalhoso a medida que aumenta.

Entretanto, muitos calculos podem ser simplificados se notarmos que

(m+Dl=m+1)-m-(m-1)-...-3-2-1=(m+1) -ml

2.2.3 Permutagao com Repeticao

1° caso:

Consideremos n elementos, dos quais n; sao iguais a a; e os restantes sao todos

distintos entre si e distintos de a;.

Indiquemos por P o numero de permutagoes nessas condigoes e calculemos

esse numero.

Cada permutacao dos n elementos é uma énupla ordenda de elementos em

que devem figurar n; elementos iguais a a; e os restantes n — n; elementos distintos
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n elementos

Facamos o seguinte raciocinio: das n posigoes que existem na permutacao,

vamos escolher n — ny posigoes, para colocar os elementos todos distintos de a;.

Existem ( ) modos de escolher essas posicoes.

n-—n;
Para cada escolha de (n — n;) posigoes, existem (n — np)! modos em que os

(n — ny) elementos podem ser permutados.

) n n! )
Logo, existem ao todo ( )(n —ny)! = — formas de dispormos os ele-
n—ny nq!

mentos distintos de a;, na permutagao.

Uma vez colocados esses elementos distintos, a posicao dos elementos repetidos

a; fica determinada (de uma s6 forma) pelos lugares restantes.
n!

Logo, existem — permutacoes com n; elementos iguais a a;. Isto é:
ni.:

|
pm_ n!
n | ‘
ny:
29 Caso:
Consideremos n elementos, dos quais n; sao iguais a a; : ai,ay,...,a; G :
—_——
ni
as, ao, . .., Qs € 0s restantes sao todos distintos entre si e distintos de a; e as. Indiquemos
—_——

n2
por P2 o nimero de permutagoes, nessas condigoes .

Cada permutacao dos n elementos é uma énupla ordenada de elementos em
que devem figurar n; elementos iguais a a;, no elementos iguais a as € os n — ny — no

elementos restantes.

Facamos o seguinte raciocinio: das n posigoes que existem na permutacao,
vamos escolher n — ny lugares para colocar todos os elementos , com excecao dos iguais a

as .

) n
Existem modos de escolher esses lugares. Para cada uma dessas
n—no

escolhas, existirao P,", modos em que os n — ny elementos podem ser permutados (lem-
bremos que, dos elementos a serem permutados agora, existem n;) iguais a a;). Ao todo
existirao

n n! (n —ny)! n!

rPm = = formas de arranjar na per-
n — No (n —ng)lny!  my! ny!ng!
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mutacao todos os elementos, com excecao de as.

Uma vez arranjados esses elementos na permutacao, as posicoes dos elementos
repetidos ay ficam determinadas (de uma tnica forma) pelos lugares restantes. Logo,
n!

existirao 0 permutacoes com n; elementos iguais a a; e ny elementos iguais a as.
ni1:no:

Isto é:

|
pranz _ n:
" TL1!7’Z2!

Caso geral: Consideremos n elementos, dos quais:
N1 Sao iguais a ap

N9 sao iguais a as

n, Sao iguais a a,

Usando o raciocinio analogo ao do 1° e do 2° caso, poderemos calcular o nimero
de permutagoes nessas condicoes indicado por Pr"?" - através:

n!
Pranzsne
n

T nglne! . n,!

E facil ver que no caso particular de n; = ny = ... = n, = 1 obteremos:

PLL-l = nl que é o ntimero de permutagoes de n elementos distintos.

2.3 Combinacao Simples

Seja M um conjunto com m elementos, isto é, M = {ay,as,...a,}. Chamamos de
combinagoes dos m elementos, tomados r a r, aos subconjuntos de M constituidos de r

elementos.

Dados M = {a,b,c,d}. As combinagoes dos 4 elementos, tomados dois a dois,

sao os subconjuntos {{a, b};{b, c};{c,d};{a,c};{b,d};{a,d}}.

Notemos que {a,b} = {b,a} pois, conforme definimos, combinagao é um con-
junto, portanto nao depende da ordem dos elementos. E importante notar a diferenca

entre uma combinagao(conjunto) e uma sequéncia, pois numa combinag¢ao nao importa a
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ordem dos elementos, ao passo que numa sequéncia importa a ordem dos elementos.

A prépria natureza do problema a ser resolvido nos dira se os agrupamentos a

serem formados dependem ou nao da ordem em que figuramos elementos.

Calculo do niimero de combinacoes

m
Seja M = {ay,as,...,ay,} e indiquemos por C, , ou (
-

) o numero de com-

binacoes dos m elementos tomados r a r.

Tomemos uma combinagao, Fy = {aq,as,as,...a,}. Se permutarmos os ele-

mentos de Fq, obteremos r! arranjos.

Se tomarmos outra combinagao, Fy = {as,as,...,a,,a,+1}, permutando os

elementos de F5, obteremos outros r! arranjos.

Chamemos de x o numero de combinacoes, isto ¢, z = C,, , e suponhamos for-

madas todas as combinagoes dos m elementos tomados r a r. Sao elas: Ey, Fs, Es, ... FE,.

Cada combinagao F; da origem a r! arranjos. Chamemos de F; o conjunto dos

arranjos gerados pelos elementos de F;.
Temos entao a seguinte correspondéncia:
E, — F

EQ—)FQ

E, — F,
Verifiquemos que:
(1) F,NF; =@ parai#j

(2) FUFRUF;U...UF, = F, em que F é o nimero de arranjos dos m

elementos de M tomados r a r.

Temos:

(1) Se F; N F; # @ para (i # j), ent@o existiria um arranjo que pertenceria a
F; e F; simultaneamente.

Tomando os elementos desse arranjo obterfamos que coincidiria com F; e Ej;

e, portanto, E; = FEs. Isto é absurdo, pois, quando construimos todas as combinagoes:
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E # Ej (para i # j).

Logo F, N F; # @.

(2) Para provarmos que Fy U Fy U F3U ... U F, = F, provemos que:

FUFRU...UF, CF

FCcCRUFKU...UF,

a) Seja a um arranjo tal que:

a€e FUFRUFU...UF,

Entao a € Fy (para algum i € {1,2,3,...x}) e, evidentemente, a € F'; logo:
FFURKUFRU.. . UF, =F

b) Seja agora a um arranjo tal que a € F. Se tomarmos os elementos desse
arranjo a, obteremos uma das combinagoes, digamos F;. Ora, como F; gera um conjuntos

dos arranjos Fj, entao a € F; e, portanto:
ac HUFRKUFU...UFU...UF,
Entao:
FCFHFUFU...UF,
De (a) a (b) resulta que:
FFURKBUFRU...UF, =F

Sabemos ainda que, se x conjuntos sao disjuntos dois a dois, o nimero de

elementos de uniao deles é soma do nimero de elementos de cada um.
Isto é:

HERPLURUFU...UF,)=#F = #F + #F+ ...+ #F, = #F
| | | m)! | m)!

: L s = . 7rl=——

rt+ri4+...+r (m— )] r-r (m—1)!

Logo:

. 4. m , , . -
Como z indica C,, ou < ), temos a férmula do nimero de combinacoes:
T
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|
Cm,ﬂ:(m):L Vm,r € N, r <m (2.2)

Casos Particulares
1° Caso:

Com=1,mreNer=m

)

m/! m! m!
Cm,m =

m!(m —m)! om0l m!
2° Caso:

Cno=1meNer=0

m! m)! m)!
0l(m—0)!  0lm! m!
3° Caso:

Crno = =1

Cop=1m=r=0
0! 0! 0!

C pr— pr— = — =
0010 —0)! ool ol

Em virtude da analise dos casos particulares, concluimos que a férmula

m m!
Cm»r—<r)—m

é valida Vm,r € N, com r < m.

2.4 Numeros Binomiais

Vimos na se¢ao anterior que o numero de combinagoes simples de m elementos tomados

m
>. Isto é,sendo {m,r} C Ner < m,

r a r pode ser indicado por C,, , ou pelo simbolo (
r

()=
T

(m) m! m(m —1)(m—2)---(m—r+1)

ri(m —r)! 7l

tem -se:

e, portanto,

Propriedades

e Todo nimero binomial de denominador zero € igual a 1.
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(Tg) =1meN
e Todo nimero binomial de numerador igual ao denominador ¢ igual a 1.
(m) =1meN
m
e Relagao de Stifel:
m m m+1
= 2.3
<r)+(7"+1) (r—l—l)’ (2:3)

sendo que, {m,r} CNer+1<m.

Prova 2.4 Prova da equagao ({2.3)).

(T) - (TTJ - m!(::!— IR 1)!(::4 — 1))

m! m!

rlim—r)(m—r—1)! - (r+1Drli(m—r—1)!

(r+1m!+ (m —r)m!
ri(m—r—1)l(m—r)(r+1)
B nl(r+1+m-—r)

m!(m—r—1)(m—r)(r+1)
B (m+ 1)m!
(Dl (m—r)(m —7r —1)!

(m+1)! _ (m+1)‘

T+ D)l m—r)! \r+1

2.5 O Triangulo de Pascal

Também conhecido como triangulo de Pascal, triangulo de Tartaglia ou triangulo de Yang-

Hui, o triangulo aritmético ja era conhecido dos mateméaticos ha muito tempo. Referéncias

ao o triangulo aritmético ou seus coeficientes podem ser encontrados rudimentamente em

obras indianas e chinesas de épocas anteriores a Cristo.
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Figura 2.1: Triangulo de Chu Shih-Chieh. Fonte: pt.wikipedia.org/wiki/Tri.

Na China, o Manual de Matemaética de Jia Xian, escrito por volta do ano
de 1050, ja traz o triangulo. O mais famoso matematico chinés assiciado ao triangulo
aritmético foi Yang-Hui, que estudou e aplicou o triangulo aritmético por volta do ano
1250. Outra importante referéncia chinesa ao triangulo aritmético ¢ o livro Precioso
espelho dos quatro elementos, escrito em 1303 por Chu Shih-Chieh. Esse livro traz figuras
de triangulos com até nove linhas; entretanto, a denominagao chinesa mais comum para

o triangulo aritmético ¢ triangulo Yang-Hui.

O poeta, astronomo e matematico persa Omar Khayyam (1048-1122)descreveu
o triangulo aritmético em alguns trabalhos por volta de 1100. Um arranjo semelhante dos
coeficientes era conhecido dos arabes na mesma época e, em 1265, o arabe Nasir al-Tusi

(1201-1274) faz uma clara referéncia ao triangulo aritmético em uma de suas obras.



O Triangulo de Pascal 24

Na Europa, um século antes de Pascal, muitos matematicos trabalharam com
o triangulo aritmético. Um dos mais antigos foi o matematico Alemao Apianus (Petrus
Apianus, 1495-1552), que em 1527 publicou um livro cuja capa trazia um desenho do
triangulo aritmético. Mas o Alemao que mais divulgou o triangulo foi Stifel (Michael
Stifel, 14787-1567), principalmente através da sua importante e influente obra Arithmetica

Integra, de 1544.

Apéds os alemaes, alguns matematicos italianos redescobriram o triangulo. O
principal deles foi Tartaglia (Niccolo Fontana Tartaglia, 1499-1559), que dedicou a esse
assunto muitas paginas de seu extenso livro General Tratato di numeriet misure, de 1556.
Tartaglia reivindicou a criacao do triangulo aritmético para ele, e em alguns paises o

triangulo aritmético é atualmente chamado de triangulo de Tartaglia.

O franceés Pascal(Balise Pascal, 1623-1662) chegou ao triangulo aritmético mo-
tivado pela resolucao de um problema que envolvia a probabilidade de se obter um duplo
seis jogando-se dois dados. Escreveu uma monografia de 60 paginas sobre o triangulo
aritmético, Traité du triangle arithmétique, publicado postumamente em 1665. Pascal
propos o triangulo em nova forma e estudou suas propriedades mais a fundo do que seus
antecessores, provando varias delas. A consagracao da denominacao atual triangulo de
pascal ocorreu pelo fato de, em 1739, De Moivre (Abraham de Moivre, 1667-1754) ter
publicado um trabalho de grande repercussao na época, em que usou a denominagao

triangulum arithimeticum pascalianum para o triangulo aritmético.(DANTE, [2009))

n
) esta localizado

No triangulo apresentado a seguir, cada niimero binomial (
p

na linha n e na coluna p:

Co C1 Co C3 Cy ... Cp

o ()
() ()

iz (5)(3) (5)

s () () ) )
s () () ) () 0
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e () 60 €) ()

Observe que:

e Consideram -se como filas iniciais dessa tabela a linha 0 e a coluna 0;

e O primeiro niimero binomial de cada linha ¢é igual a 1, pois todo binomial de deno-

minador zero é igual a 1;

e O ultimo nuimero binomial de cada linha é igual a 1, pois todo binomial de numerador

igual ao denominador ¢ igual a 1;

e Pela relacao de Stiffel, a soma de dois nimeros binomiais consecutivos de uma

linha ¢ igual ao binomial localizado na linha seguinte, embaixo do segundo binomial

4 4 5
do. P 1 =
somado. Por exemplo, (1) + (2) (2)

Com essas observagoes, podemos construir o triangulo de Pascal com os valores dos

binomiais ja calculados:

linha 0— 1

linha 1— 1 1

linha 2— 1 2 1

linha 3— 1 3 3 1

linha 4— 1 4 6 4 1

linha 5— 1 5 10 10 5 1
linha 6— 1 6 15 20 15 6 1

linha 7— 1 7 21 3 3 21 7 1
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Propriedades do triangulo de Pascal

o A soma dos elementos que formam a linha n do triangulo de Pascal é 2", isto é:

(o) () )+ ()=

linha 0— 1 = soma: 2° =1
linha 1— 1 1 = soma: 2! =2
linha2— 1 2 1 = soma: 22 =4
linha3— 1 3 3 1 = soma: 23 =8
linha4— 1 4 6 4 1 = soma: 2% =16
linha5— 1 5 10 10 5 1 = soma: 22 = 32
linha 6— 1 6 15 20 15 6 1 = soma: 20 = 64

linha 7— 1 7 21 35 35 21 7 1 = soma: 27 = 128

Prova 2.5 A soma S = (g) + (T) + (Z) +...+ (n) nao se altera se multipli-
n

n
carmos cada parcela por 17 -1"7P comp € N e p < n:
p

S=(")- 10 (M)t () 2oz () 1m0
0 1 2 n

Dai concluimos que:

n n n n
= 1%.17 qtegnt RS L S A1 =141 =27
S (0> +(1) +(2> +...+ i (1+1)

Exemplos:

0 0)+ () () () ()-»-=
0 () (- () () () () -

e A soma dos elementos da coluna p, desde o primeiro até o elemento da linha n, €

1qual ao elemento localizado na coluna da direita e na linha abaixo, isto é:

G ()= (5 ()= 0500
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Prova 2.6 Indicando a propriedadepor por P(n), vamos aplicar o principio da

inducdo matemdtica.
I- Provaremos inicialmente que P(0) e P(1) sdo ambas verdadeiras.

1
Para n =0 seque que: (p) = (p + ) logo, P(0) é verdadeira.
D p+1

1 2
Para n =1 seque que: (p) + (p+ ) = (p+ )
p D p+1

2 1
Aplicando a rela ¢ao de Stiffel, podemos representar (pi 1) pela soma (p * ) +
p p

1
(pi 1) e, portanto, a igualdade anterior é equivalente a :
p

G (50 (50 G)

1
Como (p) = (p+ ), deduzimos que P(1) € verdadeira.
D p+1

1I- Por hipdtese de inducao, admaitiremos a validade da propriedade paran = k, isto

é:

G

-~

HI

2

Assim, provaremos a validade da implicacao:

(p+k+1)
p+1 g

P(k) é verdadeira = P(k + 1) € verdadeira, para todo k € N

Ou seja:

1 2 k E+1 kE+1
=) () ) s () ) = (00 )
D j% D P j% p+1

Logo, vale a implicacdo citada em II.

Como P(n) satisfaz I e I, concluimos pelo principio da indugdo matemdtica que

P(n) é verdadeira para qualquer valor natural de n.

Exemplos:
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2 n 3 n 4 n 5 n 6\ (7
2 2 2 2 2) \3
4 N 5 n 6 n 7 n 8 N 9 N 10 N my (12
4 4 4 4 4 4 4 4) \'5
e A soma dos elementos da transversal n, desde o primeiro até o elemento da coluna

p, € igual ao numero localizado na linha abaixo do ultimo elemento somado e na

mesma coluna deste, isto é:

) () (5 (7))

Prova 2.7 Faremos a demonstracao por inducdo matemdtica sobre p

I- A propriedade é verdadeira para p =0, pois para essa proposicao se reduz a:
n\ (n+1
0/ \ 0
II- Por hipotese de inducao, admitimos a validade da propriedade para p = k, isto

() (- ()

-~

HI

é:

E, provaremos a implicacao:

) - () ) ()= () -

-~

HI

N n N n+1 N n+ 2 N n n+k N n+k+1 B n+k+2
0 1 2 o k kE+1 o\ k+1

Temos:
N n+k N n+k+1 B n+k+1 N
k kE+1 N k

n n n+1 n n+2 n
0 1 2
Logo, wale a implica¢ao citada em (II). Como a propriedade satisfaz (I) e (II),

. n+k+1\  (n+k+2
kE+1 - k+1

concluimos pelo principio da inducao matemdtica que a proposicao € verdadeira

para qualquer valor natural de p.

Exemplos:
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3 O Binomio de Newton

Isaac Newton, considerado um dos maiores matematicos da Historia, nasceu em Wo-
olsthorpe, Inglaterra, em 1642, no mesmo ano da morte de Galileu. Primeiro cientista
inglés de renome internacional, que além de quimico, foi um excelente fisico, mecanico e
matematico, onde se consagrou em calculo infinitesimal. Por volta de 1664 quando a uni-
versidade (Trinity College) foi fechada por causa da peste bubdnica, Newton volta a sua
cidade natal. Foi neste ano de retiro que construiu quatro de suas principais descobertas:
o teorema binomial, o calculo, a lei da gravitagao e a natureza das cores. Em 1687 publica

Principios matematicos da filosofia natural, a sua obra principal.

3.1 Um problema fundamental de escolhas

Cinco casais participam de um programa de televisao. O animador do programa sorteia

uma pessoa de cada casal.

e Quantas comissoes distintas com 3 homens e 2 mulheres podemos formar no grupo

das 5 pessoas sorteadas?

e Quantas comissoes distintas com 4 homens e 1 mulher podemos formar no grupo

das 5 pessoas sorteadas?

e Quantas comissoes distintas com 5 homens podemos formar no grupo das 5 pessoas

sorteadas?

O raciocinio aplicado na resolugo dos trés itens é o mesmo. Observe:

Note que, escolhidos 3 homens, as mulheres estarao automaticamente escolhi-
das, pois serao aquelas dos casais restantes. Portanto, o nimero de possibilidades para a

formacao do grupo é igual ao nimero de escolhas de 3 homens, ou seja, Cs 3 = 10.

Podemos raciocinar também do seguinte modo: escolhidas 2 mulheres os ho-
mens estarao automaticamente escolhidos, pois serao aqueles dos casais restantes. Por-
tanto, o numero de possibilidades para a formagao do grupo ¢ igual ao nimero de escolhas

de 2 mulheres, ou seja, C5 3 = 10.
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Escolhidos 4 homens, a mulher estara automaticamente escolhida, pois sera
aquela do casal do restante. Portanto, o niimero de possibilidades para a formacao do

grupo ¢ igual ao numero de escolhas de 4 homens, ou seja, Cs 4 = 5.

Outra forma de raciocinio é: escolhida 1 mulher, os homens estarao auto-
maticamente escolhidos, pois serao aqueles dos casais restantes. Portanto, o nimero de
possibilidades para a formagao do grupo ¢ igual ao nimero de escolhas de 1 mulher, ou

seja, C51 = .

No 1ltimo caso do nosso problema, hd uma tnica combinacao dos 5 homens
tomados 5 a b, isto é, 55 = 1. Outra forma de raciocinio é: ha uma unica combinagao
possivel das 5 mulheres tomados 0 a 0, isto é, C5¢ = 1. Logo, ha uma unica formagao

possivel com nenhuma mulher.

O raciocinio aplicado neste problema fundamental da Analise combinatoria
pode ser extrapolado para o desenvolvimento de poténcias da forma (z+a)", com {z,a} C

R e n € N, conforme veremos a seguir.

3.2 Desenvolvimento da poténcia (z + a)"

Certos problemas de Matemética exigem o desenvolvimento de poténcias da forma (x+a)",

com {z,a} C R en & N. Algumas dessas poténcias sao:

(r+a)0l=1
(z+a)=x+a
(z + a)* = 2% 4 2az + d?
(x4 a)® = 2% + 3a®z + 3az? + d®
Note que, quanto maior for o expoente, mais trabalhosos serao os calculos.

No entanto, aplicando o raciocinio usado no problema anterior, podemos deduzir uma

expressao, relativamente simples, para desenvolver essas poténcias.

Como por exemplo, consideremos a poténcia (z + a)®. Para desenvolvé-la,

devemos efetuar as multiplicagoes:

(x+a)(x+a)(z+a)(z+a)(z+a)
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Aplicando a propriedade distributiva, vamos multiplicar, de todas as maneiras
possiveis, cinco fatores, = ou a, escolhendo cada um deles em uma das expressoes entre

parénteses, (r + a), da multiplicagdo acima. Uma das possibilidades é:

(x+a)z+a)(z+a)(v+a)(r+a)=>z -2 -2 -0 a= 2°d

Por meio dessa possibilidade, Obtivemos o termo x2a?. Existem, porém, outras

possibilidades de multiplicacoes que resultam no termo x3a?.

3

Quantos termos iguais a 23a? serdao obitidos se efetuar todas as multiplicacées

possiveis?

Para responder a essa pergunta, recorremos ao problema anterior, pensando
em cada expressao (x + a) como se fosse um casal daquele problema. Devemos calcular o
nimero de modos diferentes de escolher z em 3 dos casais (x4 a) a nos 2 casais restantes.
Note que, escolhido x em 3 casais, a escolha de a fica automaticamente determinada nos
casais restantes. Assim, basta calcular o niimero de maneiras diferentes de escolher x em

3 dos 5 casais. Esse nimero é Cj 5.

Portanto, depois de efetuadas todas as multiplicacoes possiveis, o termo x3a?

aparecerd Cs 3 vezes.

Raciocinando de maneira analoga:

e o termo x°a’ aparecerd Cs 5 vezes

4

o termo z*a' aparecerd Cj 4 vezes

3

e o termo x3a? aparecerd Cs 3 vezes

2

e o termo z?a® aparecerd Cs 5 vezes

o termo z'a* aparecerd C; vezes

a5 aparecerd Cj o vezes

e 0 termo x

Concluindo, podemos escrever:

(z + a)® = C552°a° + Cs g2*a + Cs 323 + Cs02%a® + Cs 11t a* + Cy g2°a®
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Como 0575 = 1, 0574 = 5, 0573 = 10, 0572 = 10, 05’1 = 5, 0570 = 1, temos:
(x +a)® = 12° + bxta + 102%a® + 102203 + 5xa* + 1d°

Seguindo esse raciocinio Newton demonstrou o seguinte teorema.

Teorema 3.1 Teorema Binomial: Sejam a e b numeros reais e seja n um inteiro

positivo. Entao,

(z+a)" = i (”) 2" PaP. (3.1)

p=0 p

Prova 3.1 Por indugdo finita

Queremos demonstrar por inducao finita que o Binomio de Newton é uma

propriedade do numero n valida para qualquer n > 1.

Considere

Paran =1 temos;

(z+a) = ((1)) ' 0%° + G) o' a! = (2 4 a)

Notemos que a expressao € vdlida paran =1

k
Denotemos P(k) : (x + a)k = Z (k) z*Pap

p=0 p
k+1
Pk+1):(z+a)ltt = Z (k + 1> ahPH P
p
p=0

E queremos mostrar que P(k) = P(k+1). Partindo da hipdtese P(k), multi-

plicamos ambos os lados da igualdade por (x + a).

(z+ 0! = (z + a) f: (’;) Argp.

p=0

Utilizando a propriedade distributiva para todos os termos do somatdrio temos

"k Ny
_ Z ( )J;k—pﬂap + Z ( >Ik—pap+1
p=0 p p=0 p

Calculando e retirando o 0-ésimo termo do primeiro somatorio, podemos rees-
creve-lo como

2 uyg?
— phrtlgp — ( )xk—pﬂap
> () =2,

k
p=0 p=1
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Calculando e retirando o k-ésimo termo do sequndo somatorio, e depois rede-

finindo a varidvel p como (p =p—1). Temos,

L 1o k s
FPaPtt = gF L 4 ( )xk_paPH = ( )mk_p_lap.
2 ( ) pz:% p 2 p—1

p=0 p p=1

Para que o somatdrio continue com a mesma quantidade de parcelas (e, continue com o
mesmo) apds a redefini¢ao da varidvel p acrescenta-se uma parcela na soma, portanto o

somatorio deve calcular k termos ao invés de k — 1.

Assim temos:

k k

k k
k+1 _ k+1 k+1 2: k+1-p_p § : k—p—1_p
(zHa)™ =+t (p)x a+p1<p—1)x !

p=1

Colocando em evidéncia o termo xFH1—PaP:

k
(x4 a)Ftt = 2Pt 4 gh L Z [(k) + ( k 1)] g T1=PgP,
p p—

p=1

k k kE+1
Mas(>+< ):( +>,entdo;
p p—1 p
"k +1
(7 + a)F+! = gh+1 4 g+l 4 Z ( + )xkﬂ—pay
—~\ 1
p
Como o (k+1)-ésimo termo do somatdrio € igual a a*™ e o 0-ésimo termo é
igual a 51 odemos incorpord-lo ao somatdrio modificando o indice p =1 parap =0 e k
para k + 1, assim :

k+1
(z + a>k+l — Z (k + 1) LrtHl=pgp
p

p=0
Portanto, a propriedade P(k + 1) é vdlida e a propriedade P(n) verdadeira

para todo niumero inteiro n > 1.

3.3 Termo Geral

Observe o desenvolvimento:

n __ n n 0 n n—1_1 n n—2_2 n n_n
(x + a) —(O)xa—l—(l)x a+(2>x a+...+<n>xa

~— - ~ ~ v —
T Ts Ty Tt

n
1° termo 17 =Ty = ( )x"ao
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2°termo Th =111 = (

_ 3
N——
&

3
L
Ql—'

n
3° termo 15 =Th1 = ( )x"_2a2

(p+1)ésimo termo T}, = (n) 2" PP
p

Portanto, um termo qualquer de ordem (p + 1) é dado por

Tpi1 = <n) x" PaP. (3.2)
p

3.4 Termo Central

na expansao de (z + a)"™ quando n é par, haverd um ntmero impar de termos e portanto

hverda um termo central.

Seja n = 2m, para algum inteiro positivo m. Entao quando a expansao de

(x + a)"™ é organizado com termos em ordem decrescente ou crescente, o termo médio é:

2m
z™a™
m
Quando n ¢ impar, havera dois termos centrais em (z + a)™.

Seja n = 2m + 1, para algum inteiro positivo m. Entao os termos do meio sao:

2 1
( m+ )a:m—&-lam
m

2
( m+1)$mam+1
m—+1

Obs: Quando n é par, podemos mostrar que o maior coeficiente de (1 + a)" é o

ou

coeficiente do termo médio (n)
2

Quando n é impar, existem dois maiores coeficientes, que sao os coeficientes dos dois

i n n
termos medios |, ;] e | , 1 -
2 2
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3.5 Expansao Multinomial

Ja vimos como ¢é possivel obter o desenvolvimento de um binémio (x + a)”, Vn € N.
Vamos agora, com raciocinio semelhante, obter o desenvolvimento de expressoes do tipo
(x+y+2)"....(x+y+2z+1t)".(n € N), em que a base da poténcia do expoente n é um
polinémio.

Considere a expressao:

(z+y+2)’=@+ty+2)zt+y+2)c+y+2)@+ty+2)(z+y+2)

. 7

5 fatores
Pela propriedade distributiva da multiplicagao, devemos tomar um termo de
cada fator(esolhidos entre z,y, z) e, em seguida, multiplica-los. Feitas todas as escolhas
possiveis e multiplicados os termos, a soma desses produtos serd o desenvolvimento de
(x4 y + 2)°. Os tipos de produtos que podemos obter sdao da forma zi - 4/ - zF em que,

i,jkeNei+j+k=5.

Para cada 1, j, k fixados, o coeficiente do termo z'y/z* serd o nimero de

sequéncias de cinco letras, com i letras x, j letras y e k letras z, isto é:

fL'J‘Jg o 5!
> gyl
5!

Portanto, o coeficiente de ziy2*F é ——.
i!glk!

Tomando todos os termos do tipo z'y/z* para i,5,k € Nei+j+k =5c¢e
calculando os seus coeficientes, a soma deles, precedidos pelos respectivos coeficientes,

daré a expansao de (z +y + 2)°.
Em particular, o coeficiente do termo z%y?z sera:

5!
2,2,1 .
LT T 30

Portanto, o termo em x2y?z sera 30z%y>z.

De um modo geral, a expansao do polinomio, (x; + z2 + x5 + ... + z,)", com

X1, T2, %3,...,%, € Ren e N sera:

n! "
1 2 Ny
E (ﬁl’l L7 S /i ),
n1iNg ng.
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sendo que, a soma ¢ estendida para ny,ng,...,n, € Nen;+ng+...+n, =n (HAZZAN|,
2013).
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4 Aplicacoes do Binomio de Newton

Neste capitulo apresentamos algumas aplicagoes do Teorema Binomial de muito interesse.
As aplicagoes estao voltadas para o Ensino Médio na Secao 4.1 e para alguns cursos do
Ensino Superior na Sec¢ao 4.2. A Secao 4.3 trata de uma breve introdugao a distribuigao
de probabilidade Binomial que recebe muito destaque nas disciplinas de Estatistica e

Probabilidade.

4.1 Exemplos Explorados no Ensino Médio

Exemplo 4.1 Determinar a soma dos coeficientes do termo z? na expressao (14 z)*(2 —
x?)4

O termo geral de (1 + z)? = (3) 13-PyP — (3) 2P
p P

4 4
O termo geral de (2 — 2?)* = <k) 2R (k= (k:) 2R (— 1)k

Multiplicando as expressoes temos:

(e (oo~ QY Qs

Queremos encontrar os coeficientes de x2. Logo, p+ 2k = 2. Fazendo k =0e p = 2, o

(2) (3) 2470(~1)% = 48.

Fazendo k =1 e p =0, o coeficiente de 2% é dado por

Qe

Portanto, a soma dos coeficientes de 2% é 48 + (—32) = 16.

coeficiente de x? é dado por

1\ 6
Exemplo 4.2 Determinar o termo maximo do desenvolvimento (1 + 5) .

O termo genérico do desenvolvimento é:
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Tpr1 = (n) 2" PaP entao,
p
65 _ (1Y’

fre = (p)165 ! <§>
65 1

wa= () (5)

Ty+1 > T, (ou seja, cada termo é maior que o anterior se)

05) 1 > 053 1 isto é
p) 3P p—1/)3r1 ’

65! X ! > 65! X ! Assim
pl(65—p)! 37" (p—1)(66 —p)!  3p-1 ’
(66 — p)! p! 3P

X
(65—p)! = (p—1)! 3!
(66 —p)(65—p)! _ plo =1 o pis
65 — p)! (p—1)!
66 —p>3pp<16,5

Logo, Tp+1 > T, para p € {1,2,...,16} e analogamente T),.; < T, para
p e {17,18,...,65}.

= . , 65\ 1
Segue entao que o termo méaximo é Tig. 1 = Ti7 = 16) 316"

Exemplo 4.3 Um capital é aplicado por 12 anos a juros compostos de meio por cento

ao mes. Ao final desse periodo, o rendimento acumulado sera igual, inferior ou superior

a 100%7?

Sabemos que 12 anos = 144 meses e 0,5% = 0,005. Pela férmula do juros

compostos temos que

M = C(1+4)
= C(1+0,005)"

= (C(1,005)™,

Precisamos verificar se (1,005)!44 é maior que 2 , igual a 2 ou menor que 2.

Aplicando o teorema binomial podemmos escrever (1,005)'* na forma

1 144
1,005)"* = (14 0,005)"* = [ 1+ — .
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Expandindo o binomio,

IR VYA A VYA NS B 144\ ,/ 1\
14+ — = 1 — | + 1 — | +...+ 1" — )
200 0 200 1 200 144 200
Calculando os trés primeiros termos, segue-se que

1
1><1><1+144><1><(%)+10296><1><( ~ 1,9774.

40000)

Portanto, ao final de 144 meses o rendimento serd menor que 100%.

Exemplo 4.4 Mostre que ) k(g) " =nz(l+ )"
k=0

A principio temos que,

Exemplo 4.5 Utilizando desenvolvimento do Binémio de Newton, mostre que 7" — 1 é

divisivel por 6, para todo nimero natural.

Sabendo que 7" = (6 + 1)" = (g) 6"1° + (T) 6" 1 4 (”) 6017
n

Os primeiros termos do desenvolvimento do binémio sao muiiltiplos de 6. Entao,

™ — 6k + (n) 6°1", com k € N,
n

™ = 6k + 1,

™ — 1= 6k

Portanto, podemos concluir que 7" — 1 ¢ divisivel por 6.

Exemplo 4.6 Prove que 101°° > 99°° + 100,
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Sejam x = 101°° e y = 99°° + 100°°, temos

50 50 50 50
r = (100 + 1) = (0 ) 100°° + ( . ) 1001 + ... + (49) 100114 + <50> 1000110

e,

50 50 50 50
y = 100°°4-(100—1)*° = 100°°— 10011 +. . .~ 100114+ 100°1'°+100°°.
0 1 49 50
T —y= (510) 10011 + 2 (530> 100713 + ...+ 2 (Zg) 100'1% — 100°°

50 50 50 50
=2 1004 1004 + ... +2 100% + 2 100 > 0.
( 1 > * ( 3 ) LR VT A VT h e

Portanto, = > v, ou seja, 101%° > 99°° + 1005°.

10
Exemplo 4.7 Calcular o termo independente de x no desenvolvimento (3:3 — —> .

12

O termo geral do binémio é dado por

n
Tpi1 = ( )a:”_pap.
p

Entao, para n = 10,

T = () yorcay = () aor -1y (1)

p

Queremos encontrar o termo independente de x. Para isso, a poténcia de x deve ser nula.

Logo, 30 —5p =0 = p =6.

Substituindo p = 6 na equacao (4.1]), temos
10 _
T6+1 — ( >SL’30 5><6(_1)6

6
10
T, = (6>x0 x 1= 210.
10
Portanto, o termo independente de x no desenvolvimento <x3 — —2) é 210.
x

Exemplo 4.8 Ao examinar o Triangulo de Pascal, Fibonacci percebeu que a sequéncia
(de Fibonacci) poderia ser observada, como esta mostrado a seguir. O aparecimento se
dava através da soma de véarios nimeros binomiais localizados (em diagonal) acima e ao

lado direito do nimero anterior.

Antes de mostrar como a sequéncia de Fibonacci aparece no Triangulo de
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Pascal, iremos defini-la.

Seja F(n) a soma

() (7 (5 (5)

Continuamos somando até que o nimero inferior exceda o superior. Entao

e (5 () (3)+ (5

Somando o primeiro termo da linha 1 com o segundo da linha 2 e assim por diante,

obtemos

n+1 n n n—1 n—1
F 1)+ F(n) =
Usando a identidade de Pascal, obtemos

F(n+1)+ F(n) = ("32) + ("Tl) + (Z) Yo =F(n+2).
Como F(0) = F(1) = 1, mostramos que F(0), F(1), F(2), F(3), ...¢6 a

sequencia de Fibonacci.

Este resultado pode ser demonstrado em termos do triangulo de Pascal

1

1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

Logo, podemos concluir que F(6)=1+5+6+1=13.

Exemplo 4.9 Outros resultados provenientes da aplicagao do Teorema Binomial a (1 +

x)". Cada uma das seguintes expansoes, tém trés coeficientes em progressao aritmética:



Exemplos Explorados no Ensino Superior 43

(1+2)" =1+ 7w + 212 + 352% + 352" + 2125 + 72® + 27
(14 2)" =1+ 14z + 9122 + 36423 + 10012 + 20022° + 3003z° + 343227 + . ..
(14 2)» = ... 4+ 4903142® + 817190z + 1144066x° + . ..

Na primeira expansao, onde n = 7, a progressao aritmética é 7, 21, 35. Na

segunda expansao, onde n = 14, a progressao é 1001, 2002, 3003.

Para a expansao de (1 + x)"™ onde n > 2, prove que se os coeficientes de trés

poténcias consecutivas estao em progressao aritmética, entao n+2 é um quadrado perfeito.

Dica. Considere trés coeficientes " , " , " )
r—1 r r+1

Suponha que os coeficientes de trés poténcias consecutivas de (1 + x)", estao

em progressao aritmética. Sejam os trées coeficientes:

Lm0 ()
() -(")= () -()

n! n! n! n!

(n—r)lr! B (n—r+1)(r—1)! - (n—r—=lr+1)! (n—r)(r)

n! 1 1 B n! 1 1
(n—mNr-D!'\r n—r+1) m—-r—-Dr!\r+1 n-—r

n—27“+1_n—2r—1
n—r+1  r+1

Entao,

(n—2r)> =n+2.

Para que isso seja possivel, n 4+ 2 é um quadrado perfeito.

4.2 Exemplos Explorados no Ensino Superior

Exemplo 4.10 Este exemplo explora a definicao do nimero e.
Considere lim,_, (1 + "

n

Pelo Teorema Binomial, temos

I ) B () R (T 6 s (T € I (5
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Utilizando o lado direito da expressao (4.2)), segue-se que
w () (2 o
im - =—.
Portanto,
e R L I
€T nhe n) oot
Exemplo 4.11 (EVANS| 2013). Provar que a primeira derivada de z" é igual a nx™ .
A derivada de z™ em relagao a x é dada por
d(x™ n __ ,n
(m):hm(x—i-h) z"
dx h—0
Usando o Teorema Binomial, temos que
(x 4+ h)" — 2" 1 [ /n Ckvk
7 7 = n—kpk _ .n
h h k)" !
[ k=0
_ 1 Zn: W\ pn—kpk
h k
[ k=1
—~ (n n—kypk—1
= h
k:) !
k=1
Portanto,
d(x™ ) x4+ h)"—a"
(dx ) = limy,_ z+h) =" 1)1 = na" !
Exemplo 4.12 Desigualdade de Bernoulli. Seja 1 + 2 > 0, n € N e x € R. Entao,
(I+z)" > 1+ nz. (4.3)

Demonstracao: Prova por inducao finita. Caso Base: Paran =1, 1+2z =1+ 1z, a

desigualdede é verdadeira.

Hipdtese de indugao: Para qualquer intero k > 1, (1 +z)* > 1 + ka.
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Desejamos mostrar que (1 + x)* > 1+ (k + 1)x. Pelo passo indutivo:

(14 2z)" > 1+ kz,
(I+z)(14+2)" > (1+2)(1+ ka),
1+ o) > 1+ (k+ D)z + ka?,

L4+ (k+ Dz +ka® > 1+ (k+ 1)z

Portanto, (1 + 2)¥*1 > 1 + (k + 1)z. Com isto, concluimos a prova da expressio (4.3)).
0

Obviamente, quando x > 0, o Teorema Binomial pode ser aplicado para provar

a validade da expressao (4.3)). Note que,

n_ (M\qn. 0 N\ n-11 N\ n-2 2 Y. 0 n
(1+x)—<0)1x+(1)1 x+(2>1 x+...+<n)1x. (4.4)

A soma dos dois primeiros termos do lado direito da equacao (4.4) é igual a 1+ nx e

a soma do terceiro até o termo de ordem n é maior ou igual a zero. Isto estabelece a

validade de (4.3)).

4.3 Distribuicao de Probabilidade Binomial

Nesta Secao a distribuicao de probabilidade Binomial surge naturalmente como uma

aplicacao direta do Teorema Binomial.

Consideremos uma sequéncia com n repeticoes independentes de um experi-
mento em que hd somente dois resultados possiveis em cada repetigao, A = {sucesso}
com P(A) =pou A® = {fracasso} com P(A°) =1 — p. Cada repeticao do experimento,

geralmente é chamada de prova Bernoulli.

Suponha que ha o interesse em calcular a probabilidade p, da ocorréncia de

exatamente k sucessos, em n provas de Bernoulli. Note que, k € {0,1,2,...,n}.

O evento “ocorrem exatamente k sucessos nas n repeticoes” é formado por

todas as énuplas em alguma ordenagao em que existem k sucessos e (n — k) fracassos. O
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nimero de énuplas nessas condigoes €

(1) = e

Cada uma dessas énuplas em alguma ordenacao representa a intersecao de k eventos
do tipo A; e (n — k) eventos do tipo Af, e, como esses eventos sdo independentes, a
probabilidade de intersecao dos mesmos é o produto das probabilidades de cada um, isto
é, p*(1—p)"*.

Por exemplo, a énupla (A, A, A,... A, A% A% A ... A°) é igual a intersegao

7

k n—k
AiNAy N . NANAL, N...N A% cuja probabilidade é p*(1 — p)"~*.

Logo, se cada énupla em alguma ordenacao com exatamente k sucessos tem
n
probabilidade p*(1 — p)"~* e existem ( k) enuplas desse tipo, a probablidade p, de exa-

tamente k sucessos nas n provas de Bernoulli é dada por

D = (Z)pk(l — )"k k=0,1,2,....n. (4.5)

Para mostrar que Y ,_,pr = 1, basta observar que

n

;pk =D <Z)Pk(1 —p)" =+l -pn=1"=1,

k=0

pela aplicacao direta do Teorema Binomial. A expressao (4.5) recebe o nome de dis-
tribuicao de probabilidade Binomial e quando n = 1 a distribuicao de probabilidade

correspondente é chamada de distribuicao de Bernoulli.

Nas disciplinas de Estatistica e Probabilidade ha sempre o interesse em estudar
caracteristicas de uma varidvel aleatéria (v.a.) X representando o nimero de sucessos em
n provas de Bernoulli. Entre essas caracteristicas as mais frequentes sao a funcao de
probabilidade p(z) = P(X = z), a funcdo acumulada F(z) = P(X < z), a média
p = E(X) e a variancia 0 = Var(X). Obviamente, a funcio de probabilidade p(x) é
obtida pela expressao , bastando substituir py por p(z) e k por x. A notagao X ~
B(n,p) é frequentemente utilizada para indicar que a v.a X tem distribuigdo Binomial
com parametros n e p. Calculos de probabilidade e graficos das fungoes de probabilidade
e acumulada podem ser obtidos usando o GeoGebra e outros softwares. As Figuras (4.1)

e (4.2) foram construidas usando a calculadora de probabilidade do GeoGebra Classic 6.
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P(X=x)

03

0:2

01

0.05

Figura 4.1: Fungao de probabilidade de uma v.a. Binomial com parametros n = 10 e p = 1/4.

0.2 [ P(X=x)

0:16

0:14

01
0.08
0.06
0.04

0.02

Figura 4.2: Fungao de probabilidade de uma v.a. Binomial com parametros n = 20 e p = 1/2.
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4.3.1 Meédia e Variancia de uma Distribuicao de Probabilidade

Binomial

Teorema 4.1 A média ou valor esperado de uma v.a. X com distribuicao Binomial com
parametros n e p € dada por

E(X) =np. (4.6)

Prova 4.1 Pela definigdo de média ou valor esperado de uma v.a. discreta, E(X) =

>, xp(x). Entao,

B(X) = Z_;wx!(n"—i@!px(l e (4.7)

- S (1)

r=1 ’

Note que a expressao (4.7)) vale zero quando = = 0. Em seguida, basta fazer
k = x — 1 na expressao (4.8). Assim, k assume valores no conjunto formado pelos inteiros

de0a(n—1),{0,1,2,...,n— 1}. Substituindo z, por (k + 1), obteremos
- /-1
E(X) = n( N )pk“(l —p)" !
k=0

n—1

n—1 1

- (" e
k=0

Agora, basta observar que o somatdério na ultima expressao corresponde a soma das pro-

babilidades de uma distribui¢ao Binomial com (n—1) provas de Bernoulli para estabelecer

a expressao (4.6)). O

Teorema 4.2 A variancia de uma v.a. X com distribuicao Binomial com parametros n
e p € dada por
Var(X) =np(1 - p), (4.9)

Prova 4.2 Determinando primeiro £(X?). Observe que,

n !

EX(X-1) = ) ax- 1)—:6!(71”; x)!pxq"‘””

xr N—=I
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Fazendo-se k = x — 2 na soma anterior, k assume valores desde zero até (n — 2). Substi-

tuindo z, em todos os termos, por (k + 2), obtemos

E(X(X-1) = 7 n(n —1) (n ; 2>pk+2qn—k—2

A soma na tultima expressao, tem resultado analogo ao da média. Portanto,
E(X(X —-1)) =n(n—1)p*

Segue-se da definicao de variancia que
E(X?) =n(n—1)p* + B(X).

Entao,

Var(X) = n(n—1)p*+ E(X) — (B(X))?
= (n* —n)p® +np —n*p’

= —np®+np=np(l —p). O
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5 Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentamos o Binomio de Newton ou Teorema Binomial como uma
ferramenta relacionada a problemas do Ensino Médio, considerado de muita importancia
na vida académica do aluno. Isso pode ser especificamente observado com os exemplos

de aplicacoes do Capitulo 4.

Para o acompanhamento dos exemplos de aplicacoes apresentados fica clara-
mente estabelecida a necessidade do conhecimento prévio de alguns conceitos de analise

combinatodria como, propriedades dos coeficientes binomiais e do Triangulo de Pascal.

Outras aplicacoes do Teorema Binomial podem ser estendidas em problemas de
introducao a probabilidade e topicos mais gerais envolvendo a variavel aleatoria binomial.
Em determinadas situacoes é sempre necessario o apoio computacional que pode ser obtido

com o uso de software livres tais como o Geogebra e a linguagem R.
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