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Resumo

Sao apresentados resultados sobre os sistemas Hamiltonianos, destacando-se que suas
propriedades sao preservadas por transformacgoes simpléticas e resultados sobre estabilidade.
Em seguida, aborda-se a formulagao do problema dos n-corpos, com destaque para seus
casos classicos mais conhecidos: o problema dos dois corpos, cuja integrais primeiras sao
obtidas por meio de uma transformacao simplética que descreve o movimento com base
no centro de massa do sistema; e a descricao do problema dos trés corpos, incluindo o seu

caso restrito e restrito planar.

Também é tratado o problema geral dos n-corpos carregados, destacando casos especificos:
o problema dos dois corpos carregados, analisando o comportamento para diferentes valores
da constante C; e o problema restrito circular dos trés corpos carregados, onde, em fungao
dos parametros de massa e carga, derivam-se restricoes sobre os parametros de carga que
permitem a obtengao de solugdes de equilibrio (triangular e colinear) e a anélise de sua
estabilidade.

Palavras-chave: Problema dos dois corpos carregados, Problema restrito circular dos

trés corpos carregados, Sistemas Hamiltonianos.



Abstract

Results on Hamiltonian systems are presented, highlighting that their properties are
preserved by symplectic transformations and stability results. Next, the formulation of the
n-body problem is addressed, with emphasis on its most well-known classical cases: the
two-body problem, whose first integrals are obtained through a symplectic transformation
that describes the motion based on the system’s center of mass; and the description of the

three-body problem, including its restricted and planar restricted cases.

The general problem of charged n-bodies is also addressed, highlighting specific cases: the
two-body charged problem, analyzing the behavior for different values of the constant
C; and the circular restricted three-body charged problem, where, based on the mass
and charge parameters, restrictions on the charge parameters are derived that allow the
obtaining of equilibrium solutions (triangular and collinear) and the analysis of their
stability.

Keywords: Charged two-body problem, Restricted circular problem of three charged

bodies, Hamiltonian systems.
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Introducao

Os estudos sobre os corpos celestes se datam desde a antiguidade, existem registros
que datam de aproximadamente 3000 a.C. e se devem aos chineses, babilonios, assirios e
egipcios. Com o avancar dos séculos, varias teorias sobre a dindmica dos corpos celestes
foram sendo criadas, entre as quais podemos citar a de Tales de Mileto (~624-546 a.C.)
que introduziu os fundamentos da geometria e da astronomia, Aristételes (384-322 a.C.)
que explicou que as fases da Lua dependem de quanto da parte da face da Lua iluminada
pelo Sol esta voltada para a Terra, Ptolomeu (87-150 d.C.) que foi o tltimo astréonomo
importante da antiguidade que compilou uma série de treze volumes sobre astronomia,
conhecida como o Almagesto, Nicolau Copérnico (1473 - 1543) que apresentou o sistema
heliocéntrico, Tycho Brahe (1546 - 1601) que descobriu erros nas Tabelas Alfonsinas e
também junto com seus assistentes, Tycho reduziu a imprecisao das medidas, de 10 minutos
de arco desde o tempo de Ptolomeu, para um minuto de arco, Johannes Kepler (1571 -
1630) que descobriu as trés leis que regem o movimento planetario, Galileo Galilei (1564 -
1642) que por suas afirmagoes, sobre a centralidade do universo, foi julgado e condenado
por heresia em 1633 e depois renega suas conclusdes de que a Terra nao é o centro do
universo e imével e, por fim, Isaac Newton (1643 - 1727) que em sua obra fixa as bases da
mecanica teodrica, resultando na confirmacao das leis de Kepler por meio da combinacao

de suas teorias com a lei de gravitacao.

Foi com Newton e sua segunda lei que diz “forca € igual ao produto da massa pela
aceleracdo” e também sua lei de gravitagao universal a qual afirma que “No universo,
duas particulas materiais quaisquer atraem-se com uma forca proporcional ao produto de
suas massas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia que as separa” que oS
estudos modernos sobre a dinamica dos copos celestes iniciara. Igualando tais leis, podemos
descrever a dindmica dos corpos celestes. Assim como dito anteriormente, Newton, a partir
de suas leis, reobteve as leis de Kepler, isto para dois corpos, entretanto, quando este
considerou trés corpos nao teve sucesso para solucionar sua dinamica. Tais problemas
sao considerados como problema de dois corpos e problema de trés corpos, que sao casos
particulares do problema de n-corpos. Foi somente com Lagrange e depois Euler que se
desenvolveram as solu¢oes mais conhecidas para o problema de trés corpos, no caso restrito,

em que uma ¢ denominada triangular e outra colinear.

Contemporaneo a Euler e Lagrange, Charles Augustin de Coulomb realizou estudos
fundamentais sobre eletricidade e magnetismo. Ele formulou a lei que descreve a forca de
atracao (ou repulsao) entre duas cargas pontuais, estabelecendo que “a forca € proporcional
ao produto das cargas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre elas”.

Esta lei é bastante semelhante a lei da gravitacao de Newton. A Lei de Coulomb é valida
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para cargas estaticas, mas, para cargas em movimento, a expressao da forga se altera.
Nesse caso, a forca é descrita pela equacao F = Q(E + v x B), onde E é o campo elétrico,
B é o campo magnético, e v é a velocidade da particula. Essa forca é conhecida como

forca de Lorentz.

A partir da década de 1950, varios estudos tém investigado a dinamica de corpos sob
a influéncia simultanea das forcas gravitacional e elétrica, considerando que as velocidades
envolvidas nao sao relativisticas e, portanto, a forca elétrica predomina. Esse problema é
frequentemente chamado de fotogravitacional na literatura, caracterizando-se pela forca
elétrica ser exclusivamente repulsiva. Exemplos notaveis de estudos sobre esse tema incluem
(RADZIEVSKII, 1950), (LUKYANOV, 1984) e (LUKYANOV, 1986). O caso geral, conhecido
como o problema de n-corpos carregados, além de englobar o problema fotogravitacional,
permite que a forca elétrica seja neutra ou atrativa, conforme discutido em (BENGOCHEA;
VIDAL, 2015).

Como objetivos principais deste trabalho, temos: obter as solug¢oes de equilibrio
triangular (ou nao-colinear) e colineares para o problema restrito circular dos trés corpos

carregados em um plano, analisar a estabilidade das solugoes de equilibrios obtidas.

Dados os objetivos principais deste trabalho, no Capitulo 1 apresentaremos os
sistemas Hamiltonianos, resultados sobre estabilidade dos sistemas Hamiltonianos, o
problema de dois corpos, em que sao apresentadas suas integrais primeiras por meio do
problema de Kepler e o problema de trés corpos, onde é obtida a descricao restrita e
restrita planar para o mesmo a partir do caso geral. No Capitulo 2, abordaremos, conforme
(BENGOCHEA; VIDAL, 2015), o problema de dois corpos carregados e sua integrabilidade, e
o problema restrito circular planar dos trés corpos carregados, apresentando suas solucgoes

de equilibrio e resultados sobre a estabilidade linear desse equilibrio.
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1 Fundamentacao Teodrica

As equagobes diferenciais desempenham um papel central na compreensao de sistemas
dindmicos, especialmente em fisica e astronomia. Sistemas Hamiltonianos, que surgem
naturalmente na mecanica classica, sao descritos por equagoes diferenciais que preservam

certas propriedades fundamentais, como a energia total do sistema.

Neste capitulo serao apresentados resultados introdutério sobre sistemas Hamilto-
nianos, suas transformacoes e sua estabilidade. As referéncias (VIDAL, 2003), (CABRAL;
VIDAL, 1999),(MEYER; HALL; OFFIN, 2017) apresentam um estudo mais detalhado do que

serd apresentado nas préximas segoes deste capitulo.

1.1 Sistemas Hamiltonianos

Sistemas Hamiltonianos é uma classe especial de sistemas dindmicos onde a evolucgao
no tempo ¢é descrita por equacoes diferenciais que derivam de uma fun¢do denominada
Hamiltoniana. Nesses sistemas, quando sao auténomos, a energia total permanece constante
ao longo do tempo. Nesta iremos apresentar alguns conceitos e resultados gerais sobre

sistemas Hamiltonianos.

Definicao 1.1. Um sistema Hamiltoniano é um sistema de 2n equacoes diferenciais

ordindrias da forma
q— I,
‘ =" (1.1)
D= _an
onde a fung¢io ou campo H = H(q,p,t) é chamado Hamiltoniano, é uma fungao diferen-

ciavel a valores reais definida para (q,p,t) € U C R" x R” x R.

Os vetores q = (q1,..-,q,) € P = (p1,...,pn) sdo chamados de vetor posigao e
momento, respectivamente, e t é chamado de tempo. As varidveis q e p sao ditas variaveis

conjugadas. O inteiro n é o nimero de graus de liberdade do sistema.

Suponha que a funcao Hamiltoniana H seja independente do tempo, ou seja, que o
sistema (1.1) seja autonomo. Nesse caso, H é uma integral primeira. De fato, ao derivar

H em relagao a t, obtemos:
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an_oHdqy - OHdqn  OHdpy  —— OH dp,
dt  Oq dt g, dt — Opy dt Op,, dt
dp, dgx dp, dg, ~ dg dp, dqy, dp,
T ot ar Ta @ T a @
=0

para todo ¢, como mostrado em (1.1). Portanto, H é uma quantidade conservada ou uma
constante de movimento. Nessa situacao, dizemos que o sistema (1.1) é conservativo e que

H representa a energia do sistema. O conjunto definido por

Yn=A{(a,p) €U [ H(q,p) = h} (1.2)
para um valor arbitrario de h € R, é chamado de superficie (ou variedade) de energia.

Ainda no caso auténomo, vemos de (1.1) que uma solugao z é de equilibro se, e

somente se, ela é um ponto critico de H, isto é, VH(z) = 0.

Introduzindo o 2n — vetor z e a matriz anti-simétrica J de 2n x 2n e o gradiente

respectivamente por

0 I OH oH\"
_ T g, - " H=VH= |22 22 1.
z=(q,p),J = Jo, ( : 0) , V. \Y, <az1’ ,azn> (1.3)

T

em que ()" significa a matriz transposta, 0 é a matriz nula de n X n e I é a matriz

identidade de n x n. Com esta notacao podemos reescrever (1.1) como

2= JVH(z1). (1.4)

1.1.1 Sistemas Hamiltonianos lineares
Um sistema Hamiltoniano linear é um sistema de 2n equacoes ordinarias
z=JV,H(zt)=JS(t)z = A(t)z (1.5)
onde
L p
H = H(z,t) = 52 S(t)z

S - ST < Man2n<R)
At) = JS(1).

Portanto, a funcdo hamiltoniano H é uma forma quadritica em z € R?*" com
coeficientes continuos em ¢t € [. Quando S, e consequentemente H, é independente
do tempo, verifica-se que H é uma integral de movimento, ou seja, ¢ uma quantidade

conservada no sistema ao longo do tempo, para o sistema descrito por (1.5).
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Definigao 1.2. Uma matriz A € Ma,xo,(R) é dita Hamiltoniana se ATJ + JA = 0.

O teorema a seguir nos fornece propriedades importantes sobre matrizes Hamilto-

nianas.

Proposigao 1.3. Seja J definida assim como em (1.3), entdo temos que J* = J~1 = —J.

Demonstracao.

Teorema 1.4. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

i. A é Hamiltoniana;
i. A= JATJ;
1. A= JR onde R ¢ simétrica;
w. JA € simétrica.
Antes da demonstracao do teorema, lembremos antes da definicdo da matriz J.

Demonstragio. Supondo (i), entdo temos que A é Hamiltoniana, logo ATJ + JA = 0,

JA=—A"J
= A=—J1ATJ
=—(=J)A"J
= JATJ.

Supondo (ii), temos entdo que A = JATJ, tomando R = ATJ, temos

RT = (AT )T
=J'A
=—JA
= —J(JAT))
= AT

logo A = JR, com R simétrica.
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Supondo (iii), temos A = JR onde R é simétrica, entdo JA = J?R = —R e assim

JA é simétrica.

Para concluir a demonstragao, ou seja, (iv) implica (i), segue-se do fato que JA é
simétrica, assim JA = (JA)T = ATJT = —ATJ, logo ATJ + JA = 0 entdo concluimos a

demonstragao. O]

Como consequéncia desse teorema e da defini¢ao de sistemas Hamiltonianos lineares,
a matriz, A(t), que representa os coeficientes de um sistema Hamiltoniano linear deve, por

sua vez, ser uma matriz Hamiltoniana.

Proposicao 1.5. O polinomio caracteristico de uma matriz Hamiltoniana é uma funcgdao

par.

Demonstracio. Seja p(\) o polindémio caracteristico da matriz Hamiltoniana A, isto é
p(A\) = det(JS — Asy,) (1.6)

onde A = JS com S matriz simétrica. Para provar o resultado observamos que

=p(=A).

[]

Assim, a equagdo (1.6) inclui apenas poténcias pares de A. Portanto, se A = p + iv
é uma raiz, entao A = —p — iv também deve ser uma raiz. Além disso, se A = 0 for um
autovalor, ele terd multiplicidade par. Dado que A é uma matriz com coeficientes reais, o
complexo conjugado A também serd um autovalor de A. Em resumo, se A é um autovalor

de A, entdo também serdo autovalores: —\, A e —\.

Teorema 1.6. Sejam A e B matrizes Hamiltonianas de mesma ordem. Entdo AT, aA(a €
F), A+ B e [A,B] = AB — BA também sio Hamiltonianas.

Demonstragio. Como (AT)TJ+JAT = AJ+JAT = (JATJ)J+JAT = —JAT + JAT =0,

conclui-se que A" ¢ Hamiltoniana.
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Para A, temos:
()T + J(aA) = a(ATT + JA) = 0.
Agora, para A £+ B, temos:
(A+B)Y'J+J(A+B)=(A"J+JA) £ (B'J+JB) =0,

portanto, A + B é Hamiltoniana.

Por fim, considere o caso do comutador [A, B] = AB — BA. Como A e B sao

Hamiltonianas, temos A = JR e B = JS, onde R e S sao matrizes simétricas. Entao:
[A,B] = AB— BA=J(RJS—SJR) = JP,

e como PT = STJTRT — RT JTST = —SJR + RJS = P, conclui-se que [A, B] é Hamilto-

niana. O

a
Consideremos agora A uma matriz Hamiltoniana 2 x 2, ou seja, A = ( ? ),
~

0 a+o

temos entao ATJ+ JA =
—a—0 0

) , logo uma matriz Asys é Hamiltoniana, entao
o seu traco é nulo.

Para o caso de A ser uma matriz 2n x 2n, escrevendo-a em forma de blocos,
T

b — Tvd
A= temos AT + JA = e “ . Logo concluimos que:
c d —a’ —d b —b

a b
Proposicao 1.7. A matriz A = ( d) € Mspyonmr) € Hamiltoniana se, e somente se,
c

—aT —d=0c¢eb ec sio simétricas.

1.2 TransformacGes simpléticas

As transformagoes simpléticas sdo mudancas de coordenadas que preservam a
estrutura dos sistemas Hamiltonianos, como veremos a seguir, mantendo inalterada a
forma diferencial das equacoes. Elas garantem que as propriedades fundamentais do
sistema, como a conservacao da energia e a dinamica, sejam preservadas. Essenciais para
simplificar e analisar sistemas complexos, essas transformacoes ajudam a entender melhor

a estabilidade dos sistemas Hamiltonianos.

1.2.1 Matrizes simpléticas

Para iniciar os estudos das transformagoes simpléticas, comecemos a estuda-las

pelas matrizes simpléticas.
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Definicao 1.8. Uma matriz T € Ma,xon(R) € chamada simplética com multiplicador p,
ou p-simplética se

TJT = puJ
onde 11 € uma constante diferente de zero. Se =1, T é chamada simplética.
Segue da definicao que se J é simplética, entdo det(T?) = 1

Teorema 1.9. Se T é simplética com multiplicador i entdo T € ndo singular e T—1 =
—pu Y JTTJ. Se T e R sdo e v simpléticas, respectivamente, entio TT, T=! e TR sdo

simpléticas com multiplicador p, ' e pv, respectivamente .

Demonstracao. Como J é nao singular segue que T também o é. Pela defini¢ao segue que

put =TT JT
pJTH =1T"J
pIt=J g

T ' =p gty = Tt

Para mostrar que a transposta de 1" é simplética notemos primeiro que da defini¢ao
temos 17 = puJT1J = —pJT71J

(T JTT = TJTT = —pTJJT T = pTT7 1T = pd.

Agora para a inversa de T' temos

(T H'IJT = (= JTT N I (= ITT )
=pu 2 J'TJrJJTt g
= —p2JrTJjrrty
=u2JNTJT")J
= p 2T ()T
= tJtgJ
_ _Iu—le
=p

Para T R temos

(TR)*JTR = R"(T"JT)R = R"(uJ)R = uRTJR = pvJ.
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Consideremos o Hamiltoniano linear dado por (1.5), isto é, A(t) é uma matriz
Hamiltoniana. Entao consideremos a mudanca de coordenadas induzida pela matriz pu-

simplética T, da forma ¢ = T'z, entao

C=TAT'¢C.

Seja B = TAT~! entdo temos que B também ¢ Hamiltoniana. De fato

BTJ+JB = (TAT ™)' J 4 JTAT™
= (TYH'AT™T"J + JTAT!
= —pu ' (JTTNTATTT ) — i JTAJTT T
= —uw " JTJATT" ] — ' JTAJT"J
= —u " JT(JA" + ANT"J
=0

Logo

Teorema 1.10. Uma mudancga de coordenadas induzida por uma matriz p-simplética

transforma sistemas Hamiltonianos lineares em outros sistemas Hamiltonianos lineares.

Definicao 1.11. Uma matriz Z(t,ty) de ordem n X n cujas colunas formam uma base do

espago de solugoes de (1.5) chama-se matriz fundamental de (1.5).

Um resultado importante que caracteriza a matriz fundamental de um sistema

Hamiltoniano linear é:

Teorema 1.12. A matriz solugio fundamental Z(t,ty) do sistema Hamiltoniano linear
(1.5) é simplética para todo t,ty € I. Reciprocamente, se Z(t,ty) é uma funcao diferencidvel
de matrizes simpléticas, entao Z é a matriz fundamental de um sistema Hamiltoniano

linear.

Demonstragio. Seja U(t) = Z(t, tg)T JZ(t,ty). Como Z(t,tg) = I quando t = ty, segue-se
que U(tg) = J. Por outro lado, temos:

Ulty=2JZ+7Z%J7% = Z"(ATJ +JA)Z = 0.
Assim, U(t) = J para todo t € I. Reciprocamente Z7.JZ = J para todo ¢ € I, entdo:
Z2JZ+7Z%JZ =0,

o que implica que:
(ZZ YT+ J(ZZ7 Y =o.

Isso demonstra que A = ZZ~! ¢ Hamiltoniana e, portanto, Z = AZ. O]



19

Corolario 1.13. A matriz constante A é Hamiltoniana se, e somente se, et é simplética

para todo t € R.

Proposicao 1.14. Seja T wma matriz simplética. Se \ é um autovalor de T, entdo + ¢é

A
também um autovalor de T' com a mesma multiplicidade algébrica.
Demonstracio. Desde que T' é simplética, temos T7 = —JT~1J, e se A é autovalor de T,
tem se
p(A) = det(T — )
= det(TT — \I)
=det(—JT T+ \JJ)
= detJdet(=T~" + \l)detJ
1
= det[\T"H(T — XI)]
1
= \"detT  det(T — X)
1
= £X"p(~
p(3)
O

Observacao 1.15. Da proposicao acima seque-se que: se conhecemos um autovalor da

matriz real simplética, entdo conhecemos mais trés autovalores, a saber, %, —Ae —%.
Em particular, se 1 e —1 sdo autovalores, entdo eles tém multiplicidade par. Além

disso, se A é um autovalor, entao % também é um autovalor com a mesma multiplicidade.

Assim, segue-se que:

Proposicao 1.16. O determinante de uma matriz simplética é 1.

1.2.2 TransformacGes simpléticas

Como discutido anteriormente, matrizes simpléticas preservam a estrutura dos
sistemas Hamiltonianos, o que nao é garantido por mudancgas de varidveis arbitrarias. A
seguir, apresentaremos algumas nog¢oes béasicas sobre essa teoria. Para uma abordagem
mais completa, consulte (VIDAL, 2003) e (MEYER; HALL; OFFIN, 2017).

Seja B : U x I — R* : (z,t) — ( = E(z,t) uma aplicagao suave onde U x I ¢é algum
conjunto aberto em R?"*!: F é denominada transformacio simplética se o Jacobiano de F
com respeito a z, D1 F(z,t) = %—f, ¢ uma matriz simplética em todo ponto de (z,t) € U x [.

Consideramos o Jacobiano D; E como uma aplicagio de U x I no espago L(R** R?") dos
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oE

operadores lineares de R?" em R?", com 5, COmo a matriz

oF o
8E 021 T Ozon
Z c. c..
g OEon OFEan
0z1 t Ozon

Entao, do que foi visto para matrizes simpléticas, E' é simplética se, e somente se

0E OE"

como a transposta de uma matriz simplética também ¢é simplética, logo temos

08" 0E _
0z oz

e os outros resultados, para matrizes simpléticas, seguem de imediato do Teorema 1.9.

J (1.8)

Se considerarmos a transformagdo z — ( = FE(z,t) uma mudanga de varidveis,
entao chamamos ¢ de coordenadas simpléticas ou canodnicas. Considerando o sistema

Hamiltoniano ndo linear

2= JV.H(z,1), (1.9)

com H definida e suave e algum conjunto aberto U x I € R**!. Tome a mudanca de

variaveis simpléticas de z para ¢ dada por
( = E(z,t) (1.10)
com inversa dada por
2= 2(C,1)
entao
¢ =E(Z(¢1),1)
2= Z(E(z,t),t).

Seja UxI € R?"*! sendo a imagem de U x I sobre esta transformacao. Entao o Hamiltoniano

H(z,t) é transformado para a fungao
H(¢,t) = H(Z(G,1),1). (1.11)

Aplicando a mudanga de coordenadas & equagao (1.9) temos:

oF OF .
- E(Z>t> + E(th)z

OF OF OH T
= E(Z,t> + E(Z,t):] (i%(z,t))

¢
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OFE OF OF '
=2+ Lt (2 0% )

OF OF OE T (0l !
= E(Zﬂf) + E(Z,t)J <8Z(Z, t)) <(C7t>>

= aE(z t)+J <8H>

ot ¢
oF .
= E(th) +JVCH<C7t)
:Z(Czt)
Se a mudanca de coordenadas, F, é independente de t, entdo o termo %—? esta

T
ausente em % (z, t)+ 92 (z,1)J ( (¢, )% (z, t)) entao, a equagao nas novas coordenadas
é simplesmente ¢ = J VCH um sistema Hamiltoniano com Hamiltoniano H. Nesse caso,
basta substituir a mudanca de variaveis no Hamiltoniano H para obter o novo Hamiltoniano

H. Logo, segue o teorema:

Teorema 1.17. A transformagio de coordenadas simpléticas E(z,t) = ¢ que nao depende

de t transforma o sistema Hamiltoniano (1.1) em um novo sistema Hamiltoniano dado por
¢ = JVH(C,1), (1.12)
cuja nova fun¢io Hamiltoniana é dada por (1.11).

O carater Hamiltoniano das equacoes é preservado. Na verdade, o sistema %’f (z,t)+

OF
0z

U x I seja um conjunto adequado, como mostraremos.

(z,t)J] (aT“(C , t)g(z, )) ainda é Hamiltoniano mesmo se E depender de ¢, desde que

Veremos agora o caso no qual a transformagao simplética (1.10) depende de t,

queremos algo semelhante ao descrito no Teorema 1.17. Seja o conjunto
={CeR™:(¢(,t)€UxI} (1.13)

sendo a bola em R?". Mostraremos que existe uma funcao suave R : U x I — R! tal que

%f(z,t) — JV.R((,1) (1.14)

=Z(Ct)

R é denominada funcao resto.

Teorema 1.18. Suponha que a transformacio de coordenada E(z,t) = ((,t) € simplética
e além disso o contra-dominio U x I = E(U x I) satisfaz a condi¢io (1.13), entdo ela
transforma o sistema Hamiltoniano (1.1) em um novo sistema Hamiltoniano, cuja fungao

Hamiltoniana € definida por

H(C,t) + R(C,1). (1.15)
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Demonstracao. Demostraremos que a funcao diferenciavel R é o gradiente de uma funcao
diferenciavel a valores reais, para isto é suficiente demonstrar que a seguinte fungao
O’FE 0Z

e = T, ) o

()

z=2((t)

e, . - T .
é simétrica, isto é, I' = I'”. Derivando a expressao %—f J %—f = J com respeito a t temos

PET OE OET _0°E

di0z” o2 T oz " ot0s "
onde segue
OE-1?ET  92ET 9B
_ 11
0z ooz " i oz Y (1.16)

Substituindo z = Z((,t) em (1.16) e lembrando que 8]g—:(Z(C,t),t) = %—f((’,t), entao

temos que
~I"+T=0
como queriamos. O

Teorema 1.19 (Teorema de Floquet-Liapunov). Seja Z(t) a matriz fundamental da
equagao (1.5). Existem matrizes n x n B e Q(t), com B Hamiltoniana constante e Q(t)

T-periodica e simplética, tais que
Z(t) = Q(t)e'? (1.17)

Demonstragio. A matriz Z(t + T') também é uma matriz fundamental da equacao (1.5).
Portanto, suas colunas sdo linearmente independentes e, dado que Z(t +T') = Z(t)Z(T),
a matriz Z(T') é inversivel. Como toda matriz n x n inversivel possui um logaritmo, existe
uma matriz B tal que Z(T) = e¢TB. Como Z(t) ¢ Hamiltoniana, a matriz B também é

Hamiltoniana.
Agora, considere a matriz Q(t) = Z(t)e~'P. Entdo, temos que Z(t) = Q(t)e!?
e Q(t+T) = Q(t). Pelo Corolario 1.13, a matriz Q(t) é simplética para cada ¢, como

desejavamos demonstrar.

]

1.3 Estabilidade

Nesta secao serao apresentados alguns resultados classicos da teoria de estabilidade
para equacoes diferenciais ordinarias em particular para os sistemas Hamiltonianos, uma
leitura mais aprofundada pode ser feita em (SOTOMAYOR, 1979), (MEYER; HALL; OFFIN,
2017) e (VIDAL, 2003).
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Consideremos o sistema
z = f(z,t) (1.18)

em que f: € — R™ é continua, 2 C R x R™ aberto.

Definigao 1.20. Seja ¢(t) uma drbita de (1.18) definida para t > 0. Diz-se que ¢(t)
¢ estdvel (no sentido de Liapunov) se para todo € > 0 existir § > 0 tal que se (t)
¢ solugiao de (1.18) e [(0) — ¢(0)| < 0, entdo ¥(t) estd definida para todo t > 0 e
ih(t) — @(t)| < €, para todo t > 0. Se além disso existir & tal que |1(0) — ¢(0)| < & implica

limi—1 00|t (t) — &(t)| = 0, entdo diz-se que ¢(t) € assintoticamente estdvel.

Corolario 1.21. Seja zy um ponto singular de
t=f(2), f: A= R"eC', A CR"aberto, (1.19)

e suponhamos que D f(z) tem todos os autovalores com parte real < 0. Entdo existe uma
vizinhanga U de z e constantes K > 0 e v > 0 tais que para todo z € U a solugio ¢(t) de
(1.19) tal que ¢(0) = z estd definida em U, para todo t > 0, e |p(t) — zo| < Ke "z — 2|,

para todo t > 0. Em particular, zy € assintoticamente estavel.

No que segue os resultados sobre estabilidade apresentados serdao para Sistemas

Hamiltonianos. Da observacao (1.15) podemos concluir para a solugao de equilibrio 0 que:

Teorema 1.22. 1. A solugio de equilibrio 0 de (1.5) nunca pode ser assintoticamente

estdvel.

2. Se existe algum autovalor A € R — {0}, entdo a solugdo de equilibrio 0 de (1.5) é

instavel.

3. Se todos os autovalores A de A sdo imagindrios puros e A € diagonalizavel entdo a

solugdo de equilibrio 0 de (1.5) é estavel.

4. No caso degenerado, isto €, A possui autovalores nulos temos o sequinte: sejam
A = -+ = X = 0 e o resto dos autovalores sao imagindarios puros. Entao se a
matriz A for diagonalizdvel tem-se que a solugio de equilibrio 0 de (1.5) é estdvel.

Caso contrdrio ¢ instavel.

Teorema 1.23. Dada uma matriz n X n T-periddica, A(t), existe uma matriz T-periddica
Q(t), inversivel, tal que a mudanga de coordenadas Z = Q(t)y transforma a equagio (1.5)
na equacao

y = By, (1.20)

com B constante.
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Demonstragio. Seja Z(t) uma matriz fundamental de (1.5) e seja Z(t) = Q(t)e!® a

decomposicao de Z(t) dada pelo Teorema de Floquet 1.19. Consideremos a mudanga linear
de coordenadas z = Q(t)y. Entdo, para uma solucao z(t) = Z(t)v de z = A(t)z, temos
y(t) = Q1 (t)z(t) = Q1) Z(t)v = 'Bu, logo, y(t) é solugao de

y = By (1.21)
com B constante. OJ

Definigao 1.24. A matriz C = '8 = Z(T) é chamada matriz de monodromia da equagio
(1.5). Os autovalores A de C sdo chamados de multiplicadores caracteristicos. Cada nimero

complezo p tal que X = e*T € chamado expoente caracteristico.

Do exposto anteriormente temos

Teorema 1.25. Para a solu¢io nula do sistema (1.5), temos que:

e ela nunca pode ser assintoticamente estavel.

e ¢ estavel se, e somente se, a matriz de monodromia possui todos os seus autovalores

com modulo 1 e é diagonalizdvel.

o ¢ instdvel se, e somente se, existe algum expoente caracteristico com parte real positiva

(isto é, o médulo de algum autovalor é maior que 1).

1.4 O problema de n-corpos

Nesta secao, abordaremos o problema de n-corpos e seu Hamiltoniano associado.
Exploraremos casos particulares deste problema, incluindo o problema de dois corpos e o

problema de trés corpos, bem como o problema restrito de trés corpos.

No problema classico dos n-corpos, sabemos que o Hamiltoniano pode ser obtido
a partir das equagoes de movimento de cada corpo, que sao derivadas da segunda lei de

Newton e da Lei da Gravitacao Universal, ou seja, ao relacionar essas forcas, obtemos:

oU
M= 2" 1.29
4= 5q (1.22)
onde q = (qq,...,q,) € R* representa o vetor de posigoes dos n corpos, e () denota a

derivada em relagao ao tempo t. O potencial gravitacional U é dado por

U — Gmimj

1<i<j<n la; — q]'H ’
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onde GG é a constante da gravitagao universal, e M é a matriz de massas, dada por

m1]3 0 0
I B R
0 0 - my I3

onde I3 é a matriz identidade 3 x 3.

O Hamiltoniano para o sistema descrito em (1.22) é, portanto,

pl*

Z”

=1
onde p, = m;q; representa o momento linear do corpo .

2m;

1.4.1 O problema de dois corpos

O problema de dois corpos consiste em estudar a dindmica de dois corpos que se
atraem mutuamente por suas forgas gravitacionais. Consideremos m; e my como os dois

corpos no espacgo, com vetores posicao dados por ry e ry, respectivamente, onde r; € R
(1=1,2).

Para o problema de dois corpos a equagao que descreve a dinamica entre os dois

corpos ¢é dada por:

. Gmim
miry = —— 23(1“1 —Ty),
||r1 - I‘2” (1 23)
aQ .
mlf'g == —4m1m2f (r2 - rl))
[Ty — ro]?

em que r = r(t) € R é o vetor posi¢ao, portanto T é o vetor velocidade, e ¥ ¢ o vetor

aceleragao da particula. Somando as expressoes em (1.23), obtemos
maty + mqty = 0,
integrando, obtemos
miry + miry = A,
e integrando novamente encontramos
mqry + miry = At + B, (1.24)

em que A e B sao vetores constantes que dependem das condig¢oes iniciais do problema.
Seja M = my + mg, dividindo (1.24) por M obtemos

miry + mqry A B
— = — 1.25
M M R M’ ( )
note que o lado esquerdo de (1.25) descreve o vetor centro de massa entre m; e ms, logo,

segue a proposicao
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Proposicao 1.26. Seja a equagdo dada por

A B
R=—t+— 1.26

entdo o centro de massa das particulas materiais move-se uniformemente sobre uma reta

no espaco.

O sistema formado pelas equagdes em (1.23) se trata de um sistema mecénico cuja

funcao Hamiltoniana para dado sistema é dada por

_ Pl | lIpal®  Gmumg

. _ _ 1.27
(r1,r2, Py, Py) 2my T 2me |r1 —ra|’ ( )
com p; = m,T;, note que 0H
I“l = a_ - &’
gp; M
. OH  p,
r2 = 87 - E?
o 1y (1.28)
b, = Gmamy (r; —ry)
= —7F—5(I'1 —Iy),
1 [y — 13
b, = _ Gmuma
S R R

De modo a tornar o Hamiltoniano (1.27) mais simples, podemos fazer uma mudanga
de coordenadas que descreva o movimento de ambas as particulas em relagdo ao centro de
massa dos corpos de massas m; € msy, com isso poderemos trata-lo como o problema de

Kepler, para isso utilizamos as coordenadas de Jacobi (r,R,p,P), onde

r=ro—rIy,
mq meo

m +m2P2 - my + m2P17

(1.29)
R — miry + mols
mi + Mo
P =p, +p,.

As letras maiusculas correspondem ao centro de massa do sistema, enquanto as

letras mintdsculas descrevem o movimento relativo ao centro de massa do sistema, de (1.29)

segue que
neReh (1.30)
s =7r; +r,

e também que
P, =F =P, (1.31)

p, =P —py,
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de onde substituindo a primeira expressao de (1.30) na terceira de (1.29), e depois repetindo

o processo para a segunda expressao de (1.30) e em seguida repetido o mesmo processo

para as expressoes em (1.31) para a quarta em (1.29) obtemos

m
ry = —721'—{—R,
mi + Mo
m
ro = 711‘—1-1:{,
my + Mo
my
= —p+ 7P7
P1 P mi + Mo
mo
—p+—2 P,
P P my + Mo

(1.32)

Nosso objetivo agora é reescrever o Hamiltoniano (1.27) nas novas coordenadas,

primeiro reescrevendo ||r; — ro|| temos

m m
Iy —rsf = - ———r+R- ———r+R|
my + Moy mi + Mo
mo mq
== r— |
my + me my + Mo
my + me
- |-ty
1+ M2
= [l
agora reescrevendo ||p,||* temos
2 mi 2
=| - —P
il =1l - p+ P
m m
mi + Mo mi + Mo

2m, my 2
=(p,p)— ———— (p,P) + () P.P
(p p) my + Mo (p > mi + mo < >

2m, m 2
- Cmy +me ’P + () P ’
Ip|l —— (p,P) . 1P|
e para ||py|* temos
2 mo 2
— + —P
Iball? = o+ " P
m m
= <p+2P,p+2P>
mi + ms mq + ma
2ms Mo 2
—(p.p) + 2 (p,P)+ (L) (PP
(p p> m1+m2<p > my + Mo < >
2ms Mo 2
B +7 7P + () P ’
ol + =272 (o By + (2 ) |

por fim, nas novas coordenadas o Hamiltoniano (1.27) é dado por

bl P G,
2v 2M el

H=H(r,R,p,P)

(1.33)
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mimao

em quel/:m.

Nas novas coordenadas as equagoes de movimento sao dadas por

oP M’
_on G, (1.34)
P= 0 = TP
OH

=2 =0
oR

com isso temos que P é uma integral primeira para o sistema, e tomando como

condicao inicial P = R = 0, o problema é reduzido a

. G
‘i _<m1_+3mz>r, (1.35)
Iz
Isso se refere ao problema de forga central ou ao problema de Kepler. Na proxima

secao trataremos do problema de Kepler com mais detalhes.

1.4.2 O problema de Kepler

Considerando o problema de dois corpos, em que m; > my cuja particula de massa
my, com my; = m, ¢ fixa, ou seja, estd posicionada na origem do sistema, neste caso a

equacao que descreve o movimento da particula de massa msy, com mo = 1, é dada por

. Hq
q=—- )
all?

(1.36)

onde q € R3 é o vetor posicao da outra particula e y é a constante Gm, em que G é a

constante da gravitagdo universal. Reduzindo (1.36) a um sistema de equagoes tomando

P = q temos
q=p
b Md (1.37)
lall®
em que o Hamiltoniano para esse sistema é dado por
lpl*  p
i lall (1.38)

Defini¢ao 1.27. Uma funcio diferencidvel F : M — R, com M C (R* — {0}) x R3, €
uma integral primeira para o movimento para o sistema (1.36) se esta fungao € constante

ao longo do movimento, isto é, L (q(t), q) = 0 para todo t onde a solu¢do q(t) de (1.36)

»dt
esta definida.

Teorema 1.28. A equagdo (1.36) admite as sequintes integrais primeiras:
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2

1. ”’;H — ”—‘;H = h, (energia).

2. C= qx p, (momento angular).

Demonstrag¢do. Derivando (1.38) em rela¢do ao tempo e usando (1.37) temos

dd_d (|pl*  n
e dt\ 2 g

_(pp) p
2 (a,q)

A

P+ g

= (p,
f1{(a, q)
q
< i ||3> lall®
0.

Definindo C = q X p e derivando em relacao ao tempo

dC <” )
at T a4
=qxXp+qxXp

q
=po—qu3
lall

= 0.
m
Apresentaremos um teorema que sera importante para o entendimento dos resulta-
dos do Teorema 1.30.

Teorema 1.29. Uma curva plana, nao circular, € uma segcdo conica se, e somente se,

seus pontos P sdo caracterizados pela sequinte equagdo envolvendo distancias
dist(P, F') = edist(P, L) (1.39)
em que € € um numero positivo, F' é um ponto e L € uma reta, ambos no plano da curva.

Teorema 1.30. FExiste uma integral adicional dada pelo vetor de Laplace e definido pela

equacao

(e+H‘J::QXCI (1.40)

Demonstracao. Ao derivar em relagdo ao tempo a expressao ﬁ, obtemos:

d ' C
<<1>:(qufq:: < d (1.41)
lal lal lal
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multiplicando (1.41) por p obtemos

Ng ( q ) _ Cxuq
dt \ |l lall®

integrando segue o desejado. O]

Corolario 1.31. Do Teorema 1.30 sequem os sequintes resultados:

1. Se C =10, o movimento é retilineo.

2. Se C# 0, o movimento ocorre num plano ortogonal a C que passa pelo centro de

atragdo S e o vetor e estd contido nesse plano.
3. Se e =0, o movimento é circular e uniforme.

4. Se e # 0, o movimento descreve uma conica com foco em S, eixo e e excentricidade

c=|lel.
Demonstragdo. Segue do Teorema 1.30 que se C = 0 temos

(o &) =0= a=lale

logo 0 movimento é retilineo. Se C # 0 temos por defini¢ao que C é ortogonal a q, logo q
pertence ao plano determinado por C e que passa pela origem. Por outro lado, da equagao
(1.40) temos

. q
Ne:qXC—Mm

:><ue,C>:<q><C—,u|£l”,C>:O

logo temos que o vetor e é ortogonal ao vetor C, agora tomando o produto escalar da

equacgao (1.40) pelo vetor q temos

(et 12) ) = ata.e) + al

=(qxC,q)
=(C,C)
= [c|?

se e = 0 temos
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portanto o movimento é circular.

Se e # 0. Denotemos por (g, #) as coordenadas polares no plano do movimento

com a origem e eixo polar e. Pelo que ja vimos anteriormente, temos

u(la,e) + llalh) = C|* (1.42)

pllalle cos(0) + [lal)) = [IC]* (1.43)

ou,

Il = € (” | _ g costo >) (1.44)

Pela relagdo definida no Teorema 1.29, segue-se de (1.44), que a distdncia de P
ao centro de atracdo S é proporcional a distancia de P a reta ortogonal ao vetor e cuja
H%\Q' Portanto, P descreve uma conica de excentricidade € eixo

e. O

distancia a S ¢é igual a

Teorema 1.32. As constantes h, C e e satisfazem a sequinte relagdo
WA~ 1) = B CJ. (1.45)

Consequentemente, a orbita da particula é eliptica, parabdlica ou hiperbolica conforme o

valor de h seja positivo, negativo ou nulo.

Demonstracao. Note que se a denota o semi-eixo maior da elipse, temos

p p 2y _ IIC]]
2a = 1—¢2) =120
a 1+€+1_€<:>a( €%) L
logo
(1—e) p ' '

tomando o produto escalar da expressao definida em (1.40) por si préprio temos

(oo ) o (o ) ) = (e 2t 1)

=(qx C,¢qx C)
= llal*IClP,
agora, tomando o produto escalar de (1.40) por q temos
< <e+ ||||> > (a,€) + [z = (g x C.a) = [|CI, (1.47)

a partir das expressoes dadas em (1.38), (1.47) e (1.46) obtemos

i = 1) = hl|CIP*. (1.48)
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O teorema mostra que o vetor de Laplace nao é uma integral independente de h e
C. Segue de (1.46) e (1.48) o seguinte teorema e corolério.

Teorema 1.33. No caso eliptico e no caso hiperbolico, o semi-eixo maior da orbita depende
apenas de h e € dado pela expressao a = ﬁh‘
Corolério 1.34. 1. No caso eliptico (h<0), v* = (ﬁ — i)
2. No caso parabdlico (h=0), v* = ”27“”.
3. No caso hiperbélico (h>0), v* = (ﬁ + %)

4. No caso circular, (h<0 e e=0), v* = £.

Definicao 1.35. A linha dos nodos € a reta de intersecio do plano da orbita com o plano

referéncia, se este nao coincide com aquele.

Consideremos o referencial ortonormal ({e1, ez, e3}), onde (e1) é paralelo a linha

dos nodos, (e3 = H%H> e (e2 = e3 x e;1). Neste sistema, (Figura 1.1) temos
r = ||r||(cos ¢e; + sin pesq), (1.49)
onde ¢ é o angulo que o vetor posi¢ao r faz com a linha dos nodos. Como
i = ||r||(cos pe; + sin dey) + ||r]|d(— sin pe; + cos des),
obtemos
rx 1t = [|r|*|¢]es,

que ¢é a conservacao do momento angular.

1.4.3 O problema de trés corpos

O problema de trés corpos consiste em estudar a dindmica de trés corpos atraidos
mutuamente entre si por suas forcas gravitacionais. Consideremos my, my € mg os trés
corpos no espago e com vetores posicao dados por ry, ro e r3, respectivamente, com r; € R
(1=1,2,3).

Para o problema de trés corpos, a equacao que descreve a dinamica entre os trés

corpos é dada por:

. Gmim Gmim
miry = %(Q —ry) 2 (rg —1y)
12 13
. Gmam Gmam
MaTy = #(rl 1)+ ———2(ry — 1) (1.50)
712 793
. Gmsm Gmsm
mgrs = %(1‘1 - 1"3) + #(I’Q - 1‘3)

713 T93



Figura 1.1 — Visao perpendicular ao plano da érbita dos corpos de massa my e mo.

mo T2 I’ I
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, - 1
\ Cm T1 MYy !
\\ // ,l
N ) I
\ 7/ !
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\\ // /
~ . _- /
T /
/
/
\ /
\ 7/
N\ 7/
N 7/
N //
Fonte: Autor
em que r;; = ||r; — ;|| e G a constante da Gravitacdo Universal.

O potencial Newtoniano para o problema de trés corpos é dado por

G G G
U — m1Mmso i mims i moims '

T12 T13 T23
O sistema definido pelas equagoes em (1.50) pode ser reescrito como
m;r; = Vy, Ui =1,2,3.
em que V,, U é o gradiente do potencial U.
O Hamiltoniano para o sistema de equagdes em (1.50) é definido por

“padl? Gmim;

H(ry,r2,13,P;, P2y P3) =
y 2y 13y Py P2y P3 gt 2m1 < Hri_er

O centro de massa do sistema ¢é definido por

miry + maoly + M3l

M

R —

33

(1.51)

(1.52)

(1.53)

(1.54)

em que M = mj + mg + mgz. De forma semelhante ao que fizemos no problema de dois

corpos podemos concluir que:
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Teorema 1.36. Ao longo de cada solugao do sistema definido pelas equagoes em (1.50)
ou (1.52), existem vetores constantes A e B tais que

R(t)= At+ B

isto €, o centro de massa desloca-se em linha reta com velocidade constante.

Novamente, como no problema de dois corpos existem duas quantidades que se
conservam ao longo das solugdes, a energia e o momento angular, logo podemos enunciar

0 seguinte teorema:

Teorema 1.37. Ao longo de cada solugao do sistema definido pelas equagoes em (1.50)
ou (1.52) a energia total e 0 momento angular permanecem constantes
E =h, (1.55)
J=C, (1.56)

em que J = 2?21 m;T; X 1; € 0 momento angular.

1.4.4 O problema restrito de trés corpos

O problema restrito de trés corpos é obtido quando a massa de um dos corpos,
digamos a de massa ms, tende a zero. Assim, o corpo de massa ms nao influencia a
dinamica dos outros dois corpos, de massas m; e ms, mas é afetado pela dinamica destes.
Para definir a equacdo de movimento do corpo de massa ms reescrevemos a terceira

equagao em (1.50), como

. Gm Gm
iy = — Lry — 1) + 3 2(ry — 13) (1.57)
13 23

e o movimento dos outros corpos é descrito pelo problema de dois corpos. E subtraindo a

segunda expressao em (1.50) obtemos

. G(my + m: 1 1
s — I = —wa'l — I'Q) + Gm3 <3(I'3 - I'Q) — T(I'?, — I'1)> (158)
T2 23 713
Denotando r = ry — ry, (1.58) é reescrita como
B} G(my+m 1 1
r = ——( 13 S)r—l-GTTLg T(r3—r2)—7(r3—r1) (1.59)
r 723 T13
em que r = ||r]|. E portanto quando ms = 0 obtemos, da equagao anterior, o seguinte
resultado o
i —wn (1.60)
T

que corresponde ao problema de Kepler, que foi resolvido na secao anterior. Entao seja r a
distancia entre eles logo temos

o p

~ 1+ecost’
2

_ & c , .. . .
em que p = T = Gy ¢ 2 excentricidade da conica definida pelos corpos mq e mo, e

6 é a anomalia verdadeira.

r
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1.4.5 O problema restrito planar dos trés corpos

Nesta secao, apresentaremos resultados sobre o problema restrito planar dos trés
corpos. Esse caso difere do problema restrito descrito na se¢ao anterior, pois, no problema

planar, os trés corpos permanecem restritos a um plano fixo ao longo de todo o movimento.

Nos resultados apresentados a seguir, p é o parametro de massa, a distancia entre

os dois corpos é dada em um referencial tal que esta é unitaria.

Sejam dois corpos, chamados primdrios, tendo massa > 0 (corpo 1) e 1 — > 0
(corpo 2) e movimento assim como descrito na se¢ao passada. Seja q a coordenada do
terceiro corpo de massa infinitesimal e p seu momento conjugado. As coordenadas rotatorias
dos dois corpos primarios sao escolhidas tais que a posigao do corpo 1 é dada por (1 — p, 0)

e do corpo 2 é dada por (—p,0).

O Hamiltoniano para a dindmica deste movimento ¢ dado por

H—M— TIp -V 1.61
=5 —aJp (1.61)

em que q,p € R? com q = (z,9) e p = (ps, py), 0 Hamiltoniano anterior pode ser reescrito

como

2 2
Py —D
H = 9 y—f—ypz—xpy—v
com V dado por
1—
po b o
P1 P2

em que p; ¢ = 1,2 descreve a distancia entre os corpos primérios e o corpo de massa

infinitesimal em que sdo dados por
p= et =Dy g = oty

Para o Hamiltoniano dado por (1.61) as equagoes de movimento sdo dadas por

oH oH oV
q By p+Jgq p a4 Jq+aq (1.62)

Observagao 1.38. FExistem dois tipos de solugoes de equilibrio para o problema restrito
circular dos trés corpos, em que estas sao obtidas igualando para os pontos criticos de
(1.62), ou seja, igualando a zero. O primeiro tipo € a solugdo colinear, que se encontra na
reta que passa pelos corpos 1 e 2. Fssas solugoes sio denominadas Ly, Ly e L. O sequndo
tipo é a solugao triangular, que se encontra fora dessa reta e é representada pelos pontos
Ly e Ly, sendo que Ly € simetricamente oposto a Ls. Os pontos Ly, Ly e Ly sdo chamados
de pontos de libracdo colineares, enquanto Ly e Ls sao chamados de pontos de libracao
triangulares. (Ver (MEYER; HALL; OFFIN, 2017)).

Para o caso planar problema restrito de trés corpos temos:
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Teorema 1.39. As solugoes de equilibrio colinear no problema restrito planar circular dos

trés corpos sao linearmente instdveis.

Demonstragio. Ver (VIDAL, 2003). O

Teorema 1.40. Nos pontos de equilibrio triangulares temos:

e para os valores de p no intervalo 0 < p < g = % (1 — \/§9> os equilibrios Ly e Ls

sao linearmente estdveis.

e Para p = py os equilibrios Ly e Ly sao linearmente instdveis.

1

e Para py < p < 3, os equilibrios Ly e Ls sdo linearmente instdveis.

Demonstragio. Ver (VIDAL, 2003). O
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2 O problema restrito circular planar dos trés

COrpos carregados

Neste capitulo, serao discutidos o problema de dois corpos carregados e o problema
restrito de trés corpos carregados, no seu caso planar, conforme abordado em (BENGOCHEA;
VIDAL, 2015). Na Secao 2.1, serao apresentadas as solugoes para o problema de dois corpos
carregados, considerando os possiveis valores de (2.4). Em seguida, na Secao 2.2, sera
introduzido o problema geral dos trés corpos carregados, a partir do qual sera derivado o
problema restrito e seu respectivo Hamiltoniano. Na Secao 2.3, serdao obtidas as solugoes de
equilibrio triangular e colinear para o caso restrito dos trés corpos carregados. Finalmente,
na Secao 2.4, sera analisada a estabilidade das solucoes de equilibrio obtidas na secao

anterior.

Como discutido no capitulo anterior, o problema classico dos n-corpos considera
que a unica forca atuando no sistema é a forca gravitacional. No problema de n-corpos
carregados, levamos em conta que os corpos possuem carga elétrica e, além da forca
gravitacional, também consideramos a forca elétrica, que obedece a Lei de Coulomb.
Diferentemente das massas dos corpos que sdo sempre positivas, as cargas podem assumir

valores positivos e negativos.

Descreveremos, agora, o caso geral do problema, ou seja, o problema de n-corpos

carregados. Lembrando que, de acordo com a Lei de Coulomb, a forca elétrica é obtida

por:
oV
Fro—
E aq )
em que V = Y i kq_iqf i é o potencial elétrico. Portanto, para corpos com massa e
1<i<j<n 1979
carga, as equagoes de movimento sao escritas na forma:
ou oV
Mg =" - L,
d9q  dq
denotando W = U — V', obtemos:
ow
Mg =2V
q aq

e portanto o Hamiltoniano para o problema de n-corpos carregados é dado por:

=1

[

W.

2m¢
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2.1 O problema de dois corpos carregados

No capitulo anterior, foi visto o problema classico dos dois corpos, em que foi
somente considerado que os corpos possuiam massa. Veremos a seguir um caso especial
deste problema em que, além de ser considerado a massa dos corpos, consideraremos
também que estes possuam cargas em sua estrutura. Neste caso, além da forca de atracao
gravitacional entre os corpos, haverd também atragio (ou repulsdo) elétrica, assim como

descrito na Lei de Coulomb.

Entao, considerando dois corpos de massas my, ms e cargas q; € ¢z, respectivamente.
O Hamiltoniano, assim como descrito em (BENGOCHEA; VIDAL, 2015), associado ao corpos
de massa mj e mo, com interacao gravitacional e coulombiana é definido por

’ >k — Gmim
H(rlar27p17p2) = le” + ||p2” 4142 1Mo

le 2m2 Hrl — I'2H

(2.1)

onde k > 0 é a constante de Coulomb, G > 0 é a constante da gravitacao universal, e
r; € R} p, € R3 i = 1,2, sdo a posi¢do e momento dos corpos com o mesmo indice,

respectivamente.

Dado o Hamiltoniano (2.1), podemos obter as equagoes de movimento a partir
deste, ou seja, r; = Hy, ,p; = —H,,, portanto, tais equacoes, que correspondem ao sistema

de equagoes de segunda ordem, sao dadas por:

mlf'l = —(Gm1m2 — ]ﬂQ1QQ) H r H3 (22)
— 12
. s — T
Moy — _(GmlmQ - k(11CI2) Hrlz_ 1'21H3 (23)

onde “O” denotam derivadas com respeito ao tempo ¢.

Podemos classificar as solugoes para esses sistema de equagoes em trés tipos,

definindo C' = Gmims — kqi1qo, 0s trés casos sao identificados quando

C>0,C=0,C<0. (2.4)

O primeiro equivale ao problema de Kepler cuja dindmica esta resolvida na Secao
1.4.2. Essa condicao é satisfeita quando as cargas tiverem sinais diferentes e, no caso de

cargas iguais, quando kq;qo < Gmims.

No segundo caso em que C' = 0 o Hamiltoniano (2.1) se torna

Hp1\|2 ”P2||2
H(ry,r = 2.5
( 1, 27P1»P2) omy + 2y ( )
que fornece as seguintes equagoes de movimento
I"1 = &7 ry = &7
my ma (2.6)

plzoa p2:07
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logo temos que p,; = k;, em que k;, constante, nao depende do tempo e portanto r; = %t,

entao concluimos que correspondem a duas particulas livres.

Para o terceiro caso, ou seja, C' < 0, em que este é o caso central a ser trabalhado do

problema de dois corpos carregados, podemos resolver de maneira similar ao problema de

r, para i zem uinte transformacao simpléti rden u ram
Kepler, para isso fazemos se te transformacao simplética de coordenadas, que altera

os vetores ry,rq, Py, Py para

r=ry—ry,
mq mo
pP= P2 — P
my + Mo 2 my + mo ! (2 7)
_ MyTp + Moy '
mi+mg
P=p;, +p,

Os dois primeiros vetores correspondem ao centro de massa do sistema, enquanto os
dois ultimos descrevem o movimento relativo ao centro de massa do sistema, da primeira
de (2.7) segue que

ri=rIy—T,Ty="T) +T, (2.8)

e da ultima de (2.7) segue que

p,=P—-p,, p,=P —p,, (2.9)

de onde substituindo a primeira expressao de (2.8) na terceira de (2.7) e repetindo o
processo para a segunda, e depois fazendo o mesmo processo para as expressoes em (2.9)

para a segunda expressao de (2.7) obtemos

mo

rr=—r+R =-—p4+—P
! my + Mo P1 p my + mao

my ma
r,=——r+R —p+———P
? my + Mo P2=P my + Mo

Nosso objetivo agora é reescrever o Hamiltoniano (2.1) nas novas coordenadas,

primeiro reescrevendo |[r; — ra|| temos

m m
Ity =) = | - ———r+R————r+R]|
mi + Mo myi + Mo
mo my
= - r— r||
my + Mo my + Mo
mq +m2
= - ———r|
= [|r[],

agora reescrevendo ||p,||* temos

T_py2

2
=|l—-—DP+ —
N
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mi + ma my + mao
2m1 mq 2
=(p,p)— —— (p,P) + () PP
(p,p) m1+m2(p ) . (P, P)
2m1 mq 2
Pl = " (pP)+ () P

e para ||py||* temos

ma
Ip.II” = Ilp + ———P|?

my + Mo
=<p T : T P>

mi + Mo mi + mo
St () e )
_pvp m1+ pv m1+m2 9

2m2 mo 2

et s ()
Ipll m1+m2<p ) T Pl

Substituindo os termos para ||py||?, [|ps]|® € |[r1 — r2|| em (2.1) temos

Ipll - 22 (p, P) + ()’ Pl

H*(r,R,p,P) =
(r7 7p7 ) 2m1
Ipll + 5222 (b, P) + (22)” P
+ p mi+ma p, mi+ma ﬂ
2ms Iz
lpll , lpl 2 2
= — P P
2m1 + 2m2 mi + mo <p’ > + my + Mo <p7 >
b My
(ma +m) (m1 + m2)? Iz
mi + mo 1P| C|
e e e <L
2m1m2 (m1 +m2) ||I'||
logo temos que
2 P|? C

2u  2M x|’

onde p = % ¢ a massa reduzida, e M = m; + mo é a massa total do sistema, do
Hamiltoniano (2.10) obtemos
. OH p . o0H P
r=—== R = = —,
op p oP M
oH C . oOH
L N TS R~

logo temos que o sistema ¢ separavel, logo o Hamiltoniano também o é.

Para o movimento relativo ao centro de massa, ou seja, considerando somente os

vetores relativos ao centro de massa r e p, temos

Ipl? | IC
ulrp) = 2L
| o el

(2.11)
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A projecio do conjunto invariante ¥+ = {(r,p) € (R"\S)xR" [ H},(r,q) = h},},
em que S é o conjunto das singularidades, sobre o espaco de configuracoes define a chamada
regigo de Hill, que corresponde aos pontos r que satisfazem a condigdo HY,(r,q) < h’,,.

Se (r(t), p(t)) for uma solugao do sistema Hamiltoniano associado a H,

rel €I Xpe . entao

a trajetoria r(t) deve permanecer dentro da regiao de Hill correspondente ao longo do

tempo.

A regiao de Hill para (2.11), ou seja, a regiao no espago que h,; — % > 0, consiste

em todos os pontos r no espago de configuragao tais que

.

rel = mv

onde h},; > 0 é a constante de movimento associada a (2.11). Por isso, os pontos que

definem essa regiao (Figura 2.1) devem satisfazer

]l = o,

c
comr():' L.

rel
Figura 2.1 — Regiao de Hill

Y

To

Fonte: Autor

Agora introduzimos coordenadas polares usando a funcao geradora Sa(ps, py, p,6) =

Pap cos(68) + pypsin(0):

852 852
xr = = pcos(f D= ——
pcos(0) o

oS ) 05S. .
y = ap; =psin(0)  pp = = —papsin(0) + pypcos(d)

= p, cos(8) + p, sin(6)
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note que
x* = p* cos?(0)

y* = p?sin’(0)

p? = p} cos”(0) + papy cos(0) sin(0) + p? sin®(0) (212)
2
]p)g = p2sin®(0) — papy sin(8) cos(0) + p;, cos*(0)
somando as duas ultimas expressoes de (2.12) obtemos
P3
P+ i pi+p. (2.13)
com essas transformagoes obtemos o novo Hamiltoniano
1 P\, IC]
2u p? p
que fornece as seguintes equagoes de movimento
P O A
opr  p’ ' op  pp*  p*’ (2.15)
0 = (9£ _ Po o _87[( -0 '
T ope w2 VT o0 T

Denominando py como momento candnico, temos do sistema de equacoes descrito
em (2.15) que py é constante, ou seja, o momento angular é conservado. Tomando py = [ e

considerando a energia reduzida k*, obtemos

-

=L , (2.16)
2u 2pp*  p
onde 25;2 + ‘%' é definido como um potencial efetivo V.;f(p). De (2.16) obtemos
2 2 2
P roIc \) 2 I
o=k — +— | =p =% 2p |k — +— ]
2p <2up2 p 2up®
Quando p toma o valor py = %(1 +4/1+ 252? ) o momento canoénico p, é zero.

Entao, como k* cresce p, tende para zero, e se p — 0o entao p, — +/2uk* (Figura 2.2).

A fim de obter a solucao para as equagoes diferenciais ordinarias obtidas a partir do
hamiltoniano (2.16) tomemos, a seguinte mudanca de variaveis z = p~!, e usando ambas

as constantes de movimento £* e [, temos

dx
1 de  ldp 1 &

v p dt p2dt " p g

da expressao para 6 temos,

dzx dx
g 11 l: _ZE__LCLI

dt  pp*  opl opl podt’



Figura 2.2 — Retrato de fase do problema de duas cargas, com k* >0, C <0

*

2uk
P,

\(\p

R |~

Fonte: (BENGOCHEA; VIDAL, 2015)

do Hamiltoniano (2.16) obtemos a expressao para p, que é dada por

\/2uk* 2ulClu
DPr = - -z

Y

[? [2

logo temos
dx

dj = — )
2uk* 2u|Cz 2
T

podemos escrever (2.17) como

do = —
\/2’;‘5*+“2
dy

T Va—y?

* 2 C 2 .
% + £ l‘4 | , isolando a obtemos

dx

o2 o\ 2
P _ (4 41)

c
emquey:x—i-“l‘zlea:

d
o = — Y
2
Jo (=)
fazendo z = %, integrando e retornando a variavel x obtemos

2“1|20| + 2z )

0 — 0 = —arccos | —b———or
4u2C? 8uk*
ot
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(2.17)

(2.18)
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onde 0" é a constante de integragdo. Da expressao (2.18) obtemos

2p|C|
2101 4 9
cos(t)— ') = L
iC? | suk
2u|C| 4u2C?  8uk*
= 5 + 22 = cos(6 — 0) it

4u2C? N 8uk*  2u|C]

4 12 2
prC? | 2ukt  plC]
4 [? 2

< 2x = cos(f — 9’)\/

< x =cos(6 — 0

Portanto, p e 0 sao relacionada através da expressao

1
i c[-1+ecos(d — 0], (2.19)
onde
p|C 202k
c= 2 ,e=y/1+ 0

Notemos que pelo Teorema 1.29 a equagao (2.19) define uma hipérbole de excen-
tricidade e, cujo foco esta localizado na origem, escolhendo # = 0. Como e > 1, temos
que 1 > 1 = cos(f,) > 0, para algum 6, € (0,%). Assim, o assintotas da hipérbole estao

associadas aos dngulos 6., 27 — 0. (Figura 2.3).
Figura 2.3 — Comportamento das solugoes do problema de duas cargas com k* > 0, C' < 0.

y

:<§<\

Fonte: (BENGOCHEA; VIDAL, 2015)



45

2.2 O problema restrito de trés corpos carregados

Seréa apresentado nesta secdo o problema restrito de trés corpos carregados. Assim
como visto no capitulo anterior, este consiste em fazer a massa de um dos corpos tender a

zero. Tomemos como o corpo de massa m; como o primeiro corpo e assim sucessivamente.

O Hamiltoniano correspondente ao problema de trés corpos de massas my, ms e
mg e de carga qi, ¢ e g3, respectivamente, que interagem entre si sob atracao da forca
gravitacional, descrita pela Lei da Gravitagao Universal de Newton, e atracdo (ou repulsao)

da forca elétrica, descrita pela Lei de Coulomb, é dado por

H(ry,19,73,P;, P2s P3) = 23: Ipal® i (2.20)
Lo = 2 1<i<j<3 v — 1]
onde
)\ij = Gmimj - k%q]' (2-21)

Assim como antes, k é a constante de Coulomb, G é a constante da gravitagao
universal, e r; € R? p, € R? i = 1,2, 3 sdo as posicoes e o momento dos corpos de massas

my, Mo € mg, respectivamente.

Do Hamiltoniano (2.20) segue que

. OH p,
r, = a—pz = E
B _37[‘[ _ A12(r1 — 13) _ A13(r1 — 13)
PLT 00 T il - P e — o
. _87H _ Ag1 (T2 —171) _ Ag3(Tg — 13)
P27 T T Tl =P el = w
_ _(97]-[ _ A13(r3 —11) _ Agz(r3 — T9)
DT o T gl =P malles —al
ou equivalente
! P A12(r1 — 13) _ A13(r1 — 13)
b marr —r2fl* mafry — rsf*’
[ Agi(r2 —11) _ Agz(ra — 13) (2.22)
ma|[ry — i[> mafrs — rsf*’
fq = A13(r3 —17) Ag3(T3 — T3)

_m3’|1°3 — 1|3 - ms||rs — F2H3'

Definindo os parametros «; e Cj; através de
q; = ;M Cij =G — k’OéiOéj, 1= 1,2,3,

com a restricdo a3 # 0 de modo a garantir a existéncia de carga no terceiro corpo.
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Fazendo m3 — 0, logo temos que g3 — 0, entao A\;3 — 0 e Ay3 — 0, portanto, por

(2.22), as equagdes que descrevem a dindmica dos dois primeiros corpos se tornam

012m2(r1 - 1‘2)

ry = —
Iy = o (2.23)
OlZml(r2 - 1‘1)

o = —
? [ry —1]?

e portanto, a dinamica entre estes é descrita pelo problema de dois corpos, assim como

visto no capitulo anterior. Para o terceiro corpo sua equagao de movimento é descrita por

C13m1(1'3 - 1'1) _ C2sm2(r3 - 1'2)
[r3 — 113 [rs — o3

f'3:—

(2.24)

em que seu movimento dependo da dinamica dos outros corpos e dos parametros Ci3 =

G — kCYlOég (§] 023 =G — kCKQOég.

Dos resultados obtidos na Secao 2.1 para a dindmica dos dois corpos carregados,
é necessario que C1o = G — kajas > 0. Considerando uma solugdo circular para os
corpos de massa m; e my, a trajetéria do corpo de massa m; é descrita por ry(t) =
c1(—coswt, —sinwt)T, enquanto a trajetéria do corpo de massa my é dada por ro(t) =
co(cos wt, sin wt)T. Aqui, ¢; e ¢y sdo constantes positivas que satisfazem a condicdo mic; =
maCa, a qual garante que a origem do sistema esteja no centro de massa dos corpos de
massas my € mo. Considerando um sistema de rotagao com frequéncia w, as posigoes

dos corpos, em um referencial inercial, estao relacionadas por meio da matriz de rotacao

R(t) = (c?swt —sinwt) ’ (2.25)

definida por

sinwt coswt

através de
ry = R(t)Sl, o = R(t)SQ, rs = R(t)[‘ (226)

Note que

—sinwt coswt

R_l(t) _ ( Co.swt sinwt)
logo
S1 = R_l(t>r1, So = R_l(t)rg. (227)

portanto temos que s; e sy estdo no eixo horizontal, ou seja, s; = ¢1(—1,0)T | 8o = ¢o(1,0)7.

Das expressoes em (2.26) temos as seguintes relagoes

[rs — 11| = [|R(£)(r — s1)]| = [lr — =1 ]
[rs — 1| = [|R(£)(r — s2)|| = [|Ir — 52|
rs —r; = R(t)(r —s;)
r3 —ro = R(t)(r —sy)
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e para as derivadas de r3 temos

I3 = —wR(t)Jr + R(t)r
i3 = —w?R(t)Jr — 2WR(t)Ji + R(t)i

logo a equacao que descreve o o movimento do terceiro corpo no referencial sinédico é

dada por
Cl3m1<r - Sl) _ C23m2(1' - 52)

[r = s1]]° [r = s5?

i = w’r + 2wJr — (2.28)

Fazendo a substituigdo I = v na equacao diferencial de segunda ordem (2.28), esta
pode ser reescrita como um sistema de equacgoes diferenciais vetoriais de primeira ordem,

isto é:
o0 (2.29)

onde a funcao () é dada por

Q= -wr’+ + (2.30)

com py = [lr — s e p2 = [lr — s,
Introduzindo os pardmetros, que estao associados a massa,

k
H1 = Gml, Mo = G’ITLQ, O~éj = Oy a, j = ].,2,3, (231)

e também os parametros, que estao associados a carga,

§ =sign(as), fj =1 —a;a3, j =1,2. (2.32)

Consideremos a frequéncia w e a distancia entre os corpos de massas m; e msy cOmMo

sendo unitarias, e as unidades de carga e massa tais que

as| =1, 1+ p2 = 1.

De acordo com a escolha das unidades de massa e com a simetria do problema,
é suficiente considerar apenas um parametro de massa no intervalo (0,1/2]. Para isso,
utilizamos o parametro p, onde 0 < pu < %, definindo po = p e gy =1 — p. A partir destas

escolhas, obtemos que

Cizmy = (1 — p)(1 —ad) = (1 — p)p,

(2.33)
Cagmg = M(l - 0725) = ,u52-

Usando a relagao do centro de massa (1 — u)c; = pco, a relagdo da distancia

c1+co =1, e as relagoes para as unidades de massa Gmy = 1 — u, Gmy = 1, obtém-se que

(I—per =pea =p(l —c1) = c1 = p
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Figura 2.4 — O problema restrito circular dos trés corpos carregados em um referencial rotativo com
unidades convenientes.

Fonte: Autor

peo =1 —per=1—-p)(l—c)=1—co—p+pcs=>co=1—p

e portanto s; = (—pu,0)T e sy = (1 — p,0)7 (Figura 2.4).

Para as novas unidades, a condicao C'5 > 0 fornece
G . .
C’lng—kala2>0 :>G—k3ECY1CI2>O = 1—ajay >0,

ou equivalente &jds < 1, e usando esta expressao junto com o segundo item de (2.32)

obtemos

(61 =B —1) < 1. (2.34)

A condigao obtida em (2.34) define a regiao admissivel para os valores de 3 e [s.
Assim, todos os resultados apresentados irao satisfazer essa desigualdade. Considerando a

igualdade em (2.34) e expressando (s em funcao de (1, obtemos:

1
b—1

Essa expressao nos permite delimitar a regiao permitida para os valores de 3y e s,

Ba + 1.

que estao entre o grafico da fungao, conforme ilustrado na Figura 2.5.

A partir da expressao para f3;, que é dada por

k
i =1— a0,
& GaOé3
ou
m;ms

podemos determinar a relacao entre as forcas que os corpos de massa m; e ms exercem

sobre a terceira particula, com base nos valores de [3;. Assim, obtemos:



Figura 2.5 — Regido permitida para os valores de 51 e (52

B2

Fonte: Autor
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e 3; < 0= Gmymsz < kqiq3. A forca de Coulomb é repulsiva e predomina sobre o

gravitacional.

o B; =0= Gm;ms = kq;q3. As forcas gravitacional e de Coulomb tém valores iguais

magnitude, sendo a segunda repulsiva.

e 0<B;<1=0<kqqs <Gmyms. A forga de Coulomb é repulsiva e a gravitacional

predomina a forca.

e [Bi=1= kqqs =0. A forca de Coulomb é nula.

1 < B; = Gmyms < —kq;q3. A forca de Coulomb é atrativa.

Denotando o vetor r por (z,y)”, tomando w = 1 e utilizando (2.33), temos que

(2.28) é reescrita como

(i'7 y)T = (l‘, y>T + 2(y7 —ZL’) -

que é equivalente a

onde

com

il —p)(@+py)"  Boplz+p—1y)"

(@ + p, )3 (x4 p—1,9)|3
ov
s 9p O
X y X 81”
y y_8y7

m@—uf+&u
P1 P2

V:

pr=y(z+p)?+y?

pr=/(w = 14 ) + 42

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)
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Considerando as coordenadas

Pz = T — Y,
Dy = y +x,
nos obtemos que o sistema formado pelas equagoes em (2.36) é equivalente ao sistema
n ) oV n 0OH
xr = r = s = — —,
yrp Opz P ar P ox (2.39)
n 0H ) oV OH ’
Y= =T TPy = 7> Py= 57" —DPz—= —7 >
' Op, oy Oy
cuja fungdo hamiltoniana é
1
H(z,y,pe.py) = 503 +py) + (ype — 2p,) = V. (2.40)

2
A funcdo Hamiltoniana (2.40), a fungdo potencial (2.37) e a restrigao (2.34) definem

o problema restrito de trés corpos carregados em um plano. A restrigdo (2.34) garante que
as solugoes de equilibrio permanecem confinadas em uma regiao especifica do espago de

configuragao.

2.3 Solucoes de equilibrio

As solugoes de equilibrio do problema restrito de trés corpos carregados em um

plano sao dadas quando % = 37}5 = %—I: = %—I; = 0, ou seja, sdo pontos criticos do
Hamiltoniano (2.40), logo
T =Y+ ps =0, y'=—$+py—0,
ov.. v (2.41)

destas expressoes obtemos

ov ov
Gp tT=0 G Hu=0. (2.42)
De (2.37) temos que
ov 1-—
O~ O gy Pl )
87‘/ _ _51(1 — M)y _ 52My
y pi p3
logo de (2.42) junto com (2.43), obtemos
x<1_ 61(1:3—#) _52;l> — (1 —p) <6§_5§> —0
P1 P2 PL P2 (2.44)
Sil—p)  Pop _
y(1l— 3 ——]=0.
P1 P2

Podemos separar as solugoes em dois tipos, uma nao-colinear ou triangular, ou seja,

y # 0, e outra colinear com y = 0.
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2.3.1 Solucdes de equilibrio triangulares

Primeiramente considerando o caso nao-colinear ou triangular logo de (2.44) temos

necessariamente que

Pl —p) _ Pop _

1-— 0 (2.45)
P} 3
logo
B—; — B—; =0. (2.46)
P1 P2
B1 _ B2

Da equacao (2.46) temos que =% = o5, como p; > 0,4 = 1,2, temos que para (2.45)
2

I
ter solugao f3;, i = 1,2, tem que ser ser positivo, com isso, substituindo (2.46) em (2.45)

obtemos
Bi(l—p) B B P Pop
1 - 3 T3 _1_73+73_73
Pi P1 Pi Pi 1)
:1_%:()
Pi
LB
P1
:>:0?:51

1 1

logo obtemos que p; = B, de modo analogo obtemos que py = 35 . Portanto, temos que os

parametros tém que satisfazer a desigualdade triangular, ou seja, py +1 > po, po +1 > py
101

e p1 + p2 > 1. Por simplicidade, tomaremos (d1,d2) = (57, 85 ) e utilizaremos estas sem

distincao a partir daqui.

Das expressoes de p; e ps dadas em (2.38), respectivamente, obtemos

B = (x4 p) +y° =2+ 2op+p? + o7, (2.47)

[)’;:(g;—1+u)2+y2:x2+2xu—2w—2u+1+u2+y2 (2.48)

v Fwho

subtraindo (2.48) de (2.47) obtemos

v = (0f — 8+ 1) - s (2.49)

agora somando as expressoes (2.48), (2.47) e utilizando o resultado encontrado para x,

obtemos

w = 22\/288 + 85 — 5 - gy 1. (2:50)

Reescrevendo y;, como

1
v = 4520 +63) — (6 — 83)2 — 1.

e igualando o termo dentro da raiz a zero, obtemos as solugoes a seguir, que delimitam a

regiao admissivel, interior da regiao de contorno tracejado da Figura 2.12, para os valores
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de 01 e o correspondentes as solugoes de equilibrio triangular, dadas por

52:(51+1, 52:51—1,
1

52:1—51, (ngg%—l
1

Figura 2.6 — Regiao permitida, no espago de pardmetros (d1,02) = ( %/3 21/3), para a existéncia de

solucoes de equilibrio triangular. A regido é delimitada pelas fungées do = §; + 1, o = §; — 1,
52:1—61,(55’:?,%14-1.
1

B

204 [~ oA T T

Fonte: Autor
A partir das informacoes discutidas anteriormente, podemos agora enunciar o

teorema.

Teorema 2.1. Ezistem duas solugoes triangulares de equilibrio no problema restrito de
trés corpos carregados em um plano, sempre que 51 e [ pertencerem d regido mostrada na

Figura 2.12. Elas sdo dadas por:
Ly=(vp,yr), Ls=(v1,~yL)

A partir do Teorema 2.1, determinaremos as posi¢oes das solugoes de equilibrio,
o1
analisando o sinal da expressao (2.49). Considerando que (d1,02) = (3, 35 ), a expressao

para xj, pode ser escrita como:

1
L= —pt (67— 03 +1) (2.51)
logo fazendo o estudo para x; = —p temos
1
xL—(—u)zi(éf—ég—i-l)
=07 —05+1=0
= 0r =062 +1

= 0y = £1/67 + :i\/6§+1

2
portanto, como 3 > 0 implica que d; > 0 e consequentemente dy = /07 + 1 = /37 + 1.
Uma vez que o sinal para d, é negativo, logo temos que sua concavidade é para baixo, e
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Figura 2.7 — Solugdo de equilibrio a esquerda de —p

YL

Fonte: Autor

1 2
portanto para 35 = dy > /02 +1 = /37 + 1 a solucao de equilibrio estd a esquerda de
— e para a igualdade a solucao estd acima ou abaixo de —pu.

Agora fazendo o estudo do sinal para x; = 1 — u obtemos

_ Lo o e o
xL_(l_M)__M+§<51_62+1>_(1_:“)_5(51_62_1)
=0 —-0—-1=0
=02 =062+1

S8 =R+ 1= +\8] +1

como f3; tem o mesmo sinal de 5, logo temos que §; é positivo e portanto §; = /02 + 1 =

2
VB3 + 1. Uma vez que o sinal para §; é positivo, logo temos que sua concavidade é para

1 Z
cima e, portanto, para 5§ = d; > 1/05 + 1 = \/ 35 + 1 a solucao de equilibrio estd & direita
de 1 — p e para a igualdade temos que a solucao se encontra acima ou abaixo de 1 — p.

Figura 2.8 — Solugdo de equilibrio a direita de 1 — p.
yr

_9
-7

Fonte: Autor

1 z 1 z
Seguequeseﬁ§:52<\/mz\/meﬁf=51<\/5%+1:Vﬁz‘?"f‘la

solucao de equilibrio estd entre —p e 1 — pu.
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Figura 2.9 — Solugdo de equilibrio entre os corpos.

YL
]
-
e \
// \
- \
.7 \
4 \
P
- \
// \
- \
e \
1 7 | \
LB T 7 .T
—p 0 14
JUENN —
S 7
~ /
N
~ 7/
~ ,
~ /
S ,
~ /
~
®

Fonte: Autor

Logo, segue a proposicao:

Proposicao 2.2. Os parametros 31 e Py definem a localizacdo das solucoes triangulares

de equilibrio da sequinte maneira:

1 2
e 53 >\ 1+4 B, A solugio de equilibrio estd localizada d esquerda do corpo 1 (Figura
2.7).

1 Z
o B3 =\ 14 0{. A solucio de equilibrio estd acima ou abaizo do corpo 1.

1 2 1 2
e B < V1455 ey < V14 5. A solugio de equilibrio estd localizada entre os
corpos 1 e 2 (Figura 2.9).

1 z
e B = V1455, A solugio de equilibrio estd acima ou abaizo do corpo 2.

1 2
e B > V14 p55. A solugio de equilibrio estd localizada d direita do corpo 2 (Figura
2.8).

2.3.2  Solucdes de equilibrio colineares
Para o caso colinear, ou seja, y = 0, segue que
pr=/(z+p)?* = |z + pl,
pr=1/(z =1+ p)* =z —1+py|

e a segunda expressao de (2.44) zera, logo para obtermos as solugdes de equilibrio no caso

colinear temos que obter as raizes de

1—
F(x, By, 02) = (1 — 51(@ no_ B;;) — (1 —p) <£% — ig) : (2.52)
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reescrevendo (2.52), obtemos

Pl —p)(+p) Pz +p—1)

F(z, By, B) = v — , (2.53)
pi P
com isso, podemos separar o dominio em trés intervalo, dados por:
[1 = (—OO, _:LL>7 IQ = (_,LL? 1- ,u)a [3 = (1 — M, OO)
Portanto para x € I, temos:
r+u<0=p =—(r+p)
r+p—1<0=>p=—(v+p—1)
e portanto
1—p)(z+ r+p—1
F(z. Bufo) = 3+ P ug( 1y B i ).
P1 P2
logo
1 —
F(ZL’,61762) =z+ 51( 2 N) + 622# (254)
P1 P2
Para x € I, temos:
T+p>0=p=c+pu
r+pu—1<0=py=—(x+p—1)
e consequentemente
1—p)(z+ r+p—1
Pl By, ) = 1 — B ug( 1, Bal i )’
P1 P2
logo
bl — b
F(z, b1, 02) =@ — 1 5 O e (2.55)
P1 P2
Por fim, para x € I3, temos:
TH+pu>0=p=x+pu
T+p—1>0=p=x+pn—1
e portanto
1—p)(x+ r+p—1
Fla. B f) = o — B ( ug( 1) Bap 3u )’
P1 P2
logo
1 —
F<x751752) =T — 61( /JJ) - 62/1/ (256)

pi P
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Utilizando as expressoes para p; e ps em (2.53) e derivando com respeito a x obtemos:

d d Bl —p)(@+p)  Bop(w 4 p—1)

dx(F(x’ b 52)) dx (aj (x + p)? (x+p—1)3 )

:d<x_51(1_ﬂ)_ Pap )

dx (x+p)?  (rv4+p—1)2

L2 -t ) 2Bop(rtp— 1)
CEL o+ p—1p

26:(1 — p) i 2Pap

(x+p)?  (r+p—1)°

26:(1 — p) + 2021

=1

=1+

=1+
i P}
e portanto
d 2601(1 —p) 2B
—(F =1 2.57
d.l?( (xvﬁla/BQ)) + p:{ + p2 ) ( )

que é satisfeita em todos os intervalos. Agora dividindo o plano (f;,52) em quatro

quadrantes e duas linhas retas, isto é

(617ﬁ2) € R2 | Bl > 07ﬁ2 > 0}7
(B1,B2) € R? | 1 < 0,5, >0},
(B1,B2) € R? | 51 <0, B2 <0},
(B, B2) € R? | 51 >0, B2 < 0},
(Br, B2) € R? | B = 0},
(61, 52) € R* | B, = 0},

e definindo as S-regioes por meio de
S = {(51752) ER*|0< B <1,B > 0}7

Si2=3(B1,8) €ER* | B >1,0< B < b },

pr—1

_ 2 P

SQ_ (61752)€R |ﬁl<0a62> 3
pr—1
Saa {(51,52)€R2|0<51<15611<52<0}>
1
Su2 {(5152)€R2|51>152<0}
S5 = {(51;52)ER | B1 =0, 52>0}
S¢ = {( 1;52)€R2’51>052—0}
Com isso, introduzimos os conjuntos R}, ¢ = 1,...,6 que correspondem, respetiva-

mente, a R;, i =1,...,6, restritos a (f; — 1)(f2 — 1) < 1. Assim, temos

R} = 511U S,
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5 =S,
5 =2,
R =541 U Sy,
5 =55,
5 = Se.

Dada a restrigao definida por (2.34), os conjuntos resultantes determinam as regioes
permitidas para os pares (01, 52), exceto na regiao Rj. Para cada uma dessas regioes,
podemos encontrar, em cada intervalo, nenhuma, uma ou duas soluc¢oes de equilibrio

colinear.

Observacao 2.3. As solugoes de equilibrio colineares sao determinadas pelas raizes da
fungao definida em (2.53). Portanto, verificaremos se as restri¢oes impostas pelas Regioes
R, comi=1,...,6 (exceto para i = 3), fornecem condi¢ées para a existéncia de raizes

nos intervalos I;, 1 <1 < 3.

Os teoremas a seguir sao de carater técnico e serao fundamentais para a demonstra-
¢ao de resultados que visam estabelecer a existéncia de equilibrios colineares. O préximo
teorema, em particular, explora as diferentes regioes dos parametros 3, identificando os

intervalos em que existem solugoes de equilibrio colinear.

Teorema 2.4. Suponha que existem solugées de equilibrio colinear para (f1, 52) definidas
pelas desiqualdades
fi(wa, p) < B1 < falwa, 1)
91(2e, ) < P < go(2s, 1) (2.58)
hi(p) < @2 < ha(p)
isso €, para cada par (1, B2), existe um x tal que a fun¢io em (2.53) zera, ou seja,
F(z, 1, P2) = 0. Entao, existem solugoes de equilibrio colineares para aqueles (51, B2) que
satisfazem
(=71 — ) < Bi < go(—74, 1 — p1)
fil=2, 1= p) < B2 < fo(—m4, 1 — 1) (2.59)
—ho(1 — p) <y < ha(1 — pa)

Demonstragdo. Nosso objetivo é encontrar outra raiz para F'(x, 81, f2) para novos para-
) )

metros [, para isso vamos considerar a seguinte mudanca de variaveis r = T, x, = —Z,,

pw=1—p, 1 = By e By = ;. Com esta mudanca, temos que para as novas variaveis as

expressoes em (2.58) sdo reescritas como

(=21 =) < By < fol =74, 1 — 1)
g1(=Fa, 1 — i) < B1 < go(—Fs, 1 — i) (2.60)
hi(1 = i) < —F, < ha(1 — )
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Agora verificaremos como as mudangas de varidveis alteram as distancias relativas
(2.38), logo segue:
2 ()t = (—F 41— i) = (—1)E — 1+ ) = 5
= (—F— 11— = (=5 — i) = () + ) = 72

e portanto F(z, 31, f2) = 0 pode ser reescrita como F(&, [, 3,) = 0, logo o sistema
definido em (2.60) descreve outro conjunto de S-pardmetros no qual existe uma solucao de

equilibrio. Note que as expressoes em (2.60) sdo as mesmas em (2.59) s6 que com o 7", e

portanto removendo-o o resultado segue. [

O teorema a seguir, conhecido como regra dos sinais de Descartes, fornece uma
estimativa para o numero de raizes positivas de um polinémio de grau n. No caso classico,

ele é utilizado para indicar a existéncia de solugoes de equilibrio em um intervalo dado.

Teorema 2.5 (Regras dos sinais de Descartes.). O nidmero de raizes reais positivas de

uma equacao com coeficientes reais,
f(z) = apz™ + ayz" '+ ... +a, =0,
nunca € maior do que o numero de variacoes na sequéncia de seus coeficientes
ag, 1, ..., Ay

e, se for menor, entdo sempre por um numero par.
Demonstragio. Ver demonstracao em (USPENSKY, 1948). O

Dado o exposto na Observacao 2.3, dividiremos nossa analise em dois casos. O
primeiro ocorre quando existe uma raiz simples de (2.53) nos intervalos I1, I ou I3
para cada Regiao R}, i = 1,...,6., ou seja, ha exatamente uma raiz no intervalo, com
multiplicidade igual a um. O segundo caso ocorre quando nao ha raiz no intervalo, ha

mais de uma raiz, ou existe uma raiz com multiplicidade maior que um.

Teorema 2.6. 1. Regiao R). Existe exatamente uma solugao de equilibrio colinear para
x € [1, [2, [3.

2. Regido R),. Eziste exatamente uma solu¢io de equilibrio colinear para x € I3.
3. Regido R),. Eziste exatamente uma solucio de equilibrio colinear para x € I.

4. Regidgo R. FExiste exatamente uma solugio de equilibrio colinear para x € I3. Por
outro lado, se Py > 1, entdo existe exatamente uma solucdo de equilibrio colinear
para x € I;. Da mesma forma, se 0 < By < 1 € satisfeito, entdo existe exatamente

uma solucao de equilibrio colinear para x € Is.
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5. Regiao Ry. Existe exatamente uma solugao de equilibrio colinear para x € 1. Por
outro lado, se 1 > 1, entdo existe exatamente uma solucdo de equilibrio colinear
para x € I3. Da mesma forma, se 0 < p; < 1 € satisfeito, entdo existe exatamente

uma solucao de equilibrio colinear para x € Is.

Demonstragio. Regido R:

Temos que 1 > 0 e By > 0, e portanto de (2.57) temos que %(F(m,ﬁl,ﬁg)) > 0 onde

temos que que I é crescente em x.
Para = € [, em que F é dado por (2.54), fazendo * — —oo implica que
F(z, b1, 52) — —o0, agora tomando z — —pu implica que F(z, (1, 52) — oo, como F

é crescente entao existe um, e somente um, z; tal que F(z1, 1, 2) = 0.

Para x € I, logo F' é dado por (2.55), de modo anélogo, agora fazendo = — —pu
implica que F'(z, 1, 32) — —oc e para & — 1 — p temos que F(z, 81, B2) — 0o e portanto
existe xo tal que F(xq, 51, 32) = 0.

E por fim, se = € I3 temos que F' é dada por (2.56) e portanto tomando x — 1 — p
temos que F(zx, (1, [2) — —o0 e para © — oo temos que F'(z, (1, 53) — oo e portanto,
como F' é crescente, temos que existe x3 tal que F(x3, 1, f2) = 0.

Regiao R):

Temos que f; < 0 e Py > 0, para x € I} temos que x — —oo implica que F(z, 1, 52) —
—o0 e para © — —p implica que F(x, (i, ;) — —oo. Para x — —oo implica que
%(F(.ﬁlﬁ,ﬂl,ﬂg)) > 0 e para © — —pu implica que %(F(%’,ﬁl,ﬁg)) < 0, logo F(z, 1, 52) é
concava, entao para 5 suficientemente grande temos que esta toca o eixo em mais de um
ponto (Figura 2.10). De modo andlogo obtemos que para o intervalo Iy que F(z, 31, 32) é
convexa e tomando [3; suficientemente grande obtemos mais de uma raiz para o intervalo.
Note que, dependendo dos [-parametros, podem existir nenhuma, uma, de multiplicidade

maior que um, ou duas raizes.

Para z € I3, po = x + p — 1, para ps € (0,00) e p1 = x + u, implicando que

p1=p2+1ex=py— pu+ 1reescrevendo (2.56) em termos de py obtemos

- Bl =) Pop
F(l’,ﬁl,BQ) = P2 /‘L+ ! (p2 + ]-)2 p%

_ A+ B—ppy+ B — e+ (1 — )1 = B1) — Ban)ps — 2Bapp2 — Bope
(p2 +1)%03 ’

e portanto, as solugoes de equilibrio sao determinadas pelas raizes do numerador da

expressao anterior. Observe que os coeficientes dos termos de quinta, quarta e terceira
poténcias sao positivos, enquanto o coeficiente do termo de primeira poténcia e do termo
constante é negativo. O sinal do coeficiente do termo de segunda poténcia, por sua vez,
depende dos valores de f; e 2. Denotamos por «,, o coeficiente de pj, resultando nas duas

situacoes possiveis apresentadas na Tabela 2.1:
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Figura 2.10 — Gréfico da funcdo (2.54) com §; = —1, fo =1 e u = 0.5.

//_\

Fonte: Autor

Tabela 2.1 — Sinais possiveis para os coeficientes de F(ps)

Qs | Qg | O3 | Qg | (1 | (g
+ |+ |+ ]+ ] -] -

+ | + |+ - - -
Fonte: Autor

Dessa forma, podemos concluir que o polinébmio admite apenas uma variacao de
sinal. Com base no Teorema 2.5, temos que o polindmio possui apenas uma raiz positiva,

conforme ilustrado na Figura 2.11.
Figura 2.11 — Gréfico de F(p2,31,02), com 1 = —1, fa =1 e u = 0.5.

4 ”F(p% Bl? 52)

P2

Fonte: Autor

Regiao R):
Nota-se que 31 > 0 e 2 < 0, entdo de modo andlogo a regidao R}, tomemos p; = —(z + ),

logo p1 € (0,00). De py = —(x 4+ p — 1) obtemos que py = p; + 1 e também = = —(p; + p).
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Portanto, (2.54) é dada em termos de p; por

1 —
F(x, 51, 82) = —(p1 + p) + 51(/)% 2 + plﬁfl

= [—p7 — 2+ wpi — (L +2u)p7 + (Br(1 — ) — (1 — B2))p3
+261(1 — p)pr + B1(1 — )]/ (05 (o1 + 1)?).

As possibilidades para os coeficientes do polindémio de quinto grau de F(x, 51, f2) sao
dadas na Tabela 2.2.

Tabela 2.2 — Sinais possiveis para os coeficientes de F'(p;)

Qs | Gy | O3 | Qg | (1 | (g
- - -1-1+1-+

- - - + | + |+
Fonte: Autor

Portanto, temos somente uma solucao de equilibrio para o intervalo [y, e para os
intervalos I e I3 temos resultados andlogos aos dos intervalos I; e I, para a regiao Rj.
Regiao R;:
Observamos que que 51 = 0 e 85 > 0, para x € [; temos que x — —oo implica que
F(x,B,P2) — —o0, e x — —p implica que F(z, [, f2) — (B2 — 1). Note que, para
Bo > 1, F(x, 1, P2) é positivo.

Para a derivada no mesmo intervalo, verificamos que x — —oo implica %F (z, 1, B2) —
1 ex — —p implica %F(m, b1, B2) = 1+ Bap. Observe que, para a derivada ser positiva
em [, € necessario que —i < [5. Escolhendo (35 > 1, conclui-se que existe apenas uma

raiz.

Para o intervalo I, temos que x — —p implica que F(z, (1, 32) — p(f2 — 1) e
para x — 1 — p implica que F(z, 81, f2) — 00, observe que para 0 < 55 < 1 temos que
F(—u, p1,52) < 0. Temos para x — —pu implica que %F(m,ﬁl,ﬁg) — 1 + [Bou e para
xr — 1 — p temos que %F(x, B1, B2) tende para mais infinito, logo para 0 < 5 < 1 temos

que F(z, 1, f2) admite somente uma raiz para o intervalo.

Agora para o intervalo I3 temos que z — 1 — p implica que F(z, 81, 52) — —o0
e para © — +oo implica que F(z, (1, 82) — 00, note que a derivada é positiva para o
intervalo, logo segue que existe somente uma raiz.

Regiao Ry:
Sabemos que #; > 0 e 55 = 0, para o intervalo [;, temos que x — —pu implica que
F(z,p1,B2) — 00, e x — —oo implica que F(x, 51, f2) — —oo. Como a derivada é positiva

nesse intervalo, segue-se que existe apenas uma raiz.

Da Regiao R para o intervalo I, podemos assumir que f; = f» = 0. Entao dado

xo € Iy, existe um valor minimo e um valor méximo para (33, denotados por (5" (xo)
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e BM(xy), respectivamente. Assim, temos que (5'(zg) < f2 < B (x0), uma vez que
—i < x9 < 1 — p, logo pelo Teorema 2.4, segue que existe uma solugao de equilibrio para

o intervalo I; na Regiao R).

Para x € I3, temos que x — 1 — p implica que F(z, 81, 82) — (1 — p)(1 — py), e
x — oo implica que F(z, 1, P2) — oo. Note que, para 31 > 1, F(z, 1, 32) é negativa.
No mesmo intervalo, ao considerar a derivada, obtemos que z — 1 — p implica que
d%F(x, B1,82) = 1+251(1 — p), e x — oo implica que %F(x, B1, B2) — 1. Note que, para
1 > 1, temos F(z, (1, 82) — (1 — p)(1 — p1) < 0, e como a derivada é positiva, existe

apenas uma solucao de equilibrio para esse intervalo. O

Foi verificado anteriormente no Teorema 2.6 que para alguns intervalos as raizes
de F(z, (1, f2) dependiam dos valores dos -pardmetros, podendo haver nenhuma, uma
ou duas raizes. Agora, estabeleceremos as condi¢oes necessarias para a existéncia dessas

raizes.

Teorema 2.7. 1. Regiao RY. Ezistem no mdzimo duas solugoes de equilibrio colineares
em cada um dos intervalos Iy, Is. Uma condicao necessdria e suficiente para a
existéncia de solugoes colineares de equilibrio com x € I} é —fY(xg) < B < 0,

B(x0) < Ba, w9 < —p. Por outro lado, a condigdo necessdria e suficiente para x € I,
0
€ B (o) < B1 <0, 55(1;:)021 < B2 < B3(wo), —p < o < Tp1(pt).

2. Regiao R). Existem no mdzximo duas solugoes de equilibrio colineares em cada um
dos intervalos I3, 1. Uma condigcdo necessaria e suficiente para a existéncia de
solugoes colineares de equilibrio com x € Iy é —B9(xy) < o < 0, B(zg) < By,
xo9 > 1 — p. Por outro lado, a condi¢ao necessaria e suficiente para x € Iy é
B(ao) < Ba < 0, ggh s < B < Aan), wralpr) <o <1

Demonstragio. Para a existéncia de raizes para o intervalo I; na Regiao R/, necessariamente
teremos que F'(xg, 51, 52) > 0 e %F(azo, B1,B2) = 0, logo dado p deveremos determinar
valores para [3; e B para que estas condi¢oes sejam satisfeitas. Para isso, assim como feito

em (LUKYANOV, 1984), introduziremos a seguinte mudanga de coordenadas

B — xo
ﬂ2—>k

em que xg é uma raiz de %F(w, b1, B2). Levando em conta a condicao (f; —1)(B2 — 1) < 1
na qual (01, 52) € R}. Seja g < —p a raiz de %F(:c, b1, B2), entao introduzindo a mudanga
de variaveis dadas por

1+ k
2(1—p)

k
52 = Z(l — o — /'L>37

61 = (xO + M)?)’
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em que substituindo em (2.57) obtemos

d 281 p) 2Bap

%(FCUOuﬁlaﬁQ)) =1 + (x() + 'u)?’ ($0 + H— 1)3
U LIPS [t hud ) NI B
_1+2(1_M)($0+M) (:U0+H)3+2M(1 To — p) (wg +p—1)3
=1-1—k+Ek

=0.

Para que tenhamos F'(xy) > 0 podemos encontrar a seguinte relacao

. B1(1 — ) X Bapt

F p—
(5(;0751’62) (ZEO +M)2 ($0 +M _ 1)2
Ltk 5 (L—p) k 3 H
= o+ ) AR A1) R
O e T T T 1y
14+ k k(—1
WA ) ML n
_3ZEQ+,U+]{7>O
_72 >0,

e portanto teremos a seguinte condigao k > —(3z + ), que na igualdade define um limite
inferior para () e 35 e portanto existem —f3Y(zg) e 89(z0) tais que —p9(zy) < B < 0,
B (z0) < Bo e 9 < —p. Uma vez que o < —p temos

k s _ kK —(=3p+p)

— (1 =29 —p)* > —(1— (—p) —p)?* > > 1
2/L( 2o — 1) 2u( (—p) — 1) 2

B =

e dado que 3; < 0 obtemos que (8, — 1)(8; — 1) < 1 é satisfeita e portanto temos que

(B1, B2) € Ry.

Note que, tomando fi = —f)(z0), fo = 0, g1 = B3(x0), g2 = sup{f2 € Ry},
hy =inf{x € I1} e hy = —p entdo pelo Teorema 2.4 garantimos para a Regiao R} com
r € I3 as seguintes condigoes para existéncia de solugdo —f39(xg) < B2 < 0, 8Y(z9) < by e

Ty < —LL.

Agora para o intervalo I, entdo seja xg € (—pu, 1 — p) a raiz de —F entao fazendo

a mudanca de variaveis

. 1+ k& 3
k
Ba = ﬂ(l — Zo — M)g
obtemos
Bi(1 — p) Bapt

F($07517ﬁ2) =Ty —

+
(o + 1) (wo+p—1)°
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— 1+k 3(1_M) ﬁ e — )3 K
=T gy T e T T T T
B (1+k)(xo+u) k(=1+zo+p)

2
:WSO

donde obtemos que k < —(3zg + 1). Uma vez que (51, 52) € R, C Ry é necessario que
k > 0 onde segue

0<—(3LL’0+N)

=0>3xg+pu
L

= —= > Xo.
g =~ "0

Uma vez que para obtermos uma raiz para F' no intervalo considerado temos
necessariamente que F' < 0 logo concluimos que 3; deve ser maior ou igual a um valor
minimo e (5 deve ser menor ou igual a um méximo, sejam entao 3Y(xq) e B9(xg) estes
valores. Uma vez que (51, f2) € Ry temos que 51 < 0 e 55 > 0 e portanto obtemos que
Bl(xo) < f1 <0e0 < B < B9(x0) para —p < 29 < —4. Da desigualdade (61 —1)(:—1) <

1 obtemos as seguintes relagoes

Bifa — 1 — B2 <0

1
(62_1)>51_1

da primeira obtemos
B2 > B1B2 — 1= Br(f2 — 1)

e substituindo na segunda encontramos

A
pr—1

donde concluimos do valor minimo de (3; a seguinte desigualdade

51 (20)
o3 (zo) — 1

e portanto obtemos as seguintes desigualdades

By >

by >

5?(‘,1:0) S 61 < 07

0
m < B2 < B3 (1),
— U<y < —%.

Procederemos agora como em (LUKYANOV, 1984) e (BENGOCHEA; VIDAL, 2015).

Primeiro notemos que na fronteira da regiao de existéncia de solucao colinear com respeito
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aos [J-parametros, ou seja, quando k = —(3zg + p) da mudanga de varidveis para (; e (o
temos
3rg+p—1
0 e L 3
ﬁl(x()?:u) - 2<1_'u) (x0+ﬂ)
3xg +
B(ao n) = =5 F(wo +p = 1)°
1
definindo

G(x(b M) = 6?(1:07 M)Bg<x07 M) - 6?(‘13()7 :LL) - 6g<x07 :U’)

e (1), zr2(p), tais que para p fixo, as fungoes z,1 (1), xo(p) sdo as raizes de G(zo, i)
em que a segunda raiz é definida em termos da primeira na forma x,1 () = z,1(1 — p)
onde estas satisfazem —p < 2,1 (1) < —& e 3(1 — p) < 2,2(p) < 1 — p. Agora definindo
x (1) = o e portanto temos que G(x,1(p), ) = 0 onde obtemos que xg € (—u, z,1 (1))

como limite superior.

Note que
B(—an, 1 =) = =5 (1= 10° = (a0 )
(a1 = ) = =g o — ) = B )
onde obtemos que G(zg, ) = G(—x9,1 — ) = 0 e portanto do Teorema 2.4 concluimos
que para x € I é 39(x) < By < 0, 68'8(%6(;)021 < B < Bxo), Tra(p) < o9 < 1— pac O

E possivel determinarmos a posicao exata de alguns equilibrios colineares a partir
do caso triangular fazendo y; — 0, neste caso, como este tipo de solu¢ao é um caso limite

do caso triangular, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.8. Assumindo que (51, f2) € R}, temos o sequinte:

1. (—p — 511/3,0) ¢ uma solucao de equilibrio colinear no intervalo Iy, sempre que
1/3 51/3 1
2 =L

2. (—p + 511/3,0) ¢ uma solugcao de equilibrio colinear no intervalo Iy, sempre que
1/3 /3
Bi"+ B =1

3. (—p+ 511/3,0) ¢ uma solucao de equilibrio colinear no intervalo I3, sempre que
Bt = pl =1

1
Demonstracao. Do fato de ser um caso limite das solugoes triangulares, temos que p; = 7

1
e py = (B3, portanto de (2.50), temos

w2205 + 85 - (8] — s -1 -0
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— (B - B3 —2Bi +53)+1=

— (B - B - 2B +85)+1=0

s (B — B3 — 2B — BY) +1— 285 +B5) +2(85 — ) =0
— (85— BF — 12— 287 +85) + 28 — 85) =0

onde obtemos
logo

2 2
para a raiz negativa de 85 — ¢ — 1 temos que a solucao de equilibrio pertence a [ e,
1

portanto, temos que z = —u — 37 e consequentemente

F(o) = —p— B3 + B85 (1— p) + B3
z—u—ﬁléwrﬁz%u
— (=1 - B + 83) =
> 5 67 = 1

2 2
Para a raiz positiva de 85 — 37 — 1 temos dois casos, ou ela pertence a I ou a I3,

considerando o primeiro caso temos

1 1 1
F(z)=—p+ B =P (L—p)+B5p
1
=+ Bin Biu
= u(=1+ 57 +63) =
1 1
= B + 05 =
e para o segundo caso, temos

1

F(x)z—wrﬁl%—ﬁf(l—u)—ﬁéu

=—u+5§u) B
= p(— 1"‘51 - 533)=0
= AP - B =1.

]

Observe que o Teorema 2.8 fornece solugoes tinicas para os equilibrios colineares

no caso limite das solugoes triangulares.

Podemos reescrever o Teorema 2.8 em termos de d; e d5, como segue:
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1. Para d,—¢6; = 1, o ponto (—u— 01, 0) é uma solugao de equilibrio colinear no intervalo
1.

2. Para §;+3d; = 1, o ponto (—u+4d1,0) é uma solugao de equilibrio colinear no intervalo
L.

3. Para §; —dy = 1, o ponto (—pu+4d1,0) é uma solugdo de equilibrio colinear no intervalo

I,

Dessa forma, encontramos os valores de d; e do que satisfazem o Teorema 2.8 para

cada caso:

e No primeiro caso, 0; = % e 0y = %, o que implica 3 = % e By = %,

» No segundo caso, §; = % e 0y = %, resultando em (5 = % e Py = é.

4

« No terceiro caso, d; = 3 e 0 = 3, 0 que implica 3, = % e Py = 2%

Wl

Reescrevendo as condicoes para cada item, obtemos

52:1+517
(52:1—51,
52:51—1,

assim, os valores possiveis para 01, d > 0 sdo apresentados na Figura 2.12.

Observacao 2.9. O Teorema 2.8 permite uma andlise detalhada da estabilidade linear dos

equilibrios colineares no caso limite das solugoes triangulares, considerando as restrigoes

impostas aos parametros 3 na Regido R}.

2.4 Estabilidade das solucoes de equilibrio

Para o estudo da estabilidade linear das solugoes de equilibrio do problema restrito

de trés corpos carregados em um plano, devemos analisar os autovalores da matriz dada

por
A= JHessH(z",y", p,p,) (2.61)

em que (r*,y* p;,p;) determinam as solucdes de equilibrio do sistema dado em (2.39). A

matriz Hessiana do Hamiltoniano H, em que este é definido em (2.40), é dado por

02H 0%H 0%2H 8%2H 92V 92V
Ox? Oyox OpgOx Opy Oz T o2 T 9ydz 0 —1
9*H  9*°H 9*H 9*H 92V 22V
_ | o=zoy dy? Ope0y  Opy0y | _ | ~ 9z0y  0y2
HessH = | poy o2 p2m 2 | = 0 Y 1y 1 ,
0z0ps  Oydps dp2 OpyOpa
9’H 0%H 9*H 9*H 1 0 0

O0z0py  OyOpy  OpzOpy op2



Figura 2.12 — Valores permitidos de §; e do que satisfazem o Teorema 2.8

2,,

1 2
Fonte: Autor

e portanto a matriz A é dada por

0 1 1 0
-1 0 0 1
A= .. . (2.62)
2V 9%V ’
g
2V 92V
owoy oy 10
com as derivadas de ordem dois do potencial definido em (2.37) dadas por
oV _ _B(l=p) P (2 + p)? (x+p—1)
- - e R e
Oa? P I I 03
oV (v +py (r+p—1y
=361 — p)——=——= + 3fopp——m—— 2.63
PV Bil—p)  Pap y? y?
== - +361(1 — ) =5 + 3Pap=.
T B A A
2.4.1 O polindmico caracteristico
Usando as relagoes p; = 7, po = (3, nas quais sao satisfeitas tanto para as

solugoes de equilibrio colineares, dadas pelo Teorema 2.8, quanto para as solugoes de

68



69

equilibrio triangulares, o sistema (2.63) é reescrito como

2 1 _ 2 _ 1 2
07‘22_1+3( u)(fﬂt) +3u($+g )7
or 33 3

1 2
V. 31 —p)(@+py | Bulx+p—1y
oxdy 3 * 3 ’
Bi 5
2V 3(1—p)y® 3y
A ( QM)y+ng_
y By By

O polinémio caracteristico da matriz (2.62) ¢ dado por

2V VY PV VeV RV (V]
M4 2 - - - 1= 2.64
+ ( Ox? 8y2> + Ox? + 0x? Oy? + Oy? <8x8y> + 0. (264)
definindo Q = £ (2? + ¢?) + V podemos reescrever (2.64) como
920 920\ 2092 [ 920\
M4 A2 (4 — — — =0. 2.
+ ( 0x? 8y2> + 0x? Oy? <8x8y> 0 (265)

Proposicao 2.10. Para o polinémio caracteristico definido em (2.65) o valor do coeficiente

do termo ao quadrado € igual a um.

Demonstracao. Vamos analisar as expressoes dos coeficientes do termo quadratico. Para

. . 2 2 . ~
isso, reescreveremos as derivadas segundas 2% e 2% utilizando as expressdes para p? e
) ox oy? "’ 1

1 1
p3. Lembrando que temos p; = 37 e ps = 33, podemos entio expressar o resultado como

segue:
&V 31— (87 — 1) 3u(B3 — 42))?
PV 30w =) 3 )
Ox? 33 2
1 2
1—p)y? RINT:
— 143(1—p) - ( gu)y oy S
Bt 5
1—
_, 3y2<< 2u>+@>
By B3
0*V 3(1 — wW)y? 3uy?
=1+ ( 2u)y 43
Y Bi B3
1
By o5}
e portanto

_8279_@_4_ 1_|_a2l — 1_|_82l
ox2  oy? 0x?



70

_, o v
R
o ferltipeg))-Cov ()
pro B pE B
[l

=1

Proposigao 2.11. O termo constante do polinémio caracteristico dado por (2.65) € dado

por 9(1 — p)psin®~y, ou seja
0% 5%Q)

0x? Oy?

90\’ L

Demonstracao. Para o termo 6—8—9 temos
¢ 922

OV (1, BV
0y?

PR _ (|
2o\ a2
L i
-t 0x? * 0y? * 0x? 0y?
— 1+ (2—33/2 <(1 1 +“>) + (—1+3y2 ((1 1 +“)> +
B B3 By By
N (2—392 ((1 —gu) +u2>) (_1+3y2 (( —gu) +M2))
Bi B3 Bi B3
2
—9_ 9409y ((1—2u) +l{2) gyt ((1—2u) +u2)
B¢ 83 B¢ 83
2
gy (( gu) +M2) gyt ((1—2/0 +u2>
T B3 By B3
Agora para ( gjgy)Q
< 0*Q )2 _ (82‘/ _ (30 =pwruy  Bpletp—ly i
0xdy 0xdy 51% 52%
_ 9 — @+ )’y 1901 — pu(x )t Dy* | (e +p—1)%
P 85 83 B3
_ A=A —yY)y? | 180 = wnlz + pw)’y? — 18(1 — (e + py
P Bf 83
9* (67 — y*)y?
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3 3 343
1 1 51 52
C18(1 = pplx + p)y* | WPy Pyt
2 2 2 4
Bi By By B3
_ 9 =)y 91— )yt 181 — ppuy®  18(1 — ppy’
= 3 — 1 + 2 - 2 2 -
T Bt By Bt B
18(1 — pplx + py*  9pPy>  9uPy?
- 2 2 + 2 4
Bi By By 3
2
l—p  p L—p)?  p? 1 z4p
= —9y* —+ =] +9° %"‘7 + 181 — puy® | = — 5
i 5 B By By BYB3
2 2 2
l—p  p 1—p)?  p? 167 4+ 65 —1
= —9y* s+ | +9¢° %—i—i +18(1 — ) py® 3 L
T > Bt By Bi By
2 2 2
l—p  p 1—p)?  p? B +55 -1
=9 | —+-5| +9% %+7+(1—M) S
B By Bt By Bt By
2
1— 1— 1—
=—9y4 gu""% +9?J2 21“"‘”2_(2#2)’“)7
pe B B B3 Bt By

onde o termo constante do polinémio caracteristico pode ser reescrito como

2
920 6%Q 920 \? 1— 1—
8282_<88>:9y2(( Zu)+ﬂ2)_9y4(< 2u>+u2)_
oy oy B¢ B3 B B3

2
1-— 1-— 1-—
_ _9y4( 2M+/~g> +9yz( 2M+M_<M>u)

8 B B B BB
= 9y° ((15:;3)") . (2.66)
1~2

Figura 2.13 — Tridngulo formado pelos trés corpos.

q3
[ ]

Fonte: Autor
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Usando a lei dos senos para o triangulo descrito na Figura 2.13, em que v = v; + 72,

obtemos

1 1
1 Bi B

sinm—+v sinvy, sinvy;’

onde obtemos as seguintes relagoes

1
siny =sinm — 7y = — sin"ys,
By
. . L.
siny =sinmT — v = — sin "y,
B3
e lembrando que
. _ Y
siny; = -,
Bi
. _ Y
sinvy, = -,
B
obtemos
y?
sin’y = — —r siny; sinye = —5—. (2.67)
Br B3 B B
Substituindo (2.67) em (2.66) obtemos que
0P [P0\’
— =9(1 - in’ 7.
0x? Jy? (8:1:83/ (1= pppsin”y
O
Pelas Proposigoes 2.10 e 2.11 o polinémio caracteristico é reescrito como
M4 A2 4+ 9(1 — p)psin®y = 0, (2.68)

2.4.2 Condicao para estabilidade

Verificaremos as condig¢oes para a estabilidade do sistema Hamiltoniano dado por

(2.40). Do polindmio caracteristico dado na expressao (2.68), ao fazer s = A\* obtemos que

A:id_liVFWﬁ) (2.69)

2 Y

em que F(u,7y) =1—36(1 — u)pusin®+, logo podemos analisar a estabilidade das solugoes

de equilibrio.
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Observe que para F(u,v) > 1, teremos duas raizes reais puras e outras duas
imaginarias, neste caso segue a solugao de equilibrio é instavel devido ao Teorema 1.22.

Entao supondo que F'(u,v) < 0, entdo podemos reescrever (2.69) como

—1+0/|F(u,
\ lLJ | F(p 7)!’
2
e, portanto, da férmula de Moivre concluimos que A\ tem parte real diferente de zero e,

portanto, a solucao de equilibrio ¢ instavel no sentido Lyapunov.

Supondo agora que F'(u,y) = 0, entao (2.69) se torna

1
A= ii\/7 ,
2
logo cada raiz tem multiplicidade 2, e portanto temos dois pares de autovetores iguais, e

portanto A nao é diagonalizavel, logo a instabilidade segue do Teorema 1.22.

Supondo que 0 < F(u,v) < 1, entdo temos

J 1=/ F ()

A= =%i ,
2

que fornece 4 autovalores imaginarios puros distintos, logo a estabilidade segue do Teorema
1.22.

Por fim, supondo F'(u,7y) = 1, teremos duas raizes iguais a zero e duas raizes reais,

logo a instabilidade segue.

Pelo exposto segue o teorema:

Teorema 2.12. As solugoes de equilibrio triangulares, bem como as solucoes limite das

triangulares, do problema restrito de trés corpos carregados em um plano, satisfazem:

1. Para os valores de F(u,7y) < 0, as solugoes de equilibrio sio instdveis no sentido de

Lyapunov.
2. Para os valores de F(u,7y) =0, as solugoes de equilibrio sdo linearmente instdveis.

3. Para os valores de (p,7y) tais que 0 < F(pu,vy) < 1, as solugoes de equilibrio sdo

linearmente estdveis.
4. Para os valores de F(u,vy) =1, as solugoes de equilibrio sao linearmente instdveis.

Observacao 2.13. O quarto item do Teorema 2.12 assequra que as solucoes colineares,
que sao o limite das solugoes triangulares, sdo linearmente instdveis. Para verificar isso,

basta substituir a expressio para sin®~y dada em (2.67). Ao fazer isso, obtemos que y = 0.
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Observacao 2.14. No problema cldssico, as solucoes de equilibrio colineares sdo instdveis,
conforme apresentado no Teorema 1.39. Esse comportamento também se observa no caso
colinear limite das solugoes triangulares. Para as solugoes de equilibrio triangulares, a
estabilidade € garantida pela condicao estabelecida no item 3 do Teorema 2.12, assim como

a restri¢ao sobre o valor de p no caso classico, conforme o primeiro item do Teorema 1.40.

Figura 2.14 — Valores de F' como fungao de (p, 7).

¥
T

Yot

SR

Y() T

v

N | —

Fonte: (BENGOCHEA; VIDAL, 2015)

2.4.3 Regiado estavel no espaco de configuracdo e no espaco de parametros

A fim de analisar os pontos no espago de configuracao, vamos obter este a partir dos
pares (z,y) que satisfazem as seguintes restri¢oes p1 # 0, p2 # 0, p1 +1 > p2, po+ 1> py,
p1+pa#1le(p?—1)(p3 —1) <1 garantem que os corpos nao irao colidir.

Para mostrar a evolucao da regiao, definida pelos pontos mencionados, com o
crescimento do parametro p, podemos aplicar a lei dos cossenos ao triangulo definido na
1

Figura 2.13, lembrando que p; = 57, i = 1,2, logo obtemos
2, 2 _
p1+p; —2p1p2cosT — 7y =1,
para o angulo 7 a expressao anterior é reescrita como
2, 2 _
p1+ Py +2p1p2cosy = 1,

de onde obtemos

sin

1= p} +p} + 2p1p2—— cosy
sin 7y,

Sin
l=@+p)’+y*+@+p—1)>*+y° +2p1pgsin32 Cos 7y
2
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sin
0=2(x+p)* —2(x + p) + 29> + 2p1pa— 7 COS 7y
sin 7y,
sin
0=(x+p)?—(x+pn) +y*+ pipa—— cosy
sin 7y,
1 1 sin
O=(x+p— =) — - +y*+ pi1p2— 72(:057
2 4 sin 79

usando a lei dos senos e a expressao para y obtido da Figura 2.13, obtemos

0=(w+u—;)2+y2+y$—i

o

e

R e
4511127 = (wrp- ;)2 v +y(82101:; 428112277

donde obtemos

1\? cosy \’ 1
_ - + —
<I+” 2> * (y 251n7> 4sin®~’

logo podemos definir dois arcos, sendo um superior e um inferior de acordo com o sinal

admitido na expressao anterior.

Fixando p e igualando F'(u,7) a zero obtemos
1

6y/(1 — pp
1

e, portanto, obtemos que v = arcsin ———— e resolvendo a equacao de segundo grau
» P ) que 7y 6/(—mn quag g g

1—36(1 — p)usin®y =0=36(1 — u)usin®y =1=siny =

para p e avaliando nos valores maximos e minimos de sin? v obtemos que % — ? <up< %

Tomando p* = % - %, como o menor valor que p assume, para p € (u*, %], podemos obter

um angulo v = 7, em que v, = arcsin #\/ﬂ tal que F(i,v,) = 0.

Pelo Teorema 2.12 podemos definir as regioes de estabilidade e instabilidade no
espago de configuragoes de acordo com os valores de p e 7, entdao se p € (0, u*) entao a
regiao estavel é determinada por v € (0,7), se u = p* a regiao instével é delimitada para

y=75e logo a regiao estavel é definida para v € (0, g) U (% 7r), Agora se p € (p*, %) a

regiao estavel é definida para os valores de vy definidos em (0,7,) U (7 — ~,, 7).

Para analisar a evolucao da regiao estavel no espago dos parametros, podemos
estudar os pardmetros (d1,02) = (61%, 62%) Analogamente ao que foi feito no espaco de
configuragao, impomos as seguintes restrigoes para garantir que os corpos nao colidam
01 #0,007#0,0+1>08,00+1>68,0+d0#1e (63 —1)(03—1) < 1. A partir da
equacao

61 + 05 +2cosv6,0, = 1,



76

notamos que a elipse esta rotacionada, devido a presenca do termo d19,, entao rotacionando
a elipse em relagao ao eixo horizontal +7 eliminamos a presenca desse termo e logo podemos

obter os semi-eixos menor e maior dados por

1
T + cosy’
1
b —

VI —cosy’

As elipses definidas para um valor v e para o valor complementar = — v estao
relacionadas por uma rotacao de 7 radianos. Isso significa que, se uma elipse ¢ orientada

de uma certa maneira para 7y, entao ela sera orientada perpendicularmente para m — 7.

Para diferentes intervalos de valores do parametro pu, a regiao estavel no espaco

dos parametros (d1, d2) varia:

e 0 < pu < p*: Neste intervalo, todas as solugdes de equilibrio triangulares sao estaveis,
exceto nos pontos onde 7 = 0 ou 7 = m. Ou seja, as solugoes de equilibrio estao

dentro da elipse, exceto nas diregoes dos eixos coordenados.

e p = p*: Aqui, a regiao instavel é formada pelos pontos onde v = 0,7 ou 7. Isso
indica que a elipse se ajusta para que essas dire¢oes especificas se tornem instaveis,

incluindo as dire¢oes perpendiculares ao eixo principal.

o << %: Neste intervalo, a regiao estavel é constituida pelos pontos onde vy esta

em (0,7,) ou (7 —"y,, ), com 7y, = arcsin <6 G )). Isso mostra que a estabilidade
p(l—p

depende de p, sugerindo que a area da elipse que define a regiao estavel diminui

conforme p aumenta.
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3 Conclusao

Os resultados discutidos no Capitulo 1 fornecem uma compreensao dos sistemas
Hamiltonianos e das transformagoes simpléticas que preservam a estrutura Hamiltoniana.
A anélise incluiu dois casos classicos especificos: o problema de dois corpos e o problema de
trés corpos. Para o problema de dois corpos classico, foi possivel encontrar a solugdo em um
referencial que descreve o movimento dos corpos em relagao ao centro de massa. No caso
do problema de trés corpos, foi descrito o caso restrito, no qual a massa do terceiro corpo
tende a zero, do qual foram obtidas as equagoes que descrevem a dinamica do problema.

Além disso, foram abordados teoremas de estabilidade para sistemas Hamiltonianos.

No Capitulo 2, foi abordado o problema de dois corpos carregados e o problema
restrito circular dos trés corpos carregados. Para o caso dos dois corpos carregados verificou-
se na Secao 2.1 o comportamento dos dois corpos para os trés cenarios distintos: C' > 0,
C =0e (C <0. No primeiro caso, o comportamento segue o padrao do problema classico,
enquanto no segundo caso os corpos se comportam como particulas livres, ja no terceiro

caso os corpos descrevem trajetérias hiperbélicas.

Para o problema restrito planar dos trés corpos carregados, verificou-se que a
condi¢do necessaria para a existéncia das solugoes triangulares e colineares é que Co > 0,
garantindo que os corpos de massas m; e my sigam trajetorias circulares no plano. Com essa
condigao e a restrigdo (61 —1)(f2—1) < 1, que delimita a regiao de valores admissiveis para
os parametros (3, e 39, foram determinadas as solugdes colineares e triangulares. Observou-
se que as solugoes colineares, do Teorema 2.8, sao linearmente instaveis. Enquanto isso, as
solugoes de equilibrio triangular sdo linearmente estéveis quando a condi¢ao 0 < F'(u,vy) < 1
é satisfeita, analoga a condicao 0 < p < pq = % (1 — @) no caso cldssico. E importante
ressaltar que os resultados sobre a estabilidade linear nao fornecem informagoes sobre a
estabilidade nao-linear, e a analise nao-linear é essencial para uma compreensao completa

da estabilidade desses equilibrios.

A estabilidade nao linear de alguns casos de equilibrio colineares e triangulares foi
analisada em (VIDAL; VIDARTE, 2016). Foi provado que os equilibrios colineares dado pelo
Teorema 2.8 e os equilibrios triangulares isosceles sao estaveis para algumas regidoes do

espago dos pardmetros (p, 5) e instaveis em outras.

Em conclusao, este estudo aprofundou a anélise dos sistemas Hamiltonianos e dos
problemas de dois e trés corpos, no caso restrito, tanto em configuragoes classicas quanto
carregadas. Esses resultados nao sé reforcam a teoria existente, mas também oferecem
novas perspectivas para a compreensao e aplicagao de sistemas dinamicos complexos,

abrindo caminho para futuras pesquisas nesta area.



78

Referencias

BENGOCHEA, A.; VIDAL, C. On a planar circular restricted charged three-body
problem. Astrophysics and Space Science, Springer, v. 358, p. 1-15, 2015.

CABRAL, H.; VIDAL, C. Introducao a Mecanica Celeste. Recife: DMAT-UFPE;,
1999. (Notas de aula dos professores Cabral e Vidal).

LUKYANOV, L. Lagrangian solutions in the photogravitational restricted circular
three-body problem. Soviet Astronomy, vol. 28, May-June 1984, p. 329-333.
Translation Astronomicheskii Zhurnal, vol. 61, May-June 1984, p. 564-570,
v. 28, p. 329-333, 1984.

LUKYANOV, L. Stability of lagrangian points in the restricted photogravitational
three-body problem. Soviet Astronomy, Vol. 30, NO. 6: NOV/DEC, P. 720, 1986,
v. 30, p. 720, 1986.

MEYER, K. R.; HALL, G. R.; OFFIN, D. Introduction to Hamiltonian Dynamical
Systems and the N-Body Problem. 2nd. ed. [S.1.]: Springer, 2017. v. 90. (Applied
Mathematical Sciences, v. 90).

RADZIEVSKII, V. The restricted problem of three bodies taking account of light pressure.
Astronomicheskii Zhurnal, v. 27, p. 250, 1950.

SOTOMAYOR, J. Li¢ées de equagodes diferenciais ordinarias. [S.1.]: Instituto de
Matematica Pura e Aplicada, CNPq, 1979. v. 11.

USPENSKY, J. Theory of Equations. [S.l.]: McGraw-Hill Book Company, 1948.

VIDAL, C. Uma Introdugao aos Sistemas Dindmicos Hamiltonianos. Recife:
DMAT-UFPE, 2003. (Notas de aula do professor Vidal).

VIDAL, C.; VIDARTE, J. Stability of the equilibrium solutions in a charged restricted
circular three-body problem. Journal of Differential Equations, Elsevier, v. 260, n. 6,
p. 5128-5173, 2016.



	Folha de rosto
	Folha de aprovação
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Lista de tabelas
	Lista de ilustrações
	Sumário
	INTRODUÇÃO
	Fundamentação Teórica
	Sistemas Hamiltonianos
	Sistemas Hamiltonianos lineares

	Transformações simpléticas
	Matrizes simpléticas
	Transformações simpléticas

	Estabilidade
	O problema de n-corpos
	O problema de dois corpos
	O problema de Kepler
	O problema de três corpos
	O problema restrito de três corpos
	O problema restrito planar dos três corpos


	O problema restrito circular planar dos três corpos carregados
	O problema de dois corpos carregados
	O problema restrito de três corpos carregados
	Soluções de equilíbrio
	Soluções de equilíbrio triangulares
	Soluções de equilíbrio colineares

	Estabilidade das soluções de equilíbrio
	O polinômico característico
	Condição para estabilidade
	Região estável no espaço de configuração e no espaço de parâmetros


	Conclusão
	Referências

