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Resumo
Neste trabalho, estamos interessados na existência e não existência de solução fraca global
para problemas parabólicos do tipo p(x)-Kirchhoff com fonte de expoentes variáveis do
tipo 

ut − M
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)
∆p(x)u = |u|m(x)−2u, (x, t) ∈ Ω × (0, T )

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω × (0, T )

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

(1)

onde Ω é um domínio limitado do RN com fronteira suave ∂Ω, condição inicial u0 ∈
W

1,p(·)
0 (Ω), a função de Kirchhoff M : [0,∞) → [0,∞) e as funções m, p : Ω → R.

Utilizamos o método de Galerkin e o método de poço potencial para estudar os principais
objetivos deste trabalho.

Palavras-chave : p(x)-Kirchhoff, Método de poço potencial, Existência global, Expoente
variável.



Abstract
In this work, we are interested in the existence and non-existence of global weak solutions
for parabolic problems of the type p(x)-Kirchhoff with variable exponent sources of the
type 

ut − M
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)
∆p(x)u = |u|m(x)−2u, (x, t) ∈ Ω × (0, T )

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω × (0, T )

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

(2)

where Ω is a bounded domain of RN with smooth boundary ∂Ω, initial condition u0 ∈
W

1,p(·)
0 (Ω), the Kirchhoff function M : [0,∞) → [0,∞) and the functions m, p : Ω → R.

We use the Galerkin method and potential well method to study the main objectives of
this work.

Keywords : p(x)-Kirchhoff, Potential well method, Global existence, Variable exponent.



Lista de símbolos
Ω Subconjunto limitado e suave do RN ;

∂Ω Fronteira do conjunto Ω;

|Ω| Medida de Lebesgue do subconjunto Ω ⊂ RN ;

L∞
+ = {u ∈ L∞(Ω) : inf ess(u) ≥ 1};

Lp(·)(Ω) =
{
u : Ω → R é mensurável ,

∫
Ω

|u(x)|p(x) dx < ∞
}

Espaço de Lebesgue com
expoente variável, 1 ≤ p < +∞.

W 1,p(·)(Ω) =
{
u ∈ Lp(·)(Ω) : |∇u| ∈ Lp(·)(Ω)

}
Espaço de Sobolev com expoente variável,

1 ≤ p < +∞.

(
W 1,p(x)(Ω)

)∗
Dual topológico do espaço W 1,p(x)(Ω);

C(Ω) =
{
h ∈ C(Ω) : possui extensão contínua ao Ω

}
;

C∞
0 (Ω) Espaço das funções infinitamente diferenciáveis com suporte compacto em Ω;

W
1,p(·)
0 (Ω) W

1,p(·)
0 (Ω) =

{
C∞

0 (Ω), ∥·∥p(·)

}
;

C∞
0 (Ω) C∞

0 (Ω) = W
1,p(·)
0 (Ω);

↪→ Imersão contínua;

→ Convergência forte, quando n → ∞;

ω−→ Convergência fraca, quando n → ∞;

ω∗
−→ Convergência fraca estrela, quando n → ∞;

p∗(x) :=


Np(x)
N − p(x) , se p(x) < N

∞, se p(x) ≥ N.

Expoente crítico de Sobolev;

q.t.p. quase todo ponto;



M Função de Kirchhoff;

p− = ess inf
x∈Ω

p(x);

p+ = ess sup
x∈Ω

p(x);

∥u∥p(·) = inf

λ > 0 :
∫

Ω

∣∣∣∣∣u(x)
λ

∣∣∣∣∣
p(x)

dx ≤ 1

 Norma do tipo Luxemburgo;

ρ(u) =
∫

Ω
|u(x)|p(·)dx , u ∈ Lp(·)(Ω) função modular;

∥u∥1,p(·) = ∥u∥p(·) + ∥∇u∥p(·) Norma no espaço W 1,p(·)(Ω) ;

∫
Ω
u
∂φ

∂xj

dx = −
∫

Ω

∂u

∂xj

φdx, ∀φ ∈ C∞
0 (Ω) j-ésima derivada fraca de u;

∆p(x)u = div
(
|∇u|p(x)−2

)
∇u p(x)-Laplaciano;

∇u =
(
∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, ...,

∂u

∂xN

)
gradiente da função u.
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1 Introdução e Motivação

Neste trabalho estamos interessados em estudar a existência e não existência de
solução fraca global para uma classe de problemas parabólicos do tipo p(x)-Kirchhoff com
fonte de expoentes variáveis do tipo

ut − M
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)
∆p(x)u = |u|m(x)−2u, (x, t) ∈ Ω × (0, T )

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω × (0, T )

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

(1.1)

onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado com fronteira suave ∂Ω e condição inicial u0 ∈
W

1,p(·)
0 (Ω). A função de Kirchhoff M : [0,∞) → [0,∞) satisfaz as seguintes condições:

(H1) M ̸≡ 0 é contínua e não-decrescente em [0,∞);

(H2) A aplicação t 7→ M(t)
ts

é não-crescente em (0,∞), onde s ≥ 0 é uma constante.

Os expoentes variáveis p,m ∈ C(Ω) satisfazem as seguintes condições:

1 < p− ≤ p+ e max
{
2, p+(1 + s)

}
< m− ≤ m+ ≤ min

{
p−
(

1 + 2
N

)
, p∗(x)

}
, (1.2)

onde p− = ess inf
x∈Ω

p(x), p+ = ess sup
x∈Ω

p(x) e m−,m+ são definidos de forma similar, e

p∗(x) :=


Np(x)
N − p(x) , se p(x) < N

∞, se p(x) ≥ N.

Além disso, p satisfaz a condição de Zhikov-Fan:

|p(x) − p(y)| ≤ A

log |x− y|
, para todo x, y ∈ Ω com 0 < |x− y| < δ, (1.3)

onde A > 0 e δ ∈ (0, 1). Por fim, temos que o operador p(x)-Laplaciano é dado por

∆p(x)u = div
(
|∇u|p(x)−2 ∇u

)
.

Nos últimos anos, Equações Diferenciais Parciais (EDP’s) em domínios suaves
receberam atenção considerável na literatura de matemática pura e aplicada. Ocorrem
em aplicações como na mecânica de nanoestruturas, fluidos em canais finos (modelos
de lubrificação, circulação sanguínea), processo de difusão química em membranas ou
tiras estreitas (processo catalítico), homogeneização de estruturas reticuladas, como no
estudo da estabilidade (ou instabilidade) da dinâmica assintótica de equações parabólicas
singularmente perturbadas, veja por exemplo [4, 5, 6, 7, 10, 45, 50].
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Kirchhoff [34] em 1883 propôs um modelo dado pela seguinte equação hiperbólica

ρ
∂2u

∂t2
−

P0

h
+ E

2L

∫ L

0

∣∣∣∣∣∂u∂x
∣∣∣∣∣
2

dx

 ∂2u

∂x2 = 0, (1.4)

que é uma extensão da conhecida equação da onda de D’Alembert para vibrações de
cordas elásticas, onde ρ é a densidade da massa, P0 é a tensão inicial, h é a área da seção
transversal, E é o módulo de Young do material e L é o comprimento da corda. Problemas
da forma da Eq.(1.4) são chamados de problemas do tipo Kirchhoff.

Quando p(x) e m(x) são constantes, o problema (1.1) é bem conhecido, chamado
de equação parabólica do tipo p-Kirchhoff

ut − M
(
∥∇u∥p

p

)
∆pu = |u|m−2u. (1.5)

O problema (1.5), pode ser usado para descrever o movimento de um fluído ou gás não
estacionário em um meio não homogêneo e anisotrópico, e o termo não-local M pode
descrever uma possível mudança no estado global do fluído ou gás, causado por seu
movimento no meio condensado [31]. O problema (1.1) também é considerado como uma
espécie de EDP’s com condições de crescimento fora do padrão que podem ser usados para
descrever muitos fenômenos físicos importantes, tais como, fluídos eletro-reológicos [46,
47, 56], fluídos termo-reológicos [3], e processamento de imagens [9, 14, 36]. O que tem-se
notado é uma crescente exponencial em problemas que envolvem o operador Laplaciano
com expoente variável p(x) ou com expoente constante p(x) = p sobre termos de Kirchhoff,
como por exemplo [8, 15, 17, 25, 29, 30, 33, 39, 55]. Por outro lado, também podemos
destacar que problemas do tipo (1.5), também é de interesse no aspecto fracionário, dito
operadores não locais [1, 12, 18, 21, 24, 51, 52, 53, 54].

Em relação as propriedades de blow-up e existência de solução global das equações
de Kirchhoff, recomendamos alguns trabalhos em que os autores estudam os casos não-
degenerado e degenerado e sua extensão [2, 22, 31, 32, 37, 38, 43]. A função M de Kirchhoff
é o chamado caso não-degenerado ou degenerado de acordo com a condição de M(0) > 0
ou M(0) = 0, respectivamente.

Para o caso em que M é não-degenerado, Han-Li [31] estudou a Eq.(1.5) quando
M(t) = a+ bt com a, b > 0 e 2 = p < m/2 que é o caso especial de (H1) e (H2). Aplicando
o método de poço potencial modificado, os autores obtiveram existência global e blow-up
em tempo finito de soluções fracas para a energia inicial arbitrária. Além disso, a taxa de
decaimento da norma L2 para a solução globais também foram investigadas. Veja tambem
outros interessantes trabalhos [32, 37, 38].

Para o caso em que M é degenerado, Pan-Zhang-Cao [43] estudou a seguinte
equação parabólica envolvendo o fracionário p-Laplaciano

ut − M
(
[u]ps,p

)
(−∆p)s u = |u|m−2u, (1.6)
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onde M(t) = ts com s > 0. Combinando o método de Galerkin com a teoria de poço
potencial, os autores obtiveram a existência de solução global para o problema (1.6).
Veja também outros interessantes trabalhos, por exemplo: Xiang-Radulescu-Zhang [41],
Ding-Zhou [22], e Khaldi-Ouaoua-Maouni [33] que envolvem equações parabólicas do tipo
Kirchhoff. Além do anterior, recomendamos os trabalhos [31, 32, 37, 38], quando a função
de Kirchhoff do tipo M(t) = a+ b ts com a ≥ 0, b > 0 e s ≥ 0, para o caso não-degenerado
com a, b > 0, s = 1, e [43] para o caso degenerado com a = 0, b = 1 e s > 0.

O método de poço potencial foi introduzido por Sattinger e Payne [44, 49] para
tratar não apenas o problema (1.1), mas também as EDP’s com crescimentos fora do
padrão. Na literatura, esse método é uma ferramenta poderosa para estudar a existência e
a não existência de soluções globais para EDP’s com crescimento padrão. No entanto, tal
método era apenas para problemas com expoentes constantes, portanto, seria necessário e
útil estender esse método para aplicar em EDP’s com expoentes não constantes. Alguns
trabalhos interessantes com essa abordagem, poucos ainda, devido a falta de homogeneidade,
podem ser consultados em [2, 27].

Em 2022 Guo et al. [27] realizaram um trabalho destacando que não é fácil
desenvolver o método de poço potencial para tratar de EDP’s com crescimente fora do
patrão devido à falta de homogeneidade. A principal dificuldade é mostrar que

d = inf
u∈N

E(u) = inf
u∈W

1,p(·)
0 (Ω)/{0}

sup
λ>0

E(λu), (1.7)

onde E(u) é o funcional de energia definido por

E(u) =
∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx−
∫

Ω

1
m(x) |u|m(x)dx

e N é a variedade de Nehari que será apresentada no Capítulo 3.

O passo fundamental para obter a Eq.(1.7) é calcular λ∗ = λ∗(u) tal que E(λ∗u) =
supλ>0 E(λu). Não é difícil para o caso de expoentes constantes em que λ∗ satisfaz∫

Ω
|∇u|pdx = (λ∗)m−p

∫
Ω

|u|mdx.

No entanto, é obviamente falso para o caso de expoentes não constantes pela falta de
homogeneidade. Para superar essa dificuldade, uma saída, é usar técnicas mais sofisticadas,
como veremos no Capítulo 3, por exemplo, o Lema 3.2. No caso, como p(x) e m(x) são
funções, não é possível resolver λ∗ explicitamente, mas pode-se mostrar que para cada
u ∈ W

1,p(x)
0 (Ω)/{0} existe um único λ∗ = λ∗(u) > 0 satisfazendo E(λ∗u) = supλ>0 E(λu)

tal que obtemos a Eq.(1.7). Além do anterior, também destacamos que devido à presença
da função de Kirchhoff, ela causa mais problemas técnicos. Um deles é que devemos
restringir aos casos subcríticos E(u0) < d∗, onde d∗ é menor que a profundidade de poço
potencial d.
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O propósito desta dissertação é utilizar o método de Galerkin e o Teorema de
Peano para discutir a existência e unicidade de solução fraca local para o problema (1.1).
Por outro lado, também temos interesse em discutir a existência e não existência de
solução fraca global via o método do poço potencial. Para a elaboração deste trabalho,
utilizamos como principal referência o artigo de Chuong et al. [16]. A fim de facilitar o
desenvolvimento e entendimento do presente trabalho, acreditamos que fica melhor descrito
da seguinte forma:

No Capítulo 2, estamos interessados em apresentar uma estrutura variacional,
ou seja, apresentamos os conceitos de espaços de Lebesgue e Sobolev com expoentes
variáveis, algumas propriedades que envolvem algumas das principais desigualdades, como
de: Poincaré, Gagliardo-Nirenberg, Young dentre outras. Nesse sentido, apresentamos
alguns resultados importantes como os Lemas de Lions, Aubin-Lions-Simon e também um
lema que permite obter uma estimativa através de uma função F não-crescente conforme
apresentada no capítulo.

O Capítulo 3, é destinado a discutir alguns resultados técnicos, em outras palavras,
no primeiro momento vamos apresentar um resultado através do Lema 3.1, cujo objetivo é
apresentar algumas estimativas para a função de Kirchhoff, tais estimativas são de grande
relevância para os principais resultados a serem discutidos no trabalho. Por outro lado,
apresentamos os conceitos de funcional energia e funcional de Nehari, em particular, a
ideia de variedade de Nehari. Nesse sentido, finalizamos o capítulo, com a discussão de
alguns resultados que envolvem os funcionais energia e de Nehari, de modo especial, os
resultados que garanten que o poço potencial

d = inf
u∈N

E(u).

Para finalizar, no Capítulo 4 apresentaremos os principais objetivos do presente
trabalho, que será dividido em duas etapas. Na primeira etapa, vamos discutir a existência
e unicidade de solução fraca local para o problema (1.1), por meio do método de Galerkin
e através do uso do teorema de Peano, garantindo a existência de solução fraca local e, a
unicidade de solução fraca limitada é garantida pela desigualdade de Gronwall. Em outras
palavras, estamos interessados na prova do seguinte teorema:

Teorema 1.1. Suponha que as Eq.(1.2) e Eq.(1.3) sejam satisfeitas. Então existe T > 0
tal que o problema (1.1) tem uma solução fraca. Além disso, a solução é única se for
limitada.

Na segunda etapa, estamos interessados na solução do problema (1.1), quando a
energia inicial é subcrítica. Para tanto é usado o método do poço potencial para expoentes
variáveis e uma classe de função do tipo Kirchhoff M satisfazendo as condições (H1) e
(H2) sobre a existência não-global e global de soluções fracas para o problema (1.1). Em
outras palavras, mais precisamente, vamos provar os seguintes teoremas a seguir:
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Teorema 1.2. Suponha que as Eq.(1.2) e Eq.(1.3) sejam satisfeitas. Se E(u0) < d∗ e
I(u0) < 0, então Tmax < ∞. Além disso, encontramos um limite superior para o tempo
máximo de existência, dado por

Tmax ≤ 4(m− − 1) ∥u0∥2
2

m−(m− − 2)2(d∗ − E(u0))
.

Teorema 1.3. Suponha que as Eq.(1.2) e Eq.(1.3) sejam satisfeitas. Se E(u0) < d∗ e
I(u0) ≥ 0, então Tmax = ∞. Além disso, o funcional energia da solução fraca do problema
(1.1) contém as seguintes estimativas de decaimento:

E(u(t)) ≤


E(u0)

(
p+(1+s)

2+(p+(1+s)−2)αt

) p+(1+s)
p+(1+s)−2 , se p+ >

2
1 + s

E(u0)e1−βt , se p+ ≤ 2
1 + s

,

onde α e β são constantes positivas dadas posteriormente, dependendo apenas de p, m, s,
M e u0.

Encerramos o trabalho, com comentários sobre o problema (1.1) destacando os
principais objetivos realizados no trabalho e, quais são os próximos passos da pesquisa.



2 Preliminares

No presente capítulo, estamos interessados em apresentar algumas definições e,
resultados básicos sobre os espaços de Lebesgue e Sobolev com expoentes variáveis (veja
[20, 23] e suas referências). O espaço de Lebesgue será útil para definirmos o espaço de
Sobolev com expoente variável W 1,p(x)(Ω) e, em seguida W 1,p(x)

0 (Ω).

2.1 Espaço de Lesbesgue com expoente variável
Seja p : Ω → [1,∞) uma função mensurável, onde Ω é domínio do RN . O espaço

de Lebesgue com expoente variável p(x) é definido por

Lp(x)(Ω) =
{
u : Ω → R é mensurável tal que

∫
Ω

|u(x)|p(x) dx < ∞
}
,

com norma do tipo Luxemburgo dada por

∥u∥p(x) = inf

λ > 0 :
∫

Ω

∣∣∣∣∣u(x)
λ

∣∣∣∣∣
p(x)

dx ≤ 1

.
Dizemos que Lp(x)(Ω) é o espaço generalizado de Lebesgue. O espaço Lp(x)(Ω) é

um espaço de Banach.

Considere a função modular ρ : Lp(x)(Ω) → R dada por

ρ(u) =
∫

Ω
|u(x)|p(x)dx , u ∈ Lp(x)(Ω).

A seguir vamos apresentar alguns resultados auxiliares e suas respectivas provas,
que são de suma importância no decorrer do presente trabalho.

Lema 2.1. Para cada u ∈ Lp(x)(Ω) fixado, consideremos o conjunto

Iu =
{
λ > 0 : ρ

(
u(x)
λ

)
dx ≤ 1

}

temos:

(i) Se u = 0, então I0 = (0,+∞).

(ii) Se u ̸= 0, então existe a ∈ Iu, com a > 0, tal que Iu = [a,+∞).

Demonstração. (i) Se u = 0, então ρ

(
u(x)
λ

)
= ρ(0) ≤ 1, para todo λ > 0. Assim,

I0 = (0,∞).
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(ii) Se u ̸= 0 em Lp(·)(Ω), então |u(x)|p(x) > 0 q.t.p. em Ω. Nesse sentido, temos

ρ(u) =
∫

Ω
|u(x)|p(x)dx > 0.

Considerando
φ(x) := ρ(u)

1
p(x) > 0, (2.1)

então

ρ(u) =
∫

Ω

∣∣∣∣∣u(x)
φ(x)

∣∣∣∣∣
p(x)

dx =
∫

Ω

∣∣∣∣∣∣ u(x)
ρ(u)

1
p(x)

∣∣∣∣∣∣
p(x)

dx

=
∫

Ω

|u(x)|p(x)∣∣∣∣ρ(u)
1

p(x)

∣∣∣∣p(x)dx =
∫

Ω

|u(x)|p(x)(
ρ(u)

1
p(x)

)p(x)dx

=
∫

Ω

|u(x)|p(x)

ρ(u) dx = 1
ρ(u)

∫
Ω

|u(x)|p(x)dx

= 1

assim, ρ(u)
1

p(x) ∈ Iu. Desse modo, Iu ̸= 0. Assim, se a ∈ Iu e λ > a, então considere a
função contínua e não-descrecente fu : [0,+∞) → R tal que

fu(λ) = ρ(u)

(veja [48] Proposição 2.1.1 item (vii), p. 16).

Neste caso

1
λ
<

1
a

⇒ fu

(1
λ

)
= ρ

(
u

λ

)
< ρ

(
u

a

)
= fu

(1
a

)
≤ 1.

Assim, λ ∈ Iu.

Considere a função ψ : (0,+∞) → R, dada por

ψ(λ) = ρ
(
u

λ

)
= fu

(1
λ

)
,

onde ψ é não-crescente, contínua e convexa (veja [48] Proposição 2.1.2, p. 19). Nesse
sentido, obtemos

Iu = {λ > 0 : ψ(λ) ≤ 1} = ψ−1((0, 1]).

Tomando a = ψ−1({1}), concluímos que Iu = [a,+∞).

Proposição 2.2. Seja u ∈ Lp(x). Então:

(i) Se u ̸= 0, ∥u∥p(x) = λ se, e somente se, ρ
(
u

λ

)
= 1.
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(ii) Se ∥u∥p(x) < 1(= 1;> 1) se, e somente se, ρ(u) < 1(= 1;> 1).

(iii) Se ∥u∥p(x) > 1, então ∥u∥p−

p(x) ≤ ρ(u) ≤ ∥u∥p+

p(x).

(iv) Se ∥u∥p(x) < 1, então ∥u∥p+

p(x) ≤ ρ(u) ≤ ∥u∥p−

p(x).

Demonstração. (i) Seja ∥u∥p(x) = λ, com u ̸= 0. Como Iu = [λ,+∞) é um intervalo

fechado, então ∥u∥p(x) = inf Iu = λ. Logo, ρ
(
u

λ

)
≤ 1. Suponha que ρ

(
u

λ

)
< 1 e, seja

φ(t) = ρ
(
u

t

)
para t > 0, defindo como Eq.(2.1). Assim, existe δ > 0 tal que

ρ
(
u

t

)
< 1,∀t ∈ (λ− δ, λ+ δ).

Logo, λ− δ

2 ∈ Iu. Assim, chegamos no absurdo, pois, contradiz a minimalidade de

λ = inf Iu. Portanto, ρ
(
u

λ

)
= 1.

Reciprocamente, seja ρ
(
u

λ

)
= 1. Então, λ ∈ Iu. Daí, ∥u∥p(x) = inf Iu ≤ λ.

Suponhamos que ∥u∥p(x) < λ, então existe a ∈
(
∥u∥p(x) , λ

)
. Pela continuidade de ρ e por

fu não ser decrescente e, sendo a < λ ⇒ 1
λ
<

1
a

, temos

fu

(1
λ

)
= ρ

(
u

λ

)
<
(1
a

)
= fu

(1
a

)
≤ 1.

Isso é claramente um absurdo. Portanto, ∥u∥p(x) = λ.

(ii) Segue do item (i) que

∥u∥p(x) = 1 ⇔ ρ(u) = 1.

Para ∥u∥p(x) = λ < 1, temos 1 < 1
λ

⇒ u <
u

λ
. Então, pelo item (i) temos

ρ(u) < ρ
(
u

λ

)
= 1.

Reciprocamente, se ρ(u) < 1, então 1 ∈ Iu. Logo, existe λ > 0 tal que λ < 1, ou
seja, ∥u∥p(x) = λ < 1.

Para ∥u∥p(x) = λ > 1, temos 1
λ
< 1 implica que u

λ
< u. Então, novamente pelo

item (i) segue que
1 = ρ

(
u

λ

)
< ρ(u).

Reciprocamente, se ρ(u) > 1, então 1 ∈ Iu. Logo, existe λ > 1 de modo que
∥u∥p(x) = λ > 1.
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(iii) Se ∥u∥p(x) = λ > 1. Então, pelo item (i), temos ρ
(
u

λ

)
= 1. Como

p− ≤ p(x) ≤ p+ e λp− ≤ λp(x) ≤ λp+
,

e sendo 1
λ
< 1, temos

1
λp+ ≤ 1

λp(x) ≤ 1
λp− . (2.2)

Multiplicando por |u(x)|p(x) > 0 em ambos os lados da desigualdade (2.2), obtemos

|u(x)|p(x)

λp+ ≤ |u(x)|p(x)

λp(x) ≤ |u(x)|p(x)

λp− .

Integrando sobre o conjunto Ω e como λ é positivo, temos

1
λp+

∫
Ω

|u(x)|p(x)dx ≤
∫

Ω

∣∣∣∣∣u(x)
λ

∣∣∣∣∣
p(x)

dx ≤ 1
λp−

∫
Ω

|u(x)|p(x)dx. (2.3)

Assim, como ρ(u) =
∫

Ω
|u(x)|p(x)dx, concluímos que

ρ(u)
λp+ ≤ ρ

(
u

λ

)
≤ ρ(u)

λp− , (2.4)

donde ρ
(
u

λ

)
= 1.

Usando as desigualdades (2.3) e (2.4), temos

ρ(u)
λp+ ≤

∫
Ω

∣∣∣∣∣u(x)
λ

∣∣∣∣∣
p(x)

dx.

Como

ρ(u)
λp+ ≤ ρ

(
u

λ

)
= 1,

então ρ(u) ≤ λp+ . No entanto, como ∥u∥p(x) = λ, implica que ρ(u) ≤ ∥u∥p+

p(x).

Por outro lado, temos

∫
Ω

∣∣∣∣∣u(x)
λ

∣∣∣∣∣
p(x)

dx ≤ ρ(u)
λp− .

Note que
1 = ρ

(
u

λ

)
≤ ρ(u)

λp− ,

assim λp− ≤ ρ(u). Como ∥u∥p(x) = λ, então temos ∥u∥p−

p(x) ≤ ρ(u).

Portanto,
∥u∥p−

p(x) ≤ ρ(u) ≤ ∥u∥p+

p(x) .
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(iv) Se ∥u∥p(x) = λ < 1. Então, pelo item (i) temos que ρ
(
u

λ

)
= 1. Além disso,

como
p− ≤ p(x) ≤ p+ e λp+ ≤ λp(x) ≤ λp−

e 1 < 1
λ

, obtemos
1
λp− ≤ 1

λp(x) ≤ 1
λp+ . (2.5)

Multiplicando por |u(x)|p(x) > 0 em ambos os lados de (2.5), segue que
|u(x)|p(x)

λp− ≤ |u(x)|p(x)

λp(x) ≤ |u(x)|p(x)

λp+ . (2.6)

Integrando (2.6) sobre o conjunto Ω, temos∫
Ω

|u(x)|p(x)

λp− dx ≤
∫

Ω

|u(x)|p(x)

λp(x) dx ≤
∫

Ω

|u(x)|p(x)

λp+ dx. (2.7)

Como λ é positivo, obtemos

1
λp−

∫
Ω

|u(x)|p(x)dx ≤
∫

Ω

∣∣∣∣∣u(x)
λ

∣∣∣∣∣
p(x)

dx ≤ 1
λp+

∫
Ω

|u(x)|p(x)dx.

Assim, como ρ(u) =
∫

Ω
|u(x)| dx, concluímos que

ρ(u)
λp− ≤ ρ

(
u

λ

)
≤ ρ(u)

λp+ , (2.8)

donde ρ
(
u

λ

)
= 1.

Note que das desigualdades (2.7) e (2.8), temos

ρ(u)
λp− ≤

∫
Ω

∣∣∣∣∣u(x)
λ

∣∣∣∣∣
p(x)

dx.

Mas
ρ(u)
λp− ≤ ρ

(
u

λ

)
= 1,

daí ρ(u) ≤ λp− . Como ∥u∥p(x) = λ segue que ρ(u) ≤ ∥u∥p−

p(x).

Por outro lado, temos ∫
Ω

∣∣∣∣∣u(x)
λ

∣∣∣∣∣
p(x)

dx ≤ ρ(u)
λp+ .

Como
1 = ρ

(
u

λ

)
≤ ρ(u)

λp+ ,

então λp+ ≤ ρ(u). Como ∥u∥p(x) = λ, temos então que ∥u∥p+

p(x) ≤ ρ(u).

Portanto, concluímos que

∥u∥p+

p(x) ≤ ρ(u) ≤ ∥u∥p−

p(x) .
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Proposição 2.3. Para todo u ∈ Lp(x)(Ω), temos a seguinte desigualdade

min
{
∥u∥p−

p(x) , ∥u∥p+

p(x)

}
≤
∫

Ω

∣∣∣∣∣u(x)
λ

∣∣∣∣∣
p(x)

dx ≤ max
{
∥u∥p−

p(x) , ∥u∥p+

p(x)

}
.

Demonstração. De fato, para todo u ∈ Lp(x), segue da Proposição 2.2 itens (iii) e (iv),
que

min
{
∥u∥p−

p(x) , ∥u∥p+

p(x)

}
≤
∫

Ω

∣∣∣∣∣u(x)
λ

∣∣∣∣∣
p(x)

dx.

Analogamente, temos

∫
Ω

∣∣∣∣∣u(x)
λ

∣∣∣∣∣
p(x)

dx ≤ max
{
∥u∥p−

p(x) , ∥u∥p+

p(x)

}
,

e o resultado segue.

Proposição 2.4. Sejam p,m ∈ L∞
+ (Ω), com p(x) ≤ m(x) q.t.p. em Ω e u ∈ Lm(x)(Ω).

Então,
|u|p(x) ∈ L

m(x)
p(x) (Ω)

e ∥∥∥|u|p(x)
∥∥∥m(x)

p(x)
≤ ∥|u|∥p−

m(x) + ∥|u|∥p+

m(x) ,

ou ainda ∥∥∥|u|p(x)
∥∥∥m(x)

p(x)
≤ max

{
∥|u|∥p−

m(x) , ∥|u|∥p+

m(x)

}
.

Demonstração. Suponha que ∥u∥m(x) ≥ 1. Então, desde que p+ ≥ p(x),∀x ∈ Ω, temos

p+ ≥ p(x) ⇒ p+m(x)
p(x) ≥ p(x)m(x)

p(x) .

Logo, p+

p(x)m(x) ≥ m(x). Nesse sentido, segue que

∥u∥
p+m(x)

p(x)
m(x) ≥ ∥u∥m(x)

m(x) .

Usando a Proposição 2.2 item (i), tem-se

∫
Ω

∣∣∣∣∣∣ |u|p(x)

∥u∥p+

m(x)

∣∣∣∣∣∣
m(x)
p(x)

dx =
∫

Ω

|u|m(x)

∥u∥
p+m(x)

p(x)
m(x)

dx ≤
∫

Ω

|u|m(x)

∥u∥m(x)
m(x)

dx

=
∫

Ω

∣∣∣∣∣∣ |u|
∥u∥m(x)

∣∣∣∣∣∣
m(x)

dx = ρ

 |u|
∥u∥m(x)


= 1.
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Como

1 ≤ ∥u∥m(x) ≤ ∥u∥p+

m(x) ,

temos

∫
Ω

∣∣∣∣∣∣ |u|p(x)

∥u∥p+

m(x)

∣∣∣∣∣∣
m(x)
p(x)

dx ≤ ∥u∥p+

m(x) .

Pela propriedade do ínfimo, obtemos

inf

∥u∥p+

m(x) > 0 :
∫

Ω

∣∣∣∣∣∣ |u|p(x)

∥u∥p+

m(x)

∣∣∣∣∣∣
m(x)
p(x)

dx

 ≤ ∥u∥p+

m(x) .

Consequentemente, ∥∥∥|u|p(x)
∥∥∥m(x)

p(x)
≤ ∥u∥p+

m(x) . (2.9)

Agora, seja ∥u∥m(x) ≤ 1. Desde que p− ≤ p(x),∀x ∈ Ω, temos

p− ≤ p(x) ⇒ p−m(x)
p(x) ≤ p(x)m(x)

p(x) ⇒ p−

p(x)m(x) ≤ m(x).

Daí,

∥u∥
p−m(x)

p(x)
m(x) ≥ ∥u∥m(x)

m(x) .

Usando a Proposição 2.2 item (i), segue que

∫
Ω

∣∣∣∣∣∣ |u|p(x)

∥u∥p−

m(x)

∣∣∣∣∣∣
m(x)
p(x)

dx =
∫

Ω

|u|m(x)

∥u∥
p−m(x)

p(x)

dx ≤
∫

Ω

|u|m(x)

∥u∥m(x)
m(x)

dx

=
∫

Ω

∣∣∣∣∣∣ |u|
∥u∥m(x)

∣∣∣∣∣∣
m(x)

dx = ρ

 |u|
∥u∥m(x)


= 1.

Então

∫
Ω

∣∣∣∣∣∣ |u|p(x)

∥u∥p−

m(x)

∣∣∣∣∣∣
m(x)
p(x)

dx ≤ ∥u∥
p−m(x)

p(x)
m(x) ≤ ∥u∥p−

m(x) .

Pela propriedade do ínfimo, obtemos

inf

∥u∥p−

m(x) > 0 :
∫

Ω

∣∣∣∣∣∣ |u|p(x)

∥u∥p−

m(x)

∣∣∣∣∣∣
m(x)
p(x)

dx

 ≤ ∥u∥p−

m(x) .
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Consequentemente, ∥∥∥|u|p(x)
∥∥∥m(x)

p(x)
≤ ∥u∥p−

m(x) . (2.10)

Logo, ∥∥∥|u|p(x)
∥∥∥m(x)

p(x)
≤

∥u∥p+

m(x) , se ∥u∥m(x)
m(x) ≥ 1

∥u∥p−

m(x) , se ∥u∥m(x)
m(x) < 1.

Assim, |u|p(x) ∈ L
m(x)
p(x) . Por fim, por meio das Eq.(2.9) e Eq.(2.10), obtemos∥∥∥|u|p(x)

∥∥∥m(x)
p(x)

≤ ∥|u|∥p−

m(x) + ∥|u|∥p+

m(x) .

Além disso ∥∥∥|u|p(x)
∥∥∥m(x)

p(x)
≤ max

{
∥|u|∥p−

m(x) , ∥|u|∥p+

m(x)

}
.

Proposição 2.5. Sejam p,m : Ω → [1,+∞) funções musuráveis. Se Ω é limitado e
p(x) ≤ m(x) q.t.p. x ∈ Ω, então Lm(·)(Ω) ↪→ Lp(·) a imersão é contínua.

Demonstração. Veja [20].

2.2 Espaço de Sobolev com expoente variável
Definimos os espaços de expoente variável de Sobolev W 1,p(·)(Ω) do seguinte modo

W 1,p(·)(Ω) =
{
u ∈ Lp(·)(Ω) : |∇u| ∈ Lp(·)(Ω)

}
, (2.11)

com sua respectiva norma dada por

∥u∥1,p(·) = ∥u∥p(·) + ∥∇u∥p(·) .

O espaço W 1,p(·)
0 (Ω) é definido como o fecho de C∞

0 (Ω) em W 1,p(·)(Ω).

Vejamos agora, alguns resultados importantes sobre o espaço W 1,p(·)(Ω). O espaço
de Sobolev generalizado W 1,p(·)(Ω) é dado por

W 1,p(·)(Ω) =
{
u ∈ Lp(·)(Ω) : ∂u

∂xj

∈ Lp(·), j = 1, 2, ..., N
}
,

onde, para cada u ∈ W 1,p(·)(Ω), ∂u

∂xj

denota a j-ésima derivada fraca de u, ou seja

∫
Ω
u
∂φ

∂xj

dx = −
∫

Ω

∂u

∂xj

φdx,∀φ ∈ C∞
0 (Ω).
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Assim, podemos munir W 1,p(·)(Ω) com a seguinte norma

∥u∥1,p(·) = ∥u∥p(·) +
N∑

j=1

∥∥∥∥∥ ∂u∂xj

∥∥∥∥∥
p(·)

,∀u ∈ W 1,p(x)(Ω).

Agora, para cada u ∈ W 1,p(x)(Ω), definimos o gradiente por

∇u =
(
∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, ...,

∂u

∂xN

)
.

Sendo, assim, podemos escrever W 1,p(x)(Ω) como a Eq.(2.11).

Proposição 2.6. O espaço normado W 1,p(x)(Ω) é um espaço de Banach.

Demonstração. Veja [23].

Proposição 2.7. O espaço normado W 1,p(x)(Ω) é separável e reflexivo, se p− > 1.

Demonstração. Veja [23].

Lema 2.8. Seja Γ uma família de funções reais definidas em Ω. Se houver uma função
crescente

Φ : [0,+∞) → [0,+∞) (2.12)

que satisfaz
lim Φ(t)

t→+∞
= ∞

e, existe uma constante L > 0 tal que∫
Ω

|fα(x)| Φ (|fα(x)|) dx ≤ L,∀fα ∈ Γ,

então cada Γ é Lebesgue integrável, e as funções que a família Γ possui são integrais
absolutamente equicontinuas em Ω.

Demonstração. Veja [23].

Proposição 2.9. Sejam p,m : Ω → [1,+∞) funções mensuráveis. Se p ∈ C(Ω) satisfaz

ess inf(p∗(x) −m(x)) ≥ 0,

então a imersão de Sobolev W 1,p(·)
0 (Ω) ↪→ Lm(·)(Ω) é contínua e compacta.

Demonstração. Veja [23].

Corolário 2.10. [27, 30] Pela Proposição 2.9 podemos concluir que o espaço W 1,p(x)
0 (Ω)

tem norma equivalente ao espaço W 1,p(x)(Ω).
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Proposição 2.11. (Desigualdade de Young) Sejam a e b dois números reais não-negativos
e 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ conjugados de Lebesgue. Então

a
1
p b

1
q ≤ a

p
+ b

q
.

Demonstração. Veja [11].

Proposição 2.12. (Desigualdade de Hölder) Sejam p− > 1 e q ∈ L∞
+ (Ω) tal que

1
p(x) + 1

q(x) = 1,∀x ∈ Ω. (2.13)

Se u ∈ Lp(x) e v ∈ Lq(x), então∫
Ω

|u(x)v(x)|dx ≤
(

1
p− + 1

q−

)
∥u(x)∥p(x) ∥v(x)∥q(x) .

Demonstração. Veja [48].

Proposição 2.13. Seja Ω ⊂ RN aberto e u ∈ L1
loc(Ω), tal que∫

Ω
uvdu = 0,∀v ∈ C∞

0 (Ω),

então u = 0 q.t.p. em Ω.

Demonstração. Veja [26, 42].

Proposição 2.14. (Desigualdade de Poincaré) Se Ω é um subconjunto aberto e limitado
de RN , então existe uma constante C que depende apenas de p,Ω, tal que

∥u∥p(·) ≤ C ∥∇u∥p(·) ,

para todo u ∈ W 1,p
0 (Ω), com 1 ≤ p < ∞.

Demonstração. Veja [26, 42].

Proposição 2.15. (Gagliardo-Nirenberg) Sejam 1 ≤ q ≤ ∞ e j,m ∈ N, j < m e também


r = 1
j

m
≤ θ ≤ 1

ou


1 < r < ∞
m− j − n

r
= 0, 1, 2, ...

j

m
≤ θ < 1.

(2.14)

Se definirmos
1
p

= j

n
+ θ

(1
r

− m

n

)
+ 1 − θ

q
,

então existe uma constante C independente de u tal que∥∥∥∇ju
∥∥∥

p(·)
≤ C ∥∇mu∥θ

r(·) ∥u∥1−θ
q(·) ,

para todo u ∈ Lp(·)(RN) ∩Wm,r(RN).
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Demonstração. Veja [26, 42].

Proposição 2.16. (Gronwall-Bellman-Bihari) Seja u(t) uma função não-negativa e
diferenciável em [0, T ], que satisfaz:

u′(t) ≤ f(t)u(t) + g(t),

onde f(t), g(t) são não-negativas e integráveis em [0, T ]. Então

u(t) ≤ e

∫ t

0
f(τ) dτ [

u(0) +
∫ t

0
g(s) ds

]
,∀t ∈ [0, T ].

Demonstração. Veja [19].

Teorema 2.17. (Vainberg) Sejam (fn) uma sequência de funções em Lp(Ω) tal que fn → f

em Lp(Ω). Então existe uma subsequência (fnj
) ⊂ (fn) tal que:

(i) fnj
(x) → fn(x), q.t.p em Ω.

(ii) Existe h ∈ Lp(Ω) tal que |fnj
(x)| ≤ h(x) para j ∈ N.

Demonstração. Veja [13].

Lema 2.18. (Lions) Sejam Ω um aberto limitado do RN e uk e u funções de Lq (Ω), com
1 < q < ∞ tal que ∥∥∥uk

∥∥∥
Lq

≤ C e uk → u q.t.p. em Ω × (0, T0).

Então

uk ⇀ u emLq(Ω).

Demonstração. Veja [40].

Lema 2.19. (Aubin–Lions–Simon) Seja F limitado em L∞(0, T ;W 1,p(x)
0 ) e ∂F/∂t é

limitado em Lr(x)(0, T ;L2(Ω)), com r(x) ≥ 2. Então F é relativamente compacto em
C(0, T ;Lr(·)(Ω)).

Demonstração. Veja [40].

Lema 2.20. Assumindo que J : W 1,p(x)
0 (Ω) → (−∞,+∞) é convexo e converge fortemente.

Então J é convergente na topologia fraca σ
(
W

1,p(x)
0 (Ω),

(
W

1,p(x)
0 (Ω)

)∗)
.

Demonstração. Veja [40].
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A seguir estamos interessados em discutir dois resultados auxiliares através de dois
lemas, no qual apresentaremos a prova de apenas um deles.

Lema 2.21. Suponhamos que 0 < T ≤ +∞ e que a função não-negativa F (t) ∈ C2[0, T )
satisfazendo

F
′′(t)F (t) − (1 − θ)(F ′(t))2 ≥ 0,

para alguma constante θ > 0. Se F (0) > 0 e F ′(0) > 0, então

T ≤ F (0)
θF ′(0) < +∞

e F (t) → +∞ quando t → T .

Demonstração. Veja [35].

Lema 2.22. Seja F : [0,+∞) → [0,+∞) uma função não-crescente. Suponhamos que
existem constantes σ ≥ 0 e C > 0 tais que∫ ∞

t
F 1+σ(τ) dτ ≤ 1

C
F σ(0)F (t),∀t ≥ 0. (2.15)

Então, F tem as seguinte propriedades de decaimento:

(i) Se σ = 0, então F (t) ≤ F (0)e1−Ct, ∀t ≥ 0;

(ii) Se σ > 0, então F (t) ≤ F (0)
( 1 + σ

1 + σCt

)
,∀t ≥ 0.

Demonstração. (i) Seja σ = 0. Considere a função f dada por

f(x) := eCx
∫ +∞

x
F (τ) dτ, ∀x ∈ [0,+∞).

Neste caso, f é localmente absolutamente contínua e não-crescente, então diferenciando
f e usando Eq.(2.15) obtemos

f ′(x) = CeCx
∫ +∞

x
F (τ) dτ ≤ 1

C
F (0),∀x ∈ [0,+∞).

Novamente pela Eq.(2.15) temos

f(x) = eCx
∫ +∞

x
F (τ) dτ ≤

∫ +∞

0
F (τ) dτ = f(0).

Assim, obtemos
f(x) ≤ 1

C
F (0),∀x ∈ [0,+∞).
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Segue que ∫ +∞

x
F (τ) dτ ≤ e−Cx

C
F (0),∀x ∈ [0,+∞). (2.16)

Como F é não-negativa e não-crescente, segue que
∫ +∞

x
F (τ) dτ ≥

∫ 1+ 1
C

x
F (τ) dτ ≥ 1

C
F
(
x+ 1

C

)
, ∀x ∈ [0,+∞).

Usando a Eq.(2.16) temos

F
(
x+ 1

C

)
≤ e−CxF (0),∀x ∈ [0,+∞).

Escolhendo t = x+ 1
C

, obtemos

F (t) ≤ e1−CtF (0), ∀x ∈ [0,+∞).

(ii) Se F (0) = 0, então F ≡ 0 e nada temos para demonstrar. Por outro lado,
trocando a função F pela função F/F (0) e assumindo que F (0) = 1, devemos provar então
a seguinte estimativa:

F (t) ≤
( 1 + σ

1 + σCt

) 1
σ

,∀t ∈ [0,+∞). (2.17)

Seja σ > 0 e, considere a função g dada por

g(x) :=
∫ ∞

x
F 1+σ(τ) dτ.

Neste caso, g é localmente absolutamente contínua e não-crescente. Segue então da
desigualdade (2.15) que ∫ ∞

x
F 1+σ(τ) dτ ≤ 1

C
F (x),∀x ∈ [0,+∞),

pois F (0) = 1. Assim temos

g(x) ≤ 1
C
F (x), ∀x ∈ [0,+∞). (2.18)

Aplicando a derivada em g, segue que

g′(x) = lim
h→0

∫ ∞

x+h
F 1+σ(τ) dτ −

∫ ∞

x
F 1+σ(τ) dτ

h

= lim
h→0

∫ ∞

x+h
F 1+σ(τ) dτ −

∫ ∞

x+h
F 1+σ(τ)dτ −

∫ x+h

x
F 1+σ(τ) dτ

h

= − lim
h→0

1
h

∫ ∞

x
F 1+σ(τ) dτ.
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Note que, como F 1+σ é não-crescente:

• Para h > 0, temos

F 1+σ(τ + h)[x+ h− x] ≤
∫ ∞

x+h
F 1+σ(τ) dτ ≤ F 1+σ(τ)[x+ h− x],

isto é,
F 1+σ(τ + h)h ≤

∫ ∞

x+h
F 1+σ(τ) dτ ≤ F 1+σ(τ)h.

Dividindo por h, obtemos

F 1+σ(τ + h) ≤ 1
h

∫ ∞

x+h
F 1+σ(τ) dτ ≤ F 1+σ(τ).

Fazendo h → 0, concluímos que

1
h

∫ ∞

x+h
F 1+σ(τ) dτ → F 1+σ(τ) q.s.

• Para h < 0, temos

F 1+σ(τ)[x+ h− x] ≤
∫ ∞

x+h
F 1+σ(τ) dτ ≤ F 1+σ(τ + h)[x+ h− x],

isto é,
F 1+σ(τ)h ≤

∫ ∞

x+h
F 1+σ(τ) dτ ≤ F 1+σ(τ + h)h.

Dividindo por h, obtemos

F 1+σ(τ) ≤ 1
h

∫ ∞

x+h
F 1+σ(τ) dτ ≤ F 1+σ(τ + h).

Fazendo h → 0, temos

1
h

∫ ∞

x+h
F 1+σ(τ) dτ → F 1+σ(τ) q.s.

Neste caso, F 1+σ é integrável, exceto no conjunto dos pontos de domínio que tem
medida nula. Isso nos permite concluir que

g′(x) = −F 1+σ(x) q.t.p. (2.19)

Elevando 1 + σ em ambos os lados da Eq.(2.18), temos

g1+σ(x) ≤
( 1
C
F (x)

)1+σ

=
( 1
C

)1+σ

F 1+σ(x),∀x ∈ [0,+∞).

Disso, segue que

C1+σg1+σ(x) ≤ F 1+σ(x),∀x ∈ [0,+∞). (2.20)
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Combinando a Eq.(2.19) e a desigualdade (2.20), obtemos

C1+σg1+σ(x) ≤ −g′(x) q.t.p..

Consequentemente

C1+σ ≤ −g−1−σ(x)g′(x) q.t.p. (2.21)

Multiplicando σ em ambos os lados da desigualdade (2.21), obtemos

σC1+σ ≤ −σg−1−σ(x)g′(x) q.t.p..

Como
−σg−1−σ(x)g′(x) =

(
g−σ(x)

)′
,

assim segue que
σC1+σ ≤

(
g−σ(x)

)′
q.t.p. em (0, B) (2.22)

donde g−σ(x) está definido para x < B, tal que

B := sup {x : F (x) > 0} .

Integrando em ambos os lados da desigualdade (2.22) com respeito ao intervalo
[0, s], temos ∫ s

0
σC1+σ dx ≤

∫ s

0

(
g−σ(x)

)′
dx

= g−σ(s) − g−σ(0),∀s ∈ [0, B),

Assim
g−σ(0) + σsC1+σ ≤ g−σ(s),∀s ∈ [0, B).

Elevando a expressão acima por − 1
σ

, temos

g(s) ≤
(
g−σ(0) + σsC1+σ

)− 1
σ ,∀s ∈ [0, B).

Se s ≥ B, então
g(s) = 0,∀s ∈ [0,+∞).

Segue da Eq.(2.18) que

g(0) ≤ 1
C
F (0)1+σ = 1

C
.

Assim
g(s) ≤

(
Cσ + σsC1+σ

)− 1
σ , ∀s ∈ [0, B). (2.23)
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Pelo lado direto de (2.23), temos
(
Cσ + σsC1+σ

)− 1
σ = 1

(Cσ + σsC1+σ)
1
σ

=
(

1
Cσ(1 + σsC)

) 1
σ

=
 1
C1+σ

(
1+σsC

C

)
 1

σ

=
( 1
C1+σ

) 1
σ
( 1
C−1 + σs

) 1
σ

= C− 1+σ
σ

(
C−1 + σs

)− 1
σ . (2.24)

Como F é não-negativa e não-crescente, então pelo lado esquerdo de (2.23) temos
a seguinte estimativa

g(s) =
∫ +∞

s
F 1+σ(τ) dτ

≥
∫ + 1

C
(1+σ)s

s
F 1+σ(τ) dτ

≥ F 1+σ
( 1
C

+ (1 + σ)s
) [ 1

C
+ (1 + σ)s− s

]
= F 1+σ

( 1
C

+ (1 + σ)s
) [ 1

C
+ σs

]
. (2.25)

Combinando a Eq.(2.24) e a desigualdade (2.25), obtemos

F 1+σ
(
C−1 + (1 + σ)s

)
≤ C− 1+σ

σ

(
C−1 + σs

)− 1
σ
(
C−1 + σs

)−1
. (2.26)

Elevando por 1
1 + σ

em ambos os lados da desigualdade (2.26), obtemos

F
(
C−1 + (1 + σ)s

)
≤ C− 1

σ

(
C−1 + σs

)− 1
σ(1+σ)

(
C−1 + σs

)− 1
1+σ

= C− 1
σ

(
C−1 + σs

)− 1
σ(1+σ) − 1

(1+σ)

= C− 1
σ

(
C−1 + σs

)− 1+σ
σ(1+σ)

= C− 1
σ

(
C−1 + σs

)− 1
σ

= C− 1
σ

(1 + σsC

C

)− 1
σ

= C− 1
σ

(1 + σsC)− 1
σ

C− 1
σ

= C− 1
σC

1
σ (1 + σsC)− 1

σ

= (1 + σsC)− 1
σ . (2.27)
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Tomando t = C−1 + (1 + σ)s, temos

s = t− C−1

1 + σ
= Ct− 1
C(1 + σ) . (2.28)

Combinando as Eq.(2.27) e Eq.(2.28), segue que

F (t) ≤
(

1 + Ct− 1
C(1 + σ)σC

)− 1
σ

=
(
C(1 + σ) + σC2t− σC

C(1 + σ)

)− 1
σ

=
(1 + σ + σCt− σ

1 + σ

)− 1
σ

=
(1 + σCt

1 + σ

)− 1
σ

= (1 + σCt)− 1
σ

(1 + σ)− 1
σ

= (1 + σ)
1
σ

(1 + σCt)
1
σ

=
( 1 + σ

1 + σCt

) 1
σ

.

Portanto, chegamos assim na Eq.(2.17). Com isso, concluímos a prova.



3 Resultados Técnicos

No presente capítulo, estamos interessados em discutir alguns resultados técnicos
que são de suma importância para os principais resultados do presente trabalho, que
serão apresentados no Capítulo 4. Além do anterior, algumas definições relacionadas ao
problema (1.1), também são discutidas.

A seguir, através do Lema 3.1, temos algumas propriedades da função de Kirchhoff.
Resultado de grande importância, sendo o principal resultado preliminar, para o estudo
dos principais objetivos deste trabalho.

Lema 3.1. Sendo as condições (H1) e (H2) satisfeitas, M̂(t) =
∫ t

0
M(τ) dτ . Então temos

(i) M(λt) ≥ λsM(t), para todo 0 ≤ λ ≤ 1, t ≥ 0.

(ii) M(λt) ≤ λsM(t), para todo λ ≥ 1, t ≥ 0.

(iii) M(λ)
λs

min {λs, ts} ≤ M(t) ≤ M(λ)
λs

max {λs, ts}, para todo λ > 0, t ≥ 0.

(iv) M(t) > 0, para todo t > 0.

(v) 1
1 + s

tM(t) ≤ M̂(t) ≤ tM(t), para todo t ≥ 0.

(vi) M̂(λt) ≥ λ1+sM̂(t), para todo 0 ≤ λ ≤ 1, t ≥ 0.

(vii) M̂(λt) ≤ λ1+sM̂(t), para todo λ ≥ 1, t ≥ 0.

Demonstração. (i) Se λ = 0 ou t = 0 o resultado segue. Usando a condição (H2), temos
que

t 7→ M(t)
ts

(3.1)

é não-crescente e s ≥ 0, então para todo λ ∈ (0, 1] e t > 0, segue que

λt 7→ M(λt)
(λt)s . (3.2)

Por meio das Eq.(3.1) e Eq.(3.2), obtemos

M(λt) ≥ λsM(t).

(ii) Se t = 0 o resultado segue. Então, seguindo os mesmo passo da demonstração
anterior, para todo λ ≥ 1 e t > 0, temos

M(λt)
λsts

≤ M(t)
ts
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e, consequentemente,
M(λt) ≤ λsM(t).

(iii) Se t = 0 nada a fazer. Assim, segue das condições (H1) e (H2).

Por um lado, usando o item (i) para todo λ ∈ (0, 1] e t > 0 temos

M(λ)
λs

λs ≤ M(t)
ts

. (3.3)

Multiplicando por ts em ambos os lados da desigualdade Eq.(3.3), obtemos

M(λ)
λs

λsts ≤ M(t),

consequentemente,
M(λ)
λs

min {λs, ts} ≤ M(t). (3.4)

Por outro lado, usando o item (ii) para todo λ ≥ 1 e t > 0 temos

M(t)
ts

≤ M(λ)
λs

λs. (3.5)

Multiplicando por ts em ambos os lados da desigualdade Eq.(3.5), obtemos

M(t) ≤ M(λ)
λs

λsts,

consequentemente,
M(t) ≤ M(λ)

λs
max {λs, ts} . (3.6)

Usando as Eq.(3.4) e Eq.(3.6), concluímos que

M(λ)
λs

min {λs, ts} ≤ M(t) ≤ M(λ)
λs

max {λs, ts} .

(iv) Usando a condição (H1) e o item (iii), temos

M(t) > 0, t > 0.

(v) Se t = 0 nada a fazer. Usando a condição (H1), segue que M é não-decrescente.
Para τ ∈ [0, t], temos

M̂(t) =
∫ t

0
M(τ)dτ

≤
∫ t

0
M(t)dτ

= M(t)
∫ t

0
dτ

= M(t)t. (3.7)
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Por outro lado, segue da condição (H2) que

M̂(t) =
∫ t

0

M(τ)
τ s

τ sdτ

≥
∫ t

0

M(t)
ts

τ sdτ

= M(t)
ts

∫ t

0
τ sdτ

= M(t)
ts

t1+s

1 + s

= 1
1 + s

tM(t). (3.8)

Combinando (3.7) e (3.8), obtemos

1
1 + s

tM(t) ≤ M̂(t) ≤ tM(t).

(vi) Usando o item (i) (para todo λ ∈ [0, 1] e t ≥ 0) e fazendo a seguinte mudança
de variável τ = λx, temos

M̂(λt) =
∫ λt

0
M(τ)dτ

= λ
∫ t

0
M(λx) dx

≥ λ
∫ t

0
λsM(x)dx

= λ1+s
∫ t

0
M(x)dx

= λ1+sM̂(t).

Portanto,

M̂(λt) ≥ λ1+sM̂(t).

(vii) Usando o item (ii) (para todo λ ≥ 1 e t ≥ 0) e fazendo a seguinte a mudança
de variável τ = λx, obtemos a seguinte desigualdade

M̂(λt) =
∫ λt

0
M(τ)dτ

= λ
∫ t

0
M(λx) dx

≤ λ
∫ t

0
λsM(x)dx

= λ1+s
∫ t

0
M(x)dx

= λ1+sM̂(t).
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Assim,

M̂(λt) ≤ λ1+sM̂(t).

Portanto, concluímos a demonstração.

Finalizado o resultado anterior que envolve apenas a função de Kirchhoff, a partir
de agora, vamos apresentar alguns resultados de grande relevância envolvendo os funcionais
energia (denotado por E) e de Nehari (denotado por I). Então, primeiramente considere
os funcional energia E e o funcional de Nehari I dados por

E(u) = M̂
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)
−
∫

Ω

1
m(x) |u|m(x)dx (3.9)

e
I(u) = M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx−
∫

Ω
|u|m(x)dx, (3.10)

respectivamente. Segue da Eq.(1.2) que os funcionais E e I são bem definidos e continuos
no espaço W 1,p(x)

0 (Ω).

Considere a variedade de Nehari dada por

N =
{
u ∈ W

1,p(x)
0 (Ω)/{0} : I(u) = 0

}
.

Lema 3.2. Sejam Eq.(1.2) e Eq.(1.3) satisfeitas e u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω)/{0}. Então os seguintes

resultados são válidos:

(i) Existe um único λ∗ > 0 dependendo de u tal que I(λu) > 0 para 0 < λ < λ∗,
I(λ∗u) = 0 e I(λu) < 0 para λ > λ∗.

(ii) A aplicação fibração λ 7→ E(λu) é estritamente crescente sobre (0, λ∗), estritamente
decrescente sobre (λ∗,+∞) e atinge o máximo em λ = λ∗. Além disso temos

lim
λ→ 0+

E(λu) = 0 e lim
λ→∞

E(λu) = −∞.

Demonstração. (i) Usando o Lema 3.1 item (ii) e a Eq.(3.10), para todo λ > 1 temos

I(λu) = M
(∫

Ω

|∇λu|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇λu|p(x)dx−
∫

Ω
|λu|m(x)

= M
(∫

Ω
λp(x) |∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω
λp(x)|∇u|p(x)dx−

∫
Ω
λm(x)|u|m(x)

≤ M
(∫

Ω
λp+ |∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω
λp+|∇u|p(x)dx−

∫
Ω
λm−|u|m(x)

≤ λp+sM
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)
λp+

∫
Ω

|∇u|p(x)dx− λm−
∫

Ω
|u|m(x)dx

= λp+(1+s)M
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx− λm−
∫

Ω
|u|m(x)dx. (3.11)
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Aplicando o limite com λ → ∞ em ambos os lados da desigualdade (3.11), obtemos

lim
λ→∞

I(λu) ≤ lim
λ→∞

(
λp+(1+s)M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx− λm−
∫

Ω
|u|m(x)dx

)

= lim
λ→∞

λp+(1+s)M
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx− lim
λ→∞

λm−
∫

Ω
|u|m(x)dx.

Desde que p+(1 + s) < m− e
∫

Ω
|u|m(x)dx > 0, temos

lim
λ→∞

I(λu) = −∞. (3.12)

Analogamente, pelo Lema (3.1) item (i), para todo λ ∈ (0, 1) segue que

I(λu) = M
(∫

Ω

|∇λu|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇λu|p(x)dx−
∫

Ω
|λu|m(x)

= M
(∫

Ω
λp(x) |∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω
λp(x)|∇u|p(x)dx−

∫
Ω
λm(x)|u|m(x)

≥ M
(∫

Ω
λp+ |∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω
λp+|∇u|p(x)dx−

∫
Ω
λm−|u|m(x)

≥ λp+sM
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)
λp+

∫
Ω

|∇u|p(x)dx− λm−
∫

Ω
|u|m(x)dx

= λp+(1+s)M
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx− λm−
∫

Ω
|u|m(x)dx. (3.13)

Como λ ∈ (0, 1) e, sendo p+(1 + s) < m−, temos

λm−
< λp+(1+s).

Com isso, concluímos que
I(λu) > 0 com λ > 0. (3.14)

Usando o teorema do valor intermediário e a Eq.(3.12), temos que existe λ∗ > 0
tal que I(λ∗u) = 0.
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Para qualquer λ > λ∗, temos λ

λ∗
> 1. Nesse sentido, segue que

I(λu) = M
(∫

Ω

|∇λu|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇λu|dx−
∫

Ω
|λu|m(x)dx

= M

∫
Ω

∣∣∣λλ∗
λ∗

∇u
∣∣∣p(x)

p(x) dx

∫
Ω

∣∣∣∣∣λλ∗

λ∗
∇u

∣∣∣∣∣
p(x)

−
∫

Ω

∣∣∣∣∣λλ∗

λ∗
u

∣∣∣∣∣
m(x)

dx

= M

∫
Ω

(
λ

λ∗

)p(x) |λ∗∇u|p(x)

p(x) dx

∫
Ω

(
λ

λ∗

)p(x)

|λ∗∇u|p(x)dx

−
∫

Ω

(
λ

λ∗

)m(x)

|λ∗u|m(x)dx

≤ M

∫
Ω

(
λ

λ∗

)p+
|λ∗∇u|p(x)

p(x) dx

∫
Ω

(
λ

λ∗

)p+

|λ∗∇u|p(x)dx

−
∫

Ω

(
λ

λ∗

)m−

|λ∗u|m(x)dx

≤
(
λ

λ∗

)p+s

M
(∫

Ω

|λ∗∇u|p(x)

p(x) dx

)(
λ

λ∗

)p+ ∫
Ω

|λ∗∇u|p(x)dx

−
(
λ

λ∗

)m− ∫
Ω

|λ∗u|m(x)dx

=
(
λ

λ∗

)p+(1+s)

M
(∫

Ω

|λ∗∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|λ∗∇u|p(x)dx

+
(
λ

λ∗

)p+(1+s) ∫
Ω

|λ∗u|m(x)dx

−
(
λ

λ∗

)p+(1+s) ∫
Ω

|λ∗u|m(x)dx−
(
λ

λ∗

)m− ∫
Ω

|λ∗u|m(x)dx

=
(
λ

λ∗

)p+(1+s) [
M

(∫
Ω

|λ∗∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|λ∗∇u|p(x)dx−
∫

Ω
|λ∗u|m(x)dx

]

+
( λ

λ∗

)p+(1+s)

−
(
λ

λ∗

)m− ∫
Ω

|λ∗u|m(x)dx

=
(
λ

λ∗

)p+(1+s)

I(λ∗u) +
( λ

λ∗

)p+(1+s)

−
(
λ

λ∗

)m− ∫
Ω

|λ∗u|m(x)dx

=
( λ

λ∗

)p+(1+s)

−
(
λ

λ∗

)m− ∫
Ω

|λ∗u|m(x) dx

< 0.

Assim, I(λu) < 0.
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Por outro lado, para todo λ ∈ (0, λ∗), temos λ

λ∗
< 1. Nesse sentido, obtemos

I(λu) = M
(∫

Ω

|∇λu|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇λu|dx−
∫

Ω
|λu|m(x)dx

= M

∫
Ω

∣∣∣λλ∗
λ∗

∇u
∣∣∣p(x)

p(x) dx

∫
Ω

∣∣∣∣∣λλ∗

λ∗
∇u

∣∣∣∣∣
p(x)

−
∫

Ω

∣∣∣∣∣λλ∗

λ∗
u

∣∣∣∣∣
m(x)

dx

= M

∫
Ω

(
λ

λ∗

)p(x) |λ∗∇u|p(x)

p(x) dx

∫
Ω

(
λ

λ∗

)p(x)

|λ∗∇u|p(x)dx

−
∫

Ω

(
λ

λ∗

)m(x)

|λ∗u|m(x)dx

≥ M

∫
Ω

(
λ

λ∗

)p+
|λ∗∇u|p(x)

p(x) dx

∫
Ω

(
λ

λ∗

)p+

|λ∗∇u|p(x)dx

−
∫

Ω

(
λ

λ∗

)m−

|λ∗u|m(x)dx

≥
(
λ

λ∗

)p+s

M
(∫

Ω

|λ∗∇u|p(x)

p(x) dx

)(
λ

λ∗

)p+ ∫
Ω

|λ∗∇u|p(x)dx

−
(
λ

λ∗

)m− ∫
Ω

|λ∗u|m(x)dx

=
(
λ

λ∗

)p+(1+s)

M
(∫

Ω

|λ∗∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|λ∗∇u|p(x)dx

+
(
λ

λ∗

)p+(1+s) ∫
Ω

|λ∗u|m(x)dx

−
(
λ

λ∗

)p+(1+s) ∫
Ω

|λ∗u|m(x)dx−
(
λ

λ∗

)m− ∫
Ω

|λ∗u|m(x)dx

=
(
λ

λ∗

)p+(1+s) [
M

(∫
Ω

|λ∗∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|λ∗∇u|p(x)dx−
∫

Ω
|λ∗u|m(x)dx

]

+
( λ

λ∗

)p+(1+s)

−
(
λ

λ∗

)m− ∫
Ω

|λ∗u|m(x)dx

=
(
λ

λ∗

)p+(1+s)

I(λ∗u) +
( λ

λ∗

)p+(1+s)

−
(
λ

λ∗

)m− ∫
Ω

|λ∗u|m(x)dx

=
( λ

λ∗

)p+(1+s)

−
(
λ

λ∗

)m− ∫
Ω

|λ∗u|m(x)dx

> 0.

Nesse caso, obtemos I(λu) > 0.
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(ii) Pela definição de E, temos

E(λu) = M̂
(∫

Ω
λp(x) |∇u|p(x)

p(x) dx

)
−
∫

Ω
λm(x) |u|m(x)

m(x) dx. (3.15)

Aplicando a derivada com relação a λ em ambos os lados da Eq.(3.15), obtemos

d

dλ
E(λu) = d

dλ

[
M̂

(∫
Ω
λp(x) |∇u|p(x)

p(x) dx

)
−
∫

Ω

λm(x)

m(x) |u|m(x)dx

]

= d

dλ

[
M̂

(∫
Ω
λp(x) |∇u|p(x)

p(x) dx

)]
− d

dλ

[∫
Ω

λm(x)

m(x) |u|m(x)dx

]

= M
(∫

Ω
λp(x) |∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω
λp(x)−1|∇u|p(x)dx−

∫
Ω
λm(x)−1|u|m(x)dx

= 1
λ

[
M

(∫
Ω
λp(x) |∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω
λp(x)|∇u|p(x)dx−

∫
Ω
λm(x)|u|m(x)dx

]

= 1
λ

[
M

(∫
Ω

|∇λu|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇λu|p(x)dx−
∫

Ω
|λu|m(x)dx

]

= 1
λ
I(λu).

Daí, usando o item (i) temos que a aplicação

u 7→ E(λu),

é estritamente decrescente para λ ∈ (λ∗,∞), estritamente crescente para λ ∈ (0, λ∗) e
atinge o máximo quando λ = λ∗.

Usando o Lema 3.1 item (vi), para todo λ ∈ [0, 1] temos que: se λ = 0 nada a fazer.
Se λ ∈ (0, 1], temos

E(λu) =
[
M̂

(∫
Ω

|∇λu|p(x)

p(x) dx

)
−
∫

Ω

1
m(x) |λu|m(x)dx

]

=
[
M̂

(∫
Ω
λp(x) |∇u|p(x)

p(x) dx

)
−
∫

Ω

λm(x)

m(x) |u|m(x)dx

]

= M̂
(∫

Ω
λp(x) |∇u|p(x)

p(x) dx

)
−
∫

Ω

λm(x)

m(x) |u|m(x)dx

≥ M̂
(∫

Ω
λp+ |∇u|p(x)

p(x) dx

)
−
∫

Ω

λm−

m(x) |u|m(x)dx

≥ λp+sM̂
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)
− λm−

∫
Ω

1
m(x) |u|m(x)dx

≥ λp+(1+s)M̂
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)
− λm−

∫
Ω

1
m(x) |u|m(x)dx. (3.16)



CAPÍTULO 3. RESULTADOS TÉCNICOS 45

Aplicando o limite com λ → 0+ em ambos os lados da desigualdade (3.16), obtemos

lim
λ→ 0+

E(λu) ≥ lim
λ→ 0+

[
λp+(1+s)M̂

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)
− λm−

∫
Ω

1
m(x) |u|m(x)dx

]

≥ lim
λ→ 0+

λp+(1+s)M̂
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)
− lim

λ→ 0+
λm−

∫
Ω

1
m(x) |u|m(x)dx.

Como λ ∈ (0, 1) e, sendo p+(1 + s) < m−, temos que λm−
< λp+(1+s), o que nos

permite concluir que
lim

λ→ 0+
E(λu) = 0.

Por outro lado, usando o Lema 3.1 item (vii) com λ > 1, temos

E(λu) = M̂
(∫

Ω

|∇λu|p(x)

p(x) dx

)
−
∫

Ω

1
m(x) |λu|m(x)dx

= M̂
(∫

Ω
λp(x) |∇u|p(x)

p(x) dx

)
−
∫

Ω

λm(x)

m(x) |u|m(x)dx

= M̂
(∫

Ω
λp(x) |∇u|p(x)

p(x) dx

)
−
∫

Ω

λm(x)

m(x) |u|m(x)dx

≤ M̂
(∫

Ω
λp+ |∇u|p(x)

p(x) dx

)
−
∫

Ω

λm−

m(x) |u|m(x)dx

≤ λp+sM̂
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)
− λm−

∫
Ω

1
m(x) |u|m(x)dx

≤ λp+(1+s)M̂
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)
− λm−

∫
Ω

1
m(x) |u|m(x)dx. (3.17)

Fazendo λ → ∞ em ambos os lados da desigualdade (3.17), obtemos

lim
λ→∞

E(λu) ≤ lim
λ→∞

[
λp+(1+s)M̂

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)
− λm−

∫
Ω

1
m(x) |u|m(x)dx

]

≤ lim
λ→∞

λp+(1+s)M̂
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)
− lim

λ→∞
λm−

∫
Ω

1
m(x) |u|m(x)dx.

Como λ ∈ (0, 1) e, sendo p+(1 + s) < m−, temos que

λp+(1+s) < λm−
.

Assim, concluímos que
lim

λ→∞
E(λu) = −∞.

Observação 3.3. Note que pelo Lema 3.2, temos

d = inf
u∈N

E(u) = inf
u∈W

1,p(·)
0 (Ω)/{0}

sup
λ>0

E(λu). (3.18)
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Aqui d é chamado de profundidade poço potencial e d > 0 devido ao Lema 3.6. Além disso,
também definimos o chamado conjunto estável W e conjunto instável U (veja Sattinger
[49], Payne e Sattinger [44]) dados por

W =
{
u ∈ W

1,p(·)
0 (Ω) : E(u) < d, I(u) > 0

}
∪ {0},

e

U =
{
u ∈ W

1,p(·)
0 (Ω) : E(u) < d, I(u) < 0

}
.

Lema 3.4. Assume que as Eq.(1.2) e Eq.(1.3) sejam satisfeitas. Para qualquer u ∈
W

1,p(x)
0 (Ω), temos

E(u) − 1
m− I(u) ≤

(
1
p− − 1

m+

)
M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx,

e
E(u) − 1

m− I(u) ≥
(

1
p+(1 + s) − 1

m−

)
M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx.

Demonstração. Primeiramente, note que 1
p+ ≤ 1

p− e 1
m+ ≤ 1

m− . Pela definição dos
funcionais E, I e usando o Lema 3.1 item (v), segue que

E(u) = M̂
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)
−
∫

Ω

1
m(x) |u|m(x)dx

≤ M
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx−
∫

Ω

1
m(x) |u|m(x)dx

≤ M
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)

p− dx−
∫

Ω

1
m+ |u|m(x)dx

= 1
p− M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx− 1
m+

∫
Ω

|u|m(x)dx

= 1
p− M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx+ 1
m+ M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx

− 1
m+ M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx− 1
m+

∫
Ω

|u|m(x)dx

=
[

1
p− − 1

m+

]
M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx

+ 1
m+

[
M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx−
∫

Ω
|u|m(x)dx

]

=
[

1
p− − 1

m+

]
M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx+ 1
m+ I(u)

≤
[

1
p− − 1

m+

]
M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx+ 1
m− I(u).
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Assim, concluímos que

E(u) − 1
m− I(u) ≤

[
1
p− − 1

m+

]
M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx.

Analogamente, segue do Lema 3.1 item (v) que

E(u) = M̂
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)
−
∫

Ω

1
m(x) |u|m(x)dx

≥ 1
1 + s

M
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx−
∫

Ω

1
m(x) |u|m(x)dx

≥ 1
1 + s

M
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p+ dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)

p+ dx−
∫

Ω

1
m− |u|m(x)dx

= 1
p+(1 + s)M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx− 1
m−

∫
Ω

|u|m(x)dx

= 1
p+(1 + s)M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx+ 1
m− M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx

− 1
m− M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx− 1
m−

∫
Ω

|u|m(x)dx

=
[

1
p+(1 + s) − 1

m−

]
M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx

+ 1
m−

[
M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx−
∫

Ω
|u|m(x)dx

]

=
[

1
p+(1 + s) − 1

m−

]
M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx+ 1
m− I(u).

Nesse caso, concluímos que

E(u) − 1
m− I(u) ≥

[
1

p+(1 + s) − 1
m−

]
M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx.

Assim, concluímos a prova.

Lema 3.5. Assume que as Eq.(1.2) e Eq.(1.3) sejam satisfeitas. Para qualquer u ∈
W

1,p(x)
0 (Ω)/ {0}, então os seguintes resultados são verdadeiros:

(i) Se I(u) < 0, então
E(u) − 1

m− I(u) > d∗.

(ii) Se I(u) ≥ 0, então
E(u) − 1

m− I(u) > d∗λ
−p+(1+s),

e
I(u) ≥

(
1 − λp+(1+s)−m−

∗

)
M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx
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onde λ∗ é dada como no Lema 3.2 e d∗ é uma constante positiva dada por

d∗ =
1

p+(s+1) − 1
m−

1
p− − 1

m+
d ≤ d.

Demonstração. (i) Seja I(u) < 0. Usando o Lema 3.2, existe λ∗ ∈ (0, 1) tal que

I(λ∗u) = 0.

Segue da definição de d (veja Eq.(3.18)) e, dos Lema 3.4 e Lema 3.1 item (ii) que

d ≤ E(λ∗u) = E(λ∗u) − 1
m− I(λ∗u)

≤
(

1
p− − 1

m+

)
M

(∫
Ω

|λ∗∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|λ∗∇u|p(x)dx

=
(

1
p− − 1

m+

)
M

(∫
Ω
λp(x)

∗
|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω
λp(x)

∗ |∇u|p(x)dx

<

(
1
p− − 1

m+

)
M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx

≤
(

1
p− − 1

m+

) [
M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx

−
∫

Ω

1
m− |u|m(x)dx+

∫
Ω

1
m(x) |u|m(x)dx

]

≤
(

1
p− − 1

m+

)[
M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx

−
∫

Ω

1
m− |u|m(x)dx+

∫
Ω

1
m(x) |u|m(x)dx+ M̂

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)]

=
(

1
p− − 1

m+

) [
E(u) − 1

m− I(u)
]
. (3.19)

Pela Eq.(1.2) segue que

p+(1 + s) < m− ⇒ 1
m− <

1
p+(1 + s) ⇒ 0 < 1

p+(1 + s) − 1
m− . (3.20)

Combinando as Eq.(3.19) e Eq.(3.20), temos

d <

1
p− − 1

m+

1
p+(1 + s) − 1

m−

[
E(u) − 1

m− I(u)
]
.

Isso nos permite concluir que

E(u) − 1
m− I(u) >

1
p+(1 + s) − 1

m−

1
p− − 1

m+

d = d∗.
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(ii) Seja I(u) ≥ 0. Então, pelo Lema 3.2, existe λ∗ > 1 tal que I(λ∗u) = 0.

Segue da definição de d (veja Eq.(3.18)) e dos Lema 3.4 e Lema 3.1 item (ii) que

d ≤ E(λ∗u) = E(λ∗u) − 1
m− I(λ∗u)

≤
(

1
p− − 1

m+

)
M

(∫
Ω

|∇λ∗u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇λ∗u|p(x)dx

=
(

1
p− − 1

m+

)[
M

(∫
Ω
λp(x)

∗
|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω
λp(x)

∗ |∇u|p(x)dx

+λp+(1+s)
∗

∫
Ω

1
m(x) |u|m(x)dx− λp+(1+s)

∗

∫
Ω

1
m(x) |u|m(x)dx

]

≤
(

1
p− − 1

m+

)[
λp+s

∗ M
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)
λp+

∗

∫
Ω

|∇u|p(x)dx

+λp+(1+s)
∗

∫
Ω

1
m(x) |u|m(x)dx− λp+(1+s)

∗

∫
Ω

1
m(x) |u|m(x)dx

]

= λp+(1+s)
∗

(
1
p− − 1

m+

)[
M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx

+
∫

Ω

1
m(x) |u|m(x)dx−

∫
Ω

1
m(x) |u|m(x)dx

]

≤ λp+(1+s)
∗

(
1
p− − 1

m+

)[
M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx

+
∫

Ω

1
m(x) |u|m(x)dx− 1

m−

∫
Ω

|u|m(x)dx

]

≤ λp+(1+s)
∗

(
1
p− − 1

m+

)[
M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx

+
∫

Ω

1
m(x) |u|m(x)dx− 1

m−

∫
Ω

|u|m(x)dx+ M̂
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)]

= λp+(1+s)
∗

(
1
p− − 1

m+

) [
E(u) − 1

m− I(u)
]
. (3.21)

Usando novamente as desigualdades (3.20) e (3.21), obtemos

d ≤ λp+(1+s)
∗

1
p− − 1

m+

1
p+(1 + s) − 1

m−

[
E(u) − 1

m− I(u)
]
.

Como isso, concluímos que

E(u) − 1
m− I(u) ≥

1
p+(1 + s) − 1

m−

1
p− − 1

m+

dλ−p+(1+s)
∗ = d∗λ

−p+(1+s)
∗ .
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Novamente para λ∗ > 1, segue do Lema 3.1 item (ii) que

0 = I(λ∗u) = M
(∫

Ω

|∇λ∗u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇λ∗u|p(x)dx−
∫

Ω
|λ∗u|m(x)dx

= M
(∫

Ω
λp(x)

∗
|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω
λp(x)

∗ |∇u|p(x)dx−
∫

Ω
λm(x)

∗ |u|m(x)dx

≤ M
(∫

Ω
λp+

∗
|∇u|p(x)

p(x) dx

)
λp+

∗

∫
Ω

|∇u|p(x)dx−
∫

Ω
λm−

∗ |u|m(x)dx

≤ λp+s
∗ M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)
λp+

∗

∫
Ω

|∇u|p(x)dx− λm−

∗

∫
Ω

|u|m(x)dx

= λp+(1+s)
∗ M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx− λm−

∗

∫
Ω

|u|m(x)dx

=
(
λp+(1+s)

∗ − λm−

∗

)
M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx

+ λm−

∗

(
M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx−
∫

Ω
|u|m(x)dx

)

=
(
λp+(1+s)

∗ − λm−

∗

)
M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx+ λm−

∗ I(u).

Assim, temos

λm−

∗ I(u) ≥
(
λm−

∗ − λp+(1+s)
∗

)
M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx.

Com isso concluímos que

I(u) ≥
(
1 − λp+(1+s)−m−

∗

)
M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx.

Lema 3.6. Suponha que as Eq.(1.2) e Eq.(1.3) sejam satisfeitas. Então a profundidade
do potencial d é positiva.

Demonstração. Para qualquer u ∈ N , temos

I(u) = M
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx−
∫

Ω
|u|m(x)dx = 0.

Assim, usando a Proposição 2.9, temos

M
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx =
∫

Ω
|u|m(x)dx

≤ max
{
∥u∥m−

m(x) , ∥u∥m+

m(x)

}
≤ max

{
Cm−

m(x) ∥∇u∥m−

p(x) , C
m+

m(x) ∥∇u∥m+

p(x)

}
≤ max

{
Cm−

m(x), C
m+

m(x)

}
max

{
∥∇u∥m−

p(x) , ∥∇u∥m+

p(x)

}
.

(3.22)
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Aqui, Cm(x) é uma constante de imersão W 1,p(·)
0 (Ω) ↪→ Lm(·)(Ω), isto é,

Cm(x) = sup
u∈W

1,p(x)
0 (Ω)/{0}

∥u∥m(x)

∥∇u∥p(x)
.

Por outro lado, usando o Lema 3.1 itens (i) e (iii) e pela Proposição 2.3 segue que

M
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx

≥ M
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p+ dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx

≥ 1
(p+)s

M
(

1
∫

Ω
|∇u|p(x)dx

) ∫
Ω

|∇u|p(x)dx

≥ 1
(p+)s

M(1)
1s

min
{

1s,
(∫

Ω
|∇u|p(x)dx

)s} ∫
Ω

|∇u|p(x)dx

= M(1)
(p+)s min

{∫
Ω

|∇u|p(x)dx,
(∫

Ω
|∇u|p(x)dx

)(1+s)
}

≥ M(1)
(p+)s min

{
∥∇u∥p−

p(x) , ∥∇u∥p+

p(x) , ∥∇u∥p−(1+s)
p(x) , ∥∇u∥p+(1+s)

p(x)

}
. (3.23)

Se ∥∇u∥p(x) < 1, combinando as desigualdades (3.22) e (3.23), temos

M(1)
(p+)s ∥∇u∥p+(1+s)

p(x) ≤ max
{
Cm−

m(x), C
m+

m(x)

}
∥∇u∥m−

p(x) . (3.24)

Segue da Eq.(3.24) que

M(1)
(p+)s ∥∇u∥p+(1+s)−m−

p(x) ≤ max
{
Cm−

m(x), C
m+

m(x)

}
. (3.25)

A Eq.(3.25) pode ser reescrita da seguinte forma

∥∇u∥p(x) ≥

 M(1)
(p+)s max

{
Cm−

m(x), C
m+
m(x)

}
 1

m−−p+(1+s)

.

Como ∥∇u∥p(x) > 0 e pela Eq.(1.2) sabemos que p+(1 + s) < m−, então para todo
u ∈ N , temos

∥∇u∥p(x) ≥ min

1,
 M(1)

(p+)s max
{
Cm−

m(x), C
m+
m(x)

}
 1

m−−p+(1+s)

 := ξ ∈ (0, 1]. (3.26)
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Usando o Lema 3.4 e a desigualdade (3.26), para todo u ∈ N obtemos

E(u) = E(u) − 1
m− I(u)

≥
(

1
p+(1 + s) − 1

m−

)
M

(∫
Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx

≥
(

1
p+(1 + s) − 1

m−

)
M(1)
(p+)s min

{
∥∇u∥p−

p(x) , ∥∇u∥p+

p(x) , ∥∇u∥p−(1+s)
p(x) , ∥∇u∥p+(1+s)

p(x)

}
≥
(

1
p+(1 + s) − 1

m−

)
M(1)
(p+)s ∥∇u∥p+(1+s)

p(x)

≥
(

1
p+(1 + s) − 1

m−

)
M(1)
(p+)s ξ

p+(1+s). (3.27)

Tomando o ínfimo em ambos os lados da desigualdade (3.27), para todo u ∈ N e
usando a definição de d (veja Eq.(3.18)), temos

d = inf
u∈N

E(u) ≥
(

1
p+(1 + s) − 1

m−

)
M(1)
(p+)s ξ

p+(1+s) > 0.

Portanto, concluímos a demonstração.



4 Existência de Soluções Fracas

Neste capítulo, estamos interessados em discutir a existência e unicidade de soluções
locais para equações parabólicas do tipo Kirchhoff com fontes de expoentes variáveis (veja
Eq.(1.1)) por do método de Galerkin e algumas desigualdades do tipo: Gagliardo-Nirenberg,
Sobolev, Young e Gronwall. Nesse sentido, concluímos o capítulo com a abordagem de
energia subcrítica inicial no casos de solução não global e solução global.

Primeiramente, apresentaremos o conceito de solução fraca para o problema (1.1).

Definição 4.1. Seja T > 0. Uma função u = u(x, t) ∈ L∞
(
0, T ;W 1,p(x)

0 (Ω)
)

com ut ∈
L2 (0, T ;L2(Ω)) é dita solução fraca para o problema (1.1) em Ω × [0, T ), se u(x, 0) = u0 ∈
W

1,p(x)
0 (Ω) e satisfaz

⟨ut, v⟩ + M
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)〈
|∇u|p(x)−2∇u,∇v

〉
=
〈
|u|m(x)−2u, v

〉
, (4.1)

para todo v ∈ W
1,p(x)
0 (Ω), e para todo t ∈ (0, T ). Além disso,∫ t

0
∥uτ (τ)∥2

2 dτ + E(u(t)) ≤ E(u0), t ∈ [0, T ]. (4.2)

Definição 4.2. Seja u(t) uma solução fraca para o problema (1.1). Definimos o tempo
máximo de existência Tmax de u(t) da seguinte forma:

(i) Se u(t) existe para 0 ≤ t < ∞, então Tmax = ∞.

(ii) Se existe t0 > 0 tal que u(t) existe para 0 ≤ t < t0, mas não existe em t0, então
Tmax = t0.

Antes de discutir o primeiro principal resultado deste presente trabalho, isto é, a
existência e unicidade de solução local, estabelecemos algumas condições sobre o método
da monotonia e definições importantes.

Considere o funcional

T : W 1,p(x)
0 (Ω) →

(
W

1,p(x)
0 (Ω)

)∗

u 7→ T (u) = M
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)
|∇u|p(x)−2∇u, (4.3)

onde
(
W

1,p(x)
0 (Ω)

)∗
é o espaço dual de W 1,p(x)

0 (Ω).

Seja T um funcional conforme a Eq.(4.3), então T transforma os limites deW 1,p(x)
0 (Ω)

em
(
W

1,p(x)
0 (Ω)

)∗
, e tem a seguinte propriedade (veja [40] p. 157)

λ 7→ (T (u+ λv), w),∀u, v, w ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) (4.4)
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isto é, T contínuo de R em R.

Nesse sentido, temos a seguinte definição.

Definição 4.3. [40] Todo funcional T que satisfaz a Eq.(4.4) é chamado de hemicontínuo.

Note que o funcional T verifica a seguinte desigualdade

(T (u) − T (v), u− v) ≥ 0,∀u, v ∈ W
1,p(x)
0 (Ω). (4.5)

Definição 4.4. [40] Todo funcional T que satisfaz a Eq.(4.5) é chamado de monótono.

Vejamos que podemos anexar as propriedades da Eq.(4.4) e Eq.(4.5) de T a um
operador mais geral. Para tanto, consideremos o funcional

J : W 1,p(x)
0 (Ω) → R

u 7→ J(u) = M̂
(∫

Ω

1
p(x) |∇u|p(x)dx

)
. (4.6)

Antes de discutir o primeiro principal resultado deste presente trabalho, isto é, a
existência e unicidade de solução local, precisamos da seguinte proposição, como segue.

Proposição 4.5. O funcional J(u) = M̂
(∫

Ω

1
p(x) |∇u|p(x)dx

)
é de classe C1 em W

1,p(x)
0 (Ω).

Demonstração. A prova deste resultado, será discutido em duas etapas.

Etapa 1: J é diferenciável.

Considere a função G : R → R dada por G(s) = |∇u + st∇v|p(x) , onde u, v ∈
W

1,p(x)
0 (Ω). Dado x ∈ Ω e 0 < |t| < 1, existe ξ(x, t) = ξ ∈ (0, 1) tal que

G(1) −G(0)
1 = G′(ξ).

Nesse sentido, temos que

|∇u + t ∇v|p(x) − |∇u|p(x)

t ∇v
= p(x) |∇u + ξt ∇v|p(x)−1 .

O que implica em

|∇u + t ∇v|p(x) − |∇u|p(x)

p(x)t = |∇u + ξt ∇v|p(x)−2 (∇u + ξt ∇v) ∇v.

Note que

ϕ = |∇u + ξt ∇v|p(x)−2 (∇u+ ξt ∇v) ∇v → |∇u|p(x)−2 ∇u ∇v q.s. em Ω (4.7)
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quando t → 0. Além do anterior, temos

ϕ ≤ |∇u + ξt ∇v|p(x)−1 |∇v| ≤ (|∇u| + |∇v|)p(x)−1 |∇v| . (4.8)

Usando o fato que

|∇u| , |∇v| ∈ Lp(x)(Ω).

segue que

(|∇u| + |∇v|)p(x)−1 ∈ L
p(x)

p(x)−1 (Ω).

Por fim, usando a desigualdade de Hölder, temos

(|∇u| + |∇v|)p(x)−1 |∇v| ∈ L1(Ω). (4.9)

Usando as Eq.(4.7)-Eq.(4.9) e aplicando o teorema da convergência dominada de
Lebesgue, obtemos

lim
t→0

∫
Ω

|∇(u+ tv)|p(x) − |∇u|p(x)

p(x)t dx =
∫

Ω
|∇u|p(x)−2 ∇u ∇v dx.

Agora, pela regra da cadeia, segue que

(J)′ (u)v =
[
M̂

(∫
Ω

1
p(x) |∇u|p(x) dx

)]′

lim
t→0

∫
Ω

|∇(u+ tv)|p(x) − |∇u|p(x)

p(x)t dx.

Portanto,

(J)′ (u)v = M
(∫

Ω

1
p(x) |∇u|p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)−2 ∇u ∇v dx, (4.10)

e daí J é Gâteaux-diferenciável.

Etapa 2: (J)′ (u) é contínuo em W
1,p(x)
0 (Ω).

Considere a sequência {uj}∞
j=1 ∈ W

1,p(x)
0 tal que uj → u em W

1,p(x)
0 e ν ∈ W

1,p(x)
0

com ∥ν∥ ≤ 1. Assim

∇uj → ∇u em
(
Lp(x)(Ω)

)N
.

Usando o Teorema de Vainberg (veja o Teorema 2.17), a menos de subsequência

∇uj(x) → ∇u(x) q.s. em Ω (4.11)

e

|∇uj(x)| ≤ g(x) q.s. em Ω, (4.12)
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onde g(x) ∈ Lp(x)(Ω). Usando a Eq.(4.11), segue que

|∇uj(x)| → |∇u(x)| q.s. em Ω. (4.13)

A fim de facilitar o desenvolvimento das contas, considere a seguinte notação
Θ(u) =

∫
Ω

1
p(x) |∇u|p(x) dx. Nesse sentido, temos

|⟨Θ′(uj) − Θ′(u), ν⟩| =
∣∣∣∣∫

Ω

(
|∇uj|p(x)−2 ∇uj − |∇u|p(x)−2 ∇u

)
∇ν dx

∣∣∣∣
≤

∫
Ω

∣∣∣|∇uj|p(x)−2 ∇uj − |∇u|p(x)−2 ∇u
∣∣∣ |∇ν| dx.

(4.14)

Por outro lado, escolhendo

fj =
∣∣∣|∇uj|p(x)−2 ∇uj − |∇u|p(x)−2 ∇u

∣∣∣ , j ∈ N,

obtemos

fj ≤ |∇uj|p(x)−1 + |∇u|p(x)−1 ∈ L
p(x)

p(x)−1 (Ω). (4.15)

Assim, temos que fj ∈ L
p(x)

p(x)−1 (Ω). Usando a desigualdade de Hölder na desigualdade
(4.14), obtemos

|⟨Θ′(uj) − Θ′(u), ν⟩| ≤ C|fj| p(x)
p(x)−1

|∇ν| ≤ C|fj| p(x)
p(x)−1

∥ν∥.

Portanto,

∥Θ′(uj) − Θ′(u)∥ ≤ C|fj| p(x)
p(x)−1

.

Por (4.11) e (4.13), segue que

fj → 0 q.s. em Ω. (4.16)

Usando as desigualdades (4.12) e (4.15), obtemos

fj ≤ g(x)p(x)−1 + |∇u(x)|p(x)−1 q.s. em Ω.

Assim, temos

fj(x)q(x) ≤ 2q+ (
g(x)p(x) + |∇u(x)|p(x)

)
q.s. em Ω, (4.17)

onde q(x) = p(x)
p(x) − 1 . Usando a Eq.(4.16), a desigualdade (4.17) e o teorema da convergência

dominada de Lebesgue, obtemos∫
Ω
f

q(x)
j (x) dx → 0 quando j → ∞.
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Logo, pelo Lema 2.2 temos que |fj|q(x) → 0 quando j → ∞. Portanto,

∥Θ′(uj) − Θ′(u)∥ → 0 quando j → ∞.

Sendo assim, concluímos que a derivada de Gâteaux Θ′ é contínua, o que implica
que J(·) é de classe C1

(
W

1,p(x)
0 ,R

)
.

Como o funcional J(u) é Gâteaux-diferenciável, então temos um funcional contínuo

J ′ : W 1,p(·)
0 (Ω) →

(
W

1,p(·)
0 (Ω)

)∗

u 7→ J ′(u) : W 1,p(·)
0 (Ω) → R

v 7→ J ′(u)v = M
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)
|∇u|p(x)−2∇uv

tal que

lim
λ→ 0

(J(u+ λv) − J(u)) = J ′(u)v.

Assim, concluímos que J ′(u) = T (u). Daí, temos a seguinte proposição.

Proposição 4.6. Se J é Gateaux-diferenciável em W
1,p(·)
0 (Ω) e convexo, então J ′ é

monótono e hemicontínuo.

Demonstração. Veja [40].

Uma observação importante é que a recíproca da Proposição 4.6 também é
verdadeira, isto é, se J é Gâteaux-diferenciável em W

1,p(·)
0 (Ω) e se J ′ é monótono e

hemicontínuo, então J é convexo [40].

4.1 Existência local e unicidade de solução

Teorema 4.7. Suponha que as Eq.(1.2) e Eq.(1.3) sejam satisfeitas. Então existe T > 0
tal que o problema (1.1) tem uma solução fraca. Além disso, a solução é única se for
limitada.

Demonstração. Para melhor entendimento a demonstração será dividida em cinco casos.

4.1.1 Caso 1: Aproximação de Galerkin

ComoW 1,p(·)
0 (Ω) é um espaço separável, o mesmo possui uma base de Galerkin, isto é,

existem subespaços vetoriaisXn ⊂ W
1,p(·)
0 (Ω), n ∈ N satisfazendo,Xn = span {w1, · · · , wn}

e dimXn = n, Xn ⊂ Xn+1, ∀n ∈ N e ⋃∞
n=1 Xn = W

1,p(·)
0 (Ω).
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Construímos a solução aproximada uk(x, t) do problema (1.1) da seguinte forma

uk(x, t) =
k∑

j=1
gk

j (t)wj(x), k = 1, 2, ...,

onde os coeficientes gk
j (t) satisfaz o sistema de equações diferenciais ordinárias

〈
uk

t , wj

〉
+ M

(∫
Ω

|∇uk|p(x)

p(x) dx

)〈
|∇uk|p(x)−2∇uk,∇wj

〉
=
〈
|uk|m(x)−2uk, wj

〉
, (4.18)

uk(0) =
k∑

j=1
gk

j (0)wj(x) → u0 em W
1,p(·)
0 (Ω) quando k → ∞ (4.19)

para j = 1, ..., k. A existência de uma solução local do sistema acima é garantido pelo
teorema de Peano (veja [28]).

4.1.2 Caso 2: A estimativa a Priori

Como consequência imediata da Proposição 2.3 podemos considerar∥u∥p−

p(x) − 1 = min
{
∥u∥p−

p(x) , ∥u∥p+

p(x)

}
∥u∥p+

p(x) + 1 = max
{
∥u∥p−

p(x) , ∥u∥p+

p(x)

} ,∀u ∈ Lp(·)(Ω),

assim obtemos

∥u∥p−

p(x) − 1 ≤
∫

Ω
|uk|p(x)dx ≤ ∥u∥p+

p(x) + 1,∀u ∈ Lp(·)(Ω). (4.20)

Considere os parâmetros j = 0, r = p−, n = N,m = 1, q = 2 e p = m+ na
desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (veja Proposição 2.15), temos

1
m+ = θ

(
1
p− − 1

N

)
+ 1 − θ

2 ⇒ 1
m+ = θ

(
1
p− − 1

N

)
+ 1

2 − θ

2;

isto é

1
2 − 1

m+ = θ

(
1
N

− 1
p− + 1

2

)
.

Logo

θ =
(1

2 − 1
m+

)( 1
N

− 1
p− + 1

2

)−1

∈ (0, 1)

e γ = p−m+(1 − θ)
2(p− − θm+) > 1 devido ao fato que m+ < p−

(
1 + 2

N

)
.
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Considerando o exposto acima e pela desigualdade de Young (veja Proposição 2.11),
podemos estimar

∫
Ω

|uk|m(x)dx da seguinte forma∫
Ω

|uk|m(x)dx ≤
∥∥∥uk

∥∥∥m+

m(x)
+ 1

≤ C1

∥∥∥uk
∥∥∥m+

m+
+ 1

≤ C2

∥∥∥∇uk
∥∥∥θm+

p−

∥∥∥uk
∥∥∥(1−θ)m+

2
+ 1

≤ C3

∥∥∥∇uk
∥∥∥θm+

p(x)

∥∥∥uk
∥∥∥(1−θ)m+

2
+ 1

≤ ϵ
∥∥∥∇uk

∥∥∥θm+

p(x)
+ C3C(ϵ)

∥∥∥uk
∥∥∥2(1−θ)m+

+ 1

≤ ϵ
∥∥∥∇uk

∥∥∥p−

p(x)
+ C4

∥∥∥uk
∥∥∥2(1−θ)m+

+ 1

≤ ϵ
∥∥∥∇uk

∥∥∥p−

p(x)
+ C4

∥∥∥uk
∥∥∥2(p−−θ)m+

+ 1

≤ ϵ
∥∥∥∇uk

∥∥∥p−

p(x)
+ C4

∥∥∥uk
∥∥∥ p−m+(1−θ)

2(p−−θm+) + 1

≤ ϵ
∫

Ω
|∇uk|p(x)dx+ C4

∥∥∥uk
∥∥∥γ

2
+ 1 + ϵ

≤ ϵ
(

1 +
∫

Ω
|∇uk|p(x)dx

)
+ C4

∥∥∥uk
∥∥∥γ

2
+ 1 + ϵ

≤ ϵ

(
1 + min

{∫
Ω

|∇uk|p(x)dx,
(∫

Ω
|∇uk|p(x)dx

)1+s
})

+ C4

∥∥∥uk
∥∥∥γ

2
+ 1 + ϵ

≤ ϵ(p+)s

M(1) M
(∫

Ω

|∇uk|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇uk|p(x)dx+ C4

∥∥∥uk
∥∥∥γ

2
+ 1 + 2ϵ, (4.21)

onde C4 > 0 é uma constante que depende de C1, C2, C3, C(ϵ), p,m, uk e Ω.

Por outro lado, multiplicando a Eq.(4.18) por gk
j (t) e somando sobre j de 1 a k,

obtemos 〈
uk

t ,
k∑

j=1
gk

jwj

〉
+ M

(∫
Ω

|∇uk|p(x)

p(x) dx

)〈
|∇uk|p(x)−2∇uk,∇

k∑
j=1

gk
jwj

〉

=
〈

|uk|m(x)−2uk,
k∑

j=1
gk

jwj

〉
,

o que nos fornece〈
uk

t , u
k
〉

+ M
(∫

Ω

|∇uk|p(x)

p(x) dx

)〈
|∇uk|p(x)−2∇uk,∇uk

〉
=
〈
|uk|m(x)−2uk, uk

〉
. (4.22)

Segue então da Eq.(4.22) que
1
2
d

dt

∥∥∥uk
∥∥∥

2
dx+ M

(∫
Ω

|∇uk|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇uk|p(x)−2(∇uk)2dx =
∫

Ω
|uk|m(x)−2(uk)2.

Nesse sentido, temos
1
2
d

dt

∥∥∥uk
∥∥∥2

2
+ M

(∫
Ω

|∇uk|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇uk|p(x)dx =
∫

Ω
|uk|m(x). (4.23)
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Combinando as Eq.(4.21) e Eq.(4.23), temos

1
2
d

dt

∥∥∥uk
∥∥∥2

2
= −M

(∫
Ω

|∇uk|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇uk|p(x)dx+
∫

Ω
|uk|m(x)

≤ −M
(∫

Ω

|∇uk|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇uk|p(x)dx

+ ϵ(p+)s

M(1) M
(∫

Ω

|∇uk|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇uk|p(x)dx

+ C4

∥∥∥uk
∥∥∥γ

2
+ 1 + 2ϵ

=
(
ϵ(p+)s

M(1) − 1
)

M
(∫

Ω

|∇uk|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇uk|p(x)dx

+ C4

∥∥∥uk
∥∥∥γ

2
+ 1 + 2ϵ. (4.24)

Tomando ϵ < M(1)
(p+)s

, segue da desigualdade (4.24) que

1
2
d

dt

∥∥∥uk
∥∥∥2

2
≤
(

M(1)(p+)s

M(1)(p+)s
− 1

)
M

(∫
Ω

|∇uk|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇uk|p(x)dx

+ C4

∥∥∥uk
∥∥∥γ

2
+ 1 + 2ϵ

= C4

∥∥∥uk
∥∥∥γ

2
+ 1 + 2ϵ. (4.25)

Integrando a desigualdade (4.25) sobre [0, t] e usando o teorema fundamental do
cálculo temos ∥∥∥uk

∥∥∥2

2
−
∥∥∥uk(0)

∥∥∥2

2
≤ 2

∫ t

0
C4

∥∥∥uk
∥∥∥γ

2
dτ + 2(1 + 2ϵ)t.

Logo, pela Eq.(4.19) existe uma constante C5 > 0 tal que
∥∥∥uk

∥∥∥2

2
≤
∥∥∥uk(0)

∥∥∥2

2
+ 2

∫ t

0
C4

∥∥∥uk
∥∥∥γ

2
dτ + 2(1 + 2ϵ)t

≤ C5 + 2
∫ t

0
C4

∥∥∥uk
∥∥∥γ

2
dτ + 2(1 + 2ϵ)t. (4.26)

Usando a desigualdade de Gronwall-Bellman-Bihari, segue da desigualdade (4.26)
que existe uma constante T0 > 0, com t ∈ [0, T0], tal que∥∥∥uk

∥∥∥2

2
≤ (C5 + 2(1 + 2ϵ)t)e2

∫ t

0 C4dτ

= (C5 + 2(1 + 2ϵ)t)e2C4t

≤ (C5 + 2(1 + 2ϵ)T0)e2C4T0 .

Tomando C6(T0) = (C5 + 2(1 + 2ϵ)T0)e2C4T0 , temos∥∥∥uk
∥∥∥2

2
≤ C6(T0),∀t ∈ [0, T0].
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Multiplicando por d

dt
gk

j (t) em ambos os lados da Eq.(4.18) temos

〈
uk

t ,
d

dt
gk

j (t)wj

〉
+ M

(∫
Ω

|∇uk|p(x)

p(x) dx

)〈
|∇uk|p(x)−2∇uk,∇ d

dt
gk

j (t)wj

〉

=
〈

|uk|m(x)−2uk,
d

dt
gk

j (t)wj

〉
. (4.27)

Agora, somando a Eq.(4.27) sobre j de 1 a k, obtemos〈
uk

t ,
k∑

j=1

d

dt
gk

j (t)wj

〉
+ M

(∫
Ω

|∇uk|p(x)

p(x) dx

)〈
|∇uk|p(x)−2∇uk,∇

k∑
j=1

d

dt
gk

j (t)wj

〉

=
〈

|uk|m(x)−2uk,
k∑

j=1

d

dt
gk

j (t)wj

〉
.

Nesse sentido, segue que

〈
uk

t , u
k
t

〉
+ M

(∫
Ω

|∇uk|p(x)

p(x) dx

)〈
|∇uk|p(x)−2∇uk,∇uk

t

〉
=
〈
|uk|m(x)−2uk, uk

t

〉
. (4.28)

Note que
〈
uk

t , u
k
t

〉
=
∥∥∥uk

τ (τ)
∥∥∥2

2
e

d

dt
E(uk) = M

(∫
Ω

|∇uk|p(x)

p(x) dx

)〈
|∇uk|p(x)−2∇uk,∇uk

t

〉
−
〈
|uk|m(x)−2uk, uk

t

〉
. (4.29)

isto é,

∥∥∥uk
t

∥∥∥2

2
+ M

(∫
Ω

|∇uk|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇uk|p(x)−2∇uk∇uk
t −

∫
Ω

|uk|m(x)−2ukuk
t = 0.

Assim, das Eq.(4.28) e Eq.(4.29) podemos escrever
∥∥∥uk

t

∥∥∥2

2
+ d

dt
E(uk) = 0. (4.30)

Integrando a Eq.(4.30) sobre [0, t], obtemos∫ t

0

∥∥∥uk
τ (τ)

∥∥∥2

2
dτ +

∫ t

0

d

dt
E(uk)dτ = 0.

Usando o teorema fundamental do cálculo, temos∫ t

0

∥∥∥uk
τ (τ)

∥∥∥2

2
dτ + E(uk) = E(uk(0)). (4.31)

Note que a partir da Eq.(4.31), concluímos que∫ t

0

∥∥∥uk
τ (τ)

∥∥∥2

2
dτ + E(uk) = E(uk(0)) ⇒ E(uk) ≤ E(uk(0)).
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Nesse caso, usando os Lema 3.4, Lema 3.6 e, as Eq.(4.21) e Eq.(4.23), obtemos

E(uk(0)) ≥ E(uk)

= M̂
(∫

Ω

|∇uk|p(x)

p(x) dx

)
−
∫

Ω

1
m(x) |uk|m(x)dx

≥ 1
p+(1 + s)M

(∫
Ω

|∇uk|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇uk|p(x)dx− 1
m−

∫
Ω

|uk|m(x)dx

≥ 1
p+(1 + s)M

(∫
Ω

|∇uk|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇uk|p(x)dx− 1
m−

∫
Ω

|uk|m(x)dx

+ 1
m−

∫
Ω

|uk|m(x)dx− ϵ(p+)s

M(1)m− M
(∫

Ω

|∇uk|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇uk|p(x)dx

−
C4

∥∥∥uk
∥∥∥γ

2
m− − 1 + 2ϵ

m−

= 1
p+(1 + s)M

(∫
Ω

|∇uk|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇uk|p(x)dx

− ϵ(p+)s

M(1)m− M
(∫

Ω

|∇uk|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇uk|p(x)dx−
C4

∥∥∥uk
∥∥∥γ

2
m− − 1 + 2ϵ

m−

=
(

1
p+(1 + s) − ϵ(p+)s

M(1)m−

)
M

(∫
Ω

|∇uk|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇uk|p(x)dx

−
C4

∥∥∥uk
∥∥∥γ

2
m− − 1 + 2ϵ

m−

≥
(

1
p+(1 + s) − ϵ(p+)s

M(1)m−

)
M(1)
(p+)s min

{∫
Ω

|∇uk|p(x)dx,
(∫

Ω
|∇uk|p(x)dx

)(1+s)
}

−
C4

∥∥∥uk
∥∥∥γ

2
m− − 1 + 2ϵ

m−

≥
(

1
p+(1 + s) − ϵ(p+)s

M(1)m−

)
M(1)
(p+)s min

{∫
Ω

|∇uk|p(x)dx,
(∫

Ω
|∇uk|p(x)dx

)(1+s)
}

− C4C
γ
2

6
m− − 1 + 2ϵ

m−

≥
(

1
p+(1 + s) − ϵ(p+)s

M(1)m−

)
M(1)
(p+)s

(∫
Ω

|∇uk|p(x)dx− 1
)

− C4C
γ
2

6
m− − 1 + 2ϵ

m− (4.32)

=
(

1
p+(1 + s) − ϵ(p+)s

M(1)m−

)
M(1)
(p+)s

∫
Ω

|∇uk|p(x)dx

−
(

1
p+(1 + s) − ϵ(p+)s

M(1)m−

)
M(1)
(p+)s − C4C

γ
2

6
m− − 1 + 2ϵ

m−

≥ −
(

1
p+(1 + s) − ϵ(p+)s

M(1)m−

)
M(1)
(p+)s − C4C

γ
2

6
m− − 1 + 2ϵ

m− , (4.33)

para ϵ > 0 suficientemente pequeno.



4.1. EXISTÊNCIA LOCAL E UNICIDADE DE SOLUÇÃO 63

Por outro lado, da Eq.(4.19), se

uk(0) → u0, quando k → ∞,

então, da continuidade de E segue que

E(uk(0)) → E(u0), quando k → ∞. (4.34)

Como toda sequência convergente é limitada, temos que existe uma constante
C7 > 0 tal que

E(uk(0)) ≤ C7. (4.35)

Segue das Eq.(4.32) e Eq.(4.35) que existe uma constante C8 tal que∫
Ω

|∇uk|p(x)dx ≤ C8. (4.36)

Agora, usando as Eq.(4.31), Eq.(4.33) e Eq.(4.35), existe uma constante C9 > 0 de
modo que ∫ t

0

∥∥∥uk
τ (τ)

∥∥∥2

2
dτ ≤ C9. (4.37)

Como a função M é não-decrescente (veja (H1)) e usando a Eq.(4.36) segue que

∫
Ω

∣∣∣∣∣M
(∫

Ω

|∇uk|p(x)

p(x) dx

)
|∇uk|p(x)−2∇uk

∣∣∣∣∣
p(x)

p(x)−1

dx

=
∫

Ω


[
M

(∫
Ω

|∇uk|p(x)

p(x) dx

)] p(x)
p(x)−1 [

|∇uk|p(x)−2|∇uk|
] p(x)

p(x)−1

 dx
=
∫

Ω

{
M

p(x)
p(x)−1

(∫
Ω

|∇uk|p(x)

p(x) dx

)
|∇uk|p(x)

}
dx

≤
∫

Ω

{
M

p−

p−−1

(∫
Ω

|∇uk|p(x)

p− dx

)
|∇uk|p(x)

}
dx

=
∫

Ω

{
M

p−

p−−1

(
1
p−

∫
Ω

|∇uk|p(x)dx

)
|∇uk|p(x)

}
dx

≤
∫

Ω

{
M

p−

p−−1

(
C8

p−

)
|∇uk|p(x)

}
dx

≤
∫

Ω

{
M

p−

p−−1

(
C8

p−

)
|∇uk|p(x) + |∇uk|p(x)

}
dx

= M
p−

p−−1

(
C8

p−

)∫
Ω

|∇uk|p(x)dx+
∫

Ω
|∇uk|p(x) dx

=
(

M
p−

p−−1

(
C8

p−

)
+ 1

)∫
Ω

|∇uk|p(x) dx

≤
(

M
p−

p−−1

(
C8

p−

)
+ 1

)
C8. (4.38)
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Usando as Eq.(4.20) e Eq.(4.30) e a desigualdade de imersão de Sobolev, temos

∫
Ω

∣∣∣|uk|m(x)−2uk
∣∣∣ m+

m+−1 ≤
∫

Ω

[∣∣∣|uk|m(x)−2uk
∣∣∣ m(x)

m(x)−1 + 1
]
dx

=
∫

Ω

[(
|uk|m(x)−2|uk|

) m(x)
m(x)−1 + 1

]
dx

=
∫

Ω

[(
|uk|m(x)−1

) m(x)
m(x)−1 + 1

]
dx

=
∫

Ω

[
|uk|m(x) + 1

]
dx

=
∫

Ω
|uk|m(x)dx+

∫
Ω

1dx

=
∫

Ω
|uk|m(x)dx+ |Ω|

≤
∥∥∥uk

∥∥∥m+

m(x)
+ 1 + |Ω|

≤ C10

∥∥∥∇uk
∥∥∥m+

p(x)
+ 1 + |Ω|

≤ C10

(∫
Ω

|∇uk|p(x)
dx+ 1

)m+
p−

+ 1 + |Ω|

≤ C10 (C8 + 1)
m+
p− + 1 + |Ω|, (4.39)

onde |Ω| denota a medida de Lebesgue de Ω.

4.1.3 Caso 3: Passando para o Limite

Segue das desigualdades (4.36)-(4.38) que existe uma função
u ∈ L∞

(
0, T0;W 1,p(x)

0 (Ω)
)

e uma subsequência de
{
uk
}∞

k=1
, que por um abuso de notação

denotamos por
{
uk
}∞

k=1
, tal que

uk ω∗
−→ u em L∞

(
0, T0;W 1,p(x)

0 (Ω)
)
, (4.40)

uk
t

ω−→ ut em L2
(
0, T0;L2(Ω)

)
, (4.41)

e
M

(∫
Ω

|∇uk|p(x)

p(x) dx

)
|∇uk|p(x)−2∇uk ω∗

−→ χ em L∞
(

0, T0;L
p(x)

p(x)−1

)
. (4.42)

Então, usando o Lema 2.19 (Lema de Aubin-Lions-Simon) e, as Eq.(4.40) e
Eq.(4.41), temos

uk → u em C
(
[0, T0];Lr(x)(Ω)

)
, 2 ≤ r(x) ≤ m+,∀x ∈ Ω.

Nesse caso
uk → u q.t.p. em Ω × (0, T0),
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e, como |uk|m(x)−2 ≥ 0, segue que

|uk|m(x)−2uk → |u|m(x)−2u q.t.p. em Ω × (0, T0).

Então, usando o Lema de Lion 2.18 e a Eq.(4.39) obtemos

|uk|m(x)−2uk ω−→ |u|m(x)−2u em L
m+

m+−1 (Ω × (0, T0)) . (4.43)

Combinando as Eq.(4.40)-Eq.(4.43), e fazendo k → ∞ em Eq.(4.18), obtemos a
condição inicial

u(0) = u0.

Além disso, note que

〈
uk

t , w
〉

+
〈

M
(∫

Ω

|∇uk|p(x)

p(x) dx

)
|∇uk|p(x)−2∇uk,∇w

〉
=
〈
|uk|m(x)−2uk, w

〉
,

e, fazendo k → ∞ obtemos

⟨ut, w⟩ + ⟨χ,∇w⟩ =
〈
|u|m(x)−2u,w

〉
, (4.44)

para todo w ∈ W
1,p(x)
0 (Ω), e para t ∈ (0, T0) q.t.p..

Para provar que u é uma solução do problema (1.1), resta-nos mostrar que

χ = M
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)
|∇u|p(x)−2∇u.

Para isso, considere o funcional convexo defindo em Eq.(4.6) dado por

J : W 1,p(·)
0 (Ω) → R

u 7→ J(u) = M̂
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)
.

Note que J(u) é de Gateaux-diferenciável pela Proposição 4.5.

Sendo M não-decrescente e positivo, então pela Proporição 4.6 temos que

u 7→ J ′(u) = M
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)
|∇u|p(x)−2∇u,

é monótona e hemicontínua.

Pela monotocidade de J ′, temos para todo v ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) que∫ T0

0

〈
J ′(uk) − J ′(v),∇uk − ∇v

〉
dt ≥ 0.
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Usando as propriedades de integral e do produto interno, temos∫ T0

0

〈
J ′(uk),∇uk

〉
dt ≥

∫ T0

0

〈
J ′(uk),∇v

〉
dt−

∫ T0

0

〈
J ′(v),∇uk − ∇v

〉
dt. (4.45)

Agora integrando a Eq.(4.23) sobre (0, T0) e usando o teorema fundamental do
cálculo, obtemos∫ T0

0

〈
J ′(uk),∇uk

〉
dt = 1

2
∥∥∥uk(0)

∥∥∥2

2
− 1

2
∥∥∥uk(T0)

∥∥∥2

2
+
∫ T0

0

∫
Ω

|uk|m(x)dx dt. (4.46)

Por outro lado, integrando sobre (0, T0) em ambos os lados da Eq.(4.44) e tomando
w = u, obtemos ∫ T0

0
⟨ut, u⟩ dt+

∫ T0

0
⟨χ,∇u⟩ dt =

∫ T0

0

[〈
|u|m(x)−2u, u

〉]
dt.

Nesse caso, temos∫ T0

0

1
2
d

dt
∥u∥2

2 dt+
∫ T0

0
⟨χ,∇u⟩ dt =

∫ T0

0

∫
Ω

|u|m(x)dx dt.

Usando o teorema fundamental do cálculo obtemos∫ T0

0
⟨χ,∇u⟩ dt = 1

2 ∥u(0)∥2
2 − 1

2 ∥u(T0)∥2
2 +

∫ T0

0

∫
Ω

|u|m(x)dx dt. (4.47)

Combinando as Eq.(4.45)-Eq.(4.47), fazendo k → ∞ segue que

lim
k→∞

∫ T0

0

〈
J ′(uk),∇uk

〉
dt

= lim
k→∞

1
2
∥∥∥uk(0)

∥∥∥2

2
− 1

2
∥∥∥uk(T0)

∥∥∥2

2
+
∫ T0

0

∫
Ω

|uk|m(x)dx dt

= 1
2 ∥u(0)∥2

2 − 1
2 ∥u(T0)∥2

2 +
∫ T0

0

∫
Ω

|u|m(x)dx dt

=
∫ T0

0
⟨χ,∇u⟩ dt

≥
∫ T0

0
⟨χ,∇v⟩ dt−

∫ T0

0
⟨J ′(v),∇u− ∇v⟩ dt.

Então ∫ T0

0
⟨χ,∇u− ∇v⟩ dt+

∫ T0

0
⟨J ′(v),∇u− ∇v⟩ dt ≥ 0.

Nesse sentido, temos∫ T0

0
⟨χ− J ′(v),∇u− ∇v⟩ dt ≥ 0. (4.48)

Para qualquer w ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) e, qualquer número real λ, seja v = u− λw, segue

então da Eq.(4.48) que

λ
∫ T0

0
⟨χ− J ′(u− λw),∇w⟩ dt ≥ 0. (4.49)
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Nesse caso, segue pelo fato de J ′ ser um operador hemicontínuo que, fazendo
λ → 0+ na Eq.(4.49), temos ∫ T0

0
⟨χ− J ′(u),∇w⟩ dt ≥ 0. (4.50)

Agora, aplicando λ → 0−, obtemos∫ T0

0
⟨χ− J ′(u),∇w⟩ dt ≤ 0. (4.51)

Portanto, concluímos das Eq.(4.50) e Eq.(4.51) que∫ T0

0
⟨χ− J ′(u),∇w⟩ dt = 0,

desde que χ = J ′(u).

Assim u é solução para o problema (1.1).

4.1.3.1 Caso 4 : Desigualdade de Energia

Primeiramente, fixemos t ∈ [0, T0]. Pela Eq.(4.41) temos∫
Ω

∥uτ (τ)∥2
2 dτ ≤ lim

k→∞
inf

∫
Ω

∥∥∥uk
τ (τ)

∥∥∥2

2
dτ. (4.52)

Usando a Eq.(4.40) e a imersão compacta W 1,p(x)
0 (Ω) ↪→ Lm(x)(Ω) obtemos

uk(t) ω−→ u(t) em W
1,p(x)
0 (Ω) (4.53)

e
uk(t) → u(t) em Lm(x)(Ω). (4.54)

Então, como J é conexo e fortemente contínuo, do Lema 2.20 temos que o funcional
é semicontínuo inferior com relação a topologia fraca de W 1,p(x)

0 (Ω) e, portanto da Eq.(4.53)
segue que

M̂
(∫

Ω

|∇u(t)|p(x)

p(x) dx

)
≤ lim

k→∞
inf M̂

(∫
Ω

|∇uk(t)|p(x)

p(x) dx

)
. (4.55)

Por outro outro lado, segue da Eq.(4.54) que∫
Ω

|u(t)|m(x)

m(x) dx = lim
k→∞

∫
Ω

|uk(t)|m(x)

m(x) dx. (4.56)

Subtraindo de ambos os lados da desigualdade (4.55) a Eq.(4.56), obtemos

M̂
(∫

Ω

|∇u(t)|p(x)

p(x) dx

)
−
∫

Ω

1
m(x) |u(t)|m(x)dx

≤ lim
k→∞

inf M̂
(∫

Ω

|∇uk(t)|p(x)

p(x) dx

)
− lim

k→∞
inf

∫
Ω

|uk(t)|m(x)

m(x) dx

= lim
k→∞

inf
[
M̂

(∫
Ω

|∇uk(t)|p(x)

p(x) dx

)
−
∫

Ω

1
m(x) |uk(t)|m(x)dx

]
.
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Isso nos permite concluir que

E(u(t)) ≤ lim
k→∞

inf E(uk(t)) (4.57)

Portanto, usando as Eq.(4.31), Eq.(4.34), Eq.(4.52) e Eq.(4.57), temos∫
Ω

∥uτ ∥2
2 dτ + E(u(t)) ≤ E(u0),∀t ∈ [0, T0].

4.1.4 Caso 5 : Unicidade de Solução Limitada

Assumimos que o problema (1.1) admite duas soluções fracas limitadas u1, u2,

então
⟨u1t, v⟩ + ⟨J ′(u1),∇v⟩ =

〈
|u1|m(x)−2u1, v

〉
, (4.58)

e
⟨u2t, v⟩ + ⟨J ′(u2),∇v⟩ =

〈
|u2|m(x)−2u2, v

〉
, (4.59)

para qualquer v ∈ W
1,p(x)
0 (Ω).

Seja w = u1 −u2 e tomando v = w, então subtraindo de ambos os lados da Eq.(4.58)
a Eq.(4.59), obtemos

⟨u1t − u2t, v⟩ + ⟨J ′(u1) − J ′(u2),∇v⟩ =
〈
|u1|m(x)−2u1 − |u2|m(x)−2u2, v

〉
.

Então,

⟨wt, w⟩ + ⟨J ′(u1) − J ′(u2),∇u1 − ∇u2⟩ =
〈
|u1|m(x)−2u1 − |u2|m(x)−2u2, w

〉
.

Pela monotocidade de J ′, temos

⟨J ′(u1) − J ′(u2),∇u1 − ∇u2⟩ ≥ 0.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

1
2
d

dt
∥w∥2

2 = ⟨wt, w⟩

≤
〈
|u1|m(x)−2u1 − |u2|m(x)−2u2, w

〉
≤
∣∣∣〈|u1|m(x)−2u1 − |u2|m(x)−2u2, w

〉∣∣∣
≤
∥∥∥|u1|m(x)−2u1 − |u2|m(x)−2u2

∥∥∥
2

∥w∥2

≤
∥∥∥|u1|m(x)−2u1 − |u2|m(x)−2u2

∥∥∥2

2
∥w∥2

2 .

Escolhendo C11 =
∥∥∥|u1|m(x)−2u1 − |u2|m(x)−2u2

∥∥∥2

2
> 0 uma constante que depende

apenas de m(x) e do limite de u1 e u2, obtemos

1
2
d

dt
∥w∥2

2 ≤ C11 ∥w∥2
2 . (4.60)
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Aplicando a integral 0 a t em ambos os lados da desigualdade (4.60) e usando o
teorema fundamental do cálculo, segue que

∥w(t)∥2
2 − ∥w(0)∥2

2 ≤ 2C11

∫ t

0
∥w(τ)∥2

2 dτ.

Como w(0) = 0, concluímos que

∥w(t)∥2
2 ≤ 2C11

∫ t

0
∥w(τ)∥2

2 dτ. (4.61)

Aplicando a desigualdade de Gronwall na desigualdade (4.61) obtemos

∥w(t)∥2
2 ≤ 0.

Como ∥w(t)∥2
2 ≥ 0, concluímos que w = 0. Portanto, temos o resultado de unicidade

e, assim finalizamos a prova.

4.2 Energia Inicial Subcrítica

4.2.1 Solução não Global

Teorema 4.8. Suponha que as Eq.(1.2) e Eq.(1.3) sejam satisfeitas. Se E(u0) < d∗ e
I(u0) < 0, então Tmax < ∞. Além disso, encontramos um limite superior para o tempo
máximo de existência, dado por

Tmax ≤ 4(m− − 1) ∥u0∥2
2

m−(m− − 2)2(d∗ − E(u0))
.

Demonstração. A demonstração desse resultado, será dividida em dois casos.

Caso 1: Vamos provar que I(u(t)) < 0, para todo t ∈ [0, Tmax).

Para fins de contradição, suponhamos que exista t0 ∈ (0, Tmax) tal que I(u(t)) < 0,
para todo t ∈ [0, t0) e I(u(t0)) = 0.

Tomando v = u na Eq.(4.1), temos

⟨ut, v⟩ + M
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)〈
|∇u|p(x)−2∇u,∇u

〉
=
〈
|u|m(x)−2u, u

〉
.

Assim
1
2
d

dt
∥u(t)∥2

2 = −M
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)−2(∇u)2dx+
∫

Ω
|u|m(x)−2u2dx

= −M
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)−2

|∇u|2
(∇u)2dx+

∫
Ω

|u|m(x)−2

|u|2
u2dx

= −M
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)dx+
∫

Ω
|u|m(x)dx

= −I(u(t)).
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Nesse caso, temos

d

dt
∥u(t)∥2

2 = 2 ⟨ut, u⟩ = −2I(u(t)) > 0,∀t ∈ [0, t0), (4.62)

o que mostra que a funcão u é estritamente crescente em [0, t0].

Portanto, ∥u(t)∥2
2 > 0, então ∥u(t)∥2 > 0. Nesse caso, u(t0) ∈ N . Segue da definição

de d que
d = inf

u(t0)∈N
E(u(t0)) ≤ E(u(t0)),

por conseguinte
d ≤ E(u(t0)).

Por outro lado, segue da Eq.(4.2) que

E(u(t0)) ≤ E(u0) < d∗ ≤ d,

o que é claramente uma contradição. Concluímos então temos que I(u(t)) < 0 para todo
t ∈ [0, Tmax).

Caso 2 : Encontrando uma limitação superior para Tmax.

Primeiramente, vamos fixar um T ∈ (0, Tmax) e considerar a função K dada por

K(t) :=
∫ t

0
∥u(τ)∥2

2 dτ + (T − t) ∥u0∥2
2 + (at+ b)2, (4.63)

para t ∈ [0, T ], onde a, b são constantes dadas mais adiante.

Derivando Eq.(4.63) em relação t, obtemos

K ′(t) = ∥u(t)∥2
2 − ∥u0∥2

2 + 2(at+ b)a

= 2
(∫ t

0
⟨ut(τ), u(τ)⟩ dτ + a(at+ b)

)
> 0.

Agora, derivando K ′ em relação a t, temos

K ′′(t) = 2
(
⟨ut(t), u(t)⟩ + a2

)
.

Usando Eq.(4.62), concluímos que

K ′′(t) = 2
(
⟨ut(t), u(t)⟩ + a2

)
= 2

(
−I(u(t)) + a2

)
> 0.
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Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz encontramos uma estimativa para K ′

da seguinte forma

(K ′)2 =
[(

2
∫ t

0
⟨ut, u⟩ dτ + a(at+ b)

)]2

= 4
[∫ t

0
⟨ut, u⟩ dτ + a(at+ b)

]2

≤ 4
[∫ t

0
| ⟨ut, u⟩ |dτ + a(at+ b)

]2

≤ 4
[∫ t

0

√
∥ut(τ)∥2

2 ∥u(τ)∥2
2dτ + a(at+ b)

]2

≤ 4
√∫ t

0
∥ut(τ)∥2

2 dτ

√∫ t

0
∥u(τ)∥2

2 dτ + a(at+ b)
2

= 4
[∫ t

0
∥ut(τ)∥2

2 dτ
∫ t

0
∥u(τ)∥2

2 dτ + 2a(at+ b)×

×
∫ t

0
∥ut(τ)∥2

2 dτ
∫ t

0
∥u(τ)∥2

2 dτ + a2(at+ b)2
]

≤ 4
[∫ t

0
∥ut(τ)∥2

2 dτ
∫ t

0
∥u(τ)∥2

2 dτ + (at+ b)2
∫ t

0
∥ut(τ)∥2

2 dτ

+ a2
∫ t

0
∥u(τ)∥2

2 dτ + a2(at+ b)2
]

= 4
(∫ t

0
∥u(τ)∥2

2 dτ + (at+ b)2
)(∫ t

0
∥ut(τ)∥2

2 dτ + a2
)

≤ 4K(t)
(∫ t

0
∥ut(τ)∥2

2 dτ + a2
)
. (4.64)

Por outro lado, usando o Lema 3.5 item (i), temos

−I(u(t)) > m−(d∗ − E(u(t)). (4.65)

Assim, por meio das Eq.(4.2), Eq.(4.64) e Eq.(4.65) segue que

K ′′(t) = 2
(
−I(u(t)) + a2

)
> 2

(
m−(d∗ − E(u(t))) + a2

)
≥ 2

(
m−(d∗ +

∫ t

0
∥ut(τ)∥2

2 dτ − E(u0)) + a2
)

= 2
(
m−

∫ t

0
∥ut(τ)∥2

2 dτ +m−(d∗ − E(u0)) + a2
)

≥ 2
((

m− (K ′(t))2

4K(t) − a2
)

+m−(d∗ − E(u0)) + a2
)
. (4.66)
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Multiplicando a Eq.(4.66) por K(t) temos que

K ′′(t)K(t) ≥ 2K(t)
((

m− (K ′(t))2

4K(t) − a2
)

+m−(d∗ − E(u0)) + a2
)

= 2K(t)
(
m− (K ′(t))2

4K(t) −m−a2 +m−(d∗ − E(u0)) + a2
)

= m− (K ′(t))2

2K(t) + 2K(t)
(
m−(d∗ − E(u0)) − (m− − 1)a2

)
.

O que permite escrever

K ′′(t)K(t) −m− (K ′(t))2

2K(t) ≥ 2K(t) (m−(d∗ − E(u0)) − (m− − 1)a2) . (4.67)

Nesse caso, segue da desigualdade (4.67) e tomando a ≤
√
m−(d∗ − E(u0))

m− − 1 ,
podemos concluir que

K ′′(t)K(t) −m− (K ′(t))2

2K(t) ≥ 0.

Notemos que K(0) > 0, K ′(0) > 0 e m− > 2, então pelo Lema 2.21 inferimos que

T ≤ K(0)(
m−

2 − 1
)
K ′(0)

= T ∥u0∥2
2 + b2(

m−−2
2

)
2ab

= T ∥u0∥2
2 + b2

(m− − 2)ab .

Nesse sentido, segue que

T − T ∥u0∥2
2

(m− − 2)ab ≤ b2

(m− − 2)ab. (4.68)

Da desigualdade (4.68), temos

T ≤ b2

(m− − 2)ab− ∥u0∥2
2
. (4.69)

Consideremos agora uma função ζ definida por

ζ(b) := b2

(m− − 2)ab− ∥u0∥2
2
,∀b ∈

(
∥u0∥2

2
(m− − 2)a,∞

)
. (4.70)

Minimizando ζ(b) para b ∈
(

∥u0∥2
2

(m− − 2)a,∞
)

, segue da Eq.(4.70) que

T ≤ b2

(m− − 2)ab− ∥u0∥2
2

=

22 ∥u0∥4
2

(m− − 2)2a2

(m− − 2)a 2 ∥u0∥2
2

(m− − 2)a − ∥u0∥2
2

= 4 ∥u0∥2
2

(m− − 2)2a2 . (4.71)



4.2. ENERGIA INICIAL SUBCRÍTICA 73

Consideremos agora outra função η dada por

η(a) := 4 ∥u0∥2
2

(m− − 2)2a2 ,∀a ∈

0,
√
m−(d∗ − E(u0))

m− − 1

 .

Minimizando η(a) para a ∈

0,
√
m−(d∗ − E(u0))

m− − 1

, obtemos da Eq.(4.71) que

T ≤ 4 ∥u0∥2
2

(m− − 2)2m
−(d∗ − E(u0))
m− − 1

= 4(m− − 1) ∥u0∥2
2

m−(m− − 2)2(d∗ − E(u0))
. (4.72)

Fazendo T → T−
max na Eq.(4.72), concluímos que

Tmax ≤ 4(m− − 1) ∥u0∥2
2

m−(m− − 2)2(d∗ − E(u0))
.

Isso completa a demonstração.

4.2.2 Solução Global

Teorema 4.9. Suponha que as Eq.(1.2) e Eq.(1.3) sejam satisfeitas. Se E(u0) < d∗ e
I(u0) ≥ 0, então Tmax = ∞. Além disso, o funcional energia da solução fraca do problema
(1.1) contém as seguintes estimativas de decaimento:

E(u(t)) ≤


E(u0)

(
p+(1+s)

2+(p+(1+s)−2)αt

) p+(1+s)
p+(1+s)−2 , se p+ >

2
1 + s

E(u0)e1−βt , se p+ ≤ 2
1 + s

,

onde α e β são constantes positivas dadas posteriormente, dependendo apenas de p, m, s,
M e u0.

Demonstração. A demonstração será dividida em quatro casos.

Caso 1 : Vejamos que I(u(t)) ≥ 0, para todo t ∈ [0, Tmax). Como E(u0) < d∗ ≤ d

e I(u0) > 0, temos que u0 ∈ W . Então u(t) ∈ W , para todo t ∈ [0, Tmax).

Para fins de contradição, suponhamos que exista t0 ∈ [0, Tmax) tal que u(t0) ∈ ∂W ,
onde ∂W é a fronteira do conjunto W. Notemos que 0 é ponto interior de W , então
E(u(t0)) = d ou I(u(t0)) = 0, para (u(t0)) ̸= 0. Segue da Eq.(4.2) que E(u(t)) ≤ E(u0) < d
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e, assim I(u(t0)) = 0, para u(t0) ̸= 0, isto é, u(t0) ∈ N . Então pela definição de d (veja
Eq.(3.18)) temos

d = inf
u∈N

E(u(t0)) ≤ E(u(t0)),

o que é uma contradição, devido ao fato de E(u(t0)) < d. Então, temos que u(t) ∈ W , isso
implica que I(u(t)) ≥ 0, para todo t ∈ [0, Tmax).

Caso 2 : Vejamos agora que Tmax = ∞.

Usando os Lema 3.4, Lema 3.6 e pelo Caso 1, onde I(u(t)) ≥ 0, obtemos

d∗ > E(u0) ≥ E(u(t))

≥ E(u(t)) − 1
m− I(u(t))

≥
(

1
p+(1 + s) − 1

m−

)
M

(∫
Ω

|∇u(t)|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u(t)|p(x)dx

≥
(

1
p+(1 + s) − 1

m−

)
M(1)
(p+)s ×

× min
{
∥∇u(t)∥p−

p(x) , ∥∇u(t)∥p+

p(x) , ∥∇u(t)∥p−(1+s)
p(x) , ∥∇u(t)∥p+(1+s)

p(x)

}
(4.73)

≥
(

1
p+(1 + s) − 1

m−

)
M(1)
(p+)s ∥∇u(t)∥p−

p(x) .

Notemos que, se ∥∇u(t)∥p(x) < 1 então

∥∇u(t)∥p(x) ≤ max


(

d∗(p+)1+s(1 + s)m−

(m− − p+(1 + s)) M(1)

) 1
p−

, 1

 .
Escolhendo

C1 := max


(

d∗(p+)1+s(1 + s)m−

(m− − p+(1 + s)) M(1)

) 1
p−

, 1

 , (4.74)

temos que 1 ≤ C1.

Em outras palavras, u(t) é uniformemente limitado em W
1,p(·)
0 (Ω). Então segue da

Definição 4.2 item (i) que Tmax = ∞.

Caso 3 : Vamos mostrar que E(u(t)) ≲ I(u(t)).

Note que, por meio do Lema 3.5 item (ii) segue que

E(u(t)) − 1
m− I(u(t)) ≥ d∗λ

−p+(1+s)
∗ . (4.75)

Por outro lado, temos pela Eq.(4.2) que

E(u(t)) − 1
m− I(u(t)) ≤ E(u(t)) ≤ E(u0). (4.76)
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Usando as Eq.(4.75) e (4.76), obtemos

λ∗ ≥
(

d∗

E(u0)

) 1
p+(1+s)

> 1.

Novamente usando o Lema 3.5 item (ii), temos

I(u(t)) ≥
(
1 − λp+(1+s)−m−

∗

)
M

(∫
Ω

|∇u(t)|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u(t)|p(x)dx

≥

1 −
(

d∗

E(u0)

) p+(1+s)−m−

p+(1+s)

M (∫
Ω

|∇u(t)|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u(t)|p(x)dx.

Assim, obtemos1 −
(

d∗

E(u0)

) p+(1+s)−m−

p+(1+s)


−1

I(u(t)) ≤ M

(∫
Ω

|∇u(t)|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u(t)|p(x)dx. (4.77)

Segue então do Lema 3.4 e da desigualdade (4.77) que

E(u(t)) − 1
m− I(u(t)) ≤

(
1
p− − 1

m+

)
M

(∫
Ω

|∇u(t)|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u(t)|p(x)dx

≤
(

1
p− − 1

m+

)1 −
(

d∗

E(u0)

) p+(1+s)−m−

p+(1+s)


−1

I(u(t)).

Nesse sentido, temos

E(u(t)) ≤

 1
m− +

(
1
p− − 1

m+

)1 −
(

d∗

E(u0)

) p+(1+s)−m−

p+(1+s)


−1 I(u(t)).

Considerando uma constante C2 > 0 tal que

C2 = 1
m− +

(
1
p− − 1

m+

)1 −
(

d∗

E(u0)

) p+(1+s)−m−

p+(1+s)


−1

,

então
E(u(t)) ≤ C2I(u(t)). (4.78)

Caso 4 : Estimativa de decaimento para o funcional E(u(t)).

Usando as Eq.(4.73) e Eq.(4.74) temos a seguinte desigualdade

E(u(t)) ≥
(

1
p+(1 + s) − 1

m−

)
M(1)
(p+)s ×

× min
{
∥∇u(t)∥p−

p(x) , ∥∇u(t)∥p+

p(x) , ∥∇u(t)∥p−(1+s)
p(x) , ∥∇u(t)∥p+(1+s)

p(x)

}
≥
(

1
p+(1 + s) − 1

m−

)
M(1)
(p+)s ∥∇u(t)∥p+(1+s)

p(x)

≥
(

1
p+(1 + s) − 1

m−

)
M(1)
(p+)s Cp−−p+(1+s)

1 ∥∇u(t)∥p+(1+s)
p(x) .



4.2. ENERGIA INICIAL SUBCRÍTICA 76

Considerando a C3 > 0 (uma constante) tal que

C3 :=
(

1
p+(1 + s) − 1

m−

)
M(1)
(p+)s Cp−−p+(1+s)

1 > 0,

então
E(u(t)) ≥ C3 ∥∇u(t)∥p+(1+s)

p(x) . (4.79)

Por outro lado, usando imersão W 1,p(·)
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) segue que existe uma constante

C4 > 0 tal que
∥u(t)∥2 ≤ C4 ∥∇u(t)∥p(x) . (4.80)

Nesse sentido, combinando as Eq.(4.79) e Eq.(4.80) temos

∥u(t)∥2
2 ≤ C2

4 ∥∇u(t)∥2
p(x) ≤ C2

4C
− 2

p+(1+s)
3 E

2
p+(1+s) (u(t)).

Agora, considerando uma constante C5 > 0 tal que

C5 = C2
4C

− 2
p+(1+s)

3 ,

obtemos
∥u(t)∥2

2 ≤ C5E
2

p+(1+s) (u(t)). (4.81)

Usando o teorema fundamental do cálculo, para qualquer h ≥ t, segue das Eq.(4.62),
Eq.(4.80) e Eq.(4.81) que∫ h

t
E(u(τ))dτ ≤ C2

∫ h

t
I(u(τ))dτ

≤ −C2

2

∫ h

t

d

dτ
∥u(τ)∥2

2 dτ

= C2

2
(
∥u(t)∥2

2 − ∥u(h)∥2
2

)
≤ C2C5

2 ∥u(t)∥2
2

≤ C2C5

2 E
2

p+(1+s) (u(t)).

Fazendo h → ∞, e tomando C6 = C2C5

2 , obtemos
∫ ∞

t
E(u(τ))dτ ≤ C6E

2
p+(1+s) (u(t)). (4.82)

Por aproximação, sem perda de generalidade, podemos supor que u seja uma
solução suficientemente suave para o problema (1.1). Considere v = ut na Definição 4.1,
então temos

⟨ut, ut⟩ + M
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)〈
|∇u|p(x)−2∇u,∇ut

〉
=
〈
|u|p(x)−2u, ut

〉
. (4.83)
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Assim da Eq.(4.83), segue que

M
(∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x) dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇ut dt−
∫

Ω
|u|p(x)−2uut dt = − ∥ut(t)∥2

2 .

Logo, temos
d

dt
E(u(t)) = − ∥ut(t)∥2

2 ≤ 0.

Portanto, concluímos que E(u(t)) é não-crescente com relação a t.

Temos então dois casos a serem analisados.

Caso 1 : p+ >
2

1 + s
.

Considere a função H(t) := E
2

p+(1+s) (u(t)). Então existe uma constante α > 0 tal
que a Eq.(4.82) pode ser escrita da seguinte forma∫ ∞

t
H

p+(1+s)
2 (u(t))dτ ≤ 1

α
H

p+(1+s)
2 −1(0)H(t),

onde

α = E
1− 2

p+(1+s)

C6
.

Considere F (t) = H(t) e uma constante σ > 0 dada por

σ = p+(1 + s)
2 − 1.

Note que estamos diante do Lema 2.22 item (ii), ou seja, temos que

H(t) ≤ H(0)
( 1 + σ

1 + σαt

) 1
σ

,

então

E
2

p+(1+s) (u(t)) ≤ E
2

p+(1+s) (u0)
 1 + p+(1+s)

2 − 1
1 +

(
p+(1+s)

2 − 1
)
αt

 1
p+(1+s)−1

2
. (4.84)

Usando a Eq.(4.84) podemos concluir que

E(u(t)) ≤ E(u0)
(

p+(1 + s)
2 + (p+(1 + s) − 2)αt

) p+(1+s)
p+(1+s)−2

.

Caso 2 : p+ ≤ 2
1 + s

.
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Sendo E(u(t)) ≤ E(u0), então existe uma constante β > 0 tal que pela Eq.(4.82)
temos ∫ ∞

t
E(u(τ))dτ ≤ C6E

2
p+(1+s) (u(t))

≤ C6E
2

p+(1+s) (u0)E−1(u0)E(u(t))

= C6E
2

p+(1+s)
−1(u0)E(u(t))

= 1
β
E(u(t)),

onde

β = C−1
6 E

1− 2
p+(1+s) (u0).

Considemos agora F (t) = E(u(t)) e uma constante σ = 0.

Note que aqui, estamos diante do Lema 2.22 item (i) isso nos permite concluir que

E(u(t)) ≤ E(u0)e−βt.

Assim, concluímos a prova



5 Conclusões e Perspectivas

Neste trabalho fizemos um estudo sobre o uma classe de equações parabólicas do
tipo Kircchoff com expoentes variáveis no espaço de Sobolev W 1,p(·)

0 (Ω). Este resultado foi
publicado recentemente em [16]. No primeiro momento, discutimos algumas estimativas
para a função de Kirchhoff, resultados de suma importância no decorrer do trabalho. Nesse
sentido, também estávamos interessados em algumas propriedades envolvendo os funcionais
energia e Nehari. Este trabalho baseia-se em três teoremas importantes: o primeiro diz a
respeito da existência e unicidade de solução fraca local, descrito no Teorema 4.7. Para a
discussão de tais resultados, utilizamos o método de Galerkin, especial o teorema de Peano
para obter a existência e, a desigualdade de Gronwall para obter a unicidade. Também
destacamos outras desigualdades de suma importância, a saber: Gagliardo-Niremberg,
Sobolev e Young. No segundo momento, estamos interessados na discussão do problema
para o caso em que a energia inicial é subcrítica. O segundo teorema (Teorema 4.8)
assegura a existência maximal de solução não global. O terceiro teorema (Teorema 4.9)
garante a existência de solução fraca global que admite um decaimento envolvendo o
funcional energia. Para isso, utilizamos o método de poço potencial para discutir ambos
os resultados.

Como uma próxima etapa da pesquisa, podemos considerar uma nova classe de
problemas parabólicos do tipo p(x)-Kirchhoff dado por

ut − M
(
Â(u)

)
∆p(x)u = |u|m(x)−2u+ λf(x, u), (x, t) ∈ Ω × (0, T )

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω × (0, T )

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

(5.1)

onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado com fronteira suave ∂Ω e condição inicial u0 ∈
W

1,p(·)
0 (Ω) e λ > 0. O operador Â : X → R é definido por

Â(u) =
∫

Ω

1
p(x)A

(
|∇u|p(x)

)
dx

onde X é um espaço de Banach e

A(t) =
∫ t

0
a(k)dx

sendo a : R+ → R uma função é de classe C1. Além disso, a função f : Ω ×R → R satisfaz
algumas condições apropriadas. Certamente outros problemas motivados pela Eq.(5.1),
serão discutidos, de modo especial, envolvendo o Laplaciano fracionário generalizado [12].
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