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Resumo

Neste trabalho, estamos interessados na existéncia e nio existéncia de solucao fraca global
para problemas parabdlicos do tipo p(z)-Kirchhoff com fonte de expoentes varidveis do

tipo

|Vu’p(m) -
uy — M (/Q () dz | Apyu = Ju| u, (x,t)€Qx(0,7T)

u(z,t) =0, (1) € B x (0, T) (1)

U(JZ’, O) = uO('Z')a WS Qa

onde © é um dominio limitado do R com fronteira suave 92, condicdo inicial u, €
Wol’p(')(Q), a fungdo de Kirchhoff M : [0,00) — [0,00) e as fungdes m,p : Q — R.
Utilizamos o método de Galerkin e o método de pogo potencial para estudar os principais

objetivos deste trabalho.

Palavras-chave : p(z)-Kirchhoff, Método de pogo potencial, Existéncia global, Expoente

variavel.



Abstract

In this work, we are interested in the existence and non-existence of global weak solutions

for parabolic problems of the type p(z)-Kirchhoff with variable exponent sources of the
type

p(z)
u — M < 0 |qugl:) da:) Apyu = [u|™ 2y, (2,t) € Q x (0,T)

w(z,t) = 0, (1) € 92 x (0,T) (2)
U(JZ’, O) = uO('Z')a WS Qa
where (2 is a bounded domain of RY with smooth boundary 9, initial condition ug €
Wol’p(')(Q), the Kirchhoff function M : [0,00) — [0, 00) and the functions m,p : Q — R.

We use the Galerkin method and potential well method to study the main objectives of

this work.

Keywords : p(z)-Kirchhoff, Potential well method, Global existence, Variable exponent.



Lista de simbolos

Q Subconjunto limitado e suave do RY;

o) Fronteira do conjunto €2;

19 Medida de Lebesgue do subconjunto 2 C RY;
L% ={ue L>(Q) : infess(u) > 1};

LPO(Q) = {u : 2 = R é mensurdvel ,/ u(z) [P de < oo} Espaco de Lebesgue com
0

expoente variavel, 1 < p < +oc.

Wrh)(Q) = {u € LPO(Q) : |[Vu| € Lp(‘)(Q)} Espaco de Sobolev com expoente variavel,
1 <p<+o0.

(lep(x)(Q))* Dual topolégico do espaco WP (Q);
cQ) = {h € C(Q2) : possui extensao continua ao ﬁ};

C(Q) Espaco das funcgoes infinitamente diferenciaveis com suporte compacto em (2;

WOLP(')<Q) Wol’p(')(Q) = {080(9)7 H'Hp(')};

(@) Car() = Wy (q);

— Imersao continua;
— Convergéncia forte, quando n — oo;
2 Convergéncia fraca, quando n — oo;
L Convergéncia fraca estrela, quando n — o0o;
Np(x
ﬁ, se p(x) < N
pHx) = N — p(z) Expoente critico de Sobolev;
00, se p(z) > N.

q.t.p. quase todo ponto;



M Funcao de Kirchhoff;
p~ = ess inf p(x);

p*™ = esssup p();
zeQ

— inf )\>O:/
||U||p(.) m{ 0

p(u) = / \u(az)|p(')dx , U E Lp(')(Q) funcao modular;
Q

U(]J) p(z)

dx < 1} Norma do tipo Luxemburgo;

ully iy = Nl + 1Vl Norma no espaco W0 (Q) ;

0
/ u——dxr = —/ —ugodx,Vgo e C5°(2) j-ésima derivada fraca de u;
Ox; o 0x;

Apyu = div (|Vu|p(‘”)’2) Vu p(z)-Laplaciano;

Vu = Ou , Ou eees Ou gradiente da funcao u.
8x1 al’g 8xN
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1 Introducao e Motivacao

Neste trabalho estamos interessados em estudar a existéncia e nao existéncia de
solugdo fraca global para uma classe de problemas parabdlicos do tipo p(z)-Kirchhoff com

fonte de expoentes variaveis do tipo

|Vu|P@ )
uy — M (/Q () dz | Apyu = |ul u, (x,t)€Qx(0,7T)

() = 0, (@,) e x 01 L
u(z,0) = up(x), x €€,
onde Q C RY ¢ um dominio limitado com fronteira suave 99 e condicdo inicial ug €
Wy (')(Q). A funcao de Kirchhoff M : [0, 00) — [0, 00) satisfaz as seguintes condigoes:

(H1) M #£ 0 é continua e nao-decrescente em [0, 00);

M(t) , ,
(Hz) A aplicagao t — tf) é nao-crescente em (0, c0), onde s > 0 é uma constante.

Os expoentes varidveis p, m € C(Q) satisfazem as seguintes condicdes:

2
l<p <phe max{Q,p*(l —|—5)} <m~ <m* <min {p (1 + ) ap*(fﬂ)}; (1.2)

N
onde p~ = ess Helsfl p(z), pt =esssup p(x) e m™, m" sdo definidos de forma similar, e
z e
N
ﬂ, se p(x) < N
p*(z) :={ N —p(z)
00, se p(x) > N.

Além disso, p satisfaz a condig¢ao de Zhikov-Fan:

Ip(x) — p(y)| , para todo z,y €  com 0 < |z —y| < 0, (1.3)

Si
log |z — y|

onde A >0ed € (0,1). Por fim, temos que o operador p(z)-Laplaciano é dado por

Apyu = div (|Vu\p(‘r)72 Vu) :

Nos ultimos anos, Equagoes Diferenciais Parciais (EDP’s) em dominios suaves
receberam atencao consideravel na literatura de matematica pura e aplicada. Ocorrem
em aplica¢oes como na mecénica de nanoestruturas, fluidos em canais finos (modelos
de lubrificagdo, circulagdo sanguinea), processo de difusdo quimica em membranas ou
tiras estreitas (processo catalitico), homogeneizacao de estruturas reticuladas, como no
estudo da estabilidade (ou instabilidade) da dindmica assintética de equagdes parabdlicas

singularmente perturbadas, veja por exemplo [4, 5, 6, 7, 10, 45, 50].
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Kirchhoff [34] em 1883 propds um modelo dado pela seguinte equacao hiperbélica

0%*u P, E (L 2 d%u
P@ - (h + E/O d:L‘) = O, (14)

ou
ox ox?
que é uma extensao da conhecida equacao da onda de D’Alembert para vibragoes de

cordas elasticas, onde p é a densidade da massa, F, ¢ a tensao inicial, h é a area da secao
transversal, E' é o médulo de Young do material e L é o comprimento da corda. Problemas

da forma da Eq.(1.4) sdo chamados de problemas do tipo Kirchhoff.

Quando p(z) e m(x) sdo constantes, o problema (1.1) é bem conhecido, chamado

de equagao parabdlica do tipo p-Kirchhoff
u — M (HVqu) Aju = |u|™ . (1.5)

O problema (1.5), pode ser usado para descrever o movimento de um fluido ou gés nao
estacionario em um meio nao homogéneo e anisotropico, e o termo nao-local M pode
descrever uma possivel mudanga no estado global do fluido ou gas, causado por seu
movimento no meio condensado [31]. O problema (1.1) também é considerado como uma
espécie de EDP’s com condigoes de crescimento fora do padrao que podem ser usados para
descrever muitos fenomenos fisicos importantes, tais como, fluidos eletro-reoldgicos [46,
47, 56], fluidos termo-reoldgicos [3], e processamento de imagens [9, 14, 36]. O que tem-se
notado é uma crescente exponencial em problemas que envolvem o operador Laplaciano
com expoente varidvel p(z) ou com expoente constante p(z) = p sobre termos de Kirchhoff,
como por exemplo [8, 15, 17, 25, 29, 30, 33, 39, 55]. Por outro lado, também podemos
destacar que problemas do tipo (1.5), também é de interesse no aspecto fracionério, dito
operadores nao locais [1, 12, 18, 21, 24, 51, 52, 53, 54].

Em relacao as propriedades de blow-up e existéncia de solucao global das equagoes
de Kirchhoff, recomendamos alguns trabalhos em que os autores estudam os casos nao-
degenerado e degenerado e sua extensao [2, 22, 31, 32, 37, 38, 43]. A fun¢do M de Kirchhoff
é o chamado caso nao-degenerado ou degenerado de acordo com a condigao de M(0) > 0

ou M(0) = 0, respectivamente.

Para o caso em que M é nao-degenerado, Han-Li [31] estudou a Eq.(1.5) quando
M(t) =a+bt coma,b>0e2=p<m/2queéo caso especial de (H;) e (H2). Aplicando
o método de poco potencial modificado, os autores obtiveram existéncia global e blow-up
em tempo finito de solugoes fracas para a energia inicial arbitraria. Além disso, a taxa de
decaimento da norma L? para a solucdo globais também foram investigadas. Veja tambem

outros interessantes trabalhos [32, 37, 38].

Para o caso em que M é degenerado, Pan-Zhang-Cao [43] estudou a seguinte

equacao parabolica envolvendo o fracionario p-Laplaciano

u — M ([u]p ) (=A) u = |u|™u, (1.6)

S?p
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onde M(t) = t* com s > 0. Combinando o método de Galerkin com a teoria de pogo
potencial, os autores obtiveram a existéncia de solu¢do global para o problema (1.6).
Veja também outros interessantes trabalhos, por exemplo: Xiang-Radulescu-Zhang [41],
Ding-Zhou [22], e Khaldi-Ouaoua-Maouni [33] que envolvem equagoes parabdlicas do tipo
Kirchhoff. Além do anterior, recomendamos os trabalhos [31, 32, 37, 38], quando a fungao
de Kirchhoff do tipo M(t) = a+bt* coma > 0,b > 0e s > 0, para o caso nao-degenerado

com a,b > 0,s =1, e [43] para o caso degenerado com a = 0,b=1e s > 0.

O método de pogo potencial foi introduzido por Sattinger e Payne [44, 49] para
tratar ndo apenas o problema (1.1), mas também as EDP’s com crescimentos fora do
padrao. Na literatura, esse método é uma ferramenta poderosa para estudar a existéncia e
a nao existéncia de solugoes globais para EDP’s com crescimento padrao. No entanto, tal
método era apenas para problemas com expoentes constantes, portanto, seria necessario e
util estender esse método para aplicar em EDP’s com expoentes nao constantes. Alguns
trabalhos interessantes com essa abordagem, poucos ainda, devido a falta de homogeneidade,

podem ser consultados em [2, 27].

Em 2022 Guo et al. [27] realizaram um trabalho destacando que néo ¢é fécil
desenvolver o método de poco potencial para tratar de EDP’s com crescimente fora do
patrao devido a falta de homogeneidade. A principal dificuldade é mostrar que

d= inf F(u) = inf sup E(\u), (1.7)
ueN ueW&’p(')(Q)/{O} A>0

onde F(u) é o funcional de energia definido por

Vu|P®) 1
_ [ Ve v — [ — @ dz

Bl =, p(v) o m(x)

e N é a variedade de Nehari que serd apresentada no Capitulo 3.

O passo fundamental para obter a Eq.(1.7) é calcular A\, = A\.(u) tal que E(Au) =

Supys £ (Au). Nao é dificil para o caso de expoentes constantes em que A, satisfaz
/ |Vu|Pde = ()\*)m_p/ |u|"dx.
Q Q

No entanto, é obviamente falso para o caso de expoentes nao constantes pela falta de
homogeneidade. Para superar essa dificuldade, uma saida, é usar técnicas mais sofisticadas,
como veremos no Capitulo 3, por exemplo, o Lema 3.2. No caso, como p(x) e m(x) sdo
fungoes, nao é possivel resolver )\, explicitamente, mas pode-se mostrar que para cada
u € Wy (€)/{0} existe um tnico A, = A, (u) > 0 satisfazendo E(Au) = supy.o E(Au)
tal que obtemos a Eq.(1.7). Além do anterior, também destacamos que devido & presenga
da funcdo de Kirchhoff, ela causa mais problemas técnicos. Um deles é que devemos
restringir aos casos subcriticos F(ug) < d,, onde d, é menor que a profundidade de pogo

potencial d.
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O proposito desta dissertagdo ¢é utilizar o método de Galerkin e o Teorema de
Peano para discutir a existéncia e unicidade de solugao fraca local para o problema (1.1).
Por outro lado, também temos interesse em discutir a existéncia e nao existéncia de
solucao fraca global via o método do pogo potencial. Para a elaboracao deste trabalho,
utilizamos como principal referéncia o artigo de Chuong et al. [16]. A fim de facilitar o
desenvolvimento e entendimento do presente trabalho, acreditamos que fica melhor descrito

da seguinte forma:

No Capitulo 2, estamos interessados em apresentar uma estrutura variacional,
ou seja, apresentamos os conceitos de espagos de Lebesgue e Sobolev com expoentes
variaveis, algumas propriedades que envolvem algumas das principais desigualdades, como
de: Poincaré, Gagliardo-Nirenberg, Young dentre outras. Nesse sentido, apresentamos
alguns resultados importantes como os Lemas de Lions, Aubin-Lions-Simon e também um
lema que permite obter uma estimativa através de uma funcao F' nao-crescente conforme

apresentada no capitulo.

O Capitulo 3, é destinado a discutir alguns resultados técnicos, em outras palavras,
no primeiro momento vamos apresentar um resultado através do Lema 3.1, cujo objetivo é
apresentar algumas estimativas para a funcao de Kirchhoff, tais estimativas sdo de grande
relevancia para os principais resultados a serem discutidos no trabalho. Por outro lado,
apresentamos os conceitos de funcional energia e funcional de Nehari, em particular, a
ideia de variedade de Nehari. Nesse sentido, finalizamos o capitulo, com a discussao de
alguns resultados que envolvem os funcionais energia e de Nehari, de modo especial, os

resultados que garanten que o poco potencial
d = inf E(u).
ueN

Para finalizar, no Capitulo 4 apresentaremos os principais objetivos do presente
trabalho, que sera dividido em duas etapas. Na primeira etapa, vamos discutir a existéncia
e unicidade de solucao fraca local para o problema (1.1), por meio do método de Galerkin
e através do uso do teorema de Peano, garantindo a existéncia de solu¢ao fraca local e, a
unicidade de solucao fraca limitada é garantida pela desigualdade de Gronwall. Em outras

palavras, estamos interessados na prova do seguinte teorema:

Teorema 1.1. Suponha que as Eq.(1.2) e Eq.(1.3) sejam satisfeitas. Entio existe T > 0
tal que o problema (1.1) tem uma solugdo fraca. Além disso, a solu¢io é inica se for

limitada.

Na segunda etapa, estamos interessados na solugdo do problema (1.1), quando a
energia inicial é subcritica. Para tanto é usado o método do poco potencial para expoentes
variaveis e uma classe de fungao do tipo Kirchhoff M satisfazendo as condigoes (H;) e
(H2) sobre a existéncia ndo-global e global de solugdes fracas para o problema (1.1). Em

outras palavras, mais precisamente, vamos provar os seguintes teoremas a seguir:
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Teorema 1.2. Suponha que as Eq.(1.2) e Eq.(1.3) sejam satisfeitas. Se FE(ug) < dy e
I(ug) < 0, entdo Tyax < 00. Além disso, encontramos um limite superior para o tempo

mdzximo de existéncia, dado por

4(m~ — 1) JJuoll3

Tnax < m—(m~ — 2)%(d, — E(ug))’

Teorema 1.3. Suponha que as Eq.(1.2) e Eq.(1.3) sejam satisfeitas. Se F(ug) < dy e
I(ug) >0, entao Thax = 00. Além disso, o funcional energia da solugio fraca do problema

(1.1) contém as sequintes estimativas de decaimento:

pts)  \Fares o2
B(uo) (srgbaozm) 0 s sept > 1+s
E(u(t)) <
2
E 1-pt + <
(uo)e ,sept < T

onde o e 3 sdo constantes positivas dadas posteriormente, dependendo apenas de p, m, s,
M e ug.

Encerramos o trabalho, com comentarios sobre o problema (1.1) destacando os

principais objetivos realizados no trabalho e, quais sao os proximos passos da pesquisa.



2 Preliminares

No presente capitulo, estamos interessados em apresentar algumas defini¢oes e,
resultados bésicos sobre os espagos de Lebesgue e Sobolev com expoentes varidveis (veja
[20, 23] e suas referéncias). O espago de Lebesgue serd util para definirmos o espago de

Sobolev com expoente varidvel W@ (Q) e, em seguida W, ().

2.1 Espaco de Lesbesgue com expoente variavel

Seja p : Q — [1,00) uma funcao mensuravel, onde Q é dominio do RY. O espaco

de Lebesgue com expoente varidvel p(x) é definido por

Lp(x)(Q) = {u : Q0 — R é mensuravel tal que/ |u(w)|p(x) do < oo},
Q
com norma do tipo Luxemburgo dada por

p(z)
— inf )\>O:/ dz <1,
Hqu(x) n 0 LIRS

Dizemos que LP(*)(€2) é o espaco generalizado de Lebesgue. O espaco LP®)(Q) é

u(z)
X\

um espaco de Banach.

Considere a fungao modular p : LP®)(Q)) — R dada por

plu) = /Q lu(z)|PDdz |, u e LPP(Q).

A seguir vamos apresentar alguns resultados auxiliares e suas respectivas provas,

que sao de suma importancia no decorrer do presente trabalho.

Lema 2.1. Para cada u € LP™)(Q) fizado, consideremos o conjunto

e o000 (M) a1}

(i) Se uw =0, entao Iy = (0,+00).

temos:

(ii) Se uw # 0, entdo existe a € I,,, com a > 0, tal que I,, = |a, +00).

u(z)

Demonstragio. (i) Se uw = 0, entdao p </\> = p(0) < 1, para todo A > 0. Assim,
IO = (0, OO)
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(ii) Se u # 0 em LPO)(Q), entdo |u(x)[P™ > 0 q.t.p. em Q. Nesse sentido, temos

p(u) = /Q lu(z)|P@dx > 0.

Considerando
pl) = pu)7 >0, (2.1)
entao
u(x) #le) u(x) o
plo) = [ |25 do =[]0 da
o |p(z) 2 | p(u) 7

u@)" ()"
mwj—é RV Ok
(MUVM>

@ e
= o g Jp P
=1

1

? ()i

1 ) - .
assim, p(u)?@ € [,. Desse modo, I, # 0. Assim, se a € I, e A > a, entdo considere a

func¢do continua e nao-descrecente f, : [0,4+00) — R tal que

Ju(A) = p(u)
(veja [48] Proposigao 2.1.1 item (vii), p. 16).
Neste caso
1 1 1 U U 1
= Z) = — — ] = -] <1
A < a:>fu</\) p(/\) <p(a> fu(a) =1
Assim, A € [,.

Considere a fungao 9 : (0, +00) — R, dada por

o(2)-2.(2)

onde 1) é nado-crescente, continua e convexa (veja [48] Proposi¢ao 2.1.2, p. 19). Nesse

sentido, obtemos

Li={A>0:9(\) < 1} =¢7((0,1)).
Tomando a = ¢~ *({1}), concluimos que I, = [a, +00). O

Proposicao 2.2. Seja u € LP®) . Entdo:

(i) Seu# 0, ||ull, ) = A s, e somente se, p () _.



2.1. ESPACO DE LESBESGUE COM EXPOENTE VARIAVEL 22

(ii) Se ||ul| ., < 1(=1;>1) se, e somente se, p(u) < 1(=1;>1).

p(z)
(iii) Se |[ull,m > 1, entdo [ullt,) < pu) < [[ullZ,-
(iv) Se ull, < 1, entdo [[ull2,) < p(u) < [ull%,)-
Demonstragdo. (i) Seja [lull,,y = A, com u # 0. Como I, = [A,+0c0) é um intervalo
fechado, entao ||u||p(x) = inf I, = A. Logo, p (Z) < 1. Suponha que p <Z) < 1 e, seja

o(t)=p (?) para t > 0, defindo como Eq.(2.1). Assim, existe 6 > 0 tal que

p(;‘> < LVEE(A=6,)+6).

)
Logo, A — 3 € I,,. Assim, chegamos no absurdo, pois, contradiz a minimalidade de

A = inf I,,. Portanto, p <?j\> =1

Reciprocamente, seja p(i) = 1. Entdo, A € I,. Dal, [ull,,, = infl, < A
Suponhamos que [lu[[,,y < A, entdo existe a € (||u||p(m) ,/\>. Pela continuidade de p e por

fu nao ser decrescente e, sendo a < A\ = — < —, temos
a

A

f(G) s (D)< ()= () =

Isso é claramente um absurdo. Portanto, [[ul|,, = A.

(77) Segue do item (i) que

1
Para [ul|,,, = A <1, temos 1 < YU % Entéo, pelo item (i) temos

p(u) < p (1;) = 1.

Reciprocamente, se p(u) < 1, entdo 1 € [,,. Logo, existe A > 0 tal que A < 1, ou
seja, [[ull,,) =A<1.

1 U
Para Hu||p(m) = A > 1, temos X < 1 implica que X < u. Entao, novamente pelo

item (i) segue que
u

1=p <>\> < p(u).

Reciprocamente, se p(u) > 1, entdo 1 € I,. Logo, existe A > 1 de modo que
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(#11) Se ||ull,,,) = A > 1. Entao, pelo item (i), temos p (i) = 1. Como
pm<px) <pte N <N <N

1
e sendo X < 1, temos

1 < 1 < 1 2.2
2T (@) — N (2.2)

Multiplicando por |u(z)|P™® > 0 em ambos os lados da desigualdade (2.2), obtemos

u(@)[P)_ Ju(@)PS ()P
pVa D V16 B 2w

Integrando sobre o conjunto €2 e como A é positivo, temos

1 u(x)
_ P(E) Jop <
o | @i < [ 15

dx < )\7/ﬂ|u(x)|p dx. (2.3)

Assim, como p(u) = / |u(x)|P@dz, concluimos que
0

pu) <U) < Plu)

e =P =

donde p (K) =1.
Usando as desigualdades (2.3) e (2.4), temos

ZE) p(z)

—~

u

>/ ‘

Como

entdo p(u) < A", No entanto, como [ull ) = A, implica que p(u) < HuH?ZE)

Por outro lado, temos

p(z)
p(u)
dr < IV

u(z)
A

J

Note que

()5

assim A < p(u). Como |lull,,) = A, entdo temos Hqu(_x) < p(u).

Portanto,
- +
[l < p(u) < llullf, -
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(iv) Se ||lull,,y = A < 1. Entéo, pelo item (i) temos que p (i) = 1. Além disso,
como
p~ <pla) <pte T < N@ <\

1
el < iR obtemos

1<1<1 2.5
AT T ) = (25)

Multiplicando por |u(x)|P® > 0 em ambos os lados de (2.5), segue que

u@PY _ (@) _ Ju@)p
AP~ B V2C) N Y2

(2.6)

Integrando (2.6) sobre o conjunto §2, temos
T AU R AU T
/ r < / @ —————dzr < / e de (2.7)

Como A é positivo, obtemos
p(z) 1
dx < )\?/ﬂ\u(x)]”(l’)dx

o [ ()

Assim, como p(u) = / |u(z)| dz, concluimos que
0

() <42

donde p (K) =1.

Note que das desigualdades (2.7) e (2.8), temos
p(z)

plu) _ /

AP T o

@ dx.
p(u,) §p<u> =1,

Mas

A
AP A
dai plu) < X", Como [July) = A segue que p(u) < flule)

Por outro lado, temos

MP(
A

SOR

entdo A" < p(u). Como [ull ) = A, temos entdo que ||u||§(+x) < p(u).

J

Como

Portanto, concluimos que

+ —
[ullpay < p(w) < llullpe) -
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Proposicao 2.3. Para todo u € LP®)(Q), temos a sequinte desigualdade

Demonstragio. De fato, para todo u € LP®) segue da Proposicio 2.2 itens (iii) e (iv),

que

p()

. — +
min {”UHZ(x) ; ||U||Z(x)} <

u(z)
A

. - +
min {|[ul%,,  [ull?, } <

Analogamente, temos

J

u(x) p(z)

A

e o resultado segue.

Proposicao 2.4. Sejam p,m € LY (), com p(z) < m(z) q.t.p. em Q e u € L™ (Q).

U(J}) p(z)

o llully

p(+ﬂ»‘) } ’

dr < max{||u||§(;

Ml ll5,

A

Entao,
[P € LF5 (@)
e
(I nge < [l Py ullZ -
ou ainda
[ nio < max {||[ul|%,,

Demonstragdo. Suponha que ||ull

n ~m(x) m(x)
pT zplx)=rp > plz :

DE ) 2P )

pt
Logo, ﬁm(m) > m(z). Nesse sentido, segue que
p(x
s
[ellmzy 2 [l

Usando a Proposicao 2.2 item (7), tem-se

J

m(ac)

- / p+M(Z)

|u|P(®)

+
||UH£Z(9;)

o)

m(z)

+

> 1. Entéo, desde que p™ > p(x),Vx € Q, temos

|

25

O
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Como
+
1< ull ey < llulle -

temos

m(x)
p(x)

+
d < lully,

|u|P(®)
pt
el

J

Pela propriedade do infimo, obtemos

m(z)
p(x)

’u|p(w)

inf Hqu:(x) >0

Consequentemente,

|l (2.9)

m(z) — HuHm(x
p(x)

Agora, seja ||u < 1. Desde que p~ < p(z),Vx € €2, temos

p” <plx)=>p = ——m(z) < m(x).

Dali,
p__m(z)

lllf > )

Usando a Proposigao 2.2 item (i), segue que

e e f e

o] "5

|u|P() g

1l

_/ [ m(x)d:r;
2 ull

_ |ul _ |ul
=P
@ | [l [l
=1
Entao
( mie)
’ulp T plz P pﬂ;(I)
/| do < Jlull, 75 < Il
1l
Pela propriedade do infimo, obtemos
_ |u[P() P(@)
inf 3l > 0: [ |250—|  de <l
|l @)
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Consequentemente,
wuw@>?&>suum;w. (2.10)
Logo,
H|u|p(x) < ||u||m(a:)7 5€ ||U||m($) > 1
2@l s se llullm) < 1.

Assim, |u[P®) € [¥@® 7 . Por fim, por meio das Eq.(2.9) e Eq.(2.10), obtemos

H|u|p(w)

n < < llulll + Ml -

p(z

Além disso

1P ey < masc {[Hulley 1l 20y} -
p(x)

]

Proposicao 2.5. Sejam p,m : Q — [1,400) fungoes musurdveis. Se Q0 é limitado e

p(z) <m(x) qt.p. v € Q, entdo L™ (Q) — LPO) a imersio é continua.

Demonstragio. Veja [20)]. O

2.2 Espaco de Sobolev com expoente variavel
Definimos os espacos de expoente varigvel de Sobolev W1?()(Q)) do seguinte modo
WrO(Q) = {u e 'O(Q) : [Vu| € LPV(Q)}, (2.11)
com sua respectiva norma dada por

lelly iy = Nuellypy + 1Vl

O espaco Wy () é definido como o fecho de C3°(€) em W120)(Q).

Vejamos agora, alguns resultados importantes sobre o espaco W12()(Q). O espaco
de Sobolev generalizado W'r()(Q) é dado por

WPO(Q) = {u e LPV(Q) : gu e !V, j=1,2, N} :
Lj

ou
onde, para cada u € W0 (), Er denota a j-ésima derivada fraca de u, ou seja
L

ou
=— [ — ().
/ ax]dx /anjgoda:,‘V’QOGC’o( )
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Assim, podemos munir W'?()(Q) com a seguinte norma

N
lully py = lullyey + 22 Yu € WHE(Q).
j=1

p(-)

ou
(9acj
Agora, para cada u € Wl’p(m)(Q), definimos o gradiente por

Vu:<8u ou 8u>'

85(71, 6’x2’ o 8LUN

Sendo, assim, podemos escrever W' (Q) como a Eq.(2.11).

Proposicao 2.6. O espaco normado WP (Q) é um espaco de Banach.

Demonstragio. Veja [23]. O

Proposicao 2.7. O espaco normado WP (Q) ¢ separdvel e reflexivo, se p~ > 1.

Demonstragio. Veja [23]. O

Lema 2.8. Seja I' uma familia de funcoes reais definidas em ). Se houwver uma fun¢ao

crescente
O : [0,4+00) — [0, 400) (2.12)
que satisfaz
lim ®(t) = o0
t—+o00

e, existe uma constante L > 0 tal que

| 1fa@l @ (fa(@)) de < LVfa €T,

entdo cada I' é Lebesque integrdvel, e as funcoes que a familia T' possui sdo integrais

absolutamente equicontinuas em 2.

Demonstragio. Veja [23]. O
Proposigao 2.9. Sejam p,m : Q0 — [1,+00) fungoes mensurdveis. Se p € C(Q) satisfaz
essinf(p*(z) — m(x)) > 0,

entao a imersao de Sobolev Wol’p(')(Q) — L™)(Q) é continua e compacta.

Demonstragio. Veja [23]. O

Corolério 2.10. [27, 30] Pela Proposi¢ao 2.9 podemos concluir que o espago W&’p(x)(ﬂ)

tem norma equivalente ao espago WP (()).



2.2. ESPACO DE SOBOLEV COM EXPOENTE VARIAVEL 29
Proposigao 2.11. (Desigualdade de Young) Sejam a e b dois nimeros reais nao-negativos

el <p<q< oo conjugados de Lebesgue. Entao

11 _a b
arbs < — + —.
q

]

Demonstragio. Veja [11]. O
Proposicao 2.12. (Desigualdade de Hélder) Sejam p~ > 1 e ¢ € LY () tal que
1 1

oD +m:1,vxe§2. (2.13)

Seuw € LP®) ey e LI entdo
/!()()|d<1+1 [w(2)],p) [[0(@)]
u(z)v(x)|dx u(x v(x :
0 A= p(a) a(x)

Demonstragio. Veja [48]. O
Proposigao 2.13. Seja Q C RY aberto e u € L},.(Q2), tal que

/ wvdu = 0,Yv € C5°(Q),

Q

entio u =0 q.t.p. em €.

Demonstragio. Veja [26, 42]. O

Proposicao 2.14. (Desigualdade de Poincaré) Se Q é um subconjunto aberto e limitado

de RN, entdo existe uma constante C' que depende apenas de p, 2, tal que
[ull,y < CIVull,

para todo u € Wy*(R), com 1 < p < oco.

Demonstragdo. Veja [26, 42]. O

Proposigao 2.15. (Gagliardo-Nirenberg) Sejam 1 < g < oo e j,m € N, j <m e também

l<r<oo
r=1 .n
Jopeq oM m-j—,=012.. (2.14)
m- l§0<l.

m

Se definirmos

1 ' 1 m 1—-4
Lea(t-m) it
p n roon q

entao existe uma constante C' independente de u tal que

[, < €IVl Tl

para todo u € LPO(RN) 0 W™ (RN).
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Demonstragio. Veja [26, 42].
[l

Proposicao 2.16. (Gronwall-Bellman-Bihari) Seja u(t) uma fung¢do nao-negativa e

diferencidvel em [0,T], que satisfaz:

u'(t) < f(thult) + g(1),

onde f(t),g(t) sao ndo-negativas e integraveis em [0,T). Entao

ult) < e/O fr) dr [u(O) —1—/0tg(s) ds} Vie0,T).

Demonstragio. Veja [19]. O

Teorema 2.17. (Vainberg) Sejam (f,,) uma sequéncia de fungoes em LP(QY) tal que f, — f

em LP(S2). Entao existe uma subsequéncia (fn;) C (fn) tal que:

(1) fo;(x) = fulz), q.t.p em €L

(i) Existe h € LP(Q) tal que |fn;(x)] < h(x) para j € N,

Demonstragio. Veja [13]. O

Lema 2.18. (Lions) Sejam Q um aberto limitado do RN e u* e u fungoes de L1 (), com

1 <q < oo tal que
HukHLq <Ce u"—uqtp emQx(0,Tp).
Entao
ub — u em LI(Q).
Demonstragio. Veja [40]. O

Lema 2.19. (Aubin Lions-Simon) Seja F limitado em L>®(0,T;Wy"™) e OF/t é
limitado em L™®(0,T; L?(2)), com r(x) > 2. Entdo F ¢é relativamente compacto em

C(0,T; L"0(Q)).

Demonstragio. Veja [40]. O

Lema 2.20. Assumindo que J : Wol’p(m)(Q) — (—00,+00) € convero e converge fortemente.
Entdo J é convergente na topologia fraca o (Wol’p(x)(Q), (Wol’p(x)(Q))*).

Demonstragio. Veja [40]. O
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A seguir estamos interessados em discutir dois resultados auxiliares através de dois

lemas, no qual apresentaremos a prova de apenas um deles.

Lema 2.21. Suponhamos que 0 < T < +o0o e que a fungio ndo-negativa F(t) € C*[0,T)

satisfazendo

1

F () F(t) — (1= 0)(F/(t)* >0,

para alguma constante § > 0. Se F'(0) >0 e F'(0) > 0, entao

< 400
e F'(t) — +oo quando t — T.

Demonstragio. Veja [35].
[l

Lema 2.22. Seja F : [0,400) — [0,4+00) uma fung¢io nao-crescente. Suponhamos que

existem constantes 0 > 0 e C' > 0 tais que

/OO F'Yo(r) dr < éF”(O)F(t),Vt > 0. (2.15)

t

Entao, F tem as sequinte propriedades de decaimento:

(i) Se 0 =0, entio F(t) < F(0)e!=¢*, vt > 0;

1+o0
1+ o0Ct

(i) Se o > 0, entdio F(t)gF(O)( ),VtZO.

Demonstracao. (i) Seja o = 0. Considere a fun¢ao f dada por
+o0
f(x) = ecx/ F(7) dr,Vz € [0, +00).

Neste caso, f é localmente absolutamente continua e nao-crescente, entao diferenciando
f e usando Eq.(2.15) obtemos

fa)=ceor | R dr < é

Novamente pela Eq.(2.15) temos

fla) = e | " F(r) dr < / " F(r) dr = (0).

Assim, obtemos
1
S _
C

f(x) F(0),Vz € [0, +00).
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Segue que
—Czx

- F(0),Vz € [0,400). (2.16)

/:OOF(T) dr <

Como F' é nao-negativa e nao-crescente, segue que
+00 1+& 1 1
/ F(7) dTZ/ F(r) dTZCF<x—I—O>,V:C€[0,+oo).
Usando a Eq.(2.16) temos

F (3: + é) < e 9"F(0),Vx € [0, 400).

1
Escolhendo t = x + —, obtemos

C
F(t) < e™9"F(0),Vx € [0, +00).
(i) Se F(0) = 0, entdo F = 0 e nada temos para demonstrar. Por outro lado,
trocando a fun¢ao F' pela fungao F'/F(0) e assumindo que F(0) = 1, devemos provar entao
a seguinte estimativa:

l1+o0

F(t) < (

Seja o > 0 e, considere a fungao g dada por
g(x) = / F'7(7) dr.

Neste caso, g ¢ localmente absolutamente continua e nao-crescente. Segue entiao da
desigualdade (2.15) que

1

/OO F'(7) dr < —F(x),Vz € [0, +00),

pois F(0) = 1. Assim temos
F(z),Yx € [0,400). (2.18)

Aplicando a derivada em g, segue que

/OO F'o(7) dr — /oo F'o(7) dr

/ +h
76) = ;
9] 0 z+h
' /a:+h F'™o(7) dr — /x+h F'™o(r)dr — /x F'o(7) dr
=i h
= —lim — F'o(7) dr
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Note que, como F!*7 é nao-crescente:

e Para h > 0, temos
F'(r+h)z+h—2] < /Oo F'Yo(r) dr < F*(1)[z + h — 2],
z+h

isto é,
FYo(r e h < [~ FYo(r) dr < F*7(r)h,

z+h

Dividindo por h, obtemos

PR n) < o [T PN dr < P ().

> =

Fazendo h — 0, concluimos que

1 00
- F'Y™o () dr — F*7(1) ¢.s.
h z+h

e Para h < 0, temos

Fo()e+h—a < [ F¥o(r) dr < F¥o(r+ B+ h—al,
z+h

isto é,
FYo(h < [ FYo(r) dr < P (r 4 hh,
h

Dividindo por h, obtemos

1 00
FYo(r) < [~ FY(r) dr < FYo(r + ),
h x+h

Fazendo h — 0, temos

1 00
— F'o () dr — F*7(1) ¢.s.
h xz+h

Neste caso, F'1T9 é integravel, exceto no conjunto dos pontos de dominio que tem

medida nula. Isso nos permite concluir que
J(x) = —F"(x) q.t.p. (2.19)
Elevando 1 + ¢ em ambos os lados da Eq.(2.18), temos

@ < (GFw)

1 140
= <C’> F'7(x),Vx € [0, +00).

Disso, segue que

C'7g'*7(2) < F'*7(x),Vx € [0, +00). (2.20)
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Combinando a Eq.(2.19) e a desigualdade (2.20), obtemos
CH7g" 7 (2) < =g () q.t.p..
Consequentemente
C'"7 < —g7 ()¢ (z) q.t.p. (2.21)

Multiplicando o em ambos os lados da desigualdade (2.21), obtemos

oC7 < —gg7 7 (2)g(7) q.t.p..

Como

assim segue que
0C < (977(2)) q.t.p. em (0, B) (2.22)

donde g~7(x) estd definido para x < B, tal que

B :=sup{z: F(z) > 0}.

Integrando em ambos os lados da desigualdade (2.22) com respeito ao intervalo

[0, s], temos

/08 oC' o dr < /OS (g‘”(x))l dz
= gig(s) - gﬂ’(O),VS € [O,B),

Assim
g7°(0) + 0sC*™ < g77(s),Vs € [0, B).

Elevando a expressao acima por ——, temos
o
_1
g(s) < (9_0(0) + JSC’H”) 7,Vs €[0,B).

Se s > B, entao
g(s) =0,Vs € [0, +00).

Segue da Eq.(2.18) que

1

<7F 1+0':7
< L)

9(0) é

Assim .
g(s) < (C"’ - osClJr”)i; ,Vs € [0, B). (2.23)
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Pelo lado direto de (2.23), temos

(CU + O'SCH_J)_% =

= (e +as) ;. (2.24)

Como F' é nao-negativa e nao-crescente, entao pelo lado esquerdo de (2.23) temos

a seguinte estimativa
g(s) = / Fito(r
(1+cr)s
> / F1+U( ) dr
> Flte (1 + (1—}—0)3) {1 + (1—1—0)3—3}
C C
1 1
= Fite (C + (14 0)3) {C + 03} . (2.25)
Combinando a Eq.(2.24) e a desigualdade (2.25), obtemos

Fite (C_l +(1+o0)s ) <C o (C + 05) (C'_l + 03)_1 . (2.26)

Elevando por 1 em ambos os lados da desigualdade (2.26), obtemos

1 1
o(1+0) (C—l _}_0_5)_1-{—70

= C77C7 (1 +05C) »
= (1+0sC)77. (2.27)
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Tomando t = C~ + (1 + 0)s, temos

t—C 1 Ct—1
Tt Cl+to) (2.28)

Combinando as Eq.(2.27) e Eq.(2.28), segue que

L, Ct-1 7
C(l1+o0)oC

<
<0(1+a)+ao t—aC’) v
(
(

C(l1+o0)

Portanto, chegamos assim na Eq.(2.17). Com isso, concluimos a prova. O



3 Resultados Técnicos

No presente capitulo, estamos interessados em discutir alguns resultados técnicos
que sao de suma importancia para os principais resultados do presente trabalho, que
serao apresentados no Capitulo 4. Além do anterior, algumas defini¢bes relacionadas ao

problema (1.1), também sao discutidas.

A seguir, através do Lema 3.1, temos algumas propriedades da fungao de Kirchhoff.
Resultado de grande importancia, sendo o principal resultado preliminar, para o estudo

dos principais objetivos deste trabalho.

_ ¢
Lema 3.1. Sendo as condigoes (H1) e (Ha) satisfeitas, M(t) = / M(7) dr. Entdo temos
0

(1) M(Xt) > N M(t), para todo 0 < X <1, t>0.

(11) M(Xt) < N M(t), para todo X > 1, t > 0.

(1i7) 'A/;(S/\)min{)\s,ts} <M(t) < '/V;\(S/\) max {\*,t*}, para todo X\ > 0,t > 0.
(iv) M(t) > 0, para todo t > 0.
(v) 1j_8t/\/l(t) < M(t) <t M(t), para todo t > 0.
(vi) M(At) > X M(t), para todo 0 < A <1, t > 0.
(vii) M(At) < AN M(t), para todo X > 1,t > 0.

Demonstragio. (i) Se A =0 ou t = 0 o resultado segue. Usando a condigdo (Hsz), temos

que
t
i N;S( ) (3.1)
é nao-crescente e s > 0, entao para todo A € (0,1] e t > 0, segue que
M(At)
Al — : 3.2

Por meio das Eq.(3.1) e Eq.(3.2), obtemos

M) > N M(t).

(7i) Se t = 0 o resultado segue. Entao, seguindo os mesmo passo da demonstragao
anterior, para todo A > 1 et > 0, temos

M) _ M()
AStS T s
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e, consequentemente,

M) < N M(2).

(i7i) Se t = 0 nada a fazer. Assim, segue das condigoes (H1) e (Hz).

Por um lado, usando o item (i) para todo A € (0,1] e t > 0 temos

M) M(t)
A< . .
S s (33)
Multiplicando por ¢* em ambos os lados da desigualdade Eq.(3.3), obtemos
MO < iy
consequentemente,
A
MA(S) min {0, 67} < M(1). (3.4)
Por outro lado, usando o item (ii) para todo A > 1 e t > 0 temos
M@) _ M)
< A% 3.5
s T A8 (3:5)
Multiplicando por t* em ambos os lados da desigualdade Eq.(3.5), obtemos
A
Mty < MO o
)\s
consequentemente,
A
Mty < MY o vy (3.6)

Usando as Eq.(3.4) e Eq.(3.6), concluimos que

Mmin {N,t° < M(t) < A/;\(S)\)

)\s

max {\*, t°}.

(iv) Usando a condicao (H;) e o item (4i7), temos

M(t) >0, t>0.

(v) Se t = 0 nada a fazer. Usando a condigao (#,), segue que M ¢é nao-decrescente.

Para 7 € [0, ¢], temos
. t
M(t) = [ Mx)ar
t
<
< /0 M(t)dr

=m0 [ "
~ ML (3.7)
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Por outro lado, segue da condi¢ao (Hsz) que

M\(t) = /Ot M(T)TSdT

s

tM(t)
> S
/0 — T°dT

= M) /t TédT

tS
B M(t) t1+s
ot 1+s
1

= tMO). (3.8)

Combinando (3.7) e (3.8), obtemos

1isw(t) < M(t) < tM(1).

(vi) Usando o item (i) (para todo A € [0,1] e t > 0) e fazendo a seguinte mudanga

de variavel 7 = Az, temos

M) = /()/\t M(7)dr

=)\ [ M(A\z)dx

0

Portanto,

M) > N M(1).

(vii) Usando o item (ii) (para todo A > 1 et > 0) e fazendo a seguinte a mudanga

de variavel 7 = Az, obtemos a seguinte desigualdade

—

Mo = | * M(r)dr
=y " MO) de
< )\/Ot N M (z)dz
= ALt /0 " M(2)da
= A M)
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Assim,

M(AE) < A M(1).
Portanto, concluimos a demonstragao. O]

Finalizado o resultado anterior que envolve apenas a funcao de Kirchhoff, a partir
de agora, vamos apresentar alguns resultados de grande relevancia envolvendo os funcionais
energia (denotado por F) e de Nehari (denotado por I). Entao, primeiramente considere

os funcional energia E e o funcional de Nehari I dados por

_ ulP@)
E(u) =M (/Q |vp<:|17) dx) - /Q mzx) u| ™ da: (3.9)

p(z)
</ \Vu\ )/Q|Vu|p(”")d$—/ﬂ|u|m($)dx, (3.10)

respectivamente. Segue da Eq.(l.Q) que os funcionais F e I sao bem definidos e continuos
no espaco Wy ().

Considere a variedade de Nehari dada por
N = {u e Wy (Q)/{0} : I(u) = 0},

Lema 3.2. Sejam Eq.(1.2) e Bq.(1.3) satisfeitas e u € Wy™'™(Q)/{0}. Entdo os seguintes

resultados sdo validos:

(i) Existe um dnico A\, > 0 dependendo de u tal que I(Au) > 0 para 0 < X < A,
I(Au) =0 e I(Au) <0 para A > A,.

(ii) A aplicagio fibragio X\ — E(Au) é estritamente crescente sobre (0, \,), estritamente

decrescente sobre (A, +00) e atinge o maximo em X\ = \,. Além disso temos

lim E(Au) =0e lim EF(Au) = —oc.
A—00

A— 0F

Demonstragio. (i) Usando o Lema 3.1 item (i7) e a Eq.(3.10), para todo A > 1 temos

p(z)
[(Au)zM(/ M )/ |V \ulP® d;v—/ | | ™)
Q p
px) _
<M (/ )\p+|vu|dx>/)\p+yvu|p(x)dx_/ A™ ’u‘m(x)
Q p(z) Q Q
p(z)
< MM ( / [Vl da:) s / VP dg — A / @ dze
o p(x) Q Q

p(x) _
:W(st< 'wdx) [ Ivar@de =3 [ @ da. (3.11)
o p(x) Q Q
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Aplicando o limite com A — oo em ambos os lados da desigualdade (3.11), obtemos

p(z
/\lim I(Au) < hm ()\pﬂl“)./\/l( |Vu| d:z:) / ‘Vu‘p(r )\m’/ \u]m(x)dx>
—00 Q

p(r _
= lim W70+ A (/ |V“‘ )/ IVu@de — lim A™ /|u!m(’c)dx.
A—00 o) A—00 0

Desde que pT(1+s) <m™ e / lu|™@dz > 0, temos
Q
lim I(Au) = —o0. (3.12)

A—00

Analogamente, pelo Lema (3.1) item (7), para todo A € (0,1) segue que

_ M P(a) m(a)
I(Au) =M (/ dx /Q|V)\u] dx /Q])\u]
_ p:c)|vu| i p(z p(x) m(z) m(x)
M(/)\ () >/)\ | VulP®dz — /)x |ul

> M (/ AP*'V“L >/)\p+|Vu|p dx—/ AT gy (@)

p(z)
> AP*SM( [Vl dx) A / VufP@ g — A / @ dze
Q Q

o p(z)
p(z
:Ap+<1+s>M< |V‘(‘| >/ \Vul|P@dz — \™ /|u|m(””)dx (3.13)
o plx

Como A € (0,1) e, sendo p™(1 + s) < m™, temos
AT < ),

Com isso, concluimos que
I(Au) >0 com A > 0. (3.14)

Usando o teorema do valor intermediario e a Eq.(3.12), temos que existe A, > 0
tal que I(Au) = 0.



CAPITULO 3. RESULTADOS TECNICOS

A
Para qualquer A > \,, temos — > 1. Nesse sentido, segue que

A

IOw) = M(/pr dz /Q|V)\u|dx /Q|)\u| dz

A

/ )\)\)l* Vu p(z) /
= dx
o plx) Q

I
<

|Au|™®) dg

p* p(z)
A ) |\ Vul i
p(x)

| >

|
s~ <
SN—
El
=

<

>
S
VN
&

3

| Au|™® dy

|
@\
VN
>

+

A

dx

p(z)

“h

A

Vu N U

A\ p(x) )\* p(x) Y p(x)
/ - %dx / - \)\*Vu|p(m)dx
o \ A\ p(z) a \ A\

A
/(A) A VP da
Q *

s A\, p(z) A\ Pt
M / ANVl ) (2 / A VulP@dz
o p(x) s )

d:v) / I\ VP da
Q

) m-
A
/])\*u|m(x)dx— () /\)\*u|m(x)da:
) s Q

pT(1+s)
A\ Vu[P@
[M ( / |V“|dx> / I\ VulP@) dy — / |)\*u\m(x)dx]
o p(x) Q Q

/ | Au|™ ) dg
0

A P (1+s) A m-
- N m(z)
<>\*> ()\*> /Q])\*u| dx

)\ p
< -
< (%)

A\
- = \ou|™@d

()\)er(HS) ( I\ Vu[P@)

As o p(r)

)\ P+(1+3) (@)
+ ()\*> /Q| ul x

)\ p+(1+3
- (%)
_ (A
= X
+ A pr(L+e) A\

As As

)\ p+(1+5)

A pt(1+s) A m~
_ kAl A m(z)
Y ) e
< 0.

Assim, I(Au) < 0.

42
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A
Por outro lado, para todo A € (0, \,), temos — < 1. Nesse sentido, obtemos

As

IOw) = M(/pr dz /Q|V)\u|dx /Q|)\u| dz

A

/ )\)\)l* Vu p(z) /
= dx
o plx) Q

I
<

|Au|™®) dg

oy e,
A p(z)

| >

|
s~ <
SN—
El
=

<

>
S~

3

| Au|™® dy

|
@\
VN
>

+

A

dx

p(z)

“h

A

Vu N U

A\ p(x) )\* p(x) Y p(x)
/ - %dx / - \)\*Vu|p(””)dx
o \ A\ p(z) a \ A\

A
/()\) A VP da
Q *

s A\, p(z) A\ Pt
M / ANVl ) (2 / A VulP@dz
o p(x) s )

d:v) / I\ VP da
Q

) m-
A
/|)\*u|m(x)dx— () /\)\*u|m(x)da:
) s Q

pT(1+s)
A\ Vu[P@
[M ( / |V“|dx> / I\ VulP@) dy — / |)\*u\m(x)dx]
o p(x) Q Q

/ | Au|™ ) dg
0

A P (1+s) A m-
- N m(z)
<>\*> ()\*> /Q])\*u| dx

)\ p
> -
> (%)
A\
- = \ou|™@d
()\)er(HS) ( I\ Vu[P@)
As o p(r)
)\ P+(1+3) (@)
+ ()\*> /Q| ul x
)\ p+(1+3
- (%)
_ (A
= X
+ A pr(L+e) A\
As As
)\ p+(1+5)
A pt(1+s) A m~
— Al _ 2 m(z)
()G | e
> 0.

Nesse caso, obtemos [(Au) > 0.
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(77) Pela definicao de E, temos

EQw (/ AP@) ’v“|p ) /X” |“|m (3.15)

Aplicando a derivada com relagdo a A em ambos os lados da Eq.(3.15), obtemos
d d | —~ |Vulp®) AUz)
—E(\ /)\p(x)id _/ @)y
d\ (Au) = dA [M ( Q p(x) ’ o m(z) " v
d | ~ |Vulp®) d Az)
_ @ PRI | / m() g
dA [M (/ p(:c) ’ d\ |Ja m(x) [ ‘
p(x
p(z
l (/ (@) |V“| )/Ap VP daz—/ e |u|mxdx1
1 AulP
— M /de /|V)\u\p(’”)dq;—/ | @
A o p(x) Q Q

Dai, usando o item (¢) temos que a aplicagao
u— E(A\u),

é estritamente decrescente para A € (A, 00), estritamente crescente para A € (0, \,) e

atinge o maximo quando A = \,.

Usando o Lema 3.1 item (vi), para todo A € [0, 1] temos que: se A = 0 nada a fazer.
Se A € (0,1], temos

E(w) = [/\7 ( /Q W@) - /Q méj) )\u|m(“")dw]
_ (@) (@)
(i) T
_ @ ()
R fre ) = f gy
([ T [
([ D) e | g

_ p(x) _ 1
> AT A [Vl de | — ™ /7|ulm(x)dx. (3.16)
o p(z) o m(z)
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Aplicando o limite com A — 0T em ambos os lados da desigualdade (3.16), obtemos

— p(z) ~ 1
Alim+ E(A\u) > hm+ [)\pﬂl“)/\/l ( [Vl da:> —\m / |u]m(x)dx]
-0 A= 0 o p(x) a m(x)

A p(x) B 1
> lim AP 0+ M [Vl dr | — lim \™ /7‘u’m(x)dx.
A— OF o p(x) A= 0F o m(x)

Como X € (0,1) e, sendo p*(1 +s) < m~, temos que N < X" (149 o que nos
permite concluir que

lim E(A\u) = 0.

A— 0t

Por outro lado, usando o Lema 3.1 item (vii) com A\ > 1, temos

E(u) = M </Q de) - /Q m}x) | | ™
_ @) (@)
= 51 ) g e
- (o )= L
< M (/Q )\p+|Vuf)x)dx> _/Qn);’: )‘u’m @) gy
<\ SM< |V“‘p(x dz ) —Am‘/Q L) gy

m(z)

|Vu|p(x)
o p(z)

< N A ( d:c) — A / ! |u|™®) d. (3.17)
Q

m(z)

Fazendo A — oo em ambos os lados da desigualdade (3.17), obtemos

—~ p(z) _ 1
o o0 o p(x) Q m( )

- p(z) _ 1
< lim X+ 0 Vul™ 1) = Tim A / u|™@) dz.
o p(r) Ao o m(z)

Como A € (0,1) e, sendo p*(1+ s) < m~, temos que

)\p+(1+s) < A"

Assim, concluimos que
lim E(Au) = —o0.

A—00
O]
Observacao 3.3. Note que pelo Lema 3.2, temos
d= 12;[ E(u) = inf sup E(\u). (3.18)

ueW, " (@) /{0} A>0
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Aqui d é chamado de profundidade pogo potencial e d > 0 devido ao Lema 3.6. Além disso,
também definimos o chamado conjunto estdvel W e conjunto instavel U (veja Sattinger
[49], Payne e Sattinger [44]) dados por

W = {ue Wyt (Q) : E(u) < d, I(u) >0} U{0},

U ={ueWy™(Q): B(u) <d,I(u) <0}.

Lema 3.4. Assume que as Eq.(1.2) e Eq.(1.3) sejam satisfeitas. Para qualquer u €
WP ™(Q), temos

B - ot < (o ) m ([ - ) [ 1vup

p-  m?T

wlP@)
E(u) — ml_](u) > <p+(11—|—8) — T;_) M < ) |Vp(|x) d:p) /Q VP @ dx

1 1 1 1

Demonstraciao. Primeiramente, note que — < — e — < ——. Pela definicdo dos
pt — pm mt T m~

funcionais E, I e usando o Lema 3.1 item (v), segue que

= |Vl 1 (e
E(u)—/\/l<Q () d> /Qm(x)|u| @)

p(z) p(z)
<M ( [Vl da:) Vel dx — ! |u|™®) dz:
o p(r) o p(z) o m(z)

p(z) p(z) 1
<M /Wuyd:p /wdx—/ — |u|™@) dx
o p(z) Q p am®

1 p(z) 1
= —M [Vl dx / VP @ dz — —/ |u|™® da
P o p(x) Q mt Ja

p(z p(z
21/\/1( [Vl dx)/ |V [P) d:)c+1/\/l< [Vl dw)/ V[P

o p(x) o p(x)

- M ( [ ‘Vpulp )/ VP dy — i/ ]

e e

N W; [M ( [ |V7~(L|p)(x ) / Vs /Q|u|m(x)d$]

_ [_] ( |V“|p )/ Vul s+ ()
(15

11 |V“|pm @) g 1 L
] A /Q|Vu| do + —I(u).

<
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Assim, concluimos que

B(u) — —I(u) <

m

R [Vul o)
P mJM(Q p() >/|V“| o

Analogamente, segue do Lema 3.1 item (v) que

- p(z)
E(u) =M ( [Vl dx) —/ ! |u|™@)
Q

o p(z) m(z)

p(l‘ p(z) 1
o p(x)  Jam()
p(l‘ p(z) 1
M (/ de) / [Vul dr _/ 7’u|m(1)dl’
+s Q pT -

_ 1 Ivulp(x p(x m(zx)
=it S)M (/Q () dx) / |VulP@ dz — —/ |u|™* dx
p(z) p(z)
= 1/\/1( [Vl dx)/ |Vu|p(“’)dm+1_./\/l< [Vl dx)/ |VulP® dz
m Q

v

pr(1+s) o p(z) o p(z)

—é_M( 'wp )/ Ve — [

_ [p*(ll—l—s__l (/ \VUV’(’” )/mep(x)dx
+WHM (/ ‘V“‘W )/wp iz — [ u]" ]

_ Lﬁ(ll—i—s_] < / ‘V“‘p(w) ) / |Vu|p($)d1:+ril(u).

Nesse caso, concluimos que

s 0 gty )

Assim, concluimos a prova.

[]

Lema 3.5. Assume que as Eq.(1.2) e Eq.(1.3) sejam satisfeitas. Para qualquer u €

Wol’p(x)(Q)/ {0}, entdo os sequintes resultados sao verdadeiros:

(i) Se I(u) < 0, entdo

1
(ii) Se I(u) > 0, entao
BE(u) — —1I(u) > d 7P (1+9)




CAPITULO 3. RESULTADOS TECNICOS 48

onde A\, € dada como no Lema 3.2 e d, ¢ uma constante positiva dada por

1 1

d*zwdgd.

p~  mT

Demonstragao. (i) Seja I(u) < 0. Usando o Lema 3.2, existe A, € (0, 1) tal que

I(A\u) =0.

Segue da defini¢ao de d (veja Eq.(3.18)) e, dos Lema 3.4 e Lema 3.1 item (ii) que

d < E(M\u) = E(Au) — —I(/\ u)
p(z
< (1 1) M ( M W‘ )/ A VulPW dx
p m* Q
1 1 p(x)
_ ( ) M( W“’ dx >//\’j(x)|Vu|p(x)dm
p~  m* Q
1 1 p(x)
_ ( )M( IWI )/ V@
p~  mt
1 1 |Vu\p(x
P p(a
< (p_ m+> [M (/Q s dx)/ IV
1 1
A —|u| d:c—l—/ m(x)\u] dx]

1 1 | V[P
< _ p(w)
< (5 = o) [ (L o) f v
1 |V [P)
Qm_|u\ dm—l—/Q (I)|u| Jdx +M</ dl‘)]

Bu) — 11@)} | (3.19)

Pela Eq.(1.2) segue que
1 1 1

1
(1 <m ==—< ——=20< ——— —. 3.20
e G = A BT

Combinando as Eq.(3.19) e Eq.(3.20), temos

1 1
-t 1
d<—2L  |Ew) — ——I(u)].
pH(l+s) m~
I[sso nos permite concluir que
1 1
1 -
Blu) - —1(u) > 20 My
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(71) Seja I(u) > 0. Entao, pelo Lema 3.2, existe A, > 1 tal que I(\u) = 0.
Segue da defini¢ao de d (veja Eq.(3.18)) e dos Lema 3.4 e Lema 3.1 item (i7) que

d < E(M\u) = E(Au) — mll()\*u)

1 1 [V p(o)

< (p_ - m+> M (/Q O /Q|V)\*u\ dz
1 |Vu|p

R p(z p(x) p(z

() P (e ) e

_|_)\p+(1+s)/ 1 |u|m(z)dllj B )\;:‘*(1—1-8) 1 |u|m(m)dx‘|

1 1 p(z)
< =-—)|N¥"*M V™ e A / [V ulP@d
p~  mt o p(x) Q
+)\p+(1+8)/ 1 |u|™®) dg — NPT O+) 1 Ju|™@) dz:

(L) 5]
—I—/szx)m]m(x)dx—/ﬂm @ ]
(- ) ) e
+/Qm( )|uym>dx—/ @) d

< At (pl_ _ n;) [M </ |Vl<t|p>(x )/ IVl dz
+/Qm( )Iu!M)da:—/ [u ) da +M</ [V dxﬂ

_ e (pl_ _ ﬂ;) E(u) — {](u)} , (3.21)

m
Usando novamente as desigualdades (3.20) e (3.21), obtemos

1 1
N 1
A — . {E(u) _ m](u)] .
(14+s) m~
Como isso, concluimos que
1 1
Blu) — —qu) > PEAES) M7 gyt _ g et
m— W= . s '
p~  m*
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Novamente para A, > 1, segue do Lema 3.1 item (ii) que

p(x)
0=TI(\u) (/ VAl u| >/ |V)\*u|p(z)dx—/ |Aou|™@) dz
Q Q
p(z
- M (/ NG W?’ )//\p(””)|Vu|p(”")dx—/ AT |y @) g
p(x)

<M /A{f*‘vuldg; )\Zf/ |vu|P<$>dg;—/ AT ™) da
Q p(z) Q Q
p(z) _
< Ag*W( ywy da:) e / VuP@dg — A / | @
Q 0 0
p(x
=\ HSM( \Vu| da:)/ V[P )\Tf/ |u|™®) e
o p(z) Q
_ ()\T(Hs) B )\Tf)/\/l (/ |Vu|p )/ ‘Vu‘p(x
_ | V[P
+ A7 (M dx /|Vu]p(“)dx—/ |u|™® dz:
o p(z) Q

_ (\pt(i4s) _ ym- [ VulP
= (AT )M(Q o)

d:c>/ IVuP@dz + A" I(u).

Assim, temos

_ _ p(z)
AT (u) > ()\T —Agf*(”s))/\/t( [Vl da:) / |Vu|P® dx
Q

o p(x)

Com isso concluimos que

pT(1+s)—m |VU|P(CL“) p(z)
I(u) > (1- X )M(Q R /Q\vu| dz

]

Lema 3.6. Suponha que as Eq.(1.2) e Eq.(1.3) sejam satisfeitas. Entdo a profundidade

do potencial d € positiva.

Demonstracio. Para qualquer u € N, temos

p(z)
I(u)y=M < [Vul dx) / ‘Vu|p(a:)d$ _/ ‘u’m(az)dx —0.
Q Q

o p(z)

Assim, usando a Proposicao 2.9, temos

p(z)
M( [Vl d:v)/ |Vu\p(x)dx:/ |u|™@ dz
o p(x) Q

mT
< maX{HuHm(x el }
m- m+
m m* m
(3.22)
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Aqui, Cpy(z) ¢ uma constante de imersao W, POQ) < LmO(Q), isto ¢,

S 1
" W @0 Hvu“p(a:

Por outro lado, usando o Lema 3.1 itens (i) e (7it) e pela Proposigao 2.3 segue que

p(ﬂc
Q
p(z
Q
> (p+>s/\/l <1/Q\Vu|p(x)dx)/Q\Vu\p(x)da:
1 M(1) . s

> s p(z) )} p(z)
e ESTRET mm{l,(/Q]Vu] dx /Q|Vu| dx

_ ,E\;lf)lg min {/Q VulP®dz, (/Q |Vu‘1’(a:)dx>(1+s)}
- M)

— ()

Se || Vul| ) < 1, combinando as desigualdades (3.22) e (3.23), temos

“(1+s +(1+4s
min {||Vul%,, , IVull2, [ Vull2 S [ Vulr S (3.23)

p(z)

M(1)

oy IV 1P < max {Cme, Coml [Vl (3.24)
Segue da Eq.(3.24) que
() p ”s " <max {Cn, Cm 3.25

A Eq.(3.25) pode ser reescrita da seguinte forma

1
m~—pt(1+s)

M(1)

IVl = [ 5 -
O L) max {C) Oy}

Como HVqu(x) > 0 e pela Eq.(1.2) sabemos que p*(1 + s) < m™, entdo para todo
u € N, temos

[
m= —pt(1+s)

M(1)
(pt)’ max {C

m(z)’

IVull ) = min {1, [ =¢ € (0,1]. (3.26)

.om }



CAPITULO 3. RESULTADOS TECNICOS 52

Usando o Lema 3.4 e a desigualdade (3.26), para todo u € N obtemos

B(u) = B(u) - ﬂi_[(u)
(e 2o ()
> (o (11+ 5 ) i {kup 9l IVl Ivalid )
> (ot ) o IR
(- B

Tomando o infimo em ambos os lados da desigualdade (3.27), para todo u € N e

usando a defini¢ao de d (veja Eq.(3.18)), temos

. 1 _L M(l) pt(1+s)
1= B0 > (g ) G >0

Portanto, concluimos a demonstragao. O]



4 Existéncia de Solucoes Fracas

Neste capitulo, estamos interessados em discutir a existéncia e unicidade de solugoes
locais para equagoes parabdlicas do tipo Kirchhoff com fontes de expoentes varidveis (veja
Eq.(1.1)) por do método de Galerkin e algumas desigualdades do tipo: Gagliardo-Nirenberg,
Sobolev, Young e Gronwall. Nesse sentido, concluimos o capitulo com a abordagem de

energia subcritica inicial no casos de solucao nao global e solu¢ao global.

Primeiramente, apresentaremos o conceito de solugéo fraca para o problema (1.1).

Definigao 4.1. Seja T > 0. Uma fungio u = u(z,t) € L™ (O,T; Wol’p(x)(QD com uy €
L2(0,T; L3(2)) € dita solugio fraca para o problema (1.1) em Q x [0,T), se u(x,0) = ug €
WP (Q) e satisfaz

p(z)
(ug,v) + M (/Q ‘VPTEL) dx) <|Vu|p(w)_2Vu, Vv> = <|u|m($)_2u,v> : (4.1)

para todo v € Wol’p(x)(Q), e para todo t € (0,T). Além disso,
t
/0 ur ()12 d7 + E(u(t)) < E(up), t € [0,T]. (4.2)

Definigao 4.2. Seja u(t) uma solugao fraca para o problema (1.1). Definimos o tempo

mdzximo de existéncia Tyay de u(t) da sequinte forma:

(1) Se u(t) existe para 0 <t < 00, entdo Tiax = 00.

(ii) Se existe to > 0 tal que u(t) existe para 0 < t < ty, mas nao existe em ty, entio
Tmax = tp.

Antes de discutir o primeiro principal resultado deste presente trabalho, isto é, a
existéncia e unicidade de solugao local, estabelecemos algumas condig¢oes sobre o método

da monotonia e defini¢bes importantes.

Considere o funcional

*

T Wy Q) — (W™ ()

p(z)
urr T(u) =M </Q |v];éa|zr) dx) |VulP@ =2V, (4.3)

onde (Wol’p(m)(Q))* é 0 espaco dual de Wy ().

Seja T um funcional conforme a Eq.(4.3), entdo T transforma os limites de W, 7™ ()
em (W(}’p(z)(Q))*, e tem a seguinte propriedade (veja [40] p. 157)

A (T(u+ M), w), Yu,v,w € WP () (4.4)
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isto é, T' continuo de R em R.

Nesse sentido, temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 4.3. [40] Todo funcional T que satisfaz a Eq.(4.4) é chamado de hemicontinuo.

Note que o funcional T verifica a seguinte desigualdade
(T(u) — T(v),u —v) > 0,Yu,v € Wy (Q). (4.5)
Definicao 4.4. [40] Todo funcional T que satisfaz a Eq.(4.5) é chamado de mondtono.

Vejamos que podemos anexar as propriedades da Eq.(4.4) e Eq.(4.5) de T" a um

operador mais geral. Para tanto, consideremos o funcional

T WP Q) - R

wes J(u) = M (/Q p(lx) \Vulp(x)da:> . (4.6)

Antes de discutir o primeiro principal resultado deste presente trabalho, isto é, a

existéncia e unicidade de solucao local, precisamos da seguinte proposicao, como segue.
1

Proposi¢io 4.5. O funcional J(u) = M </
o p(z)

]Vu]p(m)dx> é de classe C* em Wy ().

Demonstracao. A prova deste resultado, sera discutido em duas etapas.
Etapa 1: J é diferenciavel.

Considere a func¢do G : R — R dada por G(s) = |[Vu + st Vo' | onde u,v €
Wol’p(x)(Q). Dado z € Qe 0 < [t| < 1, existe {(z,t) = & € (0,1) tal que

G(1> B G<O) v
e AG]

Nesse sentido, temos que

V t v p(x) o v p(x) _
e ?v Ve @) 1V 4 gt v
v

O que implica em

\Vu + t Vv\p(‘”) — |Vu|p($)

(o = |Vu + & VolP' 72 (Vu + & Vo) Vo.

Note que

¢ = |Vu + & VolP 72 (Vu + &t Vo) Vo — [VuP™ 2 Vu Vo qs.em Q (4.7)
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quando t — 0. Além do anterior, temos
¢ < |Vu + & VolPO7 Vol < (|Vu| + [Vo|)PO 7 [Vl (4.8)
Usando o fato que
V|, |Vo| € LP@(Q).
segue que
p@)-1 ¢ J ot
(IVul + |Vv)) € Lr@®-1(Q).
Por fim, usando a desigualdade de Holder, temos

(IVu| + [Vo|)P@ 7 Vol € LY(Q). (4.9)

Usando as Eq.(4.7)-Eq.(4.9) e aplicando o teorema da convergéncia dominada de

Lebesgue, obtemos

/ |V (u + to) P — |V
Q

lim
p(x)t

t—0

dr = /Q Vul' 2 Vu Vo dz.

Agora, pela regra da cadeia, segue que

Wi ! U v p(z) up(z)
g A e I R e e

Portanto,

() (u)p = M (/Q p(lzv) |V dx) /Q IVuP™ %V Vo de, (4.10)

e dai J é Gateaux-diferencidvel.
Etapa 2: (J)' (u) é continuo em Wol’p(x)(Q).

Considere a sequéncia {u;}>2, € Wy "™ tal que u; — u em W™ e v e Wy P
com ||| < 1. Assim

Vu; = Vu em (Lp(x)(Q)>N

Usando o Teorema de Vainberg (veja o Teorema 2.17), a menos de subsequéncia

Vuj(xz) = Vu(z) gqs.em € (4.11)

|Vu;(z)] < g(x) gs.em €, (4.12)
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onde g(x) € LP®(Q). Usando a Eq.(4.11), segue que

\Vu,(z)| = [Vu(z)| qs.em Q. (4.13)

A fim de facilitar o desenvolvimento das contas, considere a seguinte notagao
1
Ou) = / o) IVul"™ dz. Nesse sentido, temos
x

Qp
(O (u;) — O'(u), )| = ’ /Q (IV "2 Vuy — [Vu 72 Vu) Vo d:z:’
< / [V, ["972 T,y — [Vu 7 | |V da
Q
(4.14)
Por outro lado, escolhendo
£ = [V P97 Yy — [Vu D2 v, e,
obtemos
f; < VPO 4 [uP@ e L), (4.15)

Assim, temos que f; € Lpgi)x-)l (2). Usando a desigualdade de Holder na desigualdade
(4.14), obtemos

(/) — '), )] < CL g [V < CL | 0]
Portanto,

16°(w) = O (u)ll < Clfs|_pior .
Por (4.11) e (4.13), segue que

fi—=0 qgs.em €. (4.16)

Usando as desigualdades (4.12) e (4.15), obtemos

£ < g(x)P@=1 4 Vu(z)P™ ™! qs.em Q.

Assim, temos
fi(x)1® < 20" (g(x)p(””) + |Vu(x)|p(x)) q.s. em £ (4.17)
p(z)

p(z) =1

dominada de Lebesgue, obtemos

onde ¢(x) = Usando a Eq.(4.16), a desigualdade (4.17) e o teorema da convergéncia

/ ff(x)(:c) dr — 0 quando j — co.
0
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Logo, pelo Lema 2.2 temos que |fj|q) — 0 quando j — oo. Portanto,
1©'(uj) — ©'(u)]| - 0 quando j — oo.

Sendo assim, concluimos que a derivada de Gateaux ©' é continua, o que implica

que J(-) é de classe C* (W&’p(m),R). O
Como o funcional J(u) é Gateaux-diferencidvel, entdo temos um funcional continuo
J Wt (@) = (Wt (@)
ws J'(u) : WePO(Q) = R

p(z)
v J(uw)y =M (/Q [Vl

p(x)

dx) VP @2V
tal que

lim (J(u+ M) — J(u)) = J' (u)v.

A— 0
Assim, concluimos que J'(u) = T'(u). Dali, temos a seguinte proposigao.

Proposicao 4.6. Se J ¢ Gateauz-diferencidvel em ng’p(')(Q) e convero, entio J' é

mondétono e hemicontinuo.
Demonstragao. Veja [40]. O

Uma observacao importante é que a reciproca da Proposicao 4.6 também é
. . /7 I A . .7 1’ . z /7
verdadeira, isto é, se J é Gateaux-diferencidvel em Wj” ()(Q) e se J' é mondtono e

hemicontinuo, entao J é convexo [40].

4.1 Existéncia local e unicidade de solucao

Teorema 4.7. Suponha que as Eq.(1.2) e Eq.(1.3) sejam satisfeitas. Entao existe T > 0
tal que o problema (1.1) tem uma solug¢do fraca. Além disso, a solugdo é tunica se for

limitada.

Demonstragdo. Para melhor entendimento a demonstracao sera dividida em cinco casos.

4.1.1 Caso 1: Aproximacao de Galerkin

Como I/VO1 #() () é um espago separavel, o mesmo possui uma base de Galerkin, isto é,
existem subespacos vetoriais X,, C Wol’p(')(Q), n € N satisfazendo, X,, = span {wy, - ,w,}
e dimX, =n, X, C Xpi1, Vn € Ne U2, X, = Wo"(Q).
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Construfmos a solucio aproximada u*(x,t) do problema (1.1) da seguinte forma

ub(z,t) = Zg;?(t)wj(x), k=1,2,..,

J=1

onde os coeficientes g;?(t) satisfaz o sistema de equagdes diferenciais ordinarias

<uf,wj> + M (/Q de> <]Vuk|p(:”)’2Vuk,ij> = <]uk]m ) =2k wj> (4.18)

Zgj ) — up em Wo (Q) quando k — 0o (4.19)

para j = 1,...,k. A existéncia de uma solucao local do sistema acima é garantido pelo

teorema de Peano (veja [28]).

412 Caso 2: A estimativa a Priori

Como consequéncia imediata da Proposi¢ao 2.3 podemos considerar

up_ — 1= min up_ ull?,
Jull Ul Ilbeo} e oo,
iy + 1 = max {[|ull,  ull?) }
assim obtemos
luly — 1 </ [u* PO d < ull?,, + 1, Yu € LPO(9). (4.20)
Considere os parametros j = 0,r = p~,n = N,m = 1,¢ = 2 e p = m" na

desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (veja Proposi¢ao 2.15), temos

L (Ll 1\, 1-6_ 1 (1 1) 1 ¢
m+  \p~ N 2 m+ \p~ N 2 2

isto é
oL (1t 1
2 mt N p= 2
Logo
0_(1 1> 11 1 ‘16(01)
S \2 mt/\N p 2 ’
“mt(1-46 2
eyzm>1devid0a0fat0quem+<p_(1+N>.
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Considerando o exposto acima e pela desigualdade de Young (veja Proposicao 2.11),

podemos estimar / [u*|™®) dg da seguinte forma
Q

+

m(x)
E|mt

< ’ u

/ [u® ™) dg < Huk +1
Q

3

LTl

SCQ Vu

§C3’

vuk Om
p(z)

C
- p(z)jL 4
< " + Cy

p(z)
<e|ve|” +cy
p(z)

< e/ Vuk|p(‘”)dx + Cy HukHW +1+e€

Gm"'
HHWH

o 1]

+
+ C3C

(1—-0)m™*
2

1-0)m™
(o) +1

O e

2(1-0)m™*

2
O)ym+

u” +1

2(p~—0)m™t

p~mt (-0

uk 2(p— —0m™T) + 1

+1

<e(1+ vawﬂm)+cawu Flte

(1 + mln{ |V |p)

—M(

B 1+s v
i (o) ) sl v

(/ de)/ |V P da:—i—C'4Hu H + 1426 (4.21)

onde Cy > 0 é uma constante que depende de C, Cs, Cs,C(€), p, m, u* e Q.

Por outro lado, multiplicando a Eq.(4.18) por g#(t) e somando sobre j de 1 a k,

obtemos

k vuk p(z)
<u,’f, ngwj> + M </Q ’Ji)das) <]Vuk|p(x)

_< k‘mx -2 k Zgjw]>

o que nos fornece

<uf’uk> + M (/Q de> <|vuk|p(z)—2vuk7vuk> _ <|uk|m(ac) 2,k uk>

Segue entao da Eq.(4.22) que

Qﬁ%Hd+M<é

Nesse sentido, temos

p()

M(],

i o+

|V kP

dm) / |V p@)
Q

|V kP
p(z)

d:c) / |Vt [P@)
Q

k
_QVuk,Vngwj>

Jj=1

(4.22)

_Z(Vuk)zdx:/Q|uk|m(m)_2(uk)2.

(4.23)

Q
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Combinando as Eq.(4.21) e Eq.(4.23), temos

k|p(z)

(e
(/ |Vuk|1’ >/|ka|p(x)dI
1))3 (/ |Vuk|P )/Q|ka|p(z)dx

ol

(S [ e

+ Ca |||} + 1+ 2¢. (4.24)

1d kz
2dt 2

M(1)
(p*)s

1d ) /\/l(l)(p+)s |Vuk|p(:r) oz
par |2 < <M<1><p+>s - 1) M </n p(a) d‘”) J s

+Cy HukH; +1+ 2

Tomando € < segue da desigualdade (4.24) que

= Gy [[uf|] + 1+ 2¢ (4.25)

Integrando a desigualdade (4.25) sobre [0,t] e usando o teorema fundamental do

calculo temos
[ = [t @) < 2 [ el ar + 201+ 20
Logo, pela Eq.(4.19) existe uma constante Cs > 0 tal que
[ < @) +2 [ ] dr + 200+ 26)
< Cs +2/0t Co |||} dr +2(1 + 26)t. (4.26)

Usando a desigualdade de Gronwall-Bellman-Bihari, segue da desigualdade (4.26)

que existe uma constante Ty > 0, com t € [0, Tp], tal que

H““i < (Cs +2(1+ 26)t)e? o Codr

)
= (Cs 4 2(1 + 2€)t)
< (Cs + 2(1 + 2€)Tp)e* ™.

6204t

Tomando Cg(Ty) = (Cs + 2(1 + 2€)Tp)e*“4™, temos

[u* < Co(Tn), vt € 0. T2,
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d
Multiplicando por —g¥(t) em ambos os lados da Eq.(4.18) temos

dt
<ut,5tgj(t) >+M(/dex> <|vuk|p<f>2vu Vjtgj() >
= (et Sk, (427)

Agora, somando a Eq.(4.27) sobre j de 1 a k, obtemos

d VuF p(w) o) Fod
o) ) st
j=1
Fod
} <|u’“rm<f>-2uk, > okt ).
= dt

Nesse sentido, segue que

vk P . ()
<ut,ut> + M (/Q |p(x‘)dx> <|Vuk|p( ) 2Vu’“,Vuf> = <|uk| (@) 2uk,uf>. (4.28)

uE(r)|| e

d k |Vuk|p($) kp(z)—2v7, k k kym(z)—2, k . k
%E(u ) =M (/Q de <|Vu [P 75V ,Vut> - <|u | u ,ut>. (4.29)

Note que <uf,uf> =

isto é,

p
Husz—i-M /Wda: /|Vu P@-2 gk — /|uk]m D=2kl = 0.
2 o p(x)

Assim, das Eq.(4.28) e Eq.(4.29) podemos escrever

|u H + E( k) = 0. (4.30)

Integrando a Eq.(4.30) sobre [0, ], obtemos

S| dr + /t < putydr =0
2 o dt '

0

Usando o teorema fundamental do calculo, temos

t

Ho)L dr + B@) = B(u(0)). (4.31)

0
Note que a partir da Eq.(4.31), concluimos que

t k
I
0

), dr + E() = B@*(0)) = E(u*) < E(u*(0)).
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Nesse caso, usando os Lema 3.4, Lema 3.6 e, as Eq.(4.21) e Eq.(4.23), obtemos

E(u*(0)) > E(u")

(/ ’WV] > /. 2x)|’f|m<x .

¥M |vuk|p WU
(1 + s)

k 1
(/ |VU | dx> |Vuk|p(w)dx _ 7/ ’uklm(x)dx
1+s 0 — I
+ /| k‘m(x)d M / |Vuk|P(:r)d /IV k|p(m)d
m— T OAA N — —— ax u T

Gl 142

| \%

1
|Vuk‘p(w)d$ _ 7/ ’uklm(x)dx
Q m= Jo

m m
1 k|p(x)
- - M / de / VP de
pr(1+s) o p(z) Q

e(pt)’ |V [p@) , HukH’Y o
~ M ———dx Vb |P@ da — 2 _
o p() Q m

m

M(1)m~

- <p+ (11+ s) /\2%22—) M ( /Q de> /Q IV [P®) dz

1 e(pt) \ M(1) . e ey \ (59
NS

m=— m—
1 e(pt)s | M(1) ) (1)
z N P@)q ( kip(e) >
- <p+ 1+S) M(l)m—) (p+)5 min / |Vu | x, /Q‘Vu | T
. 0406% _ 14 2¢
m- m=

_ C'406% 1+ 2e

m-  m- (4.32)
= ! — )’ M(1) uF1P@) g
- <p+(1+s) M(l)m) ) /QIV ["d
_< o e(p”>/\/l1)_c4c65’_1+2€
prl+s) MQ)m-) (p*)°  m- o
1 €(p+5 Ml)_c40§_1—|—2e
- <p+(1 +5) M@Q)m—) (pt)° m e (4.33)

para € > 0 suficientemente pequeno.
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Por outro lado, da Eq.(4.19), se
u*(0) — g, quando k — oo,
entao, da continuidade de E segue que

E(u*(0)) = E(ug), quando k — oo. (4.34)

Como toda sequéncia convergente ¢ limitada, temos que existe uma constante
C7 > 0 tal que
E(u"(0)) < C. (4.35)

Segue das Eq.(4.32) e Eq.(4.35) que existe uma constante Cg tal que

/Q |Vuk|P@da < Cs. (4.36)

Agora, usando as Eq.(4.31), Eq.(4.33) e Eq.(4.35), existe uma constante Cy > 0 de

modo que
t

()|, dr < Co. (4.37)

0
Como a fun¢ao M é nao-decrescente (veja (H;)) e usando a Eq.(4.36) segue que

p(z)
(z)—1

k|p(z) P
M (/ de) |V P@ =27k
o p(z)
p(z)
k|p(z) p(z)-1 p(z)
:/ [M (/ |VU | d(L‘)} Uvuk|p(x)72|vuk‘] p(z)—1 } dx
9 o p(z)

. k
{ Mt (/ V™ |p ) |Vuk\p(x)}dx
p k p(w
{Mp—l (/ |V“_|dx> \Vuk|p(x)}dx
Q p

dx

1
( / |Vuk|p($)dm> |Vuk|p(‘”)} dx
D
M <08> Vu ’flp“)}dx
p

C
Mr—1 pg> Vb |P@) 4 |k P }

— M <SS /
_ ( == <ng> +1>/vau’“|p<x> dz
(8] s

|V |p@ dx—i—/ |Vuk P d

o)

(4.38)
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Usando as Eq.(4.20) e Eq.(4.30) e a desigualdade de imersao de Sobolev, temos
mt (@)

/Q ‘|uk|m(w)—2uk'm+f1 S / “uklm x)—2 k‘m(ac) 1 + 1] dx

r (@)
_ / (|uk|m($)—2|uk|)m(z)—1 + 11 dr

Q L

B m(x)
— / (|uk|m($)—l> m(x)—1 _I_ 1] dl’
/ |uk|m )+ 1} dx

—/ |uk|m($)dx+/ 1dx

- / k@) dz + 19
Q

mt
< H“ka(x) +14]9

< Cuo[vut| + 1410

+

< Cyg </ IV P d + 1)p + 1419

+

< Cy(Cg+1)» +1+|Q], (4.39)

onde [€2| denota a medida de Lebesgue de ).

4.1.3 Caso 3: Passando para o Limite

Segue das desigualdades (4.36)-(4.38) que existe uma fungao
u € L™ (O, Th; Wlp (@) (Q)) e uma subsequéncia de {uk}zo_l, que por um abuso de notagao
k1> -
denotamos por {u }k=1’ tal que

uk w_*} u em L>® (O, TO; Wlp x)(Q)) , (440)
uf 2w, em L? (O, To; LQ(Q)> , (4.41)
k|p(z) . p(z)
M (/ |V“<|>d$> Vb P2 uk £y em L™ <O,T0; Lp<z>1> . (4.42)
o plx

Entao, usando o Lema 2.19 (Lema de Aubin-Lions-Simon) e, as Eq.(4.40) e
Eq.(4.41), temos

u* — uem C ([O,To];L’"(x)(Q)) 2 <r(z) <m" Vo e .

Nesse caso

uF — u q.t.p. em Q x (0,Tp),
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e, como |uf|™®=2 > 0, segue que

’uklm(m)—2uk — |U|m(x)_2u qtp em {2 X (OaTO)

Entéo, usando o Lema de Lion 2.18 e a Eq.(4.39) obtemos

mt
|k @2k @2y em Lmt=1 (Q % (0,Ty)). (4.43)

Combinando as Eq.(4.40)-Eq.(4.43), e fazendo k — oo em Eq.(4.18), obtemos a
condicao inicial

u(0) = up.
Além disso, note que
k|p(z)
<uf,w> + <./\/l </ 7|Vu | dx) |Vuk|p(x)_2Vuk,Vw> = <|uk|m(””)_2uk,w>,
o p)
e, fazendo k — oo obtemos
(g, w) + (x, V) = (Ju™ 20, w), (4.44)

para todo w € Wol’p(x)(Q), e para t € (0,7p) q.t.p..

Para provar que u é uma solugao do problema (1.1), resta-nos mostrar que

_ |Vu|p(z) p(x)—2
xX=M </Q () dx | |Vul Vu.

Para isso, considere o funcional convexo defindo em Eq.(4.6) dado por

T WP Q) — R

wes J(u) = M (/Q |v;éf)(x)dx> .

Note que J(u) é de Gateaux-diferenciavel pela Proposicao 4.5.

Sendo M nao-decrescente e positivo, entao pela Propori¢ao 4.6 temos que

p(z)
ur— J(u) =M (/Q |V;(LL) dx) |VulP@ =2V,

é monotona e hemicontinua.

Pela monotocidade de J', temos para todo v € Wy ™ (Q) que

/OTO <J'(uk) — J'(v), Vu* — Vv> dt > 0.
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Usando as propriedades de integral e do produto interno, temos

/OTO <J'(uk>,vuk> dt > /OTO <J'(uk), V’U> gt /OTO <J’(v), ik — VU> di.

66

(4.45)

Agora integrando a Eq.(4.23) sobre (0,7}) e usando o teorema fundamental do

calculo, obtemos

/0 P L), Y dt = ; |0} - ; Ju (1) |2+ /0 b /Q P 0 i,

(4.46)

Por outro lado, integrando sobre (0, 7) em ambos os lados da Eq.(4.44) e tomando

w = u, obtemos
T T T
/ i (ug, u) dt +/ i (x, Vu) dt = / ’ [<|u!m(”)_2u,u>} dt.
0 0 0

Nesse caso, temos

Told

2 To o To m(q;)
§£||U||2dt+/0 (x; Vu) dt—/o /Q|u| dx dt.

Usando o teorema fundamental do cdlculo obtemos

o 1 > 1 2, (T [ m@
| 0o vy dt = SO = 5 @)+ [ [ " @de at

Combinando as Eq.(4.45)-Eq.(4.47), fazendo k — oo segue que

k—o0

Tt
lim [ (), Vi) dt
0
= tim 5 [ O, = 5 @)+ [ ] e de
= S IO = 5 (@) 5 + [ [ " @de de
To
=/ (x, Vu) dt
0

> /OTO (x, Vv) dt — /OTO (J'(v), Vu — Vv) dt.

Entao . .
[ 6o Vu— Voydt+ [ @), Vu— Voydt = 0.
0 0

Nesse sentido, temos

Tt
/ 0 (x —J'(v), Vu — Vu)dt > 0.
0

(4.47)

(4.48)

Para qualquer w € VVO1 P (m)(Q) e, qualquer nimero real A, seja v = u — Aw, segue

entdo da Eq.(4.48) que

To
)\/O (x — J'(u— Mw), Vaw) dt > 0.

(4.49)
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Nesse caso, segue pelo fato de J’ ser um operador hemicontinuo que, fazendo
A — 07 na Eq.(4.49), temos

T
/ " x — J'(w), V) dt > 0. (4.50)
0
Agora, aplicando A — 07, obtemos
T
/ " x — J'(u), V) dt < 0. (4.51)
0
Portanto, concluimos das Eq.(4.50) e Eq.(4.51) que
To
| b= T w), V) de = o,
0

desde que x = J'(u).

Assim u é solugdo para o problema (1.1).

4.1.3.1 Caso 4 : Desigualdade de Energia
Primeiramente, fixemos ¢ € [0, Ty]. Pela Eq.(4.41) temos

/ Jur (7)|12 d7 < hm mf )HZdT (4.52)

Usando a Eq.(4.40) e a imersdo compacta Wy "™ (Q) < L™@)(Q) obtemos

uF (1) 2 u(t) em WiP™(Q) (4.53)

ub(t) — u(t) em L™ (Q). (4.54)

Entao, como J é conexo e fortemente continuo, do Lema 2.20 temos que o funcional

é semicontinuo inferior com relac¢ao a topologia fraca de VVO1 P(@) () e, portanto da Eq.(4.53)

segue que
_ p(x) - k(t)|p(=)
a0 < e ([ SO (4.55)
o p(z) ko0 o px)
Por outro outro lado, segue da Eq.(4.54) que
/M(t)ldx: lim / mdw. (4.56)
o m(z) k—ooJo  m(z)

Subtraindo de ambos os lados da desigualdade (4.55) a Eq.(4.56), obtemos

M </Q de> B /Q mzx) [u(t)[" dx
= infﬂ(/gw ) Jim 1nf/ [uf ()™ ’mx
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Isso nos permite concluir que

E(u(t)) < lim inf E(u*(t)) (4.57)

Portanto, usando as Eq.(4.31), Eq.(4.34), Eq.(4.52) e Eq.(4.57), temos

/Q w2 dr + E(u(t)) < E(uo), ¥t € [0, Ty).

4.1.4 Caso 5 : Unicidade de Solucao Limitada

Assumimos que o problema (1.1) admite duas solugoes fracas limitadas wuy, us,
entao

(e, v) + (S (ur), Vo) = (Jua| ™ 2uy, 0}, (4.58)

(uae, v) + (S (u2), Vo) = (Jua ™ %uy, 0}, (4.59)
para qualquer v € Wy (Q).

Seja w = u; —us € tomando v = w, entao subtraindo de ambos os lados da Eq.(4.58)
a Eq.(4.59), obtemos

(ure — tzp, v) + (J'(ur) = J'(uz), Vo) = (Jua|™P 2y = Jup| ™ 2y, v)
Entao,

(w, wy + (J' (u1) — J'(ug), Vuy — Vug) = <|u1|m($)_2u1 — ]u2|m(’”)_2u2,w>.

Pela monotocidade de J’, temos

<J/(U1) — J’(Ua), Vu1 — Vu2) 2 0.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

5 = Il = e, w)

< <|u1\ "2y — Jug|™ U2,'UJ>

< (™20 — Jua ™2y, w)|

e e Y e T I

2
< [l 7701 — g |3
2

Escolhendo C4; = H|u1|m(‘”)’2u1 - |uz|m(m)’2qu2 > 0 uma constante que depende

apenas de m(z) e do limite de u; e uy, obtemos

1d

52z Il < G . (4.60)
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Aplicando a integral 0 a ¢t em ambos os lados da desigualdade (4.60) e usando o

teorema fundamental do calculo, segue que
Jo(e) 13~ (@) < 20 [ () dr
Como w(0) = 0, concluimos que
Jw(®) < 200 [ lw(r)]2dr (1.61)
Aplicando a desigualdade de Gronwall na desigualdade (4.61) obtemos

lw(®)]l; <0

Como ||w(t)||3 > 0, concluimos que w = 0. Portanto, temos o resultado de unicidade

e, assim finalizamos a prova. m

4.2 Energia Inicial Subcritica

4.2.1 Solucdo nao Global

Teorema 4.8. Suponha que as Eq.(1.2) e Eq.(1.3) sejam satisfeitas. Se E(ug) < dy e
I(ug) < 0, entdo Tyax < 00. Além disso, encontramos um limite superior para o tempo
mdzximo de existéncia, dado por

_ 2
A(m~ = 1) fluoll;

m=(m~ —2)2(d, — E(ug))’

Demonstracao. A demonstracao desse resultado, sera dividida em dois casos.

Tmax S

Caso 1: Vamos provar que I(u(t)) < 0, para todo t € [0, Tinax)-

Para fins de contradi¢do, suponhamos que exista tg € (0, Tinax) tal que I(u(t)) < 0,
para todo t € [0,%g) e I(u(ty)) = 0.

Tomando v = u na Eq.(4.1), temos

| V[P

(ug, v) + M ( ; dx) <|Vu]p(m)_2Vu, Vu> = <|u|m(r)_2u,u>.

Assim

p(z)

p(w) p(z)—2
/\/l< |Vu\ >/ \Vu\ (Vu) 2d:E~|—/ Lu 2dx

2dt

[ Vul? Juf®

\V4 p(w)
' “' ) [Ivuprde+ [ jum@da
Q Q

u(t
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Nesse caso, temos
d
7 ||u(t)|]§ = 2 (u,u) = —2I(u(t)) > 0,Vt € [0, 1), (4.62)

0 que mostra que a funcio u é estritamente crescente em [0, to].

Portanto, |[u(t)|5 > 0, entdo [|u(t)||, > 0. Nesse caso, u(ty) € N. Segue da defini¢io

de d que

d— u(tigléNE(u(to)) < E(u(to)),

por conseguinte
d < E(u(ty)).

Por outro lado, segue da Eq.(4.2) que
E(u(ty)) < E(ug) < d, < d,

o que é claramente uma contradigao. Concluimos entao temos que I(u(t)) < 0 para todo
t € [0, Tiax)-

Caso 2 : Encontrando uma limitacao superior para T .y.

Primeiramente, vamos fixar um 7" € (0, Tyyax) € considerar a funcdo K dada por

)= [ lalr) 2 dr + (7 = 0)Juoll3 + (at + ) (4.63)

para t € [0,7], onde a, b sdo constantes dadas mais adiante.

Derivando Eq.(4.63) em relacao t, obtemos
K'(t) = |lu(t)l; = lluoll; +2(at + b)a
t
—2( [ u(r),u(r) dr + alat + ) > 0,
0

Agora, derivando K’ em relacao a t, temos
K"(t) = 2 ((w(t), u(t)) + a®).

Usando Eq.(4.62), concluimos que
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Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz encontramos uma estimativa para K’

da seguinte forma

2

(K')"

{(2/; (11, ) d¢+a<at+b)>}
4 :/Ot (ug, w) dr + a(at + b)}2

<4 :/0t|<ut,u> |d7’—|—a(at+b)]2

< a [ [ Vi) o)l + atat + )

<[ Tt [ Tt + oo )

t t
:4[/0 ||Ut(7')||§d7' /0 ||u(7’)||§d7'+2a(at_|_b)x
t ¢
X/O ||Ut(7)\|§d7' /0 ||“(T)||gd7+a2(at+b)2}
' 2 K 2 5 [t )
<4 ; e (7)||2 dr A |u(T)||5 dT + (at + b) A [ ()5 dT
¢
+ CL2/ ||u(r Hng‘f‘CLZ(at—i—b)?]

_4(/ lu(r)|2 dr + (at +b) )(/ e HQdTm)

< 4K(t </ s (7 \|2d7+a> (4.64)

2

Por outro lado, usando o Lema 3.5 item (i), temos
—I(u(t)) > m™(d. — E(u(t)). (4.65)

Assim, por meio das Eq.(4.2), Eq.(4.64) e Eq.(4.65) segue que

K'(1) = 2 (~1(u(0)) + )

> 2 (m™(d. = E(u(t))) + a”)
e (de+ [ Na(r)dr = Bluo)) + o)
m- Ot ()2 dr + m(dy — E(ug)) + a2)

> 2 ((m (Z((Z))Q - a2> +m~(d, — E(ug)) + a2> : (4.66)

> 2
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Multiplicando a Eq.(4.66) por K (t) temos que

K" (0K () > 2K (#) ((m_ (fK(Z))Z - a2> +m(d — E(up)) + a2>

= 2K (t) (m_ (Z{(EB —m-a®+m" (de — E(ug)) + a2>

(K(1))

=m

2K (t)
O que permite escrever
K"(#)K(t) —m™ M > 9K (1) (m~(d. — E(u)) — (m~ —1)a?).  (4.67)

m” (d. — E(uo))

Nesse caso, segue da desigualdade (4.67) e tomando a < \/

podemos concluir que
(K'(t))°

K/ (OK(0) =m™ S5

> 0.

Notemos que K(0) > 0, K'(0) > 0 e m~ > 2, entao pelo Lema 2.21 inferimos que

T < K(0) T uoll +0* T luoll; + 07
T (1) K(0)  (m52)2ab (mT—2)ab

2

Nesse sentido, segue que

T |Juoll3 b?
T— < ) 4.68
(m=—=2)ab — (m~ —2)ab (4.68)
Da desigualdade (4.68), temos
b2
T < . (4.69)
(m= = 2)ab — luoll;
Consideremos agora uma funcao ¢ definida por
C(b) = i = (Woo) . (4.70)
(m=—2)ab— wl}  \(m —2)a
luoll
Minimizando ((b) para b € | ———2%—, 00 |, segue da Eq.(4.70) que
(m= —2)a
2
T < b ;
(m= = 2)ab — |luoll;
22 ||ull5
_ (- 27
o 2 [Juo| 2
(m - 2)66( — 22)CL - HUOHQ

= -2
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Consideremos agora outra funcao n dada por

Al ([ E(u)
n(a) =1 7_2)2a2,v € (O,\/ ]

m m- —1

d — E(uo))

m-— —1

Minimizando 7(a) para a € (0, \/m ( } , obtemos da Eq.(4.71) que

Ajugl;
oM~ (di — E(ug))
m- —1
4 = 1) fu
m=(m~ —2)2(d, — E(ug))

T<

(m=—2)

(4.72)

Fazendo T' — T, na Eq.(4.72), concluimos que

— 2
Am~ = 1) Jluoll

Tiazr < m~—(m~ —2)2(d, — E(ug))’

Isso completa a demonstracao.

4.2.2 Solucao Global

Teorema 4.9. Suponha que as Eq.(1.2) e Eq.(1.3) sejam satisfeitas. Se E(up) < d, e
I(ug) >0, entdo Thyax = 00. Além disso, o funcional energia da solugao fraca do problema

(1.1) contém as sequintes estimativas de decaimento:

pt(1+s) f(rl(ﬂ)sz 2 + 2
E(uo) (2+(p+(1+5)—2)at)p ) SEPT = T
E(u(t)) <
E 1-pt + <
(UO)€ , SEP X 1 + 87

onde a e B sdo constantes positivas dadas posteriormente, dependendo apenas de p, m, s,
M e Ugp.

Demonstraciao. A demonstracao sera dividida em quatro casos.

Caso 1 : Vejamos que I(u(t)) > 0, para todo t € [0, Tipax). Como E(ug) < di < d
e I(ug) > 0, temos que uy € W. Entao u(t) € W, para todo t € [0, Tinax)-

Para fins de contradi¢ao, suponhamos que exista to € [0, Thax) tal que u(ty) € OW,
onde OW ¢é a fronteira do conjunto V. Notemos que 0 é ponto interior de W, entao
E(u(ty)) = dou I(u(tg)) = 0, para (u(ty)) # 0. Segue da Eq.(4.2) que E(u(t)) < E(ug) < d
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e, assim I(u(ty)) = 0, para u(ty) # 0, isto é, u(ty) € N. Entao pela defini¢ao de d (veja

Eq.(3.18)) temos
d = inf E(u(to)) < E(u(to)),

o que é uma contradigao, devido ao fato de E(u(ty)) < d. Entao, temos que u(t) € W, isso

implica que I(u(t)) > 0, para todo ¢ € [0, Tax)-

Caso 2 : Vejamos agora que Ty, = 00.

Usando os Lema 3.4, Lema 3.6 e pelo Caso 1, onde I(u(t)) > 0, obtemos

d, > E(uo) > E(u(t))
> B(ult) ~ —~I(u(t)

1 1 [Vu@®)P® (8P

> (e o) MU D) wora

-

)M
1 M(1)
= <p+<1+s> ) )

x min {[|Vu(t)|[5,) , [ Vu(?)
1

'3

~

p(z p(z

1 1\ M( P

Notemos que, se [[Vu(t)||,) <1 entdo

d(pt)E (1 +s)m™ \»
1)) !

V()] < max { ((m— —pH(1+8)) M(

Escolhendo

m~ —pt(1+s)) M(1)

C, = max { (( d,(p)(1 + s)ym™~ >pl— | 1} |

temos que 1 < (.

+ “(1+s t(1+s
2y Va2 ST Va7 (473)

(4.74)

Em outras palavras, u(t) é uniformemente limitado em W, (')(Q). Entao segue da

Definigao 4.2 item (i) que Tipax = 00.
Caso 3 : Vamos mostrar que E(u(t)) < I(u(t)).

Note que, por meio do Lema 3.5 item (i7) segue que

E(u(t)) — ——I(u(t) > d.A7" 0+,

m-

Por outro lado, temos pela Eq.(4.2) que

E(u(t)) — —I(u(t)) < E(u(t)) < E(uo).

m

(4.75)

(4.76)
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Usando as Eq.(4.75) e (4.76), obtemos

1
d, pt(1+s)
Ay > 1
"(E@)) g

Novamente usando o Lema 3.5 item (i), temos
(

I(u(t)) > (1 N2+ (+s)—m™ (/ [Vu(t)|PC d:r;)/ Vu(t)P@ de

p(x)

+(1+s) m~
p+(1 s) p(ar)
> 11— a : M /]Vu il dx /|Vu )P d.
E(ugp) o p(x)

Assim, obtemos

ptats)—m=\ 1 .
(1 <E?l*to)> v ) I(u(t)) gM( /Q WW) /Q V()P dr.  (4.77)

Segue entao do Lema 3.4 e da desigualdade (4.77) que

<mw—;mwzg—)(ﬂw'p)/mtw
™) o

Nesse sentido, temos

=g () - () ) oo

Considerando uma constante C, > 0 tal que

d ptts-m=\ "1
1 1 1 % pt(1+s)

Co= — + [ ———[1-

o 7n+>< (50 ) |

E(u(t)) < CaoI(u(t)). (4.78)

Caso 4 : Estimativa de decaimento para o funcional E(u(t)).

entao

Usando as Eq.(4.73) e Eq.(4.74) temos a seguinte desigualdade

E(u(t)) > <p+(1 _ 1_) M)

1+s) m (pt)’
x min { [ Vu(t) [, . | Vu(t)
1

) o7
D

1 + +
> p~ —pt (1+s) pt(1+s) .
- <p+(1+8) m‘) o V()

s + s
IVa() 25, 7@ 28

’p(r p(z)

+ S
ITG]

p(z)

|
)
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Considerando a C3 > 0 (uma constante) tal que

(Lt 1 M) Lp-—pt(14s)
G = <p+(1 +5) m‘) T 0
entao
E(u(t)) > C3[[Vu(t )Hp(x”s : (4.79)

Por outro lado, usando imersdo W, * (')(Q) — L?(Q) segue que existe uma constante

Cs > 0 tal que
[u®)lly < Ca[[Vu(@®)]], - (4.80)

Nesse sentido, combinando as Eq.(4.79) e Eq.(4.80) temos
2 2
lu(t); < CFIVu(t)lly,y < CiCs ™ E¥F050 (u(t)).
Agora, considerando uma constante C; > 0 tal que
¢, — ¢y 7

obtemos
[u(t)]|5 < Cs EPFa+ (u(t)). (4.81)

Usando o teorema fundamental do calculo, para qualquer h > ¢, segue das Eq.(4.62),
Eq.(4.80) e Eq.(4.81) que

h h
/t E(u(r))dr < Cs /t I(u(r))dr
C, hd

_ CQ (@113 = lluth)]3)
< O (o)

< C2CEP+<1+S>(u(t)).

Fazendo h — oo, e tomando Cg = 62265, obtemos
/ " E(u(r))dr < CoE7 0w (u(t)). (4.82)
t

Por aproximacao, sem perda de generalidade, podemos supor que u seja uma
solugao suficientemente suave para o problema (1.1). Considere v = u; na Definigao 4.1,

entao temos

|V u[P@)

(ug, ug) + M ( . dx) <\Vu|p 2V, Vut> <|u]p u,ut>. (4.83)
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Assim da Eq.(4.83), segue que

p(z)
M (/ [ d95> / |Vu P2V uVu, dt —/ ulP@ 2, dt = — |lug(t))3 .
Q Q °

p(x)

Logo, temos

d 2
HE®) =~ lu®)]; <0.

Portanto, concluimos que E(u(t)) é ndo-crescente com relagao a t.

Temos entdo dois casos a serem analisados.

Casol:p™ > .
b 14+s

2

7

Considere a fun¢ao H(t) := E»"0+9 (u(t)). Entao existe uma constante o > 0 tal

que a Eq.(4.82) pode ser escrita da seguinte forma

oo p+ 1+s 1 p+ 1+s
[T wedr < —HEEE ) HE),
t

«

onde

1——2
E pta+s)

Ce

o =

Considere F(t) = H(t) e uma constante ¢ > 0 dada por

(1
0':])(2—'—8)_1

Note que estamos diante do Lema 2.22 item (iz), ou seja, temos que

1

1+0 )o
1+ ocat

H(t) < H(0) (

entao

1
+ S s)—
1+w_1 e Ots)-1
at '

Ep+(§+8) ult)) < E'WL(?%-S) U
( ( )) = ( 0) (1 + <p+(;+s) . 1)

Usando a Eq.(4.84) podemos concluir que

pt(1+s)

pt(1+s) P42
E(u(t) < E(u) <2 (1t s) — 2)at> '

Caso2:pt < )
1+ s

(4.84)
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Sendo E(u(t)) < E(ug), entao existe uma constante 3 > 0 tal que pela Eq.(4.82)

temos
AWEWﬁWhSQEﬁ@NMW
< CoEF0 (ug) E (o) Eu(t))
— Co BT (ug) E(u(t))
1

= (1),

onde

B = Co B 70 (ug).

Considemos agora F'(t) = E(u(t)) e uma constante o = 0.

Note que aqui, estamos diante do Lema 2.22 item (7) isso nos permite concluir que

E(u(t)) < E(ug)<".

Assim, concluimos a prova n



5 Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho fizemos um estudo sobre o uma classe de equagoes parabdlicas do
tipo Kircchoff com expoentes varidveis no espaco de Sobolev W, (')(Q). Este resultado foi
publicado recentemente em [16]. No primeiro momento, discutimos algumas estimativas
para a funcao de Kirchhoff, resultados de suma importancia no decorrer do trabalho. Nesse
sentido, também estdvamos interessados em algumas propriedades envolvendo os funcionais
energia e Nehari. Este trabalho baseia-se em trés teoremas importantes: o primeiro diz a
respeito da existéncia e unicidade de solucao fraca local, descrito no Teorema 4.7. Para a
discussao de tais resultados, utilizamos o método de Galerkin, especial o teorema de Peano
para obter a existéncia e, a desigualdade de Gronwall para obter a unicidade. Também
destacamos outras desigualdades de suma importancia, a saber: Gagliardo-Niremberg,
Sobolev e Young. No segundo momento, estamos interessados na discussao do problema
para o caso em que a energia inicial é subcritica. O segundo teorema (Teorema 4.8)
assegura a existéncia maximal de solugdo nao global. O terceiro teorema (Teorema 4.9)
garante a existéncia de solucdo fraca global que admite um decaimento envolvendo o
funcional energia. Para isso, utilizamos o método de pogo potencial para discutir ambos

os resultados.

Como uma proxima etapa da pesquisa, podemos considerar uma nova classe de

problemas parabdlicos do tipo p(x)-Kirchhoff dado por

= M (A(w)) Apoyu = [u] @20+ M (z,u), (x,t) € 2 x (0,T)
u(z,t) =0, (z,t) € 90 x (0,T)  (5.1)
u(z,0) = up(x), x €,

onde © C RN é um dominio limitado com fronteira suave 9 e condicdo inicial u, €
Wol’p(')(Q) e A > 0. O operador A : X — R é definido por

Aw) = [ p(lx)A (V™) da

onde X é um espaco de Banach e

At) = /Ot a(k)dx

sendo a : R™ — R uma funcio é de classe C'. Além disso, a funcdo f : Q x R — R satisfaz
algumas condigoes apropriadas. Certamente outros problemas motivados pela Eq.(5.1),

serdo discutidos, de modo especial, envolvendo o Laplaciano fraciondrio generalizado [12].
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