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RESUMO

Este trabalho teve como objetivo apresentar a férmula do preco de uma opcao
de compra europeia pelo modelo de Black-Scholes. Inicialmente aborda-se alguns téopicos
do mercado financeiro, com o propédsito de trabalhar com mercado de derivativos, mais
especificamente na teoria das opcoes. Com o auxilio de conceitos de probabilidade pode-se
modelar o preco de uma ativo subjacente, por exemplo, uma acao. Ao analisar as hipoteses
expostas ao longo do trabalho, tais como, a volatilidade e taxas de juros constantes, obtém-
se a equagao de black-scholes. Ao resolver a equagao, chega-se ao objetivo do trabalho .
Por fim, é mostrado que o modelo possui algumas ressalvas em relacao a volatilidade e
periodos a longo prazo, dessa forma, espera-se que este trabalho ajude a convencer mais

pessoas a adentar a teoria das financas modernas matematicamente.

Palavras-chave: Black-Scholes, Movimento Browniano, Opcoes .



ABSTRACT

This work aimed to present the price formula for a European call option using the
Black-Scholes model. Initially, some topics of the financial market are addressed, with the
purpose of working with the derivatives market, more specifically in the theory of options.
With the aid of probability concepts, you can model the price of an underlying asset, for
example, a stock. When analyzing the hypotheses exposed throughout the work, such
as volatility and constant interest rates, the black-scholes equation is obtained. When
solving the equation, the objective of the work is reached. Finally, it is shown that the
model has some caveats in relation to volatility and long-term periods, so it is hoped that
this work will help to convince more people to adhere to the theory of modern finance

mathematically.

Keywords: Black-Scholes, Brownian Movement, Options.



SUMARIO

Introducao 11
1 Preliminares 13
1.1 Mercado Financeiro . . . . . . . . .. .. L 14
1.2 Tiposde mercados . . . . . . . . ... 16
1.2.1  Mercado de Capitais: Derivativos . . . . . . . . .. ... ... ... 17

2 Teoria das Opcoes 19
2.1 OPGOES .« o v o 19
2.2 Fatores que afetam o preco das opgoes . . . . . ... 23
2.2.1 Preco da acao e Preco de Exercicio . . . . . .. ... ... .. ... 24

2.2.2 Volatilidade . . . . . . ... 26

223 Taxalivrederisco . . . . . . . ... 26

2.3 Limites superiores e inferiores . . . . . . .. ... L. 26
2.3.1 Opcaodecompra . . . . . . . . . . . e 28

232 Opcaodevenda . . . . . . . . . ... 29

2.4 Investidores(Traders): Cobertores de Riscos(Hedgers), Especuladores e Ar-

bitradores . . . . . ... 30
2.4.1 Sem Riscos(Hedgers) . . . . . . ... 32
2.4.2 Especuladores . . . . . . ... 34
2.4.3 Arbitragem . . .. ... 35
3 Medida e Probabilidade 36

3.1 Espacocom Medida . . . . . . . .. .. . 36



3.2

3.1.1 Algebra e Sigma Algebra ........................
Espaco de Probabilidade . . . . . . . . .. ... 0L
3.2.1  Varidvel Aleatoria . . . . . . . . ...
3.2.2 Valor esperado e variancia . . . . . . . . . ...
3.2.3 Distribuicao Normal e LogNormal . . . . . ... .. ... ... ...

3.2.4 Processos Estocasticos . . . . . . ..

4 Modelo de Black-Scholes

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

Precificar o preco de ativos . . . . . . . . ...
Modelos Pré-Black-Scholes-Merton . . . . . .. ... ... ... .. ...
Hipéteses do modelo . . . . . . . . .. .
Obtendo a equagao diferencial de Black-Scholes . . . . . . ... ... ...
A férmula do preco de uma opcao de compra européia . . . . . . . . . . ..

Exemplo usando a férmula de Black Scholes . . . . ... ... ... ....

5 Conclusao

Referéncias

46

46

ol

23

54

o6

65

67

70



11

Introducao

Modelagem matematica ¢ um ramo da matemética que estuda forma de modelar
fenomenos fisicos e naturais do mundo, é a area do conhecimento que estuda a simulacao
de sistemas reais a fim de prever o comportamento destes, sendo empregada em diversos
campos de estudo, tais como fisica, quimica, biologia, economia, engenharias entre outras.
A modelagem matematica consiste na atividade (ou tentativa) de descrever matematica-

mente um fenomeno.

Neste trabalho, a modelagem estard relacionada a area de economia, mais espe-

cificamente ao mercado de derivativos, em particular opgoes .

Com o crescimento do mercado de derivativos, estuda-lo tornou-se essencial para
um investidor de perfil moderado/agressivo conseguir manter-se num ambiente bastante
volatil como é o mercado de renda variavel, com o objetivo de obter menos perdas neste
mercado, a matematica vem sendo usada na tentativa de prever a movimentacao do
mercado com algum nivel de acerto. Primeiro, surgiram modelos matematicos com o
objeto de prever a movimentagao do preco agoes,que podem ser visto nos trabalhos de
Louis Bachelier ([3]), Black-Scholes-Merton([5]), etc . Apds o surgimento do mercado
de derivativos, especular no mercado de renda variavel trouxe a possibilidade de ganhos
altos e varias novas formas de protecgao, a partir disso, investidores mais técnicos buscaram

formas de modelar esse mercado.

Um dos problemas interessantes do mercado de derivativos é como definir o preco
de uma opcao, isto é, dada uma ac¢ao hoje, no futuro essa agao pode valorizar ou desva-
lorizar, com o mercado oferecendo um preco de exercicio, qual o valor correto da opc¢ao
de compra da acao?. Esses termos podem ser novos para individuos que nao estudam
economia, como este trabalho esta sendo destinado a estudantes de matematica, iremos
fazer um capitulo falando sobre conceitos basico do mercado financeiro, antes de entrar
na teoria das opgoes. Este trabalho tem como base o primeiro capitulo(preliminares) da
tese do Everaldo Mello [14], nele a demonstracao da férmula do preco de opcao europeia

pelo modelo de Black-Scholes de esta feita modo resumido.



Nosso trabalho esta organizado em 5 capitulos, o primeiro capitulo fazemos uma
breve introducao sobre mercado financeiro, para preparar o leitor que nao possua famili-

aridade com os termos utilizados no mercado financeiro.

O segundo capitulo abordamos sobre as teoria das opcoes, definindo o que é uma
opcao, os fatores que afetam os pregos de uma opcao, tais como a volatilidade e o preco de

uma acao. Comentar sobre o que é arbitragem e especulacao e como usa-los com opgoes.

O terceiro capitulo dedicamos aos conceitos de medida e probabilidade necessarios
para o bom entendimento do Lema de Ito(Movimento Browniano), alguns deles sao a

esperanca, variancia, processos estocasticos, etc.

O quarto capitulo apresentamos o modelo de Black-Scholes, no qual veremos
que se trata de uma derivacao da equacao de calor, inicialmente serd comentado sobre
as hipoteses do modelo e por fim, como utilizar a formula de black scholes para criar a

formula do prego de uma opg¢ao de compra europeia.

O 1ltimo capitulo é dedicado as consideracoes finais do trabalho.



1 Preliminares

Este trabalho tem por finalidade estudar o problema da formulacao de precos
de um opc¢ao de compra europeia.O estudo desse modelo esta relacionado principalmente
volatilidade, pois o mercado de derivativos é um mercado de renda variavel, por este mo-
tivo é um mercado de dificil previsao e assim, é estudado como um processo estocastico .
”Conforme Sassatani (1999), um dos aspectos fundamentais no estudo de Finangas e que
revolucionou a maneira como esta ciéncia é estudada e compreendida no mundo moderno
é a incerteza que esta relacionada com o risco, ou seja, quanto maior a volatilidade do
mercado, maior é o risco. O papel da incerteza na tomada de decisoes é a grande preo-
cupacao na teoria das finangas contemporanea. De acordo com Siqueira(1999), pode-se
dizer que a teoria de financas moderna nasceu em virtude da preocupacao dos académicos
de buscar uma estruturacao conceitual e légica que auxiliasse a tomada de decisoes em
condicoes de incerteza e de risco, isto €, a volatilidade estd interligada totalmente com
o mercado, e conseguir ter uma nocao de como o mercado ira oscilar em determinado

periodo é essencial para um investidor.

Antes de surgir o Modelo de Black-Scholes-Merton, houveram outros modelos,
tais como o modelo de Bachelier(1900)[3], de Sprenkel e o Boness. Todos esses modelos
foram criados na tentativa de resolver o problema da formulacao do preco de uma opc¢ao
europeia. Cada um desses modelos tiveram suas objecoes, até chegar por fim ao modelo
de Black-Scholes, sendo considerado a partir disso o modelo mais usado na teoria das

finangas modernas.

O modelo de Black-scholes é basicamente utilizado para determinar o preco da

opcao europeia sobre uma agao.

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos elementares que serao necessarios
no decorrer deste trabalho. Iniciamos abordando o problema da féormula do preco da
opcao de compra europeia e alguns fundamentos do mercado financeiro, dando algumas

defini¢oes que serao tuteis ao longo do trabalho.
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1.1 Mercado Financeiro

Em economia e finangas, denomina-se como mercado financeiro todo o universo
que envolve as operacgoes de compra e venda de ativos financeiros, tais como valores
mobilidrios (agoes, obrigagdes, etc.), mercadorias (pedras preciosas, commodities, etc.) e
cambio. E todo o ambiente em que ocorrem as operacoes de investimentos financeiros.

Abaixo definiremos alguns termos essenciais do mercado financeiro tirados da tese [14].

Um ativo ou bem (asset) é algo capaz de produzir fluxo monetério para o
proprietario. E qualquer bem com valor comercial ou valor de troca pertencente a uma
sociedade, instituicao ou pessoa fisica. Exemplos: imoveis, dinheiro aplicado, agoes, joias,

etc.

Valor mobilidrio (security) é um instrumento que indica participagdo em uma
companhia (agoes), relacionamento de um credor com uma empresa ou entidade gover-
namental (obrigagdes), ou direitos de propriedades representados por instrumentos como

opcao, direito de subscricao e bonus de subscrigao.

Acao (share) é o valor mobilidrio emitido pelas companhias e representativo de
parcela do capital. E o documento que indica ser o seu possuidor o proprietario de certa
fracao de determinada empresa. As agoes representam a menor fracao do capital social
destas companhias, ou seja, é o resultado da divisao do capital social em partes iguais.
Quando emitidas por companhias abertas ou assemelhadas, sao negociados em bolsa de
valores ou no chamado mercado de balcao. O investidor torna-se, portanto, sécio da
empresa da qual adquiriu agoes e os poderes a ele atribuidos sao limitados pelo tipo de

acao que comprou e também pela quantidade de agoes que possui.

Mercadorias (commodities) sao produtos como cereais, metais e alimentos ne-

gociados em uma bolsa de mercadorias ou no mercado a vista.

Dividendo (dividend) é a parcela do lucro da empresa que é distribuida aos
acionistas, de acordo com a quantidade de agoes possuidas. Normalmente, é resultado

dos lucros obtidos por uma empresa.

Rentabilidade ou retorno (return) é a medida de ganho financeiro nominal

sobre o total do investimento, expressa em termos percentuais.

Risco (risky) é o grau de incerteza da rentabilidade de um investimento. Exem-
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plo: afirmar que um investimento é de alto risco significa que temos pouca chance de
prever, com precisao, a rentabilidade deste investimento. Em contrapartida, esse investi-
mento oferece possibilidade de retorno superior a um investimento conservador. No jargao
financeiro, a palavra “risco”esta sempre associada a probabilidade de ganhos ou perdas
acima ou abaixo da média de mercado. O investidor deve estar atento a essa diferenca,
porque na linguagem cotidiana a palavra “risco” muitas vezes ¢ usada para indicar a possi-
bilidade de perda (diminui¢do) ou manutencao do estado atual, excluindo a possibilidade

de ganho (retorno ou crescimento).

Obrigagoes ou titulos (bonds)é o reconhecimento formal, por escrito, de uma
divida, pelo qual uma das partes promete pagar certa importancia, em determinada data

futura, e mais juros, em datas pré-fixadas, até o vencimento.

Ativo financeiro (financial asset) é qualquer titulo representativo de parte pa-
trimonial ou divida. Exemplos: titulos da divida publica, contratos derivativos, agoes,

etc.

Tendéncia (drift), que representamos pela letra p, é a taxa de retorno esperada

para um ativo com relagao a uma medida de probabilidade.

Volatilidade (volatility), que representamos pela letra o, é um indicador que
mede o risco de um determinado investimento. Quanto maior a volatilidade, maior o
risco para o investidor, comparativamente aos demais fundos do segmento em questao. O
calculo deste indicador considera a dispersao para cima ou para baixo da rentabilidade
didria em relagdo a média da rentabilidade em determinado periodo (desvio padrao).
Mede, também, o grau médio de variagao das cotacoes de um titulo ou fundo de investi-
mento em um determinado periodo de tempo. Alta volatilidade significa que o valor da

cotacao apresenta forte variacao.

Banco ideal é o banco onde as taxas de juros de deposito e empréstimo sao
iguais e nao ha taxas de servico e de transagao. As taxas de juros também independem

do montante do principal.

Mercado perfeito é um mercado sem custos de transacao e leiloes; nele todos os
acordos sao cumpridos; hé possibilidade de comprar/vender qualquer montante de cada
valor mobiliario; as transagoes ocorrem continuamente e hé a possibilidade da venda a

descoberto ilimitada; hd auséncia de impostos; a liquidagao é instantanea, a transacao
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ocorre a vista (sem parcelamento) e existe um banco ideal constante. No caso das agoes,

nao se considera o dividendo, e dos bonds, o cupom.

Carteira ou Portfdélio é um conjunto de titulos e valores mantido por um fundo
mutuo ou por um investidor. E uma carteira de titulos, isto é, um conjunto de titulos de

rendas fixa e variavel, de propriedade de pessoas fisicas ou juridicas.

1.2 Tipos de mercados

O mercado financeiro pode ser dividido em quatro grandes mercados:

e Mercado de capitais: ¢ um meio de distribuicao de valores mobiliarios, que
tem o objetivo de gerar liquidez aos titulos emitidos pelas empresas e viabilizar o seu
processo de capitalizagao. Isto quer dizer que o objetivo é direcionar os recursos finan-
ceiros da sociedade para o comércio, a industria e outras atividades economicas, assim
remunerando melhor o investidor. Fazem parte desta area a compra e a venda de agoes,

debéntures, etc.;

e Mercado de crédito: atuam neste segmento diversas instituicoes financeiras
e nao financeiras prestando servigos de intermediacao de recursos de curto, médio e longo
prazo para agentes deficitarios que necessitam de recursos para consumo ou capital de giro.

E o segmento onde ocorrem operacoes de empréstimo, arrendamento, financiamento, etc.;

e Mercado de cambio: ¢ onde sao negociadas as trocas de moedas estrangeiras

ddlar, euro, yuan, etc.
Yy

e Mercado monetario: é o mercado onde se concentram as operagoes para
controle da oferta de moeda e das taxas de juros de curto e curtissimo prazo com vistas a
garantir a liquidez da economia. Abrange toda a rede de entidades ou 6rgaos financeiros
que negociam titulos ou valores, concedendo empréstimos a empresas ou particulares a

curto prazo, em troca do pagamento de juros.

Neste trabalho o foco sera dado ao mercado de capitais com o objetivo de traba-

lhar com os derivativos.
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1.2.1 Mercado de Capitais: Derivativos

Nos tltimos anos o mercado de derivativos tornaram-se cada vez mais importantes
no mercado financeiro, pois os mesmos podem ser usados para protegao, especulacao ou
arbitragem(esses conceitos serao falados mais abaixo), trazendo consigo uma leque de

opgoes para um investidor organizar sua carteira financeira.

Definicao 1.1. Um derivativo pode ser definido como um instrumento financeiro cujo
valor depende( ou deriva) dos valores de outras varidveis subjacentes mais basicas. Muitas
vezes, as variaveis por tras dos derivativos sao os precgos de ativos negociados. Uma opg¢ao

sobre agoes, por exemplo, é um derivativo cujo valor depende do preco de uma acao.

As negociagoes envolvendo derivativos podem ocorrer tanto no mercado de balcao

quando na bolsa.

e Mercado de Balcao: Os mercados de balcao (OTC, over-the-counter) sao
mercados nos quais as empresas realizam transacoes de derivativos sem envolver uma
bolsa. Tradicionalmente, o risco de crédito caracteriza os mercados de derivativos de
balcao. Pense em duas empresas, A e B, que realizaram diversas transacoes de derivativos.
Se A inadimple quando o valor liquido das transacoes em circulacao com B é positivo, B
provavelmente sofrera uma perda. Da mesma forma, se B inadimple quando o valor liquido
das transagoes em circulacao com A é positivo, a empresa A provavelmente sofrera uma
perda. Na tentativa de reduzir o risco de crédito, o mercado de balcao tomou emprestadas
algumas ideias dos mercados de bolsa. Em sima, o OTC, possui inexisténcia de um espago
fisico de negociacao, flexibilidade quanto aos registros das transacoes, possibilidade de

negociacao de ativos que nao estao habilitados para negociacao em Bolsa.

e Mercado da Bolsa:Diferente do mercado de OTC, o mercado da bolsa é mais
organizado e nao corre risco de crédito, possui estruturacao de uma area de relacao com
as pessoas que investem, adocao de praticas de governanca corporativa, apresentacao de

demonstracoes financeiras auditadas etc.

Tipos de derivativos:

e Contrato a termo: é um contrato para comprar ou vender um ativo em

uma determinada data futura por um preco especifico. Ele pode ser diferenciado de um
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contrato a vista (ou a vista), que é um contrato para comprar ou vender um ativo quase
imediatamente. Um contrato a termo é negociado no mercado de balcao, geralmente entre

duas instituicoes financeiras ou entre uma instituicao financeira e um de seus clientes.

Uma das partes de um contrato a termo assume a posigao comprada (long) e
concorda em comprar o ativo subjacente em uma data futura especifica por determinado
preco. A outra parte assume a posicao vendida (short) e concorda em vender o ativo na

mesma data pelo mesmo preco.
O resultado de uma posicao comprada é:
S — K
em que:
St é o preco a vista do ativo no vencimento
K é o preco de entrega

Exemplos 1.2.1. Considere um contrato a termo que obriga a empresa a comprar
R$10.000 por R$12.000 em 6 meses. Suponha que ao afinal desses 6meses, o real te-

nha valorizado e a taxa de cambio tenha aumentado , digamos para R$13.000, temos:
St = 13.000

K =12.000
Sr — K = 1.000

Agora, se a taxa de cambio tivesse caido para R$11.000, teriamos

11.000 — 12.000 = —1.000

e Contrato Futuro: um contrato futuro é um acordo entre duas partes de
comprar ou vender um ativo em uma determinada data no futuro por um preco especifico.
Ao contrério dos contratos a termo, os contratos futuros normalmente sao negociados em
uma bolsa e seus contratos sao ajustados diariamente. Para possibilitar a negociagao, a
bolsa especifica certas caracteristicas padronizadas do contrato. Como as duas partes do
contrato nao se conhecem necessariamente, a bolsa também oferece um mecanismo que

dé a ambas uma garantia de que o contrato sera honrado.

No capitulo seguinte vamos definir um dos principais conceitos que utilizaremos

no trabalho, o conceito de opg¢ao, que também é um tipo de derivativo.
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2 Teoria das Opcoes

Neste capitulo sera abordado a definicao de opgoes, seus tipos, fatores que afetam

o precos das opcoes e exemplos de tipos de investidores de opgoes.

2.1 Opcoes

As opgoes sao derivativos, isto é, sao instrumentos financeiros negociaveis no
mercado (em bolsas de valores ou mercado de bal¢ao), cujos valores dependem, ou derivam

de outros ativos. Existem dois tipos de opcao: Opcao de compra/ Opgao de Venda

Definigao 2.1. Uma opgao de compra (call) da ao titular o direito de comprar o ativo

subjacente até uma determinada data por um preco especifico.

Definigao 2.2. Uma opgao de venda (put) da ao titular o direito de vender o ativo

subjacente até uma determinada data por um preco especifico.

Um comprador de uma opcao, de call ou put é chamado de titular. O ven-
dedor de uma opc¢ao, de compra ou venda é chamado de lancador. O ativo o qual a
opgao esta sendo negociada é chamada de ativo subjacente. O preco pelo qual a opgao

é negociada entre as partes é chamado é o prémio da opcao.

Definicao 2.3. Chamamos K de prego de exercicio ou strike price o preco pré-
determinado da opcao; a data que a opgao expira é chamada de data de vencimento

ou maturidade.

Existem dois tipos de opgoes, as americanas e as europeias, mas ambas podem
ser operadas num mesmo mercado(por exemplo, ambas podem ser encontradas na bolsa

de valores).

Definicao 2.4. Chamamos de opgoes americanas aquelas na qual o titular de uma

opcao pode exercer-la a qualquer momento até sua data de vencimento
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Definicao 2.5. Chamamos de opgoes europeias aquelas na qual seu titular s6 pode

exercer-la na data de vencimento.

Observacao 2.1.1. E preciso enfatizar que uma opg¢ao da ao titular o direito de fazer algo,
mas ele nao precisa exercer esse direito. E isso que diferencia as opcoes dos contratos
futuros e a termo, nos quais o titular é obrigado a comprar ou vender o ativo subjacente.
Ao firmar um contrato a termo ou futuro o investidor nao tem nenhum custo,diferente de
adquirir uma opcao em que a custo para quem esta na posicao de comprador e um prémio

para quem esta no posicao de vendedor.

Uma curiosidade é que a maioria das opcoes negociadas em bolsas sao americanas
e um contrato geralmente se refere a compra ou venda de 100 agoes. Em geral, as opgoes
europeias sao mais faceis de analisar do que as americanas; algumas propriedades de
uma opcao americana frequentemente sao deduzidas a partir daquelas de sua contraparte

europeia.

Defini¢ao 2.6. O preco das opgoes se devide em duas partes: o valor intrisico(v;) e o
valor extrinsico(v,)

C = Vjc + Ve
P = Vippp + Vep
em que:
c = opcao de compra europeia

p = opcao de venda europeia

Definicao 2.7. (Valor Intrisico) Para uma call, o valor intrisico é a diferenca entre o
preco do ativo subjacente e do strike. Para o put, o valor intrisico é a diferenca strike e

o preco do ativo subjacente
vie = maz(S; — e "TVK,0) (2.1)
Vip = maz(e " "VEK — 5,,0) (2.2)

em que :

St é o preco do ativo subjacente no tempo ¢
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Definicao 2.8. (Valor Extrinseco) O valor extrinsico é calculado subtraindo o preco

atual da opgao pelo valor intrinsico.
Vee = C — Vje

Vep = P — Vip

Defini¢ao 2.9. Dinheiro(Moneyness) O dinheiro de uma opcao se refere a relagao entre
o preco do ativo e o preco de exercicio em um dado tempo. Se o preco do ativo estiver na
vizinhanga do prego de exercicio, a opgao estd no dinheiro ( at-the-money, ou ATM); se o
preco do ativo estiver relativamente maior (menor) do que o prego de exercicio, a opgao
de compra (de venda) estd dentro do dinheiro ( in-the-money, ou ITM); se o prego do
ativo estiver relativamente menor ( maior) do que o preco de exercicio, a op¢ao de compra

( de venda) estd fora do dinheiro ( out fo the money)

Opcao de compra(Call):

Seja St o preco da a¢ao no tempo T’
1. Entdo, se S > K, a opgao é dita estar dentro do prego (in the money)
2. Se, por outro lado, S < K é dita estar fora do prego (out of money).

3. Se Sy = K, a opcao é dita estar no preco (at the money).

Quando a opgao ¢ dita dentro do preco, o valor dessa op¢ao tende a ser mais cara, pois a
chance de acontecer é mais facil, ao contrario do fora do dinheiro, essa opcao costume ser

mais barata, contudo raramente acontece.

Nas figuras (2.1) e (2.2) podemos ver opgoes da petrobras dentro e fora do di-

nheiro, respectivamente.

Opcao de venda(Put):

1. Se St < K. Nesse caso, a opcao esta dentro do dinheiro.
2. Se St > K dessa forma temos que opcao esta fora do dinheiro

3. Se S = K, a opgao é dita estar no prego (at the money).
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Figura 2.1: Opcao de compra dentro do dinheiro

Claramente contrario ao caso das call.

Observacao 2.1.2. Enquanto os comprados de Call ou Put possuem o direito mas nao a
obrigagao de exercer a op¢ao, os Vendedores de Call/Put tem a obrigacao de vender, caso
os compradores quiserem exercer seu direito. Os que estao na posigao de compradores,
pagam uma taxa para possuirem o direito mas nao a obrigacao de exercer a opcao, ja os

na posicao de vendedores, recebem uma taxa por ter a obrigacao de exercer a opcao.

Neste momento, observamos que existem quatro tipos de participantes nos mer-

cados de opgoes:

1. Compradores de Call
2. Compradores de Put
3. Vendedores de Call

4. Vendedores de Put

Muitas vezes, é ttil caracterizar uma opgao europeia em termos de seu resultado
para o comprador da opcao. Assim, o custo inicial da op¢ao nao é incluido no calculo.
Se K ¢é o preco de exercicio e St é o preco final do ativo subjacente, o resultado de uma

posicao comprada em uma opcao de compra é:

max (St — K, 0)
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Figura 2.2: Opcao de compra fora do dinheiro

G T —

Dentro do Dinheira Fora do Dinheiro
Mo Dinheiro No Dinheiro
Fora do Dinheiro Dentro do Dinheiro

Figura 2.3: Moneyness

Isso reflete ao fato de que a opcao sera exercida se St > K e nao sera exercida se

St < K. O resultado para o titular da posicao vendida na opcao de compra europeia:
max (St — K,0) = min(K — Sr,0)
O resultado para o titular de uma posigao comprada em uma opc¢ao de venda é:
max(K — St,0)
o resultado de uma posicao vendida em uma opcao de venda é:

maz(K — Sp,0) = min(Sr — K, 0)

2.2 Fatores que afetam o preco das opcoes

Seis fatores afetam o preco de uma opcao sobre acoes:
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call [ Pt ]
Comprador Direito Direito
Vendedor Obrigagdo Obrigagio

Figura 2.4: Posicao dos Participantes do Mercado

1. O preco atual da acao, Sy

2. O preco de exercicio, K

3. O tempo até a expiracao, T’

4. A volatilidade do prego da acao o

5. A taxa

livre de juros de riscos, r

6. Os dividendos pagos esperados.

2.2.1 Preco da acao e Preco de Exercicio

Se uma opcao de compra for exercida em algum tempo futuro, o resultado sera

a diferenca entre o preco da agao pelo preco de exercicio. Portanto, as opgoes de compra

tornam-se mais valiosas a medida que o preco de agao aumenta e menos valiosas a medida

que o preco o preco de exercicio aumenta. No caso da opgao de venda o comportamento

é contrario, o resultado final é a diferenca entre o preco de exercicio pelo preco das agoes.

Abaixo serd mostrado uma figuras com essas respectivas explicacoes.

50

40

30
20

p Preco da opciio
de compra, ¢

Preco da
acdo, S

|
0 20 40 60 80 100

4 Preco da opgio
de venda, p

Preco da
aco, §;

|
80 100

Figura 2.5: Opcao x Acao
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Preco da opcio 4 Prego da opcao
de compra, ¢ de venda, p
50 50+
40 40~
30 30~
20 20~
10 Preco de 10+~ Preco de
exercicio, K exercicio, K
0 | | | | 0 | | | | >
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Figura 2.6: Agao x Strike

Proposicao 2.1. (Pregos de Exercicios) H& trés restri¢oes de arbitragem referentes

ao preco de exercicio de uma opg¢ao de compra ou venda:

i) O valor de uma call (put) ndo pode ser menor do que o valor de outra call(put),

idéntica, mas com o prego de exercicio maior(menor) do que a primeira, isto é:
c¢(K1) > ¢(K3) se, e somente se, Ky > K,
p(K3) > p(K;) se, e somente se, Ky > K

ii) A diferenga do valor entre duas opgoes idénticas, porém com strikes diferentes,

jamais sera maior do que a diferenca entre seus respectivos strikes, isto é:
Ky — K| > C(K1> — C(KQ) se Ko > K3

Ky, — K| > p(KQ) —p(Kl) se Ky > K

iii) De trés opgoes idénticas com strikes iguais a K3 > Ky > Kj, o valor da op¢ao in-
termediaria nao podera ser maior que a média ponderada das outras duas opgoes, isto

é:

Demonstra¢ao. Cox e Rubinstein (1985) [7] O
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2.2.2 Volatilidade

As opgoes sao instrumentos que envolvem o tempo, portanto as variaveis que a
compdem devem ser trazidas a valor presente ou levadas a valor futuro por uma taxa (
por exemplo a taxa de juros de livre risco). Por apresentar volatilidade (a volatilidade da
op¢ao é chamada de volatilidade implicita), possuem risco. A volatilidade de um prego
de acao é uma medida da incerteza sobre os movimentos futuros desse preco. A medida
que a volatilidade aumenta, a chance da agao ter desempenho muito bom ou muito ruim

aumenta.

Preco da opcéo 4 Preco da opcio
de compra, ¢ de venda, p
15 15

0 ol
6 61
3 Volatilidade, 3 Volatilidade,
o (%) a (%)
0 | | | | | D 1 | | | |
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 30

Figura 2.7: Opcao x Volatilidade

2.2.3 Taxa livre de risco

A medida que as taxas de juros na economia aumentam, o retorno esperado
exigido pelos investidores de uma acao tende a aumentar, pois os investidores em renda
fixa, por ter menos risco, somente irao para renda varidvel se o prémio aumentar, e a

entrada de mais investidores na renda variavel aumenta a liquidez.

2.3 Limites superiores e inferiores
Proposicao 2.2. (Limites)O valor de uma op¢ao respeitara os seguintes limites
maz(S; — Ke"™=Y 0) <c < S,

max(Ke_T(T_t) —5,0)<p< S
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. Preco da opglo 4 Preco da opelo
de compra, ¢ de venda, p
10 10

3/ i
i 3
sl 4\

Taxa de juros livre
de risco, r (%)
1 1
6 8

ir Taxa de juros livre
de risco, r (%)
1 1
2 4 6 8

P -
=k

= 0
0

Figura 2.8: Opcao x taxa de juros livre

Uma call americana ou europeia da ao titular o direito de comprar uma acao de
uma empresa por um determinado prego. Independentemente do que acontecer, a opc¢ao
nunca podera valer mais que a acao. Assim, o preco da acao é um limite superior para o
preco da opcao:

c< S (2.3)

Se essas relagoes nao fossem verdadeiras, um arbitrador poderia facilmente obter um lucro

sem risco comprando a acao e vendendo a opc¢ao de compra.

Ja no caso de uma put americana o titular tem o direito de vender uma acao de
um empresa por K. Independente de quanto o preco caia, a opg¢ao nunca valera mais que

K. Assim:
P<K

Nas europeias, sabemos que na maturidade a opcao nao pode valer mais que K. Logo,

sabemos que ela nao pode valer mais que o valor presente de K hoje:

p < Ke'—(T=1) (24)

Se isso nao fosse verdade, um arbitrador poderia obter um lucro sem risco lancando

a opcao e investindo o resultado da venda a taxa de juros livre de risco
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2.3.1 Opcao de compra
Limites inferiores para opgoes de compra sobre agoes que nao pagam dividendo

Um limite inferior para o preco de uma opcao de compra europeia sobre uma

acao que nao paga dividendos é:

St . Ke—r(T—t)
Suponha duas carteiras de investimento

1. Carteira A : Uma opg¢ao de compra europeia mais um boénus de cupom zero que

oferece um resultado de K no tempo 7.

2. Carteira B: Uma acao da empresa

Na carteira A, o bonus zero vale K no tempo T'. Se Sy > K, a opcao de compra é
exercida na maturidade e a carteira A vale Sp. Se Sr < K, a opcao de compra expira

sem valor e a carteira vale K. Assim, no tempo T, a carteira A vale:
maz(St, K)

No caso da carteira B ela sempre valera S; no tempo 7'. Portanto, a carteira A sempre
vale tanto a carteira B e pode valer muito mais do que isso, na maturidade da opcao .

Logo, na auséncia de oportunidades de arbitragem , isso também deve ser valido.
O bénus de cupom zero vale Ke "T=Y hoje. Logo

c+ Ke "It > S,
ou

c> S, — Ke "(T=Y)

O pior que pode-se acontecer com a opc¢ao de compra é ela expirar sem valer nada, assim

seu valor nao pode torna-se negativo. Isso significa que ¢ > 0 e, logo:
¢ > maz(S, — Ke™"T7Y ) (2.5)
Dai pelas desigualdades (2.3) e (2.5) temos que o prego de uma call esta entre

max(S; — Ke T, 0) <c< S (2.6)
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Com dividendos

Usando D como o valor presente dos dividendos durante a vida da opg¢ao, vamos

supor a seguinte condicao as mesmas carteiras A e B acima

Carteira A: uma opg¢ao de compra europeia mais uma quantia em caixa igual a

D+ Ke (Tt
Carteira B: Uma acgao

Com um argumento semelhante, temos

¢ >max(S; — D — Ke "™ ()

2.3.2 Opcao de venda
limites inferiores para opcoes de venda sobre agoes que nao pagam dividendos

Para uma opcao de venda europeia sobre uma acao que nao paga dividendos, um

limite inferior para o prego é:

—r(T—t
Ke Tt —g,
Vamos mostrar o porqué a seguir:

Suponha duas carteiras tais que

1. Carteira C: com uma put europeia mais uma agao

2. Carteira D: com um bonus de cupom zero com resultado K no tempo 7T’

Se St < K entao a opcao da carteira C é exercida na maturidade da opcao e a
carteira passa a valer K. Se St > K, entao a opgao de venda expira sem ter o valor e a

carteira vale St nessa data. Assim, a carteira C valera no tempo 7.
max(St, K)

Ja a carteira D vale K no tempo T. Assim, a carteira C vale tanto quanto a carteira D,

e as vezes mais que isso, no tempo 7T'. Logo na auséncia de arbitragem, a carteira C deve
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valer pelo menos tanto quanto a carteira D hoje, logo:
p+ S > Ke "

ou

p>Ke"T0 _ g,

Como o pior que pode acontecer com uma opcao de venda é que ela expire sem valer nada,

seu valor nao pode ser negativo. Isso significa que:
p > max(Ke "™ — 5, 0) (2.7)
Daf pelas desigualdades (2.4) e (2.7) temos que o prego de uma put esta entre

max(Ke’r(T’t) —5,0)<p< K (2.8)

Com dividendos

Também podemos definir C e D da seguinte maneira

1. Carteira C: uma opc¢ao de venda europeia mais uma agao

2. Carteira D: uma quantidade de caixa igual a D + Ke "%

Assim

p > max(D + Ke "9 — 5, 0)

Apos entender esses principios o individuo podera usar as opgoes para torna-se

um dos possiveis tipo de trader abaixo.

Defini¢ao 2.10. Traders: E um comerciante/negociador que realiza transigoes de com-

pra e venda no mercado financeiro, mas especificamente no bolsas de valores.

2.4 Investidores(Traders): Cobertores de Riscos(Hedgers),

Especuladores e Arbitradores

Definigao 2.11. Cobertura de riscos(Hedgers) é uma estratégia cujo objetivo é pro-
teger um investimento ou ativo contra possiveis perdas. Sua principal funcao é assegurar

o valor de uma divida que serd paga no futuro
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Definicao 2.12. Arbitragem:Uma operacao de arbitragem é aquela na qual os agentes
podem auferir lucros ou vantagens financeiras sem correr riscos (Lima et al, 2007). A
arbitragem geralmente ocorre quando dois ou mais ativos sao precificados incorretamente

uns em relagao aos outros (Hull, 2008).

Em relagao a arbitragem,existe uma relagao importante entre calls e puts, com o
mesmo preco de exercicio,data de vencimento e ativo subjacente. Essa relagao é conhecida
como paridade put-call, e ela é baseada na relacao de nao-arbitragem. A seguir vamos

definir essa relacao.

Definicao 2.13. (Paridade Put-Call) Considere uma estratégia de investimento em
que ocorre a compra de uma call e a venda de uma put, ambas com mesmo preco de
exercicio, data de vencimento e ativo subjacente. A estratégia é expressa formalmente
por ¢ — p = a, em que a é uma constante real. De acordo com a defini¢cao(valor de uma
0pGao) ¢ = v.c + vic e p = vep + v;p . Se o valor intrisico da call for positivo, pela
definicio( valor intrisico), o valor intrinseco da put serd zero, pois e "T VK — S, < 0.
Se, pelo contrario o valor intrinseco da put for positivo, pela mesma defini¢ao, o valor

T—t)

intrinseco da call serd zero, pois S; — e~ < 0. Portanto: Pela defini¢ao(preco das

0pGoes): V;C 4 Vo€ — ;D + Uep = a
Se S, >e " T IVK :pec—vp=a—vic=a—S —e "TVK
Se S, <e T VK pc—vp=a—vp=a+e " THVK -8,
Logo: vic=vpea= S, —e "TDK

Com base no resultado acima , a paridade put-call é definida como:

c—p=2S8 —e T VK (2.9)

A paridade put-call significa que, o preco de uma call, r, t e S; forem conhecidos, o
preco de uma put similar é determinado pela equagao (2.9) e vice-versa. O valor extrinseco

da call e put serao iguais.

1-Caso :Se o lado direito da equacao for positivo, somente a call seré exercida, o

que implica em comprar o ativo por K;

2-Caso: Se for negativo, somente a put sera exercida, que implica comprar o ativo

K para ser exercido pela put.
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Em ambos os casos a compra do ativo pelo preco de exercicio estipulado é liquida

e certa. Nao hé risco envolvido nessa estratégia.

Observacao 2.4.1. Se a paridade for desrespeitada serd sempre possivel arbitrar vendendo
a opcao precificada a maior ou comprando a opg¢ao precificada a menor. A seguir temos

um exemplo para ilustrar a situacao

Exemplo 1. Suponha duas opcoes, uma de compra e outra de venda, com precos de
exercicios iguais a 40 e data de vencimento daqui a 4 meses (' — ¢t = 1/3). A taxa
de juros livre de risco anualizada é de 5%a.a e o preco do ativo subjacente as opgoes é
de 40. A call é negociada no mercado por 3. Pela paridade put-call, a put deve valer
p=e"T-OK S +¢:

p=e *00340 — 40 + 3

p=39,34—-40+3
p=2,34

Se a opcao de venda for negociada, por exemplo, a um preco de 2,00, haverda um lucro

sem risco de 0, 34 por cada put comprada no mercado.

Definicao 2.14. Especulacao: é uma pratica de buscar lucros altos em um curto periodo

de tempo através de suposicoes

De acordo com Hull, existem 3 tipos de traders, os hedgers, os arbitradores e os

especuladores

2.4.1 Sem Riscos(Hedgers)

Os hedgers usam derivativos para reduzir o risco que enfrentam devido a possiveis

movimentagoes futuras em uma variavel de mercado.

Estratégia de cobertura de riscos usando opgoes

Exemplo 2. Suponha que um investidor tenha em maio de determinado ano, possui 1.000
acoes da Petrobras . O preco da acao é R$ 25 por acao. O investidor estd preocupado com

uma possivel queda do preco da agao nos préximos dois meses e quer se proteger disso.
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O investidor poderia comprar dez contratos de opcao de venda de julho sobre as acoes da
Petrobras com um precgo de exercicio de R$ 23. Isso daria a ele o direito de vender um
total de 1.000 acoes por um preco de R$ 23. Se o preco da opcao cotado é de R$ 1, cada
contrato de opcao custaria 100 x R$ 1 = R$ 100 e o custo total da estratégia de hedge
seria 10 x R$ 100 = R$ 1.000.

A estratégia custa R$ 1.000, mas garante que cada acao podera ser vendida por
pelo menos R$ 23 durante a vida da opcao. Se o prego de mercado da agao cair abaixo
de R$ 23, as opcoes serao exercidas, de modo que R$ 23.000 sao realizados para toda
a posicao. Quando o custo das opgoes é levado em conta, o montante realizado é de
R$ 22.000. Se o preco de mercado permanece acima de R$ 23.000, as opcoes nao sao
exercidas e expiram, tendo perdido seu valor. Contudo, nesse caso, o valor da posicao
sempre fica acima de R$ 23.000 (ou acima de R$ 22.000 quando levamos em conta o custo

das opg¢oes). Resumidamente:
So = 25,00
K = 23,00
p=1-100-10 = 1000
e seja St = 22,00

Multiplicando S, K pela quantidade de acoes e p pela quantidade de contratos

tem-se:
Se St < K entéo
[[=K-S5-p
[] = 23.000 — 1.000 = 22,00
Se S; > K entao
[[=5-p

[T > 23.000 — 1.000
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2.4.2 Especuladores

Agora vamos considerar como os mercados futuros e opgoes podem ser usados
pelos especuladores. Enquanto os hedgers querem evitar exposicao a movimentos adversos
no preco de um ativo, os especuladores desejam assumir uma posicao no mercado. Eles

estao apostando que o preco do ativo ira subir ou entao que ira cair.

Especulagao usando opgoes

Exemplo 3. Suponha que é outubro e um especulador considera que uma acao provavel-
mente aumentara de valor durante os préximos dois meses. O preco atual da acao é R$ 10

e uma opcao de compra de dois meses com preco de exercicio de R$ 12,00 é vendida por

R$ 1.

Uma alternativa é comprar 100 agoes; a outra envolve comprar 2.000 opcoes de
compra (ou seja, 20 contratos de opgao de compra). Imagine que o palpite do especulador
estd correto e o preco da acao sobe para R$ 15 até dezembro. A primeira alternativa, a

de comprar a acao, rende um lucro de:
$100 x R$ 15— R$ 10 = R$ 500

A segunda alternativa, contudo, é muito mais lucrativa. A opcao de compra sobre
a acao com preco de exercicio de $ 12,00 d4 um resultado de R$ 3,00, pois permite que
algo que vale R$ 15 seja comprado por R$12,00. O resultado total das 2.000 opcoes
compradas sob a segunda alternativa é: 2.000 x R$ 3,00 = R$ 6.000

Subtraindo o custo original das op¢oes, temos um lucro liquido de: R$ 6.000 —
R$ 2.000 = R$ 4.000 Logo, a estratégia de opcoes é dez vezes mais lucrativa do que a
compra direta das agoes. As opcoes também dao origem a uma perda potencial maior.
Imagine que o preco da agao cai para R$ 5 até dezembro. A primeira alternativa, a compra
da ag@o, rende uma perda de: 100 x (R$ 10 — R$ 5) = R$ 500 Como as opgdes de compra
expiram sem ser exercidas, a estratégia de opcoes levaria a uma perda de R$ 2.000, o

montante original pago pelas opgoes.
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2.4.3 Arbitragem

O uso da arbitragem no day trade podera alavancar os ganhos, pois buscam va-
riacoes de pregos entre os ativos nos intervalos de um dia na Bolsa de Valores. Perceba esta
hipotética situacao, que trata-se de um exemplo bem simples para melhor compreensao

sobre o que ¢é a arbitragem.

Estratégia usando arbitragem

Exemplo 4. Um investidor encontra uma variacao de precos nas acoes de Petrobras. No
mercado a vista, a PETR4 é cotada a R$ 20, 00, enquanto no mercado futuro estd cotada
em R$ 24,00. Para se aproveitar dessa distorcao de precos, o arbitrador compra o ativo

a vista e vende o futuro, travando assim um lucro de R$ 4,00 por ativo na operacao.

Encontrar situacoes desse tipo é improvavel no mercado financeiro, porém, se
acontecer , durara por um curto tempo, pois os traders estarao ali para efetuar essas

operagoes e o mercado ficard balanceado novamente.

A partir de agora, afim de descobrir o preco correto de uma opcao, vamos trazer
conceitos matematicos que estao inclusos implicitamente no mesmo, como a opcao de-
pende de um ativo subjacente em relagao ao tempo, primeiro sera explanado os conceitos
relacionados ao ativo e por fim descobrir uma formula para calcular o pre¢o de uma opcao.
Primeiramente serao necessarios conceitos basicos de probabilidade para definirmos o pro-

cesso de ito, eles serao comentados no capitulo seguinte.
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3 Medida e Probabilidade

Neste capitulo sera apresentado os conceitos basicos de medida e probabilidade,
tais como espaco de probabilidade, variavel aleatéria, valor esperado, variancia, distri-

buicao normal, lognormal e processos estocéstico.

3.1 Espaco com Medida

Uma medida num conjunto X de uma funcao que atribui um nimero real nao-
negativo para subconjuntos de X. Pode ser interpretada como contagem, area, tamanho,
massa, volume, capacidade térmica ou qualquer propriedade aditiva, i.e., uma propriedade
tal que a medida da uniao de dois conjuntos disjuntos ¢ igual a soma de suas medidas.
Um exemplo importante é a medida de Lebesgue no espago euclidiano, que atribui com-

primento, area e volume, respectivamente, a subconjuntos de R™ com n =1,2,3

Podemos enxergar a origem do conceito de medida no conceito de contagem, que

pode ser generalizada de dois modos:

(a) como cardinalidade (nimero de elementos), ou

(b) como medida (comprimento, area, volume, etc.).

3.1.1 Algebra e Sigma Algebra

Defini¢ao 3.1. Uma o-dlgebra de subconjuntos de X é uma familia ) de subcon-

juntos de X,isto é Y C P(X), tal que:

(a) De’
(b) Para todo E € ) seu complementar £ = X\E € )

(c) Para toda sequéncia (E,),eny em Y, sua uniao Uyeny E, € >
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Elementos de ) sdo chamados de conjuntos mensuraveis. Se ) satisfaz (a)

e (b) e, ao invés de (c) satisfaz (') abaixo dizemos que é uma algebra.
() Dados E, F € >, sua unido EU F € ).

Exemplo 5. Existem duas o—4élgebra de subconjuntos de X que sao canonicas:

(a) >> = {0, X}, a menor o-dlgebra de X; (b)P(X), a maior o-dlgebra de X .
Exemplo 6. O conjunto > = {0, Q, Q°, R} uma o-dlgebra de R.

Propiedade 3.1.1. (Propriedades Elementares de uma o-dlgebra) Se > ¢ uma
o-dlgebra de subconjuntos de X, entdo para todo E, F € ) :

(a)FUF €>; b ENF e ; (c)E\F €>;

(d)(En)nen € uma sequéncia em Y, entdo Npeny En € Y

Definigao 3.2. A o-dlgebra gerada pela familia de abertos de R(ou R™) é conhecida como

o-algebra de Borel. Seus elementos sao os conjuntos de Borel ou borelianos

Definicao 3.3. (U—Algebra com fungoes) Considere uma funcao f : X — Y. Dada

o-algebra:

(a) >y em Y, definimos a o-dlgebra 3, = {f'(A) C X[A €}, } em X.
(b) >y em X, definimos a o-dlgebra 3, = {f"1(A) CY[A €} (}em Y.

Definigao 3.4. (Fungao Mensuravel) Uma fungao f : X — R é chamada de F—mensuravel,

ou simplesmente mensuravel, se satisfaz:
{f<al={reX| flx) <a} = f'((~o0,a)) € F para todo a € R

Se F é a o-algebra de:

(a) Borel, entao f é dita Borel-Mensuravel
(a) Lebesgue, entao f ¢é dita Lebesgue-Mensuravel

Observagao 3.1. Observe a conveniéncia da notacao {f < a}, utilizada em Probabili-

dade.

Exemplo 7. (a) Qualquer funcao constante é mensuravel.
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(b) Se F = P(X), entao toda fungao é mensuravel.
(¢) Toda funcdo continua f: R — R é Borel-mensuravel
(d) Toda fun¢ao mondétona f : R — R é Borel-mensurével

Teorema 3.1. (Propriedades de Funcao Mensuraveis) Sejam f, g : X — R fungoes

F- mensuraveis e ¢ € R. Sdo F- mensuraveis:

(a)ef; (0)f +g; () f? (d)fg; (e)lfl.

3.2 Espaco de Probabilidade

Defini¢ao 3.5. Um espago de medida é uma tripla (X, >, 1) onde:

(a) X é um conjunto;
(b) > C P(X) é uma o—algebra de subconjuntos de X;

(¢) p:>. —[0,00] é uma fungao tal que:

(c1) u(@) =0

(c2) Se (Epn)ner ¢ uma sequéncia disjunta em » , entao <Un€R En> = o (Ey).
Definigao 3.6. Dado um espago de medida (2, , u), dizemos que é um espago de
probabilidade se ;(€2) = 1. Neste caso denotamos a medida g por P e dizemos que
(Q, F, P) é um espago de probabilidade.

1. 2 é o espago amostral

2. Os elementos da o — dlgebra F sao os eventos

3. A cada evento A € F associamos sua probabilidade P(A)

O espaco de eventos ser uma o — algebra significa, em linguagem coloquial, que

dados eventos A e B, sdo eventos também:

1. a nao ocorréncia de A, isto é, A;
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2. a ocorréncia de A ou B, isto é, A U B;
3. a ocorréncia de A e B, isto é, A N B.
O conceito de independéncia, que sera definido a seguir, serd bastante necessario

para o longo do trabalho, pois particulariza a teoria da probabilidade como um ramo

distinto da teoria geral da medida.

Definigao 3.7. Seja (€2, F, P) um espago de probabilidade. Diremos que os eventos A e

B € F sao independentes se:

P(AN B) = P(A)P(B).

3.2.1 Variavel Aleatoria

Definig¢ao 3.8. Uma fungao mensurdvel X : 2 — R é chamada de variavel aleatéria(va)
Definigao 3.9. Seja X uma varidvel aleatoria continua. A fungao de densidade de

probabilidade de X é uma funcao fx(z) que satisfaz as seguintes propriedades:

1. fx(z) >0, para todo x € R
2. [ fx(v)dr =1

3. Para quaisquer a,b € R temos P(a < X <b) = fab fx(z)dz

3.2.2 Valor esperado e variancia

Definicao 3.10. Definimos a média ou valor esperado de X por
“+oo

B(X) = / o fx(@)da

o0

Propiedade 3.2.1. Sejam X, Y waridveis aleatorias e a, b, c constantes
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4. E(a+bX)=a+bE(X)

5. BE(X+Y)=FEX)+ E(Y)

Em casos gerais, E[XY]| # E[X]|E[Y] , a igualdade sé serd verdade se X e Y forem

varidveis independentes.

Definicao 3.11. Definimos a variancia de X por:
var(X) = (X — E(X))?
Propiedade 3.2.2. Se a,b forem constantes reais ¢ X uma v.a

1. VAR(aX +b) = a*Var(X)

2. VAR(X) = E(X?) — (E(X))?

3.2.3 Distribuicao Normal e LogNormal

Definicao 3.12. Uma variavel aleatéria continua X ¢é dita ter distribuicao normal,

2 se sua funcao densidade de probabilidade for dada por:

o= g 3757

com parametros p e o

para todo z € R.
O valor esperado de X é dado por E(X) = p e a variancia var(X) = o2.

Neste caso, escrevemos X ~ N(u,0?) (Lé-se : X possui distribui¢io normal com

média p e desvio padrao o?).
Vamos provar que de fato, o valor esperado e o variancia sao daquela forma;

Demonstracao. Temos que

= e -5(550)]
= rexp| — = dx
2m0 J_oo 2 o
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Fazendo z = (x — p)/o e observando que dx = odz, obtemos

1 +o0 2 +o0 2
= / xexp[ — Z—] odz = —2 / (o2 + p)e2)dz
2o J_oo 2 210 J_oo

1 +oo 2 +o0o )
= —0 e =T dz + / “2)dz
v 2T /_oo M\/

A primeira integral é zero, pois seu integrando é uma funcao impar. A segunda integral

representa a area total sob a fdp normal e por isso é igual a unidade, logo

E(X)=p

Considere agora

1 +oo 1 . 2
B(X?) = 27?0/ xzexp{—§(xau> }dw

Novamente aplicando z = (x — p) /0, obtemos

(024 p)2e= 212z

S /+oo

“+o0 “+oo +0o0
z/Qd / 2/2 / 2/2
o222l z 4+ 2u0—— )dz +
\/%/ a 'u \/_

A segunda integral também é igual a zero usando o mesmo argumento acima, a
tltima integral, sem o fator p? é igual a unidade.Para calcular a primeira integral, devemos

usar integral por partes.
Fazendo zeC"**/%) = dv ¢ z = u, temos que v = —e > /2dz ¢ dz = du

Dai, obtemos

2
2 (—2%/2) _ Zel /2) o0

—+00
— z e —_— | _
\ 27 /_oo V2T

O+1=1

L / T2y
— — Z
V2T ) oo

Logo,

e portanto,
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Definicao 3.13. Uma variavel aleatéria X tem distribuicao Log-Normal se sua fungao

densidade de probabilidade for dada por:

1 exp{_ (log(x) — p)?
flz,p,0) = {xa\/ﬁ 202

0 sex <0

], sex >0

Com valor esperado e variancia:

BE(X) = exp (u + %2)

var(X) = exp(2p + o°)(exp(c?) — 1)

3.2.4 Processos Estocasticos

O modelo de Black Scholes é um processo estocastico em tempo continuo defi-
nido para a varidavel do preco do ativo subjacente a opgao, portanto precisamos definir

primeiramente o que é um processo estocastico:

Defini¢ao 3.14. Uma sequéncia (X, ),cr de varidveis aleatdrias é chamada de processo

estocastico discreto.

Definigao 3.15. Uma familia (X;)cr de varidveis aleatérias é chamada de processo

estocdastico continuo

Exemplo 8. O valor S; de uma acao a cada instante de tempo é um exemplo de processo
estocdstico continuo. As probabilidades dos eventos {S; < a} para qualquer a,t € R é

um problema bésico em financas matematica.

Exemplo 9. Processos estocasticos incluem flutuacoes nos mercados de agoes e nas taxas
de cambio, dados médicos como temperatura, pressao sanguinea e variacoes nos potenciais
elétricos do cérebro registrados em um eletroencefalograma, fluxo turbulento de um liquido
ou gas, variagoes no campo magnético da Terra, mudancgas aleatorias no nivel de sinais de
radio sintonizados na presenca de distirbios meteorolégicos, flutuagao da corrente em um
circuito elétrico na presenca de ruido térmico, movimentos aleatorios como o movimento

Browniano ou passeios aleatérios, entre outros
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Figura 3.1: Processo Estocastico

Definicao 3.16. Um Processo de Markov X; é um processo estocastico com a pro-
priedade de que, dado o valor de X; os valores de X, para t > s nao sao influenciados
pelos valores de X, para u < t. Ou seja, a probabilidade de qualquer comportamento
futuro do processo, quando o seu estado atual é conhecida exatamente, nao é alterada

pela conhecimento adicional sobre seu comportamento passado.

Se a distribuicao de probabilidade condicional de X;,; nos estados passados é

uma funcao apenas de X,,, entao:

P(Xn+1 = m‘X07X17X27 T 7Xn> = P(XnJrl = x’Xn)

Exemplo 10. Suponha que o preco de acoes seguem um processo de markov. Seja o
preco de uma acao R$100,00 hoje. Se esse preco segue um processo de markov, nossas
futuras previsoes nao devem ser afetadas pelos valores passados e sim pelo preco de hoje

correspondente a R$100, 00
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Figura 3.2: Cadeia de Markov

Em 1828, o botanico Robert Brown observou um movimento irregular de poléns
na agua. Hoje, este movimento é chamado de movimento browniano ou processo de
Wiener. No inicio do século 20, aplicagoes importantes do movimento browniano foram
descobertas. A primeira deu-se na teoria de precos de agoes flutuantes por L. Bachelier
(1900) [3]. A segunda deu-se na investigacao de propriedades da densidade de particulas
em certa posi¢do e tempo por A. Einstein [8]. Detalhes sobre a teoria de movimento
browniano pode ser encontrado em [4], [9], [11] e [12]. A definigdo formal do movimento

browniano é apresentada a seguir.

Defini¢ao 3.17. (Processo de Wiener)

Seja Z;, com t € T', um processo continuo definido no espaco de probabilidades

(Q, F, P). O processo z; ¢ um Processo de Wiener se satisfaz as seguintes propriedades:

1. Zy =0e Z; é continua para todo t € T
2. E(Z;)=0
3. Z; possui uma distribuicao normal nao degenerada para cada t;

4. Os incrementos de Z; sao independentes, isto é, [z, — z1,] € [z, — 2t,] sAo indepen-

dentes para cada intervalo sequencial (t1,%2) e (t3,%4)

Sem perda de generalidade, assume-se que t € [0,1] . Se z; ~ N(0,t), o processo z

é também pode ser chamado de Movimento Browniano Padrao
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Definicao 3.18. (Processo de Wiener Generalizado) Se x é um Processo de Wiener
Generalizado, entao:

dx = adt + bdz
em que a, b sao constantes e z é um Processo de Wiener.
A taxa de mudanca na média por unidade de tempo, ou drift, ¢ denotada por a.

A taxa de mudanca na variancia é denotada por b%.
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4 Modelo de Black-Scholes

Neste capitulo serd definido o processo it6, movimento browniano padrao e geométrico.
Sera comentado sobre os modelos pré-modelo Black-Scholes, hipéteses sobre do modelo
black-scholes e por fim serd demonstrado a obtencao da equacao diferencial de Black-

Scholes e o objetivo do trabalho que é a férmula do preco de opgao de compra europeia.

4.1 Precificar o preco de ativos

O prego de um derivativo é uma fungao que depende do preco do ativo subjacente

e do tempo, ou seja, o derivativo de opcao é um processo estocastico.

Em geral, dizemos que a funcao preco de qualquer derivativo ¢ uma fungao que
depende do prego do derivativo adjacente e do tempo. Um resultado importante nesta
area foi descoberto pelo matematico K. Ito, em 1951, conhecido como o Lema de Ito.

Antes de enunciar este resultado, vamos definir o processo de Ito.

Lembrando das defini¢oes do capitulo 3, vamos definir o Processo de Ito.

Definigao 4.1. Sejam a e b fungdes que dependem das varidveis z e t, isto é, a = a(x,t)

e b=0b(z,t). Um Processo de It6 é representado por
dr = a(z,t)dt + b(z,t)dz (4.1)
em que:

1. a(z,t) é o drift ou tendéncia instantanea do processo de it6
2. b*(x,t) é a taxa de variancia instantanea do processo;

3. dz é o incremento de wiener, isto é, dz = eV dt em que € é uma variavel aleatéria

que obedece uma distribuigao normal N (0, 1)

O processo de itd possui as seguintes propriedades estatisticas:
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a) E(dx) = a(z,t)dt

b) var(dx) = b*(x,t)dz

Vamos provar que é verdade as duas propriedades acima.

Demonstracao. De fato,

a)
E(dz) = E(a(z,t)dt+b*(z,t)dz) = E(a(x,t)dt)+E (b (x,t)dz) = a(z,t) E(dt)+b(z,t) E(dz) =
Como dz obedece uma distribui¢ao normal N(0,1) temos que E(dz) = 0,entao

E(dx) = a(z,t)dt

var(dz) = E((X — BE(X))? = E(dz — E(dx)?)
= E(dx — a(z,t)dt)*) = E(a(x,t)dt + b(z,t)dz — a(x, t)dt)?)

E(b(x,t)?dz?) = b(x,t)*E(*dt) = b(x,t)*dtE(e*) = b(z,t)*dt

]

O processo Wiener, ou Movimento Browniano Padrao, é um caso particular do
Processo de Ito quando a(z,t) = 0 e b(x,t) = 1. Da mesma forma, o Processo Wiener

Generalizado é um caso particular do processo de It6 quando a(z,t) = a e b(z,t) =b .

Lema 4.1. Suponhamos que a varidvel x siga um processo de Ito,
dr = a(x,t)dt + b(z,t)dz (4.2)

Seja f uma fung¢ao que depende do processo x e do tempo, isto €, f = f(x,t). Assumamos
que f € uma fungdo de classe C?*(R xR,). Entdo [ seque um processo de It que satisfaz

a sequinte equacao estocdstica

_(of of  19°f, of
i = (ax“ o Taanr’ )t gt

em que dz € o mesmo processo de Wiener da equagdao (4.1)
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Na hipétese do Lema de It6, a taxa de drift e a taxa de variancia do processo f

2 2
sao dadas por: ga + or + 1ﬂbz e (C;_f) b?
x

ox ot  20x?

~ . ’ ’ ~ " . 7 7z
Demonstracao. Por hipétese, f é uma funcao de classe C?, logo f existe e é continua,

dai, pela Formula de taylor, temos

_ Of(x,t) Of (z,t) 10%f(x,t)
if =5, & L T

agora aplicando dx dada por hipdtese na equacao acima, temos:

_ Of(x,t) Of (x,t) 10%f(x,t)
R praL R e

dt

(a(x,t)dt + b(z,t)dz) +

df

3f(x,t)dt+ 182f(x,t)dt

ot 2 0t?

df = aféxx’ t)a(a:, t)dt +

Of (z,t)
ox

b(x,t)dz +

df _ (8f(:c,t)a(x’t) + af(l‘,t) + 1a2f(x7t))dt + af(x’t)b(x,t)dz

o ot 2 o ox

_(of [ of 18*f, of
df = (axa—l— 5t gl )i+ 5 bz

Agora podemos calcular o valor da variancia de df

p— —_— __2 —_—
E(df)_E(( xa—i— t+2 be)dt—i— xbdz)

E(df) = <(%a 5t 5@62>E(dt) + g—ibE(dz))

af  of 10%f

J4 a variancia

var(df) = E(((%a + % + %%#) dt + %bdz - ga _9r 182—be) )
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(O Of . ARf. Of  of of 18\
var(df) = E((a—xadt + Edt + 5@1) dt + %bdz 5 B 5@[)

Como f é uma funcao continua, alguns termos de primeira e segunda ordem se cancelarao,

logo

2
var(df) = E(%bdz)

var(df) = (§%£>2b212(dz2)

2
var(df) = <g—£) b
[

Uma dos principais problemas em prever o precos de acgoes estd relacionado o
retorno do percentual esperado, por isso, apos diversas situagoes discutidas ao longo dos

anos a seguinte situacao foi definida

Seja uma acao S o preco da acao no tempo t entao a variacao do preco de uma
acao deve ser

AS = uSAt
em que u € o retorno esperado da acao

Aplicando o limite , com At — 0, temos:

dS = pSdt
ou
ds

Integrando entre o tempo 0 e o tempo T', obtemos:

Tl T
—dS:/ pdt
f 5=

In(St) — In(Sy) = uT
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St

2Ty — T
ln(so) u
&: uT
So
ST—S()BUT

em que:
So € o preco da acao no tempo 0
St é o preco da agao no tempo ¢

contudo este modelo de precificacao de acoes s6 serve para um mercado sem
incertezas, o que ¢ praticamente impossivel no nosso mercado atual, logo o modelo mais

razoavel e usado amplamente é:

dS = pSdt + oSdz

ou:

d
?S = pdt + odz

A equagao acima é o modelo mais usado do comportamento do preco das agoes.
em que:

i : € a taxa de retorno esperado da agao

o: é a volatilidade do preco da acao

o? : taxa de variancia

O modelo na equagao acima representa o processo do preco da acao no mundo

real. Em um mundo risk-neutral( sem risco), x é igual a taxa de juros livro de risco r
A partir do que vimos acima, vamos definir o MVBG

Definigao 4.2. (Movimento Browniano Geomeétrico) Seja S; , t € T, uma varidvel
continua representando o preco do ativo subjacente a opgao. Se o processo wiener genere-

alizado x; for igualado a S; entao S; sera o movimento browniano geométrico se satisfazer:

dS = puSdt + 0S;dz

O movimento browniano geométrico possui taxa de crescimento da média de uS;

e taxa de crescimento da variancia igual a 6252,
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Proposicao 4.1. O preco do ativo subjacente .S, segue uma distribuicao lognormal

Demonstracao. Seja G(S,t) uma fungao tal que G; = logS;. O log-retorno do ativo é

dGy = logS; — logS;_1. Entao :

oG, _ 1
0S8 S
v _ 1
oS} S?
0G,
— =0
ot
aplicando o lema (4.1)
2
dG = (u — %) dt + odz (4.3)
Calculando a média e a variancia da equagao (4.3) temos :
St 0'2 2
—~N - — 4.4
logSO [(u 5 )dt,o dt (4.4)
Rearranjando os termos:
o2
logS; ~ N {logSo + (u — ?> dt, 02dt} (4.5)

Uma varidvel cujo logaritmo é normalmente distribuido,segue uma distribuicao lognor-
mal. Logo, se (logS;) é normalmente distribuida, o prego do ativo, S;, deve seguir uma

distribuicao lognormal. O

Observagao 4.1.1. As variaveis log-normais assumem apenas valores valores positivos,

portanto sao tteis para modelar precos de acoes e cotagoes no geral.

Antes de comegar a demonstrar o modelo de black-scholes, vamos falar um pouco

sobre os modelos pré black-scholes

4.2 Modelos Pré-Black-Scholes-Merton

Antes de surgir o modelo de Black-Scholes-Merton,ouve modelos anteriores, eles

sao: Modelo de Bachelier(1900), Modelo de Sprenkle(1961) e Modelo de Boness(1964)

De acordo com Yang(1997, p.8) o modelo de formagao de preco da opgao mais

antigo de que se tem conhecimento é o de Louis Bachelier de 1900. Neste modelo é
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adotado o movimento browniano com p = 0 (drift) e a variancia a termo (0?) constante
para o processo do preco da agao , ele obteve a seguinte formula para determinar o valor
esperado da opcao de compra europeia :
So— K So— K
c=(Syg— K)® + oT
= )<oﬁ> ﬁb(aﬁ

em que ¢ é a funcao de distribuicao normal padronizada e ¢ é a funcao densidade de

probabilidade normal padronizada
As seguintes objecoes foram feitas sobre o modelo:
1. O valor esperado da opc¢ao nao foi trazido para o valor presente

2.A hipotese do movimento browniano arimetico, como descritor do movimento
do prego da agao, permite que haja uma probabilidade de ocorrerem pregos negativos e

precgos de opgodes maiores que seus respectivos pregos de agoes.

3. A hipétese de que a variagao esperada do valor da agao é zero sugere taxa de

juros nulas, portanto ignora o valor positivo do dinheiro no tempo e aversao a incerteza.

Ja o Modelo de Sprenkel assume a distribuicao lognormal para o preco da acao
com média e variancia constantes. Portanto as duas ultimas objecoes ao modelo de

Bachelier sao eliminadas. O valor esperado da opgao de compra europeia neste modelo é:

)@ [l” (%) - (a ' %(72)7] _K(—m0 ln@) i (O‘ - %0’2)7]

c = Spexp(at

o\/T o\/T

em que « € a taxa de retorno esperada da agao e m é um ajuste ao preco de alavancagem

do mercado. Novamente o valor da opcao nao foi levada ao valor presente.

O Modelo Boness também assume a distruibuicao lognoramal como sendo a dis-
tribuicao do preco da acao e que a taxa de desconto esperada para opgao de compra pode
ser aproximada pela taxa de desconto esperada da acao(essa taxa de desconto é subjetiva).

A férmula do prego é:

Sy V(%) + <a + 302)71 (e [ln(%> + (a - %02>T]

G

Ao acrescentar a estratégia da carteira replicante ( Hedging perfeito dindmico) as
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hipéteses do modelo de Boness, temos a formula de Black-Scholes-Merton, abaixo vamos

definir o Hedging Perfeito e uma Carteira sem risco.

Defini¢ao 4.3. (Hedging perfeito dindmico) ou delta hedging é uma carteira que
iguala uma opcao financeira a uma fracao do ativo subjacente, o delta, em cada instante

do tempo. Formamlmente:

af
H:—f‘i‘%s

Definigao 4.4. Seja [[ uma carteira sem risco. Essa carteira deve ser corrigida no tempo

pela taxa de juros de livre risco, r. Formalmente:

HZTHAt

em que [] é a variagao no intervalo de tempo ¢ + dt

quando ¢ — 0 temos

H:ert

4.3 Hipodteses do modelo

Para a criacao do modelo, Fischer Black e Myron Scholes admitiram as seguintes

hipoteses:

H1) o preco da acao, S, segue um processo estocdstico em tempo continuo
dS = pSdt + 0Sdz

em que z é um movimento browniano e o p e a volatilidade o sdo constantes (.S é

um movimento browniano geométrico);
H2) a taxa de juros de curto prazo livre de risco r é conhecida e constante no tempo;
H3) a ac@o nao paga dividendos;
H4) o mercado é perfeito
H5) é possivel vender a acdo a descoberto(short-selling);

H6) nao existem oportunidades de arbitragem sem risco.
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O objetivo desse conjunto de hipdteses consiste em fazer com que o valor da opcao de-
penda apenas de duas variaveis: do preco do ativo subjacente e do tempo. Os demais
parametros (volatilidade, juros e prego de exercicio) sdo dadas como constantes(Black e

Scholes, 1973)[5]

4.4 Obtendo a equacao diferencial de Black-Scholes

Seja f(S,t) uma funcdo que designa o prego de uma opgao europeia no tempo
t para um certo valor de um ativo adjacente S. A fim de obtermos um modelo ausente
de arbitragem, uma construcao para a equagao de black-scholes é feita a partir de uma

~ : 0 . :
carteira contendo uma opgao e uma certa quantidade % de agoes( Delta Hedging).

—1 : opgao
aof .
—— @ agoes
o5
Dai, o valor da carteira serd dada por:
é’f

A variagao da carteira entre o os instante t e t + dt é dada por :

of

AT =-af +55AS (4.7)

Como por hipétese H1), S satisfaz a seguinte equacao diferencial estocéastica

dS = pSdt + oSdz (4.8)
Pelo lema de Ito, temos
f of 10*f 5. of
df = (E)S S+8t+2882 oS dt—i-@SoSdz (4.9)

As versoes discretas das equagoes (4.8) e (4.9) sao
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AS = uSAt +oSAz (4.10)
e
_(9f of [ 10°f 5 of
Af—(asu5+at+285205 At+8SUSAZ (4.11)

Substituindo as equagoes (4.10) e (4.11) na equagao (4.7), temos

_(0F L O 1 L\, 0f Ji
AH_—(aSuS—i—at—i—zaSQaS At—aSUSAz+aS[u5At+05Az]

fazendo os possiveis cancelamentos, temos

(Of [ 1PPf 4
AH——(E+§@0‘ S At (4.12)

Como a equagao (4.12) nao possui o termo Az, a carteira é sem risco durante o intervalo
de tempo At. Desse modo, a carteira é isenta de risco nas condi¢oes do modelo. Entao,
pelo principio da nao-arbitragem, o valor da carteira deve ser, instantaneamente, o mesmo

valor da carteira multiplicado pela taxa de juros de livro risco r isto é,

A H =7 H At
Substituindo (4.12) e (4.6) respectivamente na equagao acima, teremos

of  1f 59 _ of
—<E+§w03 At =r —f+%8 At

Cancelado At de ambos lados, temos como resultado

af 10
o T 595 T apse 5 =] (4.13)

A equagao (4.13) é equagao diferencial parcial de Black-Scholes. Ela possui vérias solugoes
dependendo do tipo de derivativo que pode ser definido, com S como variavel adjacente.
o derivativo particular que é obtido quando a equagao é resolvida depende das condigoes

de fronteira que sao usadas.

No caso da opgoes européia , ja foi visto que as condicoes de retorno sao
f(S7,T) = max{Sr — K, 0}

para uma call e

f(Sr, T) = max{K — Sr,0}
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para uma put
em que:
T é maturidade
K é o preco de exercicio
St preco da acao na maturidade
Além dessas condigoes, quando S = 0, o valor do contrato se torna f(0,f) = 0

f(5,1)
S

para todo ¢t €]0,7 e limg_, 1 = 1 para todo t €]0, T

4.5 A férmula do preco de uma opcao de compra eu-
ropéia

Teorema 4.1. O valor de uma opcao de compra européia(call) f(S,t), modelada pela
equagao de Black-Scholes
of of 10f

e ~J __22_ —
8t+r503+285205 rf=0

Com
condigao final: f(Sr,T) = maz{Sr — K,0}
condigao de fronteira: f(S;,t) > 0ef(0,t) =0
condicao assintética: f(S,t) ~ S quando S — 400
¢ dada por:
f(S:t) = SN(q1) = Ke """ N(g2)
em que:
Niy) == [ e
= — e
Y o ) q
L,
= z T _
_ln(K)—i-(r—l—za)( t)
n o1 —t
1
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Demonstragao. Conforme observa Ait Sahalia (1998. p. 56), qualquer derivativo cujo
ativo subjacente siga um processo estocdstico de Itd, conforme descrito pelo modelo de
movimento browniano geométrico, deve satisfazer essa equacgao, nao somente opcoes. Essa
equacao é definida como uma equacao diferencial parcial parabdlica, que pode ser reduzida
por transformacao a forma da equacao de difusao do calor, que é uma equacao bem

conhecida na Fisica.

Vamos transformar inicialmente a equacao de black-scholes em uma equagao de

difusao de calor, que pode ser resolvida usando métodos usuais. Para isso, facamos a

o)

1
T = 502(T —t)

seguinte mudanca de variavel

Esse primeiro passo é necessario converter a equacao com coeficientes variaveis em uma

D*f(S,t)  Of(S,¢)

equacao com coeficientes constantes, eliminando os multiplicadores 552 e 55
para isso, escrevamos
27
f(S,t) = f(Kex,T - —2) = Kv(z, 1) (4.14)
o
N 1
como t € (0,T) e S € (0,00), entdo 7 € (O, 2_T) ex € (—o0,+00).
o
Sendo:
xr=1InS —InK
or 1
oS S
-
(1/2)0”
or o?
t 2

Os termos da equagao (4.14) tornam-se:

of(s,t) _af(S,t)or _  o*0dv(x, 1)
oo or ot 2 Or

of(s,t) _ 0f(S,t) 0x _ K Ov(z,T)
oS ~  O0xr 0S S Ox

082 0S

S Oz

Pf(S,;t) 9 (Kov(x,7)\ = Kov(r,1) K& v(r,T)
OS2 Oz S22 Ox?
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Substituindo os termos na equagao (4.14) de Black-Scholes, obtemos:

2 2
_Ka_av(x,T) _Sr(gﬁv(m‘,r)) _52021<_£8v(x,7') K 0*v(x, 1)

2 or S oz o\ "% o T oa >_”’($’7):0

0% Ov(x,T) K ov(z,T) 1 K ov(x,7) K 0*v(x,7) B
Ry or ‘ST(E O )_’%25<_§Z O +§ZW>_”($’”_O

2
Multiplicando tudo por —— temos:
o’K

ov(x,7)  Ov(x,T) 2r\ Ov(z,7) = 2r _
5 T 9 +(1-—= + —v(z,7) =0 (4.15)

o2 ox o2

2r
Definindo A; = —, temos
o

ov(x,7)  Ov(x,T) ov(x,T)

5 T om2 + 11— A 5 + Ayo(z,7) =0
Isto é,

ov(z,7) 0*v(x,T) ov(z, )

5 = on? + (A —1) i Ayo(z,T) (4.16)
Agora, para transformados a equagao (4.16) para o formato de uma equagao de difusao de
0
calor devemos eliminar os termos Ug’ m) e v(x, 7). Isto pode ser obtido por meio de uma
x

substituicao de variavel , multiplicando todos os termos da equagao por uma exponencial
diferente de zero, sem alterar informalmente o conteido da equacdao. A substituicao

necessaria é:

v(x, ) = Pz, 7) (4.17)

como « e (3 sao constantes arbitrarias , podemos defini- las com qualquer valor, sem alterar

o conteudo da equacao. Logo, definindo o e B convenientemente para eliminar os termos
: | _ 1 2 ~ ~

citados, temos: o = —5(A4; — 1) e B = —3(A; + 1)%, entao obtemos a equagao

ou(x, 1) _ Ou(x,7)

or 0x?

De fato, de (4.17) temos:
a’l)(ZL',T) _ eaa:JrﬁT (BU(ZL',T) + 8u(x,r))

or or

Ay(z,7) = ez, 7) Ay

v(r,7) o ou(x,t)
—5, —°© (ozu(x, T)+ 5
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0?v(x,T) B Y ou(z, ) O*u(z, )

B = e a*u(zr,7) + 2o 5 + W)
Agora, substituindo os itens acima na equacao (4.16) temos:

ou(z,7) Qul; Pu(w,T)

gu(x,T)—i— 5 = au(x, 7)— (A = o + 92 +(A—1Dou(z, )+
(A = 83; — Ayu(z, T)

Aplicando os valores de o e 3

ou(z,7) 1 ) Pu(x,7) 1 ) 1

—5 = é_l(Al 1)u(x, T)+W §(A1 1)*u(x, 1) A1U($7T)+Z(A1+
1)?u(z,7)

2 *u(x, 7) 2 2
(A1 — 1)u(x,7) + 4T —2(A) — 1) *u(z,7) — 4Au(x, 7) + (A + 1)%u(x, 1)
_ x
- 4
2
(A — 1)*u(z,7) + 4% —4Au(z, 7) + (A + 1)*u(z, 7)
T 1
OPu(x,T)
B 1
Ou(x,7)
A Ox?

= —=—— Dal, temos a equagao de calor.

A

ou(z,7)  Pulz,7)
or  Ox2

(4.18)

cujas condicoes de fronteira sao:

1) U(.CE, 0) = max{e%(Alﬂ)x _ e%(/hfl)m’ O}
i) Hmo—oc e“’( — (A1 + Dz — (A + I)ZT)u(m, 7) =0

u(z, )

=1
exp(%(Al + 1)z + %(Al + 1)27'>

iii) lim_ o0

Note em particular que a condicdo i) implica que lim,_, - u(z,7) =0

Note, também, que

1 1
€§(A1+1)$ J— 65(141_1)1: se x 2 O

ul(w,0) = ug(z) = {

0 sex <0
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Agora, sabemos que existe varias formas de solucionar a equacgao de difusao de
calor (4.18). Vamos resolve-14 utilizando a transformada de Fourier, antes disso, vamos

definir a transformada de fourier.

Definigao 4.5. A Transformada de Fourier de uma funcao u(x,7) em relagdo a = é

definida da seguinte forma:

Flu(z, 1)} = /_OO u(z, 7)e " dr (4.19)

Definigao 4.6. A A Transformada Inversa de Fourier da transformada de uma
fungao wu(z,7) em relagdo a x , que recupera a funcdo original u(x,7) é definida da
seguinte forma:
1 o A
uw(z,7) = F, { T u(z,7)}} = — Fo{u(z, 7))} dw (4.20)

V2T J_o

Aplicando a transformada de fourier (4.19) em relacdo a x aos membros da

5 {0 _ g (Otr0) o

Propiedade 4.5.1. De diferenciacao da transformada de Fourier

equagao (4.18)

%{%} = —wZ {u(x,7)} (4.22)
% {au(ag: 7)} _ agzx{gix,f)} (4.23)

Aplicando as propriedades (4.22) e (4.23) em (4.21), temos:

0F fu(x, T
0FAu@ )} 2t o)) (4.24)
or
Podemos observar que .Z,{u(x,7)} é uma func¢ao somente de 7, portanto a equagao (4.24)
torna-se uma equagao diferencial ordindria linear homogénea de primeira ordem com co-

d
efiecientes constantes em .%,, isto é, uma equacao diferencial da forma d_gi{ —a*y =0

d 2
A solugao geral da equacao d—i{ —a%y =0 ¢ da forma y = Ce "
Utilizando a soluc¢ao da equagao diferencial em (4.24) tem-se
Fo{u(z,7)} = Ce 7 (4.25)

Logo de (4.25) , #,{u(x,0)} = C, dai temos que

Fo{u(z, 7))} = Fo{u(z,0) e (4.26)
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Aplicando a transformada inversa de fourier ao termo e~**7 em (4.25), obtém-se g(z,7) =
F e}
Dai, calculando g(z,7) , tem-se

1 22

e T quy = = 4.27
o)== [ w=y) poct (127)

Aplicando a transformada de inversa em (4.26) temos:

Fo N Fulule, 1)} = F,H{ Fu{u(w, 0)}e T
(e, 7) = F, {Fu{u(z,0)}Fo{g(x, 7)}}

Pela propriedade de convolucao da transformada de fourier, sendo * o operador con-

volugao, a equacao acima pode ser convertida para a forma:

u(z,7) = Z, T Au(r,0)}Z{g(x,7)}} = u(z,0) * g(o,7) = /OO u(s,0)g(x — s, 7)ds
- (4.28)

Substituindo (4.27) em (4.28) temos:

P e (A

Estd equacao acima é a solucao da equacao de difusao de calor

Agora, fazendo a mudanca de variavel s = x + yv/27, temos ds = 27dy e

podemos reescrever a equacao da seguinte forma:

u(z, ) /+Oo\/:u0 ( 227)%@

2

+o0o
u(z, ) = \/% /_oo uo(x + y\/2—7')e$p( — %)dy (4.29)

e por fim:

em que

se s =+ 0 entao y = ———=

V2T

%(AlJrl)(:ery\/ﬁ) %(Al 1) (z+yv/27) sey > > — SL’

\/Z

0 sey<——

u(z + yv2r) = {
\/g

substituindo essa expressao em (4.29), obtemos

w(z,7) = L(x,7) — L(x,7)
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em que
2
Ii(z,7) / o3 (A1+1) (a+yv2r) o~ = dy
T Ven V2T
€
1 2
Lz, 1) = \/_/ er DA gy
21 J—a/vor

Analisando estas expressoes separadamente, temos

+o0
Lz, 1) = ! eé("h“)m/ ot [(ariuvar—] dy
AV 2w 71/\/?

completando agora os quadrados no expoentes da equacao acima, somando e subtraindo

T L. N .
§(A1 + 1)? nas exponenciais internas as integrais, temos

+oo
7T —m/\/ﬁ

+00
Li(z,7) = 127r s+ D)z / . %[(Alﬂ)y\/?f—w(mﬂ) —r(A1+1)? }dy
\% —x /2T
400 2 Py

I(x,7) = 12 b / o[- (riasprm) ragnt]
V 4T —x/\/21
1 T 2 [Fee (A+1)va7 )

h{ay) = el (itieei 25 / re;[(w“ﬂ) Jay
\% —x /2T

Fazendo
n=-y+ts3 (A+1)V T —— - (A—l—l)\/QTedql:—dy

Jor 2

z ~ T 1 :
Sey € {— ﬁ, oo> entao q; € {T 5(A+1) 27‘,00) logo, organizando os

termos, temos

J=t(A+)VIr
Il(l' 7') = e%(Al"‘l)ﬂH—i(Al—f—l)?T 1 /\/?+2( +1)

1.2
e 2%
5 q1

1
Analogamente para Is(x,7) e fazendo ¢ = —y + = (A — 1)v/27 = . +
2 V2T

£ +1(A-1)Ver
Lz, )= eé(Al—l)“i(Al—l)QT_lQ /\/g ’ e‘%qu(p
s

(A—1)var,

DN | —

obtemos
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Dai, podemos reescrever [, e I, da seguinte forma

Il (J}, T) — 6%(A1+1)x+%(A1+1)2TN(q1)

I(w,7) = e DA N (gy)

em que N é a fungao gaussiana dada por

LY
N(y):E e 2%dg

Portanto,

u(z,7) = e%(Alﬂ)eri(AlH)?rN(ql) . e%(Alfl)x+i(A1fl)27-N(q2) (4.30)

é a solucao da equacao de calor em fungao dos termos do problema.
Agora é necessario reverter as substituicoes para retornar as equacoes originais.

Lembrando que

vz, 7) = e T ATDEm R (A Ty (g 7Y (4.31)

1

T= 502(T — 1)
2r
Al — ﬁ

f(5,t) = Kv(x,7)
obtemos, substituindo (4.31) na equagao acima

f(S, t) _ K |:€_é(A1_1)x_‘11(A1+1)2T’LL<33, 7_):|
ﬂ&sz&%Wlﬂﬂmﬁ{Awﬂ—&@mﬂ}
f@ﬁ:k{a%wmﬂwﬂwFwwwﬁ%HWN@%mW%Wﬁ%*WN@ﬂ}

f(S,t) = KeN(q1) — Ke_A”N((p)

F(S,t) = KeN(q,) — Ke™ #"N(g)
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f(S,t) = SN(q) — Ke "I N(go)

com
1Y
N(y) = NeT: e 2% dq

(A —1)v2r

x 1 x
eq1=—+ (A +1D)V2T, o= —+
0= gy Tl Ve e = e

Aplicando os valores de x e A, temos

—@+1(2_r+1)\/§: ln(%) + (7’—1—%02)27

DO | —

ql_ \/Z 2 0_2 \/E
S S 1,
ln(E) ., 1(2r 1)\/2_ ln<E) +(r— ol >27’
= —— — T =
QQ \/Z 2 0_2 \/Z

Agora, substituindo o valor de 7 nas equagoes, obtemos

In <%> + (r + %&) (T —t)

n= oI —t
¢ S 1
_ 52 _
B ln(K) + (r 20)(T t)
= oI —t

em que
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4.6 Exemplo usando a formula de Black Scholes

Seja o prego da acao da Petrobas hoje R$23,77 e o preco de exercicio R$22,50 e
a data de vencimento 21 de Maio, com a volatilidade da acao de 49,07% a.a e a taxa de

juros bésicas 2, 75% a.a , qual o preco da opcao de compra da agao?

Aplicando todos esses termos em uma calculadora (4.1) que ja possui a equagao

de black-scholes, tem-se o seguinte resultado:

Calculadora Black-Scholes
Escolha uma forma de iniciar o calculo
O Cadigo da opcio

® Simular livremente ® CALL O PUT

Strike 2250
encimento 2110572021
Taxa de juros 2,75
® Data referéncia 08/04/2021

O Dias (teis para venc.

— Selecione o item a calcular & informe os demais

2 Preco da acdo 23,74
2 Vaolatilidade impl. 49.07
® Prémio da opcio 2,30

Calcular

Figura 4.1: Calculadora da férmula de black-

scholes

ou seja, o preco ideal para uma opc¢ao de compra de acordo com black-scholes
seria R$2, 30, se analisarmos a tabela (4.2) de opgoes da petrobras hoje podemos ver o

seguinte preco de opcao:
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Figura 4.2: Opgoes da Petrobras

Vé-se que o preco da opcao estd proximo ao valor ideal dado pela férmula de
black-scholes, a pequena diferenca é ocasionada pelas faltas de informacoes externas da

petrobras na féormula.



5 Conclusao

A Modelagem Matematica é uma area que foi essencial para o desenvolvimento
das areas de Equacoes Diferenciais Ordindrias e Parciais, Matematica computacional,

entre outros.

Neste trabalho discute-se um problema da economia. Estuda-se o basico do mer-
cado financeiro com auxilio do livro de Hull(2008)[10], com o objetivo de entender seu

funcionamento, a diferenca de mercados, o que é um derivativo e seus tipos.

Este trabalho é uma pesquisa bibliografica que buscou principalmente estudar os
resultados apresentados no artigo [14], utilizando, para essa finalidade, livros, trabalhos

de conclusao de curso, notas de aula e artigos.

Buscando resolver matematicamente o problema da formulagao de precos de uma
opcao europeia, apresentamos a teoria de opcao, indicamos o funcionamento de um ativo
subjacente com auxilio de conceitos da probabilidade, tais como processos estocasticos,

esperanca e variancia.

Ao estudar o mercado de renda variavel, observa-se que as agdes movimentam-
se aleatoriamente, por este fator, a movimentacao das agoes relacionadas a um tempo
continuo é um processo estocastico, por esse motivo é um ativo com alta dificuldade de
previsao e como a opcao deriva de um ativo, sua previsao também possui alto nivel de
dificuldade. Dessa forma foi desenvolvido os fatores que afetam as opgoes com o intuito

de aumentar o nivel de acerto nas previsoes e criar uma modelagem mais assertiva.

Ao analisar as hipdteses do modelo de black-scholes pode-se perceber que elas
foram criadas de modo a deixar a formula da opcao de ativos relacionada a apenas duas
variaveis. A principal hipdtese a ser comentada é a H1), em que pu e o sdo constantes.
Essa hipdtese nao condiz com a realidade dos mercados financeiros (Engle, 1982), pois o

mercado possui diversas oscilagoes visiveis até por quem nao estuda o mercado.

Na a férmula do preco de uma opgao europeia , pode-se observar alguns proble-

mas, tais como, nao ser possivel inserir o preco de mercado da opgao, a taxa de juros,
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o prazo até o vencimento, o preco de exercicio da opgao e o preco do ativo subjacente
para encontrar a volatilidade implicita da opc¢ao. O parametro ¢ nao pode ser isolado nas
formulas de precificagao de Black e Scholes, por conta disso é necessario calculd-lo por
meio de métodos numéricos. As opgoes sao derivativos,por isso seus prémios e suas volati-
lidades sao fungoes dos ativos aos quais se baseiam. Logo, tampouco a volatilidade de uma

op¢ao (conhecida como volatilidade implicita) poderia ser considerada uma constante.

As taxas de juros constante é impossivel no mercado atual,pois as taxas de juros de
diversos paises sao mudadas de acordo com a economia do pais através de conferéncia,por
exemplo, no caso do Brasil, existe a Copom (Comité de Politica Monetdria), que a cada

45 realizam uma reuniao para definir a taxa basica de juros(a selic).

O mercado de renda variavel sobre mudancas com algumas simples informagoes
externas, por exemplo, a mudanca de presidente de uma empresa, uma nova descoberta,
uma pandemia, etc ,ou seja, informacoes que sao imprevisiveis, por conta dessa imprevisi-
bilidade o mercado tende a variar bastante, portanto considerar a volatilidade constante
é irreal, e isto é uma das grandes falhas do modelo. Ao considerar que volatilidade é cons-
tante, a formula perde a variacao de preco a longo prazo, trazendo diferencas enormes

entre o resultado da férmula e preco de mercado.

A equacao de Black-Scholes surgiu apds aplicar a estratégia da carteira replicante
no modelo de Boness, evitando qualquer tipo de arbitragem. O modelo funciona razo-
avelmente bem para precos de opgoes europeias sobre agoes, contudo apresenta varios
problemas para formar preco de opcao sobre a taxas de juros. A equacao encontrada é
uma EDP, por esse motivo consegue-se resolve-1a através da equacao de calor. Existem

outros formas de resolver essa equacao que nao foram comentadas no trabalho.

Em suma, A formula do preco de uma opc¢ao de compra europeia por black-scholes
contribuiu bastante com a modelagem do mercado de renda variavel, sendo considerado
um dos modelos mais utilizados na teoria de financas modernas, a partir dele, surgiram
outros modelos mais aperfeicoados, tais como o modelo ad hoc Black-scholes e o modelo
HN-GARCH, esses dois novos modelos consideram a volatilidade como uma variavel. Esta
férmula é bem eficiente para calcular opgoes dentro do dinheiro e de curto prazo(data de
vencimento mais proxima) , pois a volatilidade e taxas de juros bésicas tendem a nao

modificarem-se bastante em um curto prazo, contudo nao é boa para calcular opgoes fora
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do dinheiro, pois sao opgoes que estao mais sujeitas a volatilidade, que é tratada como

constante no modelo causando grandes diferencas de precos.

A modelagem matematica continua a contribuir com muitos trabalhos, espera-se
que os temas apresentados hoje, possam convencer mais pessoas a estudar a teoria de

financas modernas matematicamente.
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