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RESUMO

Esta pesquisa propde uma andlise da existéncia de sdlitons topoldgicos por meio da
aplicagao do formalismo de Bogomol’'nyi—-Prasad—Sommerfield (BPS) em trés modelos
efetivos distintos. Os modelos considerados incluem: um modelo Maxwell-Higgs abeli-
ano com derivada covariante ndo minima, que quebra a simetria de Lorentz no setor
CPT-impar; um modelo baby Skyrme generalizado com termo de Chern—Simons; e um
modelo Maxwell-baby Skyrme com violagédo da simetria de Lorentz no setor CPT-par.
Em alguns desses modelos, foi necessario ajustar a estrutura da lagrangiana original
para garantir a aplicacdo adequada do formalismo BPS. A andlise das solu¢des autodu-
ais revelou a presenca de solitons com caracteristicas variadas, incluindo configuragées
semelhantes aos vdrtices de Abrikosov—Nielsen—Olesen, formagdes do tipo Compacton
com decaimento gaussiano e outras que seguem leis de poténcia.

Palavras Chave: sdlitons autoduais; skyrmions; vortices; quebra da simetria de Lorentz
e CPT.






ABSTRACT

This research presents an analysis of the existence of topological solitons through the
application of the Bogomol’nyi—Prasad—Sommerfield (BPS) formalism in three distinct
effective models. These models include: an Abelian Maxwell-Higgs model with a non-
minimal covariant derivative that breaks Lorentz symmetry in the CPT-odd sector; a
generalized Chern—Simons baby Skyrme model; and a Maxwell-baby Skyrme model with
Lorentz-violating terms in the CPT-even sector. In some of these models, adjustments to
the original Lagrangian structure were necessary to ensure the proper application of the
BPS formalism. The analysis of self-dual solutions in these models revealed solitons with
distinct features, including configurations resembling Abrikosov—Nielsen—Olesen vor-
tices, Compacton-like structures with Gaussian decay, and others exhibiting power-law
behavior.

Keywords: self-dual solitons; skyrmions; vortices; Lorentz and CPT symmetry breaking






PUBLICACOES

Resultados diretamente relacionados a tese

A época da redagao desta tese (2019), os seguintes trabalhos j& haviam sido publicados
ou encontravam-se em fase de finalizagdo. Todos apresentam, total ou parcialmente,
resultados desenvolvidos durante este doutorado:

1 CASANA, Rodolfo; FERREIRA JUNIOR, Manoel Messias; MOTA, Alexsandro
Lucena. Topological self-dual configurations in a Maxwell-Higgs model with a
CPT-0dd and Lorentz-violating nonminimal coupling. Annals of Physics, [s. /],
v. 375, p. 179-192, 20 Oct. 2016. DOI: 10.1016/7.a0op.2016.09.013. Dis-
ponivel em: https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/
S0003491616301981. Acesso em: 4 out. 2016.

2 CASANA, Rodolfo; SANTOS, André C.; FARIAS, Claudio F.; MOTA, Alexsandro
Lucena. Self-dual solitons in a generalized Chern-Simons baby Skyrme model.
Physical Review D: Particles, Fields, Gravitation, and Cosmology., New York,
v. 100, n. 4, pt. B, p. 045022-1-045022-14, 14 p., 8 Aug. 2019. DOI: 10.1103/
PhysRevD.100.045022. Disponivel em: https://link.aps.org/doi/10.
1103/PhysRevD.100.045022. Acesso em: 8 ago. 2019.

3 CASANA, Rodolfo; SANTOS, André C.; FARIAS, Claudio F.; MOTA, Alexsandro
Lucena. Lorentz-violating self-dual gauged baby skyrmions. [S&o Luis, MA]. Em
fase de redacgao.

Trabalhos em colaboracao

No mesmo periodo, foram também desenvolvidos trabalhos em parceria com outros
autores, cujos temas séo correlatos, embora nao integrem diretamente o corpo da
presente tese:

1 CASANA, Rodolfo; SANTOS, André C.; FARIAS, Claudio F.; MOTA, Alexsandro
Lucena. Self-dual solitons in a Maxwell-Chern-Simons baby Skyrme model. Phy-
sical Review D: Particles, Fields, Gravitation, and Cosmology., New York, v. 101,
n. 4, pt. B, p. 045018-1-045018-12, 12 p., 24 Feb. 2020. DOI: 10.1103/PhysRevD.
101 .045018. Disponivel em: https://1link.aps.org/doi/10.1103/
PhysRevD.101.045018. Acesso em: 24 fev. 2020.



https://doi.org/10.1016/j.aop.2016.09.013
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0003491616301981
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0003491616301981
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.100.045022
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.100.045022
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.100.045022
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.100.045022
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.101.045018
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.101.045018
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.101.045018
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.101.045018




Figuras

Figura 1

Figura 2

Figura 3

Figura 4

Figura 5

Figura 6

Figura 7

Figura 8

Figura 9

LISTA DE ILUSTRACOES

O perfil do campo de Higgs g(p) para n = 1. As linhas vermelhas
representam as solug¢des para § <0, a linha preta (6 = 0) fornece a
solugéo BPS para o modelo Maxwell-Higgs usual e as linhas azuis
assolugdes parad>0. . . . . . it
Os perfis do campo de calibre a(p) para n=1. As linhas vermelhas
representam as solugdes para § <0, as pretas (6 =0) as do Modelo
Maxwell-Higgs usual, enquanto que as linhas azuis proveem as solu-
goesparad>0. . ... ... ...
Os perfis do campo magnético B (p) para n=1. As linhas vermelhas
representam as solugdes para 6§ <0, as linhas pretas (6 = 0) corres-
pondem a solugdo para o modelo Maxwell-Higgs usual e as linhas
azuissdo as solugéesparad>0. . ... ... ...
Os perfis da densidade de energia BPS, &5ps(p), para n=1. As linhas
vermelhas representam as solugdes para 4§ < 0, as linhas pretas (6 =0)
correspondem as solu¢des BPS para o modelo de Maxwell-Higgs e
as linhas azuis representam as solugbées parad>0. .. ... ... ..
Os perfis do campo de Higgs g (p) para n=1,6,20 € § = —0.75,0.+0.75.
As linhas sdlidas, § =0, representam as solu¢des BPS para o modelo
Maxwell-Higgs. . . . . . . . . . . e
Os perfis do campo de calibre a(p) para n=1,2,4 € § = -0.75,0.+0.75.
As linhas sdlidas, § = 0, representam as solugdes BPS para o modelo
Maxwell-Higgs. . . . . . . . o
Os perfis do campo magnético B (p) para 6 = —0.75 (lado esquerdo) e
6 = +0.75 (lado direito). Em ambos os casos, n =1,2,4,10,20. As linhas
sdlidas representam as solu¢des BPS para o modelo Maxwell-Higgs
usual. ... e
Os perfis densidade de energia BPS &gps(p) para 6 = -0.75 (lado es-
querdo) e 6 = +0.75 (lado direito). Em ambos os casos, n =2,4,10,20.
As linhas sdlidas representam as solu¢gées BPS para o modelo
Maxwell-Higgsusual. . . ... ... ... ... .

Esfera S? no espaco interno do campo de Skyrme; a funcéo f (r) faz
o papel de um angulo zenital, enquanto que N6 é o correspondente
anguloazimutal. . . . . ...

51



Figura 10 — O perfil do campo de Skyrme h(r). . . . . . .. . . . ... . .. ...
Figura 11 — O perfildo campode gauge a(r). . .. ... ... .. .. ... ...
Figura 12 — O campo magnético B(r). . . . . v v v i i i e e e e e
Figura 13 — A densidade de energia BPS. . . .. ... ... ... ... ... ...
Figura 14 — Comportamento das solugbes compactons obtidos a partir das equa-
¢bes BPS (4.73). Os pontos azuis, vermelhos e verdes mostram,
respectivamente, como o raio do compacton, R, o valor de vacuo do
campo de gauge, ag, € o fluxo magnético, |®|, mudam com relagdo a
constante de acoplamento g. . . ... ... . ... .. ...
Figura 15 — Comportamento do raio R do compacton (pontos vermelhos) e do
valor de vacuo do campo de gauge (linha pontilhada azul) em termos
daconstante k.. . . . . . .. ... e
Figura 16 — Comportamento do raio R do compacton (pontos verdes) e do valor
de vacuo do campo de gauge (linha pontilhada vermelha) em termos
daconstante A. . .. .. ... ...
Figura 17 — Perfis do campo de Skyrme h(r) e do campo de calibre a(r) com
decaimento exponencial gerado pelo superpotencial da Eq. (4.103).
Figura 18 — Perfis do campo magnético B (r) com decaimento exponencial gerado
pelo superpotencial da Eq. (4.103). . .. ... ... .. ... ......
Figura 19 — Perfis da densidade de energia BPS &gps (r) com decaimento expo-
nencial gerado pelo superpotencial da Eq. (4.103). . . . ... ... ..
Figura 20 — Comportamento do valor de vacuo a, (linha vermelha), do fluxo
magnético |®| (linha verde) e da quantidade g3a., (linha azul) com
relacado ao parametro g das solu¢cées com decaimento exponencial
gerado pelo superpotencial da Eq. (4.103). . . . ... ... .. ... ..
Figura 21 — Os perfis h(r) do campo de Skyrme com decaimento seguindo uma
lei de poténcia gerada pelo superpotencial Eq. (4.103). ... ... ..
Figura 22 — Os perfis a(r) do campo de calibre com decaimento seguindo uma
lei de poténcia gerada pelo superpotencial Eq. (4.103).
Figura 23 — Os perfis B(r) do campo mangnético com decaimento seguindo uma
lei de poténcia gerada pelo superpotencial Eq. (4.103). . .. ... ..
Figura 24 — A densidade de energia BPS & (r) do com decaimento seguindo uma
lei de poténcia gerada pelo superpotencial Eq. (4.103). . . ... ...

Figura 25 — Perfis do campo de Skyrme h (r) com decaimento exponencial gerado
pelo superpotencial da Eq. (5.110). . . ... ... .. ... ......
Figura 26 — Perfis do potencial vetor a(r) com decaimento exponencial gerado
pelo superpotencial da Eq. (5.110). . .. ... ... ... ........
Figura 27 — Perfis do campo magné tico B (r) com decaimento exponencial gerado
pelo superpotencial da Eq. (5.110). . .. ... ... .. ... ......

72



Figura 28 — Perfis da densidade de energia BPS &gps (r) com decaimento expo-
nencial gerado pelo superpotencial da Eq. (5.110). . . . ... ... ..
Figura 29 — Perfis do potencial escalar A, (r) com decaimento exponencial gerado
pelo superpotencial da Eq. (5.110). . . ... ... ... ... ......
Figura 30 — Perfis do campo elétrico E (r) com decaimento exponencial gerado
pelo superpotencial da Eq. (5.110). . ... ... ... ... .......
Figura 31 — Perfis do campo de Skyrme, h(r), para varios valores de ko € g =
2.1042 com decaimento exponencial gerado pelo superpotencial da
EQ. (5.110). . . . . o o
Figura 32 — Perfis do potencial vetor a(r) para varios valores de xog € g =2.1042

com decaimento exponencial gerado pelo superpotencial da Eq. (5.110). 95

Figura 33 — Perfis do mddulo do campo magnético B (r) para varios valores de kg
e g =2.1042 com decaimento exponencial gerado pelo superpotencial
daEqg. (5.110). . . . . . e
Figura 34 — Perfis da densidade de energia BPS &3ps (1) para varios valores de kg
e g =2.1042 com decaimento exponencial gerado pelo superpotencial
daEqg. (5.110). . . . . . ..
Figura 35 — Perfis do potencial escalar, A, (r), para varios valores de ko € g =
2.1042 com decaimento exponencial gerado pelo superpotencial da
EQ. (5.110). . . . . o e
Figura 36 — Perfis do campo elétrico, E (r), para varios valores de kg € g =2.1042

com decaimento exponencial gerado pelo superpotencial da Eq. (5.110). 96

Figura 37 — Os perfis do campo elétrico, E (r), apresentam inversao para valores
PEAUENOS A Kpg. « « v v v v e e e e e e e e e e e e e e
Figura 38 — Comportamento do fluxo magnético |®p| para N =1, 2 e 3 com rela¢do
ao parametrog. ..
Figura 39 — Comportamento do fluxo magnético e dos termos de fluxo proporcio-
nais a a., € N comrelagdo ao parametrog. . .. ... ... ... ...
Figura 40 — Comportamento do valor de vacuo a, (linha vermelha), do fluxo
magneético |®| (linha verde) e da quantidade ga., (linha azul) com
relacdo ao parametro g das solu¢gées com decaimento exponencial
gerado pelo superpotencial da Eq. (5.110). . . . . . ... ... ... ..
Figura 41 — Comportamento do fluxo magnético |®g| para N =1, 2 e 3 com re-
lagdo ao parametro k¢ € g =2.1042 das solugbes com decaimento
exponencial gerado pelo superpotencial da Eq. (5.110). . . ... ...
Figura 42 — Comportamento do fluxo magnético e dos termos de fluxo proporci-
onais a a,, € N =1 com relagdo ao parametro kg9 € g = 2.1042 das
solugbes com decaimento exponencial gerado pelo superpotencial
daEqg. (5.110). . . . . . e



Figura 43 — Comportamento do valor de vacuo a, (linha vermelha), do fluxo
magnético |®| (linha verde) e da quantidade ga., (linha azul) com
relagéo ao parametro xyy € g =2.1042 das solugbes com decaimento
exponencial gerado pelo superpotencial da Eq. (5.110)



2.1
2.2
2.2.1

3.1
3.1.1
3.1.2
3.1.3
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.6.1
3.6.2

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6
4.6.1
46.2
4.6.2.1
4.6.2.2
4.6.2.3
4.7
4.71
4.7.2

SUMARIO

p.
INTRODUCAO 23
CONCEITOS PRELIMINARES 29
OformalismoBPS . . . . . ... ... ... ... . ... ... ... ... .. 29
A quebra das simetrias de LorentzeCPT . . . . . .. ... ... .... 32
A eletrodinamica de Maxwell-Higgs . . . . .. ... ... ... ... ... 33
SOLITONS AUTODUAIS EM UM MH COM UMA DERIVADA COVARI-
ANTE NAO MINIMA COM QSL E CPT 35
O formalismo BPS do modelo MH abeliano . . . . . ... ... ... .. 35
O modelo e asequagdesdecampo . . . ... ... ... ... .. 35
A densidade de energia e o formalismoBPS . . . . .. ... .. ... ... 37
Equivaléncia entre as equacdes BPS e as equacdes de Euler-Lagrange 39
O modelo Maxwell-Higgs abeliano ndo minimo . . . . ... ... ... 40
OformalismoBPS . . . ... ... ... ... .. ... ... ... . .. ... 41
As solucdes autoduais: vérticesBPS . .. ... ... .......... 44
A anadlise das condicbes decontorno . . ... .............. 46
Analise numérica . .. .. ... ... ... ... ... 48
Solugbes numéricasparan=1e -1<6<+1....... ... ... .... 48
Solugbdes numéricas para § = -0.75,0,0+0.75 e n=1,2,4,6,10,20 . . . . . 51
SOLITONS AUTODUAIS EM UM CS BABY SKYRME 55
O modelo Chern-Simons Baby Skyrme restrito . . . . ... .. .. .. 55
O formalismo BPS: a implementacéo frustrada. . . . . ... .. .. .. 57
O modelo modificado . . . . .. ... ... ... ... ... ... . ..... 60
As configuracées BPS do modelo modificado . . . . . ... ... ... 62
Skyrmions autoduais rotacionalmente simétricos .. ... ... ... 64
A analise dos comportamentos nas fronteiras . . . . ... ... .. .. 67
O comportamento naorigem . . . .. .. ... .. 68
OcomportamentoNOVACUO . . . . . . . . . . i ittt e 68
O comportamento dos perfisparal<o<2 ... .. ... ... ....... 69
O comportamento dos perfisparac=2 . . .. ... ... ... ....... 69
O comportamento dos perfisparac>2 . . .. ... ... ... ....... 70
Solucdes huméricas das equagéesBPS . . . . . ... ... .. ... .. 70
As solugbes do tipocompacton . . . . . ... ... . 70

As solugbes do tipo decaimento exponencial . . . . .. ... ... ... .. 73



4.7.3

5.1
5.2
5.3
5.3.1
54
5.5
5.5.1
5.5.2
5.6
5.6.1
5.6.2
5.6.3

As solugdes com decaimento do tipo lei de poténcia . . . .. ... .. ..

SOLITONS AUTODUAIS NO MODELO MAXWEL BABY SKYRMEL
COM QUEBRA DA SIMETRIA DE LORENTZ

O modelo Maxwell-Skyrme (1+3)-dimensional . . . .. ... ... ...
O modelo Maxwell Baby SkyrmecomQSL . . ... ...........
Aspectos do modelo modificado e suas equacoes de campo . . . .
A equivaléncia entre a lei de Gauss e a equagao do campo neutro . . .
Skyrmions autoduais rotacionalmente simétricos .. ... ... ...
A analise dos comportamentos assintéticos . . . . ... ... ... ..
O comportamento naorigem . . . ... ... ...
O comportamento nas configuragbesdevacuo . .. ............
Solug6es nhuméricas das equacdéesBPS . . . . . . ... ... ... ...
Solugdes numéricas para varios valoresde g . . . . ... ... ... ...
Solugdes numeéricas para varios valores de xgp € g =2.1042. . . . . . ..
Andlise das solugdes de a.., |Ppl € ga, comrelacdoa gexg ... ..

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

APENDICE A — A CONSTRUGAO DE UM MODELO MAXWELL BABY
SKYRME COM QSL PARA SOLITONS AUTODUAIS

APENDICE B — CALCULO DE ALGUMAS IDENTIDADES

101

105

123

133



23

1 INTRODUCAO

As ondas solitarias, que sao os protétipos dos sdlitons, foram observadas pela primeira
vez em 1834 pelo engenheiro civil e arquiteto naval escocés, J. S. Russell (1808-1882).
Russell estava realizando uma série de experimentos no canal da Unido, nos arredo-
res de Edimburgo, com o objetivo de determinar o melhor projeto para os barcos que
navegariam ali. Durante esses experimentos, ele observou uma elevagéo de agua se
erguer na forma de uma onda, apds uma subita parada de um barco que estava sendo
puxado por cavalos. Contrariamente ao que Russell esperava, a onda nao dissipou,
mas manteve sua forma e velocidade por uma longa distancia através do canal. Impres-
sionado com o fenébmeno, e convencido de que nada semelhante havia sido observado
antes, ele realizou uma série de experiéncias para reproduzir o evento e estuda-lo (1).
Russell chamou o fenémeno de ondas de translagdo (mais tarde conhecidas como
ondas solitarias) e as reportou nos encontros anuais de 1842 e 1843 da Associagao
Britanica para o Avanco da Ciéncia (British Association for the Advancement of Science),
que foram posteriormente publicadas nos anais de 1845 (2).

A descoberta das ondas solitarias por Russell motivou as investigagdes tedricas
realizadas por M. J. de Boussinesq (1842—1929) em 1871(3), J. W. Strutt! (1842—-1919)
em 1879 (4) e por M. B. de Saint-Venant (1797—1886) em 1885(5). No entanto, um artigo
seminal mais importante foi o de D. J. Korteweg (1848-1941) e G. de Vries (1866—1934)
que, em 1895, derivaram uma Equacgéo de Korteweg-de Vries (KdV), agora conhecida
como equacgéo de KdV, que modela a onda solitaria que Russell havia observado.
Apesar dessas contribuices, a onda solitaria foi considerada por bastante tempo uma
curiosidade relativamente sem importancia no campo das ondas nao lineares (6).

O cenario mudou quando, em 1965, N. J. Zabusky (1929-2018) e M. D. Kruskal
(1925-2006) perceberam que a equagao KdV poderia ser derivada a partir do limite
continuo de uma Rede anarménica unidimensional (7, 8)2. Zabusky e Kruskal, ao se
valerem das solu¢des numéricas da equacao KdV, simularam a colisao de pulsos de
ondas solitarias na rede cristalina (ndo linear) e observaram que elas preservavam suas
formas e velocidades mesmo apds colidirem elasticamente, experimentando somente
uma mudancga de fase. A analogia com a colisdo elastica entre particulas foi imediata
e eles entdo cunharam a palavra “séliton” para descrever ondas solitarias com esse
perfil(7, 10, 8).

A proposta de Zabusky e Kruskal abriu caminho para uma nova abordagem na

! Lord Rayleigh

2 Em 1955, E. Fermi (1901-1954), J. R. Pasta (1918-1981), S. M. Ulam (1909-1984) e M. Tsingou
Menzel (1928-) fizeram investigagdes acerca da distribuicao de energia entre as muitas oscilagdes
possiveis de uma rede cristalina (9).
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TQC, na qual os sdlitons nao deveriam ser interpretados como particulas “elementares”,
mas como novas excita¢des adicionais similares que o sistema possuia em raz&o de
sua natureza nao linear (11).3

Nessa nova abordagem, considera-se o carater topoldgico das solugdes, represen-
tado por um Unico inteiro N, chamado de carga topoldgica*. A topologia das solugdes
Ihes confere a estabilidade necessdria para descrever uma particula. A carga topolé-
gica identifica a particula cuja energia resulta proporcional a |N|. Assim, a particula
basica (com carga topoldgica N = 1) € a configuragdo de campo de energia minima
e classicamente estavel, ndo podendo assim decair em um campo com topoldgica
trivial ou nula. Além disso, a densidade de energia € suave e localizada em alguma
regido finita do espaco. Configuracdes de campo assim descritas recebem o nome
de sélitons topoldgicos, em contraposicio aqueles topologicamente triviais °. Estes
solitons possuem uma simetria de reflexdo invertendo o sinal de N, portanto, para cada
um deles, ha sempre um antisséliton com N = —1. Pares sdliton-antissoéliton podem se
aniquilar ou serem produzidos. Configuragbes de campo com N > 1 s&o interpretadas
como estados de multisséliton, os quais podem se decompor em N sdlitons distintos de
carga N =1 ou, alternativamente, decairem em um estado ligado clédssico de N sdlitons.
Alguns exemplos de sdlitons topoldgicos sao kinks(20), monopdlos magnéticos (21),
vortices (22, 23) e skyrmions (24, 25). Nesta tese, estamos particularmente interessados
em estudar vortices e skyrmions.

Historicamente, o primeiro sdliton topoldgico descrito como particula foi o skyr-
mion (24, 25). O skyrmion surgiu do modelo de Yukawa, uma teoria de campo para
nicleons com “spin™-1/2 (prétons e néutrons) e pions (z*, n~, n°) de spin-0, na qual
0s nucleons interagem através da troca de pions (26). T. H. R. Skyrme (1922-1987)
acreditava que os nucleons se moviam em um meio pidnico classico e n&o linear, e
que toda a massa nuclednica tinha sua origem nas flutuagées do meio. Isso fez com

3 A ideia de particulas como objetos extensos (néo pontuais) ndo era nova, ja havia sido considerada
anteriormente na literatura, por exemplo, no modelo para vértices de atomos proposto por Kelvin (12),
em modelos sobre a estrutura finita do elétron introduzidos primeiramente por Abraham e Lorentz(13,
14) e posteriormente por Born; Infeld (15), além do modelo do fluido mesénico de Skyrme (16), apenas
para citar alguns.

4 Com carater topoldgico queremos dizer que qualquer solucdo estatica com energia finita ¢ um ma-
peamento, dado pelas condi¢des de contorno, entre o espago fisico e o espago interno dos campos.
Em particular, se tanto o espaco fisico quanto o espago interno corresponderem a uma hiperesfera de
dimensao m, entdo o mapeamento ¥ : S — S™ corresponde ao m-ésimo grupo de homotopia 7, (S™),
o qual, no que lhe concerne, é isomorfo ao grupo dos niimeros inteiros Z. O isomorfismo ocorre entre
dois grupos quando cada elemento de um grupo corresponde a um, e somente um, elemento do outro
grupo. Dessa forma, dizemos que 0 mapeamento é caracterizado por meio da carga topolégica, dada
por um numero inteiro chamado “winding number”, e que descreve o nimero de vezes em que 0 espago
interno é coberto a medida que o espago fisico é percorrido. Para uma descrigéo sucinta sobre topologia
e homotopia veja a Ref. (17); para uma descricao mais detalhada veja a Ref. (18).

5 Ao contrério dos sdlitons topoldgicos, os sélitons ndo topolégicos possuem as mesmas condicdes de
contorno no infinito para os estados de vacuo. Assim, a exigéncia de estados de vacuo degenerados
nao é requerida para os sdlitons nao topoldgicos, estando a sua existéncia condicionada apenas a
alguma lei de conservagéo adicional (19).
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que ele reconsiderasse os termos de interagdo dos pions, sendo conduzido a uma
forma particular da densidade lagrangiana em termos de um campo piénico de trés
componentes, obtendo assim, a partir das equac¢des de campo, solu¢des topologica-
mente estaveis. Além destas caracteristicas interessantes, Skyrme ainda notou que ao
quantizar somente a parte bosénica do seu modelo, estados fermiénicos de spin 1/2
(que podem ser identificados como nucleons) emergiam. Dessa forma, a inclusdo de
termos nuclebnicos independentes e/ou acoplados aos campos piénicos no modelo de
Skyrme é algo completamente desnecessario, pois 0s nucleons emergem naturalmente
como os estados soliténicos da teoria (27, 28).6

Do ponto de vista geométrico, o skyrmion pode ser compreendido como sendo
um mapeamento topologicamente nao trivial de uma variedade riemanniana’ em outra.
Nesse sentido, o funcional de energia do modelo de Skyrme pode ser diretamente
derivado a partir de consideragbes geométricas relacionadas ao mapeamento entre
os espacos fisico e interno (30). Usando esse esquema, B. Piette e W. Zakrzewski
derivaram em 1995 uma verséao bidimensional do modelo de Skyrme com o objetivo
de estudar a existéncia de multissélitons e assim descrever suas propriedades.? Eles
batizaram o “novo” modelo de “Baby” Skyrme para diferencia-lo do modelo original.
Consequentemente, as solugdes de sdlitons obtidas foram chamadas de “Baby” skyr-
mions (33). Tanto a dindmica quanto a estatica de “Baby” skyrmions foram estudas
em detalhes nas Refs. (33—-35). O modelo tem aplicagdes diretas na fisica da matéria
condensada, onde os “Baby” skyrmions fornecem uma descrigao eficaz nos sistemas
Hall quéanticos (36, 37) ou na formagao de redes cristalinas (38, 39). Apesar disso, o
modelo “Baby” Skyrme é ainda uma teoria de campo nao integravel e a maior parte
de suas propriedades conhecidas sao estabelecidas via simulagdo numérica de dificil
entendimento analitico. A busca por uma simplificagéo que tornasse possivel realizar
calculos analiticos exatos motivou as investiga¢cdes no chamado modelo “Baby” Skyrme
restrito (na auséncia do termo sigma)(40—42). Posteriormente, solu¢des para um modelo
“Baby” Skyrme com simetria local U (1), cuja dindmica do campo de calibre é regida pelo
termo de Maxwell, foram também investigadas nas Refs. (43, 44), revelando solug¢des
soliténicas (“Baby” skyrmions) eletricamente neutras. No entanto, “Baby” skyrmions
possuidores de carga elétrica também podem ser encontrados (45) por meio da inclusao
de um termo CS na densidade lagrangiana do modelo.

6 A versao final do modelo de Skyrme emerge como uma teoria de campo nao linear com grupo de simetria
SU (2) em trés dimensbes espaciais cujas solugdes séo sdlitons topolégicos chamados skyrmions. Cada
skyrmions tem uma carga topoldgica associada que Skyrme identificou como sendo um nudmero
bariénico.

7 Uma variedade riemanniana é uma superficie multidimensional com curvatura uniforme positiva. Estri-
tamente falando, é um espaco esférico com geometria ndo euclidiana, cuja propriedade essencial é
finitude de seu volume (29).

8 E importante frisar que o modelo “Baby” Skyrme, diferentemente do modelo de Skyrme original, requer a
inclusao um termo potencial para garantir a estabilidade das solu¢des. Tal exigéncia € uma consequéncia
do teorema de Hobart-Derrick (31, 32).
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Outro desenvolvimento histdrico veio da fisica da matéria condensada, quando
Abrikosov, em 1957, descobriu que a fungéo de energia de GL tem sdlitons topolégicos
(22, 23). Na teoria GL, um campo escalar complexo ¢ é acoplado a um potencial de cali-
bre A,. Uma caracteristica basica € que no estado de menor energia o campo ¢ possui
maddulo constante ndo nulo e fase arbitréria, |¢o| eN?, cuja magnitude € determinada
pela fungao de energia GL. A topologia surge do fato de que a variedade (do inglés,
manifold) de vacuo é um circulo, uma vez que a fase de ¢, € arbitraria. No modelo
GL, os sdlitons surgem na versdo em duas dimensdes espaciais e sdo chamados de
vortices de fluxo magnético. Em trés dimensdes, como mostrado por Nielsen; Olesen
(46), os vortices se estendem além do plano formando tubos que transportam fluxo
magnético através de um supercondutor. Esses vortices de fluxo magnético persistem
na teoria relativistica, o modelo MH, e podem ser interpretados como particulas em duas
dimensdes ou como cordas massivas e relativisticas em trés dimensdes. Também aqui,
vortices carregados podem ser obtidos pela inclusdo de um termo CS na densidade
lagrangiana do modelo MH (47—-49).

A importante descoberta de que as equagbes de campo podem ser reduzidas de
EDPs de segunda para primeira ordem auxiliou no estudo de sdlitons topoldgicos em
muitas teorias de campo. Essas equagdes de primeira ordem obtidas, via um procedi-
mento de minimizagao da energia, sdo chamadas de equacdes de BPS em homenagem
a E. Bogomol'nyi, M. K. Prasad e C. M. Sommerfield (50, 51) que derivaram o método
quase que simultaneamente. As equagdes BPS nao envolvem derivadas temporais
e suas solugdes estaticas podem ser um soliton ou configuragdes de multissadlitons,
denominados sdlitons BPS. Nas teorias que suportam equacdes BPS, a energia é
inferiormente limitada pela carga topoldgica, recaindo na igualdade quando os cam-
pos satisfazem essas equagodes. As solucdes BPS também séo solugdes genuinas
das equagdes de Euler-Lagrange, garantindo que elas sejam pontos estacionarios da
energia (51).

Particularmente, a reducado das equagdes de Euler-Lagrange do modelo MH em
um par de equacdes BPS acopladas, descrevendo vértices estaticos e puramente mag-
néticos, ocorre no valor critico do acoplamento que separa os regimes supercondutores
do Tipo | e do Tipo Il (51). Vértices (e multivértices) BPS carregados também podem
ser obtidos ao acrescentarmos o termo CS tanto no modelo Higgs puro (52-54) quanto
no modelo MH (55).

Nos ultimos anos, a existéncia de voértices BPS em cenarios em que a quebra das
simetrias de Lorentz e CPT® modifica os modelos do tipo Higgs abeliano acompanhados
de campos de calibre tem sido largamente investigada (56—65). O crescente interesse
por modelos onde a QSL se manifesta pela presenga de algum tipo de acoplamento
nao minimo tem se mostrado frutifero, revelando novos efeitos interessantes. Algumas

9 Conjugagao da carga (C), paridade (P) e reversdo temporal (T).
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das contribuicdes mais recentes estdo concentradas no setor de férmions, onde, por
exemplo, os acoplamentos ndo minimos tém induzido contribuicbes advindas dos
parametros da quebra para os momentos de dipolo magnético e elétrico do elétron
(66—68), além de contribuicdes para a energia do hidrogénio mesénico obtidas na
Ref. (69); no setor eletrofraco ha contribuigbes advindas a partir dos calculos das taxas
de decaimento para os bosons W e Z, provendo assim “bounds” para os parametros
da quebra (70, 71); ja no setor da interag&do da forte, os acoplamentos ndo minimos
tém provido correcdes para o0 momento anémalo do muon (72). E uma das propostas
desta tese estudar a existéncia de vértices BPS em um modelo MH cujo acoplamento
ndo minimo € composto por um termo CPT-impar que quebra a simetria de Lorentz.
Esse modelo é descrito em detalhes na secao 3.1 e os resultados ali obtidos foram
publicados na Ref. (73)'°.

No que concerne ao modelo Baby Skyrme, um limite BPS foi atingindo somente
para um caso aproximado, no qual os campos sédo descritos sobre uma biesfera de raio
finito (37). Entretanto, de maneira geral, o modelo Baby Skyrme n&o satura no limite
BPS. Por outro lado, como foi mostrado nas Refs. (42, 74), a versao restrita do modelo
Baby Skyrme possui natureza BPS, saturando, portanto, no limite Bogolmo’nyi. Para
0 caso em que a versao restrita do modelo Baby Skyrme é provida de um campo de
calibre com “dinamica” governada pelo termo de Maxwell, foi mostrado na Ref. (75) que
existe um limite BPS na qual as solugdes saturam nesse limite desde que o potencial
da teoria satisfaca uma dada funcao superpotencial. A ocorréncia de Baby skyrmions
que saturam no limite Bogolmo’nyi quando a dindmica do campo de calibre do modelo
restrito é regida pelo termo CS foi apresentada na Ref. (76), porém ali o modelo é
provido por um termo de Lifshitz o que implica na quebra da covariancia de Lorentz. E
um segundo objetivo desta tese obter solugbes BPS para um modelo CS Baby Skyrme
na qual os campos saturem no limite BPS. Isto é feito em detalhes no capitulo 4 e
os resultados obtidos foram publicados na Ref. (77). A possibilidade da existéncia de
solugbes BPS em um modelo Maxwell-Chern-Simons Baby Skyrme foi investigada
na Ref. (78, 79) e os resultados ainda estao por ser publicados. Além destes temas,
a possibilidade da existéncia de Baby skyrmions em modelo Maxwell Baby Skyrme
modificado por termos do setor CPT-par da quebra de simetria de Lorentz € o terceiro
objetivo desta tese, sendo esse tema discutido no capitulo 5.

Nesta tese, investigamos a existéncia de sdlitons topoldgicos a partir da imple-
mentacao do formalismo BPS em trés modelos efetivos especificos, a saber:

+ Maxwell-Higgs abeliano com uma derivada covariante ndo minima que quebra as
simetrias de Lorentz e CPT;

» Chern-Simons Baby Skyrme generalizado, e;

0No capitulo 3 apresentamos uma introdugao para a quebra das simetrias de Lorentz e CPT
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» Maxwell Baby Skyrme com termos que quebram a simetria de Lorentz em ambos
os setores.

No capitulo 2, fazemos uma breve revisdo onde apresentamos o formalismo BPS
aplicado a campos de um espaco (1+ 1)-dimensional e um pouco dos aspectos da
QSL. No capitulo 3, investigamos o modelo Maxwell-Higgs abeliano com uma derivada
covariante ndo-minima que inclui um vetor da QSL no setor CPT-impar. Implementamos
o formalismo BPS e obtivemos equagdes autoduais descrevendo configuragdes topold-
gicas eletricamente neutras que possuem energia finita proporcional ao fluxo magnético.
Usando o ansatz axialmente simétrico para vortices, mostramos que os vodrtices BPS
se comportam como vértices de ANO.

No capitulo 4, apresentamos o modelo Chern-Simons Baby Skyrme restrito mos-
trando que a existéncia de configuragdes BPS exige que o modelo seja generalizado.
Mostramos que o modelo generalizado pode gerar sdlitons dos tipos compacton e nao
compacton.

No capitulo 5, analisamos sdélitons BPS em um modelo Maxwell-Skyrme restrito
provido com termos CPT-pares em ambos os setores de Maxwell e Skyrme. Obtemos
as equacoes de movimento e a densidade de energia e, em seguida, implementamos o
formalismo BPS, escrevendo assim as equagdes autoduais. Depois disso, utilizamos
0 ansatz rotacionalmente simétrico adequado as solugdes para skyrmions e em se-
guida apresentamos os perfis numericamente obtidos para campos que decaem com
comportamento exponencial com e " (a>0).

Por fim, no capitulo 6, expomos nossas conclusdes e perspectivas.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

2.1 O formalismo BPS

Em 1976, Bogomol'nyi (51) apresentou um método para encontrar solugdes classicas
estaveis. Esse método consiste em reescrever o funcional de energia a fim de que
termos perfeitamente quadraticos surjam explicitamente em sua estrutura matematica.
Neste procedimento, a minimizacao da energia é atingida pela imposi¢céo de nulidade
sobre os termos quadraticos, conduzindo desta forma a obtencdo de um conjunto
de equacgobes diferenciais de primeira ordem. Essas equacdes, além de serem mais
facilmente resolvidas, também recuperam as equacdes de Euler-Lagrange. Portanto,
elas sao solugbes legitimas para a teoria em consideracao. Se todos esses requisitos
séo atendidos, € dito que os campos saturam no limite Bogomol'nyi.

Outro aspecto interessante deste método, que diz respeito a determinagédo da
energia, € o fato de ndo ser necessario o conhecimento prévio de qualquer solugéo
explicita para as equagdes de primeira ordem; basta apenas que se saiba que tais
solucdes existam. Curiosamente, Prasad; Sommerfield (50), haviam obtido, em 1975,
solugdes de energia finita para monopolos de 't Hoof e dyon de Julia-Zee pela imple-
mentagao de um método similar ao de Bogomol'nyi, raz&o pela qual o método € hoje
conhecido como método BPS.

Para fins ilustrativos da aplicabilidade do método, considere um modelo para
um conjunto de N campos escalares reais definidos em um espago-tempo (1+1)-
dimensional, regido pela seguinte densidade lagrangiana

N
L= % Y 0up ot -V (99, (2.1)
a=1

onde V (¢“) é um potencial de autointeragédo entre os campos.
A partir da Eq. (2.1), construimos o funcional de energia como sendo dado por

_%i( “)2 22(65;

a=1

+V(p%). (2.2)

As N equagdes de movimento, derivadas a partir do principio variacional, sdo expressas
como

ov
6”0“(,0“ + 6_()061 =0. (23)

Analisando as equagoes (2.3) observamos que estas fornecem tanto solugdes
dinamicas ¢“ (x, t) quanto estacionarias ¢“ (x). As solu¢des dindmicas podem ser obtidas
a partir das solugdes estacionarias quando um boost de Lorentz, na forma x — y (x — v1),
com y~! = v1-12, é aplicado as solugdes ¢ (x). Assim, sem perda de generalidade,
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podemos trabalhar somente com as solugdes estaticas de modo que o problema central
se reduz a resolver a versao estacionaria da Eq. (2.3), que agora € escrita sob a forma

d*p® oV
dx? 0@

(2.4)

Consequentemente, a densidade de energia também é reescrita na sua versao estacio-
naria, sendo dada por

N do® 2
sz%;l(dq;) +V(9%). (2.5)

Uma solugado completa do problema n&o sera possivel se ndo estabelecermos
sob quais condi¢des assintoticas ¢ (x) deve ser comportar. Para tanto, a densidade
de energia deve atender alguns critérios que estdao conectados com a estabilidade
das solugdes, tais como: finitude, positividade e ser limitada inferiormente, isto é, deve
possui ao menos um minimo. Se a densidade de energia satisfaz esses critérios, entéo,
na regido de minima energia, também chamado de vacuo (x| — oo), deve haver alguma
solugéo ¢ (x| — oo) = ¢f tal que 7 (|x| — oco) — 0. Posto isso, conclui-se, a partir de
(2.5), que as condi¢bes assintéticas que buscamos devem ser validas para:

=0, e lim V(¢“)=0. (2.6)

lx|l—oo dx x| =00

Agora, com as condi¢des de contorno ja bem estabelecidas, convém escrevermos
a energia estacionaria do modelo, a qual é dada pela integral da densidade hamiltoniana
sobre todo espago, como segue:

E = dax. (2.7)

00
lN d(paz
_ V (p?
s L de) v

Seguindo o procedimento empregado por Bogomol’'nyi na Ref. (51), reescrevemos
a energia em uma forma quadratica fechada

+00
1 X dp? d
== ( L ¢w) dx+z w® ('0 dx, (2.8)
2471 dx
onde o potencial deve satisfazer a seguinte expressao

Ve =3 X wt 29)

e w=w(p?).
Neste ponto, notamos que uma escolha apropriada da fungao w* permite que a
segunda integral na Eq.(2.8) seja facilmente integrado. Dessa forma, escolhemos

aw
dp?

w’ =

, (2.10)
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onde W (¢) é uma fung&do continua e diferencial que é por vezes chamada de superpo-
tencial. A escolha (2.10) determinar a seguinte expresséo para o potencial

N 2
v(w):%a;(j;i) >0, (2.11)

Agora, o segundo termo em (2.8) pode ser integrando diretamente

AW de®
dp® dx

+00

N d(pa N
a _

a;l_ w x dx—Z

+o0
dx= de: [W (+00) — W (—00)], (2.12)

a=1
—o0
permitindo-nos expressar a energia estacionaria na seguinte forma

+00
1Y de® dw\?

E=- T w — W (—00)]. 2.1
2;_ (dx +d(p“) dx +[W (+00) = W (—00)] (2.13)

As solugdes fisicamente aceitaveis sédo aquelas que minimizam a energia e satis-
fazem a seguinte equacéo diferencial de primeira ordem
de® _dw
P32y,
dx dg?

(2.14)

sendo tais expressdes denominadas equacdes BPS. Consequentemente, a energia
minima é quantificada pela seguinte expressao

Emin = £ [W (+00) = W (-00)], (2.15)

sendo denominada energia BSP (Epps).
Note-se que a equacao de Euler-Lagrange € recuperada pela Eq.(2.14). A verifi-
cagao é simples! Primeiro multiplica-se o fator 1/2YY | dW/d¢® a todos os termos da
Eq. (2.14), resultando assim na seguinte expressao
1Y dawde® 1Y dw dw
2 = de® dx T = do? do? =0

(2.16)

No primeiro termo, em (2.16), usamos uma vez mais a Eq. (2.14), enquanto o segundo
termo é identificado como sendo a expressao para o potencial dada em (2.11). Com
isso, reescrevemos (2.16) tal que a nova expressao resultante é dada por

lﬁ(dw
2/ \ldx

a

)2_ V(%) = 0. (2.17)

Tomando a derivada desta ultima expresséo com relagéo a x, obtemos

N d(p“ dz(pa N d(pa av _

- =0. 2.18
a; dx dx? a; dx de® (2.18)
Fatorando (2.18), encontramos
N de® (d*’¢* dV
4 4
- =0. 2.19
a; dx ( dx? d(p“) ( )
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E € imediato que o termo entre parénteses corresponde a Eq. (2.14), ou seja,

d’p® dv o
dx2  des

(2.20)

Essas solugdes podem ser classificadas segundo suas caracteristicas topoldgicas
por meio da corrente topoldgica. Por simplicidade, considere o caso em que a corrente
topoldgica € composta por um unico campo escalar

1
jH=5eovy, (2.21)

onde u,v =0,1 e €,, € um tensor de Levi-Civita (1+1)-dimensional, com ey = 1. A
corrente topoldgica € claramente conservada, pois d,j* = 0. A densidade de carga
associada nos conduz a carga topoldgica

+00 1 +00 d(p 1
_ 0_ 1 dp _1 o
QT—f_oo dxj —zf_oo dxdx 2[(,0(4—00) @ (—00)]. (2.22)

Como se nota, a carga topoldgica possui dependéncia somente com as propriedades
assintéticas do campo. A partir desta observagédo, podemos especificar os tipos de
solucdes possiveis. As solugdes ndo topoldgicas (vacuo trivial), com Qr =0, conectam
um minimo a ele mesmo, ou seja, ¢ (+o0o) = ¢ (—oo) e as solugdes topoldgicas, com Qr # 0,
as quais interligam dois pontos criticos distintos do potencial, ou seja, ¢ (+o0) # ¢ (—o00).

Para finalizar essa se¢&o, considere a seguinte média para fungao w definida para
um unico campo escalar

+00 d
fw—(p dx
dx o
(wy == = =1, 2.23
f+ood¢ d QT ( )
oo dx

Compando com as expressoes (2.12) e (2.22), notamos que as integrais contidas no
numerador e no denominador correspondem, respectivamente, a energia minima e
a carga topoldgica. Logo, € imediato concluir que a energia minima é proporcional a
carga topoldgica

Emin = (w) Qr. (2.24)

Essa é uma observacéo feita por Bogomol’'nyi (51) em seu artigo de 1976 e, via de
regra, € algo que sempre deve ocorrer em modelos com estados BPS.

2.2 A quebra das simetrias de Lorentz e CPT

A ideia de uma possivel quebra da simetria de Lorentz tem sua origem no ambito da
teoria de cordas quando Kostelecky; Samuel (80) investigaram a possibilidade de uma
QESL num cenario em que o vacuo perturbativo de uma teoria de cordas bos6nicas
abertas é instavel, gerando assim massas quadradas negativas e, consequentemente,
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valores esperados de vacuo nao nulos para tensores de Lorentz (80—83). Neste cenario,
conforme discutido por Kostelecky; Potting (84, 85), a quebra espontanea da simetria
CPT estaria necessariamente associada com a QESL. Mais tarde, porém, Greenberg
(86) demostrou que embora a QSL seja condi¢cdo necessaria para que ocorra a quebra
da simetria CPT, esta ndo se consolida como uma condigao suficiente, ja que uma TQC
interagente, com QSL, pode tanto quebrar quanto preservar a simetria CPT. Por outro
lado, se a quebra da simetria CPT ocorre, entdo necessariamente ocorre a QSL.

A necessidade de uma descrigao realistica a partir da teoria de cordas que pudesse
conectar tanto a QSL quando a quebra da simetria CPT com uma possivel detec¢ao
experimental, conduziu a construgao do arcabouco tedrico que é agora conhecido como
MPE (87, 88). O MPE engloba o MP e acopla termos da QSL e da quebra de CPT a
todos os campos do MP permitindo tratar em seu bojo os efeitos da QSL e da quebra
da simetria CPT (85, 87, 88). O MPE pode ser entendido como um limite de baixas
energias de uma teoria fundamental cuja dindmica preserva a covariancia de Lorentz e
promove a QESL (87-89). As investiga¢des no &mbito do MPE abarcam principalmente
os setores de férmions (90-97), eletromagnético (98—105), ndo abeliano (70-72) e
gravitacional (106—-111).

2.2.1 A eletrodinamica de Maxwell-Higgs

A modo de ilustrar a implementag&o ou inclusado dos termos que quebram as simetrias
de Lorentz e CPT usaremos, como exemplo, a eletrodindmica de Maxwell-Higgs a qual
€ descrita pela seguinte densidade lagrangiana:

Lvmu :gGauge‘FZHiggs» (2-25)
onde

1
D%Gauge = _ZF,LLVF“V) (226)
A 2
E ’

Zhiggs = (Du)' (DH¢) + m?¢' g~ = (9] (2.27)

em que ¢ € um campo escalar complexo, F,, € o tensor do campo eletromagnético e
m e A sdo constantes reais positivas. As contribuigdes aqui consideradas da QSL s&o:

CPT- +
‘%Higgspm = (K¢(/’)NV (D,U(p) (DV([)) ) (2.28)
- 1
LEauge " = =77 (Kap)y AvFpo, (2.29)
- 1
gGCcfuTge’mr =1 (Kp)**®P Fyuy Fop, (2.30)

levando em conta que (K(,,(,,)’”, (Kar), © (Kp)*vePB s30 0s campos tensoriais que quebram
explicitamente a simetria de Lorentz; o primeiro e o terceiro preservam a simetria CPT
(esse tipo de tensor é chamado de CPT-par) e o segundo quebra a simetria CPT (tensor
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desse tipo é chamado de CPT-impar). O tesor (K(p(p)”v pode ter a parte real simétrica e
a imaginaria antisimétrica, o segundo (K4r), € um vetor real e sua contribuigéo (2.29) €
chamado de termo de Carroll-Field-Jackiw. O tensor (Kp)***P é real e possui as mesmas
simetrias que o tensor de Riemann, a saber:

(Kp)HVeP = — (Kp)"HoP | (Kp)HVoP = — (Kp)HVPO,
(Kp)HV% = (Kp)®PH | (Kp)Y%P 4+ (Kp)HoPY 4+ (Kp)HPYe =0, (2.31)

além do duplo trago nulo:
(Kp)" =0, (2.32)

resultando num total de 19 componentes independentes, das quais 10 sdo do setor
birrefrigente e as 9 componentes restantes pertencem ao nao birrefrigente. As com-
ponentes birrefrigentes sao assim designadas porque introduzem a birrefrigéncia no
modelo, uma propriedade que esta associada a rotagéo do plano de polarizagdo da luz
em decorréncia de diferentes modos de polarizagdo se propagarem com velocidades
de fase distintas.

As propriedades de (Kye)"" s&o exigidas para que a contribuicido da QSL néo seja
trivialmente nula por contragéo dos indices. Ja as condicdes de simetria para (Kz)“"*P
s&o impostas de antemao para excluir termos supérfluos absorvidos em 4-divergéncias,
enquanto a condi¢do de duplo trago ignora termos que podem ser suprimidos por uma
renormalizagdo do termo cinético (2.26).

Nesta tese, investigaremos somente o setor nao birrefrigente, cujas componentes
sao parametrizadas pelo tensor «#V(103):

(Kp)Hveb = % (g’“‘“KVﬁ — gV oKHP 4 gVPycka _ g“ﬁkm). (2.33)

O tensor x*¥ é simétrico, tem o trago nulo e possui todas as componentes nao
birrefrigentes, representadas como:

KM = (Kp)HY,,. (2.34)
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3 SOLITONS AUTODUAIS NO MODELO MAXWELL-HIGGS ABELIANO
COM UMA DERIVADA COVARIANTE NAO MIiNIMA QUE QUEBRA
AS SIMETRIAS DE LORENTZ E CPT

Acoplamentos n&do minimos dotados de termos que violam as simetrias de Lorentz e
CPT tém sido, nos ultimos anos, tema de extensa investigacdo em versdes estendidas
do MP (112-117, 70-72). As implicagdes da inclusdo de acoplamentos n&o minimos
em campos fermiénicos, por exemplo, tém sido reportadas em espalhamentos ultrar-
relativisticos do tipo férmion-férmion (118), na geragéo de correcdes radiativas (95,
119-121), inducao de correcdes para os momentos de dipolo magnético e elétrico
do elétron (66—-68), além de corre¢des na energia do hidrogénio mesoénico obtidas na
Ref. (69).

Recentemente, a inclusdo de acoplamentos ndo minimos tanto no setor eletrofraco
quanto no setor das interagdes fortes tem provido “bounds” para os parametros da
quebra a partir das taxas de decaimento obtidas para os bdsons W e Z (70, 71), além
de corregdes para o momento anémalo do muon (72).

Até agora, todas as investigagcdes a respeito da existéncia de configuragbes que
suportem sdlitons em teorias de campo com QSL tem sido feitas ou por meio de
modificagdes nos termos cinéticos dos campos, ou por meio do procedimento de
reducéo dimensional. Nosso objetivo €, portanto, analisar os efeitos de um acoplamento
nao minimo que viola as simetrias de Lorentz e CPT, proposto por (122, 123), nas
configuragdes autoduais de um modelo Higgs abelianos (1 + 2)-dimensional.

3.1 O formalismo BPS do modelo MH abeliano

3.1.1 O modelo e as equacdes de campo

O modelo que queremos considerar € uma versao (1+2)-dimensional do modelo Maxwell-
Higgs abeliano, com simetria local U (1), cuja densidade lagrangiana € escrita como

2:—}LF,UVF”V+(D“¢))*(D“¢)—U[|qb|). (3.1)

Aqui, como usual, F,,, = d,,A,—0, A, € 0 tensor de intensidade do campo eletromagneético,
Du¢p=0,¢p—ieA,p é aderivada covariante que acopla minimamente o campo de calibre
(do inglés gauge) A,(x) ao campo escalar ¢(x), e U (|¢|) € um potencial, ainda a ser
determinado, que descreve a interagdo do campo escalar consigo proprio, ou seja, uma
autointeragdo. Além disso, a métrica do espago-tempo é cartesiana com assinatura
(+—-), cujas coordenadas do espacgo-tempo sado rotuladas por indices gregos que
varrem os valores u,v,...=0,1,2, enquanto que as coordenadas puramente espaciais
séo rotuladas por indices latinos que varrem os valores i, j,... = 1,2. Finalmente, a
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analise dimensional mostra que a constante de acoplamento, e, e 0s campos Ay (x) e
¢(x) tém dimensdes de M2, enquanto que o potencial U(|¢|) (e a prépria densidade
lagrangiana #) tem dimensé&o de M3.

As equacbes de movimento associadas ao modelo, advindas da equacgao de
Euler-Lagrange, sdo dadas por

0, F'H = JH. (3.2)

U (|¢|)
ap*

D Dt =~ , (3.3)

onde
Ju=ie[p(Dup)” — " (Dugp)] = ie[¢p(0u9)" - " (0,0)] —26* Auo|, (3:4)

€ a corrente conservada, ou seja,

8, J* =0.

Estamos interessados em solugdes estacionarias das equagdes de movimento,
ou seja, em configuragdes tais que os campos nao possuem dependéncia temporal.
Neste cenario, a lei de Gauss, obtida a partir Eq. (3.2), é expressa como

6iaiA0:262A0|(/)|2, (35)
onde usamos a densidade de carga dada por
Jo=—2e240 || (3.6)

Nota-se aqui que a condigdo Ay = 0 satisfaz identicamente a lei de Gauss sendo,
portanto, uma possivel solugdo da mesma, implicando assim em configuragdes pura-
mente magnéticas. Considerando-se que sejam essas as condigdes, entéo, a lei de
Ampere, que também advém da Eq. (3.2), apresenta-se na forma

€ij0jB=]J;, (3.7)

onde o campo magneético € dada por B =¢;;0;A;, enquanto que a componente espacial
da densidade de corrente € dada por

Ji=ie[p(0:ip)" —¢" (9:)] 26 A; |¢]”. (3.8)

Similarmente, a equacao do campo de Higgs é expressa na seguinte forma

U (jg])

DDy =—3 o

(3.9)
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3.1.2 A densidade de energia e o formalismo BPS

Como serd visto adiante, a interagdo U (|¢|) pode ser determinada pela minimizagdo
da densidade de energia do modelo. Por sua vez, esta ultima é obtida por meio da
densidade hamiltoniana (estacionaria), a qual escrevemos como

%:—X:%Bz+|Dk(p|2+U(|¢|). (3.10)

Aqui, usamos F;; =¢;;B e levamos em conta condigdo de calibre Aj = 0.
A densidade de energia deve ser nula no infinito, o que permite impomos as
seguintes condi¢cbes de contorno (124, p. 76)

lim B =0, lim Dp=0 e lim U (|¢|)=0, (3.11)

|x|—o0 |x|—o00 |x|—o00

a quais determinarao o valor de vacuo sobre 0os campos.

Visto que a densidade hamiltoniana do sistema nao depende explicitamente das
coordenadas do espacgo-tempo, a integracdo desta sobre todo o plano R? resulta
completamente equivalente a energia total do modelo, e assim,

1
S8+ [Dro| +U([9]) |- (3.12)

E= dezx:f d*x >

R? R?

Agora, tendo em vista a minimizacdo da energia, implementamos o método BPS,
gue consiste em escrevermos a energia como a soma de termos quadraticos. Fazemos
isso usando as seguintes identidades’

%BZ+U(|¢|) :%(Bix/ﬁ)zi\/ﬁB, (3.13)
1
Do = |Di9b|zieB|§b|Zi§€ijai]j; (3.14)
onde
Di¢p=D1¢p+iDr¢. (3.15)

Como consequéncia, ao substituirmos as expressoes (3.13) e (3.14) na Eq. (3.12), a
energia é reescrita como

E:f d*x
RZ

Neste ponto, observamos que sob a segunda das condi¢des (3.11) o ultimo termo do
lado direito na Eq. (3.16) resultara nulo, ndo contribuindo, portanto, para a energia total
do modelo.

Finalmente, de modo a completar a implementacéo do formalismo BPS, devemos
garantir que a contribuicdo ndo quadratica contida na primeira integral da Eq. (3.16)

% (B \/ﬁ)z +|D2o| £ (V2U +e|o’) B

1
iz—efﬁz d*x€j;i0;];.  (3.16)

' Na Secéo B.1 apresentamos em detalhes os calculos que conduzem a Eq. (3.14)
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seja proporcional a carga topoldgica. Como tem sido observado por da Hora Santos,
na Ref. (125), a corrente topoldgica para o modelo MH é expressa por

T =€"Pa, A, (3.17)
Dessa forma, a carga topolégica do modelo MH é dada por
QT:f dzx](%:f d2x€ijaiAj:f dsz:CI)B, (318)
RR2 R2 R2

onde @3 € o fluxo magnético. A partir desse resultado, fica claro que a contribuigédo
topoldgica para a energia deve ser proporcional ao fluxo magnético. Portanto, devemos
requerer que o termo multiplicando o campo magnético seja uma constante ndo nula?.
Com isso, escrevemos

V2U +elp|* = C. (3.19)

Por meio desta expressao, determinamos o potencial como sendo dado por
1 2
ullel) =5 (c-elel’), (3.20)

que, por sua vez, € capaz de prover as solugdes BPS para o modelo.

Agora, podemos fazer uso da terceira das condi¢cdes de contorno que foram
expressas na Eq. (3.11), a qual impde que o potencial seja nulo no vacuo, ou seja,
quando |x| — co. Esse procedimento é suficiente para determinarmos a constante C
como sendo dada por

o e( lim |¢>|)2. (3.21)

|x|—00
O limite entre parénteses prové a condi¢cao de contorno no infinito para o campo de
Higgs, a qual, como usual, deve ser configurada como tendo valor finito. Tal valor finito,
que aqui rotulamos pela letra latina v, caracteriza o valor esperado de vacuo para o
campo de Higgs. Desse forma, escrevemos
lim |¢|=v, (3.22)

[x|—o00

e, com isso, a constante em (3.20) fica finalmente escrita como C = ev?. Assim, o
potencial (3.20) assume a forma final dada por

2
u(loh) =% (- lof) (3.23)
Visto que o campo de Higgs ¢ é complexo, sempre podemos denota-lo por meio
de sua representagéo polar, ¢ = |</)|e"9, onde 6 é uma fase no espacgo interno de ¢.
Assim, de acordo essa prescri¢édo, o valor do campo de Higgs no vacuo € dado por
lim ¢ = ve', (3.24)

|x|—o0

2 Se a constante for nula recairemos em uma configuragdo de vacuo com topologia trivial e energia
minima ndo degenerada. Assim, estariamos descrevendo um objeto nao topoldgico. Os vdrtices sdo
necessariamente topoldgicos.
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onde fica claro que o potencial (3.23) possui infinitos vacuos formando um circulo de
raio |¢| = v.
Usando (8.23), agora reescrevemos a energia total do modelo, (3.16), na forma

E:EBp3+fR2 d’x {% [Bie(v2—|(p|2)]2+|Di(p|2}, (3.25)

onde o termo Epps € a energia minima do modelo, também denominada de energia
BPS, sendo esta expressa por
Egps=+ev® | d’x B=+ev’dp. (3.26)
RZ

E apropriado e oportuno realgar que o sinal (+) esté associado ao defeito com @5 >0,
enquanto que o sinal (-) ao anti-defeito com ®p < 0.

Agora, ja estamos em condi¢des de implementar a prescricdo de Bogomol'nyi
(51), a qual afirma que o minimo da energia sera obtido se os termos quadraticos da
segunda integral na Eq. (3.25) forem todos nulos, ou seja, se os campos satisfazem as
equagdes BPS

D=0, (3.27)

B=zxe(v’-[¢[’), (3.28)

as quais sdo manifestadamente equacdes diferenciais de primeira ordem. A seguir, na
proxima subsegao, veremos que tais equacdes satisfazem as equagdes de segunda
ordem (Euler-Lagrange) sendo, portanto, solugbes legitimas do modelo (3.1).

3.1.3 Equivaléncia entre as equacdes BPS e as equacoes de Euler-Lagrange

As Egs. (3.27) e (3.28) reproduzem identicamente as equagdes de segunda ordem
(Euler-Lagrange). A fim de verificarmos que este é de fato o caso, aplicamos o operador
D+ sobre a Eq. (3.27) e com isso encontramos

0:D¢Di¢=Dka(/)ii€ijDiDj(/). (329)

Agora, podemos fazer uso da identidade €¢;;D;D;¢ = —ieB¢, Eq. (B.13), para reescreve-
MOos a expressao acima como

0=DiDy¢p+eBo. (3.30)

Por fim, usando a Eq. (3.28), recuperamos a equagao estacionaria do campo de Higgs
na forma

O:Dka¢+e2(u2—|¢|2)<p, (3.31)
que é equivalente a Eq. (3.9) quando fazemos

ou (|¢])
o

- _eZ(VZ_ |¢|2)¢, (3.32)
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Por outro lado, aplicando o operador ¢;;9; sobre (3.28) encontramos
CijajB=¢€€ij5j|(/)|2, (3.33)

onde o lado esquerdo claramente coincide com a lei de Ampére (3.7). O lado direito
pode ser obtido ao substituirmos (3.27), a qual escrevemos na forma D¢ +iD.¢ =0,
diretamente na corrente (3.8). Esse procedimento prové que as componentes da corrente
sejam dadas por J; = Fed, |¢>|2 e J, = +ed; |¢>|2. Essas duas expressdes podem ser
reescritas na forma de uma unica expresséo

Ji = Fee;j0; |¢|*, (3.34)

na qual, como se vé, o lado direito corresponde exatamente ao direito da Eq. (3.33),
mostrando assim que a lei de Ampeére é integralmente recuperada.
Finalmente, podemos utilizar as equacdes BPS para reescrever a densidade de
energia como
7 =B*+|Dip|*, (3.35)

onde aqui fizemos uso da Eq. (3.28).

Na proxima se¢ao, empregaremos as técnicas aqui demonstradas em uma ver-
séo do modelo Maxwell-Higgs abeliano modificado por um acoplamento ndo minimo
composto de um vetor de fundo CPT-impar que viola a simetria de Lorentz.

3.2 O modelo Maxwell-Higgs abeliano ndo minimo

O modelo (1 +3)-dimensional com violagao das simetrias de Lorentz e CPT-impar na
qual nossa investigacao se baseia € definida pela seguinte densidade lagrangiana:

1 *
L == Fn P = (2u9)" (249) U (|¢].04 9]). (3.36)

onde 2,¢ =0,¢p—ieA,p+iF,,¢¥¢p € a derivada covariante ndo minima do campo de
Higgs abeliano, &# é um quadrivetor fixo que viola as simetrias de Lorentz e CPT e U é
uma apropriada interagc&o definida positiva a ser determinada.

As equagdes de movimento dos campos de calibre e Higgs sdo dadas por

0yF'F +&Y0, gt =e g, (3.37)
ou ou
K — =
2,2"Pp—-0, 30,0 + e (3.38)
cuja densidade de corrente,
L0 =i (40" —p*0,) —2eA, || +2Fn " |97, (3.39)

€ conservada, ou seja,
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A fim de estudarmos as configuragdes planares do modelo (3.36), adotamos a
seguinte projecéo: 03¢ =0, A3 =0 e d3A, = 0. Os indices gregos denotam p,v=0,1,2,
enquanto que os indicies latinos, j,k=1,2.

No regime estacionario, a Eq. (3.37) prové a seguinte lei de Gauss:

00k Ag + S0k Fo = —e %o, (3.40)
com _#, sendo dado por
So=—2eAolp]" +2¢;(0;40) |6, (3.41)

e notamos, tal como ocorre no modelo MH usual, que a condi¢ao de calibre Ay =0
satisfaz identicamente a lei de Gauss, implicando mais uma vez em configuragoes
puramente magnéticas para 0s campos.

Similarmente, a lei de Ampére estacionaria é lida como

ekjajB—fjajjk:ejk, (342)

onde €;; € o simbolo bidimensional de Levi-Civita (€12 = —€2; = 1). Aqui, 0 campo
magnético planar é definido por B = Fj, e _#; passa a ser expresso como

T =i (pOrd” — " 0rp) —2e Ar [ + 280 || Ok Ao) - 261¢ ;B[ (3.43)
que apos o uso da condi¢do Ay =0, assume a forma reduzida
F=i (</)0k¢>* —(/)*ak(P) —2eAg }(/)|2 —2€¢j¢ ;B |(P|2 , (3.44)

e aqui, notamos que a dependéncia do parametro de VL, &, desapareceu.
A equacéo estacionaria do campo de Higgs é agora lida como

ou ou
- =0, 4
@k@k¢+ak66k(p* TR 0 (3.45)
onde a derivada covariante ndo minima € dada por
@kcp:ak(,b—ieAk(p— iekjij(,b. (346)

Finalmente, notamos que além da componente ¢,, também a componente ¢3 ndo apare-
cem nas Egs. (3.42) e (3.45), e, portanto, ndo participam da formagao das configuragdes
com carga total nula do modelo, carregando, como veremos, somente fluxo magnético.

3.3 O formalismo BPS

Antes de considerarmos o caso estacionario, convém fazemos uma rapida inspecao
sobre a densidade de energia do modelo (3.36), a qual expressamos na seguinte forma

1 1
£=3 (For)? + Z(ij)2 +|20¢|* + |21 |” + U + & For #i. (3.47)
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Aqui, notamos que devido a ultima contribuicao do lado direito, a densidade de energia
nao &, “a priori”, definida positiva. No entanto, vimos que no regime estacionario a
lei de Gauss é trivialmente satisfeita pela condicdo de calibre Ay =0 provendo assim
configuragbes com carga total nula. Desse modo, Fy; € automaticamente nula e o ultimo
termo em (3.47) desaparece, garantindo assim a positividade da densidade energia
sem que qualquer restricdo seja imposta sobre a componente ¢, do vetor de fundo.
Assim sendo, a densidade de energia estacionaria do modelo se torna

g:%BZ+|@k¢|Z+U. (3.48)

Como usual, a densidade de energia deve ser nula no infinito, exigéncia essa que
impdem as seguintes condi¢cbes de contorno

lim B =0, lim 2;$=0 e lim U=0. (3.49)

|x|—o00 |x|—00 |x|—00

Com o objetivo de implementar o formalismo BPS, escrevemos agora a energia

total do modelo .
E:f dzx(—Bz+|@k¢)|2+U , (3.50)

R2 2

onde a condig&o de calibre Ay =0 foi levada em consideragéo.
Neste ponto, propormos a seguinte definicdo

Dip=D1p+iD2¢ (3.51)

por meio da qual é possivel estabelecer, apds alguma manipulagao algébrica, a seguinte
identidade®
|2k|” = |20 £ (e|p]* + &0, |0) B £ eidil, (3.52)

onde definimos )
Jk=§fk—€jkfj3|¢|2, (3.53)

com 92;¢ sendo dada pela Eqg. (3.46). Tal identidade nos permite obter a seguinte
expressao para energia

E= fRz d’x % (B @)2 +|2:¢l" £ B(vV2U +e|¢]* + ;0 |¢[) ifW d*xe i di I

(3.54)
Mais uma vez, sob condigdes de contorno desejaveis, Eq. (3.49), o ultimo termo do
lado direito resulta nulo, ndo contribuindo, portanto, para energia total do modelo. Além
disso, com o objetivo de garantir que a energia seja minima e proporcional ao fluxo do
campo magnetico, impomos que

V2U +e|p|* +¢&;0, |9 = er?, (3.55)

3 Na Sec&o B.2 apresentamos em detalhes os célculos que conduzem a Eq. (3.52)
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onde, como antes, v é o valor esperado de vacuo para o campo de Higgs. A partir desta
condicao, determinarmos a interagdo U como sendo dada por

1
(ev?—elo]* -0, o). (3.56)

U(|6].0ul¢l) =
Vemos assim, que para prover configuragées autoduais, a violagao de Lorentz induz a
presenca de uma derivada sobre o campo de Higgs no termo de interagao. Este padrao
ja foi observado em outros modelos Maxwell-Higgs na presenga da violagéo de Lorentz
(56, 126).

Usando a condi¢do de contorno imposta sobre o potencial na Eq. (3.49) encontra-

mos que a condigédo de contorno sobre o campo de Higgs no infinito sera
lim |¢|=v, e lim 9;|¢| =0, (38.57)

X—+o00 X—x00

onde mais uma vez identificamos v como sendo o valor esperado de vacuo para o
campo de Higgs. Novamente, o modelo possui infinitos vacuos formando uma circulo
de raio |¢| = v.

Retornando a Eq. (3.54), a energia pode ser reescrita como segue

E = Egps -I-f dzx
RR2

%[Bx (ev?~e|o]*-¢0; |<P|2)]2+ I@i</>|2], (3.58)

onde

Egps = tev? 2dszzieUZ(IJB (3.59)
R

é o limite inferior da energia (limite BPS), sendo esta proporcional ao fluxo magnético.
Este limite é saturado pelos campos que satisfazem as equagdes autoduais, ou BPS,

2:4=0 e B=zx(ev’-el¢|’~¢;0;|¢[). (3.60)

Aqui, observamos que a segunda equacgao BPS depende do vetor VL de fundo (magni-
tude e direc&do). Dependéncia similar tem sido também reportada por outras modelos
com VL e configuragdes eletricamente carregadas (56, 126, 63). No entanto, ha uma
diferenga entre esses casos: no presente modelo, as solugdes dos campos de Higgs e
magneético para —¢; sdo diferentes daquelas geradas para ¢;. Ja as solugdes eletrica-
mente carregadas dos Refs. (56, 126, 63), quando fixamos o vetor VL de fundo, V;, e
fazemos este mudar para -V;, nenhuma modificagdo € observada nas solu¢des dos
campos de Higgs e magnético, ao passo que no setor elétrico tal mudanga faz com que
o potencial escalar Ao mude para — Ay, ou seja, a diregdo do campo elétrico € invertida.

Finalmente, observamos que as equagdes diferenciais de primeira ordem repro-
duzem as de segunda ordem (Euler-Lagrange) dadas nas Egs. (3.42) e (3.45), com a
interagdo U sendo dada por (3.56).
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3.4 As solucdes autoduais: vortices BPS

O propdsito da presente segao é estudar as solugdes das equagdes BPS (3.60) que
descrevam voértices. Os vortices sao naturalmente descritos em coordenadas polares, e
€ usual a escolha do seguinte ansatz para o campo de Higgs

¢ (r,0)=vg(r) e, (3.61)

onde a funcgao real g(r) € bem comportada ao longo de toda a coordenada radial,
enquanto n é um ndmero inteiro*, ndo nulo, caracteristico da solugéo de vértice, sendo
denominado “winding number”, ou ainda, “vorticidade”.

A fim de garantir que o campo de Higgs atinja o seu valor de vacuo, como estabe-
lecido na Eq. (3.57), devemos impor que no infinito g (r) satisfaca a seguinte condi¢édo
de contorno

rlirglog(r) =1 e lim —= =0. (3.62)

Por outro lado, também devemos garantir que o campo de Higgs seja univoco e continuo
na origem, e assim impomos que a condi¢do de contorno na origem seja

lin(l)g(r) =0. (3.63)

Agora, usamos as seguintes relacées de transformagao®

X; Xj Xi Xj
a; = Tar —€ij7ae e 0; = 70r _eijﬁae’ (3.64)

as quais, juntamente com o ansatz (3.61), nos permitem reescrever a primeira das
equacoes BPS, em (3.60), como

d
df?g(——eA9+€r )—ig(eAr+€eB)=0, (3.69)

ou, separando as partes real e imaginaria,

ag _
= g(——eA9+€r |=0, (3.66)
geA, + ¢9B) =0, (367)
onde o campo magnético é dado por
B=19 (rap). (3.68)
rdr

4 A exigéncia de que n seja um numero inteiro estd conectado com a condicdo de periodicidade que o
campo de Higgs deve atender para que seja univocamente determinado.
5 Além destas, também usamos

X
arxi:T’ e 63xi=—€l~jxj.
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Inspecionando a Eq. (3.67), notamos que o termo entre parénteses deve ser nulo
para todo r, uma vez que, em gera, g (r) € nao nulo. Além disso, sabemos que, no limite
em que o parametro de quebra resulta nulo, 0 modelo Maxwell-Higgs usual, para o
qual A, =0 em todos os lugares, é recuperado. Visto que desejamos comparar n0Ssos
resultados com o modelo Maxwell-Higgs usual, é automatico impor ¢y =0, ja que, em
geral, B € também nao nulo. Desse modo, ¢, € o unico paradmetro de VL relevante no
modelo. Finalmente, adotamos a seguinte parametrizagéo para Ay:

Ap = L [a(r)—n], (3.69)
er

onde a(r) € uma fungao regular ao longo de todo o intervalo radial.

Note que a parametrizagao (3.69) aparentemente possui uma singularidade (di-
vergéncia) na origem (r — 0), 0 que a principio conduz a Ay — oo. Contudo, desejamos
garantir que Ay seja finito na origem, o que sera possivel se o termo entre colchetes
decai mais rapidamente a zero que 1/r — oo. A condigao de contorno sobre a(r) que
cumpre essa exigéncia € dada por

lima(r) = n. (3.70)

r—0

Por outro lado, a partir da Eq. (3.49), notamos que Zy¢ — 08 quando r — co e isso impde
que a condi¢do de contorno para a(r) no infinito seja dada por

lim a(r)=0. (3.71)

r—oo
Estabelecidas as condi¢ées de contorno, podemos agora fazer uso da Eq. (3.69)
para reescrevermos o campo magnético (3.68) e dessa forma expressa-lo como

1 da
B=—— 3.72
erdr ( )

Consequentemente o fluxo magnético pode facilmente ser calculado como segue
oo 21 2 0o 2 2
CI)B:f f rdrdHB:——ﬂf da:——ﬂ[a(oo)—a(O)]:—nn. (3.73)
0 0 e Jo e e
Com isso, a energia BPS total (3.59) resulta em

Egps = +2nv°n, (3.74)

6 0O uso da Eq. (3.64) permite que possamos escrever
X Xi
D = Tk@ﬂl’ —EijJ (209),
onde )
Drp=0rp—ieAr —ifogBP e Do = ;09<P—i€A9¢+i€rB¢>,

cujas inversas sdo dadas por

X Xi
2,4 = 7@k¢, e D= _€ki7l@k¢-
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onde convencionamos 0s sinais (+) para n >0 e (-) para n < 0. Vé-se assim que
tanto o fluxo magnético quanto a energia BPS total sdo quantizados, sendo, portanto,
proporcionais a vorticidade n.

Quanto a conservagao da corrente estacionaria, _#;, expressa em (3.44), observa-
mos que apos o uso do ansatz (3.61) e da parametrizagéo (3.69), a divergéncia de _#i
se torna

0k Fr = —2v269;%(rg23). (3.75)

Porém, como visto acima, € uma exigéncia do modelo que ¢y =0, e segue entao que
0k Zr =0, garantindo assim que _#; seja conservada.
Retornando a Eq. (3.66), vemos que essa passa a ser expressa como

dg 1 1 da
T = i 7
dr +g(ra ¢ er dr) (3.76)
enquanto que a segunda das equacgdes (3.60) se torna
1 da 2 2 2 dg]
= L —er?(1- 2028, 822 | 77
erdr + ev( g)+ vfgdr (3.77)

Neste ponto, convém salientar que as solugdes g(r) e a(r) serdo diferentes para é, e
—¢,. Contudo, a conexao entre as solugbes n >0 e n <0 é mantida, pois g<(r)=g” (r)
e a” (r) = —a" (r), independentemente do sinal de ¢, .

Finalmente, a densidade de energia BPS (3.48) é reescrita como

2
Epps = B2 +20° g2 (% +&,B) (3.78)

sendo, portanto, definida positiva para todos os valores do parametro VL, ¢&,.

3.5 A analise das condicoes de contorno

Nesta secao, verificaremos se as condigdes de contorno (3.62), (3.63), (3.70) e (3.71)
sdo compativeis com as equagdes BPS (3.76) e (3.77). Para avaliarmos o comporta-
mento das solugbes proximas a origem (r — 0) assumimos que 0S campos possuam
configuragdes tais que

g(r =Gy(r), a(ry=n+AMAy(r), (3.79)

onde as fungdes Gy (r) e Ay (r) correspondem a aproximagdes perturbativas que assu-
mem valores nulos na origem. Dessa forma, ao utilizarmos (3.79) nas Egs. (3.76) e
(3.77) encontramos o seguinte par de equagdes diferenciais lineares

aG n 1dA
R T

ar r r dr
onde somente as contribuicbes a primeira ordem foram consideradas. Resolvendo
ambas as equagodes, encontramos

= 720217, (3.80)

Go = Cor*", Ao = Fe?vPre. (3.81)
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Portanto, os perfis para o campo de Higgs e para o potencial vetor possuem, respecti-
vamente, os seguintes comportamentos na origem

gr)= Cor™", (3.82)

a(r) =~ n¥ e vre. (3.83)

Essas expansdes confirmam as condi¢des de contorno impostas em (3.63) e (3.70).
Similarmente, para r — oo, propomos que os perfis a(r) e g(r) assumam configu-
ragdes aproximadas em torno das condi¢des de contorno (3.62) e (3.71) de tal modo
que
g(r) =1-Gy(r) e a(r) =~ A (1), (3.84)

onde G, (r) € A (r) s@o fungdes perturbativas, bem comportadas, que assumem
valores nulos no infinito. Com isso, considerando somente a contribuicées de primeira
ordem, as equacoes BPS (3.76) e (3.77) séo reescritas da seguinte forma

dGeo

dGy A 1 dAs 1 dA
e — :$2€U2Goo¢21/2€r7. (385)

o0
=F—=+{—
dr r er dr er dr

Combinando essas equacgdes, obtemos o seguinte par de equagdes diferenciais de
segunda ordem
d’Gee  1dGy d’Aoe 1dAs
dr? +; dr dr2 r dr
onde temos desprezado o termo &, /er devido a sua irrelevancia para as contribuigdes
assintdticas diante dos demais termos. Resolvendo as Egs. (3.86), encontramos

— B?Goo =0, — B?Aeo =0, (3.86)

—ﬁr
Goo (1) ~ C1 Ko (BT) :Coo%+---, (3.87)
Ao (1) = Co 1Ky (Br) = Coo ep Ve P .. (3.88)

e+ép

onde as fungdes do tipo K (0,7p) e K(1,rB) acima sdo fungdes Bessel do primeiro e
segundo tipos. O parametro g > 0 corresponde a massa boso6nica dos campos e é dada
por

f= Ve (3.89)
\/1+202(&,)?
Desta forma, para r — oo, as solugdes se comportam como
e hr
g 1= Cou o (3.90)
a(r):cooejgﬁ\/?e‘ﬁw---. (3.91)

Finalmente, observamos: (1) os comportamentos dados em (3.87) e (3.88) séo
similares aos de ANO e (2) a escala de Maxwell-Higgs é recuperada quando o parametro
¢, assume valor nulo.
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3.6 Analise numérica

Para fins de obtengéo das solu¢des numéricas para as Egs. (3.76) e (3.77), reescalamos
as equacgdes por meio das seguintes mudancgas: r — p/ev e ¢, — §/v. O objetivo é
construir versdes completamente adimensionais das equagdes BPS e da densidade
de energia BPS que sejam livres das constantes e e v. Tal procedimento é alcangado
quando se implementam as seguintes redefinicoes

gmr) — g(p), B(r) — ev’B(p),
a(r) — a(p), &Esps(r) — e*v*Epps(p).

Desse modo, as equacgdes BPS (3.76) e (3.77) se tornam

ag (a da) lda [ 9 ag
2 =4g|—-6—|, e Bp)=———-=+|(1-g%)-20g-2]. (3.92)
dp p dp (e) pdp ( ) dp

Deste ponto em diante, o pardmetro § representa as contribuicées da violagao de

Lorentz. Além das equagbes BPS, também reescrevemos a densidade de energia BPS
em termos dos novos parametros de escala p e delta

2
ngS (p) :BZ+2g2 (%+6B) . (393)

A seguir, apresentamos a analise numérica obtida para as solu¢des das equacgdes
BPS (3.92) em duas situagdes: na primeira fixamos n =1 e fazemos § assumir varios
valores dentro do intervalo [-1,+1]; no segundo caso, comparamos o0s perfis obtidos
para 6 = —0.75,0,+0.75 e varios valores da vorticidade n. Em cada caso, descrevemos e
destacamos as modificagdes introduzidas pelo parametro de violagédo de Lorentz (6 # 0)
quando comparada com o modelo Maxwell-Higgs usual (6 = 0).

3.6.1 Solugdes numéricas paran=1e -1<§<+1

A figura 1 apresenta o comportamento dos perfis do campo de Higgs para n =1 e alguns
valores de 6. Quando comparados com o perfil do modelo Maxwell-Higgs usual (6 = 0),
notamos que eles sdo mais estreitos quanto mais negativo for o valor de § e mais largos
para valores mais positivos de 6. Em ambos os casos, quanto mais nos afastamos da
origem e quanto maior for |§|, mais lentamente os perfis convergem para o valor de
vacuo em relagéo ao perfil do modelo Maxwell-Higgs, em conformidade com a escala
de massa definida em (3.89).

O lado esquerdo da figura 2 mostra os perfis do campo de calibre a(p) para n=1
e § <0, enquanto que o lado direito apresenta os perfis para § > 0. Analisando os
perfis proximo a origem, observamos que estes, quando comparados com o perfil do
modelo Maxwell-Higgs usual (6 = 0), apresentam curvas ligeiramente mais estreitas
para § <0 (lado esquerdo), ao passo que para § > 0 (lado direito) as mesmas quase
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Figura 1: O perfil do campo de Higgs g(p) para n = 1. As linhas vermelhas representam
as solugdes para § < 0, a linha preta (6§ = 0) fornece a solugao BPS para o modelo
Maxwell-Higgs usual e as linhas azuis as solugdes para 6 > 0.

que se sobrepdéem a do modelo usual. Também notamos que para é # 0, a alguma
distancia a partir da origem, os perfis se tornam mais largos em comparagao com o
modelo Maxwell-Higgs usual. Este efeito € menor para § <0 e maior para 6§ > 0. Tal
desvio aumento a medida que o valor de |§| também aumenta.

0.81

0.61

0.4

0.21

0’\\\\\.\—r\w 0-
01 23 456 738 01 23 4 56 78

p p

Figura 2: Os perfis do campo de calibre a(p) para n = 1. As linhas vermelhas representam
as solugdes para 6 <0, as pretas (6 =0) as do Modelo Maxwell-Higgs usual, enquanto
que as linhas azuis proveem as solug¢des para 6 > 0.

A figura 3 apresenta os perfis para 0 campo magnético B(p) para n=1 e varios
valores de §. O lado esquerdo corresponde as solugdes para § <0, enquanto que 0
lado direito as solugdes para 6 > 0. Proximo da origem, quando § < 0 (lado esquerdo), o
parametro VL exerce grande influéncia, produzindo uma amplitude maxima, um pico,
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—3d=-1
st §=-075
— - §=-05
— §=-025
—3=0

Figura 3: Os perfis do campo magnético B (p) para n = 1. As linhas vermelhas repre-
sentam as solugdes para 6 <0, as linhas pretas (6 = 0) correspondem a solugéo para o
modelo Maxwell-Higgs usual e as linhas azuis s&o as solugbes para § > 0.

que forma uma estrutura tipo anel. Quanto mais negativos os valores de §, ou seja,
quanto maior é o valor de ||, mais alto e mais localizado € o pico. Por outro lado,
quanto menor for o valor de |5], mais baixo e mais largo € este pico. A partir da origem
0 campo magnético decai tal como ocorre com as solugdes do modelo Maxwell-Higgs
usual. Este comportamento tipo anel, obtido para n = 1, difere dramaticamente do
comportamento tipo carogo (lumps em inglés) apresentado pelo modelo Maxwell-Higgs
e se assemelha aos perfis do modelo Chern-Simons-Higgs. No lado direito da figura, os
perfis observados sdo muito similares aos caro¢os (lumps) do modelo Maxwell-Higgs.
A medida em nos afastamos da origem, a amplitude de B(p) se torna ligeiramente
menor do que o perfil do modelo Mawell-Higgs, produzindo um pequeno, porém mais
localizado, defeito. Em ambos os casos, § <0 e § >0, 0 campo magnético apresenta
um valor finito, ev?, na origem, tal como modelo Maxwell-Higgs usual.

A figura 4 mostra os perfis para a densidade de energia BPS &gps para n=1. Para
0 <0 (lado esquerdo), observamos que os perfis para &gps apresentam um forma de
carocgo (lumps) similar ao perfil do modelo Maxwell-Higgs usual, com um pico mais
pronunciado e localizado na origem. A amplitude e localizag&o do pico € incrementada
quando § se torna mais negativo. Por outro lado, para 6 > 0 (lado direito), os perfis
mantém uma forma do tipo carogo com a amplitude do pico se tornando menor e menos
localizado do que o perfil usual do modelo Maxwell-Higgs. Além disso, observamos
ainda que o pico se afasta da origem a medida que os valores de § se tornam cada
vez maiores. Numericamente, observamos que para valores de § cada vez maiores, a
amplitude da densidade de energia BPS na origem possui um limite inferior que vale

v,
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47 e §=-075
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Figura 4: Os perfis da densidade de energia BPS, &gps(p), para n=1. As linhas ver-
melhas representam as solugdes para 6 < 0, as linhas pretas (6 = 0) correspondem
as solucdes BPS para o modelo de Maxwell-Higgs e as linhas azuis representam as
solucbes para 6 > 0.

3.6.2 Solugdes numéricas para 6 = -0.75,0,0+0.75 e n=1,2,4,6,10,20

As figuras 5 e 6 apresentam os comportamentos para os perfis dos campos de Higgs
e calibre para varios valores de n para 6 negativo, nulo e positivo. Em ambos os
casos, os perfis se tornam mais largos a medida que os valores de n aumentam. No
entanto, para n =1, o comportamento é similar ao que foram exibidos nas figuras 1 e 2,
respectivamente.
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Figura 5: Os perfis do campo de Higgs g(p) para n=1,6,20 e § = —0.75,0.+0.75. As
linhas sdlidas, § =0, representam as solugbes BPS para o modelo Maxwell-Higgs.

A figura 7 retrata os perfis do campo magnético para alguns valores de n e 6.
No lado esquerdo da figura sdo apresentados os perfis para valores negativos de §
(6 = -0.75). Observamos a presenga de picos, correspondendo a um comportamento
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4
P

Figura 6: Os perfis do campo de calibre a(p) para n=1,2,4 e § = -0.75,0.+0.75. As
linhas sdlidas, 6 = 0, representam as solugdes BPS para o modelo Maxwell-Higgs.

tipo anel, os quais sdo mais acentuados e mais proximos da origem para pequenos
valores da vorticidade. Para valores maiores de n, as estruturas do tipo anel possuem
amplitudes maximas que sao progressivamente menores e localizadas em distancias
crescentes a partir da origem. Este comportamento contrasta com os observados para
o modelo Maxwell-Higgs usual, no qual os perfis do campo magnético apresentam um
comportamento tipo platé (plateau, em inglés) cujo comprimento aumento para maiores
valores de n. Assim, o0 acoplamento ndo minimo induz um comportamento tipo anel
para os vortices Higgs abeliano quando o parametro VL (&) assume valores negativos.
O lado direito da figura apresenta os perfis do campo magnético para valores positivos
de 6 (6 = +0.75). Observamos que, para todos os valores de n, os perfis seguem sendo
similares e proximos do comportamento do campo magnético do modelo Maxwell-Higgs
usual, apresentando somente um minusculo desvio.

Finalmente, a figura 8 reporta os perfis da densidade energia BPS na presenga do
parametro VL os perfis também mostram um comportamento tipo anel tais como os do
modelo Maxwell-Higgs usual. No lado esquerdo da figura, sédo apresentados os perfis
da densidade de energia BPS para os quais § <0 (6 = —0.75). Nestes, observamos que
o valor negativo do parametro VL tem elevado a amplitude dos picos dos perfis com
formato de anel, os quais se tornam progressivamente mais baixos para valores maiores
da vorticidade n. Por outro lado, no lado direito da figura, onde sé&o apresentados os
perfis para os quais 6 > 0 (6 = +0.75), notamos que os valores positivos do parametro
VL desempenha um efeito oposto sobre as solug¢oes, fazendo com que os picos dos
perfis sejam muito menores do aqueles observados para o modelo Maxwell-Higgs usual.
Consequentemente, para valores suficientemente maiores de rn, a violagdo de Lorentz
faz com que as estrutura do tipo anel desaparecga, reduzindo-a a forma de um platé
cujo comprimento é maior a medida que o valor de n aumenta.
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Figura 7: Os perfis do campo magnético B (p) para § = —0.75 (lado esquerdo) e § = +0.75
(lado direito). Em ambos os casos, n=1,2,4,10,20. As linhas sdlidas representam as
solugbes BPS para o modelo Maxwell-Higgs usual.

1 0=-0.75
n=2

\ n=4

Figura 8: Os perfis densidade de energia BPS &5ps(p) para 6 = —0.75 (lado esquerdo) e
d = +0.75 (lado direito). Em ambos os casos, n = 2,4,10,20. As linhas sdlidas representam
as solugdes BPS para o modelo Maxwell-Higgs usual.
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4 SOLITONS AUTODUAIS EM UM MODELO CHERN-SIMONS BABY
SKYRME GENERALIZADO

Neste capitulo, investigaremos a existéncia de sdlitons autoduais em um modelo Chern-
Simons Baby Skyrme restrito, via a implementacéo do formalismo BPS. Como veremos,
as equacdes de primeira ordem encontradas nao reproduzem as equagdes de Euler-
Lagrange. Tal insucesso esta ligado ao fato de que agora o “potencial” também possui
dependéncia funcional com a derivada do campo de Skyrme, contrariando assim a
hipétese inicial que prevé que V = V (7 - ¢), como nos casos usuais. Apesar disso, 0 novo
“potencial” indica as diretrizes que nos permitirdo modificar a teoria, fornecendo assim
um modelo Chern-Simons Baby Skyrme generalizado capaz de comportar sdlitons
autoduais.

4.1 O modelo Chern-Simons Baby Skyrme restrito

O modelo Baby Skyrme (33, 34, 40) é uma teoria de campo né&o linear, definida em (1 + 2)-
dimensdes que suporta sdlitons topoldgicos. Sua dinamica € descrita pela seguinte
densidade lagrangiana:

/12

7 (0u x0,9)- (3¢ x0"p) -V (i-9), (4.1)
Em (4.1), o campo de Skyrme ¢ define um tripleto de campos escalares reais ¢ =
(1 ¢2 ¢3) com norma fixa, ¢-¢ = 1, descrevendo uma superficie esférica de raio unitario.
Ainda em (4.1), a primeira contribuicdo corresponde ao modelo sigma n&o linear, a
segunda ao termo quartico de Skyrme e a terceira € um potencial de autointeragéo
necessario para garantir a estabilidade das solu¢des. Em principio, o potencial € uma
funcao que depende apenas da quantidade 7i- ¢ = ¢,,. No espaco interno do campo de
Skyrme, 7 € um vetor unitario que prové uma diregao privilegiada.

Tanto o termo sigma n&o linear quanto o termo quartico de Skyrme s&o invariantes
por simetria global do grupo SO (3) de isorotagdes. Contrariamente, o termo potencial
quebra parcialmente essa simetria sem que, no entanto, a simetria do subgrupo U (1) do
espaco interno seja quebrada. O fato de tal simetria ser preservada prové um caminho
natural para a implementagéo de uma simetria de calibre local por meio da introducéo
de um campo de calibre U (1) cuja dindmica, em (1 +2)-dimensdes, pode ser governada
pela acao de Maxwell (127, 43, 128, 75, 129, 130, 44, 131)

V2
2 = ?6”(’) . 6“([) -

2 2
L= B Dy DU = (D < D) (DM < DY) -V (-9),  (42)

ou pela acéo de CS (127, 132)

2 2
£ = Z(-:"WA(,I«“HV + V?Dmp -DH¢p - % (Du¢p x Dyp) - (D*¢p x DY) -V (it~ ), (4.3)
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ou até mesmo por ambas (133, 45). Como usual, F,, = d,A, -8, A, € o tensor de
intensidade do campo de calibre abeliano A,, enquanto que

Dyp=0,p+gA, (7 x ([)) (4.4)

é a derivada covariante do campo de Skyrme ¢.

Como ja mencionado na introdugédo, o modelo Baby Skyrme é uma teoria de
campo n&o integravel e a maior parte de suas solugdes foram estabelecidas via simula-
¢do numérica. A busca por uma simplificacdo que tornasse possivel realizar célculos
analiticos exatos conduziu a investigagdes no chamado modelo Baby Skyrme restrito,
isto €, na auséncia do termo sigma nao linear (40—42). Posteriormente, versbes de
calibre de tal modelo foram investigadas tanto na presenca da agdo de Maxwell (75,
129, 130, 134, 135) quanto da acado de CS (132).

Nesta secéo estamos interessados em obter sdlitons autoduais, aqui denomina-
dos Baby skyrmions, no modelo Chern-Simons Baby Skyrme restrito, cuja densidade
lagrangiana é dada por

Zo = ge‘”‘VAUF,W - %2 (Du(p x Dv(/)) : (D”([) X D"(,b) -V (ﬁ . (,b) . (4.5)
Neste ponto, convém definirmos as dimensdes dos campos. O campo de calibre, ou
gauge, possui dimensao de massa 1, [A,] = M, enquanto que o campo de Skyrme
é adimensional, [¢] = 1. Consequentemente, as constante de acoplamento do termo
Chern-Simons, «, e do setor eletromagnético, g, também sao adimensionais, [x] = [g] =
1, enquanto que a constante de acoplamento do termo de Skyrme, A, tem dimenséao de
massa —-1/2, [\] = M~1/2,

A equagéo de movimento para o campo Ay, obtida a partir da densidade lagrangi-
ana (4.5), é expressa por

gef”Pva -, (4.6)

onde
JH=gA*[p-(D'px D" )] (-0,¢). (4.7)

€ a densidade de corrente conservada, cuja a equagao de continuidade € diretamente
derivada a partir da Eq. (4.6).
Similarmente, a equagao de movimento do campo de Skyrme é dada por

ov
o(n-¢)

Estamos interessados em solu¢des do modelo que sejam independentes do tempo.
Assim, a lei de Gauss estacionaria, obtida a partir da Eq. (4.6), € dada por

A*Dy{[¢- (D" x D $)]| Dy} + (72 x §) =0. (4.8)

KB = Jo=A2g%Ag(R-0;)°, (4.9)
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onde B = F; =¢;j0; A; define o campo magneético, enquanto J, € a densidade carga
elétrica. Aqui, observamos que a lei de Gauss estabelece um vinculo entre o potencial
escalar, Ay, € 0 campo magnético, B, tal como é esperado em teorias do tipo Chern-
Simons. Esse vinculo, permite-nos expressar a carga elétrica total, 2.,,, como sendo
proporcional ao fluxo magnético, @z, ou seja,

Qem:fdzx ]O:desz:KCI)B. (4.10)

Além da lei de Gauss, a equagao de campo (4.6) também fornece uma expressao
para a lei de Ampere cuja equagéao estacionario, apos o uso do vinculo imposto pela lei
de Gauss, é dada por

2

K B

22g2 (70,0 ) —€ijJi=Ng(7-0;$) Q. (4.11)
1
Nesta, a quantidade Q é definida como
1
Q= 3eij (¢ (Dip xDj)], (4.12)

enquanto que a quantidade J; correspondente a densidade de corrente elétrica.
A respectiva equacédo de movimento para o campo de Skyrme, ja tendo computado
o vinculo imposto pela lei de Gauss, é dada por

2

K~ . ov
ﬂzei]‘Di (QD](p) + /12—g2 (n X (P) 0;

o(n-¢)

= 0. (4.13)

(ﬁ%ip)g)ﬂﬁxm

4.2 O formalismo BPS: a implementacao frustrada.

No regime estacionario, a densidade de energia correspondente ao modelo (4.5) € dada

por
2 2

goz%gz (A0)2 (ﬁ-6j¢)2+%Q2+V, (414)
onde o termo quartico de Skyrme foi reescrito por meio da seguinte identificagao’
(Dip xDjp)- (Dip x Djp) = 2Q°. (4.15)

Como ja mencionado, a lei de Gauss (4.9) permite expressar o potencial escalar
Ap em termos do campo magnético, B. Desse modo, a densidade de energia pode
entdo ser transcrita da seguinte forma

2 BZ 2

L _x +%Q2+V. (4.16)

T 2282 (7-0,0)°

&o

1 Para uma verificagao desta identidade veja a segéo B.3
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Tal densidade de energia deve ser nula quando |x| — oo, € segue a partir dai que as
seguintes condi¢des de contorno devem ser impostas:

lim B=0, lim Q=0, lim V(7-¢)=0. (4.17)

|x|—o00 |x|—o00 |x|—o00

Essas condi¢gbes n&o apenas garantem a condi¢do nulidade da densidade de energia
no infinito, como também determinam as configuragbes de vacuo dos campos.
A partir da analise da condi¢cao de contorno |llim Q =0, podemos estabelecer
X|—00

condigbes de contorno para 0s campos ¢ € A;. Para isso, consideramos a forma explicita
da Eq. (4.12), ou seja,

1 A
Q:Eeij(/"(ai‘pxaj‘/’)"‘geiin(n'aj‘l’)- (4.18)
Note-se, portanto, que a condigao | l|im Q =0 s0 ficara bem estabelecida se impusser-
X|—00
mos as seguintes condigdes:
Illim (p'(ai([)xaj(p):() e Illim Ai(ﬁ'aj(l))zo. (419)
X|—00 X|—00

Ambas as equacgdes sdo satisfeitas se impomos a seguinte condi¢do de contorno sobre
a derivada do campo de Skyrme

| llim 0i¢p=0. (4.20)
Agora, é imediato concluir que
|llim (-0;) =0. (4.21)
X|—00

Como consequéncia, a condigao | llim A; corresponde, em principio, a alguma constante
X|—00
finita.
Usamos as condi¢des de contorno acima na derivada covariante, a qual deve ser
nula no infinito, ou seja,
lim Di¢=|1|im [0ip+gAi(Rx¢p)]=0. (4.22)
X|—00

|x|—o00

Essa condigao sera cumprida se o campo de Skyrme satisfaz
lim ¢ = 7. (4.23)
A condicao sobre o potencial, imposta em (4.17), pode ser expressa entdo como

lim V(A -¢)=lim V(A -¢)=0, (4.24)

[x|—o00 $—i

que chamaremos de condigao de vacuo para o potencial.
Estabelecidas as condi¢cdes de contorno essenciais, a busca por solu¢des auto-
duais passa pela implementagéo do formalismo BPS, o qual sabemos, consiste em
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reescrever a energia de tal forma que termos quadraticos perfeitos devam surgir. Para
tanto, introduzimos em (4.16) duas fungdes, W (7i-¢) e Z (#r- ¢). Essas fungdes, com
formas ainda desconhecidas, sdo combinadas aos campos B e Q, respectivamente, tal
que as seguintes identidades sdo construidas

Q*=(QF2)*+2QZ- 7%, (4.25)
B2 [Bi(ﬁ-aj([))ZW]z
(h-0ip)°  (R-0:)
Substituindo essas expressdes em (4.16), a densidade de energia é agora escrita como

< [B

+ (A
2 /12g (A- )

F2WB - (-0;¢)° W2 (4.26)

o w] g
+%(Q¢Z)2

0=

A2 1 x?2
BW+/12 7+ V——22
Q 2/12g2

.h)2 T2
ers (R-0;9)° W%, (4.27)

Este procedimento, amplamente utilizado na literatura, tem por objetivo a imple-
mentagao bem sucedida do formalismo BPS, tendo ja sido utilizado nas Refs. (75, 132)
e em versdes generalizadas do modelo Maxwell-Higgs (63, 56—65).

Na sequéncia, substituimos a Eq. (4.18), juntamente com o campo magnético
B=¢;j0;Aj, em (4.27). Assim, a densidade de energia se torna

1 B+(n a<p W Az
2 22 , 1 K2 2,
;LZgZ (€i0; AW+ A* geijAi(n-0j¢) Z V——Z "/12g2( n-0jp)" W

(4.28)

O termo ¢;j¢p- (0:¢p x 0¢p) /2 estd relacionado com a carga topoldgica do campo de
Skyrme, a qual expressamos por

deg[e] = —%fwdzx cijp-(0ipx0;p). (4.29)

A implementagao do formalismo BPS sera completada se, primeiro, o termo entre
colchetes puder ser escrito na forma de uma derivada total e, segundo, se definirmos o
segundo termo entre colchetes como sendo uma quantidade nula. O primeiro objetivo é
atingindo ao estabelecemos a seguinte relagao

K2 2
——50iW=27 g(n-0;9)Z, (4.30)

A%g
a qual nos permite determinar a fungéo Z em termos da fungcédo W, ou seja,
k> 0w

G TPEFTFYAY

(4.31)
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O segundo objetivo prové o “potencial”

4 2 2

oW
o(h-¢)

onde vemos que a fungao W (#-¢) desempenha o papel de um “superpotencial” tal
como tem sido ressaltado na literatura nas Refs. (75, 132). Observamos ainda que
a condigao de contorno, Eq. (4.24), imposta sobre o “potencial”’, Eq. (4.32), impbe a
seguinte condi¢ao sobre o superpotencial

1 x

1 x N (
2/12g2

V=
27L4

n-0;¢)° W2, (4.32)

lim — 2V _o, (4.33)
lxl—c0 O (72 p)
Ao se implementar as Egs. (4.30), (4.31) e (4.32) na densidade de energia (4.28),
encotramos em fim a seguinte expresséo:

P _1 K2 [ +(7-0;¢) W] 2 ow P
EYErs (A-0:0) 2 QU 39(h-¢)
1 2 ow 2
/12g3€l]¢ (5 (anjtp)a( (P) /égze,jaj (A;W). (4.34)

A implementacao do formalismo BPS foi supostamente bem-sucedida porque os
termos dentro dos colchetes poderiam conduzir as equag¢des BPS corretas (como sera
mostrado na préxima sec¢éo). Contudo, o procedimento revela uma contradicdo com
a hipdtese introduzida no modelo (4.5), pois agora o “potencial” (4.32) ndo € somente
uma fungéo do campo de Skyrme, mas também de sua derivada. Consequentemente,
as equagdes de Euler-Lagrange (4.9), (4.11) e (4.13) para os campos de calibre e de
Skyrme, respectivamente, ndo sao recuperadas a partir de tais equagdes BPS.

Apesar do insucesso de nossa primeira tentativa, o potencial (4.32) indica um
caminho para se introduzir novos termos na densidade lagrangiana (4.5) com o ob-
jetivo de torna-lo capaz de gerar configuragcdes BPS. O modelo modificado com tais
propriedades € introduzido na proxima segéo.

4.3 O modelo modificado

Em um procedimento anterior, sugerimos que a existéncia de configuracdes BPS pode
ser bem estabelecida em uma versdo modificada do modelo (4.5). Tal modificagéo
nao é arbitraria e tem por objetivo implementar o procedimento BPS para prover um
potencial analogo ao (4.32), porém sem o termo que contém a derivada do campo de
Skyrme.

O termo com a derivada do campo ¢ na Egs. (4.13) nos indica que um termo
proporcional a (ﬁ~Ducp)2 W? necessita ser introduzido na densidade lagrangiana (4.5)
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e, desse modo, o novo modelo (capaz de gerar configuragdes BPS) é descrito pela
seguinte densidade lagrangiana
2 K2

K A 1
£ = ZGUWAUF'W_I(DH(I) xDV([)).(Dﬂ(pXDv(’,)_I_EAZ_gZ(

A-Dup)° W2V, (4.35)
onde tanto a fungdo W quanto o potencial 7 sdo adimensionais e dependentes somente
da variavel 7i-¢. O terceiro termo modifica a dindmica da componente ao longo da
direcao i do campo de Skyrme. Assim, os dois ultimos termo quebram parcialmente a
simetria SO (3) preservando o subgrupo desta simetria.

Neste ponto, convém chamamos a atengéo para o fato de que o termo (ﬁ-Dpcp)2

em (4.35) pode ser expresso por meio da seguinte identidade

(A-Dup)’ = Dydp-Dup— (A x Dup) - (A x D), (4.36)

que permite expressar a densidade lagrangiana (4.35) em uma forma completamente
equivalente, dada por

ouv 1 x
L =—eH AoFuv+ 575 sW?(Dup- Dyuop)
A2 i v 1 k% R 5
_Z(D/J(pXDV(p)(D (PXD (’))—Ellz—g_z(nXDH(P)(nXDH(P)W -7. (437)

Nés entdo observamos que o novo modelo é provido de um termo sigma néo linear,
constituindo assim um tipo de “generalizacdo” do modelo Chern-Simons Baby Skyrme,
modificado pelo termo proporcional a (7 x Dmp)2 W?2 com W assumindo o papel de uma
func&o generalizadora.

A equacgéo do campo de gauge, proveniente da densidade lagrangiana (4.35), é
exatamente a mesma dada na Eq. (4.6), ou seja, a introducéo da fungdo W (#-¢) ndo
modifica a equagéo de movimento do campo de gauge, que continua sendo

K
EeuvPva - ]ﬂ.

A equacao de movimento do campo de Skyrme, obtida a partir da densidade
lagrangiana (4.35), é, contudo, modificada, sendo expressa por

A*Dy ([¢- (D*¢p x D'p)| D) =
oV 1 «? 5 OW? K2

— (71 x N 7. A DK 2
()| 5]~ 3o e 51 gt (- D)W} (438
cuja versao estacionario € dada por
. 44 .
A%€;;D; (QD;¢p) = — (i x (p){ (3 9) +12g%0; [(Ap)* (- 0;¢p)]
K? . 1 x> ow?
- 0il(A- 0 WP+ 5 s (i 01)’ > o } (4.39)
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Na préxima se¢ao, mostraremos como construir o formalismo BPS determinando
o potencial autointeragente 7 (7 - ¢) que permite obter ndo apenas um limite inferior
para a energia, mas também as correspondentes equagdes autoduais que satisfazem
as configuragdes de sdlitons que saturam o limite BPS.

4.4 As configuracdes BPS do modelo modificado

No regime estacionario, a densidade de energia é dada por:
2 2 1 2

A” 5 2 (A 2 M PN 21172
é=-8 (4o (2-0:¢) +5Q +§/12g2 (2-0:p)" W= +7, (4.40)
que, apds usarmos a lei de Gauss (4. 9) torna-se
1 x? B? 1 x? 9
n-0;p)" W?+7. 4.41
2&2 ( vy (p) Q /12g2( l(p) + ( )

Mais uma vez, a densidade de energia deve se anular no infinito, 0 que permite impomos
as seguintes condi¢cbes de contorno

lim B=0, lim Q=0, lim (f-0;¢)° W =0, lim 7 =0. (4.42)
|x|—o00 |x|—o00 |x|—o00 |x|—o00
A partir da discursao realizada na secao 4.2, concluimos que:
lim 7 =0 = lim ¢ =n, (4.43)
|x|—o00 |x|—00
lim Q=0 = lim 72-0;¢p =0. (4.44)
|x|—00 |x|—o00

Assim, tanto A; quanto W permanecem, em principio, com seus valores de vacuo
arbitrarios.

Como usual, para implementar o formalismo BPS, devemos rearranjar os termos
da densidade de energia na forma de termos quadraticos perfeitos. Com essa finalidade,
combinamos os termos da seguinte forma: o campo B com a fungdo W e o campo Q
com o potencial 7. Dessa forma, construimos as seguintes identidades:

2 B+ -0; w
(Ag—@ﬁ(ﬁ-a@)zwzz[ i aZ) ] T BW, (4.45)
n-o;

2
%Q2+7/_ (Q—\/ﬁ) + V27 Q. (4.46)

Em conjunto com a definigdo do campo magnético, B=¢;;0;A;, e da Eq. (4.18), essas
equacbes sao substituidas na Eq. (4.41), provendo assim a seguinte expresséo para a
densidade de energia

[B+ it-0;¢) W] \/ﬁ 1

2

353
(0:;A;) W+

Aj(-0,) \/ﬁ] : (4.47)
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O ultimo termo da primeira linha estéd relacionado com a carga topoldgica do campo
de Skyrme e, como veremos abaixo, prové o limite Bogomol’'nyi para a energia total.
Neste ponto, a implementagao do formalismo BPS sera completada se transformamos
o termo entre colchete na segunda linha da Eq. (4.47) em uma derivada total. Isto é
alcangado ao se requerer que a fungéo W (- ¢) satisfaga o seguinte vinculo

oW = (#-0;p) — _AMg (R-0:0p) V2V (4.48)

1 1 a (ﬁ . (p) KZ 1 ) -

que, por sua vez, nos permite determinar o potencial autointeragente que é capaz de
gerar as configuragdes autoduais

1«

_E;Lsgﬁ

(4.49)

¥ () ow r

o(h- )
Essa ultima expressdo mostra claramente que a fungdo W (7i- ¢) desempenha o papel
de um superpotencial dentro do modelo (4.35).

Como visto em (4.42), o superpotencial W (7t- ¢) necessita ser construido tal que
o potencial satisfaga a condig&o de contorno no vacuo, ou seja, 7 — 0, quando |x| — co.
Desse modo, consideramos que o “superpotencial” satisfaz a seguinte condigdo de
contorno

, ow
lim
lxl—c0 0 (72~ p)

= 0. (4.50)

As Egs. (4.48) e (4.49) permitem reescrevemos a densidade de energia (4.47)
como

A

2
1 «® [Bi("'ai‘/’)zw] )Lz( k2w )

TIE T (o) 2\ Mga(n-¢)

1 x? ow K>
ii/lz—gg)eij(/)- (6,-([) X 0]'([)) a(ﬁ([)) F /lzgzeijai (AjW), (4.51)
e segue a partir desta, que a energia total € dada por
2
E= dezxg:EBps+E¢ A’;ngﬁzdzx €ij0; (A;W), (4.52)

onde Egps define um limite inferior para energia (o limite Bogomol 'nyi), sendo expressa
por

1 x? 2 ow
EBps—iE/,ngg\[]de xe,](p(al(pxdj(p)m (453)
enquanto E é a parte da energia expressa pelos termos quadraticos, ou seja,
2
) 2 |Bx(R-0;0)°W 2 2 2
B[ {1 pe(n0 : | e e (4.54)
R? 20282 (f-0;¢p 2\ Mgio(n-¢)
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A minimizag&o da energia também requer que a contribuicdo devido a derivada
total, €;;0; (A;W), presente na Eq. (4.52), seja nula, ou seja,

fRZdzx €ij0; (Aj W) =0. (4.55)

Essa exigéncia impde uma segunda condigdo sobre o superpotencial, para o qual o
mesmo deve assumir valor nulo no vacuo, ou seja, devemos ter

lim W (A-¢)=0. (4.56)

|x|—o0

Finalmente, o limite inferior da energia é saturado quando FE =0, ou seja, quando 0s
campos satisfazem as equagdes autoduais, dadas por

. k> OW
S TAgRo(n-¢)

Q B==(f-0;¢)°W. (4.57)

Apds um longo trabalho algébrico pode ser mostrado que as equagdes de Euler-
Lagrange estacionarias, obtidas a partir da densidade lagrangiana (4.35), dadas pela
lei de Gauss (4.9), lei de Ampeére (4.11) e equagao do campo de Skyrme (4.39), podem
ser recuperadas a partir das equagdes BPS (4.57).

4.5 Skyrmions autoduais rotacionalmente simétricos

Tendo em vista que o campo de Skyrme é invariante sob o grupo SO(3) de isorotagbes
do espaco interno, adotamos o seguinte ansatz que prové solugdes rotacionalmente
simétricas
¢ sin f (r) cos NO
¢ (,0)=|po|=|sinf(r)sinNo |, (4.58)
¢3 cos f (1)

onde f(r) e N6 fazem os papéis, respectivamente, dos angulos zenital e azimutal de
uma esfera S? definida no espago interno do campo de Skyrme (vide Fig. 9). A fungao
f(r) é continua e adimensional, tanto no espacgo interno quanto no espacgo fisico (ao
longo do eixo r), sendo, portanto, limitada no intervalo [0, 7]. Por outro lado, 6 € um
parametro polar no espaco fisico limitado no intervalo [0,2x], enquanto que o “winding
number” N é um ndmero inteiro ndo nulo que esta associado com a carga topoldgica
do modelo de Skyrme.

No que se seguira, configuraremos o vetor fixo e unitario i na dire¢éo do eixo-3
do espago interno, isto &, assumimos que i = 7i3 = (0,0,1). Assim, as configuragbes de
vacuo para o campo de Skyrme e sua primeira derivada séo reeditadas como

lim ¢ = i3, lim — =0, (4.59)

r—00 r—oo dr
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Figura 9: Esfera S? no espaco interno do campo de Skyrme; a fungéo f (r) faz o papel
de um angulo zenital, enquanto que N8 é o correspondente angulo azimutal.

onde usamos para o gradiente 7i-0;¢p = 0;¢p5 as relagdes de transformagéo (3.64),
Xi Xj Xi Xj
ai:—ar—eij—ag, 6i=—0r—€ij—269.
r r r r
Além disso, desde que r e 0 s&o verdadeiramente as coordenadas polares do espago
fisico, encontramos que |x|=r.
Visto que o campo de Skyrme pode ser decomposto em componentes,

¢ =iy + oo + Rzps, (4.60)

a primeira condigdo em (4.59) implica que a fungao f (r) deve satisfazer a seguinte
condicao
}L‘E‘of(” =0. (4.61)

Ademais, tendo em vista que f (r) deve percorrer toda a esfera (espaco interno) no
intervalo [0, 7], enquanto r corre todo o espaco fisico (0 < r < oo), configuramos que a
condigéo sobre f (r) na origem como sendo dada por

lin(l)f(r) =7. (4.62)

Essa ultima condigao, implica que o campo de Skyrme, no espago de configuragao
também obedece a seguinte condigdo na origem

lim ¢ = —iis. (4.63)

|x|—0

De modo a executar nossa analise, introduziremos a seguinte redefinicdo de
campo:
h=

(1+¢s) = = (L+cosf), (4.64)

N | —
N =
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com h(r) satisfazendo, por extensdo a (4.61) e (4.62), as condigdes

limh =0, lim h=1. (4.65)

r—0 r—o00

Estamos agora em condi¢des de determinar a carga topoldgica. Usando o ansatz
(4.58), juntamente com (4.64), observamos que o integrando em (4.29) pode ser reescrito
como

El](P(al(an](P) :—475, (466)

de modo que agora a carga topoldgica, (4.29), pode ser determinada pela integracao
direta

1 oo p21 Ndh
deg[¢]=—gf0 fo rdrdf (—47E)=N[h(oo)—h(0)]=N, (4.67)

deixando claro o papel do “winding number” N nas configuragdes topoldgicas do modelo.
Por meio do ansatz (4.58) e da redefinicao (4.64), as equacgdes BPS séo reescritas

em coordenadas polares como
dh 1 x* dw

1
IN+9oAs| == =F= bl
(r & ")dr AN an

1d _ (dh)?

onde, como pode ser notado, A, n&o participa das configuragdes de energia finita?.
Neste ponto, adotamos a seguinte parametrizacao para o campo de calibre

Ap = L [a(r)— NI, (4.69)
gr

onde a fungado a(r) € bem comportada ao longo de todo o eixo radial. Por razdes
semelhantes aquelas ja argumentadas em (3.70), e a fim de garantir que Ay seja regular
na origem, estabelecemos a seguinte condigéo de contorno na origem

lima(r)=N. (4.70)

r—0

Por outro lado, nas configuragdes de vacuo, desejamos que ela assuma algum valor
finito e por isso, escolhemos
lim a(r) = axo- (4.71)

r—00

Usando a parametrizagéo (4.69), reescrevemos 0 campo magnético como

1 da
=——, 4.72
B grdr ( )
enquanto as equagdes BPS (4.68) sao reescritas como

adh__1 & aw . 1da_
rdr  4Mg8 dh grdr

+l

2
4(@) W (h). (4.73)
dr

2 De fato, nenhuma condicdo é imposta sobre a componente A, (r) do potencial vetor e, apesar disso, ela
nao aparece explicitamente em qualquer equagéo, mesmo nas equagdes de segunda ordem. Desse
modo, A, (r) permanece arbitraria e sem influéncia nas solugbes BPS do modelo.
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Com isso, as condi¢cbes de contorno que séo satisfeitas pelo superpotencial na
origem sao
w
lim0 W (h) =W, e lir% —— =cte, (4.74)
r—

com W, sendo uma quantidade finita. Nas configura¢des de vacuo, ou seja, quando
r — oo, as Eqgs. (4.50) e (4.56) implicam que

lim W (h)=0 e lim aw =0. (4.75)

r—o00 r—oo dh

A ultima condicdo em (4.75) garante que o superpotencial € capaz de gerar um potencial
satisfazendo a condigéo de vacuo

lim 7 (r) = }lin}V (h) =0. (4.76)

r—o00

Usando os ansatzs (4.58) e (4.69), bem como a redefinicdo de campo (4.64),
podemos ainda reescrever a densidade de energia BPS como:

K2 dh\? 1 «* (dw)?
Epps=4 w2 —| += — . 4.77
BPS = 807 g2 (dr) +4/16g6(dh) “4.77)
Além do mais, a energia BPS, Eq. (4.53), torna-se
2
EBPS = ianA2g3 W(O) . (478)

Usando a definicdo do campo magnético, (4.72), e as condi¢des de contorno (4.70) e
(4.71), podemos determinar o fluxo magnético total ® como sendo dado por

qD:an rdrB:ZEn(aoo—N), (4.79)
0

que, em geral, € uma quantidade ndo quantizada.
Visto que a carga elétrica total é proporcional ao fluxo magnético, tal como apre-
sentado na Eq. (4.10), é imediato ela seja expressa por

Do = 27% (Gos—N). (4.80)

Na secao 4.7, apresentaremos a analise numérica das equagdes BPS. A solugcdes
ali obtidas tém mostrado que para valores de g suficientemente grandes o fluxo magné-
tico se torna um observavel topologicamente quantizado. Este efeito de quantizagao
implica que a carga elétrica é também quantizada.

4.6 A analise dos comportamentos nas fronteiras

Nesta secdo, analisamos o comportamento das solu¢gdes na origem e no vacuo via
procedimento de linearizagao. Tal como apresentado na andlise dos comportamentos
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para vortices do capitulo anterior, o procedimento consiste em considerar aproximagoes
perturbativas tanto em torno da origem quanto no vacuo. Como antes, consideram-se
somente as aproximacgodes a primeira ordem, quando possivel, produzindo equacoes
diferenciais lineares. As solugdes dessas equacdes conduzem aos comportamentos
aproximados dos perfis dos campos tanto na origem quanto no vacuo. Esses comporta-
mentos sao apresentados a seguir.

4.6.1 O comportamento na origem

Na origem, as equagdes BPS, (4.73), sdo linearizadas e resolvidas considerando as
seguintes condigbes de contorno

h(0)=0, a0 =N e W (0) = Wy. (4.81)
O superpotencial W (h) é considerado como sendo uma fungédo bem comportada tal

que os comportamentos dos perfis do campos h(r) e a(r) resultam em

KEWin=o » K*Wi)neo Whn)p=o 4
h(r)=- 8NATgS | 128NZABgs | 7 (4.82)

KWo (W5 o a, KOWo (Wi)5 _o Whi) p=o s (4.83)
16N218g5 96N3112g8
onde W), e Wy, representam a primeira e a segunda derivada de W (h) com relagao a
h, respectivamente.
A partir de (4.82) e (4.83), observamos que o comportamento para o campo
magnético proximo a origem € dado por
KW W5 _o o, KOWoWi)5_oWhidn=o
INZAigh re— T6N3A12gD It (4.84)
enquanto que a densidade de energia BPS se comporta como
o _ K (WR)5 _, N KO (Wo)2 (Wp)3_, [ ~ N(Win) h:()] 5
BPS 4/16g6 4N2A10g9 4(W0)2
Para pequenos valores de g, a densidade de energia BPS tem amplitudes muito grandes.

a(r)=N-

|B(r)| =

(4.85)

4.6.2 O comportamento no vacuo

A analise para valores suficientemente grandes de r em torno do vacuo € executada
considerando as seguintes condi¢des de contorno

h(R)=1, aR=ar € W(R =0, (4.86)

onde R >0 e ar € um nudmero real. Se R é finito, entio, ele define o tamanho maximo
do raio do sdliton topoldgico que chamamos de compacton®. Por outro lado, se R — oo,

8 Compactons podem ser definidos como séliton com comprimento de onda finito, ou seja, livres de
caudas exponenciais. Diferentemente dos sdlitons, a largura do compacton é independente de sua
amplitude (136).
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temos um sdliton cujo o decaimento segue, ou uma lei exponencial, ou uma lei de
poténcia.
Para r — R, consideramos que o comportamento do superpotencial W (h) é dado
por
W(h) = (1-h)°, (4.87)

onde o > 1. Encontramos trés tipos de solu¢des para sdlitons:

i. Para1<o <2, ha solugbes para compactons;

. 7 ~ . . . . . -
ii. Para o =2, ha solugbes cujo decaimento segue um lei exponencial do tipo e %",
coma>0,e

iii. Para o> 2, os sdlitons possuem um decaimento seguindo uma lei de poténcia do
tipo r=8, com B> 0.

4.6.2.1 O comportamento dos perfis paral<o <2

Para a analise dos comportamentos, rotulamos o raio maximo dos compactons por R.
Consideramos que o comportamento do superpotencial, em r = R, como sendo dado
por

W (h)=~Wr(1-h)’. (4.88)

As solugdes das equacgdes BPS linearizadas, para aproximagdes em torno de r = R,
mostram que os perfis possuem os seguintes comportamentos:

oc@2-o)x*Rwg "¢ _

hm:l_[ 4r*g8ap - R=n)1E 0o, (4.89)
2gRWy [0(2—0)x2RWg |7/ .

a(r):aR+U(2_UR) 424 g3ap - (R=r)?7E 0 e (4.90)

4.6.2.2 O comportamento dos perfis para o =2

Como ja mencionado, os sdlitons aqui obtidos apresentam decaimento tipo exponencial
atingindo as configura¢des de vacuo para r — oco. Aqui, 0 comportamento do superpo-
tencial é dado por

W (h) = W@ (1-h)?, (4.91)
enquanto que o comportamento dos perfis das fun¢des sdo expressas como
h(r)=1-Ce™ " 4. (4.92)
a(r)= aoo+2gW£)C4M2r2e_4M2’2+---, (4.93)
onde a quantidade M, dada por
272
2 _ 4_’;4?20;00, (4.94)

é responsavel por controlar a largura dos perfis.
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4.6.2.3 O comportamento dos perfis para o > 2

Assim como no caso o =2, as configura¢des de vacuo sdo atingida em r — co. Contudo,
a forma como as solugbes decaem, como ja mencionado, obedecem uma lei de poténcia.
Aqui, o superpontencial € assumido como tendo o seguinte comportamento

W (h) = Wi (1 - h)°. (4.95)

Ja os perfis das fungdes apresentaram os seguintes comportamentos

1/(c-2)

(c0)
hm:l_( ~ ) e (4.96)
8gWoo C(oo) 2+0)/(0-2)
a(r)=aoo+m( r2 ) +---, (497)
onde 13
) o S8 deo (4.98)
k- Wyo (0 —2)
4.7 Solucdes huméricas das equacoes BPS
4.7.1 As solugbes do tipo compacton
Resolvemos as equagbes BPS (4.73) para o seguinte superpotencial
W (h) = Wy (1-h)%/2, (4.99)
que prové o seguinte potencial
9 x*
V(h) = 32 1558 W5 (1—h). (4.100)

Este potencial é o equivalente ao bem conhecido “potencial old Baby Skyrme” (75).

Em nossa anadlise resolvemos as equagdes BPS (4.73) para varios valores da
constante de acoplamento eletromagnética e fixamos os demais parametros em: N =1,
k=1, Wyp=1e€e A=2.5. As solugdes para os compactons estao descritas nas figuras 10,
11,12 e 18.

O perfil do campo de Skyrme é descrito na figura 10 para varios valores g. As
linhas sdlidas coloridas representam os perfis de h(r) no intervalo 0 <r <R e as
respectivas linhas pontilhadas coloridas representam o valor de vacuo, h = 1, no intervalo
R < r <oo. Os varios valores do raio R do compacton, obtidos para os varios valores de
g, respectivamente, sdo mostrados na figura 14.

A figura 11 descreve o campo de calibre a(r). Similar a descricdo dada na figura
10, as linhas sdlidas representam os perfis do a(r) no intervalo 0 < r < R e as respectivas
linhas pontilhadas representam o valor de vacuo, a(R) = ag, no intervalo R < r <oo. Os
perfis mostram o valor a (R) = ag, diminuindo quando g cresce.
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Figura 10: O perfil do campo de Skyrme Figura 11: O perfil do campo de gauge
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Figura 12: O campo magnético B (r). Figura 13: A densidade de energia BPS.

Os perfis do campo magnético sdo apresentados na figura 12. Eles sdo estruturas
do tipo anel cujos valores maximos estéo localizados mais proximos da origem quando
g assume valores pequenos que, para nosso caso, corresponde ao intervalo 0 < g <0.5.
Embora ndo seja mostrado na figura, as amplitudes desses maximos sdo maiores a
medida que g se torna cada vez menor. Tal asser¢cao torna-se bastante clara quando
se analisa o comportamento dado pela Eq. (4.84). Além do mais, quando g assume
valores suficientemente grandes, tais maximos movem sua posi¢do para uma regiao
cada vez mais proxima da fronteira do compacton.

Os perfis da densidade de energia BPS (4.77) séo apresentados na figura 13. O
comportamento na origem é dado por (veja Eq. (4.85))

2.304x 1073 5.89824 x 1075

& g6 + g9

BPS —

(g-0.1875) r* +---. (4.101)

Para pequenos valores de g (em nosso caso 0 < g < 0.1875) os perfis se parecem
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com protuberancias (em inglés, lumps) centradas na origem. Tais perfis possuem
amplitudes muito maiores do que aqueles apresentados na figura 13 e por essa razao
nao sdo mostrados ali. Os perfis apresentados na figura 13 correspondem a valores de
g suficientemente grandes (g > 0.6) e adquirem uma forma tipo anel.

91
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Figura 14: Comportamento das solugdes compactons obtidos a partir das equacoes
BPS (4.73). Os pontos azuis, vermelhos e verdes mostram, respectivamente, como o
raio do compacton, R, o valor de vacuo do campo de gauge, ag, € o fluxo magnético,
|®|, mudam com relacao a constante de acoplamento g.

As dependéncias do raio do compacton R, do valor de vacuo do campo de gauge
ag € do fluxo magnético total |®| em relacdo a g (pela fixagdo de todos os parametros)
sdo mostrados na figura 14 para N=1,x =1, Wy =1 e 1 =2.5. Observamos que o
valor de vacuo a(R) = ag diminui quando g cresce, ou seja, ag — 0 para valores de g
suficientemente grandes. Consequentemente,

o—-LN e @, —-215N, (4.102)
g g
sendo, portanto, quantidades topologicamente quantizadas.

A partir das figuras 11 e 14, onde consideramos a constante de acoplamento eletro-
magnético g como sendo o unico parametro livre (e todos os outros fixos), observamos
que o raio R do compacton claramente possui um valor maximo.

Similarmente, analisamos a dependéncia tanto do raio R do compacton, quanto
do valor do campo de gauge no vacuo, com relagao a x (mantendo os demais valores
fixos). A analise numérica tem mostrado que o raio € inversamente proporcional a x
(R x k1), enquanto que o valor do campo de gauge no vdcuo permanece constante.

A figura 15 mostra a mudancga no valor do R em termos da constante x para N =1,
g=0.77, Wy =1 e A =2.5. Aqui, o valor de vacuo do campo de calibre para varios valores
de x é dado por ag = 0.0964097741.

Nossa terceira analise examinou a dependéncia do raio do compacton R e do valor
de vacuo do campo de gauge com relacdo a A (mantendo todos os outros parametros
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Figura 16: Comportamento do raio R do

compacton (pontos verdes) e do valor de
vacuo do campo de gauge (linha ponti-
Ihada vermelha) em termos da constante
A.

Figura 15: Comportamento do raio R do
compacton (pontos vermelhos) e do valor
de vacuo do campo de gauge (linha ponti-
Ihada azul) em termos da constante «.

fixos). A andlise numérica tem mostrado que o raio depende quadraticamente do
parametro A (R « A?), enquanto que o valor de vdcuo do campo de calibre ar permanece
constante. Tal dependéncia é representada na figura 16 para N=1, g=0.77, Wy=1 e
x = 1, enquanto que o valor de vacuo do campo de calibre permanece aproximadamente
constante, ag = 0.0964097741, para todos os valores de A.

Até agora, nossa analise dos sdlitons compactons permite concluir que o valor
de vacuo do campo de calibre, ar, depende apenas da constante de acoplamento
eletromagnético g. Consequentemente, o fluxo magnético total é independente dos
valores de x e A, tornado-se quantizado para valores de g suficientemente grande.

4.7.2 As solugdes do tipo decaimento exponencial

Resolvemos as equagdes BPS (4.73) para o seguinte superpotencial

W (h)=W,(1-h)?, (4.103)
o qual prové o potencial
1 x4
Y/(h):EAG—gGWOZ(l—h)Z. (4.104)

Tal potencial é similar ao que foi usado na Ref. (75).

A anadlise para resolucao das equagdes BPS (4.73) considerou varios valores
de g, mantendo os demais parametros fixosem N=1,x=1, Wy =05e 1 =1. As
figuras 17, 18 e 19 apresentam os perfis dos campos de Skyrme e de gauge, do campo
magnético e da densidade de energia BPS, respectivamente, para valores crescentes
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Figura 17: Perfis do campo de Skyrme h (r) e do campo de calibre a(r) com decaimento
exponencial gerado pelo superpotencial da Eq. (4.103).
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Figura 18: Perfis do campo magnético B(r) Figura 19: Perfis da densidade de energia
com decaimento exponencial gerado pelo BPS &5ps (r) com decaimento exponencial
superpotencial da Eq. (4.103). gerado pelo superpotencial da Eq. (4.103).

de g. Observamos que para valores de g suficientemente grandes os perfis adquirem
estrutura semelhante a dos compactons.

Os comportamentos dos valores de vacuo do campo de calibre a, (linha verme-
Iha) e do fluxo magnético (linha verde) em termos de g sdo apresentados na figura
20, demostrando estrutura similar com aquelas observadas para o caso compacton.
Similarmente, mostramos o comportamento da quantidade g3a., em termos de g (linha
azul) que controla a largura (4.94) das solugdes para valores de r suficientemente
grandes.

A analise numérica mostra que o valor de vacuo do campo de calibre a,, somente
depende dos valores da constante de acoplamento eletromagnética g tal como ocorre
no caso do compacton.
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Figura 20: Comportamento do valor de vacuo a., (linha vermelha), do fluxo magnético
|®| (linha verde) e da quantidade g3a., (linha azul) com relagdo ao parametro g das

solugdes com decaimento exponencial gerado pelo superpotencial da Eq. (4.103).

4.7.3 As solugdes com decaimento do tipo lei de poténcia
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Figura 21: Os perfis h(r) do campo de
Skyrme com decaimento seguindo uma
lei de poténcia gerada pelo superpotencial
Eq. (4.103).
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Figura 22: Os perfis a(r) do campo de ca-
libre com decaimento seguindo uma lei
de poténcia gerada pelo superpotencial
Eqg. (4.103).

Para obter os sdlitons BPS decaindo por meio de uma lei de poténcia, considera-

mMos 0 seguinte superpotencial

W (h)=Wy(1-h)?, (4.105)

com ¢ > 2, provendo o potencial
¥y =L X w2gz - oy 4106
()—g/lﬁgﬁ 0o"(1-h) . (4.106)

Para este caso, nossa analise consistiu em resolver as equagdes BPS (4.73) para
varios valores do parametro . Os demais parametros foram fixados para N=1, x =1,
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Figura 23: Os perfis B (r) do campo mang- Figura 24: A densidade de energia BPS
nético com decaimento seguindo uma lei & (r) do com decaimento seguindo uma
de poténcia gerada pelo superpotencial lei de poténcia gerada pelo superpotencial
Eqg. (4.103). Eq. (4.103).

Wy =05, 1=1e g=2.5. As figuras 21, 22, 23 e 24 retratam os perfis do campo de
Skyrme h(r), do campo de calibre a(r), do campo magnético B (r) e da densidade de
energia BPS &pps (1) , respectivamente. Os comportamentos dos perfis sdo similares
aos dos compactons quando o parametro o — 2.

Similarmente, tal como ocorreu nos dois casos anteriores, andlise numérica mos-
trou mais uma vez que, para valores fixos de o > 2, o valor de vacuo do campo de
calibre a,, somente depende dos valores da constante de acoplamento g. A partir da
figura 22, para valores fixo de g, observamos que o valor de vacuo do campo de calibre
tende ao valor unitario, ou seja, a., — 1 para o > 2, implicando que o fluxo magnético
total tende ao valor nulo, ® — 0.
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5 SOLITONS AUTODUAIS NO MODELO MAXWEL BABY SKYRMEL
COM QUEBRA DA SIMETRIA DE LORENTZ

5.1 O modelo Maxwell-Skyrme (1+3)-dimensional

O modelo de Skyrme é uma teoria de campo néao linear que foi originalmente construida
para descrever barions como sélitons topoldgicos, posteriormente chamados de skyrmi-
ons (24, 25). Desde que 't Hooft (137, 138), e depois Witten (139, 140), observaram
que barions poderiam se comportar como sélitons em uma teoria de campo efetiva para
mésons, no limite em que o numero de cor, N, € muito grande (N, — co), 0 modelo de
Skyrme é considerado como uma teoria efetiva para a CDQ (141).

A densidade lagrangiana que rege o modelo € dada por

209 11:_§Tr (aﬂwaﬂw) + 32102 Tr([(aﬂlU) U, @,U) UT]Z), (5.1)
onde U (x) = U (x, t) € um campo quiral, invariante por transformagdes do grupo SU (2),
o qual, para qualquer instante fixo (¢ = cte), mapeia o espago fisico R®> em uma esfera
$% no espaco interno (U (x) : R® — $3). As constantes F, e a sdo parametros livres do
modelo cujos valores sao fixados quando comparados com dados experimentais. O
modelo (5.1) é construido no espago de Minkowski com assinatura (+ — ——) e os indices
gregos circunflexados (g, v, g,...) correm de 0 até 3.
O campo quiral SU(2) é configurado para ser unitario, U'U=UU"=1, sendo
parametrizado como
Ux)=1gpo(x)+iT-p(x), (5.2)

onde 1 é a matriz identidade 2 x 2, ¢ € ¢ = (1, P2, ¢3) S840 campos escalares meso-
nicos e 7 = (11, 72,73) S&0 matrizes de Pauli. A exigéncia de U como unitario conduz
imediatamente ao vinculo
Po+dp=1 (5.3)
entre os campos mesonicos. Uma vez que os skyrmions s&o solugdes topologicamente
estaveis, estes possuem uma quantidade conservada denominada corrente topoldgica,
também conhecida por corrente bariénica, queé expressa por
BH = Tlﬂzemw Tr [(UTOVU) (U*aﬁU) (U*aﬁw)] . (5.4)
Versbes de calibre com simetria U (1) do modelo de Skyrme foram consideradas no
estudo de decaimento de nucleons nas vizinhangas de um monopdlo (142) e acoplados
a termos da interacgao fraca (143, 144). Solugdes estaticas e axialmente simétricas dos
nucleons também foram analisadas e previamente construidas nas Refs. (145, 146).
Seguindo a prescrigao da Ref. (142), o modelo (5.1) é generalizado para ser um
invariante de calibre U (1) por meio das seguintes transformagoes

U —-Um=UW+igh®[QU®],  Apx)— A, x)=A;(0)+0Ax), (5.5)
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onde

. : (5.6)

€ usualmente a matriz de carga dos quarks e g € a constante de acoplamento do
campo eletromagnético A,. Sob tais condigdes, conseguimos construir uma derivada
covariante que expressamos como

1/(1
=—|-1+73
Q=3 (5147

DyU=0,U~igAa[QU]J. (5.7)

Assim, todas as derivadas 0,U, em (5.1), sdo substituidas por D,U de tal forma que a
densidade lagrangiana invariante de calibre € agora dada por

1
32a?

enquanto que a corrente topoldgica conservada se torna

+

1 w  F? e\t
(1+3) _
it = =3 FasF" + 2217 | (DU) (DU

Tr([(DﬂU)UT,(DVU)UT]z), (5.8)

B = ﬁemﬁ& Tr |(U'050) (UT9,0) (U951 |

+——ef"004,

21 3igAsTr (Q [IUT 05U) + (05 1) UT])] . (5.9)

E (til, e muitas vezes conveniente, reescrevemos a densidade lagrangiana (5.8) em
termos dos campo mesénicos ¢ e ¢. Para tal finalidade, fazemos uso da parametrizagéo
(5.2) e das propriedades das matrizes de Pauli

190 = 5901 4 je®PerC, Tr(t%)=0. (5.10)
Para nossos propdsitos, generalizamos a matriz de carga na seguinte forma
1(1
=5 |zl+7-n). A1
Q 513 +7 n) (5.11)
Desse modo, encontramos
1 NN . N
L7 [(030) (#U)'| = 8400700 + (Ds9)- (079) .12

Siz Ir ([(DpﬂU) U', 0,0y U] 2) = %aﬂ%av(/)o (D¢ D7) - % (0acpo) (0°po) (D3~ D7)

1/ - N
-5 (D”q; x DV([)) -(Dpp x Do), (5.13)
onde
Dﬂ¢:6ﬂ¢+gAﬂ (ﬁX([)) (514)

é a derivada covariante que atua sobre os campo ¢. Com isso, a densidade lagrangiana
do modelo Skyrme-Maxwell fica reescrita como:

a+3) _ 1 iV 0 0 A2 a v
Lo =~ Fas P+ = [ampoa do+ (Daep) (D <p)] +=-0p90dspo (Dfgp- D)
A2 " o\ A
-5 (0490) (0"¢0) (D39 D'9) - - (D" x D) - (Dab x Di9), (5.15)
onde escolhemos as constantes como sendo dadas por
2 — F_g /12 1

v =,
4’ a?

(5.16)
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5.2 O modelo Maxwell Baby Skyrme com quebra de simetria de Lorentz

O presente capitulo tem por objetivo investigar as consequéncias da inclusao de termos
CPT-par da violagdo de simetria de Lorentz nos setores dos campos de calibre e
de isospin do modelo Maxwell-Skyrme. Particularmente, estamos interessados em
solugbes autoduais, topologicas e de energia finita, capazes de gerar configuragdes
BPS. Solugdes desta natureza foram obtidas para uma versao planar do modelo Maxwell-
Skyrme na Ref. (75), onde o autores consideram somente o termo quartico de Skyrme,
isto €, sem a presenca do termo sigma O (3).

Similarmente, propormos uma versao modificada do modelo (5.15), consistindo
apenas do termo quartico de Skyrme (v = 0) acrescido de termos do setor CPT-par da
violacdo de simetria de Lorentz. Buscaremos solugdes planares e estaticas a partir da
projecéo planar dos campos (plano-xy). Além disso, € usual em sistemas skyrmions
planares que a dinamica seja descrita somente pelo tripleto vetorial ¢ = (¢1, P2, p3).
Dessa forma, configuraremos o campo ¢, como sendo nulo de modo que agora o
campo ¢ é o responsavel pela dindmica do setor de Skyrme. Assim, 0 campo ¢ € de
fato um mapeamento entre o espaco fisico e a esfera $? no espaco interno.

Com isso, a versao modificada do modelo (5.15) que iremos estudar é governada

pela seguinte densidade lagrangiana
& =Lpor L k0 pop i
—_Z av _Z( F) av pa_z
/12
4

(Da x Dyep) - (D p x D7)
(Kpg)""*° (Dap x Dygp) - (Dpep x D) = V (- ), (5.17)

onde, como usual, Fyy = 0,A5 — 0y Ap € 0 tensor de intensidade do campo eletromagné-
tico,

Dﬂ([)zaﬂ([)-l-gAﬂﬁX(p, (5.18)

é a derivada covariante, (Kz)""09 ¢ (Kd)(p)’:”?'ﬁ& sdo tensores fixos que quebram a simetria

de Lorentz no setor CPT-par e V (i-¢) uma interagdo apropriada ainda a ser deter-

minada. Ambos os tensores (Kp)*"P9 e (Kyer)" "’ possuem as mesmas simetrias do
: : po o _

tensor de Riemann e duplo trago nulo, ou seja, (Kp) a0 = 0e (K(,,(,,) v = 0. Por essa

razao, escolhemos parametriza-los na mesma forma padréao, dada por

(Kp) 700 — [gﬂﬁxw — g"PichO 4 gVIyhP gﬂﬁkf’p] , (5.19)

|87 (kpp) ™" — &7 (Kpp) ™ + & (Jipp)"® — &7 () ? . (5.20)

N =N =

(Kg)™™ =

b6 _ av 6 v v 6~ e
onde ambos, x*7 = (Kp)"'," e (kgy) = (Kgpg)™,", séo reais, simétricos e possuem
T po_
tragos nulos, ou seja, k", =0 € (kpp)"; = 0.
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Usando (5.19) e (5.20) em (5.17), conseguimos reescrever a densidade lagrangi-
ana na forma

1 IO B 5 A2 X A
& = = Fp ™ = Sk Fyp F = T (Dap x Dygp)- (Dipx D79
A2 (i 5 R 1
== (kpp)" (Dag x Dpp) - (Dop x DP ) =V (- ) 56 (1= - 99), (5.21)

onde adicionamos o ultimo termo com a finalidade de se levar conta o vinculo ¢-¢ =1.
Desse modo, o parametro 6 € de fato um multiplicador de Lagrange. Como consequéncia,
a equagao de movimento para o campo de Skyrme resultante é expressa como

0=-22D; |(D"¢ x D) x Dygp| — A2 (k)" Dy | (Dygp x DPp) x Dyep]
— 2% (kp)" D, [(Dﬁ(p x pr) x Dﬂ<p] - ﬁ% +8¢. (5.22)

Contudo, a fim de eliminar o multiplicador de Lagrange & e obtermos a equagéo de campo
correta, aplicamos em ambos os lados da Eq. (5.22) o produto x¢. Tal procedimento
nos conduz a seguinte expressao

0=A2Dy{|- (D" x D'¢)| Dyp} + A2 (kpg)"” D |- (D x DP )| Db}
+22 (k)" Dp{| @+ (D x Dsp)| Dy} + % (Ax ). (5.23)

Por outro lado, a equagao de movimento associada ao campo de calibre é obtida
da forma usual sem nenhuma exigéncia adicional, sendo expressa como

c%Fm +K'ﬁf/0ﬁF{/ﬂ —K‘WaﬁF@p = jﬂ, (5.24)
onde _¢# é a densidade de corrente conservada

= g12 |- (DA x D' | (- 0yp) + gA% (kpy)"" | @+ (Dsp x DP )| (2-95)
— gA2 (kpp)"" (7-0,). [4; : (Dmp x D%)] . (5.25)

Como dito acima, nosso objetivo é estudar as configuragbes planares do modelo
e por essa razao configuramos 0os campos como sendo independentes da coordenada
x3, tal que 03A, =0 e 03¢ = 0. Adicionalmente, também configuramos as componentes
de indice 3 como sendo nulas, ou seja, Az =0. Desse modo, os indices gregos (nao
circunflexados) correm os valores 0, 1,2, enquanto os indices latinos correspondem
somente aos valores 1,2. Como consequéncia, as equagdes de movimento dos campos
de Skyrme (5.23) e de calibre (5.24) tem sua forma preservada, mas as componentes
dos tensores de violagdo de Lorentz tem suas componentes limitadas por x3, =0 e
(kpg)s, =0 (v=0,1,2), enquanto as componentes «xs3 € (kygp),, PErmanecem arbitrérias
sem que, no entanto, participem explicitamente das equac¢des de campo remanescentes.
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Vale lembrar que o duplo trago nulo dos tensores x*¥ e (k(,,(,,)m ainda transportam as

componentes k33 € (kggp),5, POIS
Kﬂﬂ=0—>K00—Kii—K33:0, (526)
(ko) = 0= (Kpp)op = (Kge) ;; = (Kpg)s3 =0, (5.27)

onde x;; = k11 +x22 € (Kgg);; = (Kpg); + (Kpp) -

NOs estamos interessados em solug¢des estacionarias das equagdes de movimento,
ou seja, aquelas para nas quais os campos independem da coordenadas temporal.
Nesta configuracao a lei de Gauss, obtida a partir de (5.24) resulta em

LijajaiAo +€in0i6jB = glele-jAO (ﬁ-a,-cp) (ﬁ'@j([)) — gxlzeij (k(P(P)Oi (ﬁ-aj(,b) Q, (5.28)
onde L;; e M;; sao matrizes simétricas dadas por

Lij=1+%o00)0ij—Kij, M;; = [1+(k¢>¢>)oo]5ij_(k¢¢)ij- (5.29)

Assim como no caso Chern-Simons Baby Skyrme, a quantidade Q é definida como

1 1 A
Q=5¢ij¢p- (Di¢ x D) = Seijp-(0:ip x 0;¢) + geijAi (R-0¢p). (5.30)
Aqui, ressaltamos que o lado direito da Eq. (5.28) prové a densidade de carga estacio-
naria
Fo=—g A M;j Ao (i-0;¢) (i 0ip) + gA %1 (Kgp); Q (-0 p). (5.31)

Similarmente, a lei de Ampeére estaciondria é dada por

(1-Xaa) 0kB — €;j%i000k Ao = —8A* [1 - (kgg) ., ] (A 01 p) Q
~g*N%eij (Kgg) ;o (1 0¢p) (- 0xp) Ao, (5.32)

onde o lado direito esta relacionado com a densidade de corrente

i =—gh%eij[1=(Kpp) o) (7-0,0) Q= 8" A €ijers (K)o (7-0,p) (- 0,19) Ao (5.33)

Finalmente, a equacéo estaciondria para o campo de Skyrme € escrita como

A%eijDi{[[1~ (Kpgp) 0] Q+ &Emn (Kipg) o Ao (A 0np)] D}

ov
+ gA20; [gM,- 7 (A0 (-0p) + €1 (Kpo); (AOQ)] (A x ) + (A x P)

o(#- )
Até aqui, observamos que os coeficiente de paridade impar «o; € (kgg),;, SA0 0S res-
ponsaveis pelo acoplamento entre os setores elétrico e magnético. Com isso, sabemos
a priori, que as configuragbes autoduais a serem obtidas para este modelo possuirdo
tanto campo elétrico quanto campo magnético.

O passo seguinte na buscar por solugdes autoduais é a implementacao do forma-
lismo BPS. Contudo, como apresentado no apéndice A, embora seja possivel obter um

=0. (5.34)
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par de equagdes autoduais para o modelo (5.21), tais expressdes falham em recuperar
as equacgodes de Euler-Lagrange, em especial a Eq. (5.34). A pesar disso, tal como
ocorreu no modelo Chern-Simons Baby Skyrme (capitulo 4), a existéncia de estados
BPS requer que o modelo (5.21) seja modificado pela inclusdo de novos termos dotados
de um campo escalar neutro que interage com o campo de Skyrme apenas. Os aspectos
e detalhes desse modelo modificado € o que apresentamos na proxima segao.

5.3 Aspectos do modelo modificado e suas equacdes de campo

O modelo Maxwell Baby Skyrme modificado (A.71) capaz de gerar configuragbes BPS
(vide apéndice A) é descrito pela seguinte densidade Lagrangiana

1 1 1 1
L == PP = 51</LW1~“,JPFV" + 5 (1+K00) 0, POHY + —x70, 70, P
A2 A2

(Dyup x Dy) - (D¥p x D) = — (kg)"" (Dup x Dypp) - (Dvp x D°p)

(A D) (1 DH9) W2 + @A (k) (- Dyp) (A D) W2 =7,

s

1
+ 58212 [1+ (Kpp) o]

(5.35)
onde
1 1 s A? 1 1 0w 2
U =~ W —¢;%0i0;¥)" + = e (k) (5.0
21—1(1-1-( €ijX0i0) )+21_(k¢’¢’)ii g/lza(ﬁ-([)) gel]((l)(!’)ol(n ]‘P)
(5.36)

€ denominada interacao potencial possui dependéncia nao apenas com ii-¢ € ¥, mas
também com suas primeiras derivadas. A pesar disso, dizemos que a interagéo potencial
% contém o potencial, pois se o termos quadraticos forem escritos explicitamente, temos

QY = U_EinOiaj\PW _ (kpp)o; (R-0;)¥ 0w

1-xii 1= (kgp);;  0(R-9)
v detl(’i‘);fj L 1 jZZ)ii det [(kpg),; (-0,0)] 2, (5.37)
onde
det (rkoi0¥) = 51y (<010 ¥) (ki ¥), (5.38)
det [ (kpp)o: (3-0;9)] = yewrers [(kpo)oy (3-00)] (ko) (A-010) . (5.39)
e

(5.40)

) 1 w2 1 1 1 ow 1?2
U (i) = )],

21— 28221~ (kgy),, [a(ﬁ«p
€ verdadeiramente o potencial do modelo. A partir de (5.40) fica claro que W desempe-
nha o papel de um superpotencial. Note-se ainda que no caso especial em que ky; =0 e
(k(p(p)ol. =0 a interagao % coincide exatamente com o potencial U, isto €, tem-se % = U.
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Por simplicidade, omitimos o termo contendo o multiplicado de Lagrange o qual leva
em conta o vinculo ¢ - ¢ = 1. Os dois termos da terceira linha em (5.35) modificam a
dindmica da componente ao longo da direcao # do campo Skyrme. Desta forma, os
trés ultimos termos quebram parcialmente a simetria do grupo SO (3), mas preservam o
subgrupo U (1) dessa simetria.

Também aqui, a exemplo do modelo Chern-Simons-Skyrme, se¢éo 4.3, Eq. (4.36),
ressaltamos que o termo (ﬁ'Df‘cp)2 pode ser escrito como

(A-Dup)’ = Dydp- DFp— (i x Dugp) - (A x D), (5.41)

onde o segundo termo, em (5.41), € um sigma O (3). Em outras palavras, o novo modelo
(5.35) é uma modelo Maxwell Baby Skyrme CPT completo modificado pela presenca
dos termos proporcionais a (# x DN¢)2\P2 e também pelos termos proveem a dindmica
do campo escalar neutro .

A equagao de movimento para o campo de calibre, obtida da lagrangiana (5.35),
€ a mesma dada pela equagéo (5.24),

0 F*M +kPY0,F ! ~kPHO,F, = gH, (5.42)

com a corrente _#* sendo dada por (5.25). Por outro lado, a equag&o para o campo de
Skyrme é agora dotada de novos termos sendo agora escrita como

0=2’Dy{[¢-(D"& x D'P)| Dyp} + A* (kpp)"" Dy {[¢p- (Dvep x DPP)] Dy}

12 (ko) " Dyud[@- (D" x Dy)| Dy} + % —au#@;@ (7 )
+& A {1+ (kg )go| 8" + (Kgp)""} 0p (- Dyp) W2] (72 x ). (5.43)

Além disso, a introdugao do campo escalar neutro ¥ prové uma nova equacao de campo
responsavel pela dindmica do mesmo
g2
ov V00, ¥
+g A% {[1+ (Kgp)oo) 8" + (Koo)'} (- Dyup) (- Dy p) . (5.44)

[(1 +x00) 8" +xHY]0,0,¥ = — (

Como antes, as configuragbes autoduais e topoldgicas decorrentes da projecao
dos campos no plano-x!x? sdo alcangadas ao configuramos os campos como sendo
independentes da terceira coordenada espacial x* de tal modo que as derivadas com
relacdo a x* sejam todas nulas, ou seja, devemos ter 03A,=0,03¥ =0,03¢ =0, 03U,y =
0 e 03Us,¢, = 0. Além disso, todas as componentes de indice 3 também s&o configuradas
como sendo nulas, como por exemplo, A3 =0.

Desta forma, a partir da equacao de movimento (5.42), vemos que a lei de Gauss
estacionaria continua a ser expressa como em (5.28),

LijajaiAo +e,»j1<0i0jB = gz/lel'jAo (ﬁé,([)) (ﬁ6]<p) - g/lzé‘ij (k‘l’d’)Oi (ﬁdﬂb) Q, (545)
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onde, como ja apresentado anteriormente, L;; € M;; sdo matrizes simétricas dadas por

Lij=(+x00)0ij=%ij  Mij=[1+(kgg)oo] 0ij = (kopp);;» (5.46)

1 1
Q: Eé‘ij([)'(Dl’([) X D](P) = 56‘,']'([)' (0,(,) X 0]([)) +g€iin (ﬁ6]¢) (547)

Também, a partir da equagédo de movimento (5.42), notamos que a respectiva lei de
Ampeére estacionario ainda é apresentada como em (5.32)

0= (1 _Kii) akB —€ini06j6kA0 + g/l2 [1 - (k‘pd))ii] (ﬁak([)) Q
+ 8 W% (kpg) 1o (71 0¢p) (2O p) Ao. (5.48)

Visto que a equagao do campo de Skyrme é dotada de novos termos, sua versao
estacionaria também assume nova forma, agora dada por

0=A%€;;Di [{[1~ (kpg) i) Q+ 8ert (k) o Ao (R-010)} Db

+ A% (i x ) 0; { gMi (-9;) [(A0)* = W2] +€1j (Kp) ;o A0Q}
ou ou

"o(a-9) “o(n-0i9)

Finalmente, a equacgao estacionaria do campo neutro € escrita como

(A x¢). (5.49)

4 (/4
212 2 7)
L;j0;0;¥ = g"A"M;;(7-0:¢) (n'af¢)w+ﬁ_ai60i‘1"

(5.50)

Como apresentado em (A.54) a densidade de energia é agora escrita como
1 1 2 1 292 2 (A A /lz 2
& = ELijaiAoajA() + E (1-x;;)B°+ Eg A Mij (Ag) (n(),(p) (najd)) + ? [1 - (k‘»b‘»b)ii] Q
1 1
+ ELijai\I’aj\I’ + égzﬂzMij (ﬁé,([)) (ﬁé,([)) \PZ +9%, (551)

sendo definida positiva para as matrizes L;; e M;; positivas e «;; <1 e (kygp),; <1. Nas

configuragdes de vacuo (& — 0 quando |x| — co) 0S campos satisfazem as seguintes
condi¢des de contorno

lim ¢ =n, lim 72-0;¢p=0, lim ¥ =cte, lim 90;¥ =0,
|x|—o00 |x|—00 |x]—00 |x|—00
i =cte, i i Ag =0, im A; = cte, lim B=0,
lellinoo Ao = cte I.X}IlinooolAO 0 |.xl|1£>noo i=cte lelinoo (552)
lim W =0, lim — =
x| —c0 |xI—c0 0 (71~ )

A implementagao do formalismo retorna a seguinte expressao para a energia total
(Eq. (A.28))

E:E+EBPSi‘[]R2 dzx aj (Ll'j\PaiAo+€in0i\PB+€iinW), (553)
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onde contribuicdo dos termos quadraticos € expressa como

v 1 1
E= fRZ d’x {ELU (0;Ag F0;¥) (ajAO ¢0j\11) + Egz/leij (ﬁ‘ai(p) (ﬁ,a].(p) (Ao ?‘I’)Z

1 [1 ow

+%2 [1- (ko) ;] {QJ? = 1" geij (kpp)o; (ﬁ-ajfl’)‘{f] }2

kpg);; L§A? O (-
1 2
+5 (1 =xii) Bil_K” (W—e,-jxol-a]-\y)] } (5.54)
enquanto que a contribui¢ao topoldgica € dada por
1 ow
Epps=+— | d°xeijp-(0;px0;¢p) ——. 5.55
ws=y [ xeist i x0,0) s (555)

Sob as condigdes de contorno acima estabelecidas a contribuicao
o d°x 0j(L;ij¥W0;Ag+e€ijkoiYB+e;jAiW)
resulta nula e a densidade de energia satura no limite BPS quando E = 0, satisfazendo
assim as seguintes equagdes autoduais

o= (5.56)
0;Ag=+0;¥, 557)
b= il—lx.- (W —€ijx0i0,%), (5.58)
1 1 0w
Q=+ — —geiilk . ﬁa(p VR (559)
1-(kpg),; LgA* 0 (R ) ij (kgo)o; (-0 )

Visto que a condigédo ¥ = + A, satisfaz simultaneamente as Egs. (5.56) e (5.57),
reescrevemos as equagdes BPS remanescentes, (5.58) e (5.59), na forma

(1-x;;) B—€;jk0i0jAg = FW, (5.60)
(1= (Kpg) ;] Q+ 8€ij (Kpp)y; (- 0jp) Ao = i%?—w» (5.61)
124 l gﬂl (n(P)
as quais reproduzem as equagdes de segunda ordem (5.48) e (5.49), tal como ja foi
apresentado na segédo A.2.

Essas duas equagdes, juntamente com a lei de Gauss, (5.45),
L,-jajaiAo +€in0i6jB = gz/leijAo (ﬁ-d,-(,b) (ﬁ-@ﬂ/)) — gxlzel-j (k¢¢)0i (ﬁ'@j([)) Q,

que no limite BPS resulta completamente equivalente a equagéo do campo neutro,

(5.50),
N N ou ou
Lijaiaj‘l’ = glezMij (n-ai([)) (n'aj(/)) WY+ 6_\11 —aim,
i

proveem as solugdes autoduais (BPS) do modelo’.

1 A equivaléncia entre a lei de Gauss e a equagdo do campo neutro serd apresentada na préxima secao.
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Por fim, usando as quatro equacdes BPS, reescrevemos a densidade energia
(5.51) na forma

&pps = LijaiAoajAo +(1- Kii)Bz + gz/leij (A0)2 (ﬁd,(p) (ﬁdﬂ[)) + /12 [1 - (k(/’d’)ii] Qz,
ou ainda, de maneira equivalente,
Epps =L;j0;Ag0jAg+ gz/leij (Ag)? (ﬁ'aﬂl’) (ﬁ'aj‘P)

(W?EijkoiajAo)z A2 1 ow 2
+ + Fgeiilkpp),; (-0;p)Ag| . (5.62
1-x;; 1_(k¢¢)ii gA\2a(n-¢) geij ( ¢>¢>)01( j®) Ao ( )

5.3.1 A equivaléncia entre a lei de Gauss e a equagao do campo neutro

Nesta secao, verificaremos que no limite BPS a lei de Gauss e a equagédo do campo
neutro sdo completamente equivalentes. Para tanto, primeiro determinamos as derivadas
da interacdo potencial 2 como relagédo a ¥ e 9, 'V, as quais escrevemos como

ou _ gheim(kgp)y (R-0m@) [ 1 0w

— = — —oe: ik (f-0;p) V|, (5.63)
oW 1= (kgo) e (ng) &6 Kooloi (2-0;¢)

0U _ €11kXol A

3000 = Tx,; W EijK0i0 ). (5.64)

NOs agora podemos fazer uso das Egs. (5.60) e (5.61) para reescrevemos as equagdes
acima na forma

o0xU _ R

P Fgh’eij (kpg)o; (-0;4)Q, 30,7

Substituimos (5.65) na equagao do campo neutro, encontramos

= -T-EinojB. (565)

L;ij0;0;¥ = g*A*M;;j (72-0;¢) (- 0;p) ¥ T gA%€;j (kpo),; (- 0jp) Q+€;jk0j0;B.  (5.66)
Por fim, usamos a condi¢cao ¥ = + A, para reescrevemos (5.66) como
+1;;0;0;Ag = £8°A*M;j (ft-0;p) (Rt-0;p) Ao F gA%€ij (ko) (- 0jp) QF €;j%0i0;B,
ou ainda
L;j0j0; Ao +e€;ijx0i0;B = 8*A*M;j Ao (- 0;p) (- 0;p) — g A€ (k) o; (-0 P) Q,

que tao somente a lei de Gauss (5.45).

Assim, fica comprovando que a lei de Gauss e a equagédo do campo neutro sao
completamente equivalentes no limite BPS. Tal equivaléncia, aliada ao fato de que as
primeiras equagdes BPS, (5.56) e (5.57), sdo simultaneamente satisfeitas pela condigcao
¥ = + Ay, nos diz que uma solugdo completa do modelo é provida pelas Egs. (5.60) e
(5.61),

(1 —Kii)B—El‘jKOiajAo =FW,
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respectivamente, juntamente com a lei de Gauss, (5.45),

L,-jajaiAo +€in0i6jB = gz/leijA() (ﬁ-d,-(,b) (ﬁ-@ﬂ/)) — gxlzel-j (k¢¢)0i (ﬁ'@j([)) Q.

5.4 Skyrmions autoduais rotacionalmente simétricos

Com o propdsito de obter solugdes rotacionalmente simétricas introduzimos o Ansatz
estatico padrao, ja utilizados no modelo Chern-Simons-Skyrme, secao 4.5, para os
campos de Skyrme e de calibre

b sin f (r)cos N6 .
¢ (1,0)=|¢p2|=|sinf(r)sinNe |, Ag=—1a(r)— N], Ag=Ap (1), (5.67)
gr
b3 cos f (r)

juntamente com as seguintes rela¢des de transformacéo, ja expressas em (3.64),
ai:%ar—eijx—r]ag, a,-:%a,—e”%ag,
que permitem reescrevemos todas as principais equagdes em coordenadas polares.
Assim como no caso Chern-Simons-Skyrme, N é o nimero de enrolamento (winding
number) do campo de Skyrme, enquanto que f(r), a(r) € Ag(r) sao fungdes bem
comportadas ao longo da coordenada radial do espaco fisico. Além disto, f (r) faz o
papel de angulo zimutal no espaco interno, sendo, portanto, limitada no intervalo [0, 7].
No que se seguira, configuramos, sem perda de generalidade, 7 = i3 = (0,0,1).
Assim, nas configuragbes de vacuo, o campo de Skyrme, bem como sua primeira
derivada, sdo reeditadas como
lim ¢ = 713, lim — =0, (5.68)

r—00 r—oo dr

onde agora fazemos |x|=r.
A fim de garantirmos que os campos atinjam os seus valores de vacuo, impormos

0, (5.69)

dA
lim f(r)=0, lim a(r) = o, lim 0(r) =
r—o00 r—o00 r—oo dr

onde a primeira e terceiras condi¢cdes sao consistentes com (5.68) e (5.52), respecti-
vamente, enquanto a., € uma constante arbitraria. Por outro lado, também devemos
assegurar que 0s campos sejam regulares na origem, o que é alcangado quando

linaf(r) =7, lin(l)a(r) =N, linaAo (r) = wo. (5.70)
r— r— r—

Visto que f(r) é limitada no intervalo [0, 7], segue, de uma forma muito natural, que a
primeira condicdo em (5.70) implica em

lim ¢ = — 7. (5.71)

|x|—0
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A fim de executar nossa analise, tal como foi feito na se¢ao 4.5, introduziremos a
seguinte redefinicdo de campo

1 1
h:§(1+¢3):§(1+cosf), (5.72)
onde h(r) satisfaz as seguintes condi¢des
limh =0, lim h =1, (5.73)
r—0 r—oo

as quais seguem imediatamente a partir das condi¢des (5.69) e (5.70).
Adicionalmente, observamos que o gradiente da componente ¢3 do campo de
Skyrme é expressa como
x; dos x;idh
0ipg= ——— =2— 5.74
ibs r o dr rdr’ ( )
onde a quantidade x;/r = (cos#,sin6) € limitada no intervalo [-1,1]. Assim, a condi¢do

}Lr&ar¢3 =0em (5.68) implica em

lim — =0. (5.75)

Em contrapartida, a condigdo na origem sobre a derivada de h permanece arbitraria e
na melhor das hipdteses devemos requerer que ela possua ao menos um valor finito,
ou seja,

_dh
¥1£I(1) P cte. (5.76)

O carga topoldgico ainda resulta identicamente igual ao numero de enrolamento
(winding number)

2n
deg[¢] = - ff rdrde(4—%):N[h(oo)—h(0)1:1v, (5.77)

e 0 campo magnetico continua sendo dado por

B= gi?. (5.78)
rar

As equacgdes BPS (5.60) e (5.61) sao agora reescritas como

1 da dA
A-xi) o tKop—— =FW, (5.79)
adh dh 1 1 dwW
[1—(k¢¢)”]——+g(k¢,¢)09 0= ZEW’ (5.80)

onde «;; =k,r+kgg € (kpg);; = (kpg),, + (kpp) gg € O SUPErpotencial W deve satisfazer as
seguintes condi¢gbes de contorno na origem

w
lin(l)W(h) =W e lin(l)— =Wpn)o, (5.81)
r—
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com W, sendo uma quantidade finita, enquanto que nas configuragdes de vacuo,

lim W (h)=0 e lim — =0, (5.82)

r—o0 r—o00

em concordancia com (5.52). A ultima condigéo em (5.82) garante que o superpotencial
e capaz de gerar um termo de interagao potencial satisfazendo a seguinte condi¢c&o de
vacuo

lim % (r) = hm% (h) = (5.83)

r—o0

A lei de Gauss, Eq. (5.45), agora é lida como

Ly d ( dAO) Kop d’a [ , ( )2
o - = 4g% A% M, Ay — 42 AP (K — , 5.84
r dr rdr gr dr2 § rro =28 (¢>¢> ] ( )
onde
Ly =1+%00—Ksp) M, =1+ (k¢¢)00 - (k(l’(l))rr' (585)

Similarmente, a densidade de energia BPS ¢ lida como

dAy)? dh\? adh
é"BpS:er(d—rO) +4g* 2 Mrr(AOE) +(1—x7i) B> +42% [1 - (kgg) ; ](_E) , (5.86)
ou ainda, em termos do superpontencial, como
dAp\? dh\?
&Bps :er( _dro) +4g2/12Mrr (AOE)
00— 2 2
dr A 11 dW dh
+ + k A . 5.87
1K 1 (kpg) [2g/12 an =28 Koo)oo Aoz (587)
enquanto que a energia BPS, Eq. (5.55), torna-se
2nN 2 NW,

EBPS_+—f dw = +%V[W(oo) W(0)] =+ (5.88)

Usando a definicdo do campo magnético (5.78) e as condi¢des de contorno (5.69) e
(5.70) podemos determinar o fluxo magnético total ® como sendo dado por

CDzan rdrBzz—n[a(oo)—a(O)]zz—n[aoo—N], (5.89)
0 g g

que, em geral, € uma quantidade ndo quantizada.

A partir das Egs. (5.79) e (5.80) é possivel inferirmos qual a dependéncia do valor
de vacuo do potencial vetor a... Manipulando (5.79) e (5.80), e em seguida dividido a
primeira pela segunda, e integrando, conseguimos escrever

1- (ko) ;
1 —x;j

aso = Nexp |4g°A? exp f _ dr dhdh , (5.90)
0
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cuja a solugdo analitica somente € possivel se as formas de W e A, forem conhecidas.
Contudo, a Eq. (5.90) nos permite inferir que o valor de vacuo a., possui dependéncia
nao apenas com os parametros N, A e g, mas também com os coeficientes da violagao
de Lorentz.

Na secéo 5.6, apresentaremos a analise numérica das equagbes BPS, juntamente
com a lei de Gauss.

5.5 A analise dos comportamentos assintéticos

Até aqui, observamos que os parametros de violagao «og € (kyg),, SA0 0S responséveis
por misturar os elétrico e magnético tanto nas equacgdes de segunda ordem quanto nas
equacdes BPS. Um dos objetivos deste capitulo é compreender como as solugbes sao
modificadas quando esses parametros sdo considerados nas equagdes. Sendo assim,
podemos dividir nossa investigacao em quatro casos possiveis:

i Kog =0 e (k¢¢)00 =0, ii. Ko #0 e UC(P‘P)OB =0,
i Kog = 0 e (k¢¢)06 #0, iv. Koo #0 e (k(»bd))OB Z0.

Nesta tese, estaremos interessados em investigar o caso (ii), deixando os demais
casos para investigagdes futuras. Dessa forma, os comportamentos que apresentare-
mos nesta se¢éo levam em conta somente 0 caso (kgg)y, = 0-

5.5.1 O comportamento na origem

O comportamento das equagbes BPS (5.79) e (5.80) e da lei de Gauss em torno da
origem, r =0, sdo estudadas assumindo que 0s campos possam ser escritos como

h(r)= Hy(r), a(r)=N-Gy(r), e Ao (0) = wg +Q (1), (5.91)

onde Hy (r), ao (r) € Qq (r) sdo fungdes perturbativas e bem comportadas que se anulam
na origem. Por essa raz&o, consideramos somente as contribui¢cdes lineares de tal
forma que as equacdes BPS e a lei de Gauss se tornam

(1 —Kij EW —'Kogw ==+ [W() + (Wh)hZOHO] ’ (592)
NdHy 11
[1-(kgop);; T dr  Tagh [(Wh) h=0 + (Whp) h=0Ho], (5.93)
er d d.Q() Koo deO _
rodr (r dr )+ gr dr? =0, (5.94)

onde fazemos a expansao de Taylor do superpotencial

1
W (Hy) = Wy + (W) p=o Ho + E(Whh)h:OHg +een, (5.95)
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com W, e Wy, representando a primeira e a segunda derivada de W (h) com relagéo a
h, respectivamente.

A solucao desse sistema de equagdes conduz aos seguintes comportamentos
para os perfis do campos h(r), a(r) e Ay (r)

W)= W) n=o (W, -
e — (Wh) h=0 22— Widn=0(Whn)n=o e (5.96)
8gA2N[1-(kgg);;] 128g2A* N2 [1 - (kgg) ;]
a() =N~ gL Wy 2, Ly (Wh)2_, e
2[(1 =% Lrr +x0p?] 32A2N[1-(kgg),;] [(Q—xii) Ly +Kop?]
(5.97)
7 Ko (Wh)5_
Ao (r) =wo— Foo 70 ST+ 06" " h=0 P
(1 =xi) Lrr +Xop 24g7LZN [1 - (k(p(p)ii] [(1 —Kij) Ly +K092]
(5.98)
O comportamento para o campo magnético préximo a origem &
Ly W, Ly (Wp)y _
B(r) = -— 8= 1 =0 24, (5.99)

+ r
(1 =) Lry + k00>  8A2N [1—(kypgp),;] [(1 —%;i) Lrr +K06?]

Com isso, verificamos que as condigdes de contorno em r — 0 produzem solugdes
bem comportadas para 0s campos.

5.5.2 O comportamento nas configuragcbes de vacuo

N&s restringiremos nossas analises ao caso em que o comportamento do superpotencial
é dado por
W (h) = W2 (1-h)?, (5.100)

enquanto que o comportamento das fungdes perfis sdo lidas a partir das seguintes
pertubagdes

h(r)=1-Hy (1), a(r) = ds — Goo (1), e Ap (0) = Weo + Qoo (7). (5.101)

Sob essas relagdes as equagdes BPS e a lei de Gauss sao reescritas como

1 dG dQ

1-x;;) — - 2 =+wPa1-hn?, 5.102

L e P L o (1= h) ( )
oo dHoo _1WE

1-(kpop)..| — =F- 1-h), 5.103

[ ( (N’)ll r dr +2 g/12 ( ) ( )
Ly d ono) Koo deoo

_— — =0, 5.104

rodr (r ar )" gr dr? ( )

onde somente consideramos as aproximacgdes lineares.
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As solugdes aproximadas destas equagdes conduzem aos seguintes comporta-
mentos para os campos nas configuragdes de vacuo (r — oo)

h(r)zl_ce_M2r2+...’ (5105)
LZ CZch)
a(r) = ao, + o Mt (5.106)
AM? [(1 —xii) Lrr + %06
ccw® -2M?r?
Ao (1) = Weo + oo™ Poo ¢ . (5.107)
4M2[(1_Kii)er+KO,02] r
onde a quantidade M é escrita como segue
w?
2 = (5.108)

4gA% 1= (kpp) ;] oo’
O comportamento para o campo magnético proximo as configuragdes de vacuo é

B(r)=- SLC W' o2, (5.109)
(1 —xi) Lyr +Ko,0° ' '

Com isso, também verificamos que as condi¢cdes de contorno em r — oo também
produzem solugdes bem comportadas para os campos.

5.6 Solucoes numéricas das equacoes BPS

Para fins de obtencéo das solugbes numéricas para as Egs. (5.79), (5.80) e (5.84),
consideramos o seguinte superpotencial

W (h) = Wy (1 - h)?, (5.110)

sendo este similar aquele considerado na Ref. (75).

Para nossa anadlise consideramos duas situagdes: na primeira obtemos solu¢des
numéricas para varios valores de g mantendo os demais parametros fixos em N =1,
A=1, Wy =05, x;; = 0.2, (kggp);; = 0.2, Ly = 0.8, M;, = 0.8, kg9 = 0.2 € (kgpgp),y = 0; NO
segundo caso fazemos variar o parametro kg9 € fixado g = 2.1042, mantendo para
0s demais parametros os mesmos valores do primeiro caso. Uma terceira analise é
apresentada comparando os resultados numéricos do valor de vacuo do potencial vetor,
a0, do fluxo magnético, |®g| e da quantidade ga., com relagao aos varios valores de
g e Kxop. A seguir, apresentamos as solug¢des obtidas em cada caso, destacando as
modificagdes introduzidas pelos paréametros de violagdo de Lorentz.

5.6.1 Solugbes numéricas para varios valores de g

Os perfis do campo de Skyrme sao apresentados na figura 25. Os perfis sao tipicamente
parecidos com o caso sem viola¢ao de Lorentz. Porém aqui, para parametros de violagao
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nao nulos, os perfis s&o mais largos apresentando valores pequenos em distancia um
pouco maiores com relagdo a origem, “demorando” assim a alcangarem valores maiores
até decairem, mais lentamente, nas configuracdes de vacuo. A medida que g aumenta
esse comportamento é acentuado até valores proximos de g =1.0290 e, a partir dai,
para valores de g cada vez maiores, os perfis continuam a serem mais largos em
distancias um pouco maiores em relagao a origem, porém decaem mais rapidamente
nas configuragdes de vacuo. Para g =2.1042 e g =2.4714 os perfis se assemelham ao
comportamento do caso compacton.

1 — I~
e .
[ e AN
I N
0.8 (s 0.81 N
Ly \,\ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
h(r) / // - 2=0.2100 Cl(l") \\
[/ g=0.5600 WA
0.6 / by g=1.0290 | 0907 A
[1/ ——- ¢g=1.2936 VA
, / / —— g=1.7154 \\ \\
041 A — — g=2.1042 | " \U
1) g=2.4714 Vo
,' Ry \ \\
0.21 S // 0.2 \n T T
7 \ \
7 N
0—Izé%// T T T T T 0—I T iiiliiiliiil
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
r r

Figura 25: Perfis do campo de Skyrme h (r)
com decaimento exponencial gerado pelo
superpotencial da Eq. (5.110).

Figura 26: Perfis do potencial vetor a(r)
com decaimento exponencial gerado pelo
superpotencial da Eq. (5.110).

Na figura 26 é apresentado os perfis do potencial vetor a(r). Aqui, assim como no
perfil do campo de Skyrme, as curvas apresentam comportamento tipico. Contudo, para
parametros de violagdo ndo nulos os perfis sdo mais largos e decaem mais lentamente
nas configuragdes de vacuo. A medida que os valores de g aumentam o valor de vacuo,
ds, Se torna cada vez menor, aproximando-se bastante do valor nulo. Novamente, para
g=2.1042 e g =2.4714, os perfis se assemelham bastante com as formas compactons.

Na figura 27 apresentamos as solugdes para os perfis do modulo do campo
magnético. NGs observamos que para valores pequenos de g os perfis decaem mais
rapidamente a partir da origem atingindo os valores de vacuo em distancias cada
vez maiores. Esse comportamento é mantido até g = 1.0290. Para valores maiores
que g =1.0290 os perfis continuam a decair mais lentamente até uma cerca distancia
1<r.<2e, apos, decaem muito rapidamente aos valores vacuo, os quais séo atingidos
a disténcias cada vez mais proximas de r.. Novamente, salientamos que para g =2.1042
e g =2.4714 os comportamentos sao semelhantes a compactons.

Os perfis da densidade de energia sdo apresentados na figura 28. Os perfis
demonstram que o pico da densidade de energia se posiciona na origem para valores
pequenos de g decaindo “vagarosamente” nas configuragdes de vacuo. A medida em
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Figura 27: Perfis do campo magné tico B (r)
com decaimento exponencial gerado pelo
superpotencial da Eq. (5.110).
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— g=1.0290
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02_ ~ ..
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\\\\~
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Figura 28: Perfis da densidade de energia
BPS &gps (r) com decaimento exponencial
gerado pelo superpotencial da Eq. (5.110).

que g aumenta, o pico da energia tem menor intensidade e se desloca em relacdo a
origem formando estruturas tipo anel. O decaimento nas configuragdes de vacuo ocorre
a menores distancias, assumindo uma forma cada vez mais compacta para valores

maiores de g.

0.159

— — g=2.1042

0.10-
' g=2.4714

0.05+

0.15
-~ g=0.2100
2=0.5600
—— g=1.0290
——-g=1.2936
g=1.7154
—— g=2.1042

0.10

0.05-

0 1 2 3

Figura 29: Perfis do potencial escalar Ag ()
com decaimento exponencial gerado pelo
superpotencial da Eq. (5.110).

0 1 2 3

Figura 30: Perfis do campo elétrico E (r)
com decaimento exponencial gerado pelo
superpotencial da Eq. (5.110).

Os perfis do potencial escalar e do campo elétrico sdo apresentados nas figuras
29 e 30. A existéncia de valores nao nulos para os parametros de violagdo de Lorentz
faz com que os perfis do potencial escalar assumam valores ndo nulos na origem,
0S quais crescem para 0 < g < 1.2936; para g > 1.2936 0s valores de A, decrescem
até um valor finito perto de 0.16. Fora da origem os perfis permanecem mais largos
para 0 < g < 1.2936 e se tornam mais estreitos para g > 1.2936 e mais compactos. Nas
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configuracgdes de vacuo, os perfis decaem mais lentamente e sdo mais negativos para
0 < g <0.5600; para 0.5600 < g < 1.2936 os perfis continuam a decair mais lentamente,
porém as intensidades do potencial diminuem em valor absoluto sendo cada vez menos
negativos; para g > 1.2936 os perfis comeg¢am a estreitar, ou seja, passam decair mais
“rapidamente” e as intensidade continuam a diminuir em valor absoluto, sendo cada
vez menos negativas, até aproximarem do valor nulo. Nesta faixa de valores, onde
g=2.1042 e g =2.4714, nota-se que ha a formag&o de um pequeno vale para 1 <r. < 1.5.
A formacao deste vale se manifesta no campo elétrico na forma de inverséo, tal como é
mostrado na figura 30. O campo elétrico possui um perfil muito semelhante ao médulo do
campo magnético, porém possui intensidade muito menor na origem; para 0 < g < 1.0290
os perfis sdo mais largos e decaem mais vagarosamente as configuragées de vacuo a
medida que g cresce; para g > 1.0290 os perfis s&o mais largos até uma certa distancia
1 <r. <2 e mais estreitos e compactos para r > r.

5.6.2 Solugdes numéricas para varios valores de kg € g =2.1042

A figura 31 apresenta os perfis para o campo de Skyrme. As solugbes tem mostrados
que para pequenos valores de k(g 0s perfis s&o mais estreitos e compactos decaindo
mais “rapidamente” nos valores de vacuo. Por outro lado, a medida que xy cresce, 0s
perfis s&o mais largos e atingem os valores de vacuo a distancias cada vez maiores em
relagdo a origem.

Ny H e X, 5~ 0.08
RONNN ,
j-\‘\ ,,,,, K =056
N\ 0,0
0.8 0.8 \\} K, o= 080
AARAN —— k=104
a(r) \ O\ 0
\‘\\ —-—x =136
0.6 0.6 o : 0-9
: : RN \.\ K =168
AN WU\ K =200
C \ \ \ 0,6
0.4 0.4 oo\ N
ARV
N T
0.2 0.2 _— \\ N
' N

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
r r

Figura 31: Perfis do campo de Skyrme,
h(r), para varios valores de xog € g = 2.1042
com decaimento exponencial gerado pelo
superpotencial da Eq. (5.110).

Figura 32: Perfis do potencial vetor a(r)
para varios valores de kg € g =2.1042 com
decaimento exponencial gerado pelo su-
perpotencial da Eq. (5.110).

A figura 32 apresenta os perfis para o potencial vetor, a(r). As solugbes mostram

que para valores pequenos de kg 0s perfis sdo mais estreitos atingindo os valores de
vacuo em distancias mais curtas e com valor quase nulo. A medida que o valor de kg
aumenta os perfis se tornam mais largos e os valores de vacuo se tornam maiores,
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sendo atingidos em distancias maiores em relagdo a origem. Os comportamentos
apresentados tanto em h (r) sugerem um certo relaxamento na compactagao solugoes.
Isso significa que o efeito de compactag&o ocorre em valores ainda maiores de g.
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Figura 33: Perfis do mddulo do campo mag-
nético B(r) para varios valores de kg €
g = 2.1042 com decaimento exponencial
gerado pelo superpotencial da Eq. (5.110).

Figura 34: Perfis da densidade de energia
BPS &3ps(r) para varios valores de ko €
g = 2.1042 com decaimento exponencial
gerado pelo superpotencial da Eq. (5.110).

Os perfis do campo magnético sao apresentados na figura 33. Os perfis sdo mais
compactos para pequenos valores de kg9 com maior intensidade na origem decaindo
nos valores de vacuo em distancias mais curtas em relagéo a origem. A medida que os
valores de kg9 aumentam os perfis ficam mais largos com intensidades menores a partir
da origem decaindo nos valores de vacuo a distancias maiores em relacao a origem.

K =0.08
0,0
=0.56
0,0
K =0.80
0,0
——x =1.04
0,0
=1.36
0
=1.68
0,0
— -x =200
0,0

0,

Figura 35: Perfis do potencial escalar,
Ap (1), para varios valores de ko € g =
2.1042 com decaimento exponencial ge-
rado pelo superpotencial da Eq. (5.110).

0 1 2 3 4

Figura 36: Perfis do campo elétrico, E (),
para varios valores de kg € g =2.1042 com
decaimento exponencial gerado pelo su-
perpotencial da Eq. (5.110).

Os perfis da densidade de energia (&pps) sdo apresentados na figura 34. Para
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Figura 37: Os perfis do campo elétrico, E (r), apresentam inversao para valores pequenos
de Koo -

0 < «xop < 0.08 0s perfis apresentam comportamento tipico, com pico na origem, sendo
mais estreitos e decaindo a distancias mais curtas em relagdo a origem. Na medida
em que os valores de kg9 aumentam, comportamentos distintos sdo observados para
determinados intervalos; para 0.8 < kg9 < 0.4116 0s picos s&0 menores e tendem a se
deslocar em relacdo a origem, formando assim estruturas tipo anel com pouco mudanca
na forma como decaem nos valores de vacuo; para kg > 0.4116 0s picos ganham em
intensidade e se deslocam para distancia mais longas em relagéo origem, mantendo
a estrutura tipo anel e com perfis mais largos, compactando para valores cada vez
maiores de xqg.

Na figura 35 é apresentado os perfis para o potencial escalar Ay. Para xgg = 0.2352
o perfil € mais estreito e possui valor nao nulo na origem decaindo nos valores de
a distancias mais curtas em relagao a origem. Para 0 < kg9 < 1.04 cresce os perfis
assumem formas mais largas e valores maiores na origem. Os valores de vacuo séao
alcancados a distancias mais longas em relagao a origem assumido valores mais
negativos; quando kgg > 1.04 0s valores na origem comeg¢am a decrescer, mantendo
perfis mais largos e valores de vacuo ainda mais negativos.

Na figura 36 sdo apresentados os perfis para o campo elétrico. Para ko9 0 campo
elétrico tem pouco intensidade na origem decaindo a distancias mais curtas em relagao
a origem. Na medida em que aumenta até o valores prdoximos de 0.8 os perfis se tornam
mais largos com picos maiores na origem. A partir dai, os picos voltam a diminuirem,
porém com perfis ainda mais largos atingindo valores de vacuo a distancias maiores em
relagcéo a origem. Ressalta-se ainda que para valores do parametro de violagdo menores
que 0.6468 os perfis apresentam vales na regido onde os valores de vacuo sao atingidos.
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A intensidade do campo nesta regido relativamente pequena. Esse comportamento é
apresentado na figura 37.

5.6.3 Analise das solugdes de a, |Pp| € ga, com relacéo a g e kg
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Figura 38: Comportamento do fluxo mag-
nético |®p| para N =1, 2 e 3 com relagao
ao parametro g.

Figura 39: Comportamento do fluxo mag-
nético e dos termos de fluxo proporcionais
a a, € N com relagdo ao parametro g.

Na figuras 38 é apresentado o comportamento do mddulo do fluxo magnético para
N=1,2e3emrelagdo ao parametro g. O comportamento mostra que para valores
de g muito pequenos o fluxo € em geral ndo quantizado. A medida que g cresce 0s
comportamentos passam diferir proporcionalmente ao valor do nimero de enrolamento
N mantendo assim um padrao fixo, sugerido dessa forma que o fluxo seja quantizado
para grandes valores de g.

A figura 39 compara o comportamento do fluxo com os termos de fluxo proporci-
onais ao valor de vacuo, a.,, € ao nimero de enrolamento N, tal como especificado
na Eq. (5.89). Os comportamentos mostram que para maiores valores de g a curva do
fluxo magnético, |@p|, € do termo de fluxo proporcional a N coincidem, mostrando dessa
forma que de fato o fluxo € quantizado para valores de g grande e n&o quantizada para
valores de g pequeno.

Na figura 40 apresenta um comparativo dos comportamentos do valor de vacuo
do potencial vetor, a,,, do fluxo magnético, |®3|, e da quantidade ga., com relagao
ao parametro g. As solugcdes numeéricas aqui apresentadas mostram que a., decai
a medida que g cresce tendendo a zero quando g assume valores suficientemente
grandes. Consequentemente, a partir da Eq. (5.89), é imediato concluir que

2
o—-"N, (5.111)

§
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Figura 40: Comportamento do valor de vacuo a, (linha vermelha), do fluxo magnético
|®| (linha verde) e da quantidade ga., (linha azul) com relagdo ao parédmetro g das
solu¢des com decaimento exponencial gerado pelo superpotencial da Eq. (5.110).

Figura 41: Comportamento do fluxo mag-
nético |®p| para N =1, 2 e 3 com relagéo
ao parametro kg € g = 2.1042 das solugdes
com decaimento exponencial gerado pelo
superpotencial da Eq. (5.110).
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Figura 42: Comportamento do fluxo mag-
nético e dos termos de fluxo proporcionais
a a. € N =1 com relagdo ao parametro kg
e g =2.1042 das solugdes com decaimento
exponencial gerado pelo superpotencial da
Eqg. (5.110).

resultado este que concorda como os dados apresentados na figura 40. Por outro lado,o
perfil da quantidade ga.,, responsavel por controlar a largura das solu¢gées quando
r —oo (Eq. (5.108)), cresce para 0 < g < g. e decresce para g. < g <2.4714; devido ao
comportamento gaussiano para r grande as solugdes tendem a serem mais largas nos
valores de vacuo quando g possui valor préximo a g. e mais estreitas e compactas para
g com valores muito pequenos ou muito grandes.

A figura 41 mostra como o fluxo magnético se comporta em relacao a diversos
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Figura 43: Comportamento do valor de vacuo a, (linha vermelha), do fluxo magnético
|®| (linha verde) e da quantidade ga, (linha azul) com relagédo ao parametro xgg €
g =2.1042 das solu¢des com decaimento exponencial gerado pelo superpotencial da
Eq. (5.110).

valores de k9. Os perfis mostram que para g = 2.1042 (g grande) o fluxo magnético, |®pl,
€ quantizado para valores de ko quase nulos. A medida que x(y as intensidades do
fluxo para varios valores de N diminuem e tem ao valor nulo para kg — 0. Assim, para
Kog Muito grande o |®p| deixa de ser quantizado. Esse comportamento € confirmando
pelos resultados apresentados na figura 42, na qual se nota que os valores de vacuo do
potencial vetor sao responsaveis pela “quebra” da quantizacao do fluxo, visto que seu
comportamento depende dos valores que o par@metro ko9 assume. Dessa forma, ao
contrario do que ocorre no model Chern-Simons-Skyrme, o valor de vacuo do potencial
vetor, a.,, bem como o fluxo magnético, |®p|, ndo depende apenas da constante de
acoplamento g, mas também do parametro de violagao de Lorentz «g.

Por fim, a figura 43 apresenta um comparativo entre o valor de vacuo do potencial
vetor, a.,, 0 fluxo magnético, |®pl|, € quantidade ga.. A figura mostra que a medida que
a-, COM k(g 0 valor absoluto do fluxo |®g| decresce. Por outro lado, a quantidade ga..
cresce a uma escala um pouco maior que a., mostrando que para maiores valores de
Kog 0S perfis do campos tendem a ser mais largos quando atingem os seus repetitivos
valores de vacuo.
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

A presente tese estuda a existéncia de sdlitons autoduais em trés modelos distintos a
saber: O Maxwell-Higgs abeliano com uma derivada covariante ndo minima que quebra
as simetrias de Lorentz e CPT, Chern-Simons Baby Skyrme generalizado e Maxwell
Baby Skyrme com termos que quebram a simetria de Lorentz em ambos os setores. As
equacoes autoduais e a energia das respectivas configuragdes autoduais sdo obtidas
via a implementacéo do formalismo BPS. A correta implementagéo do formalismo BPS
permite definir os potenciais e/ou as interagbes necessarias para o modelo suportar con-
figuragbes autoduais. Em alguns casos, essas interagdes necessarias podem modificar
a estrutura do modelo original, tal como ocorre nos modelos de Chern-Simons Baby
Skyrme generalizado e do modelo Maxwell Baby Skyrme com QSL. Logo, em cada
modelo, com o objetivo de estudar as solu¢des das equagdes autoduais, utilizamos um
ansatz que descreve configuragdes rotacionalmente simétricas.

O capitulo 3, apds uma breve revisdo da implementacao do formalismo BPS na
eletrodinamica de Maxwell-Higgs, apresenta o desenvolvimento do método BPS em
um modelo de Maxwell-Higgs abeliano cuja derivada covariante ndo minima quebra as
simetrias de Lorentz e CPT. Observamos que a energia BPS é a mesma do modelo
usual, ou seja, proporcional ao fluxo magnético. Porém, as equacdes que descrevem
as configuracdes autoduais sao modificadas pela presenca do vetor ¢;, portador da
QSL, quando comparadas as equacdes BPS do modelo de Maxwell-Higgs. A mudanca
acontece, pois, a QSL muda a parte cinética do campo de Higgs e introduz uma
autointerag&o derivativa cuja constante de acoplamento é o préprio vetor ¢;. Assim,
as solugdes para &; e —¢; sao totalmente diferentes. Além disso, as configuracdes
autoduais s&o eletricamente neutras o que contrasta com aquelas obtidas em outros
modelos que incluem campos de fundo tipo CPT-impar (126, 60, 147). Dessa forma, a
consideracéo de uma direcdo privilegiada no espago-tempo, atraveés de um acoplamento
ndo minimo, enriquece a descri¢cao de estruturas tipo vortice.

O capitulo 4 mostra a existéncia de sdlitons autoduais em um modelo de Chern-
Simons Baby Skyrme generalizado. A introdug¢do de uma fungdo chamada de super-
potencial W (7 - ¢) conduz a implementagao bem-sucedida do formalismo BPS. Assim,
obtemos o limite inferior de energia (limite BPS) e as equacgdes autoduais que descrevem
as solugdes possuindo tal energia minima. A energia minima é proporcional a carga
topoldgica do campo de Skyrme, enquanto, o fluxo magnético e a carga elétrica total
sao proporcionais entre si. O superpotencial deve ser uma fungdo bem-comportada em
todo o espaco interno dos campos, pois, a sua escolha define o tipo de configuracdes
que séo solugoes das equagdes BPS.

O estudo mostra a existéncia de duas classes de solu¢des autoduais para su-
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perpotenciais cujo comportamento € do tipo W (r) = (1-h(r))’ (o > 1) para valores
suficientemente grandes do raio r:

a) A primeira classe descreve soélitons chamados de compactons e surgem quando
se considera 1 <o < 2. O compacton esta localizado numa extensao finita do eixo
radial, 0 < r < R, onde R define a fronteira que limita o sdliton.

b) A segunda classe surge para o =2 e descreve estruturas estendidas ou nao
compactas, ou seja, elas sao fungdes regulares em todo o intervalo radial, 0 < r < oco.
Nesta classe existem dois tipos estruturas que se diferenciam pelo comportamento
de suas caudas no limite r — co. Assim,

i) O primeiro tipo é gerado se o = 2. Neste caso, os sdlitons possuem uma
. . . . . 2
cauda que decai seguindo uma lei exponencial do tipo e™*" (a > 0).

ii) O segundo tipo surge para o > 2 e descreve sdlitons cuja cauda decai se-
guindo uma lei de poténcia r=# com g = B(o) > 0.

Essas solugdes exibem um comportamento similar ao do compacton para valores
suficientemente grandes da constante de acoplamento eletromagnética g.

A energia BPS € proporcional a carga topoldgica N do campo de Skyrme, assim, ela é
quantizada. Por outro lado, o fluxo magnético total e a carga elétrica total também séo
proporcionais a N, porém, a dependéncia no valor de vacuo a., (que em geral ndo é
um ndmero inteiro) evita que ambas quantidades sejam quantizadas. Contudo, para
valores suficientemente grandes de g ambos se tornam quantizados, pois, a., — 0.
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O capitulo 5 estuda a existéncia de sdlitons autoduais em um modelo Maxwell
Baby Skyrme restrito! na presenca da QSL? em ambos os setores e é representada
por dois tensores do tipo CPT-par. A implementacao do formalismo BPS mostra que
o modelo original precisa ser modificado para suportar configuragdes autoduais. Tal
modificacao é dada pela introdugao de um campo escalar que interage somente com
o campo de Skyrme (ou seja, ndo modifica as equac¢des de movimento do campo de
calibre) e que no limite BPS satisfaz a lei de Gauss. Assim, o formalismo fornece a
energia BPS (que continua proporcional a carga topoldégica do campo de Skyrme) e
as equagodes autoduais cujas solugdes sao estados de energia minima. A diferenga
do modelo Chern-Simons Baby Skyrme, as configuragbes somente carregam fluxo
magnetico, pois, a pesar de possuir elétrico, a carga total € nula.

As equagbes BPS dependem explicitamente dos parametros que controlam a
quebra de Lorentz. Tais pardmetros séo: «;; e xo; pertencentes ao setor de calibre
e, (kpp)ii © (kpp)oi pertencentes ao setor do campo de Skyrme. Esse conjunto de
parametros permite dividir o estudo das solu¢des autoduais nos seguintes casos:

(i) xoi =0, (k(P(l))ol' =0; (i) xo; #0, (]Qp(p)ol- =0;
(iii) x0i =0, (kpp)o; #0; (V) K0i #0, (kgp)y; #O.

Por agora, nesta tese, para a solugdo das equagdes autoduais somente consi-
deramos o caso (ii), mencionado acima. Assim, como no modelo Chern-Simons Baby
Skyrme, o superpotencial deve ser uma fungdo bem comportada e para realizar o estudo
do comportamento das configuragdes, quando r — oo, escolhemos o superpotencial
que se comporta como W (h) = (1 — h)?. Para esse tipo de superpotenciais, as solugdes
possuem uma cauda que decai seguindo uma lei exponencial do tipo e~%" com a > 0.

A solugao numérica das equagbes autoduais € realizada considerando o superpo-
tencial W(h) = W, (1 — h)? e séo realizadas dois tipos de andlise:

« A primeira analise considera todos os parametros fixos exceto a constante de
acoplamento eletromagnético g. Para este caso é observado que os perfis das
solugdes adquirem o formato tipo compacton para valores suficientemente grandes
de g, assim, como o valor no vacuo do potencial vetor a., — 0. Nesse limite o fluxo
magnético se torna quantizado.

» A segunda anadlise considera todos os parametros fixos exceto kg, 0 parametro da
QSL pertencente ao setor eletromagnético. Na medida que kg cresce, os perfis
dos campos atingem seus respectivos valores de vacuo cada vez mais longe da

1 O modelo Baby Skyrme restrito leva em conta somente o termo quértico nas derivadas.
2 A QSL é introduzida em (1 +3)-dimensdes e 0 modelo em estudo é obtido via uma projecédo para
(1+2)-dimensdes.
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origem. Esse efeito afeta o fluxo magnético, pois, ele diminui com o crescimento
de kg Visto que nesse caso o valor de vacuo do potencial vetor a., — 1.

Assim, percebemos que os parametros g e kg9 mudam o formato das solugdes da
seguinte maneira: o incremento de g favorece a forma tipo compacton, enquanto que, o
aumento de kg9 0 desfavorece. Também, eles aumentam ou diminuem o valor do fluxo
magnético, pois, ambos afetam diretamente os valores de vacuo de..

Esta em andamento, para o caso (ii), a analise dos efeitos dos demais parametros
da QSL nas solugbes, assim, como investigar a existéncia de compactons e sdlitons
cuja cauda decai seguindo uma lei de poténcia.

Finalmente, pretendemos estudar as solug¢des para os casos (i), (iii) e (iv). A
principal expectativa é ver qual o jogo de valores dos parametros da QSL que permitem
gue o campo de calibre adquira um comportamento tipo e=™", com M >0, similar ao
apresentado nos modelos abelianos de Higgs que descrevem vortices de Abrikosov-
Nielsen-Olesen.

Por outro lado, também, estamos interessados no estudo dos diferentes modelos
na presenga de campos gerando estrutura interna ou mesmo na presenca de impurezas
magnéticas.
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APENDICE A - A CONSTRUCAO DE UM MODELO MAXWELL
BABY SKYRME COM QSL PARA SOLITONS AUTODUAIS

A.1 O formalismo BPS

A secgéo 5.2 apresenta o modelo Maxwell Baby Skyrme, Eq. (5.21), e suas equagdes de
movimento. Este apéndice, tem por objetivo mostrar que a correta implementagéo do
formalismo BPS requer a modificagdo do modelo (5.21) pela inclusao de novos termos
a densidade lagrangiana. Os novos termos incorporam um novo campo, que chamamos
de campo escalar neutro, que interage apenas com o campo de Skyrme.

Antes da efetiva implementagao do formalismo BPS, devemos primeiramente
escrever a densidade hamiltoniana do modelo (5.21). Isso pode feito, como usual, via
formulagédo hamiltoniana de campos. Procedendo deste modo, encontramos

1 1 , A?
T = ELl-]~F,-0F,-0+E (1-x;;)B*+ 7M,-j (Di¢p x Do@p) - (Dj¢p x Do¢p)
A2 , . 1
+?[1_(k¢>¢>)ii]Q +V("'¢)+§5(1_¢"P): (A-1)
onde a positividade de # € garantida se as matrizes L;; e M;; forem definidas positivas
esex;;<1e (kpy);; <1.
Como sempre, estamos interessados em configuragdes do modelo associadas
a estados de minima energia, o quais, por sua vez, sdo configuragdes de equilibrio
independentes do tempo. Em razio disto, escrevemos a energia estacionaria do modelo
(5.21) como

2
&= %Ll’jal’Aoa]’AO - % (1-xi) B>+ gz%Mij (2-0:¢) (72-0) (Ao)®
A? . 1
+?[1—(k¢¢)ii]Q2+V(n-¢)+§5(1—¢-¢)- (A2)

Novamente, a densidade de energia (A.2) deve ser nula nas configuragoes de
vacuo, ou seja, devemos ter & — 0 quando |x| — co. Tal exigéncia nos levar a concluir
que os campos satisfazem as seguintes condi¢des de contorno no vacuo:

lim 9;A¢ =0, lim B=0, lim (72-0;¢) Ay =0,

|x|—00 |x|—00 |x|—o0 (A.3)
lim Q=0, lim V(A ¢)=0, lim ¢ = A.

|x|—o00 |x|—o00 |x|—o00

Ao impormos as condi¢des de contorno acima estabelecidas sobre

1 A
Q:Eel-ﬂp-(aicp><6j<p)+ge,»in(n-6j<p), (A4)
concluimos que a condigéo | 1|im Q =0 s6 ficara bem estabelecida se a condigéo adicio-
X|—00
nal
lim 0;¢p=0, (A.5)

|x|—o00
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for imposta. Essa nova condicao remove a ambiguidade residual ainda remanescente
sobre a condi¢éo de contorno imposta sobre o termo (7 -9;¢) Ap em (A.3), implicando
assim na seguinte condigao

lim (72-0;¢)=0. (A.6)

[x|—o00

Como consequéncia, a condigao | l|im Ay corresponde, em principio, a alguma constante
X[—00
arbitraria.
Visto que a lei de Gauss, (5.31), pode ser escrita como
L,-jajal-Ao+e,-j1<0i0jB:—j0, (A7)
podemos agora determina a carga elétrica
_ 2 - 2 0:0: D)

que sob as condi¢gdes de contorna acima estabelecidas resulta nula. Desse forma, o
modelo prové configuragdes eletricamente neutras.

A fim de implementarmos o formalismo BPS, introduzimos na densidade de energia
(A.2) as seguintes identidades

0i A0 Ag = (0; Ao F0;¥) (0jAgF0,;¥) +£20;¥0;Ag—0;¥0;¥, (A.9)
B*=(B¥X)*+23XB-3? (A.10)

(A0)® = (Ag FW)? £2W Ay — V2, (A.11)
Q*=(QF9?*+200Q-9?% (A.12)

onde X, ¥ e 9 sao quatro fungdes com dependéncias e formas ainda a serem determi-
nadas. Desta maneira, a densidade de energia é reescrita como

=& iLijai\PajA() +(1-x;))ZB+ gz/leij (ﬁal(p) (ﬁaj(P) WA + 72 [1 - (k¢¢)ii] 90Q
1 1 1 A2
+V-— 5L,-ja,-\yaj-\y— > (1-x;;)2? - Egz/leij (-0:p) (- 0;p) P* - ) 11— (kgpg),;] 0%,
(A.13)
onde

.1 1
&= ELij (0;AgF0;¥) (ajAo ?5]‘\1’) + Egz/le,-j (ﬁ-aitp) (ﬁ'@j([)) (Ao F ‘I’)z

1 A?
+§(1—1<l-l-)(BTrZ)2+?[1—(k¢¢)l.l.](Q¢19)2, (A.14)

€ a contribuicdo dos termos quadraticos.

Com o objetivo de reescrevemos o segundo termo, contido na primeira linha da
Eqg. (A.13), multiplicamos ambos os lados da lei de Gauss (5.28) pela fun¢do ¥, a qual,
apos alguma manipulagéo algébrica, prové a seguinte identidade:

+1;j0;W0; Ao = ¥g°A*M;j (- 0:¢) (72-0,; ) W Ag

igﬂtzeij (k(P(P)Oi (ﬁ'@j([)) YQFe;ijxo; (0]"1’) B+ aj (L,-j\PaiAo +€in0i‘I’B) .
(A.15)
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Apds usarmos (A.15) a densidade de energia se torna
& =8+ {[1-(kgo),;| 0+ geij (kpp)y; (-0;¢) ¥} Q
+[(1—x;1)Z—€;j%0i0;¥]| B+0;(Lij¥0; Ao +€;jkoi'VB)
1 1 1 . . A?
+V =2 Lij0 W0 ¥ -~ (1 - Kif) 22— Egz/leij (-0:) (- 0p) P> - - [1- (kgg) ;] O
(A.16)

NO&s agora necessitamos fazer uso da Eq. (5.30),

1 A
Q=eijp-(0ip x0p) + geijAi (7-0,),

para reescrevemos o segundo termo contido na primeira linha de (A.16). Neste caso, a
densidade de energia agora é escrita como:
&E=& +&pps t 0]' (Lij\PaiAo +€l’jK0i‘I’B)

£ [ —Ki) Z—eijioif; W] B+ gA* (- 0;p) {[1— (ki) ;] 9+ geij (Kipg) o (R 0b) Wheij Ay

1 1 1 . . A2
+V - ELijai\I’Oj\P - 5 (1—-x;i) 22 - EgzﬂzMij (n6,¢) (n6]<p) \1’2 - 7 [1 - (k‘l)‘l))ii] 192.
(A17)

onde

]
Esps = 5 A {[1= (ko) ;] 9+ geij (Kpp)y; (7-0,) Wheij- (9ip < 9;), (A.18)

é a contribuicdo que prové o minimo da energia no limite BPS, sendo esta, portanto,
proporcional ao grau topolégica

1
deg[o] = _8_71[]32 d’x e;jp-(0;px0jp). (A.19)

A implementacgado do formalismo estara completa se os seguintes dois passos
forem cumpridos: (1) se os termos contidos na segunda linha da Eq. (A.17) forem
reescritos como uma derivada total e (2) se toda a terceira linha, ainda na Eq. (A.17),
for tomada como sendo nula.

O passo (1) € alcangado ao lembrarmos que B =¢;;0;A; e impormos as seguintes
relacdes

(1-x) Z—¢€;jkoi0;¥ =-W (A.20)

gA? (-0, ) {[1- (Kkpgp) ;] 0+ geij (Kpg)o; (A-0;p) W} =0;W, (A.21)

onde W =W (i-¢). Desse modo, a segunda linha em (A.17) é reescrita como

iWé‘ijainiajW€iin:iaj (€iinW). (A22)
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A partir das Egs. (A.20) e (A.21) as fungbes X e 9 s&o determinadas e assumem
as seguintes formas

Rl g (W (R- @) —€ij0i0, ], (A.23)
e
7= 1—(11(,,(,,)1.1. glaza((;v.v(,,) —geij (Kgp)o; (A-0;9) ¥ |, (A.24)
onde usamos
0jW=(-0;¢) 6&‘2). (A.25)

O passo (2) prové o “potencial” V, o qual, apds usamos (A.23) e (A.24), resulta na
seguinte expressao

1 1 R R 1 1
V= EL,-]-O,-‘POJ-‘I/ + EgZAZMij (nal(p) (naj(p) \Pz + (W—eijkol'aj‘lj)z

El—Kii
A2 1 1 oW 2
o —geij(kpp)y; (A-0;p) Y| | A.26

’ 2 1_(k¢¢)ii gAZ (- o) seij (M))Ol (7:9,9) ( )

onde ¥ assume o papel de um campo adicional extra e W (- ¢) se porta como um
superpotencial, conforme ja observado na literatura.

Aqui, convém ressaltarmos que o “potencial” assim obtido estd em clara contra-
dicao com a hipdtese inicial do qual o0 mesmo possuiria dependéncia funcional com
relagdo a ii-¢p apenas, como introduzido na densidade lagrangiana (5.21). Ao invés disso,
o “potencial’ (A.26), além da dependéncia com o campo de Skyrme, também depende
do campo adicional extra ¥ (x) e também das derivadas de ambos os campos. Além
disso, a presenca de tais derivadas confere a V ndo mais o estatus de potencial, mas
de um termo de interagdo contendo o verdadeiro potencial que deve ter dependéncia
funcional apenas com os campos #-¢ € ¥, ou seja, V (it- ¢, ¥) < V (-, ¥, - 0;¢p,0;'P).
Finalmente, com sera visto adiante, a nova forma funcional de V traz consequéncias
para as solugdes das equagdes BPS enquanto solugdes legitimas do modelo (5.21).

A partir das condigdes de contorno |xl|i£noov =0e lxlliinoo(ﬁ-a,-cp) =0em (A.3) e (A.6),
respectivamente, concluimos que, nas configuragdes de vacuo, as seguintes condigdes
de contorno séo validas

. . _ ow
lim 0;¥ =0, lim W =0, lim —
|x|—o00 x| —o0 Ixl—o00 0 (7~ )

- 0. (A.27)

Agora, estamos em condi¢des de estabelecer a energia total do modelo como
sendo dada por

E:E-i-EBpsi‘[]RZ dzx aj (Ll'j\PaiAo+€in0i\PB+€iinW), (A28)



127

onde

. ¥ 1 1
E=| d’xé=| dx {EL,-J- (0:A0¥0;¥) (0;A0 70, %) + 5 8°A*M; (2 0:) (#-0;p) (Ao ¥ ¥)?
R R

A2 1 1 ow ?
2 M= (ko). |QF —ge;i (ko). (A-0:4) W
+ = (1= (ko) 1] Q+1_(k¢¢)ii(g;tza(ﬁ,¢) g€ij (kpp)o; (A-0;p) )}
1 2
+ E(l —Kij) |[B* 1—x;; (W—Gin()iaj‘I’)] }, (A29)

€ a contribuicdo dos termos quadraticos e

1 ow
Egps= | d*x & :i—f d’xe;ip-(0;px0;p) —, A.30
BPS fRZ x Epps 28 Je x ejp-(0ip ](P)a(ﬁ.(p) ( )

é a contribuicdo devido a carga topoldgica do campo de Skyrme correspondente a
energia minima do modelo no limite BPS.

O ultimo termo do lado direito da Eq. (A.28) é formado por derivadas totais as
quais, sob as condi¢des de contorno ja previamente estabelecidas, resulta nula, nao
contribuindo, portanto, para energia total do modelo, de modo que a Eq. (A.28) agora
resulta

E:E+E3p5. (A31)

O limite BPS é saturado quando E = 0, ou seja, quando os campos satisfazerem
as seguintes equacgdes autoduais (equagdes BPS)

3iAg = +0;7, (A.32)
Ao =+, (A.33)
(1-x;;)B= ?(W—é‘inOiaj\P), (A34)
1 ow R
[1- (kw)”] Q= Wa(ﬁ-(p) ~8€ij (k¢¢)0i (2-0;)¥|. (A.35)

A.2 A equivaléncia entre as equacdes BPS e as equacées de Euler-
Lagrange

Nesta sec¢éo, verificaremos se as equagdes BPS, (A.32), (A.33), (A.34) e (A.35), repro-
duzem as equagdes de segunda ordem (5.32), (5.34). NOs primeiro observamos que a
condicao ¥ = + Ay satisfaz simultaneamente as Egs. (A.32) e (A.33). Desse modo, as
equagdes BPS remanescentes, , (A.34) e (A.35) ficam reescritas como

(1-xii) B—€ijkoi0j Ao = FW, (A.36)

) 1 ow
(1= ()] Q+ gt (K )os (#-0,0) Ao = =75 (-9)

(A.37)
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Serd util reescrevemos a interacao potencial V, (A.26), em termos da condicdo ¥ = + Ay
e das Egs. (A.36) e (A.37), como segue

(W?EinOiajAo)z

1 1 . . 1
V=2 Lij0iAodj Ao+ 5 8°A"Mij (- 0i¢p) (-0 ¢p) (Ao)* + 5
—Kij

A2 1 1 oW 2
+— — Fg€ijkep)y; (-0jp) Ag| . (A.38)
2 1_(k¢¢)ii g2 a(n(p) ]( <P</>)o ( J )
Na sequéncia, a fim de recuperarmos a lei de Ampeére, aplicamos a derivada d; a
sobre a Eq. (A.36) reescrevendo-a na forma

. ow
(1-x;;)0rB —€in0iajakAo =F (nak(b) 3 (ﬁ(b) ) (A.39)
onde aqui usamos a seguinte identidade
ow
W = (- 0rp) ——. (A.40)
)5 ag)
: . ow : -
No passo seguinte, isolamos (A.37) em termos de w para em seguida substitui-la
n.

em (A.39), levando-nos a seguinte expresséo
(1-%;) 0B — €;j%0i0;0k Ao = —gA” [1= (kgy) ;] (- 0kep) Q- g°A%€ij (Kgp) ; (79 ¢b) Ao,

que &, como se poderia esperar, exatamente a lei de Ampere (5.32).

A fim de recuperarmos a equacéo de Skyrme, Eq. (5.34), multiplicamos ambos os
lados da Eq. (A.37) pela derivada covariante D, ¢ € em seguida, também em ambos os
lados, aplicamos a derivada ¢,,;D,,, obtendo assim a seguinte expressao

ow
gA e D ({[1- (kgo);;] Q + geij (kpg); (- 0;¢p) Ao} Digp) = +exi Dy (a(ﬁ.(,,)Dl"’)'
(A.41)
Aqui, notamos que o lado direito da Eq. (A.41) pode ser reescrito como
ow W ow
Di|——D = i - D DyD;¢. A.42
€kl k(a(ﬁ.(l)) 1¢) ek (- 0k) 14’6(’%.4))2 +a(ﬁ.¢)€k1 kDi1p (A.42)
Usando as identidades’
€ij(-0:¢) Djp=-Q(ax¢), (A.43)
€;jDiDjp=gB(Ax ), (A.44)
encontramos que a Eq. (A.42) pode ser reescrita na forma
ow *W ow
€ D(A—D ): -Q +gB—— ix ). A.45
k1 Dk 3(-0) 19 (7] 8 (- 9) (A x @) ( )

! A demonstragao dessas identidades é apresentada na secdo B.3 do apéndice B.
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A presenca de Q e B em (A.45) possibilita o uso das Egs. (A.36) e (A.37), de modo
que agora temos

ek’Dk( o Dl¢):¢g{l : (1 W g (ko (-0,) ()|~
o(-¢) 81— (kpg),; \gA2 0 (- ) 0 (h-9)
1 ow .
g (W Fe€ijx0i0;jAo) 6(ﬁ'¢)}(nx ®), (A.46)

onde identificamos o termo entre chaves como sendo a derivada do “potencial” na forma
dada em (A.38), ou seja,

a(ﬁ(p) 1—x;; ijR0i¢j 430 O(ﬁ(p)
A1 [ 1 0w )
+— = Fgeiilk (fi-0:0) Anl . (A.47)
2 1-(kgp);; LgA? 07 ) geij (koo)o; (7-0;4) Ay

Dessa forma, a Eq. (A.46) fica reescrita como
€D ( ow D <p) ¥g ov

KOk | 72— =+t8 (A

o(n-¢) " o (i~ )

que ao ser substituida em (A.41) retorna a seguinte expressao

(Ax¢), (A.48)

oV
o(h-¢)

NerDi ({[1- (ko) ;] Q +geij (kpg)y; (A-0,) Ao} Dih) + (Axp)=0, (A.49)

que difere de (5.34) pela auséncia do termo gA29; [gM,-j (A0)* (72-0;p) +eij (ko) (AOQ)] (7t x ).
Neste ponto, convém lembrarmos que a interagao potencial V contraria a hipdtese

inicial de dependéncia unica com a variavel funcional 7 - ¢. Desta forma, a equagao

de campo tal como apresentada em (A.49) esta incompleta e devemos considerar n&o

apenas a derivada funcional com relagéo a 7i-¢p mas também com relagéo a 7i-9;¢.

Levando isto em conta, obtemos a seguintes expressao

ov

A’ M(fi-0: ) (An)?
a(ﬁak(p) 8 lk(n l(p)( O)

_Ageir (kpp)g; Ao [ 1 0w
1_(k¢¢)ii g/l-’-a(ﬁ.(p

que apos usarmos (A.37) se torna

77 8¢ (ko) (B-0,0) o, (A50)

oV 292 A~ 2 2
3a-orp) & A* Mg (12 0ip) (Ao)* — A°geix (Kipp) o; AoQ- (A.51)
Para fins de concordancia com a equagao do campo de Skyrme, (5.34), devemos
aplicar (7 x ¢p) 0 a nova expressao tal que esta se torna

ov

LF (72-0cp)

(7 x @) = gA*0k [g Mk (- 0ip) (A0)” —€ikc (k) ; AQ] (Ax P).  (A.52)
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Substituindo (A.52) em (A.49), encontramos

0= A%eri D ({[1- (Kpg) ;] Q+ g€ (Kipg)y; (7-0;) Ao} Digp)
+ gA*0k [gMik (- 0; ) (A0)® —€ikc (k) o; A0Q] (7 x )

Y 0= |(axe), (A.53)

o(a-¢) o(h o)

que é de fato a equacgao do campo de Skyrme (5.34) modificada pela presenga do
termo de interagdo 0, [0V /0 (7t-0r )] (72 x P).

Portanto, embora o procedimento BPS tenha provido um par de equagdes au-
toduais, mostramos que estas, em particular a equagcédo do campo de Skyrme, nao
reproduzem as equacgoes de segunda ordem (5.32) e (5.34). Desta forma, o modelo
acima nao apresenta uma estrutura BPS verdadeira e necessitando ser modificado
para que tal estrutura possa ser alcangada. A maneira como tal modificagdo pode ser
realizada é sugerida pelo termo de interagéo potencial, (A.26), o qual nos mostra como
introduzir novos termos ao modelo (5.21) tornando-o capaz de gerar configuracoes
BPS. E o objetivo da préxima segao apresentar como isto pode ser feito.

A.3 A construcao do modelo Maxwell-Skyrme CPT-par generalizado

O ponto de partida para a constru¢éo do novo modelo é a densidade de energia (A.2) a
qual, apds o uso da interagao potencial (A.26), é expressa como

1 1 1
& =5 Lij0iAodj Ao+ (1 - Ki) B+ 5g%zMij (7-0;¢) (7-0,¢) (Ag)*

A? 1 1 . .
+ ? [1 - (k(/’(P)ii] Q2 + ELijai‘Ijaj‘Ij + Egz/leij (nal(/)) (n6]¢) \PZ +%, (A54)

onde definimos

22 1 1 oW 2
W —€;i%0i0;¥)" + = — geij(kgp),; (R-0;)¥| .
( ijK0i0j ) ) 1_(kcp¢)ii gﬂza(ﬁ'([)) 8 l]( ¢¢)Oz( J‘p)
(A.55)

1

1
U =~
21_Kii

como sendo a interagao potencial do novo modelo.

A fim de reescrevemos a densidade de energia em termos do tensor de intensidade
do campo eletromagnético, F,,, e da derivada covariante do campo de Skyrme, D¢,
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fazemos as seguintes identificagbes
1 1
ELijaiAoajAo = ELijFi()F]'O, (A56)

1 1
E(I_Kii)BzzZ(6ij_2Kij)FijFik’ (A57)

A2 , A?
5 (1= (k) ) @ = T (81 =2 (ko) ;| (Digp x Dib) - (D x Digp),

(A.58)
%gzﬂzMij (7-0ip) (- 0;¢) (A)* = %AZMU (Dip x Dop) - (D¢ x Do), (A.59)
%gz/le,-j (ﬁ-ai(P) (ﬁ'a]’([)) p? = %glezMij (ﬁ'Di(P) (ﬁ-Dj([)) \I’Z, (A.60)

onde utilizamos 9; Ay = Fjo, €ijB=Fjj, gAo (fl X (p) = Dy, ¢(ﬁ0,¢) =-D;¢ x (fl X ([)) e
¢ixQ=¢-(D;¢ x D). Dessa forma, identificamos a densidade de energia como sendo
a densidade hamiltoniana e escrevemos

1 1 1 1 . .
S = ELijFionO + Z (5,']' _2Kij) FijFik + EL”-O,-‘PO]-‘P + EgZAZMij (nD,(p) (n D]([)) \PZ

A? A2
+ o (61 -2 (ko) ;] (Disp x Dep) - (Db x Diep) + 5 Mij (Dip x Do) - (Db x Dogp) +%.
(A.61)
Para o caso estacionario, a densidade lagrangiana se relaciona com a densidade
hamiltoniana por £ = —#. Assim, podemos expressar a densidade lagrangiana como

1 1 1 1
L= _ELijFiOFjO — Z (6ij —21(,']') FijFik — EL,-jai\I’aj\I’ — EgzﬂzMij (ﬁDl(p) (ﬁD]([)) ‘I’z
A2 A2
=~ Mij(Di¢ x Dog)- (D x Dop) — - (61 =2(kpy),; | (Didb x D) - (Db x Dip) — 2.

(A.62)

A fim de expressarmos a densidade lagrangiana numa forma covariante, fazemos uso
das seguintes identidades

_%LijFiOFjO - i (61 —2xij) FixFjx = —iF,qu”V - %K“Vprva —LijFioFjo—KioFjoFi;
(A.63)
A? A?
—— Mij(Dipx Do) (Djp x Do)~~~ (61 =2 (kgo) ] (Dip x Dep)- (Db x Digp) =

A? A? v
=7 (Dupx Dy) - (DFp x D"p) = = (kipg)" (Dyutp x Dop) - (Dyp x D p)

—A*M;; (Dip x Dop) - (Djp x Dogp) + A* (k) ;o (Dop x Djp) - (Dip x Djp), (A.64)

—%Ll—jai‘l’ajll’ = % (1 +xq0) OM‘PO“\IJ + %K”Va'u‘l’av\y, (A65)
1 ) ) 1 ) )
—5 &AM (- Dip) (- D) W* = Zg"A% [1+ (Kgp)go ] (- Dyep) (- DFp) W

+ 280 (ko) (A D) (- D) W2 (A66)
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Com isso, a densidade lagrangiana fica agora expressa como

1 1 2
L == FwF" - EK“VF#pFVp - % (Dup x Dyp) - (D*¢p x DV ¢p)
A? 1
=5 (kpp)"” (Dup x Dpp) - (Dyp x DP ) + - (1-+ kon) 0, WO

- %K”Vau\yav\y + %gW [1+ (kgg)go) (- Dugp) (72~ D*p) P2
1 Via .
+ Eg2/12 (kpp)"" (- Dup) (- Dyvp) ¥* — % — L; jFioFjo —kioFjoFij
—A*M;;j (Dip x Do) - (Dj¢p x Do) +A* (kpg) ;o (Dogp x D) - (Dip x Djp),  (A.67)

Neste ponto, torna-se oportuno fazer uso da lei Gauss a qual escrevemos em termos
do tensor de intensidade Fy; na forma

L;j0jFio+%0;0;F;j = —_%. (A.68)
A partir desta expressao, podemos construir a seguinte identidade
—L;jFi90Ay—%0i0jAoFij = + Ao %o +0; (LijAoFio +xo0i AoFij), (A.69)
onde aqui

Ao Fo=A*Mij(Di¢ x Do) - (D x Do) + A* (kgy); (D x Dogp) - (Digp x D). (A.70)
Utilizando estas expressdes, a densidade lagrangiana do modelo modificado é entédo
escrita como

1 1 1 1
L == Fun P = EK"WFM,FVP + 5 (L4%00) 0, WO + ZxH7 9, Wo, W

A? A? v
= (Dutp x Dyp) - (DFp x D) = — (ki)™ (D x Dph) - (Dvp x DF p)
]. ]- V(A A
+ 58 A7 [1+ (ko) o] (- Dup) (- DF ) W2 + 2 °A% (Kipp)"™ (- Dyp) (- Dyp) W*

— +0; (L jAoFio +xoi Ao Fij) (A.71)

onde o termo constitui uma derivada total e ndo contribui para as equag¢des de campo.
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APENDICE B - CALCULO DE ALGUMAS IDENTIDADES

B.1 Identidades da secéao 3.1

Nesta sec¢ao apresentamos o procedimento para encontrar a identidade da Eq. (3.13).
Inicialmente definimos o “operador” D.¢ e escrevemos

Di¢p=D1¢p+iDs¢p. (B.1)
O médulo quadrado deste operador é dado por
D" = (D+¢)" (D=¢) = |D1g]” + | D29p|* 2 [(D19)" (D2¢) - (D200)" (Dr9)].  (B-2)
E conveniente reescrevermos este resultado em termos da soma de indices latinos
Do = Do + iei; (Dig)" (D;9), (B:3)

onde i,j=1,2 e €12 = —€21 = +1. A fim de calcularmos o ultimo termo em (B.3), escrever-
mos a densidade de corrente, Eq. (3.8), na forma

Ji=ie[¢(Di¢)" - " (Dig)], (B.4)

e, em seguida calculamos o seu “rotacional” (isto €, aplicamos €;;9;), resultando em
¢ji0;Ji = iee;i [(9;¢) (Dip)” +p(0;Di)" — (0;9) (Digp) - ¢™ (9;Dicp)]. (B.5)

Lembrando que D, = 4, — ieA,, podemos mostrar que D;D;¢ = 0;D;¢p—ieA;D;¢p e,
portanto, vé-se que
ajDi¢:DjDi<p+ieAjD,-<p. (BG)

Substituindo este ultimo resultado em (B.5), nés encontramos (apds alguma manipula-
¢ao algébrica)

€jiaj]i = ieeji (a]'(,b— l'eA]'(,b) (D,-(p)*—ieeji (aj(,b— ieA]-(,b)* D,-(,b+l'e€ji(,b(DjD,-(p)*—ieeji(,b*DjDicp.
(B.7)
Finalmente, apds usarmos
Dj(bZ@j(l)—ieAj([), (B.8)
reescrevemos (B.7) como
Gjiaj]i = ieej,- (Dj([)) (Di<p)* — ieej,- (Dj(/))* D;¢p+ ie€j,‘¢ (DjDi(P)* — ieej,-db*DjDi(/) (B.9)
Aproveitando-se do fato que os indices sdo mudos, podemos expressar (B.9) em uma

forma mais simples, dada por

€jiaj]i = —2ie€i]- (Dl([))* (D]([)) +ie [(,b(é‘jiDjDi([))* —(,[)ﬂ< (EjiDjDi([))] . (B1 0)
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O ultimo termo pode ser obtido se este for escrito explicitamente em termos de A; e ¢.
Procedendo assim, encontramos

€jiDjDip=¢€j; (ajai - ezAjA,-)c/)— ieBgp— ieejiAidjgb— iee,-inaj(p, (B.11)

onde foi usado B = ¢€;;0;A;. Note que os dois ultimos termos se cancelam, ja que
€j; = —€;j. Por outro lado, o fator 9;9; - eZAin é simétrico. Como ¢j; € antissimétrico,
entao

€ji (0j0; —€*AjA;)p=0. (B.12)

Desse modo, temos
EjiDjDi(/)Z—ieB(p. (B.13)

Substituindo esse resultado em (B.10) obtemos
€;i0;]i = —2iee;; (Dip)" (Do) — e*2B|p[*, (B.14)
que ainda pode ser escrito na forma
ie;; (Dip)* (D) = —iej,-aj],- —eB|¢|*. (B.15)
Retornando a Eq. (B.3), encontramos finalmente que
ID:p|° = |Djg|” + —iejiaj]i—e3|¢|2 : (B.16)
ou ainda
|D;p|° = | Do + iejiaj]i +eB|¢[*. (B.17)
B.2 Identidades da secéao 3.3

Nesta se¢cdo, mostramos como obter a identidade da Eq. (3.52). Para tanto, utilizando
um procedimento similar ao da se¢&o anterior, definimos o “operador” 2..¢ e escrevemos

Dip=D1p+iDrp. (B.18)
O mddulo quadrado deste resulta em
|@i(/)|2: |@i(/)|2ii€ij (@,([))*(@]d)) (B.19)

A fim de determinarmos o ultimo termo da Eq. (B.19), tomamos o “rotacional” (derivada
€j;0) sobre a densidade de corrente, Eq. (3.44), na forma

Fi=ilp(2i9) -9 (2:9)], (B.20)

e obtemos

€ji0;j g = i€ji [(0j9) (2ip)" — (0;0)" (2ip)] +i[p(€}i0;2ip)" — " (€i0;2:¢)]. (B.21)
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Agora, de modo similar ao que foi feito na Eq. (B.6), fazemos o uso da derivada covariante
para mostrar que

aj@i¢:@j@i(/)+i(eAj+Fﬂ§l)9,-</). (B.22)
Substituindo esse resultado em (B.21), encontramos
€ji0; i =2i€;i (2;0) (2:¢)" +i[d(€ji2;2:¢)" - ¢ (€;:2,2:4)]. (B.23)

Mais uma vez, a derivada covariante pode ser usada para que €;;2;2;¢ seja escrito
explicitamente em termos de ¢ e A;, conduzindo-nos entdo a

Eji@j@i([) =—ieB¢p— ié‘jia]’ (eikak)(P"‘eji [a]’ai + (eAj +€le<fl) (eA; +€ikak)] ¢
—i(eA;j+e€ixBSy)eji0jp—iej; (eA]- +€lefl) di¢p, (B.24)

de se usou F;j=¢;;B e B=¢;;0; Aj. AqQui, observa-se que os dois ultimos termos s&o
iguais e, portanto, se cancelam'. Ja no termo central, nota-se que a expressao entre
colchetes, 9;0; + (eA; +€le€l) (eA; +€;xBéy), € simétrica, enquanto o simbolo de Levi-
Civita, €;, € antissimétrico. E fato conhecido que o produto de um tensor antissimétrico
por um simétrico resultado nulo. Portanto, temos

€jiDjDip=—ieBP+i0; (Bf])(/) (B.25)

Substituindo essa ultima expressao na Eq. (B.23), e apds reordenarmos os termos,
obtemos

. 1
ieji (2;9) (2i¢)" = eBlo|" + 5¢;i0; 71 - 0; (BE;) o] (B.26)

O uso da identidade
0;(B¢)) ol =0, (¢;Blol)-¢;B(0;]el), (B.27)
permite reescrevemos a expressao (B.26) na forma
. * 2 2 1 2
i€;i (2,9) (2i0)" = eB|g|*+¢;B(0; 9| )+5j(§€jifi—513|¢| ) (B.28)
Por fim, ao substituimos (B.28) em (B.19), somos conduzidos a
1
2091 =20 +68(0;19[") = eBlof +0; (seinsi-¢;BloF),  (B29)

que é de fato a mesma expressao da Eq. (3.52).

! Aigualdade é notada fazendo i — j e j — i no Ultimo termo icji(eAj+e€;;BE;)0;¢. Essa é uma operagdo
permitida ja que os indices séo mudos e estamos lidando com somas.



136

B.3 Identidades da secéao 5.3

B.3.1 Identidade 1

A identidade prescrita pela Eq. (4.15) pode ser derivada a partir das seguintes identida-

des vetoriais

(axb)-(cxd)=(a-c)(b-d)—-(a-d)(b-c),
a-(bxc)=b(a-c)—c(a-b).

Para primeira identidade vetorial, (B.30), fazemos a seguinte escolha
a:C:(p e b:d:Di(PxDj(pr

que conduz imediatamente a

2

(¢ (Dip x ;)] = (¢-¢) (Digp x D;p)° = [+ (Digp x D;)]".

Para a segunda identidade vetorial, (B.31), faz-se a seguinte escolha

a=¢, b=D;p e b:D]'([),
e segue dai que

¢ x (Dip x D;p) =0.
A verificacdo é concluida ao lembramos que
1

¢*=1 e  Q=zcij[¢p:(DipxD;p)],

mostrando finalmente que

(Dip x Djp)- (Dip x Djp) = 2Q°.

B.3.2 Identidade 2

(B.30)
(B.31)

(B.32)

(B.33)

(B.34)

(B.35)

(B.36)

(B.37)

Nesta subsecao nés mostraremos como obter a identidade (A.43) apresentada na

revificacao das equacdes BPS do modelo Maxwell-Baby-Skyme CPT-par.
O ponto de partida é identidade vetorial

ax(bxc)=b(a-c)—c(a-b).
Aqui, nés fazemos a seguinte identificagao
1 .
a=§€,‘j(Di([)XDj([)), b=([), c:n><(p,

tal que a expresséo a seguinte identidade vetorial € obtida

1 1
5¢ij (Dip x D) x [p x (A x p)] = Zeijp[ (A < $) - (Dip x D;p)]| = (A x p) Q,

(B.38)

(B.39)

(B.40)
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onde .
Q:Eeij¢-(Di¢xDj¢). (B.41)
Pode ser demonstrado por meio de (B.38) que o termo entre colchetes, do lado
esquerdo na Eq. (B.40), resulta em

¢x(Axp)=n-¢(h- §). (B.42)
Por outro lado, a partir da identidade vetorial
a-(bxc)=b-(cxa)=c-(axb), (B.43)
o termo entre colchetes, do lado direito da mesma Eq. (B.40), pode ser reescrito como
(A x §)-(Dip x D) = [ x (Digp x Dy p)] - . (B.44)
Desse modo, a partir das identidades a Eq. (B.40) fica reescrita como
%Eij (Di¢px D) Xﬁ—%ew (&% (DipxD;¢)] (A p) = %e,-ﬂp{[(p x (Di¢ x Djp)] - irf—(t x ¢) Q.
(B.45)

Note-se agora que ambos os lados da Eq. (B.45) contém a expressao ¢ x
(Di¢ x D;¢), a qual, a partir da identidade (B.38), resulta nula, ou seja,

¢ (Di¢pxDj¢p)=Dip(¢-Djp)—D;¢p(p-Digp) =0. (B.46)
Com isso, expressao se reduz a
1
5€ij (Dipx Dj¢) x =~ (i x ) Q. (B.47)

Por fim, demonstra-se, mais uma vez por meio da identidade (B.38), que o termo
do lado esquerdo de (B.47) resulta em

1 . 1 . 1 . .
56,']' [(Dl'([) X Dj(p) X n] = —56‘,']' (n-aj(P) D;¢p + Eé‘ij (n-ai([)) Dip=c¢;j (n-6i¢) D¢,
(B.48)
onde fica finalmente demonstrado a identidade (A.43)

€ij(-0ip) Djp =~ (i x ) Q. (B.49)

B.3.3 Identidade 3

A fim de demonstrar a identidade (A.44) nds partimos da derivada covariante a qual
escrevemos na forma
Dup =0, +gA it x . (B.50)

Na primeira etapa, nos aplicarmos em ambos os lados da derivada covariante (B.50) o
operador €,,,D,,, obtendo assim a seguinte expressao

EmnDmDup = €mnDm (an¢)+g€man [An (ﬁxd’)] (851)
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Note-se agora que o primeiro termo do lado direito desta ultima expressao pode ser
reescrita como
€mnDm (0nP) = €mnOmOn® +€mnAm (A x 0nd), (B.52)

enquanto que o segundo termo

gEmnDm [An (X P)] = gEmnOmAn (A x ) + g€mnAn (it x 0,mp) + g2 emnAnAm [ x (7t x )],

(B.53)
onde nos temos usado
(A x Dyp) = (A x0mdp) + gAm [ x (A x P)]. (B.54)
Substituindo (B.52) e (B.53) em (B.51) e observando que
EmnOmOn =0, EmnAnAm =0, EmnOmAy, =B, (B.55)
nos encontramos o seguinte resultado
EmnDmDn = €mnAm (A% 0nP) + §EmnOmAn (A x @) + g€mnAn (A x 0me). (B.56)

Por fim, nds observamos que o primeiro e o terceiro termos no lado direito de (B.56)
resulta nula, ou seja, temos

EmnAm (A X 0,Q) + gEmnAn (A X 0m) = €nAm (A% 0,) — gEmnAm (A x0,p) =0, (B.57)
e com isso a expressao (B.56) reduz para
€EmnDmDnp = gB (At x ¢), (B.58)

que tdo somente a identidade apresentada na Eq. (A.44).



	Capa
	Folha de rosto
	Ficha Catalográfica
	Resumo
	Abstract
	Publicações
	Lista de Ilustrações
	Sumário
	1 Introdução
	2 Conceitos preliminares
	2.1 O formalismo BPS
	2.2 A quebra das simetrias de Lorentz e CPT
	2.2.1 A eletrodinâmica de Maxwell-Higgs


	3 Sólitons autoduais em um MH com uma derivada covariante não mínima com QSL e CPT
	3.1 O formalismo BPS do modelo MH abeliano
	3.1.1 O modelo e as equações de campo
	3.1.2 A densidade de energia e o formalismo BPS
	3.1.3 Equivalência entre as equações BPS e as equações de Euler-Lagrange

	3.2 O modelo Maxwell-Higgs abeliano não mínimo
	3.3 O formalismo BPS
	3.4 As soluções autoduais: vórtices BPS
	3.5 A análise das condições de contorno
	3.6 Análise numérica
	3.6.1 Soluções numéricas para n=1 e -1<=delta<=+1
	3.6.2 Soluções numéricas para delta=-0.75,0,0+0.75 e n=1,2,4,6,10,20


	4 Sólitons autoduais em um CS Baby Skyrme
	4.1 O modelo Chern-Simons Baby Skyrme restrito
	4.2 O formalismo BPS: a implementação frustrada.
	4.3 O modelo modificado
	4.4 As configurações BPS do modelo modificado
	4.5 Skyrmions autoduais rotacionalmente simétricos
	4.6 A análise dos comportamentos nas fronteiras
	4.6.1 O comportamento na origem
	4.6.2 O comportamento no vácuo
	4.6.2.1 O comportamento dos perfis para 1<sigma<2
	4.6.2.2 O comportamento dos perfis para ?=2
	4.6.2.3 O comportamento dos perfis para sigma>2


	4.7 Soluções numéricas das equações BPS
	4.7.1 As soluções do tipo compacton
	4.7.2 As soluções do tipo decaimento exponencial
	4.7.3 As soluções com decaimento do tipo lei de potência


	5 Sólitons autoduais no modelo Maxwel Baby Skyrmel com quebra da simetria de Lorentz
	5.1 O modelo Maxwell-Skyrme (1+3)-dimensional
	5.2 O modelo Maxwell Baby Skyrme com QSL
	5.3 Aspectos do modelo modificado e suas equações de campo
	5.3.1 A equivalência entre a lei de Gauss e a equação do campo neutro

	5.4 Skyrmions autoduais rotacionalmente simétricos
	5.5 A análise dos comportamentos assintóticos
	5.5.1 O comportamento na origem
	5.5.2 O comportamento nas configurações de vácuo

	5.6 Soluções numéricas das equações BPS
	5.6.1 Soluções numéricas para vários valores de g
	5.6.2 Soluções numéricas para vários valores de κ0θ e g=2.1042
	5.6.3 Análise das soluções de a∞, |ΦB| e ga∞ com relação a g e κ0θ


	6 Conclusões e perspectivas
	Referências Bibliográficas
	A A construção de um modelo Maxwell Baby Skyrme com QSL para sólitons autoduais
	A.1 O formalismo BPS
	A.2 A equivalência entre as equações BPS e as equações de Euler-Lagrange
	A.3 A construção do modelo Maxwell-Skyrme CPT-par generalizado

	B Cálculo de algumas identidades
	B.1 Identidades da seção 3.1
	B.2 Identidades da seção 3.3
	B.3 Identidades da seção 5.3
	B.3.1 Identidade 1
	B.3.2 Identidade 2
	B.3.3 Identidade 3



