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Resumo

Nesta tese, apresento trés contribuicoes originais de solicoes de Skyrmions e Vortices plana-
res por meio do formalismo BPS. Primeiramente, no contexto dos modelos de Skyrme, propo-
mos duas configuracoes originais que geram soélitons BPS: a primeira no modelo baby Skyrme-
Maxwell e a segunda no modelo baby Skyrme-Born-Infel. Em ambos os cenarios, introduzimos
uma fungao G(¢p,,), denominada de permeabilidade generalizada, junti aos termos de Maxwell e
Born-Infeld, respectivamente. Nos dois cendrios, a partir da minimizacao do funcional de ener-
gia, obtivemos expressoes gerais para a energia minima das configuracoes de campo, bem como
para as respectivas equacoes BPS, que passam a depender diretamente da estrutura das per-
meabilidades. Analisamos as solugoes dos modelos modificados e comparamos com as solucoes
usuais, com o objetivo de identificar e destacar a modificacao gerada pela introdugao das fungoes
nao-triviais G. Por fim, no contexto da eletrodinamica de Maxwell-Chern-Simons, seguindo o
mesmo procedimento dos modelos de Skyrme, propomos a extensao do modelo por meio do aco-
plamento de uma nova permeabilidade. Agora, a fungao G(x) depende de um campo escalar
adicional y, cuja dinamica é introduzida a fim de estender a simetria da densidade lagrangiana
original, além de servir como campo fonte de solugoes de vértice.

PALAVRAS-CHAVE: Defeitos topolégicos, Formalismo BPS, Skyrmions,Vértices, Teorias
de Gauge,



Abstract

In this thesis, I present three original contributions to solutions of Skyrmions and planar
vortices using the BPS formalism. First, in the context of Skyrme models, we propose two
original configurations that generate BPS solitons: the first in the baby Skyrme-Maxwell model
and the second in the baby Skyrme-Born-Infeld model. In both scenarios, we introduce a
function G(gp,,), called generalized permeability, together with the Maxwell and Born-Infeld
terms, respectively. In both scenarios, from the minimization of the energy functional, we
obtain general expressions for the minimum energy of the field configurations, as well as for
the respective BPS equations, which depend directly on the structure of the permeabilities.
We analyze the solutions of the modified models and compare them with the usual solutions,
with the aim of identifying and highlighting the modification generated by the introduction of
the non-trivial G functions. Finally, in the context of Maxwell-Chern-Simons electrodynamics,
following the same procedure as the Skyrme models, we propose the extension of the model by
means of the coupling of a new permeability. Now, the G(x) function depends on an additional
scalar field y, whose dynamics is introduced in order to extend the symmetry of the original
Lagrangian density, in addition to serving as a source field for vortex solutions.

KEY WORDS: Topological Defects, BPS Formalism, Skyrmions, Vortices, Gauge Theories,
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Capitulo 1

Introducao

A Teoria de Campos (cldssicos, quanticos e quanticos—relativisticos) descreve a maior parte
das interacoes fisicas conhecidas. Um campo é uma quantidade fisico-matematica responsavel
por transmitir as interagoes. No contexto atual, o Modelo Padrao das interagoes fundamentais
¢ baseado na ideia de que para cada tipo de interacao fundamental existe um campo associado,
e cada particula conhecida associada ao campo surgem das excitagoes desses campos. Como
exemplo, podemos citar o Eletromagnetismo. A interacao eletromagnética é transmitida pelo
foton que é a particula mediadora da interacao.

Podemos pensar num campo como uma “maquina” que ocupa uma posi¢cao no espago-tempo
e produz, neste ponto, um objeto que representa uma “amplitude”’naquele ponto [1]. Desse
modo, uma teoria de campos classicos descreve um sistema fisico dotado de infinitos graus de
liberdade, cujos os campos descrevem quantidades fisicas e sao definidos, em cada ponto, pelas
coordenadas z* do espago-tempo. A nivel cldssico, o formalismo mais usado para descrever
a Teoria Classica de Campos é a formulagao lagrangiana (ou hamiltoniana) para sistemas
continuos. A teoria é, portanto, descrita por quantidade denominada densidade lagrangiana,
que é funcao dos campos e de suas respectivas derivadas. A partir do principio da agdo minima,
obtemos as equagoes de campo (EDPs) que governam a dinamica da teoria e consequentemente
fornecem as solucoes do sistema.

No ambito das teorias de campos nao-lineares, destacamos as solucoes das equagoes de
campos denominadas de defeitos. Os defeitos sao configuracoes de energia localizada e que

estao intimamente relacionados ao fenomeno da quebra espontanea de uma simetria continua
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(local ou global) de um sistema fisico [2]. Eles possuem importantes aplicagoes em vérias dreas
da fisica, como em sistemas de Matéria Condensada [3,4], biologia [5, 6], Cosmologia [2,7] e na
Fisica de Particulas.

Ainda no contexto das teorias de campo nao-lineares destacamos as ondas solitarias que,
assim como os defeitos, sao solugoes das equacoes de campo. Em particular, as ondas solitarias
sao estruturas que apresentam densidade de energia localizada, energia finita e possuem a
caracteristica de se propagarem sem perder a sua forma [8]. Uma classe particular dessas ondas
sao os soélitons, que possuem caracteristica adicional de, apds interagir com outro séliton, nao
sofrem deformacao, recuperando a sua forma original ao fim do processo; ou seja, um séliton é
uma solucao estavel. Além disso, eles nao dissipam energia, embora possa ocorrer uma mudanca
de fase das ondas.

Tanto defeitos quanto sélitons se dividem em duas classes distintas: os topoldgicos e os
nao topoldgicos [9]. Os defeitos (e sélitons) topoldgicos sao aqueles possuem uma estrutura
topoldgica que garante a estabilidade da solucao. Por outro lado, os defeitos ( e sélitons) nao
topologicos nao apresentam uma estrutura topolégica, de modo que sua estabilidade é garantida
em relacao a outros critérios.

A topologia é uma area da matemaética que trata de classificar espagos. Um espaco é dito ser
topologico se ele satisfaz um conjunto de propriedades estabelecidas. A importancia do estudo
da topologia no contexto da teoria de campos reside na classificacao das solugoes das equagoes
de campo, e especialmente, no entendimento da sua estabilidade. Dois espacos topolégicos sao
equivalentes se é possivel deformar um no outro por meio deformacao continua. Desse modo,
existe uma relagao de equivaléncia ou uma “medida de equivaléncia” entre os espagos [10].

Entre os anos de 1960 e 1970, houve um grande esfor¢o da comunidade cientifica em es-
tudar as solugoes nao-lineares das equacoes de campos classicos, principalmente no cendrio da
fisica das interacoes fortes; pois devido a estabilidade, as solugoes de sdlitons possuiam uma
estrutura matematica adequada que as credenciaram a serem candidatas a descrever particulas
cléssicas da teoria [11]. No entanto, é importante entender que as “particulas” obtidas a partir
das equacoes de campos classicos sao diferentes das particulas elementares, que surgem das
excitagoes ondulatérias dos campos [12]. Na verdade, temos que interpretar essas particulas

como resultado das oscilagoes dos campos devido a sua natureza nao-linear.
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De modo geral, os defeitos e sélitons sao oriundos da solucao das equagoes de segunda ordem
de Euler-Lagrange. Porém, em configuracoes campo estacionarias, eles podem ser obtidos a
partir da resolu¢ao de um sistema de equagoes de primeira ordem. E. B. Bogomol'nyi [13] em
1976 e Prasad e C. M. Sommerfield [14], desenvolveram um método que permite obter sélitons
e defeitos a partir da solucao de equacgoes de primeira ordem, que ficaram conhecidas como
equagoes BPS, cuja as solucoes satisfazem as equacoes de Euler-Lagrange, sendo, portanto,
solugoes legitimas do sistema.

O método BPS (Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfield) consiste em reescrever a densidade de
energia como uma soma de quadrados perfeitos e um termo de derivada total. A partir da
integracao da densidade de energia sobre todo o espago, obtemos a energia total da configuracao.
Em seguida, com o objetivo de minimizar a energia total, impomos que os termos quadraticos
na integral sejam nulos. Desse modo, encontramos dois resultados importantes: o limite inferior
para a energia da configuracao, a energia BPS, que é proporcional ao grau topolégico N; e as
equacoes diferenciais de primeira ordem, as equacoes BPS, que saturam o limite BPS. Portanto,
as solucoes de solitons sao estaveis, no sentido que minimizam a energia e sao proporcionais a
carga topologica.

Esta tese foi desenvolvida da seguinte maneira: no capitulo 2, apresentamos as nogoes de
topologia, as defini¢oes de ondas solitarias, sélitons e defeitos (topolégicos e nao-topologicos),
e os modelos Sigma, Skyrme e baby Skyrme puro. O objetivo desse capitulo é fornecer a base
para compreensao dos capitulos seguintes.

No capitulo 3 apresentamos uma revisao detalhada sobre o estudo de sélitons no modelo
baby Skyrme calibrado [15]. Em particular, com foco em configuracoes regulares, com simetria
rotacional e independentes do tempo, implementamos a prescricao de Bogomol'nyi. A partir
do método BPS, buscamos minimizar a energia total do modelo, a partir obtemos nao sé as
equagoes de primeira ordem, mas também o limite minimo para o valor da energia propriamente
dita. De posse das equacoes BPS, obtenho as solugbes numericamente do modelo usando as
condicoes iniciais apropriadas. O objetivo principal desse capitulo é apresentar as solucoes
BPS usuais construidas para o do modelo de Skyrmion planar, destacando as principais carac-
teristicas e motivagoes das solucoes de skyrmions BPS. Estas solugoes servirao como referéncia

a ser utilizada durante o processo de introducao dos resultados originais apresentados nesta
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tese.

No capitulo 4, apresenta-se uma revisao sobre o estudo de solugoes de equacoes de campo
nao-lineares no contexto da Eletrodinamica de Born-Infeld. Aqui, motivado pelo trabalho
[16], investigamos as principais caracteristicas das solugbes de sélitons planares. Devido a
generalizagao proposta pelo modelo de Born-Infeld, é necessario implementar um formalismo
BPS estendido, capaz de fornecer a estrutura adequada para existéncia solucoes de energia
minima. De fato, as solugoes estaveis para essa configuracao de campo existem, dentro de um
intervalo definido.

No Capitulo 5, apresentamos o primeiro resultado original da nossa pesquisa. Aqui, propo-
mos a generalizagao do modelo baby Skyrme-Maxwell [15] por meio do acoplamento de uma
fungao nao-trivial junto ao setor eletromagnético. A fungao G (¢, ) representa uma permea-
bilidade magnética generalizada e caracteriza um meio magnético, donde, procedendo com a
nossa abordagem, obteremos nossas solucoes BPS. O estudo de configuracoes estendidas via
fungdes nao-triviais é amplamente investigado na literatura [17-22]. No contexto de teorias
de campos escalares, modelos desse tipo sao usados para simular constricoes geométricas em
solugbes do tipo kink [23], cujos perfis das solugdes imitam os resultados experimentais que
justificam a influéncia das constrigdes na magnetizagao de um mateiral magnético [24-26]. Em
teorias com campos de calibre, como em [27-29], onde a presenca da permeabilidade modifica
o perfil do campo magnético (em relagao as solugoes usuais) adicionando estruturas internas
as solugoes das equacoes de campo. Funcoes dielétricas sao empregadas no estudo de confi-
namento e desconfinamento de quarks e glions em teorias taquionicas; neste caso, a funcao
dielétrica G' de cor cria uma interacao forte entre os quarks e glions na matéria taquionica, o
que possibilita empregar a teoria da QCD, como feito em [30]. O objetivo desse estudo é obter
solucoes de skyrmions que saturam o limite BPS, para isso, assim como no modelo usual, é
necessario considerar uma funcao auxiliar W denominada de superpotencial. Seguindo com o
procedimento, obtemos: a energia total, reescrita em termos dos quadrados perfeitos, o termo
de derivada total, e uma equacgao diferencial de primeira ordem, a equacao do superpotencial,
da qual podemos derivar dois cendrios distintos, que geram solucoes de sélitons BPS. A par-
tir da minimizagao do funcional de energia, deriva-se a energia minima (BPS) e as equagoes

BPS, que dependem da escolha da permeabilidade G (¢,,). A partir da fixagdo da permeabi-
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lidade, obtem-se as solugoes numéricas que devem apresentar perfis distintos das solugoes do
modelo usual. As modificagoes geradas por G (p,,) sao interpretadas como uma resposta do
meio magnético & presenga do campo de calibre A,. Os resultados deste capitulo resultaram

em uma publicagoes no Physical Review D [31]

e Restricted baby Skyrme-Maxwell theory in a magnetic medium: BPS configurations and
some properties. J. Andrade, Rodolfo Casana, E. da Hora, and A.C. Santos, Phys. Rev.
D110, 056005(2024);

No capitulo 6, apresentamos a segunda contribuicao original da nossa pesquisa. A proposta
¢ introduzir a mesma permeabilidade abordada no capitulo anterior, G (¢,,), agora acoplada ao
setor eletromagnético nao-linear do modelo de Born-Infeld. Assim como procedi nos capitulos
anteriores, apliquei o formalismo BPS a fim de encontrar as solugoes de sélitons planares, agora
no modelo mais amplo. Por fim, as solugoes obtidas saturam o limite BPS, sendo, portanto,
estaveis e de energia minima. Como esperado, as novas solugdes apresentam, como outrora
visto, perfis distintos dos usuais. Finalmente, no capitulo 7 apresentamos o terceiro resultado
original desta pesquisa: a obtencao de vértices BPS na eletrodinamica de Maxwell-Higgs imersa
em um meio quiral', cujas propriedades eletromagnéticas sao descritas pelo termo de Chern—
Simons e um campo neutro escalar, cujo acoplamento com o setor eletromagnético é modulado
por uma fungao nao—trivial G (), denominada de permeabilidade magnética generalizada [32].
Em particular, com foco em configuracoes regulares e possuidoras de simetria rotacional e
independentes do tempo; procedo a implementacao da prescricao de Bogomol'nyi, buscando a
minimizacao da energia total do cenario efetivo, a partir da qual obtenho nao sé as equacoes
BPS, mas também o limite minimo para o valor da energia total propriamente dita. Resolvo as
equagoes BPS numericamente com o auxilio de condi¢oes de contorno apropriadas e, a partir
disso, ressalto as principais caracteristicas das solugoes.

Os resultados desse capitulo resultaram em uma segunda publicacao no Physical Review

D [33]

e BPS chiral vortices in Maxwell-Higgs electrodynamics. J. Andrade, Rodolfo Casana and

E. da Hora, Phys. Rev. D111, 036019(2025).

'Um meio é dito ser quiral quando os objetos que o constitui ndo podem ser sobrepostos a suas imagens

espelhadas
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No Capitulo 8, encerramos o trabalho apresentando as conclusoes dos resultados originais ob-
tidos na pesquisa, e as perspectivas de futuras investigacoes tanto nos modelos baby Skyrme:
puro, baby Skyrme-Maxwell e Bor-Infeld-Skyrme; quanto nos modelos de Maxwell e Chern-

Simons acoplados ao campo de Higgs.
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Capitulo 2

Definicoes

2.1 Nocoes de Topologia

A topologia tem origem do estudo das nogoes de limite e continuidade de fungées [34]. Ela é
um ramo da matematica e possui um papel importante na descricao de muitos sistemas fisicos,
como em Teoria de Campos, Fisica da Matéria condensada, e em Sistemas Fisicos nao-lineares.
Ao longo do seu desenvolvimento, a topologia foi dividida em quatro campos: a Topologia Geral
ou Topologia de conjunto de pontos, que generaliza o conceito de continuidade na defini¢ao
dos espacos topoldgicos; a Topologia Combinatéria, que estuda as propriedades dos espacos
topolégicos a partir do conceito de invariantes topoldgicos [35]; a Topologia Algébrica, que
investiga os conceitos de homotopia e homologia e os conecta com os espagos topoldgicos [36,37];
e a Topologia Diferencial, que estuda as propriedades de variedades diferencidveis invariantes
por difeomorfismos.

Portanto, a proposta da topologia é classificar os espacos de acordo com uma “medida”.
Cada tipo de topologia usa uma “medida” diferente para classificar o espago em estudo. Nesta
secao, trataremos de alguns conceitos fundamentais em Topologia, com énfase na relacao de
Homotopia, que possui papel importante no tratamento das solugoes de defeitos e sélitons

topoldgicos.
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2.1.1 Relacao de equivaléncia e classes de equivaléncia

Uma relacao de equivaléncia ~ é uma relacao binaria definida num conjunto e que satisfaz
as seguintes propriedades

(i) @ ~ a, reflexiva;

(ii) Se b ~ a, entao a ~ b , simetria;

(iii) Se a ~ b e b ~ ¢, entdo a ~ ¢, transitiva.

Dado um conjunto X e uma relacao de equivaléncia ~, temos que X é dividido em subcon-
juntos mutualmente disjuntos (conjuntos com intersecao vazia). Uma classe de equivaléncia é
definida como um subconjunto formado por todos os elementos de x € X, que possuem uma

relacao de equivaléncia com a. Uma classe é definida como
la] = {zx € X|x ~a}, (2.1)

ou seja, ¢ composta por todos os elementos de X tal que x ~ a.

O conjunto de todas as classes é denominado de espago quociente, representado por X/ ~.
O elemento a ou qualquer outro da classe [a] é chamado de representante da classe [a]. Como
exemplo, consideremos um grupo G e um subgrupo H, tal que H C G. Sendo g e ¢’ € G e
introduzindo a relacao de equivaléncia g ~ ¢’ se existir um h € H, tal que ¢ = gh. Denotamos
a classe de equivaléncia [g] = {gh|h € H} por gH. A classe gH é chamada de classe lateral a
esquerda (left coset) e satisfaz gH N ¢g’H = () ou gH = ¢g’H. Caso a relagao ghg™' € H para
qualquer g € G e h € H, dizemos que o subconjunto H é um subgrupo normal de GG e o espago
quociente G/H forma um grupo, chamado de grupo quociente, onde o produto [g] * [¢'] = [g¢']
define a operacao do grupo. De modo analogo, podemos definir o conceito de classe lateral a
direita (right coset). O grupo quociente também é uma classe de equivaléncia.

O conceito de classes laterais possui aplicagoes em areas da Fisica, das quais destacamos seu
papel na Cosmologia [38], em teorias de calibre superssimétricas [39], e no estudo de geometria

nao comutativa [40].

2.1.2 Espacgos topologicos

Na se¢ao anterior, definimos relagoes de equivaléncia entre elementos de um conjunto X. No

entanto, nao mencionamos qual a natureza deste conjunto. A partir deste ponto nos referiremos
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a X como sendo um espago topologico, cuja estrutura sera dada a seguir.
k

Sendo X um conjunto de elementos representados por T = Z 7T; , uma colecao de subcon-
i=1
juntos abertos de X, tal que T contém:

10eXeT;

2 O conjunto uniao de quaisquer subconjuntos (finitos ou infinitos) abertos em 7. Ou seja,

T ¢é fechado por unioes arbitrarias;

3 A interseccao de quaisquer subconjuntos finitos e abertos em T isto é, T é fechado por

intersecoes finitas.

O par (X, T) (ou somente X) é denominado espago topoldgico e T é chamada de topologia
em X [41,42]. A topologia pode ser classificada de acordo com a colegao dos conjuntos abertos
em X. A topologia é classificada de trivial quando 7 = {0, X}. Se X é um conjunto e T
corresponder a todos os subconjuntos de X, entao 7 é denominada de topologia discreta. Em

ambas as propriedades (1)-(3) sao satisfeitas.

2.1.3 Homotopia
Grupos

Um conjunto de elementos G representados por G = a, b, ¢, ... = G, * em que é definido uma
operagao bindria (%), é denominado de Grupo se seus elementos satisfazem as propriedades a

seguir.
1. Para todo a,b € G, ax B = ¢ € G (Fechamento)
2. Quaisquer elementos g1, g2 € g3 € G, g1 * (g2 * g3) = (g1 * g2) * g3 (Associatividade);

3. Existe um elemento I € G, tal que g I = I *x g = g, para todo g € G (I é o elemento
identidade);

4. Existe um elemento g7 € G, tal que g* g~ = g% g =1, paratodo g€ G (gt éo

Elemento Inverso de g).
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O nimero de elementos de G determina a ordem do grupo. Se GG possui um nimero finito de
elementos, logo ele possui ordem finita. Por outro lado, caso ele possua infinitos elementos, sua
ordem ¢ infinita. Além disso, os seus elementos podem ser parametros discretos ou continuos.

Ainda em relacao aos elementos, podemos classificar os grupos em relacao a propriedade
da comutatividade. Um grupo G é dito ser comutativo (ou Abeliano) se para todo g1, g2 € G,
tem-se g1 * go = g2 * g;. Caso essa propriedade nao for verificada, o grupo é denominado nao

comutativo (ou nao Abeliano).

Homotopia

Na subsecao anterior, vimos que uma relacao de equivaléncia divide um manifold X em um
conjunto de subconjuntos nao disjuntos, os quais definem uma classe de equivaléncia.
A Homotopia é um tipo de relacdo de equivaléncia que classifica mapas entre um ou mais

espacos topologicos. Para compreendermos seu significado, vamos analisar as figuras abaixo.

Figura 2.1: Espago topoldgico X Figura 2.2: Espaco topolégico Y

Nas figuras (2.1) e (2.2), temos dois espagos topoldgicos X e Y nos quais definimos caminhos
a, B e y. O que caracteriza a diferenca entre os espagos topoldgicos?
Na figura 2.1, o loop 8 pode ser continuamente deformado a um ponto. Contudo, o mesmo

processo nao pode ser realizado no loop «, pois existe um buraco no seu interior (X é uma
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regido nao conexa). Em contrapartida, na figura (2.2), todos os loops podem ser continuamente
deformados a um ponto, pois Y é simplesmente conexo. Portanto, os loops em Y sao ditos
homotdpicos a um ponto e formam uma classe de homotopia (classe de equivaléncia dos loops).

Na figura (2.2) existe somente uma classe de homotopia associada com o espago topoldgico
Y. Por outro lado, em X, cada classe de homotopia é identificada por um numero N € Z
denominado de windind number, que corresponde ao numero de vezes que o loop circunda o
buraco. Quando a orientacao é no sentido horario N < 0; enquanto que no sentido anti-horério
N > 0. Além disso, o grupo Z é aditivo com uma operacao de grupo definida (+) e possui um
significado geométrico: a operagao N + M corresponde a circundar o buraco N vezes e depois

M vezes.

Homotopia de caminho

Em um espago topolégico X, um caminho é uma fungao continua do tipo f(¢) : T — X no
intervalo T = [0,1] com ¢ € I. Caso f (t) satisfaca a condigao f (0) = zg_e f (1) = z1, sendo
xo e T1 os pontos inicial e final de f (), entao ela é denominada de homotopia de caminho ou
caminho em X. Se tivermos um caminho do tipo f (0) = f (1) = x¢, temos uma estrutura de
loop com ponto base x.

Em particular, para * € X e I um mapa identidade em X um caminho constante c, é
definido por I : T — X, de modo que [ (t) = x para qualquer valor de ¢ no intervalo T = [0, 1].
Este ultimo resultado implica que o mapa I compoem trivialmente um loop, pois 1 (0) = I (1) =
x, que tem como ponto base um z arbitrario.

Dois caminhos quaisquer g (t) e h (t) em X definidos por g (t),h(t) : T — X que possuam
0s mesmos pontos iniciais e finais sao ditos ser equivalentes se existe um mapa continuo H (s, ) :

T x T — X tal que

H(0,t)=g(t), H (s,0) = g(0) = h(0) = o, (2.2)
. h

9
e
H(1,t) = h(t)
na qual s é o parametro de deformacao continua. Se as condi¢oes acima sao satisfeitas, dizemos

que g (t) e h(t) sdo homotdpicas ou homotopicamente equivalentes.

Quando zy = z1 os caminhos ¢ (t) e h (t) formam loops com ponto base xg, satisfazendo as
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condigoes a seguir

H(0,t) =g (1), H (5,0) = g (0) = h(0) = x, (2:3)
. h

H(1,t) = h(t)
que possuem uma estrutura de grupo.
Portanto, o mapa continuo H (s,t) é uma relacao de equivaléncia entre os caminhos (abertos
ou fechados) definidos em espago topoldgico. Ela estabelece uma relagdo de homotopia entre

esses os caminhos e os classifica nas chamadas classes de homotopia.

2.1.4 Grupo Fundamental

Na sec¢ao anterior, definimos um caminho como um mapa f (¢) : T — X , caso f (0) = x¢_e
f(1) =z ou f(0) = f(1) = zg, no espago topolégico X. Agora, vamos analisar a estrutura
de grupo desses caminhos. Seja X um espago topolégico, os mapas g (t),h(t) : T — X com
t € T, formam um caminho tal que g (0) = A (1). O produto entre os mapas é dado por

1
29

p(t) = (g5 h) () =

g(2t), se0<t<
: (2.4)
2

h(2t—1),se 5 <t

IN

L,

que descreve o caminho ilustrado na figura (2.3).

Xo X4

9(0) 9(1=h(©) h)

Figura 2.3: Produto entre mapas

A composicao (g x h)(t) é subdividida em dois caminhos: os caminhos ¢ (t) e h(t) que
correspondem, respectivamente, aos caminhos de [z, 1] e [z1, x2] .
Definimos o elemento inverso de ¢ (t) como g~! (t) = g (1 —t) e corresponde ao caminho

partindo de z; a zg. Sendo p(t),g(t) e h(t) € K, a propriedade associativa é satisfeita, pois

[p(t) g ()] % h(t) = p(t) * [g () * h(D)]. (2.5)

O elemento identidade é especificado pelo mapa identidade I : T — X, com [ (t) =z V€ t

no intervalo T = [0, 1] e z € X, define um caminho constante. Porém, analisando as expressoes

26



a seguir

g7 =0) =g (1) = g7 (1), em £ =0, (26)
ot (t=5) =9 (3) =0 Ol emi=g .1

observamos que a existéncia de dois elementos de identidade ao longo do caminho, ou seja,

g x g ()]s = Iy, emt =0, (2.8)

g xg ()]s, = L, emt=—. (2.9)

N | —

Desse modo, o (2.8) e (2.9) violam as propriedades de grupo (2) e (3). Portanto, conclui-se que
classes de equivaléncia de caminhos abertos, tais como (2.4), ndo possuem uma estrutura de
grupo.

Em particular, caminhos do tipo f (¢) : T — X com mesmos pontos inciais e finais f (0) =
f (1) =x¢ € X, s@o denominados loops com ponto base em zy. O conjunto formado por todas
as classes de homotopia do loops [f] possui uma estrutura de grupo, ao qual chamamos de

grupo fundamental ou primeiro grupo de homotopia 71 (X, xo).

2.1.5 Classificacao das solucoes

Em teorias de campos escalares, usa-se duas técnicas para classificar as solugoes de sélitons.
A primeira é a homotopia, que relaciona: caminhos percorridos em um espago topolégico X
(homotopia de caminho); e mapas entre dois espagos topolégicos X e Y. Em ambos, interpreta-
se a homotopia como uma relacao de equivaléncia entre os caminhos e os espagos topolégicos
[43].

A segunda técnica é a teoria do grau topoldgico. O grau topolégico definido é para um
mapa (2 : X — Y, entre dois espacgos topoldgicos X e Y, que sao diferenciaveis, continuos,
conectados e de mesma dimensao. O grau topoldgico, deg 2 ,de uma configuracao de campo, é
um numero inteiro que quantifica quantas vezes um espaco pode ser “coberto por outro”. Além
disso, é um invariante topoldgico, pois nao muda por uma deformacgao continua. Na descrigao
de particulas, deg €2 responsavel por identificar o tipo e a energia da particula a ele associada.
Considerando um mapeamento do tipo Q : " — S™; se () estd na N — ésima classe de

homotopia do grupo 7, (S™). Entao, deg) = N, em que N é o winding number.
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Para configuracoes de campo com N = 0, temos um mapa homotdépico a um ponto, isto
é, os mapas associados aos campos sao deformados a um 1nico ponto, o que caracteriza uma
topologia trivial. Nesse caso, a energia associada ao séliton é nula, e eles nao sao estaveis [12].
Quando N = 1, a configuracao possui um valor de energia minima e, portanto, estavel, pois
nao pode decair em uma configuracao de topologia trivial. A densidade de energia é suave
e localizada em uma regiao do espaco; a solugcao para este cendario é denominada de séliton
topologico (ou séliton). Associado ao séliton temos os antisélitons, que possuem N = —1.
Quando os sélitons e antisélitons sao oriundos de modelos integraveis; a interagao entre o nao
alteram a forma dos sélitons (e antisélitons). Por outro lado, em modelos nao integraveis, a
interagao entre o par séliton-antiséliton pode gerar a aniquilagao dessas quantidades.

Para valores de N > 1, as solugoes sao denominadas de multisélitons. Nesses casos, dois
comportamentos sao possiveis: o primeiro consiste em decair num estado ligado de N sélitons;

ou serem decompostos em N sélitons de carga topologica N = 1.

2.2 Ondas Solitarias, Sélitons e Defeitos

2.2.1 Ondas Solitarias e Solitons

As ondas solitarias foram primeiramente observadas em 1834, pelo engenheiro civil e ar-
quiteto naval John Scott Russell (1808-1882), no canal da unido em Edimburgo, na Escécia.
Na ocasiao, Russell estudava o modelo de barco mais viavel para navegacao no canal, quando
observou um pulso que se propagava com uma velocidade constante e sem perder a sua forma
por uma longa distancia através do canal. Observando a particularidade do fenomeno, Russell
passou a reproduzi-lo a fim de analisar suas propriedades. Em 1845, os resultados das pesquisas
de Russell foram publicados na Bristsh Association for the Advancement of Science [44].

Em 1895, Diederik Johannes Korteweg (1848-1941) e Gustav de Vries (1866-1934), propu-
seram uma equagao diferencial parcial, a equacao KdV [45], que serve de modelo matematico
para descrever completamente as ondas solitarias observadas por Russell; seu estudo leva ao
entendimento das ideias por tras do conceito de séliton [46]. Apesar do resultado significativo
fornecido pela equacao KdV, as ondas solitarias foram consideradas, por muito tempo, solucoes

sem relevancia das equacoes nao-lineares.
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A justificativa para o perfil constante das ondas solitarias resulta do equilibrio estavel de
dois efeitos: a nao-linearidade e a dispersao. O primeiro tende a localizar a onda, estreitando
o pulso; enquanto o segundo tende a espalhé-la. O balango dinamico entre esses dois efeitos
garante uma estabilidade a onda solitdria [46]. Por outro lado, na auséncia de um desses efeitos,
a possibilidade de existéncias de ondas solitarias ndo é possivel [47].

Os soélitons sao uma classe particular de ondas solitarias que possuem a caracteristica adi-
cional que o distingue das demais ondas solitarias: eles viajam com velocidade constante e
preservam sua forma (exceto por uma mudanga de fase) sem perder energia mesmo apds intera-
gir com outros solitons. Essa caracteristica especifica dos sélitons estd associada ao conceito de
integrabilidade [48]. Um modelo integravel é aquele no qual podemos definir infinitas quantida-
des conservadas [49,50]. Exemplos de modelos cujas as solugoes fornecem sélitons integraveis
sao: equacao KdV, Equacao de Schrodinger nao-linear e modelo Sine-Gordon.

Em relacao a topologia, os sélitons podem ser classificados em dois tipos: os topoldgicos e
os nao—topoldgicos. Os sdlitons topoldgicos sao aqueles em que a condicao de contorno para
os campos no infinito é diferente daquela na origem. Além disso, é necessaria a existéncia
de estados de vacuo degenerados. Assim, a carga topoldgica associada a configuracao, Qiop,
¢é diferente de zero, uma vez que é escrita em termos dos valores dos campos nas fronteiras.
Exemplos de sélitons topoldgicos sao: kinks [51], vértices [52,53] e monopdlos magnéticos [54,
55]. Por outro lado, os sélitons nao-topolédgicos sao caracterizados por condigdes de fronteiras
definidas no mesmo ponto; assim, nao existe a necessidade de vdcuos nao-degenerados [56].
Esses sélitons possuem carga topoldgica 4, = 0. Como exemplo temos: os Q-balls que foram
introduzidos em [57], e em [58] foram empregadas no contexto de extensoes superssiméticas do

modelo padrao.

2.2.2 Defeitos Topolégicos

Os defeitos topoldgicos sao configuragoes estaveis de matéria que surgem devido a quebras de
simetria, espontaneas ou explicitas, em sistemas fisicos devido a fatores como transigoes de fase e
potenciais que induzem a quebra. Simetrias espontaneamente quebradas surgiram inicialmente
no contexto da matéria condensada, sendo posteriormente empregada na descricao da fisica

de particulas e na cosmologia. Assim como os sélitons, essas estruturas possuem densidade
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de energia localizada e energia total finita, além de serem classificados como topolégicos ou
nao-topolégicos.

Existem varios tipos de defeitos topoldgicos que estao relacionados com a topologia, ao tipo
de quebra de simetria, e a dimensao em que essas configuracoes surgem. Por exemplo, defeitos
chamados de kinks ocorrem em (1 + 1)-dimensoes espago-temporal em modelos descritos com
campos escalares e por uma fun¢ao nao-negativa V', denominada de potencial. Em (2 4 1)—
dimensoes espaco-temporais temos o surgimento de defeitos denominados vértices que podem
ser de dois tipos: os globais, que sao caracterizados por um campo escalar complexo e quebra
de simetria U (1) global; e locais, quando os campos escalares estdo acoplados ao campo de
calibre e existe a quebra da simetria U (1) local.

Em (3 4 1)-dimensoes espago-temporais temos os skyrmions, que surgem da quebra da
simetria SO (4) para SO (3) no espaco interno dos campos. Devido a quebra, essas solugoes
apresentam uma estrutura vacuo degenerada munida de uma topologia nao trivial [2].

Nesta tese, vamos estudar defeitos topoldgicos e sélitons topolégicos no contexto das teorias

de campos classicos, e suas respectivas solugoes classicas.

2.3 Modelos Sigma e Skyrme e baby Skyrme puro

Uma classe de teorias de campos que fornece solugoes do tipo sélitons é o modelo O (N)

nao-linear, descrito pela densidade lagrangiana

L :%@@ LM =V (), (2.10)

onde u = 0,1,2,3. Para formular o modelo, parametriza-se o campo ? = V1, Pg, P33, ..., COMO
um vetor de um espago interno. Assim, os campos escalares ?Z sao definidos como mapas de
um espago-tempo de (d — 1)-dimensoes espago-temporais para um manifold alvo de Riemann
que, neste caso, é uma esfera unitaria em (S™~1)-dimensdes. Além disso, cada eixo no espaco
interno corresponde a uma componente do campo ? Na densidade lagrangiana, (2.10) o termo
V' (¢), que chamaremos de potencial, é uma fungao positiva definida que ndo contém termos

de derivada dos campos. Em particular, considerando o modelo com trés campos, N = 3, na
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auséncia do potencial de auto-interagao, obtemos o modelo sigma O (3) definido por

c :%am’ MY, (2.11)

com ? = (¢1, P9, 3). Os modelos sigma possuem diversas aplicagdes em fisica; por exemplo,
na matéria condensada, ele descreve o limite continuo entre o modelo antiferrogmagnético de
Heisenberg e o efeito Hall Quantico [59].

Uma generalizagao do modelo sigma em (3 + 1)-dimensdes espago-temporais foi proposta
em [60], a qual as solugoes foram denominadas de Skyrmions. A teoria de Skyrme é uma
teoria efetiva de baixas energias que foi desenvolvida como uma alternativa para estudar as
propriedades fisicas de hadrons e nicleos na Cromodinamica Quantica [61]. Um Skyrmion é
uma solugdo em regime estatico de uma equacao de campo nao-linear que descreve as treés
componentes dos campos de pions [62]. Os pions fazem parte do grupo do mésons, que sao
particulas de matéria do tipo hadronica e possuem spin inteiro (bdsons). Os mésons, assim
como os barions (spin semi-inteiro) interagem predominantemente por meio forga nuclear forte
com os protons e néutrons.

A densidade lagrangiana que descreve o modelo de Skyrme é

’C:%OM? ' aua - %2 (8M? X ava)z ) (212)

onde, além do termo sigma, temos um termo de ordem quatro nas derivadas denominado
de termo de skyrme, que é necessario para garantir solucoes regulares em dimensoes espaco-
temporais maiores que 1 [12]. O modelo de Skyrme é invariante perante o grupo de de iso-
rotagdes SO (3).

O acoplamento da teoria de Skyrme com o campo eletromagnético é realizado por meio do
calibramento do grupo U (1) de SO (2). Esse modelo efetivo deve ser entendido como uma ten-
tativa de entender as propriedades eletromagnéticas dos skyrmions. A interacdo com o campo
de calibre abeliano é crucial para a descricao das propriedades dos nicleos atomicos. Como
exemplo, em [63], a teoria de Skyrme-Maxwell, apesar de apresentar uma grande dificuldade
matematica, foi empregada para prever a diferenca de massa entre protéon e néutron.

Em particular, a versao (2+ 1)-dimensoes espago-temporais do modelo de Skyrme foi inves-

tigada inicialmente em [64-67] e em [68], onde atribuiu-se o nome de baby Skyrme. O modelo
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planar serve de laboratério tedrico para analisar muitos aspectos da teoria original. A densi-
dade lagrangiana que descreve o modelo ¢é similar a do modelo original, acrescida de um termo

proporcional ao campo de Skyrme, denominado de potencial V (), e é escrita como

L=103 07 - @B xa B -7 7). (2.13)

O potencial é responsavel por: permitir a quebra espontanea da simetria e, combinado ao termo
de Skyrme, fornece uma escala para o modelo, ou seja, garante solugoes de sélitons estaveis [69].
O interesse nesse modelo reside na semelhanca com o modelo original e na aplicagao em fisica
da matéria condensada, na descrigao de sistemas Hall quanticos [70,71] e na formagao das redes

cristalinas [72, 73].

2.4 Meétodos Numéricos

As solugoes de vortices e Skyrmions apresentadas nessa tese foram obtidas através da re-
solucao de sistemas de equacgoes diferencias de primeira ordem acopladas, na qual as varidveis
destas sao os campos que definem a teoria. Em todos os capitulos, as solugoes sao obtidas nu-
mericamente com o auxilio dos Softwares: Maple 18 e Wolfram Mathematica 13.3. Os métodos
numéricos empregados para resolver o sistema de equacoes acopladas foram o Método de dife-
rengas finitas [74] e Runger-Kutta.

Do capitulo 3 ao capitulo 6, as solugoes de Skyrmions foram obtidas por meio a resolugao
numérica das EDO’s acopladas dada as condig¢oes de contorno apropriadas, via Wolfram Mathe-
matica 13.3 e usando o pacote NDSolve. Em particular, NDSolve é um método iterativo que
escolhe, de acordo com o sistema de equacoes, um método apropriado para obter as solucgoes
desse sistema. Em nosso caso, foi empregado o método numérico Runger Kutta de 4 ordem,
que funciona calculando a solucao através de um conjunto de passos, cada qual envolvendo uma
combinacao ponderada de avaliagoes da funcao derivada, isto é, avalia a derivada da funcao em
vérios pontos dentro do passo escolhido [75].

No capitulo 7, empregamos Método de Diferencas finitas. Este método consiste em apro-

ximar a derivada de uma funcao por meio de diferencas finitas, que consistem em formulas
n

discretas que exigem um conjunto finito de pares ordenados in, f(z;). A ideia central é
i=1
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substituir as derivadas das funcoes por expressoes de diferencas finitas e, desse modo, transfor-

mar a equacao diferencial em um sistema de equagoes algébricas lineares ou nao-lineares.

33



Capitulo 3

Solitons BPS no modelo restrito de

baby Skyrme-Maxwell

A teoria proposta por T. Skyrme [60] é uma modelo efetivo de baixas energias que generaliza
os modelos sigma nao-linear em (3+ 1)-dimensoes espago-temporais. Inicialmente, o modelo foi
proposto para descrever propriedades fisicas de hddrons e niicleos na Cromodinamica Quantica
(QCD) [76], e suas solugoes sao chamadas de Skyrmions. O modelo em duas dimensoes foi
introduzido em [68]. Neste capitulo, vamos estudar a versao planar acoplada ao campo de
calibre abeliano A,,.

Skyrme apresentou o primeiro defeito topolégico tridimensional surgindo em uma teoria de
campo nao linear, e propos um papel potencialmente credivel para tais solugoes na fisica de
particulas. A ideia original era explorar a natureza semelhante a particulas dos estados de
defeito (devido a estabilidade topoldgica) para fornecer uma descri¢ao do espectro observado

de excitagoes de particulas [2].

O primeiro termo corresponde a lagrangiana da teoria de Maxwell livre, o segundo termo
trata-se da versao calibrada do termo sigma O (3), e terceiro termo ¢ a versao calibrada do termo
de Skyrme e o tltimo termo corresponde ao potencial. A densidade lagrangiana (3.3) possui
quatro parametros: g que representa o acoplamento forte do campo de calibre e possui dimensao
de inverso comprimento; v uma constante adimensional; A uma constante com dimensao de

comprimento, e p que possui dimensao de inverso de comprimento.
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Na densidade lagrangiana (2.12), o termo de Skyrme (8u? X 81)?)2, ¢ necessdrio para
estabilizar as solugoes. Contudo, no modelo calibrado, a presenga do termo de Skyrme nao é
obrigatéria para que haja solucoes bem comportadas. O termo de Maxwell fornece o mesmo
comportamento de escala do termo de Skyrme; ou seja, é possivel obter boas solugoes sem
a presenca do termo de Skyrme calibrado, (Du$ X DUQ)Q. Essa possibilidade é abordada
em [77]. Por outro lado, em [78], investiga-se solugdes do modelo baby Skyrme sem a presenca

do potencial de auto-interacgao.

3.1 O modelo

O modelo baby Skyrme é uma teoria de campos nao—linear em (2 + 1)-dimensdes espago-
temporais no espaco de Minkowski e suporta solugoes de sélitons topoldogicos estaveis, conhe-
cidos como baby Skyrmions. Essa teoria é a uma versao planar da teoria de Skyrme em
(3 + 1)—dimensoes espago-temporais. A justificativa para estudar o modelo em dimensao re-
duzida é devido ao interesse de obter solugoes estaveis, o que exige a presenca de termos que
fornegam uma escala (de tamanho) para o séliton, e consequentemente estabilizem a solugao.

Com o interesse em investigar as propriedades eletromagnéticas do campo de Skyrme planar,
J. Gladiskoswki [79], propos a versao calibrada do modelo baby Skyrme, onde o acoplamento

entre o campo de Skyrme e o campo de calibre abeliano foi feito por meio da derivada covariante

Di@ =0, F+ AT X G, (3.1)

A lagrangiana do modelo baby Skyrme-Maxwell é escrita como
L=E, / d*zL, (3.2)

em que Fjy tem dimensao de energia e define a escala de energia da configuracao. Em nosso

modelo, fixaremos Fy = 1. A L é dada seguir

1 v U2 )\2 2
L=- 4—g2Fqu” - 3%3 D' — ) (D, x D,E) = p’V. (3.3)
O primeiro termo em (3.3) é a contribuigdo usual de Maxwell. O segundo termo trata-

se da versao calibrada do termo sigma O (3). O terceiro é termo de Skyrme (que garante
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solugbes estaveis no limite do acoplamento elétromagnético nulo) e o 1dltimo é o potencial de
autointeracao.
O campo ? ¢ chamado de campo de Skyrme e corresponde a um tripleto de campos escalares

Z = (1, Py, p3), que estdo restritos ao vinculo

o =2+ i+ 3 =1, (3.4)

ou seja, o espaco interno dos campos descreve uma esfera de raio unitario. O potencial V' é
uma fung¢ao real e nao nula da componente normal do campo de Skyrme, ¢, = - ? ; isto
é, V.=V (p,), na qual 7 ¢ um vetor unitdrio no espaco interno dos campos que define a
orientagao do campo do pion. Na lagrangiana (3.3), A e 1/u sdo constantes com dimensao de
comprimento, enquanto que g representa o acoplamento do campo de calibre e também possui
dimensao de inverso de comprimento. Além disso, a constante v é adimensional e multiplica o
termo sigma.

Os termos o e de Skyrme, na lagrangiana (3.3), sdo invariantes perante o grupo de rotagoes
SO (3) do espago interno dos campos. O potencial V (¢,,) é escolhido de modo a quebrar parte
desta simetria e preservar a simetria SO(2) do espago interno. Além disso, ele deve possuir
um valor de vacuo univoco, ou seja, nao degenerados de modo a garantir solugoes estaveis.
Desejamos configuragoes que levem o potencial V' (p,) — 0 quando o seu valor ¢, — 1.

Como V (¢p,,) preserva a simetria SO(2), e uma vez este grupo de simetria é isomorfo ao
subgrupo U (1), abre-se a possibilidade implementar uma simetria local por meio da introducao
de um campo de calibre abeliano, A,, com dinamica regida pelo termo de Maxwell.

Caracteristicas topoldgicas sao necessarias para classificar sélitons, bem como entender sua
estabilidade. As configuragoes de energia finita sao alcangadas quando o campo ¢,, atinge seu
estado de vdcuo, no limite espacial lim, o @ (7)) = 77. Assumiremos que o vetor 70 = (0,0,1),
de modo que o valor de vacuo do campo de ¢,, é dado por ¢; = 1. Dessa forma, um ponto no
espaco fisico de base R? pode ser compactado, o que o torna topologicamente equivalente a uma
esfera bidimensional Séesf ). Por outro lado, o espaco interno dos campos também ¢é uma esfera,

de raio unitério (3.4), que chamaremos de Sémt). Entao, as configuragoes de campo estaticos

% .
e de energia finita podem ser interpretadas como mapas ¥ : Séesf ) Sémt), na qual o caréter
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topoldgico é manifestado por

deg (7] =~ [ E7F (07 x %) = N (35)

onde N € Z representa o winding number (ou carga topoldgica) da configuragao.

3.1.1 O modelo restrito

O parametro v, que multiplica o termo sigma, generaliza a densidade lagrangiana (3.3).
Uma escolha particular do parametro significa restringir o modelo; por exemplo, para v = 1
temos o modelo baby Skyrme original estudado em [68]. Neste capitulo, vamos escolher v = 0,

que corresponde ao modelo investigado em [15]. A densidade lagrangiana é reescrita como
723 )‘2 2 2
L=—gplwt™ =7 (Du@ x D) = 12V () (3.6)

Nesse capitulo, vamos obter solucoes de Skyrmions magnéticos em um meio definido pela
fungao G (¢); desse modo, definimos o modelo em (2 + 1)-dimensdes espago-temporais, cuja
métrica ¢ diagonal e possui a assinatura 7, = (1, -1, —1) 1. Os indices gregos referem-se as
coordenadas espago-temporais, enquanto os indices latinos referem-se as coordenadas espaciais.

Na Fisica, a acao S é uma quantidade escalar que descreve como a energia cinética e energia
potencial se comportam quando o sistema fisico a qual estao associadas, evolui entre dois estados

distintos. A ac@o é um funcional definido como a integral da funcao Lagrangiana,

S :/Ldt, (3.7)

ou, em termos da densidade lagrangiana
S = / LdPzdt, (3.8)

onde L = LdPz e o indice D = {1,2,3...}.
Em nossa abordagem, a agdo S corresponde a integral da densidade lagrangiana (3.6), sobre

todo o espaco-tempo
S :/L’SM (A, 08A,, @, 0,0) d*zdt, (3.9)

em que D = 2.

! Adotaremos essa convencio se estende também aos demais capitulos da tese.
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O modelo possui dois campos: um escalar real, representado pelo campo de Skyrme ¢(r); e
um vetorial, representados pelo campo de calibre A, (r) que interage com o campo de calibre
por meio da funcao dielétrica G (y,,).

Um funcional é uma funcao real cujo o dominio é composto por outras fungoes, e que associa
um numero real a cada fungao a qual esta definido. O célculo variacional lida exatamente com
o problema de determinar os extremos desses funcionais. A funcao densidade lagrangiana é um
exemplo de funcional que depende dos campos A, e ¢, e suas derivadas. Aplicando o principio
variacional a Lgys buscamos obter solugoes para os campos que levam a um valor estacionario
para a acao (3.9), ou seja

0S8 =0, (3.10)

ou

IS (o) = g—jda =0,

implica na seguinte condicao para integral

0S|y, (3.11)

oa|,_y

em que o é um parametro de minimizacao.
O resultado da condicao (3.11) é determinado por meio de uma diferencia¢ao funcional da
integral da acao em relacao ao parametro «. Ao fim do processo, a fim de satisfazer a condigao

(3.11), somos conduzidos as seguintes equagoes:

oL oL oL oL
I g (95 ) o B (95 ), 3.12
oA, ~ (a @An) o5~ O (a (3p90)) (3.12)

As equagoes (3.12) sao as equagoes de Euler-Lagrange que determinam a dinamica do sis-
tema. Portanto, a partir da minimizagao do funcional S, obtemos as equagoes de campo da

teoria, cujas solugoes minimizam a propria acao S. Sao elas

0, F" = g*5", (3.13)
oV
N2D, M = — i 500 (7 x @). (3.14)

na qual 7V = T - JvU é a densidade de corrente elétrica conservada, com

J*=XND, G [ - (D'E x D'P)]. (3.15)
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Estamos interessados em estudar solucoes estacionarias, isto €, independentes do tempo.
Desse modo, assumindo configuragdes estéticas (campos sem dependéncia temporal), obtemos
a Lei de Gauss

9; (0°A%) = g*J°, (3.16)
onde JO = N2A° (W - 9'F) (T - 8, F)] ¢é a densidade de carga elétrica conservada. Notamos
que a Lei de Gauss (3.16) é satisfeita identicamente se impomos como solugao o gauge temporal
(estdtico) A, = (0, A"). A escolha do gauge implica em configuragdes de campo eletricamente

neutras, isto é, possuidoras de campo elétrico nulo. A lei de Ampere é escrita como

0B = ¢*J;, (3.17)

com B = —¢;;0;A; e densidade de corrente espacial

Ji=-N0, 3@ (D@ x D, @)]. (3.18)

3.2 Formalismo BPS

3.2.1 Descricao do formalismo

Em 1976, E. B. Bogomol'nyi, buscando solucionar o problema da estabilidade de solucoes de
campos cléssicos, publicou um artigo [13], em que apresentou um método eficaz para obtencao
dessas solugoes classicas. O método consiste em reescrever o funcional de energia da confi-
guracao como a soma de quadrados perfeitos e um termo de derivada total; em seguida, a fim
de obter a energia minima da configuracao, impoem-se o cancelamento dos termos quadraticos.
Do procedimento obtém-se: o limite inferior para energia da configuragao de campo, e equagoes
de primeira ordem, que fornecem as solugoes do sistema. A vantagem no método implementado

por Bogomol'nyi situa-se em:
e A energia minima é proporcional a carga topoldgica;

e A energia minima é obtida mesmo nao conhecendo as solugoes das equacoes de primeira—

ordem;
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e As equacoes de primeira-ordem satisfazem as equacoes de campo de segunda ordem,

fornecendo, portanto, solucoes legitimas do sistema.

No artigo, Bogomol’nyi empregou o método inicialmente para solugoes do tipo parede
de dominio, estendendo posteriormente para solucoes do tipo linha de vortice, monopdlos
magnéticos e dyrons.

No entanto, Bogomol'nyi nao foi o primeiro a investigar solucoes de campos classicos por
meio do método de completar quadrados. Em 1975, M. K. Prasad e Charles M. Sommerfield
publicaram um artigo [14] onde aplicam o mesmo método para obter solugbes estaveis para
monopdlos de 't Hooft—Polyakoc e do Dyron de Julia-Zee, no limite em que a razao entre
as massas dos campos vetoriais e escalares tende a zero. Por esse motivo, o método ficou
conhecido formalismo BPS, e o limite de energia minima, atingido ao minimizar a energia

total, denominou-se de “limite de Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfeld (limite BPS)”.

3.2.2 Formalismo BPS aplicado ao modelo baby Skyrme-Maxwell

Nesta secao, buscamos implementar o formalismo BPS ao modelo restrito de baby Skyrme
Maxwell (3.6), a fim de obtermos o limite inferior para a energia da configuragao, bem como as
equagoes de primeira ordem (equagoes BPS) que fornecerao as solugoes numérias do modelo.

Para tal, inicialmente escrevemos o tensor de energia momento, que é dado por

1
7:/p — _EF;WF#;) - )‘2 (-Du? X D)\?) (Dﬂ? X DP?) - nupﬁ' (319)

A componente temporal do tensor de energia momento é igual a densidade de energia do modelo,
ou seja

£ = 7-00 = —[,, (320)
a partir da qual, usando (3.6), obtemos

1 A2
= B>+ 0%+ 12 21
£ =5 +5Q + 1°V () » (3.21)

em que

Q=7 (0¢ x 0 %)+ e A (W0, F). (3.22)
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A densidade de energia deve anular-se quando r — o0; 0 que exige que as seguintes condigoes

sejam satisfeitas

lim B=0, lim @=0, e lim V=0. (3.23)

|r|—o00 |r| =00 |r|—o00

A energia total da configuracao de campo é dada pela integral da densidade de energia sobre

o espaco. De forma explicita, escrevemos

Ei = /5(7“) d’r. (3.24)
Substituindo (3.21) na integral, obtemos
Brot = / {iBQ RE I (gpn)} &r. (3.25)
29> 2
A implementacao do formalismo BPS depende da adi¢ao das fungoes auxiliares b(p,) e
Z (¢,,), que serao determinadas adiante.

Desse modo, podemos reescrever (3.25) como
1 5 A , Bb b N,
B = — (Bxb —(QEZ — == — =2
w = [{aersFQe2rs - -3

O pentiltimo termo de (3.26) pode ser reescrito como uma derivada total. Para isso, impomos
a condigao

Z(7-0@) = oW, (3.27)

onde a W =W (¢,). A funcao Z (y¢,,) assume a seguinte forma

oW
Z=""=W,. 2
dp on (3:28)

n

Desse modo, usando o resultado (3.28), podemos escrever (3.26) como
1 N’
Eiw = / {2_!]2 (B £ 6)2 + o (Q + Wson)2 + AQW%? : (@? X 55'7)
By N, 5 ) 2
7o S We, F i) 0; (AW) = W (8;A:)] + 1 V} d*r.  (3.29)

ou, distribuindo os termos nos colchetes

:F

1 A 2
B = [{on B0 Qew, ) F W, B 07 x0,7)
2 2 Bb b2 )\2 2 2 2
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Usando a defini¢ao do campo magnético B = €;;0;A; = —¢;;0;A;, escrevemos

Bt = /{QLQQ (B£b)*+ %2 (Q+W,, ) FNW,, B - (08 x,F)
+\*WB F B—f o A—2W2 + ;ﬁv} d*r F A%ij/d%aj (A,W).  (3.31)
g 22 2 ¥n
A energia deve ser um quantidade bem definida somente em termos da carga topolédgica
de um termo de derivada total dos campos. Assim, os termos extras que aparecem na energia

devem ser cancelados para garantir solugoes de energia minima. Logo, os termos da segunda

linha devem satisfazer

Bb
T2 + NWB =0, (3.32)
(§]
oo, )

Da equagao (3.32), encontramos expressao para a fungao b (ys)
b= g*\*W. (3.34)

E de (3.33), obtemos o potencial de auto-dual.

2 214

V(p,) = 2/\—M2W£n + %W? (3.35)
A equagao (3.35) pode ser considerada uma equagao do superpotencial, cuja solucao W (p,,)
depende da vizinhanga do estado de vacuo do campo de Skyrme. Estruturas anédlogas a (3.35)
sao encontradas no contexto de paredes de dominio auto-gravitantes [80-82] e em modelos de
inflacdo de campos escalares [83-85], nos quais W (¢) é determinado em termos de um potencial
V (¢) para um campo escalar real ¢. A partir desse ponto chamaremos a fungdo W (¢,,) de
superpotencial do campo de Skyrme.

O superpotencial W (¢,,) é construido de modo a satisfazer as condigoes de fronteira do

potencial V (¢,), isto é, lim, 1 V (¢,) = 0. Assim, devemos impor que as condigoes sobre

W (e,),

dm W o =0 (3.36)
—00

W, (o) =0, (3.37)
—00
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sejam satisfeitas a fim de obtermos solucgoes finitas.

A energia total do modelo restrito se reduz a
Eip = / d*re = Eg + Epps £ / d*rX\’e;;j0; (AW), (3.38)

com
2

By = /d% {% (B+ ?NW)" + % Q=W n)Z}, (3.39)

Epps = TN / &PrW, F (8¢ x 0;F). (3.40)

A tltima integral em (3.38),
:F/\2€ij /d2r8j (AZW) = 0, (341)

devido as condigbes de contorno do superpotencial (3.36 e 3.37), ou seja, nao contribui para a
energia total. Portanto,

oy = / Pre (1) = Eo + Eype. (3.42)

% /. Y
O campo de Skyrme ? define um mapeamento ® do espaco fisico R? em uma superficie
;. int . ez .
esférica Sém ) de raio unitério. Desse modo, levando em conta que o espaco interno dos campos

também ¢é uma superficie esfera de raio unitario S? ,, temos que ? é um mapa

wnt?
_>
d:R*— S2,. (3.43)
O limite inferior da energia ¢ alcancado quando os campos possuem configuracoes que levam

Ey =0, isto é,
E > Epps. (3.44)

A equagao (3.44) é a energia minima da configuracao que é alcangada quando os campos
atingem seus valores de vicuo. Em [86] é mostrado que o integrando da equacao (3.40) é
totalmente analogo ao elemento de superficie esférica dS;,; no espaco interno dos internos do

campos; desse modo, podemos escrever
Eior > Ebps = :F47T)\2N <W90n>’ (345)

com

1
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No limite BPS, a energia serd a minima possivel quando a contribuigao da integral (3.39)

for nula. Para tal é necessario que o conjunto de equacoes de primeira ordem sejam satisfeitas
B+ ¢*\*W =0, (3.47)

Q+W, =0, (3.48)

que sao as equacoes auto—duais do modelo. Vale destacar que as equagoes auto—duais satisfazem

as equagoes de Euler-Lagrange (3.13) e (3.14), ou seja, sao solugoes legitimas do sistema.

3.3 Solucoes de primeira ordem

Nesta se¢ao, vamos investigar as solugoes de solitons estacionarios do modelo (3.6) no limite
BPS. Adotando o mesmo ansatz usado em [68], buscamos estudar solugées independentes do

tempo e com simetria radial

cos (N@)sin f (r)
Z=| sino)sinf(r) |, (3.49)
cos f (r)

onde 7 e 0 sdo as coordenadas no plano, N é o winding number (3.5) do campo de Skyrme e
f (r) é uma funcao arbitraria que satisfaz as condi¢oes de contornos topoldgicas. Assumimos
que W = (0,0,1) de modo que ¢, = ¢;. Para o campo de calibre consideramos

N
Ao =0 e Al = —Eij/.fjﬂ, (350)
r

com Z; = (cosf,sinf) representa o vetor unitario do plano. A funcéo a (r), assim como f (r),
deve obedecer condicoes de fronteira.
As solugoes de Skyrme devem ser regulares, isto é, livre de divergéncias. Para tal, é preciso

que as fungoes arbitrarias f (1), a (r) e W (r) satisfagam as seguintes condigoes de contorno
fO)=m, a(0)=0, W(0)=W, (3.51)

onde Wy é uma constante que serd definida a posteriori. A fim de facilitar o desenvolvimento

numérico das solugoes, adotaremos a redefini¢ao feita em [15] para o campo de Skyrme
w3 =cos f(r)=1—2h(r), (3.52)
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onde h (r) satisfaz
h(0) = 1. (3.53)

O campo magnético B = €;;0;A; , escrito em termos do ansatz (3.50) é escrito como

po _Ndalr) (3.54)

r dr
A equagao do superpotencial (3.35) é uma equagao de primeira ordem que a principio
fornece uma familia de solugoes W,, possiveis. Contudo, queremos garantir que (3.35) possua
uma solucao tnica. Para tal, temos que assumir a existéncia de uma solucao local que satisfaca
a condi¢ao de vicuo do potencial e seja valida no intervalo 5 € [—1,1]. Dessa maneira, o
limite BPS (3.45) ¢ atingido, pois W, e (W, ) passam a ter solucoes univocas.

A energia BPS calculada explicitamente considerando ansatz é dada por
E > By = F20N W (0) = F270*N W, (3.55)

no qual Wy = 1/A* > 0. A energia BPS é uma quantidade positiva definida, desse modo, o
sinal superior corresponde a N < 0 e os sinais inferiores, N > 0.
No limite BPS, a densidade de energia (3.21) assume a forma
2 2
€= %BQ + % (C;—Ij;) , (3.56)
onde usamos (3.47) e (3.48). Percebe-se que a densidade de energia BPS possui duas contri-
buigoes
eps (1) =g (1) +ew (1), (3.57)
na qual g (r) é a contribui¢do do setor magnético e ey () é a contribuigao do setor escalar.
A equagao do superpotencial (3.35), torna-se
A 2 g°\

V(h) = Wy +

2
=32 W (3.58)

2u?

com W, = dW/dh. No limite assintético, r — 00, o estado de vdcuo da teoria é atingido; as

condigoes de contorno que garantem solugoes regulares e de energia finita sao

dh

rlﬂgoh (r) = 7uh_I}]%o - = 0, (3.59)
da
lim — = 0 3.60
A =0 (3.60)
dw
lim W(r) = lim — =0. (3.61)
r—o0 r—oo dr



As equagdes BPS (3.47) e (3.48) escritas em termos dos Ansatz (3.49) e (3.50), tornam-se

N da
— = =42\, 3.62
— g , (3.62)

4N(1+a)@_i8W

r dr — ~0h’ (3:63)

3.4 Fluxo Magnético

Nesta secao, mostraremos como o fluxo magnético associado a um séliton esfericamente
simétrico depende da escolha do superpotencial. Desse modo, uma escolha W permite obter o

valor de ®. Partindo da definicao de fluxo magnético, escrevemos
bp = /d2TB (r) = QW/TdTB (r). (3.64)
Usando a definigao (3.54), escrevemos ® como
bp = —27Nay, (3.65)

na qual usou-se as condig¢oes de contorno para o campo de calibre. O parametro a,, é uma
constante que estd de acordo com a condigao lim, ,o,a(r) = aw. A principio, ndo existe
restricoes aos valores de a.,, 0 que levaria a um fluxo magnético nao-quantizado. Contudo, é
possivel reescrever ® 5 em termos de W (h), e assim encontrar uma condi¢ao para o qual o fluxo
torna-se quantizado. Para encontrar tal condi¢ao, vamos inicialmente dividir (3.62) por (3.63),

que resulta em

1 da  4¢°N°W dh

— = —. 3.66
(1+a)dr Wy dr (366)

A seguir, definimos a func¢do F' (h) como

AW
F,=—. 3.67
£ (367
Reescrevendo (3.66), obtemos
1 da 9v2 . dh
——— =g N F,—. .
(14 a)dr g " dr (3.68)
Em seguida, integrando em ambos os lados, chegamos a expressao

InC (14 a) = g*\*F (h), (3.69)
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com
h
F(h) = / Frdl, (3.70)
0

e C' é uma constante de integragdo. Aqui, assumimos que no intervalo [0, 1] a fungdo W}, # 0,
o que implica que F (h) exista e seja finita no mesmo intervalo. Assim usando h(0) = 1 e
a(0) = 0, obtemos

oo = —1 +exp (—N\°g*F (1)) . (3.71)

Desse modo, o fluxo magnético (3.65), torna-se
®p =27N [1 —exp (—N°g*F (1))], (3.72)
em que X
F(1) = /0 %dh'. (3.73)
O resultado (3.72) mostra que o fluxo magnético depende do valor das constantes do modelo.

Fixando o parametro A\, &g passa a depender exclusivamente da constante de acoplamento g.

No limite do acoplamento fraco (¢ < 1), o fluxo magnético assume a seguinte forma
dp ~2rNN2G?F (1). (3.74)

Por outro lado, no regime de acoplamento forte (g > 1), o fluxo magnético torna-se
dp ~ 2T N A2 (3.75)

Portanto, para valores grandes de g, o fluxo magnético torna-se efetivamente quantizado.

3.5 Solucoes numéricas

A equacao do superpotencial possui uma solucao univoca e definida pela condigao inicial
W(l) = 0, W, (1) = 0 no valor de vacuo do potencial, p; = 1. Se tal condi¢ao pode ser
integrada de modo que a solugao cubra todo o intervalo —1 < 4 < 1, entao existe um limite
BPS bem definido para o modelo em questao. No entanto, para alguns potenciais (e constantes
de acoplamento), ndo podemos integrar a equagao (3.58) no intervalo definido, o que implica no
nao estabelecimento de um limite BPS. A seguir, vamos abordar dois tipos de potenciais que

evidenciam os dois cenarios possiveis; sao eles o “old baby Skyrme”e o “new baby Skyrme”.
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O potencial old baby skyrme possui a seguinte estrutura

Vo (p3) = (1 — ¢3). (3.76)

Este potencial quebra a simetria original SO(3) em SO(2), e possui um vacuo unico. Usando

a redefinicao ¢ = 1 — 2h, escrevemos
Vo (h) =2h(r). (3.77)

Para essa escolha de potencial, a solucao da equacao do superpotencial existe sobre o in-
tervalo fechado h € [0,1] (ou seja, p; € [—1,1]). Desse modo, concluimos que solugoes das
equagoes BPS (3.62) e (3.63) existem e saturam o limite BPS (3.55). De modo geral, para po-
tenciais do tipo V, = V2 = (2h)“, tanto a solugao global da equacao do superpotencial quanto
as solugoes de BPS existem para todos os valores de a.

O potencial “new baby Skyrme”é do tipo

Vo=—=(1-¢2) =h(1—h), (3.78)

A

que faz parte de uma classe de potenciais que possuem dois vacuos, ou seja, dois pontos que
levam V,, (h) — 0. Para estes potenciais, a equagao (3.58) ndo possui uma solucao global, pois a
integracao numérica é impedida devido as singularidades no intervalo h € [0, 1]. Portanto, para
potenciais como (3.78), ndo temos solugoes solitonicas, uma vez que elas ocorrem unicamente
mediante a existéncia da solugao global W.

No entanto, em modelos baby Skyrme sem a presenga do campo de calibre (com g = 0),
potenciais do tipo new baby Skyrme geram solugoes globais para o vinculo (3.58), de modo que
as solucoes de sélitons existem e consequentemente saturam o limite BPS.

Portanto, tendo em vista o cenério descrito pela equagao do superpotencial (3.35), podemos
proceder por dois caminhos para obter solugoes solitonicas que saturam o limite BPS. O primeiro
caminho ¢ fixar o potencial V' (h) e em seguida resolver a equagao (3.35) numericamente. O
segundo caminho é fixar a fun¢ao superpotencial W (h), em seguida determinar o potencial
V(h), e assim obter as solugbes do modelo.

Em nossa investigacao, buscamos mostrar que escolhas ajustadas de potenciais, as solugoes

exatas ocorrem tanto para a equacao do superpotencial quanto para as equagoes BPS. De inicio,
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vamos propor a seguinte solucao global para a equacao do superpotencial
h6
a mesma foi adotada em [15], onde o parametro 6 > 1 e u*> = 1. Tal escolha que fornece o

seguinte potencial

RO
V(h)=—=|—+ Ah7 ). 3.80
) =Gy (7 + P02 (3.0
Usando (3.79), reescrevemos as equagoes de primeira ordem (3.62) e (3.63) como
N da
=4 =0 3.81
rdr g ’ (3:81)

4N (1 +a)dh Sho—1

O parametro § define os tipos de configuragoes de sélitons do modelo. Em [87], trés escolhas
de 0 geram diferentes tipos de sélitons: para 1 < § < 2 temos sélitons chamados compactons,
cujo estado de vacuo é atingido para um valor de R finito; para § = 2 temos solugoes de
skyrmions localizados que decaem exponencialmente, e para > 2 as solucoes de skyrmions sao
deslocalizadas apresentando decaimento do tipo poténcia. Nos dois tiltimos cenarios os campos
atingem seu valor de vacuo quando r — oo.

A escolha de (3.79) é interessante pois introduz um potencial que reproduz o cendrio descrito
por V, = (2h)% nos quais existem solugdes solitonicas. Em (3.80), para valores pequenos
da constante de acoplamento g, o primeiro termo do potencial é dominante e o potencial
efetivo torna-se proporcional a V' ~ h?* (old baby Skryme). Porém, se buscamos analisar o
comportamento assintotico, ou seja, préximo do valor de vacuo, o primeiro termo do potencial
domina, mesmo que o valor da constante g seja suficientemente grande, pois proximo do vacuo
o valor de h — 0. Portanto, a escolha (3.79) gera um potencial que fornece solugoes de sélitons

topoldgicos que saturam o limite BPS.

3.5.1 Solugoes para § = 2

Em nossa investigagao, estamos interessados em analisar as solugoes de Skyrmions bem
comportados e que apresentam um decaimento do tipo Gaussiano, quando os campos se apro-

ximam dos seus valores assintdticos. Para tal, escolhemos § = 2; assim o superpotencial (3.79),
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o potencial de auto-interagao (3.80) e as equagoes de primeira ordem (3.81 e 3.82) tornam-se,

respectivamente:
h2
W (h) = ek (3.83)
i 21272
V(h)= 1 Ah?) 3.84
() = 5z (14 °XR) (350
e
Nda . ,
—— h*=20 3.85
ot : (3.85)
4N (1+4a)dh 2h
B E——. + i 0, (3.86)

onde consideramos os sinais inferiores para os quais N > 0.

Antes de construirmos as solugoes numéricas das equacoes BPS, faz-se necessario verificar
como os campos se comportam tanto na origem quanto no limite assintotico. Desse modo,
resolveremos as equagoes (3.85) e (3.86) nas regides proximas as fronteira.

Préximo a origem, as solugoes para os campos a (r) e h (1) s@o

1 72 1 (2623 —1)

~ - - 4 5
h(r)=1 INOE T 3ane X rt+0(r), (3.87)
e
192 2 192 4 5
CL(?“) ~ —§N7" + gmr + 0 (7‘ ) . (388)

A partir da solugao aproximada (3.88), escrevemos a expressao para o campo magnético

1g° g’
B(r)~g* - iﬁﬂ e (1=g*N)r*+0 (). (3.89)

Por fim, a densidade de energia perto da origem, torna-se

11 1 e
eg(r) =~ ¢*+— <g2 + —) r? + [—4]\[2)\4 (2 —¢°\?)

A ONA 2)?
1
v (1~ g2/\2)} rt+0(r°). (3.90)

Por outro lado, no limite assintotico os campos possuem o seguinte comportamento

h(r) = Coexp (=€), (3.91)

a(r) & as + A2¢% (1 + ax) CZ exp (—2617) (3.92)

50



onde C,, é uma constante arbitraria positiva e &

1
CANN (1 +as)

§ (3.93)

O parametro &, presente no argumento nas exponenciais (3.91) e (3.92), corresponde a um
coeficiente de massa que estd associado ao alcance da interagao. A presenca do termo massivo
implica em uma teoria cuja interacao é de menor alcance. Como consequéncia, o estado de
vécuo é atingido mais rapidamente, devido a presenga de £ [12].

Tendo em vista o cendrio restrito caracterizado por (3.83), podemos obter as solugoes
numéricas para os campos. As figuras (3.1) e (3.2) apresentam as solugbes para o campo
de Skyrme, h (r), para alguns valores da constante de acoplamento. Além disso, as figuras (3.3)
e (3.4) ilustram as solugdes para o campo de calibre a (r), bem como para as figuras (3.5) e
(3.6) correspondem as solugoes do campo magnético B(r). Por fim, nas figuras (3.7) e (3.8),
temos solugdes para a densidade de energia ep,s (r). Os valores da constante de acoplamento
sao dados por: g = 0.1 (linha preta sélida), g = 0.5 (linha vermelha sélida), g = 1.0 (linha
azul sélida), g = 1.5 (linha magenta sélida), g = 2.0 (linha marrom tracejada), g = 2.5 (linha
laranja tracejada) e g = 3.0 (linha cinza tracejada). Para todas as solugdes fizemos N = A\ = 1.

Notamos que, para os valores de g = 0.1,0.5,1.0, 1.5 as solucoes decaem exponencialmente
até atingir seu estado de vacuo. Por outro lado, a partir de g = 2 as solugoes se assemelham

aos sélitons compactos descritos em [87].

1'0 -l L] L] L] L] L] 1‘0 -' T T T T T T
08 08}
—— =20
0.6f 0.6F
2 o e g=25
0.4 04f —— =30
02f 02f
0.0f 0.0F .
0 1 2 3 4 5 0.0 02 0.4 0.6 08 1.0 12
r T
Figura 3.1: Solucdo do campo de Skyrme para Figura 3.2: Solugdo do campo de Skyrme para
g = 0.1,0.5,1.0,1.5, obtidas a partir de (3.85) e g = 2.0,2.5,3.0, obtidas a partir de (3.85) e (3.86)
(3.86) via as condigoes de contorno (3.51) e (3.59). e com auxilio das condigdes (3.51) e (3.59).

o1



a(r)

Figura 3.3: Solugoes numéricas para o campo de
gauge para valores de g = 0.1,0.5,1.0, 1.5 a partir
de (3.85) e (3.86) e com auxilio das condigoes de
contorno (3.51) e (3.59).

Figura 3.4: Solugoes numéricas para o campo de
gauge a(r) para valores de g = 2.0, 2.5, 3.0, obtidas
a partir das equagoes (3.85) e (3.86) com auxilio

das condigoes de contorno (3.51) e (3.59).

O comportamento das solugoes de B(r) e eps (1) se assemelham aos perfis de h (r) e a ().

Para os valores de 0.1 < g < 1.5, as solugoes decaem exponencialmente até atingir sua confi-

guracao de vacuo. Em contrapartida, para g > 2 os plots se assemelham as solugoes de sélitons

compactos.

0.0 0.5 1.0 1.5 20

Figura 3.5: Solugdes do campo magnético B(r)
para g = 0.1,0.5,1.0, 1.5, obtidas a partir de (3.85)

e considerando as condigoes (3.51) e (3.59).
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Figura 3.6: Solucdes de B(r) para valores de
g = 2.0,2.5,3.0, obtidas a partir de da equacao
(3.85) e considerando as condigoes (3.51) e (3.59).



0.0 0.5 1.0 1.5 20 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.7: Solugdes numéricas de epps (r) para Figura 3.8: Solugdes numéricas de epps (r) para
g = 0.1,0.5,1.0,1.5, obtidas a partir de (3.56) e g = 2.0,2.5,3.0, obtidas por meio da equacao
considerando as condigbes (3.51) e (3.59). (3.56) e considerando as condicoes (3.51) e (3.59).
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Capitulo 4

Solitons BPS no modelo restrito de

baby Skyrme-Born-Infeld

Uma extensao da eletrodinamica Maxwell livre foi desenvolvida por Max Born (1882-1970)
e Leopold Infeld (1898-1968) em [88]. A eletrodindmica de Born-Infeld, como ficou conhecida,
trata-se de uma teoria de campos nao-linear desenvolvida com a proposta de resolver o problema
da divergéncia da auto-energia de uma carga pontual a nivel cldssico [89]. A auto-energia
infinita causou dificuldades na formulacao de uma teoria quantica da eletrodinamica. Desse
modo, a eletrodinamica de Born-Infeld é uma tentativa de unificar a mecanica quantica e
electromagnetismo [90]; no entanto, o objetivo nao foi atingido, pois a teoria nao é a base da
eletrodindmica quantica, (QED). Apesar de ndao cumprir seu papel original a teoria Born-Infeld
foi posteriormente usada em outros contextos, como: em gravitagao e cosmologia [91], gravidade
quantica [92], extensdes supersimétricas [93], no estudo de ondas de choque caracteristicas
[94,95] e em teoria de cordas superssimétricas [96,97].

Por meio dessas implementacoes, a auto-energia outrora divergente, passa a ter um valor
finito.

Buscando investigar solugoes de sélitons em modelos generalizados, em [16], foi investigado
a ocorréncia de solugoes de solitons topoldgicos no modelo generalizado de Born-Infeld baby
Skyrme. Vale destacar que as solugoes do modelo geral reproduzem as solucoes usuais do

modelo usual baby Skyrme-Maxwell, na medida que tomamos o limite de § — oo.
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4.1 O modelo

A eletrodindmica de Maxwell livre é descrita pela densidade lagrangiana [98]

1 . 1
L=—1FuF" :—é(EQ—BZ), (4.1)

da qual obtém-se a energia
1
U=- [ (E*-B?). 4.2
5 | (525 (42)

Pela lei de Gauss, o campo elétrico gerado por um carga pontual é proporcional ao inverso do
quadrado da distancia, ou seja

Fx —, (4.3)

r2
como o raio da particula tende a zero, temos uma divergéncia no valor da energia.
A eletrodinamica de Born-Infeld impoem um limite superior ao campo elétrico e assim a

auto-energia associada ao elétron torna-se finita

4 232

onde o parametro 3, denominado de parametro de Born-Infeld, é responsavel por limitar o

1 Fp Frv
L‘:_—FWF‘“’:>£:52<1— 14+ =4 > (4.4)

campo B Os campos, no entanto, nao sao mais suaves e por isso as solugoes nao sao realmente
sélitons [12].
A densidade lagrangiana (4.4) é livre de interagoes; porém, acoplando-a a uma lagrangiana

de Skyrme, obtemos a densidade lagrangiana do modelo baby Skyrme-Born-Infeld [16]

)\2
L=5(1-R) = L (Du@ x DuP)* = vlen), (45)
na qual definimos
F, Fmw
20%g°

(SIS

onde g possui dimensao de massa e 3 possui a mesma dimensao do campo A,, isto é, [5] =m
A densidade lagrangiana (4.5) possui trés contribuigoes: a primeira corresponde ao do termo
de BI que generaliza o termo de Maxwell, o segundo é o termo de Skyrme, que é acoplado

minimamente com o campo de gauge através da derivada covariante, definida por

D, G =08, 2 +A7 xg, (4.7)
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na qual a = (¥1, 9, p3) é um tripleto de campos escalares reais, que mapeiam o espago
de Minkowski no espaco dos campos, correspondendo a um difeomorfismo entre as varidveis

diferenciaveis. Tais campos satisfazem a seguinte relacao de vinculo

WP =F - B =i+ pi+pi=1, (4.8)

ou seja, no espaco interno descrevem uma esfera de raio unitdario. Além disso, temos que
0, = - ?, onde 7 = (0,0,1) é um vetor unitério no espago interno (através do qual obtemos
©, = ¢35, 1sto é, a terceira componente do campo de Skyrmion).

Por fim, temos o potencial de auto-interacdo v(yp,), que é responsavel pela quebra es-

pontanea da simetria, e é dado por

satisfazendo a condigao 0 < V' (¢,,) < 1.
Vale destacar que o modelo descrito por (4.5) no limite em que o parametro de Born-Infeld,

f — oo, recupera o modelo original baby Skyrme-Maxwell restrito (3.6), descrita pela densidade

lagrangiana )
£ == 1z Fu™ = LD X DiBY = V() (4.10)
A partir da variacdo da agao, encontramos as equagoes de campo do modelo (4.5)
o)\ <%p) = g% J’, (4.11)
e
DI = -5 ), (4.12)

dp,
com j° = - 7p e

Jo=ND,B[Z - (D'F x D'P)]. (4.13)

A lei de Gauss para configuracoes estacionarias € escrita como segue

0 (0 ) = a7 07

Assim como nos cendarios anteriores, vamos estudar skyrmions puramente magnéticos.
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4.2 Formalismo BPS

Uma vez que a eletrodinamica de Born-Infeld generaliza a eletrodinamica de Maxwell, é
necessario propor uma estrutura BPS adequada para a configuracao. Observando o limite
B — oo, essa abordagem deve ser condizente com a estrutura BPS usual da teoria de Maxwell.
A fim de implementar o método, partiremos calculando a expressao para o tensor de energia-

momento
T _ _FWF“ P

e a densidade de energia

— N (Du$ X Dua) (D“$ X Dp?) =L, (4.14)

e=p (R—V)Jr)\;QQ, (4.15)

onde
Q=7 (07 x0,¢) +eAi (W -0,F). (4.16)
A densidade de energia (4.15) deve se anular quando r — 00; 0 que exige que as seguintes

solugoes sejam satisfeitas

lim B=0 , oqueimplica que lim R =1 (4.17)
|r|—o0 |r|—o0
lim V=1, lim Q=0. (4.18)
[r| =00 [r—o0|

Tais condigoes garantem que as solugoes possuam energia total finita e localizada.
A energia total da configuragao de campo é dada pela integral da densidade de energia sobre

o espaco. De forma explicita, escrevemos

Eiot = /s(r) d’r. (4.19)

Substituindo (4.15), escrevemos

Bt = / { B(R—-V)+ )\;QQ} d*r. (4.20)

Procederemos de maneira semelhante ao capitulo precedente no que diz respeito a imple-
mentagao do formalismo BPS. Primeiramente, adicionamos as fungoes auxiliares ¥ (¢,,) , b (¢,,)
e Z (¢,); 0 que nos permite reescrever (4.20) como uma soma de quadrados perfeitos

By = / {E(B +b)° + %2 (Q+ Z)* T 25Bb — %b? — %222
FNZE (0@ x 0;F) F e\’ ZA; (0 -0, @) + BPR-EB? — B>V} d?r. (4.21)
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O termo \?*Ze;;A; (7 - 8, F) pode ser reescrito como Z (7 - 9;F) = 8;,W, e dele definimos

a funcao Z (y¢,)

ow
Z=—=W,. 4.22
aSOn Pn ( )
Considerando o resultado (4.22), a energia pode ser reescrita como
o N 2 s AN,
Eiy = Y (B+b) +? (QiW%) F2XBb— ¥b" — 5W9"n
FNW,, B - (0F X 0,F) F e\ [0 (AW) = W (9;4))]
+B8*R—EB* — B>V} d*r. (4.23)
Distribuindo os termos nos colchetes, obtemos
)\2 )\2W2
Eor = /d% {2 (B£b)*+ 5 (Q+W, )  F25Bb— % — T“’
FANW, @ (07 x 0. @) £ NWB+ R - £B* - p*V}

:F)\2€ij /d27"0j (AlW) , (424)

onde usamos B = —¢;;0;A;.
A energia total deve ser escrita em termos da carga topolédgica e de uma derivada total; por
conta disso, contribuicoes adicionais devem ser canceladas, o que leva os seguintes resultados.

Os termos proporcionais a B (r) podem ser combinados afim de determinar a func¢ao auxiliar

b.

F2YBb+ N*WB = 0, (4.25)
leva a
MW
b= . 4.26
5 (4.26)
Os termos que sobram sao
)\2 2

—b* — T“’ —YB?*+ R - B*V =0, (4.27)

de onde obtemos a expressao geral para o potencial de auto-interagao

M2 A2 (8W>2

452 282 \ 0y, (4.28)

V(p,) = (R — Y¢*R* + EgQ) —
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onde usamos B? = °¢% (R? —1).
A equagao (4.28) corresponde a equagao do superpotencial, cuja solugao é univoca e satisfaz

as condicoes de fronteira para V' (¢,,)

‘%llm W (g,) =0, (4.29)

—o0

|;1|m W, (¢,) =0. (4.30)
—00

Por fim, determinamos a fungao auxiliar X (¢,,), que é escrita em termos da fungdo R

1

Y= 4.31
2R (4.31)

De posse desses resultados (4.26), (4.27) e (4.31), a energia total (4.24) se reduz a seguinte

expressao
Eiot = /5 (r)d®r = Ey + Epps F €;A° / d*ro; (AW), (4.32)
com
E —/d% ! (BngA2RW)2+)\—2(QiW )? (4.33)
0 2R 2 w0 ‘
e

Bans = FX° [ W, 3+ (07 x 0,7). (4.34)

Devido a condigao de vacuo W, (r — oo) = 0, a tltima integral em (4.32) nao contribui,
isto ¢é

:FEij)\2/d2T'aj (AZW) = 0. (435)

O limite inferior da energia é alcangado quando a integral (4.33) se anula e a energia torna-se
Etot Z Ebps- (436)

A equacao (4.36) corresponde a energia minima do modelo que é atingida quando os campos

assumem seus valores de vacuo, e quando as seguintes equagoes de primeira ordem
B+ ¢*X*RW =0, (4.37)
Qxw, =0. (4.38)
forem satisfeitas. As equagoes acima sao as equagoes BPS do modelo escritas a forma covariante.
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A quebra espontéanea da simetria do modelo é manifestada através do potencial (4.28), que

pode ser reescrito como

A2\ A2 oW \?
Ve =(1- 2 ) - 52 (5 ) - (4.39)

O potencial total (4.9) escrito de forma explicita é dado pela expressao abaixo

v(p,) = B [1 — ((1 - %)é — ;—;2 (%)2)] . (4.40)

4.3 Solucoes de primeira-ordem

Uma vez que ja implementamos a formulacao BPS para o modelo generalizado de Skyrme-
Born-Infeld, seguiremos para a obtencao das solucoes das equacoes de primeira ordem. Adota-

remos os mesmos Ansatz usado nos capitulo anterior

cos (N@)sin f (r)
Z = sin(NO)sinf(r) |. (4.41)
cos f (r)
Ao =0 e Az = —Gij/x\jNaT(r), (442)

onde o vetor unitdrio 7 = (0,0,1), de modo que ¢, = ¢5. Como consequéncia, ocorre a
quebra espontanea da simetria SO(3) inerente ao modelo ampliado definido pela lagrangiana
(4.5). As fungoes a (r) e f (r), bem como superpotencial W (1), devem satisfazer as condigoes

de contorno a seguir

fO)=m, a(0)=0, W(0)=W,, (4.43)
com Wy uma constante. Adotando a redefinigao feita em [15], reescrevemos o campo @5 como
w3 =cosf(r)=1—-2h(r), (4.44)

onde a funcao radial h (r) satisfaz
h(0) = 1. (4.45)

O campo magnético pode ser reescrito em termos dos Ansatz assumindo a seguinte forma

_Nda(r)

r dr

B(r)= (4.46)
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A energia minima da configuragao assume a seguinte forma quando escrita em termos dos

campos projetados

Egps = F2r N> NW,,. (4.47)

Por outro lado, no limite BPS a densidade de energia é

o\ATI2\ T2 )2 2
PN\ T2 A2 oW
EBpS — 92)\4W2 (1 — 52 > + Z (% . (448)

ou seja, possui duas contribuicoes

epps (1) = 5ps (1) + €gps (7). (4.49)

O potencial (4.39), torna-se.

NN E N oW
Vi = (1- 2 ) - o (Gr) (450

em que usamos ¢, = 1 — 2h.
No limite que a coordenada radial tende ao seu valor assintotico, os campos da teoria atingem
seus estados de vacuo. Nesses pontos os valores dos campos devem ser tais que garantam

solucoes finitas. Desse modo, as condigoes de fronteira a seguir devem ser cumpridas

dh

lim A(r) = lm — =0, (4.51)
r—00 r—so0 dr

da

lim — = 0 4.52

i T = 0, (4.52)
aw

lim W(r) = lim — =0. (4.53)
r—>00 T—>00 T

A exemplo da energia, podemos escrever as equagoes (4.37) e (4.38) em termos dos Ansatz,

de modo que assumem a seguinte estrutura

244772\ 3
ﬁ@:ig%ﬁw (1_%) 7
r dr

(4.54)

AN (Lt+a)dh _  OW

= (4.55)

61



4.4 Fluxo Magnético

Nesta secao, vamos obter o fluxo magnético associado a configuracao de campo. Partiremos

da definicao de fluxo magnético

Py = / d’rB (r) =27 / rdrB (r). (4.56)

Usando a definigao de B(r) (4.46) e as condigdes de contorno para o campo de calibre (4.43) e
(4.52), escrevemos

Op = 27 Nay. (4.57)

Seguindo o mesmo procedimento adotado no capitulo anterior, a partir das equacoes BPS

(4.54) e (4.55), obtemos uma expressao para a constante a,, dada por
oo = —1+exp (=N?g*F (1)). (4.58)

Desse modo, o fluxo magnético (4.56), torna-se

5 = 27N [1 —exp (—N?¢*F (1))]. (4.59)
em que B
F(h) = /0 %(hh) (1 - g“g/—z(h)> dn’. (4.60)

O resultado (4.59) é uma expressao geral para o fluxo magnético, que depende tanto de W (h)
quanto das constantes da teoria. A seguir, apds impormos uma escolha para o superpotencial,
encontraremos uma expressao particular para o fluxo que permitird dizer em que regimes ele é

ou nao quantizado.

4.5 Solucoes BPS

Como mencionado no terceiro capitulo, podemos seguir por dois caminhos para obtermos
as solugoes BPS. Seguindo a mesma escolha do capitulo precedente, fixamos um superpotencial
W (h) do tipo
(4.61)
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Para essa escolha da fungao W (h), o potencial (4.50) e as equagoes de primeira BPS, tornam-se

g2h 3 B2
V(h) = (1— 7 ) BETaY (4.62)
N da g2ht\ "7
—o =g (1 — P ) , (4.63)
AN (1+a)dh  2h

Aqui, adotamos os sinais inferiores nas equagoes (4.54) e (4.55), para os quais N > 0. Assim,
estudaremos solugoes com energias positivas.

A partir de (4.61), podemos escrever a fun¢ao F(1) (4.60), como segue

N

1 e -
F(1) = / 20 (1 - —Qh"*) dn’, (4.65)
0 g
cuja solucao é

F(l) = %arcsin (%) . (4.66)

E o fluxo magnético torna-se

Op = 27N {1 —exp (—)\QBg arcsin <%>)} . (4.67)

O fluxo depende, além das constantes A e g, também do parametro 5. A fim de verificar
para quais valores o fluxo é quantizado, vamos fixar A e e variar g.

No acoplamento fraco (g < 1), o fluxo magnético torna-se
dp ~ 2NN g2, (4.68)

ou seja, nao quantizado.

No capitulo 3, no regime de acoplamento forte, o valor da constante g varia dentro do
intervalo [0, 00]. Contudo, no modelo atual, existe uma restrigdo para valores de g, uma vez
que, como veremos na se¢ao seguinte, as solugoes estaveis ocorrem para g < (. Portanto, o

fluxo torna-se limitado pelas restrigoes entre 3 e g.

bp ~ 21N [1 — exp <—%62)\27r)} : (4.69)

Conclui-se que o fluxo nao é quantizado para g suficientemente grande devido a restricao im-

posta por f3.
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Vale destacar que no limite em que  — 0o, o fluxo (4.67) torna-se exatamente (3.72)
®p =21N [1 —exp (=N’¢°F (1))], (4.70)

que é fluxo magnético do modelo baby Skyrme-Maxwell (capitulo 3), como esperado.

4.6 Solucoes Numéricas

O superpotencial (4.61) permite-nos escrever um potencial generalizado (4.62) que gera
solucoes BPS. Agora, vamos obter expressoes para os campos da teoria nas fronteiras. Préximo

a origem, os campos possuem a seguinte forma

1, A (—22N+ASY)

hr)~1- et 22NN ™+ 0 (r°), (4.71)

com o
Ay = (1 _ W3§22A4) By (4.72)
a(r) =~ —é‘}\’f r? 4 Eﬁf’; 4+ 0 (r9), (4.73)

com s
A3 = (1 - W°26922A4) By (4.74)

Analisando o comportamento dos campos para regides proximas da origem, evidencia-se a

existéncia de singularidades relacionadas ao parametro de Born-Infeld, como é visto em Ay

2\41172 -1/2
A0:<1—9A62W0) . (4.75)

Desse modo, para que haja solugoes bem-definidas, o parametro 3 deve satisfazer a seguinte

condicao

B> B, = g\*W,. (4.76)

Assim, esperamos que as solu¢oes bem-comportados devem existir somente no intervalo

B. < B < 0. (4.77)

64



Para regioes préoximas do limite assintético, ou seja, quando a coordenada radial » — oo,

os campos sao dados pelas expressoes a seguir

h(r) = CP exp (=¢&r?) (4.78)

2
a(r) = as + N?g%exp (—257‘2) (C’g))2 (1+ax) |1+ %52 exp (—457“2) (C’g))4 . (4.79)
onde consideramos até primeira contribuigao do parametro de 8. Além disso, temos que C2% é

uma, constante positiva e ay, ¢ o valor de vacuo do campo de calibre, e £ é dada por

1

It ay)

(4.80)

A seguir, apresentamos as solugoes numéricas para os campos h (r), a(r), B (r) e ey (1),
para um valor fixo da constante de acoplamento, g = 1, e valores do parametro de Born-Infeld:
f = 1.01 (linha preta sélida), 5 = 1.1 (linha vermelha sélida) e § = 1.5 (linha azul sélida); e
N=X=1.

As figuras (4.1) e (4.2) apresentam as solugoes para o campo de Skyrme h (r) e o campo
de calibre a (r). De modo geral, os perfis possuem comportamento semelhante aos do modelo

baby Skyrme-Maxwell, apresentando um decaimento do tipo gaussiano.

10}~ 0.0+
— =101
08F ol — =110
— 5150
0.6F
£ £ o4
04F
02F -0.6F
0.0F
I ' L L L I 1 —(0.8 bt 1 1 1
0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0 0 1 2 3
Figura 4.1: Solugbes de h(r) para 8 = Figura 4.2: Solugbes de a(r) para § =
1.01,1.1,1.5, obtidas a partir de (4.63) e 1.01,1.1,1.5, obtidas a partir de (4.63) e
(4.64) e as condigoes de fronteira (4.43), (4.64) e das condigdes de contorno (4.43),
(4.45) e (4.51). (4.45) e (4.51).

65



Os perfis do campo magnético B (r) e da densidade de energia e, () sdo mostrados nas
figuras (4.3) e (4.4). Os perfis apresentam o mesmo comportamento do modelo BPS baby
Skyrme, mais precisamente, para valores de 0 < g < 2. Aqui, para valores de  mais proximos
do valor critico 3., tanto B(r) quanto ey, () apresentam, na origem, valores maiores em relacao

ao modelo usual, que representam maximos globais desses campos.

B@)

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 4.3: Solugao numérica de B(r) para Figura 4.4: Solucao numérica para ey (1)
valores de 5 = 1.01,1.1, 1.5, obtidas a par- para valores de § = 1.01, 1.1, 1.5, obtidas a
tir da equagao (4.54) e considerando as partir da equagao (4.48) e considerando as
condigoes (4.45) e (4.51). condigoes (4.45) e (4.51).
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Capitulo 5

Solitons BPS no modelo baby
Skyrme-Maxwell restrito na presenca

de permeabilidade magnética

No capitulo anterior, estudamos o modelo baby Skyrme em (2 + 1)-dimensoes espago-
temporais na presenca de um campo de calibre, donde obtivemos solugoes solitonicas denomina-
das de baby Skyrmions. No capitulo presente, propomos uma generalizacao do modelo descrito
por (3.6), onde acoplamos ao termo de Maxwell uma func¢ao nao-trivial G (¢,,), que representa
uma permeabilidade magnética. Desse modo, vamos estudar como as solucoes de solitons usuais

sao modificadas quando estamos em um meio magnético caracterizado por G (¢,,).

5.1 O modelo

O modelo baby Skyrme-Maxwell na presenga da permeabilidade generalizada G (¢,,) é de-

finido pela densidade lagrangiana a seguir

G (¢n o A
L=- 4(92 )F/wFu vy (D¢ x D,E)" = i’V (5.1)

com

D, G =0, F+A,7 xg, (5.2)
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1
deg [¢] = i /dQ?? (P x ) =N. (5.3)
A partir do principio variacional encontramos as equagoes de campo

d, (GFW) = g*J", (5.4)

oG
57 (7 x¢), (5.5)

PDADF R (DF x D) =~y - e

na qual j* = 7 - J* é a densidade de corrente eletrlca conservada, com

n

J*=XND, ¢ [¢ - (D" x D'F)]. (5.6)
A lei de Gauss estacionaria é dada por
9; (0'GA") = ¢*J°, (5.7)

onde JO = N2A°[(7 - 9" F) (7 - 8;F)] é a densidade de carga elétrica. Notamos que a Lei de
Gauss (5.7) é satisfeita identicamente se impormos a condigao A° = 0 como possivel solugao.
Assim, a implementacao do gauge implica em configuracoes de campo puramente magnéticas.

A componente espacial de (5.4) fornece a Lei de Ampere
com B = —¢;;0;A; e densidade de corrente espacial

Ji==Ng* (-0, 7) @ [(D:i¢ x D). (5.9)

5.2 Formalismo BPS no modelo modificado

Nesta secao, a partir da implementagao do formalismo BPS, buscamos encontrar as equagoes
de primeira ordem generalizadas do modelo (5.1), das quais obteremos as solugdes numéricas

do modelo. Para tal, escrevemos o tensor de energia-momento

G
Too = =5 Fw "y =X (D@ x D, 3) (D"F x D, @) =, L. (5.10)

A componente temporal é identificada como a densidade de energia da configuragao, isto é,
G
e=Too = —EFO,,FOP — V3D, @ x Dy @)(D'E x Dy @) — noo L. (5.11)
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Para configuragoes de campos estaticos, a densidade de energia pode ser escrita como

g—EBMA—QQM 2V (¢,) (5.12)
_292 2 K Pn) > .

com

Q=77 (8¢ x0;9) +eyAi (- 0F). (5.13)
E necessério que a densidade de energia se anule quando a coordenada radial r — 0o, o que
exige que as seguintes condigoes sejam cumpridas

lim VGB=0, lim Q=0, e lim V =0. (5.14)

|r|—o00 |r|—o0 |r|—o00

A energia total da configuracao de campo é dada pela integral da densidade de energia sobre

o espaco. De forma explicita, escrevemos

Eior = / e (r)d*r. (5.15)

Substituindo (5.12), escrevemos

G

)\2
_ 2 2 2 2
Etot = / {2_‘923 + ?Q + 1% Vv ((,On)} dor. (516)

Para implementarmos de maneira correta o formalismo BPS, temos que adicionar a Ej

as funcoes auxiliares b(y,) e Z (p,), que serao determinadas a posteriori. Em vista disso,

reescrevemos (5.16) como segue

B G 5 A , GBb GV N _,
Ei = /{2_92(Bib) —I—?(QiZ) + 7 _W_?Z

O peniltimo termo da segunda linha de (5.17) pode ser reescrito como uma derivada total.
Para isso, impoem-se a condigao

Z(7-0@) = oW, (5.18)
onde a W =W (p,). A fungao Z (p,) assume a seguinte forma

ow
Z (¢n) = P W, (5.19)
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Desse modo, usando o resultado (5.19), podemos escrever (5.17) como

G A2
Eipt = / {2—92 (B£b)*+ 5 Q=+ Wson>2 FANW, B (0,7 x 0; )
GBb GH \?
o ?an F e\ [0; (AW) — W (9, A:)] + Mv} d*r.  (5.20)

Distribuindo os termos dos colchetes, obtemos

G A2 2
B = [{m B+ 5 QEW, ) 500,707 x 0,7)
GBb Gh? N
2 2 2 2 2
onde usamos a definicao do campo magnético B = —¢;;0;A;.

A energia total deve ser definida em termos da carga topoldgica e de um termo de derivada
total; logo, contribuigbes adicionais em (5.21) devem ser desprezadas. Portanto, os termos da

segunda linha devem satisfazer

B
G 2b + \NWB =0, (5.22)
g
(S
G N\

Da equagao (5.22), encontramos a expressao para a fungao b (g,,)

PNW

b= 5.24
- (5.24)
E de (5.23), obtemos o potencial de auto-interagao.
)\2 2)\4
Vi) =—W? + L2 2 (5.25)

- 2_M2 on U 2G 0
A equagao (5.25) é a versao generalizada da equagao do superpotencial (3.35), que a principio
possui uma familia de solu¢ées W (¢) denominadas de superpotenciais. No entanto, é mostrado

em [15] que (5.25) possui uma solugao univoca que satisfaz as condigoes de fronteira do potencial

V (¢,,). Portanto, W (¢) deve satisfazer as condigoes

W) =0 (5.26)

" |—00

dm W, () =0 (5.27)
—00
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que garantem a condigao de vacuo do potencial lim, _;V (¢,) = 0, e consequentemente
solucoes finitas.

A energia total é

E = / d*re = Ey + Epps F e / d*rd; (AW), (5.28)
onde
1 22
EO:/dQT{% (GBig2A2W)2+?(QiWn)2}, (5.29)
€

Epps = TN / PrW, F (8¢ x 0;F). (5.30)
A tltima integral em (5.28) nao contribui para a energia, ou seja,
T\ %€ / d*ro; (A,W) = 0. (5.31)
O limite inferior da energia é atingindo quando a integral Ej anula-se, isto é,
Etot = Eips. (5.32)

A equacao (5.32) corresponde a energia minima do modelo, que é alcangada quando os

campos atingem seus valores de vacuo. Desse modo, podemos escrever
Etot > Ebps = :F47T>\2N <W¢>n>7 (533)

com

1

No limite BPS a energia total serd a minima se o conjunto de equagoes for satisfeito
GB £ ¢*\*W =0, (5.35)

Q+W, =0 (5.36)

que sao as equacoes BPS do modelo.
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5.3 Solugoes de primeira ordem na presenga de G(yp,,)

A introducao da permeabilidade modifica o modelo usual tratado no capitulo anterior. A
presenga de G (y,,) modifica a variedade de vacuo da teoria, bem como gera solugdes BPS nao
candnicas. A seguir, vamos adotar duas escolhas para a permeabilidade G (¢,,), das quais obte-
remos solugoes modificadas, que devem ser interpretadas como uma tentativa de compreender
as propriedades magnéticas de Skyrmions calibrados, por meio do estudo de sua versao em
(2 + 1)-dimensdes espago-temporais.

O estudo de Skyrmions generalizados foi motivado pelo interesse na investigacao de mo-
delos estendidos via introdugao de permeabilidades; por exemplo, no contexto de teorias de
campos escalares, onde a presenca da funcao nao-trivial G' pode ser usada para simular cons-
trigoes geométricas em solugoes tipo-kink [23], e sua influéncia na magnetizacao de um material
magnético [99]. Além disso, estudos recentes mostram que a presenga de constrigdes geométricas
influencia o comportamento dos férmions em um modelo com permeabilidade nao-trivial [100].

Agora, apos desenvolver de maneira geral o formalismo BPS, vamos particularizar nossa
investigagao e determinar as solugoes de sélitons do modelo (5.1), no limite BPS, a partir das
equagoes (5.35) e (5.36). Buscamos encontrar solucoes estaciondrias e radialmente simétricas;

para isso, adotaremos o mesmo ansatz usado anteriormente no capitulo precedente
cos (NO)sin f (r)
= sin(NO)sinf(r) |. (5.37)
cos f (r)

_ Na(r)

Ao =0 e Az = €l —— (538)

Assumimos que o vetor unitario 7 = (0,0,1) de modo que ¢, = ;. As fungoes radiais a (r) e

f (r), bem como superpotencial W (r), devem satisfazer as condigoes de contorno a seguir
fO)=m, a(0)=0, W(0)=W,, (5.39)

onde Wy é uma constante. Adotando a redefini¢ao feita em [15], reescrevemos o campo de
Skyrme
pg=cosf(r)=1-2h(r), (5.40)
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onde a funcao radial h (1) satisfaz

h(0) = 1. (5.41)

O campo magnético B = €;;0,A; , escrito em termos do Ansatzes (3.50) é escrito como

~ Nda(r)

r dr

B = (5.42)

Podemos escrever a energia minima do modelo usando (5.37) e (5.38). Desse modo, a energia
(5.30), torna-se
E > Eyps = F27N W (0) = F270*N Wy, (5.43)

com Wy = 1/A* é um valor constante.

No limite BPS a densidade de energia (5.12) torna-se
2

G A2 AW ?
Ebps (7“) = 9—23 + Z (%) X (5.44)

onde usamos (5.35) e (5.36). Portanto, a densidade de energia total possui duas contribuicoes
52;75 (r) = 61])\;[8 (r) + 5;?2,5 (r). (5.45)

O potencial de auto-interagao (5.25), torna-se

)\2 92)\4
V (k) = gwﬁ +5a

w2, (5.46)

onde adotamos p = 1.
No limite r — 00, os campos atingem seus estados de vacuo. Desse modo, eles devem
possuir valores que assegurem solucgoes regulares e finitas; e para isso as seguintes condicoes de

contorno devem ser satisfeitas

. dh
S ) = T g =0, (547
da
lim & = 0 5.48
A = (548)
lim W(r) = lim aw = 0. (5.49)
r—o0 r—0o0 d?"

Em termos dos ansatz, as equagoes BPS (5.35) e (5.36) podem ser reescritas como segue

GN da

- 222 = .
e + g NW =0, (5.50)
AN (1+a)dh dW
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5.4 Fluxo Magnético

No capitulo anterior, mostramos que o fluxo magnético associado a configuracao de soliton
simétrico depende da escolha da funcao superpotencial. No modelo atual, as configuracoes
apresentam uma dependéncia tanto de W quanto da permeabilidade G. Desse modo, é valido
esperar que o fluxo magnético seja afetado pela presenca da permeabilidade. Partindo da

definicao de fluxo, escrevemos
Op = /der (r) = 27r/7"drB (r). (5.52)
Usando a definigao de B(r) e as condigoes de contorno para o campo de calibre, escrevemos
Op = —27Nay. (5.53)

Adotando o mesmo procedimento precedente, buscamos encontrar uma condi¢ao para qual

o fluxo torne-se quantizado. Dividindo (5.50) por (5.51), obtemos

1 da  4¢°X°W (h) dh

— = 5.54
(14 a)dr G (h)W,, dr (5:54)
Definimos a fungao Fy, (h) como
AW
= : 5.55
Fi= (5.55)
Reescrevendo (5.54), obtemos
1 da 912 dh
——— =g N F (h) —. .
(1+a)dr GAF )dr (5.56)
Em seguida, apds uma integragao em ambos os lados, escrevemos
InC (14 a) = XN¢*F (h), (5.57)
onde
h
F(h) = / Fi (h) dh, (5.58)
0

e C' uma constante de integragdo. Assumindo que F (h) é finita no intervalo [0, 1] e usando

h(0) =1 e a(0) =0 podemos escrever
oo = —1 +exp (—N¢*F (1)). (5.59)
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Desse modo, o fluxo magnético (5.53), torna-se

®p =21N [1 —exp (=N*¢°F (1))], (5.60)
em que
baw
1) = dn'. 61
Fo- [ & (5.61)

O resultado (5.60) mostra que a presenca da permeabilidade modifica o fluxo magnético do

Skyrme, em comparacao com a solucao livre dada por (3.72)

5.5 Solucgoes Generalizadas

No limite BPS, as solucoes solitonicas dependem de uma escolha particular do superpotencial

W (h). Adotando a mesma escolha feita em [15], escrevemos

h2
A partir dessa escolha, o potencial (5.46) e as equagoes (5.50) e (5.51) tornam-se
h2 92)\2h2
V(h)=—711 5.63
0= (14257, (5.6
e
GNda  , ,
S h® = 5.64
AN (1+a)dh  2h
———+ = =0. 5.65
r dr * A2 0 (5.65)

A partir desse ponto, adotamos os sinais inferiores em (5.33), (5.35) e (5.36), para os quais N
é positivo.

A escolha (5.62) define um cendrio restrito no qual vamos obter as solu¢oes do modelo (5.1).
Além disso, as solugbes numéricas para as fungdes h (r) e a (1), assim como para B (1) e epps (7)
dependem de uma escolha particular da permeabilidade generalizada G (¢p,,) -

Estamos interessados em encontrar Skyrmions generalizados que possuam comportamen-
tos semelhantes aos usuais nas fronteiras; porém, apresentem perfis nao-canonicos para valores
intermediarios da coordenada radial. Configuragoes semelhantes foram recentemente investiga-
das em [101], por exemplo. Para essa anélise, selecionamos dois meios magnéticos diferentes,

caracterizados por permeabilidades distintas.
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A fim de gerar as configuragoes acima mencionadas, escolhemos a permeabilidade generali-

zada G(h), como
1

na qual os parametros « e § s@o numeros inteiros positivos. Aqui, o parametro « é responsavel

G(h) = (5.66)

por modificar o perfil dos campos ao longo da coordenada radial. Em nossa anélise adotaremos

B = 2 e construiremos solucoes para diferentes valores de a. Desse modo, a permeabilidade
(5.66), torna-se

G (h) = m (5.67)

A escolha da permeabilidade restringe o modelo geral descrito pelas equagdes (5.50), (5.51)

e potencial (5.63). Portanto, com o objetivo de encontrar solugbes particulares, reescrevemos

as equacoes auto-duais como

Nda = 5, 22

—— h —h*) =0 5.68
AN (1+a)dh = 2h
——+ = =0 5.69
r dr + A2 ’ (5.69)
e o potencial restrito
h2

Vb =5 (1 + g X2h2 (o — h2)2) . (5.70)

Na secao anterior, calculamos o fluxo magnético da configuracao de Skyrme dado pela
equagao (5.60)

5 =27N [1 —exp (—N¢*F (1))] . (5.71)

A funcao F (1) depende dos valores de W (h), Wy(r) e da permeabilidade G(h). Consequente-

mente, para encontrar uma expressao particular para o fluxo é preciso considerar uma escolha

para G(h). Adotando (5.67), (5.61) torna-se

F() = /01 o) W, (5.72)

Wi,

e o fluxo magnético assume a seguinte forma

1 , )
Op — 27N [1 —exp (—4)392 / (a —h 2) %dh’)} , (5.73)
0

e usando (5.62), escrevemos o fluxo como fungao somente dos parametros da teoria modificada

dp = 27N [1 — exp (—A292 (a (a—1)+ %))] : (5.74)
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Portanto, a presenca da permeabilidade generalizada altera a forma usual do fluxo magnético
(3.72). Agora, este passa a depender também dos valores do parametro «. Assim como no caso
usual, o fluxo a principio, é nado-quantizado. No entanto, observando a expressao (5.74), é
possivel impor regioes onde esse fluxo apresente uma quantizacao.

No limite do acoplamento fraco (¢ < 1), o fluxo magnético é

1
dp ~ 2rN A2 g? (a (@ —1)+ 5) : (5.75)

Por outro lado, no regime de acoplamento forte (g > 1), o fluxo torna-se

®p ~ 27N, (5.76)

5.6 Solucoes numeéricas

A escolha de (5.62) como solugao da equacao do superpotencial (5.46), leva a um potencial
do tipo (5.63), que produz solugoes BPS que consequentemente estabelecem um limite inferior
para a energia da configuracao. Seguindo a prescrigao dos capitulos precedentes, vamos resolver
as equagoes (5.68) e (5.69) préximas as fronteiras a fim de conhecer como tais campos se
comportam nesses limites.

Préoximo da origem, os campos tornam-se

12 1 [2¢°\(a—1)°—1]

~ - 4 5
M) ~1=18% ~ e A! O, (5:77)
lg?(a—1)°, 1 g 4 6
a(r) > + SN la(a—4)+ 3]+ O (r°). (5.78)

Préximo ao limite assintético, o comportamento dos campos é dado por

h(r) = Coexp (—€r?), (5.79)

a(r) = ae + Xg° (1 + ax) C% exp (—2¢r7%) (5.80)
onde C' é uma constante arbitraria e o parametro £ sendo

1
CANMN (1 +as)

3 (5.81)
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As solugbes numéricas para o campo de skryme h (r) e o campo de gauge a (r) sdo obtidas
para varios valores do parametro «, de acordo com as legendas. Por convencao, escolhemos
g=A=1leN=1.

As figuras (5.1), (5.2) e (5.5) ilustram as solugoes para o campo de Skyrme. Os perfis de
h (r) apresentam, no intervalo 0 < o < 2, um comportamento monotonico que se assemelham
aos do modelo usual descritos no capitulo 3 (modelo baby-Skyrme-Maxwell). Para valores de
a > 2.5, as solucoes se assemelham aos perfis compactos descritos no capitulo 3, onde, nesse

caso, o comportamento ocorre quando g > 2.

h(r)
h)

Figura 5.1: Solugoes para o campo de Figura 5.2: Solugoes do campo de Skyrme
Skyrme h(r) para a = 0.0,0.50,0.85, ob- para o = 1.5,1.75, 2.0, obtidas a partir das
tidas a partir das equagoes (5.68) e (5.69). equagoes (5.68) e (5.69).

Por outro lado, as figuras (5.3), (5.4) e (5.6) apresentam as soluges para o campo de calibre
a(r), no intervalo 0 < « < 1, apresentam platos para valores intermedidrios da coordenada
radial, o que contrasta com o perfil monotonico da solucao usual. No intervalo 1 < a < 3, o

campo decai exponencialmente até o seu valor de vacuo.

78



0.00f+

-0.05F

-0.10F

a(r)

-0.15F

o0k = a=00 @ = a=0.50
— =025 & = =0.65

-0.25F
0 1 2 3 4 5

Figura 5.3: Solucoes do campo de calibre
para valores de a = 0.0, 0.5, 0.85, obtidas a
partir de (5.68) e (5.69).

a(r)

0.0 0.5 1.0 L5 2.0

Figura 5.4: Solucoes do campo de calibre
para o = 1.5,1.75, 2.0, obtidas a partir das
equagoes (5.68) e (5.69).

Para valores a > 3, as solugoes de h(r) e a(r) se assemelham as solugoes de sélitons compac-

tos. Tal configuragao é andloga ao encontrado no modelo usual (G = 1) para valores crescentes

da constante de acoplamento (g > 2).

h(r)

Figura 5.5: Solugoes do campo de Skyrme
para a = 3.0,3.5,4.0, obtidas a partir das
equagoes (5.68) e (5.69).

0.0f-
-02F
— =30
—04}
- — =35
=
-0.6F — =40
-0.8F
_]0 -
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
T
Figura 5.6: Solugoes do campo de calibre

para a = 3.0, 3.5,4.0, obtidas a partir das
equagoes (5.68) e (5.69).
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5.6.1 Perfis do campo B(r)

Os perfis do campo magnético B (r) dependem diretamente dos valores do parametro .
Para descrever essa dependéncia, faremos um estudo analitico com o objetivo de comprovar

nossa afirmagao. Como ponto de partida, escrevemos explicitamente o campo magnético
B(r) = h*(a — h?)*. (5.82)

A derivada primeira de B (r) fornece

a5 _
dr

2h (o — h?) (o — 3h?) % =0. (5.83)

As figuras (5.1), (5.2) e (5.5) mostram que h(r) varia monotonicamente entre seu valor
maximo na origem, h (r = 0) = 1, e seu valor no limite assintético, h (r — oo) = 0; obtemos

que a condi¢do B’ (R) = 0 fornece pontos extremos R de interesse

O valor do campo magnético (5.82) nos pontos de equilibrio s@o

na qual 0 < Ry < Rs.

B (hy) = By =0, (5.86)

B (hy) = By = —a®. (5.87)

O ponto B; corresponde a um minimo local se o < 1, enquanto que, para a < 3, o ponto

torna-se um maximo local. Na origem, o campo magnético é dado por
B(r=0)=By=(a—1)". (5.88)

Os resultados (5.86), (5.87) e (5.88), introduzem seis casos distintos baseados nos valores
do parametro «. Aqui, vamos considerar todos os valores da coordenada radial, exceto os
localizados na regiao assintética.

Iniciamos com a escolha de o = 0, que leva as seguintes equagoes auto-duais

1d
S ms=o, (5.89)

rdr
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4(1+ a)dh
data)dh oy (5.90)

r dr
onde G (h) = 1/h%.

Neste caso, percebemos que as equagoes acima podem ser obtidas diretamente de (5.64) e
(5.65), através das escolhas G =1, g = N =1, 0 = 2 e A = 1/4/3. Desse modo, concluimos que
este cenario, caracterizado por G (h) = 1/h*, é simplesmente uma redefini¢ao do caso usual para
valores diferentes do parametro A. Consequentemente, na figura (5.7) a solu¢do nao apresenta

mudangas relevantes na sua forma em rela¢do ao modelo usual (curva azul da figura 3.5).

0.8

— 0=0.0
0.6

B)

0.4F

0.2F

0.0F
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

Figura 5.7: Solucao do campo magnético para o = 0.

O segundo caso que iremos abordar ocorre quando consideramos o parametro « variando
no intervalo 0 < o < 1. Neste contexto, a solugdo (5.84) é satisfeita para um r = R;. Neste
ponto, o valor do campo magnético é nulo (5.86), de modo que podemos inferir que a solucao
numérica para este campo descreve um lump posicionado na origem, com amplitude dada por
(5.88) e centrado por um anel de raio r = Ry > R; e amplitude (5.87).

Vale destacar que a também determina a diferencga entre as amplitudes dos lumps e anéis;
para 0 < a < 0.75, a magnitude do lump é maior que a do anel. Por outro lado, quando
a = 0.75, as amplitudes das duas estruturas sao iguais. Por fim, no intervalo 0.75 < a < 1, a

magnitude do anel é maior que a do lump. As solugoes sao mostradas na figura (5.8)
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0.25F

0.20F —=0.50

wsk — =065

—a=0.75

B)

0.10F
—q=(.85

0.05F

0.00f
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

Figura 5.8: Solugao do campo magnético para 0 < o < 1

O parametro o também controla os valores de Ry e Ry, quando « aumenta, tanto hy = v/«
quanto hy = /a/3 aumentam. Em contrapartida, a medida que o aumenta, os raios do lump
(R1) e do anel (Ry) decrescem, aproximando-se da origem r = 0.

O proximo cendrio ocorre para a = 1, como visto na figura (5.9). As equagoes BPS tornam-

se
1da 2
—— 4+ R (1-hY) = 91
rdr * ( ) 0 (5.91)
4(1+a)dh
— 1+ 2h=0. 5.92
T dr + ( )

Aqui, a equagao (5.84) é valida somente na origem, isto é, h (r = 0) = h; = 1, que satisfaz
a condigao de contorno. Portanto, o campo B (r) é nulo em r = 0, o que verifica o resultado
(5.88). Entao, concluimos que o perfil da solu¢ao para B (r) é um tunico anel cujo raio esta

localizado em r = Ry; a magnitude é dada por

B(r)=—. (5.93)
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015k

0.10F a=1.0

B)

0.05f

0.00f
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

Figura 5.9: Solucao do campo magnético para o = 1.

No intervalo 1 < o < 3 (figura 5.10), a condigdo h (R1) = hy = y/a < 1, ndo é satisfeita, e
concluimos que o campo magnético nao apresenta valores nulos para valores intermediarios de
T

A solugao magnética se assemelha a um vulcao (quando visto tridimensionalmente) que
encontra-se centrado na origem; o valor de B (r) em r = 0 é dado por (5.88), e seu maximo
global ocorre no ponto 7 = Ry, onde B (hy) = (4/27) ®. O perfil vulcanico é completamente

caracterizado pela condicao

B (’l“ = Rg) > By. (594)

Além disso, assim como no cendrio anterior, o parametro « controla o valor do raio da solucao.
Quando a aumenta (diminui), o valor de hy = \/«/2 aumenta (diminui), enquanto o valor de

Ry diminui (aumenta).
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0.0 0.5 1.0 L5 2.0 2.5

Figura 5.10: Solucao do campo magnético para 1 < a < 3.

Dando prosseguimento ao nossa analise, vamos estudar solugoes para o = 3. Assim como
no cendrio anterior, a condigao (5.84) nao é mais satisfeita, o que implica valores nao nulos de
B (r) para valores intermedidrios de r. Em contrapartida, a equacao (5.85) ¢é satisfeita somente
na origem, quando hy = h(r =0) = 1. Neste ponto, por meio da equagao (5.87) obtemos o
valor do campo magnético, B (hy) = 4, que é exatamente o valor do campo na origem dado
por (5.88). Para um r = Ry, 0 setor magnético descreve um comportamento que se assemelha

a estrutura compacta centradas em r = 0, como é percebido na figura (5.11).

—— @=3.0

—_— =3.5

B()

— a=4.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.11: Solug¢ao do campo magnético para a > 3.

Por fim, par valores e o > 3, tanto (5.84) quanto (5.85) nao sao satisfeitas. As solugoes para

B (r) nao possuem vales e nem picos adicionais, ou seja, B (1) varia monotonicamente até seu
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valor no limite assintético. Como resultado, a medida que o aumenta, os solugoes para B (1)
tendem a se compactarem centradas em r = 0. Conforme mencionado antes, tal comportamento
¢ semelhante ao encontrado no caso usual (com G = 1) para valores crescentes da constante de

acoplamento g.

5.6.2 Perfis para a densidade de energia

As solugoes para a densidade de energia g, () tém, do mesmo modo que o campo magnético
B (r), suas formas afetadas pelo parametro «. Levando em consideragao as escolhas de W (h) (5.62)

e G(h) (5.67), podemos escrever (5.44) como

T B2 2
Ebps (’l“) == m + h . (595)

No desenvolvimento das solugoes, vamos considerar somente a contribuicao do campo magnético

na densidade de energia total. Portanto, podemos escrever a densidade de energia como segue
eb (r) = el (r) = h* (o — %), (5.96)

onde usamos (5.82).
Usaremos o mesmo procedimento adotado anteriormente para estudar as solugoes modifi-

cadas. Desse modo, a derivada primeira de (5.96) fornece

d dh
< Cops = 4h* (o = h?) (a — 2h?) o (5.97)
donde extraimos os pontos extremos
h(Rs3) =hs =+Va<1, (5.98)

na qual 0 < R3 < R4. O valor da densidade de energia nos pontos de equilibrio sao

Eis (h3) = ptes =0, (5.100)
M M ot
Ebps <h4> = Ehpsa — E (5101)
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M

Na origem, a densidade de energia magnética ey, (r) é dada por

ento (1) = (@ —1)%. (5.102)

Assim como no estudo das solugoes para B (1), a presenca de « introduz seis cenérios
distintos, descritos pelos resultados (5.100), (5.101) e (5.102).

O primeiro ¢é definido escolhendo o = 0; como explicado anteriormente, essa escolha de
parametro pode ser interpretada como uma redefinicao do modelo usual para com valor dife-
rente da constante \. Assim, as solugdoes numeéricas nao apresentam modificagoes considerdveis
e comportam-se analogamente ao modelo sem a presenga da permeabilidade generalizada G (h).

Como mostra a figura (5.12).

1OF

0.8

—=0.0

0.6

&)

0.4F

0.2F

0.0f
0.0 0.5 1.0 1.5 20 2.5 3.0

Figura 5.12: Solugao da densidade de energia magnética para o = 0.

No intervalo 0 < o < 1, a equagcao (5.98) ¢ satisfeita em r = R3. Neste ponto a densidade
de energia magnética assume o valor dado em (5.100), isto é, é nula independente do valor
de a (dentro do intervalo definido). A solugao descreve um lump posicionado em r = 0, com
amplitude dada pela equagao (5.102), e rodeado por um anel com raio r = R, e amplitude dada
pela equagao (5.101).

Vale destacar que, assim como ocorre para o campo magnético, o parametro o modula a
diferenca entre as magnitudes do lump e do anel. Quando, 0 < o < 2 (\/5 — 1), o pico do lump
na origem é mais alto que o pico do anel em r = R4. Quando o = 2 (\/5 — 1), 0s picos tém a
mesma magnitude. Contudo, quando 2 (\/§ — 1) < a < 1, o pico do anel no ponto r = Ry é

mais alto em relagao ao do lump na origem.
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Comparando as equagoes (5.84) e (5.98), conclui-se que Ry = R3. Desse modo, o campo
magnético e a densidade de energia magnética se anulam no mesmo ponto. Além disso, a
igualdade dos pontos controla a posicao do vale entre dois picos densidade de energia.

O parametro « também controla os valores de R3 e R4: quando « aumenta, o valor de

hy = \/a/2 aumenta e, portanto, R, diminui. Esses comportamentos sdo apresentados na

figura (5.13).

0.25pF

0.20F —=0.50

st — =065

&(n)

—a=0.75
0.10F
— =085

0.05F

0.00 -\

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

Figura 5.13: Solugao da densidade de energia magnética para 0 < a < 1

Na figura (5.14), temos as solugoes para a« = 1, o valor do campo de Skyrme (5.98) é
satisfeito somente em r = 0. Neste ponto, a densidade de energia e%s (r) — 0, de modo que o
perfil da solugao é um anel com maximo global localizado em r = R4, sendo o préprio maximo
dado por

Epns (T) = —. (5.103)
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a=1.0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

Figura 5.14: Solugao da densidade de energia magnética para oo = 1.

Para valores de o no intervalo 1 < a < 2, a equagao (5.98) néo é satisfeita e, portanto,
a densidade de energia magnética nao assume valores nulos para valores intermediarios da
coordenada radial r.

O perfil da solugao se assemelha a um vulcao centrado na origem, o valor de eé\gs (r)emr =0
¢ dado por (5.102), e seu méximo global ocorre no ponto 7 = Ry, onde ey (hy) = (a*/16) . O

perfil vulcanico é completamente caracterizado pela condigao

M M
Epps (1= Ra) > €4y - (5.104)
O parametro « controla o valor do raio. Quando o aumenta (diminui), o valor de hy = /a/2

aumenta (diminui), enquanto o valor de R4 diminui (aumenta). A figura (5.15) apresenta o

perfil das solugoes.
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0.6F :

0.5p

04F
—_— =15

0.3F

&(r)

— =175

02F

0.1p

0.0f
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 5.15: Solugao da densidade de energia magnética para 1 < o < 2.

A figura (5.16) mostra a solugao para a = 2, a condicao (5.98) nao é mais valida, implicando
em )7, (r) # 0 para um r intermedidrio. No entanto, a equacdo (5.99) é valida somente em
r = 0, onde a densidade energia magnética 5%5 (r) = 1. O perfil da solugao para essa escolha

de parametro é um lump compacto centrado na origem.

&(r)

Figura 5.16: Solucao da densidade de energia magnética para o = 2.

Por fim, vamos considerar as solugbes para a > 2, no qual as equagoes (5.98) e (5.99)
nao sao satisfeitas. Neste quadro, as solugoes para a densidade de energia magnética variam
. . M - o 2 s M
monotonicamente do seu valor na origem, €, o (r = 0) = (a — 1), até g, o (r — 0) — oo.
Os perfis de lumps centrados na origem se tornam cada vez mais compactos a medida que

o parametro « aumenta. Comportamento semelhante a esse é encontrado no caso usual (com
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G = 1), para valores crescentes da constante de acoplamento g. A figura (5.17) ilustra esse

cenario.
8 5
—=3.0
6 5
. — =35
2l
] o
2 5
0 5
A A A A A A
0.0 02 0.4 0.6 038 1.0

Figura 5.17: Solucao da densidade de energia magnética para o > 2.
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Capitulo 6

Solitons BPS no modelo restrito de
baby Skyrme-Born-Infeld na presenca
de uma permeabilidade magnética nao

trivial

No capitulo anterior, estudamos solu¢oes de Skyrmions planares em um modelo de Born-
Infeld, do qual obtivemos solu¢ées que saturam o limite BPS. A partir desse ponto, vamos
propor uma generalizagdo do termo de Born-Infeld em (4.5), por meio do acoplamento de uma
permeabilidade generalizada. Através do formalismo BPS, vamos investigar como as solugoes

do modelo (4.5) sdo modificadas pela presenca da fun¢ao permeabilidade G (¢).

6.1 O modelo

Vamos propor a seguinte modificacao no termo de Born-Infeld

Fo Fw G (p,) Fo F1v
R= |1+ S Re=/1+ (‘p”)2“ . (6.1)
20797 20797

Desse modo, a densidade lagrangiana do modelo é escrita como

L= (1-Re) ~ (D, x DB ~up,) (6.2)
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As definicoes para o tensor de Faraday, derivada covariante e o potencial de auto-interacao
permanecem inalteradas. A densidade lagrangiana (4.5), descreve uma teoria eletromagnética,
cuja as solugoes BPS sao restritas a um cenério particular, livres da influéncia de efeitos ele-
tromagnéticos relacionados a matéria. No entanto, buscando compreender um cenario mais
geral, propomos o acoplamento, junto ao termo de Maxwell, de uma fungao nao-trivial G (¢,,)
denominada de permeabilidade generalizada, que representa as propriedades magnéticas da
matéria.

Neste capitulo, vamos investigar as solugoes do modelo descrito pela lagrangiana (6.2) por
meio do formalismo BPS, e comparar as mudangas provocadas pela extensao do modelo (4.5)
via o acoplamento da fungao G (¢,,).

Além disso, vale pontuar que o modelo atual, avaliado no limite § — oo, recai no modelo

baby Skyrme-Maxwell na presenga de uma fungao nao trivial G (y,,),

G (¢, L A
L=- 4(;” L T DuPB x DY) -V, (6.3)

que foi abordado no capitulo 4.

Aplicando o principio variacional a lagrangiana (6.2), encontramos as equagoes de campo

GF™\
8A<Rg>—gJ, (6.4)
€
A2D, JX = —% (7 x @), (6.5)

comjpzn-7pe

70 = XD, B [F - (D'F x D'P)]. (6.6)

A lei de Gauss é obtida a partir de (6.4), e possui a seguinte estrutura

) <£&-AO) — PN (T - 0, F)°. (6.7)
Ra

A exemplo dos capitulos anteriores, estudaremos as solucoes de skyrmions na presenca

somente de campos magnéticos.
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6.2 Formalismo BPS

Agora, aplicaremos mais uma vez o formalismo BPS a fim de encontrar as equagoes de
primeira ordem, que fornecerao as solugoes numéricas do modelo (6.2). Iniciaremos escrevendo

o tensor de energia momento

CGEFY,
9*Ra

Top = N (D, @ x D\@) (D"E x D, &) —n,,L. (6.8)

A densidade de energia é, portanto, escrita como
/\2

onde usamos
Q=7 (07 x0,¢) +eyAi (T -0,7), (6.10)
A densidade de energia ¢ (r) deve assumir o valor nulo quando o valor de r — oco. Desse

modo, nessa regiao as condig¢oes de fronteira abaixo devem ser obrigatoriamente satisfeitas

lim B =0 ,oqueimplica em lim Rg =1 (6.11)
|r|—o0 |r|—o0
lim V=1, lim Q=0. (6.12)
|r]—o00 |r]—o00

A energia total da configuracao é dada pela integral da densidade de energia sobre o espaco.

De forma explicita, escrevemos
Eior = / e (r)d*r. (6.13)
Substituindo (6.9), obtemos

B = / {52 (Rg—V) + /\;Cf} d*r. (6.14)

Agora, aplicaremos a mesma prescricao usada nos capitulos anteriores, a fim de encontrar

as solugoes de energia minima. Assim, como ponto de partida, reescreveremos (6.14) como
2 )\2 2 2 )‘2 2 2
Fup= [ {06 (BEY)" + 5 (Q+ 2)° F 20GBb — oGV = 22 F N ZF - (0% x 9;2)

Fe; ZNA; (- 0;F) + B*Ra—0GB? — BV} dr. (6.15)
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onde as fungoes auxiliares o (¢,,), b(v,) € Z (¢,) sdo necessdrias para o estabelecimento do
limite BPS.

O termo AN Ze;; A; (11 - 0; ode ser reescrito de modo que obtemos a seguinte expressao
J J p q

oW
= — -1
Z =5, =W (6.16)

n

Considerando (6.16) na densidade de energia, podemos escrever
) )\2 9 ) )\2 )
B = [ (oG (B+b)" + = (Q+W, )" F20GBb— oGb* — 5o,
TNW,, B - (0F x 0;8) F ;A7 [0 (AW) — W (9;4))]
+B°Ro—0GB? — B2V} d°r. (6.17)

Distribuindo os termos nos colchetes, obtemos

) s N 2 , NW2
Etot:/d’r' QG(B:tb) +?<in¢n> :FQQGBb—QGb —Tn

FNW,, G- (01 x 0.F) £ ¥WB + 8°Rg — 0GB* — 2V}
:F)\2€ij /d27’8j (AzW), (618)
onde usamos a definicao tensorial do campo magnético B = —¢;;0;A;.
A energia total deve ser escrita em termos da carga topoldgica e de termos de derivada

total; portanto, os termos extras em (6.18) devem ser desconsiderados, o que leva os seguintes

resultados: os termos proporcionais ao campo B (7") fornecem a expressao
F20GBb+ N*WB =0, (6.19)

que nos permite escrever a fungao auxiliar b (¢,,)

b= 22;2/ (6.20)
Os termos restantes
—0Gb? — AQ%“% + B*Rg — 0oGB? = B*V, (6.21)
compoem o potencial de auto-interagao
V(g,) = (Ra — 09°RE + 09°) XWXy (6.22)

C4GE 287
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A equagdo do superpotencial, (6.21), agora possui uma contribuigao adicional devido a
presenga da permeabilidade G (¢,). No entanto, a solugdo permanece univoca e satisfaz as

condigoes de fronteira para V (¢,,)

r;an W (e,) =0, (6.23)

—00

’ ?11|m W, (g,)=0. (6.24)
—00

Por fim, escrevemos a fungao auxiliar a (¢,,), que depende R¢ e da permeabilidade G (¢,,)

1

o= P RG (6.25)
Tendo em vista os resultados anteriores, a energia total é reescrita como segue
B = / e(r)d®r = Ey + Epps F Neyj / d*rd; (A,W), (6.26)
na qual ,
Ey = /d%« (2921%(; (B + M) + %2 Q=W n)2> (6.27)
e

Epps = FA? / PrW, G- (i@ x hE). (6.28)

A condicao de vacuo W, (r — oo) = 0, anula a dltima integral em (6.26), ou seja
:F)\Zﬁij /d27“(3j (AZW) =0. (629)

Ao impor a minimizacao da energia total, é necessario que a integral (6.27) seja anulada,
isto é

Eiot > Epps. (6.30)

A equacao (6.30) é identificada como limite inferior da energia que ocorre quando os campos

atingem seus valores de vacuo. Neste mesmo limite, as equagoes de primeira ordem

PRNW
B+ QGT =0, (6.31)
QEW, =0, (6.32)

devem ser satisfeitas. As equagoes (6.31) e (6.32) sao as equagoes BPS do modelo, a partir da

qual vamos obter as solugoes da teoria.
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Por outro lado, o potencial de auto-interacao, que manifesta a quebra esponténea da sime-

tria, pode ser reescrito como

I\ E N oW
Vi(p,) = (1—%7) _2_62<W) . (6.33)

Podemos também escrever o potencial geral

v(p,) =02 (1 =V (pn), (6.34)
_ 32 gNW? : N (oW i
v(pn) =5 [1 - (1 ReTe ) Y (&pn> ] : (6.35)

6.3 Solucoes de primeira-ordem

Nesta secao, vamos obter as solugoes do modelo generalizado por meio da resolucao das
equagoes BPS (6.31) e (6.32). Partiremos dos mesmos Ansatzes empregados nos capitulos

anteriores, a fim de restringirmos o modelo para um cenario planar; sao eles

cos (N@)sin f (r)
Z=| sin(No)sinf(r) |. (6.36)
cos f (r)
Ao =0 e Az = —EijijaTm, (637)

na qual as fungoes a (), f (r) e W (r) satisfazem as condigoes de contorno
fO)=m, a(0)=0, W(0)=MW,, (6.38)
com W, uma constante. Adotando a redefini¢ao feita em [15], reescrevemos o campo @5 como
w3 =cos f(r)=1—=2h(r), (6.39)

onde a funcdo radial h (r) satisfaz a condicao de fronteira h (0) = 1.
Em segundo lugar, adotaremos a seguinte notagao para o campo magnético

_Nda(r)

r dr

B(r)= : (6.40)
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onde usamos B = —¢;;0;A; e o Ansatz (6.37).

A energia BPS, quando escrita usando os Ansatzes, torna-se
Egps = F2r N> Wy, (6.41)

Em contrapartida, a densidade de energia no limite BPS assume a seguinte forma

92/\4W2 1_92/\4W2 -3 /\_4 8_W 2
G Gp? oh )

EBPS (T’) = (642)

4

Quando a coordenada radial aproxima-se do seu valor assintético, os campos atingem seus
estados de vacuo cujos valores devem proporcionar solucoes bem comportadas. Portanto, os

campos de Skyrme e de calibre devem satisfazer as condigoes de fronteira

dh
lim A(r) = lim — =0, (6.43)
r—00 r—oo AT
da
lim — = 0 6.44
A = (6449
lim W(r) = Ilim aw_ 0. (6.45)
r—00 r—o0 dr

Assim como a energia, as equagdes BPS podem ser projetadas em termos dos ansatz, assu-

mindo a seguinte forma

N 212 214 2 _%
Nda g AW 1—9AV2V , (6.46)
r dr G Gp

4N (1 dh

AN (1 +a)dh _ ia_W_ (6.47)

r dr ~ ~ Oh
6.4 Fluxo Magnético

Nesta secao, vamos obter a expressao para o fluxo generalizado e verificar se existe ou nao
modificagao em rela¢ao ao fluxo no modelo de Born-Infeld usual (4.59). Partindo da defini¢ao

de fluxo
Py = / d*rB(r) = 2r / rdrB(r). (6.48)

Usando (6.40), e as condig¢oes de contorno para o campo de calibre, obtemos

Oy = —27Na. (6.49)
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O parametro a., a principio, nao possui um valor conhecido. Desse modo, o fluxo magnético
é nao quantizado. Contudo, reescrevendo-o em termos de W (h), torna-se possivel quantizar
o fluxo. Adotando o mesmo procedimento dos capitulos anteriores, manipulando as equagcoes

BPS (6.46) e (6.47), obtemos uma expressao para a, dada por
oo = —1+exp (—N°g>F (1)) . (6.50)

Assim, reescrevemos o fluxo (6.49), como segue

Dy =27N [1 —exp (—N¢*F (1))], (6.51)
em que R
F(h) = /0 %(hh) (1 - %ﬂﬂ”) dn'. (6.52)

6.5 Solucoes generalizadas

Vamos agora determinar numericamente as solugoes do modelo descrito por (6.2) no cendrio

particular descrito pelos Ansatzes. De inicio, vamos adotar o mesmo superpotencial dos modelos

anteriores
h2
W (h) = 2 (6.53)
Por meio dessa escolha, obtemos um potencial o tipo
2p4\ 2 B2
v=(1-55) - .
e as equacoes BPS
272 274\ ~3%
Nda _ gh” () gh (6.55)
r dr G Gp? ’
AN (1 +a)dh 2h

onde escolhemos os sinais inferiores para os quais N > 0.
As solugbes de Skyrmions planares dependem de dois campos: o superpotencial W (h), dado
pela equagao (6.53) e da permeabilidade generalizada G (g,,), que serd escolhida a posteriori.
O modelo atual compreende, ao mesmo tempo, uma generalizacao dos modelos estudados
nos capitulos 3 e 4, que sao definidos pelas densidades lagrangianas (4.5) e (5.1), respectiva-

mente. Buscamos obter solucoes de skyrmions em meios magnéticos que sao caracterizados pela

98



escolha de uma forma funcional da permeabilidade, no contexto de uma eletrodinamica livre de
divergéncias. Para tal, e considerando a conexao entre os modelos estudados nos capitulos pre-
cedentes, adotaremos a mesma permeabilidade empregada no capitulo 4. Assim, as solugoes do
modelo atual, descrito pela densidade lagrangiana (6.2), deve reproduzir as solugoes do modelo
(5.1), no limite em que § — co.

A funcao permeabilidade é definida a seguir

G (h) = m (6.57)

Desse modo, restringimos a configuracao de campo; o potencial de auto—interacao e as

equagcoes de primeira ordem sao escritos como segue

Vo (1 _ M) oo (6.58)

52 _262)\27
o\ -1
N da 272 2)2 g°h! (o — 1?) ’
A _ 1— .
o < g oy (1 T 659

AN (1+a)dh 2k
r dr )\

As solugoes dessas equagoes devem, devido ao cendrio descrito por (6.57), apresentar perfis

(6.60)

que diferem das solugoes descritas pelas equagoes (4.63) e (4.64). No entanto, o comportamento
dos campos nas fronteiras devem ser mantidos, uma vez que os campos devem satisfazer as
condicoes de contorno topoldgicas.

A partir da escolha de (6.53) e (6.57), podemos reescrever a equagao (6.52) como

F(h) = /01 21! <a - h'2>2 (1 G h;2)292h/4) o (6.61)

A integral anterior nao possui solucao analitica. No entanto, podemos analisar o fluxo por

N

meio do estudo da raizes da funcao Fj

N2 9\ T
F = 21 (a—h’2)2 (1— (O‘_h;) 92h4> . (6.62)

D=

As raizes do numerador sao dadas por
N2
oh (a —h 2) — 0, (6.63)
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cujas raizes sao
R, =0, hy=+Va e hy=—/a. (6.64)
O polinomio do denominador deve ser positivo, uma vez Fj, deve ser real; desse modo, vamos
encontrar certas restrigoes nos valores de o para g e [ fixos.
Para que F;, € R temos que impor
2\2 2714
(a —h ) g°h
BZ

<1, (6.65)

o que nos leva ao resultado a seguir

(a - h’2>2 Pt < 52, (6.66)

Analisando (6.66) nos valores limites de h’, obtemos
(a—1)*¢% < B~ (6.67)

Ou seja, existe uma relagao entre a, § e g que impoem uma restricao ao fluxo magnético, que

é real quando a condicao acima é satisfeita.

6.6 Solucoes numéricas

Assim como nos capitulos anteriores, vamos estudar o comportamento dos campos h (1) e
a (r) nas regides de fronteira. Primeiro, vamos considerar as solugdes na regiao préxima da
origem, onde os campos sao dados por

(—292 (@—1)2 A%+ /1 - —<“;32g2>
" +0(r’),  (6.68)

1 1
hir)~1-— 2+
) I T 3NN N
52

onde 1

122\ 2
Ao = (1 _fa 63 J ) , (6.69)

3)Jg*  1¢., 1\, B

A la=1)° 5 g A{f-ta-1 ko) 0 (¢ 6.70
a/()N ON 4N2 64 T+ (T) ( )
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com

Q:{—%Q(a—4)(a—1)3+%[(a—2)2—1]}. (6.71)

Do comportamento dos campos proximos da origem, nota-se a ocorréncia de singularidades

relacionadas ao parametro (3, como pode ser observado em Aq

a2 12
A0=<1—9AW0(0‘ 1>> | (6.72)

62
Portanto, as solugoes bem-definidas existem se o parametro de [ satisfizer a seguinte
condicao
B> B, =g\NWy(a—1). (6.73)
Assim, esperamos que as solucoes de sélitons bem-comportados devem existir somente no in-

tervalo

B, < B < oo. (6.74)

Para regioes préximas do limite assintético, os campos possuem valores dados por

h(r) =~ C? exp (=¢&r?) (6.75)

a(r) = aw+ % ﬁgzloﬁ + )\292} (02)6 (1 + as) exp (—657“2)

+ [)\292042 — ¢ (02)2 5% exp (—2{7“2)} (02)2 (14 as) exp (—2§r2) . (6.76)

ou, simplificando

a(r) & ao + (1 + ax) (030)2 exp (—257“2) {% {leg‘laél + A%g? (02)4 exp (—4§r2)
+ [N\2g%a? — ¢ (Co)? B2exp (—261%)] }, (6.77)

onde consideramos até primeira contribuicao do parametro de Born-Infeld. Além disso, temos
que C% é uma constante constante positiva e a4, é o valor de vdcuo do campo de calibre, e £ é

dada por
1

AN (1 + aw)

¢ (6.78)
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As solugbes numéricas para o campo de Skyrme A (1) e o campo de calibre a (1) sdo apresen-
tadas considerando um valor fixo da constante de acoplamento, g = 1, para o valor de § = 1.01
e N = A = 1. Uma vez escolhido o valor do parametro de Born-Infeld (3), a condigao (6.73)
estabelece um limite para o valor do parametro a e, consequentemente, determina o intervalo
de existéncia de solugoes bem comportadas, ou seja, estaveis. Desse modo, obteremos solugoes
para os seguintes valores: a = 0 (curva preta), a = 0.25 (curva vermelha), o = 0.50 (curva
azul), a = 0.75 (curva rosa), a = 0.85 (curva magenta), a = 0.95 (curva ciano), a = 1.00
(curva rosa), a = 1.10 (curva azul escuro), a = 1.20 (curva vermelho escuro), a = 1.50 (curva
laranja), a = 1.75 (curva cinza) e a = 1.85 (curva magenta escuro).

As figuras (6.1) e (6.2) apresentam as solugoes para o campo de Skyrme h (). As solugdes,
no intervalo 0 < a < 1, apresentam perfis que se assemelham as solucées do modelo baby-

Skyrme-Maxwell na presenga de G (capitulo 4), quando 0 < a < 2.

10.;; 1.0
a=1.00

0.8F 0.8F
— =110

0.6} 0.6}
- - — =120
04F 0.4F e r=1.50
— =185

02F 02F

0.0 [ * 0.0 [

0 I 2 3 4 5 0 I 2 3 4
Figura 6.1: Solugoes do campo de Skyrme Figura 6.2: Solugoes do campo de Skyrme
para 0 < a < 1 obtidas a partir das para valores de 1 < a < 2.01 obtidas a
equagoes (6.59) e (6.60) via as condigoes partir das equagoes (6.59) e (6.60) e das

de contorno (6.38) e (6.45). condigoes de contorno (6.38) e (6.45).

As solugoes para o campo de calibre sao mostradas nas figuras (6.3) e (6.4), com as mesmas
convengoes adotadas nas figuras (6.1) e (6.2). Os perfis também se assemelham as solugoes
do modelo investigado no capitulo 3, com mudangas somente nos valores do campo no limite

assintdtico.
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0.00f -
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-0.05p — =110
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-0.15F . 1
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020k = .a=0.85 : 4
=095
025} 1
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 5
r T
Figura 6.3: Solucoes do campo de calibre Figura 6.4: Solugoes do campo de gauge a(r)

para 0 < «a < 1, obtidas a partir das para valores de 1 < a < 2.01 obtidas a partir
equagoes (6.59) e (6.60) via as condigoes das equagoes (6.59) e (6.60) e com auxilio das

de contorno (6.38) e (6.45). condigoes de contorno (6.38) e (6.45).

6.6.1 Perfis do campo B(r)

Nesta subse¢ao, vamos investigar como o parametro o determina a forma das solugoes de
solitons. Fixando as constantes g e A, iniciamos escrevendo o campo magnético em fungao do

superpotencial W (h)
4 12 2 _%
B(r) = h* (o — h?)* (1 - M) . (6.79)

Calculando a derivada primeira de B (r), obtemos

dB  2h(a—hA)A dh

= (1 - h4(a_h2)2>g o (6.80)

,82
com a funcao auxiliar

A(h) = (a = 3h*) + (o — h*) B2K°. (6.81)

A condigao B’ (R) = 0 leva aos pontos extremos de interesse que estao compreendidos entre

os valores limites do campo de Skyrme h (r)
(a—h?*) =0, (6.82)
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(o —3h*) + (= ) B2 = 0. (6.83)

A equagao (6.82) fornece a seguinte raiz

hir=Ry) = a, (6.84)

da qual, neste ponto, o campo magnético vale
By =B(h=hy)=0. (6.85)

Isto é, quando 0 < o < 1, o ponto r = R; representa o ponto no qual o campo magnético
desaparece. Neste caso, a medida que os valores de o aumentam, r = R; move-se para a
origem.

Por outro lado, a equacdo (6.83) possui uma raiz racional hy = h(r = Rs) que depende do
parametro o. Na tabela (6.1) os valores das raizes h; e hy para alguns valores de a.. Os valores

do campo By calculado nesses pontos sao mostrados na tabela (6.2).

a hy ho a By B,

0.25 | 0.5000 | 0.2887 0.25 | 0.0023 | 0.8398

0.50 | 0.7071 | 0.4085 0.50 | 0.0186 | 0.2878

0.75 | 0.8660 | 0.5013 0.75 | 0.0630 | 0.0645

1.00 | 0.1000 | 0.5821 1.00 | 0.1520 | 0.0

1.25 — 0.6591 1.25 | 0.3087 | 0.0645

1.50 - 0.7409 1.50 | 0.5799 | 0.2878

1.75 — 0.8425 1.75 | 1.1260 | 0.8398
Tabela 6.1: Raizes hq e hy para alguns valores Tabela 6.2: Valores By e By para alguns valores
de a. de a.

As solugoes para o setor magnético, no intervalo 0 < a < 1, representam um lump posi-
cionado em r = 0, cercado por um anel de raio Ry e amplitude By, que corroboram com os
resultados numéricos. O ponto R; representa o limite entre o anel externo e o lump interno

(R > Ry) cuja a amplitude é dada por

B(r) = (a—1)° (1 - M) N (6.86)
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que é o valor do campo magnético na origem.

Quando a = 1, a equagao (6.84) é satisfeita somente quando r = 0, nesse caso o campo
magnético deve anular-se na origem, isto é, Ry = 0. A equacao (6.83) admite somente uma
unica raiz, o que implica que B(r) é simplesmente um anel.

Para valores @ > 1 a equagao (6.84) nao é satisfeita, de modo que o campo magnético nao
possui zeros para valores intermedidrios de r; enquanto que a equagao (6.83) admite uma raiz
unica. Para tais valores de a o campo magnético possui forma de anéis cujo os valores na
origem sao dados pela equagao (6.86). Além disso, & medida que a aumenta, o valor do raio
do anel diminui, aproximando-se da origem.

Solugoes bem comportadas para o campo magnético estao sujeitas a uma restricao entre
os valores de v e 5. Para demonstrar essa afirmacao, recorremos a equagao (6.73), que apés

fixarmos as constantes g e A, é escrita como

p>pB.=(a—-1), (6.87)

ou

B>(a—1). (6.88)

A partir da escolha de 3, a condigao (6.88), torna-se
a < 2.0L. (6.89)

Portanto, para valores de a > 2.01, as solugoes nao sao estdveis. Os perfis para B(r) s@o

mostrados nas figuras (6.5) e (6.6), para valores e o no intervalo de solugoes estaveis.

105



0.30F" T T T T T T

— =0.50

— =0.75
0.15F

B()

— =0.85

Figura 6.5: Solugoes do campo magnético

para 0 < a < 1 obtidas a partir da equacao

(6.59).

Figura 6.6: Solugoes do campo magnético

para 1 < a < 2.01 obtidas a partir de
(6.59).

Das solugoes para B(r) apresentadas nas figuras acima, observa-se que os perfis de anéis

estao restritos, aproximadamente, ao intervalo 0.95 < o < 1.20. Fora desse intervalo, as curvas

apresentam dois tipos de comportamentos. O primeiro sao caracterizados por perfis de lumps

que estao posicionados na origem e centrado por anéis; neste caso, a amplitude dos lumps sao

dadas pelos seus respectivos valores na origem. O segundo tipo de solu¢ao também sao lumps,

porém sua amplitude ocorre para um valor da coordenada radial diferente de zero.

As solugoes para a densidade de energia sdo mostradas nas figuras (6.7) e (6.8). Para todos

os valores de o dentro do intervalo permitido, as solucoes apresentam perfil monotonico partindo

de um valor nao nulo na origem e tendendo a zero no infinito. Esse comportamento contrasta

com as solugoes para a densidade de energia do modelo baby Skyrme com G, capitulo 4; onde as

solucgoes apresentavam, dependendo do intervalo, diferentes estruturas incluindo lumps e anéis.

As convencoes das curvas sao as mesmas adotadas para o campo magnético.
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Figura 6.7: Solucoes da densidade de ener- Figura 6.8: Solucoes da densidade de energia
gia epys (1) para 0 < a < 1 obtidas a partir Ebps (1) para valores de 1 < a < 2.01 obtidas a
de (6.42). partir de (6.42).
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Capitulo 7

Vortices Quirais no modelo de
Maxwell-Chern-Simons-Higgs

generalizado

O estudo de vértices em teoria de campos foi motivado pela ocorréncia dessas estruturas
no eletromagnetismo. No trabalho de Nielsen e Olesen [102], vértices nao carregados (eletrica-
mente) surgem como solugoes regulares das equagoes de campo da teoria na Maxwell-Higgs. O

modelo é descrito pela densidade lagrangiana
1 *
Lasst = = FuF™ + (Dy0)" D6~V ((6]). (71)

em que F,, = 0,A, — 0,A, é o tensor do campo eletromagnético, e D, ¢ = 0,¢ — ieA, ¢ é
a derivada covariante que acopla minimamente o campo de calibre e o campo de Higgs. Por
ultimo, temos o potencial de auto-interagao V (|¢|) que induz a quebra da simetria do modelo.

As solugoes sao estruturas planares, apresentam simetria rotacional e energia total finita.
Adotaremos o sistema de unidades naturais em que ¢ = h = 1. Nesse sistema, as dimensoes
de massa (M), comprimento (L) e tempo (T) sao relacionadas por M = L™ = T-1 A
partir do método BPS, podemos obter vértices estaveis por meio da minimizacao do funcional
de energia, de onde obtemos um sistema equagoes diferenciais de primeira ordem acopladas
(equagoes BPS), cuja solugao fornece as solugoes de vortices topoldgicos. A vantagem dessa

abordagem reside na obtencao da energia minima da configuragao de campo.
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No mesmo contexto, vértices planares carregados foram obtidos na eletrodinamica de Chern-

Simons-Higgs (CSH) [103]. O modelo descrito pela densidade lagrangiana
K *
ECSH = _ZguUKA,qun + (D,u(b) D'u(b -V (’¢|) ) (72)

que é invariante de Lorentz e possui uma simetria de calibre U (1) local. O primeiro termo de

(7.2) corresponde a lagrangiana lagrangiana da teoria de Chern-Simons
K HUK
£CS = —16 A,qun- (73)

A densidade lagrangiana Lcg pode ser escrita em qualquer dimensao fmpar do espago—
tempo, porém, somente em (2 + 1)-dimensoes espago-temporais ela é quadrética no campo de
calibre [104]. Um termo quadratico no campo de calibre é aquele que possui termos de segunda
ordem na potencia de A, que é comum em teorias de campo linearizadas. Além disso, o fator
que multiplica o termo quadratico é denominado de coeficiente de massa, que determina a
massa associada bdson descrito pelo campo.

Em (7.3), o coeficiente x é uma constante com dimensao de massa denominada de parametro
de Chern-Simons. Ele é responsédvel por medir a intensidade do termo de Chern-Simons e induzir
a presenca de solugoes eletricamente carregadas. Além disso, o termo de Chern-Simons provoca
a geracao de massa para o campo de calibre, o que leva a muitas aplicacoes interessantes como:
efeito Hall quantico fraciondrio [105,106] e sistemas antiferromagnéticos [107].

Motivados pela ocorréncia das solugoes de vortices nos modelos puros de Maxwell-Higgs
e Chern-Simons, C. Lee. K. Lee e H. Min [108], propuseram um modelo composto pelos
termos de Maxwell e Chern-Simons. A teoria ficou conhecida como Maxwell-Chern-Simons-
Higgs (MCSH), com a densidade lagrangiana dada por

1 . 1
Liosi = =7 FuF" - %WAMFW + (Du9) Do+ 50,99" — V (¢] ). (7.4)

O modelo de MCSH fornecem solucoes de vortices topolégicos e nao-topoldgicos e pode ser
entendido como o protétipo de uma teoria quiral.

A densidade lagrangiana (7.4) deriva de uma teoria mais geral de MCSH, definida em (3+1)-
dimensoes espago-temporais. Neste caso, o setor associado ao termo de Chern-Simons é dado

por el (o F)a AoFps. A densidade lagrangiana deste modelo ¢ escrita como
1 1

Lycrsy = —ZF,;@FM - ZE[L%X (kar); AsFis + (Dpg)” Do =V (|9]) . (7.5)
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Uma densidade lagrangiana desse tipo foi proposta por M. Carrol, G. B. Field e R. Jackiw
[109]. O objetivo era investigar as consequéncias da violacao das simetrias de Lorentz e CPT.
Para tal, propuseram uma modificacao na eletrodinamica de Maxwell-Higgs, pela adi¢ao de um
termo do tipo Chern-Simon, denominado de termo de Carroll-Field-Jackiw (CFJ).

O termo de CFJ esta relacionado a violacao da simetria de Lorentz e CPT, correspondendo
a parte CPT-impar do setor eletromagnético do modelo padrao estendido. A eletrodinamica
de CFJ foi a primeira teoria Classica a considerar a quebra da simetria de Lorentz.

Através de um processo de reducao dimensional, obtemos a densidade lagrangiana de

MCFJH em (2 + 1) dimensoes

1 K 1 v
['MCFSH = _ZF#UF#U — ZEU“UAJFMU + §€p#0 (kAF)p Aaaﬂ\If — 56”‘” (kAF)p @AU
" 1
+(Du@)" D6 + 50, 90" — 2 [9[" = V (|9 (7.6

Aqui, (kar) p ¢é a versao planar do campo de fundo de Carroll-Field-Jackiw, responsavel pelas
quebras de simetria. O parametro de Chern-Simons é k = (kar)z, e ¥ = A3 é a terceira
componente do campo de calibre que é assumida como um campo escalar com dinamica propria,
gerado no processo de reducao dimensional.

Buscamos estudar configuragoes de campos sem foco na quebra da simetria de Lorentz e
CPT; desse modo, vamos considerar (kar), = 0. Portanto, a densidade lagrangiana (7.6),
torna-se exatamente a densidade lagrangiana do modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs defi-
nida em (7.4).

O potencial de auto-interagao, V (|¢|, ¥), responséavel pela quebra espontéanea da simetria

da teoria é escrito como

V (||, W) =V (|g]) + > g (7.7)

7.1 Eletrodinamica quiral

Quiralidade é uma propriedade geométrica relevante em varios campos da ciéncias, como
a matematica [110], quimica [111], biologia [112] e genética [113]. O termo quiralidade foi
introduzido por Lord Kelvin [114], que definiu objetos quirais como aqueles que nao podem ser

sobrepostos as suas imagens espelhadas. Um meio é dito quiral quando nao possui simetria
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de inversao de paridade; logo, no eletromagnetismo em meios materiais, a quiralidade esta
associada a simetria quiral entre as moléculas que a constitui.

Na teoria classica de campos, as leis de conservacao estao associadas a simetrias conservadas
[98]. No entanto, em muitos casos, essas simetrias nao sobrevivem no cenério da Teoria Quantica
de Campos. A quebra da simetria cldssica devido a efeitos quanticos é denominada de anomalia
quantica [115]. Em sistemas compostos por férmions quirais, anomalias quanticas induzem
fenomenos de transporte, que tém sido investigados em diversos setores da fisica. Isso inclui
semi—metais de Weyl ou Dirac na fisica da matéria condensada [116-118] e na matéria eletrofraca
em astrofisica [119,120].

Um fenomeno de transporte bem conhecido, que resulta do surgimento de anomalias quanticas
em matéria quiral, é o Efeito Quiral Magnético (EQM) [121,122]. Na presenca de um campo
magnético externo ﬁem, a invariancia rotacional dos spins dos férmions é quebrada. Assim,
ocorre um desequilibrio de quiralidade entre os férmions spins de mao direita e de mao esquerda,

o que induz o surgimento de uma corrente elétrica na direcao do campo externo aplicado
2
Joms = 500+ Bea (7.8)
onde e é a carga do férmion e Ay = pp — pp € o potencial quimico quiral, dado pela diferenca
entre os potenciais quimicos dos férmions de mao direita e mao esquerda.

Outro efeito relacionado a anomalias quanticas é o Efeito Hall Anémalo (EHA), que ocorre
na presenca de uma separacao entre os pontos de cruzamento de energia no espago dos momentos
(nés de Weyl) para férmions de mao direita e de mao esquerda, caracterizados por um vetor
A? [123]. Quando um campo elétrico externo é aplicado, uma corrente é estabelecida no

material magnético que, por sua vez, induz um desvio na direcao do movimento dos elétrons

no material. Este desvio produz uma corrente adicional
2
e
7Hall = PA? X B? (7.9)

que é perpendicular & direcao da corrente original. Além disso, se existe um campo magnético

presente, surge outro efeito anomalo que gera uma densidade de carga adicional
2
e
Jgnom - __QA? : ﬁemt; (710)
47
no material.
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Os trés efeitos descritos acima sao manifestacoes da quebra espontanea da simetria devido
a efeitos quanticos, que modificam a eletrodinamica quiral ao introduzir termos que quebram
a simetria de tempo e paridade. A conexao entre eletrodinamica quiral e a teoria de MCSH
estd justamente na violagdo dessas simetrias discretas. Em [123], os autores propuseram a
eletrodinamica de Maxwell-Carrol-Field-Jackiw como uma teoria efetiva para explicar esses
fenomenos. Os termos adicionais que surgem da teoria sao entao associados aos efeitos das
anomalias quanticas. As equacoes de campo desse modelo se assemelham as equagoes de campo
do modelo de Maxwell-Carrol-Field-Jackiw (7.6); modelo do qual obtemos a eletrodinamica de
MCSH.

A densidade lagrangiana (7.4)

1 N 1
Lascsi = =7 FuF" - %’“’”AMFW + (D) D'+ 50, 00" U~V (9], ). (7.11)

uma eletrodinamica quiral. No entanto, buscando generalizar o nosso modelo, propomos a
adicao de um setor escalar ao modelo original, de modo a considerar os efeitos nao s6 da
presenca do termo de CS, mas também da presenca do campo adicional. Desse modo, propomos

a seguinte densidade lagrangiana

G . G
Lucsne = —¥FMFW + (Do) D"¢ — ge“““AuFm i %8,}1!6“\11
1
+50ux0"x = € 9" = U (l¢], ¥, x), (7.12)

onde a funcao U (||, ¥, x) define um potencial que serd determinado a posteriori.

Portanto, estamos interessados em obter estruturas BPS em uma eletrodinamica imersa
em um meio quiral, cujas propriedades dinamicas sao descritas pelo termo de Chern-Simons e
por um termo adicional, um campo escalar neutro y(r), cujo acoplamento com o setor eletro-
magnético é modulado por uma fungao nao-trivial G (), que além de carregar as propriedades
eletromagnéticas do meio, também é responsavel por modificar os perfis dos campos inerentes
as configuragoes de vértices. Além disso, observa-se que quando G (x) = 1, o campo x se desa-
copla do setor de calibre e, como consequéncia, a densidade lagrangiana (7.12) se reduz a (7.4),
do modelo de MCSH em um vacuo eletromagnético. Vale destacar que a presenca do campo
x(r) ja foi considerada no contexto de vértices topolégicos com estruturas internas tanto no

modelo de Maxwell-Higgs [124], quanto no modelo de Maxwell-CP(2) [125].
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7.2 O modelo modificado

Usando o principio variacional, escrevemos a agao S como

S= / Ld*zdt. (7.13)
Calculando a variacao da acao, 6S = 0, !, encontramos as equacoes de campo.
oL oL oL oL
— =03 | =———— e —=0,| =——— |, 7.14
.~ (mey) © 7 =2 (50.9) T
oL oL oL oL
5= (aam) © 5> (sm0) 719

As equagoes (7.14) e (7.15) sao as equagdes de Euler-Lagrange que descrevem a dinamica
do sistema. Portanto, a partir da minimizacao do funcional S, obtemos as equagoes de campos
da teoria, cujas solugdes minimizam a propria acao S.

Usando (7.12) em (7.14) e (7.15), obtemos as equagoes de campo da teoria para os campos

A, ¢,V e x, respectivamente.

1
Oa (GF) — §newﬂFaﬁ = JH, (7.16)
D'D,¢ = _W — 22, (7.17)
99
ou
v 2 2_ _Yw
Oy (GO°W) + 2e°V |9|” = BTk (7.18)
e
G G oU
1z X po o X my — 2~
0"0,x + 2 F o F' 4 5 0, Yo'y ax’ (7.19)
em que J" é a densidade de corrente conservada
I =ic[6(D76) - 3 (D)) .. (7.20)

e Gy, = dG/dx.

Neste trabalho, estamos interessados em investigar configuracoes de campo estaciondrias,
isto é, que nao possuem dependéncia temporal. Ao impor essa condigao, a equacao do campo
de calibre (7.16), torna-se

9; (GO, Ag) + kB = 22 A% ). (7.21)

1Seguindo o mesmo procedimento do capitulo 3
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A presenca do termo de Chern—Simons na expressao para a Lei de Gauss implica em solucoes
que possuem carga elétrica e fluxo magnético nao nulo. Comparando (7.21) com a lei de Gauss
escrita em [123], temos: a densidade de carga (fonte) da configuracio J° = 2e2A° [4|*; e uma

densidade de carga extra, k- B = J§ na qual k = —(e?/47%)Ap (ver 7.10). Portanto, devido

a presenca das fontes, A, = (0, A’) ndo é mais uma solugao trivial de (7.21).

A parte espacial da equacao equacao do campo de calibre fornece a lei de Ampere.

8j (GF]Z) + liéijngo = Jz (722)

7.3 Formalismo BPS

A partir desse ponto, vamos aplicar o formalismo BPS para obtermos solugoes estaveis da
teoria descrita pela densidade lagrangiana (7.12). Como ponto de partida, vamos escrever o

tensor de energia momento, que é dado por
T = —~GF"F’, + D ¢ (D°¢)" + D’¢ (D*¢)" + GO VIV + XX — ™ Lotop.  (7.23)

na qual a densidade lagrangiana L, corresponde a densidade lagrangiana (7.12) a menos da
contribuicao do termo de CS (7.3). A justificativa é que esse termo nao contribui para o tensor
de energia momento total.

O tensor de energia—momento é um tensor de ordem dois e simétrico em relagao a troca de
indices. Cada setor de 7*” descreve uma quantidade fisica, tais como: densidade de energia,
o fluxo de energia e o momento. Em particular, a sua componente temporal, por definicao,
corresponde a densidade de energia da configuracio, isto é, €(r) = To. Em vista disso, e

considerando o regime de campos estacionéarios, podemos escrever que
e(r)=—GF"F° 4+ D% (D°)" + D% (D%)" + G"Wo" W + 8"x°x — n™ Loy,  (7.24)

na qual

F@R0, = — (8,47, (7.25)

(D%)" D’ =A% 9", (7.26)
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que resulta em

€ (T> =G (aZAO)Q + 262A0 |§b|2 - Entop, (727)

a partir da qual, usando a versao estaciondria da densidade lagrangiana L,;,,, dada por

G GB? G 1
Lotop = bl (8;40)° — 5 + |Doo|* — | Digp|* — B GRS 3 (Oix)* — V2 o> — U, (7.28)
obtemos
G GB? G 1
£0) = 5 @A + T+ DR + S ) + 5 (000" + A IO + W o + U (729

A densidade de energia (7.29) deve ser nula no limite

lim e (r) = 0. (7.30)

|r| =00

Para tal, as condicoes de fronteiras devem ser satisfeitas

Jim VGOA =0 e lim VGB =0, (7.31)
T|—00 r|—00
lim D;¢p=0 e lim VG,¥ =0, (7.32)
|r|—00 |r|—o0
lim O;x =0 e lim Ay =0, (7.33)
|r|—o0 |r|—o0
lim =0 e lim U=0. (7.34)
|r|—o0 |r]—o0

A correspondente energia total é escrita como

Ei (1) = /d2ra (r), (7.35)

ou, em termos de (7.29)

GB?

oy (1) = / i {G (0,40 +

2 G 2

1
3 O0° + A lof + w2 lof U} (7.36)

As condigoes (7.31),(7.32),(7.33) e (7.34) garantem que a energia total (7.36) seja uma
quantidade finita.
A implementagao do formalismo BPS exige que a energia total Ey, (1) seja reescrita em

termos de quadrados perfeitos; para isso, é necessario introduzir as fungoes auxiliares ¥ =
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Y (o,¥) eI’ =T (x), que serdo determinadas adiante. Aplicando o formalismo BPS na energia

Eio (1), obtemos

G G
Bu(r) = [ @S @00y + F (B0 +1Duof + ol (107 )

1 oL\ > ) or.
T3 (aiX:FEijW) + B (G +e|d|” + k¥ + 0;x <e,-ja—Xj>
1 1/6T:\° @&
Aqui, usamos a identidade
2 2 9 1
|D;ip|” = |D1o|” £ eB|o|” F 56@'@:]3‘- (7.38)

e a Lei de Gauss (7.21).

A energia total (7.37) possui termos que envolvem derivadas totais dos campos, sao eles

:]:/dQT&j (‘I/Ga]A()) = O, (739)

1
$/d2r§eij«8ﬂj = 0, (740)

que sao anulados devido as condigoes de fronteira; desse modo, nao contribuem para o calculo
da energia total. Por outro lado, o fator que multiplica o campo magnético é escolhido como

sendo uma constante, de modo que possibilita fixar a funcao auxiliar X
GY +el|d)” + x¥ = ev?, (7.41)
ou seja

e (v2—|¢*) — KT
o :

Y = (7.42)

Portanto, a energia total (7.37) torna-se

G G
B (r) = /d27" {5 (040 F 31‘?)2 + B (B¥ 2)2 + |Di¢|2 + e’ |¢|2 (Ag F ‘1’)2 + Bev®

1 ar;\? T 1 /0r;\> Gx2
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A energia total deve ser definida em termos da carga topoldgica e de um termo de derivada
total; desse modo, contribuiges adicionais em (7.43) devem ser desconsideradas; logo, os dois
ultimos termos da segunda linha devem satisfazer

1/ar;\* G2
-5 (W) - =-U (7.44)

Do resultado anterior obtemos o potencial de auto—interacao

G 1 /or;\?
U= 522 +3 (a—XJ) , (7.45)
que pode ser reescrito considerando (7.42)

1

Te

(e = 1oft) ~w0)’ 4 5 (52) (7.46)

Tendo em vista os resultados (7.42), (7.45) e (7.46), a energia total torna-se

Eioy = /d2T€ = Eo + Ebps > Ebps- (747)
com
_ 2 G 2 1 2 2 2 2
Ey = [drig (0;Ag F 0;0)° + T (GBFe (v —|¢]") £r¥)" +|Dyo|”, (7.48)
1 o\
+e” |¢|2 (Ao F \If>2 + 5 (@‘X F Gz'ja_Xj) } .
e

Epps (1) = :I:evz/der + /eij&ifjdzr. (7.49)

O limite inferior da energia é alcancado quando os campos possuem configuracoes que levam
a integral sobre Fy = 0, isto é,

E > Ebps- (750)

No limite BPS a energia serd a minima possivel quando a contribuicao da integral (7.48)

for nula. Para tal é necessario que o conjunto de equagoes de primeira ordem sejam satisfeitas
GBFe (v’ — \q§|2) + kU =0, (7.51)
Di¢p =0, (7.52)
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oL,
@-X + Eij—] = 0, (754)

X
A F V¥ =0. (7.55)

Assim, energia total torna-se
Etot = Ebps = :|:€’U2 / dQT'B + €ij /dZT (@F]) s (756)
ou seja

Ebps = :|:6U2(I) :t Gij /d27“ (821“]) . (757)

As equagoes BPS (7.53) e (7.55) sdo identicamente satisfeitas por U = +Ap; assim, as

equagdes remanescentes sao (7.51), (7.52) e (7.54). O potencial (7.46) é reescrito como

1 1
U=5q (e o) F kAp) + 5 (O0). (7.58)

7.4 Solugoes de primeira ordem

Nesta segao, vamos investigar as solugoes de vortices estaciondrios do modelo (7.12)

G x K on G
Lycsne = —%FMF““ + (Du¢)* D" — Zeu AP + %

1
+50x0"x = € 9" = U (|6l ¥, ), (7.59)

0, V"

no limite BPS. Uma vez que estamos interessados em configuracoes com simetria rotacional,

vamos usar os Ansatzes adotados em [102]

¢ (r,0) = vg (r) e’ (7.60)
A = eije% (a(r) — N), (7.61)
Ag = Ao (1), (7.62)

que descrevem uma configuragdo de vortices em (2 + 1)-dimensées. Aqui, g (r) e a(r) sao

fungoes reais e €;; ¢ o tensor de Levi-Civita. O fator N é um numero inteiro denominado de
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winding number, que caracteriza o mapeamento do espago fisico no espago interno do campo
complexo ¢.
Baseado nos ansatz, é razoavel considerar que o campo escalar x e a funcao I'; podem ser

parametrizados como

s
x=x(r) e Ii= _Eijﬁw (x) - (7.63)

Os perfis dos campos sao fungoes regulares e que devem satisfazer as seguintes condicoes na

origem
g(r=0)=0, a(r=0=N e A(r=0)=cte, (7.64)
xX(r)=xo e Wixo) =W, (7.65)
A

lim g(r)=1, lim a(r)=0 ¢ lim A4 (r) =0, (7.66)

|7|—o00 |7|—o00 Ir|—oo  dr
lim x(r) =xo € lim W(r)=W (x.)- (7.67)

|| —o00 [r|—o0

E conveniente escrever expressoes para o campo magnético e campo elétrico em termos dos

ansatz, isto é,

1da(r)
B(r)=—-22" .
(r) =~ 42r) (7.68)
e
dAy
E(r)=——. 7.69
n=-2 (7.69)
Em seguida, aplicando (7.68) em (7.57), encontramos o seguinte resultado

Eyps = £ (270°N + 20AW) (7.70)

em que AW =W (c0) — W (0). Na expressao acima, o sinal superior (inferiores) é valido para
valores positivos (negativos) de N e AW.

Em termos dos ansatz, as equagoes BPS (7.51), (7.52) e (7.54) tornam-se

1 da ev? (1 — g?) — kA

T4 71

er dr G ’ (7.71)
dg ag

— =4 7.72

dr r’ ( )
dx 1dW

A L -
dr rdy’ (7.73)
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enquanto que a lei de Gauss assume a forma

li (TGdd—AO) + kB = 2e%0% g% Ay,
r

A densidade de energia (7.29), torna-se

dg 2 ag\? G [(dU\°
(%) +(7) +5(%) *

+e*v?g? A2 + 20?g? U + UL

G (dA,\*> GB2
€(T):§(d—ro) + 9 +U2

1d)<2
2 \ dr

E usando as equagdes BPS em (7.75), chegamos a seguinte expressao

_ dAo\’ 2 2 (09\? 22221dW2
83PS(T)_G<W) ‘f‘GB + 2v <7> +26U9A0+ﬁ E .

Percebe-se que a densidade de energia BPS pode ser separada em duas contribuicoes

epps (1) = e (r) + e (1),

onde

dA\* 2
eq(r)=G (d_ro> + GB? + 2v° (ar_g) + 2e*0%g? A2,

que representa a contribuicao devido somente ao vértice, enquanto que

1 /dW\?
gx(T)IT—Q E )

corresponde a contribui¢do do campo x () que funciona como um campo fonte.

7.5 O Fluxo Magnético

(7.74)

(7.75)

(7.76)

(7.77)

(7.78)

(7.79)

A (7.12) descreve um modelo de MCSH estendido pela presenga de um campo adicional

que é acoplado ao campo de calibre devido a presenga da func¢ao nao—trivial G (). A partir do

formalismo BPS, encontramos a energia minima do modelo, dada pelo resultado (7.57). Desse

modo, concluimos que a presenga do campo neutro y (r) gera uma contribuigao para a energia

BPS da configuracao de campo usual.

O fluxo magnético é dado por

P = /Sd%«B (r).
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Usando a defini¢ao para o campo B(r), escrevemos

o= /027r /OOO (e—lr d‘;y)) rdrdd, (7.81)

com auxilio das condicoes (7.64) e (7.66) podemos determinar ¢

2 o0 2
o=-"| da(r)=-"la(00) —a(0)], (7.82)
e Jo e
que resulta em
2
o = ?”N. (7.83)

Portanto, o fluxo magnético é proporcional ao winding number.

Além disso, observando que a primeira contribui¢ao em (7.57) é proporcional ao fluxo ®,
podemos afirmar que a energia BPS da configuracao de campo possui um termo que é propor-
cional ao numero topolégico N, ou seja, é quantizada em termos do winding number; além de

um termo adicional devido a presenca de um campo externo.

7.6 Solucoes Numéricas

Nesta secao, vamos construir um cenario BPS particular a partir do qual obteremos as
solugbes BPS, ou seja, as solugoes numéricas de (7.71), (7.72) e (7.74). Como resultado, apre-
sentaremos as solugoes numéricas para os campos a (1) e g (r), bem como para o campo elétrico
E (1), campo magnético B (r) e a densidade de energia ey, (7).

Verificamos que a equagao (7.73) ndo contém termos dos outros setores do modelo, de modo
que depende unicamente da escolha do supercampo W (). Portanto, a partir de uma escolha
adequada para W (), podemos obter uma forma analitica para o campo adicional x (r). Neste
sentido, escolhemos a fun¢ao superpotencial como

2

woo=x(1-%), (7.84)

que recentemente foi usada como uma tentativa de compreender solugoes de sélitons planares
tipo-skyrmions [126,127] e o comportamento de férmions de Dirac sem massa em background

de uma configuragao planar especifica topologicamente nao-trivial [128].
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A escolha da forma analitica do superpotencial (7.84) permite-nos reescrever a equacao BPS

(7.73) como

dx 1 2
— =4—(1- 7.85
cuja solucao exata é
(r) =+ (7.86)
r)=+— .
X r2 4+’

em que 7 representa uma constante positiva tal que x (ro) = 0. Nota-se que a solugdo para o

campo x (r) assume os seguintes valores nas fronteiras
Xo=Fl e x.==Ll (7.87)

Uma vez que o acoplamento entre o campo de calibre A, e o campo escalar x ¢ dado pela
permeabilidade generalizada, a solu¢ao (7.86) permite escolher uma forma particular para a

expressao de escolha de uma forma de G (x), que caracteriza um meio quiral.

7.6.1 Solucoes de vortices Quirais

A fim de obter solugoes de vortices quirais em um modelo particular caracterizado pelo su-
perpotencial (7.84), iremos adotar duas escolhas para fun¢ao permeabilidade magnética. Cada
escolha de G () representa um meio magnético distinto.

Vortices Quirais de Abrikosov-Nielsen-Olesen

A primeira escolha para a permeabilidade é

1
ou, em termos de (7.86)
(r* +78)”
G == 7.89
0= (s (7.50)

Desse modo, as equagoes BPS (7.71), (7.72) e também a lei de Gauss (7.74) sdo modificadas

e assumem, consequentemente, as seguintes formas

d
ﬁz%, (7.90)

2
_tda (7o) o2 ) — kAl (7.91)

erdr  (r2 4 r2)?
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2 2)2
%% (E:z —f :§;2rd£0> + kB = 2e*v?g* Ay. (7.92)
no qual adotamos os sinais superiores para os quais N >0 e AW > 0 em (7.70).

Como visto anteriormente, a presenca do meio modifica o comportamento dos campos da
teoria. Logo, torna-se valido investigar como esses campos se comportam nas regioes proximas

as fronteiras. Portanto, resolveremos as equagoes (7.90) e (7.91) nesses limites.

Préximo da origem, as solugdes para os campos ¢ (r) e a (1) s@o

N _ €Bogn o V0N sn4e
r) & Y — — —=r
By K 1)\ eBogn w4
— =+ =] — . 7.93
+(68 16+r(2)) 1 (7.93)
e
eBy 4 K21\ e22g% oy
—N-2%2 g (22— = — I 2NE2 7.94
a(r) o T F 0(16 r%)r+2(N+1)r (7.94)
A partir da solugao aproximada para a (r), encontramos o valor de B ()
k21N 2 2 2N
B(r)~By+4By (| — — = | " —ev gy . (7.95)
16 7§

A lei de Gauss fornece a solugao para o campo Ag (1)

B B 1 2
Ao(r) ~ Ag(0) — P02 4 ( -*“—)7»4

4 4 \r2 48
+€U2g]2v [26A0 (03 + K/] ,,,,2N+2’ (796)
4(N+1)
e usando (7.69), escrevemos a equagao do campo elétrico
kBy kB [(K* 3r\ 5 evig%[2eAq(0) + K] ox
E(r)~ — —r|—=-—= — + 7.97
(r) 2 T+ 2 r 16 1,,(2) r 2(N+1)2 r ) ( )

com gy > 0.

Em (7.95), o termo By corresponde ao valor do campo magnético na origem, cuja forma é
By = ev? — KAy (0) (7.98)

em que (7.96) o termo A (0) corresponde ao valor do potencial escalar na origem.
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A densidade de energia (7.78) em r = 0, torna-se

3k2 4
c6 (1) = B 4 2N 4 200 (Ao 0 Y + 8 (% - 5 )
0

—ev®Bygy (N? + 2N +2) r?V, (7.99)

Por outro lado, no limite assinttico r — oo, os campos g (r), a(r) e Ay (r) possuem os

seguintes comportamentos

e—M’I‘
~1—Copo—, 7.100
g(r) 7 (7.100)
a(r) ~ MCyv/re ™M, (7.101)
MC
A (r) = 2 e Mr 102
o (1) A (7.102)
M 1
B(r)~ MC, <—1 - —5) e M (7.103)
T2 2r2
€
MCy (M 1
E(r)~ (—1 + 5) e M, (7.104)
e ra 2r2

O decaimento tipo exponencial das solugoes se assemelham as solugoes de vortices de
Abrikosov—Nielsen-Olesen. O parametro M representa a massa do campo bosonico e é dada

por

1
M= [\/KQ T 8e2? — |l . (7.105)

O termo de massa (7.105) é o mesmo obtido no modelo de MCSH usual. Desse modo, podemos
concluir que a presenca de um meio magnético, representado por G (x) nao altera considera-
velmente a maneira como os campos se aproximam do vacuo da teoria.

Os perfis das solugoes numéricas dependem da fixagao do valor do winding number N, da
constante de acoplamento e, do valor de vacuo v e do parametro de CS, k. Aqui, fixamos
N=1e=1 v=1k=1eryg=1,2 e 3; e através do método das diferencas finitas e
considerando as condigoes de fronteira, resolvemos as equagoes (7.90), (7.91) e (7.92) para os
valores de rg = 1 (curva azul ponto-tracejada) e ro = 2 (curva vermelha tracejada). Para efeitos
de comparagao, mostraremos as solugoes usuais do modelo de MCSH (curva preta sélida), que
sao obtidas fazendo Gy (x) = 1.

A figura (7.1) ilustra a evolucao do campo de Higgs para diferentes valores do parametro ro;

podemos observar que g (r) cresce monotonicamente de acordo com as condigoes de fronteira
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topolégicas (7.64) e (7.66). Além disso, na figura (7.2), percebe-se que o tamanho dos nucleos
dos perfis aumentam a medida que o parametro ry aumenta dentro do intervalo 0 < ry < 7.
Em particular, quando ry = r; o nicleo atinge a sua largura maxima. Em contrapartida, para
valores de rg > r;, a largura do ntcleo diminui até atingir o mesmo valor obtido no caso usual,
isto é, para G1 (x) = 1. Aqui, definimos a largura do perfil como = 63.2% de sua altura, entao,

a largura méaxima do perfil é atingida quando r; &~ 1.95.

1.0 1.0
08F 08k rg=0.0 = rp=1.3 ]
= r9=0.1 = rg=15
0.6F 0.6F
~ < fr— 7‘0:043 — r0:1.7
1) %
0.4F 04F —rg=0.5 = rp=1.8
fr— 7‘0:047 r0:1.9
02F 02F 4
= r9=09 = =195
0.0 0.0 1 1 1
10 0 2 4 6 8 10
r I
Figura 7.1: Solugdes para o campo de Higgs g(r) Figura 7.2: Soluges para o campo de Higgs g(r)
obtidas a partir das equagoes (7.90), (7.91) e (7.92) para valores de rg variando no intervalo, 0 < rg <
via as condigoes de contorno (7.64) e (7.66). 1.95.
10 : : : :
— ro:O
0sf —= 71
N —)
06F "0
§ —rp=3
04f
— r0:4
02f = 19=5
0.0 A A
0 2 4 6 8 10

Figura 7.3: Solugdes para o campo de calibre a(r) obtidas a partir das equagdes (7.90), (7.91) e (7.92) via as
condicoes de contorno (7.64) e (7.66).

A figura (7.3) apresenta as solugdes para o campo de calibre a (r). Os perfis apresentam,
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assim como no setor de Higgs, dependéncia em relagao a ro. Em particular, devido a presenca
do campo x (r), desenvolve-se um platd em torno da regiao r = ry. A localizagao do plato, em
relagdo a origem, aumenta com o acréscimo de 9. Ao mesmo tempo, o valor de a (rg) diminui
continuamente com o aumento do parametro r9. No entanto, os valores de a (r) nas fronteiras
nao sao modificados pela presenca da permeabilidade nao-trivial.

As solugbes numéricas para B (r) sao mostradas na figura (7.4). A exemplo dos campos
anteriores, existe uma dependéncia em relagao a ro. Na origem, o campo B (r) possui um valor
nao nulo que depende de ry. Na figura (7.5), temos os valores do campo magnético na origem
By (0) para vérios valores do parametro ry, cujo valor maximo ocorre para ro = 1.2, no qual
By (0) = 0.854059. Por outro lado, quando 7y ¢é suficientemente grande, os perfis de B (r) se

assemelham aos obtidos para Gy (x) = 1.

0.8

0.6

B(r)

— By
0.4F

02F

0.0

r "0

Figura 7.4: Solugbes para B (r) obtidas de Figura 7.5: Valores assumidos pelo campo
(7.90), (7.91) e (7.92), considerando (7.64) magnético B (r) na origem em funcao do
e (7.66). parametro ry.

Além disso, o campo magnético assume um segundo maximo de amplitude, Bayayx (T25),
localizado em 195 > ro; a dependéncia de By .y € Top com 1y é mostrada na figura (7.6). Para
um ry suficientemente grande, observamos o segundo maximo diminui exponencialmente com

ro (isto é,~ exp (—0.687rg)).
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30

25F

20

= [In(By max)!

= I2 Bmax

Figura 7.6: Valores dos segundos méximos do campo B (r) e suas respectivas localizagbes em

funcao de ry.

Na figura (7.7), temos as solugoes para potencial escalar Ay. Como mencionado anterior-

mente, o potencial possui um valor nao nulo, Ay (0), na origem que depende de rq e corresponde

a amplitude do potencial Ay(r). O comportamento radial de Ay(r) assemelha-se aos perfis do

campo de calibre, apresentando platos nas regioes em que r = ro. Em (7.8) mostramos os

valores Aj (0) em fungdo r9; o valor minimo de A, (0) = 0.145941 ¢é atingido quando ro = 1.2.

0.5 T

Ao(r)

Figura 7.7: Solucoes de Ay obtidas a partir
(7.92) e considerando (7.64) e (7.66).

0.5

0.4F

— 4(0)
0.3

0.2

0.1F

0.0

o

Figura 7.8: Valores do potencial escalar Ay

na origem em fungao do parametro ry.



Os perfis do campo elétrico E (1) sdo mostrados na figura (7.9). Na origem, o campo elétrico
é nulo uma vez que Ay possui um valor constante nesse ponto. A dependéncia com rq faz com
que F (r) possua dois maximos: o primeiro, £} max 0corre em g, dentro do intervalo 0 < r < g,

e 0 segundo, Fsmay, localizado na regido onde r > ry. Na figura (7.10), mostramos como Ej pax

e rig variam com 7ryg.

— El,max

= I',Bmax

o

Figura 7.9: Solugdo para E (r) obtidas a Figura 7.10: Valores do primeiro méximo

partir (7.92) e (7.69) e considerando as
condigoes (7.64) e (7.66).

do campo elétrico e a suas respectivas

posicoes em funcao de 7.

A figura (7.11) mostra como Egpax € rop variam com o parametro ro. As solugdes mostram
que, para um valor suficientemente grande do parametro, o segundo méximo diminui exponen-

cialmente com rq (isto é, ~ exp (—0.687ry)), enquanto que a posigdo aumenta linearmente.
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30 T T T T

[In(E max)!
25

= 2,Emax

20

o

Figura 7.11: Valores dos segundos méximos de E(r) e suas respectivas localiza¢oes em funcao

de ry.

Os resultados para a densidade de energia e¢ (r) sdo mostrados na figura (7.12). Assim
como no caso usual, sem permeabilidade, o valor da densidade de energia ¢ nao nulo na origem.
Em r = ry, a densidade de energia apresenta um plato na posicao r = ry. Existe um valor da
coordenada radial r., tal que para 0 < ro < r.,, um minimo local surge em torno de ry. Ao
mesmo tempo, surge um segundo maximo a direita de ry. Finalmente, para um r¢ > r.,, ambos
os pontos extremos desaparecem e os perfis tornam-se similares ao caso usual G (x) = 1. Na
figura (7.13), temos os valores de e (0) em fungao de 7y, cujo valor minimo, e (0) = 1.05161,

é atingido quando ry = 1.8.
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= £G()

0.5F

0.0
0

Figura 7.12: Solugbes para e¢ (1) obti- Figura 7.13: Valores da densidade de ener-
das de (7.78) e considerando as condigoes gia €¢ (0) na origem em funcao de valores
(7.64) e (7.66). crescentes de rq.

Um comportamento interessante ocorre com B (1) e E (r) quando 7 — 1. Nesse ponto a
permeabilidade (7.89), torna-se
4ord
Gi(X)= 553~

(rg — 7"0>2

Sendo assim, a densidade de energia (7.29) passariam a apresentar uma divergéncia, isto é,

+ o0. (7.106)

e(r — o00) = 00, (7.107)

o que levaria a energia total (7.36) ser uma quantidade infinita.

Porém, quando r — oo tanto campo magnético quanto o campo elétrico apresentam um
comportamento novo: neste ponto B (rg) = 0 e E (ry) = 0, como pode ser visto nas figuras
7.4 e 7.9, respectivamente. Desse modo, a divergéncia imposta por G; (x) é compensada pelo
comportamento dos campos B (r) e F (r), que convergem a zero mais rapidamente neste ponto.
Assim, a densidade de energia

G G B?
2

G
e6 (1) = 5 (0iAo)" + ==+ |Diol" + 5 (90)° + AT 6" + W2 o + U, (7.108)

e consequentemente a energia total
Eior (1) = /d2r5G (r), (7.109)

permanecem sendo quantidades fisicas finitas.
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Vortices nao-localizados

A segunda escolha da permeabilidade é a que segue
1 2 2)2
(" +70)” (7.110)

G2 () = 1—x2  4r2?

As equagoes BPS (7.71), (7.72) e a lei de Gauss (7.74), tornam-se

dg ag
e 7.111
dr r’ ( )
B 1 da_ 4T2T(2) [6 <U2—|¢|2>—/€A] (7 112)
erdr — (r2 4 2)? 01> '
© 2
Ld [(r*+r2)" dAg 5 9 o
_ —— B=2 Ap. 7.113
rdr( 4r2r  dr T evg o ( )

A permeabilidade Gs (x) modifica o comportamento dos campos. Desse modo, seguindo
o mesmo procedimento adotado na subsecao anterior, vamos investigar como os campos se

comportam nas fronteiras. Proximo da origem, obtemos as expressoes para g (1) e a (r)
2,,2.3
CUIN 3N+ (7.114)

N €Bogn nia | 2¢Bogn Ny
r) ~ gnr — —==r — 7y ,
g(r) = gn 472 9rd (N +2)%r2
e
eBy 4, 3eBy ¢ 2e*0v*gRrN T (7.115)

~ N —
a(r) re At 4r§r (N+2)r ~

com gy > 0 e By dado por (7.98). O campo magnético correspondente é dado por

12By ¢ 4€U2g]2\,r2N+2 + 86_32%2\[7»21\7%. (7.116)
0

4B 8B
B(r)~ 207’2— 407’4+ G 2
o o 7o 70
O potencial escalar fornecido pela lei de Gauss (7.113) é
2k By 5k By 2¢20? Ag (0)
A ~ Ay (0) — 6 8 2 .2N+4

o (7) o0 = T s T T A D (V2

dev’s 2 2N+6 _ de*v?r A (0) 2 2N+6 (7.117)

TN (N3t (N1 1) (N +3) %

O campo elétrico E (r) é obtido a partir de (7.69), sendo escrito da forma

4/180 40/4,30 4€2U2A0 (0)
E ~ 5 7 2 2N+3
(r) re ’ 3rd " (N +1)rk INT
eV’ 5 anys
_— . 7.118
(N +1)raN (7.118)

8e*v® Ay (0) , 2N+5 _
(N+1)rg 7V
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Por 1ultimo, temos a densidade de energia que é expressa como

4B? 8B?
o) = NI+ 2 A (0) ™ — L8 808
0 0

2

B

— (N? +4N +8) ‘%TQ 0 g2, r2N+2, (7.119)
0

No limite que r — o0, as solugdes dos campos: ¢ (r), a(r) e Ay (r) possuem os seguintes

comportamentos
g(r)~1—Cyr™, (7.120)
a(r) ~ ACyr™, (7.121)
AC
Ay (r) = ——2p4 122
o ()~ —g (7.122)
€
A2
B(r) m —Cor™72, (7.123)
A%2C
E(r)~ ———=p= A1 124
(r) 2err " ’ (7.124)

onde Cy, é uma constante de integracgao positiva. O parametro A

A=1+1/1+8(evry)’, (7.125)

que mostra como o decaimento da lei de poténcia depende de rq. A presenca do meio dielétrico
muda radicalmente o comportamento dos campos no limite assintotico. As solugoes passam a
apresentar um decaimento que obedece uma lei de poténcia, em contraste com o comportamento
canonico (G = 1) que segue uma lei de decaimento exponencial.

A literatura mostra que o limite de London [129] fornece os comportamentos dos campos de
vortices através do modelo de Ginzburg—Landau, prevendo, portanto, que o campo magnético

decai monotonicamente e que, para grandes distancias, é exponencialmente localizado, ou seja,
B (r) = Bye >t (7.126)

em que By é a amplitude do campo na amostra e Ay, é um parametro denominado de compri-
mento de penetra¢do de London, um parametro fenomenolégico que mede o quanto que B (r)
penetra no material. O campo magnético obtido para o primeiro caso, Gy (x), dado pela solucao
(7.103), comporta-se aproximadamente como (7.126), ou seja, solugdes exponencialmente loca-

lizadas.

132



Contudo, recentemente, durante o estudo sobre o comportamento do campo magnético em
materiais supercondutores de duas componentes [130], foi descoberto solugoes de vértices cujas
solugoes seguem um decaimento de lei de poténcia, levando a um perfil deslocalizado do campo
magnético. Esse comportamento é similar ao apresentado pelo campo magnético para o cendrio
descrito pela permeabilidade G2 (x) (7.124). Além disso, comportamentos similares ocorrem em
modelos de supercondutividade descritos por uma teoria de Chern-Simons na presenca de dois
campos de calibre abelianos [131]. Nesses sistemas, os vértices sdo denominados diamagnéticos,
pois apresentam um campo magnético nulo perto dos seus nicleos [132].

As solugbes numéricas sao apresentadas a seguir. Aqui, assim como no caso anterior, ado-
tamos N =1, e =v =1e k =1 e resolvemos as equagoes (7.111) , (7.112) e (7.113) usando
o método das diferengas finitas para valores de ry = 1 (curva cinza tracejada) e ro = 2 (curva
laranja pontilhada), e comparamos os resultados com o caso usual G = 1 (curva preta sélida).

Na figura (7.14) temos as solugoes para o campo de Higgs. O campo de Higgs cresce, a
exemplo do caso G (), monotonicamente satisfazendo as condigdes de fronteira. Os resultados
indicam que o tamanho do ntcleo dos perfis é maior do que os relacionados ao modelo usual,
para quaisquer valores de ro. Caso o valor do parametro ry aumente dentro do intervalo
0 <17y < rp, o nicleo diminui continuamente até que sua largura minima seja alcancada em

ro = rm. Além disso, quando rg > r,,, a largura do niticleo cresce lentamente.
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&)
a(r)

Figura 7.14: Solugoes para o campo de Figura 7.15: Solugoes para o campo de

Higgs ¢(r) obtidas a partir das equagoes calibre a(r) obtidas a partir das equagoes
(7.90), (7.91) e (7.92) via as condigbes de (7.111), (7.112) e (7.113) e das condigoes
contorno (7.64) e (7.66). (7.64) e (7.66).

Na figura (7.15) temos as solugdes para o campo de calibre a (). Neste caso, o comporta-
mento do campo a (r) é andlago ao descrito anteriormente para o campo de Higgs. Ou seja, as
solucoes satisfazem as condigoes de fronteira decaindo monotonicamente até seu valor de vacuo.

As solugbes para o campo magnético sao apresentadas na figura (7.16). Os campos sao
nulos na origem e atingem um maximo global, B.., cujas amplitudes que variam com 7y sao
mostradas na figura (7.17). Vale mencionar que para valores suficientemente grandes de 7,
a amplitude Bpax decai como 1/ry e sua localizacao, rp,,, , aumenta como /7y ao longo da

coordenada radial (7.17).
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Figura 7.16: Solugoes para B (1) obtidas a
partir de (7.112), (7.111),(7.113) e conside-
rando (7.64), (7.66).

Bmax

= "Bmax

0

Figura 7.17: Valores do maximo do campo
magnético e suas respectivas localizagoes

em funcao de rq.

Os perfis do potencial escalar Ag (r) sdo apresentados na figura (7.18). A amplitude do

campo, assim como no campo magnético, depende de ry, como mostrado na figura (7.19).

Contudo, agora o campo se comporta de maneira diferente em relacao caso anterior, figura

(7.8). Neste caso, a amplitude de Ay aumenta até atingir um valor maximo Agmax = 0.309924

em 7o = 0.9; depois decai a zero a medida que r( cresce.

Ao (r)

Figura 7.18: Solugoes para Ag(r) obti-
das de (7.113) e considerando as condigoes

(7.64), (7.66).
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Figura 7.19: Valores da amplitude do
potencial escalar Ag(r) em fungao do

parametro 7.



Por sua vez, o campo elétrico E (1) possui os perfis mostrados na figura (7.20). Assim como

para o caso (i1, o campo elétrico E (r) é nulo na origem e atinge seu méximo global, Ey,.y, cujas

amplitudes também variam com ry. O valor maximo do campo elétrico, Fy.,(0) = 0.188605,

ocorre em 19 = 0.7. Para valores suficientemente grandes de ry a amplitude de E (r) decai como

1/ry e sua localizagao radial, rg_, , aumenta como ,/rg, como mostrado nas figuras (7.21) e

(7.22), respectivamente.

0.20

0.15F

£ o10f

Figura 7.20: Solugao para E (1) obtidas a
partir (7.113) e (7.69) e considerando as
condigoes (7.64) e (7.66).

Emax

o

Figura 7.21: Valores da amplitude do
campo elétrico F (r) para valores crescen-

tes de rg.

"Emax

0

Figura 7.22: Valores das posi¢oes dos maximos do campo elétrico E(r) em fungao do parametro

To.
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Por fim, as solugbes para a densidade de energia ¢ (r) sao plotadas na figura (7.23). Ao
contrario do caso usual (Gs = 1), nao existe a formagao de lumps e sim de estruturas semelhan-
tes a anéis, como ocorre no contexto da eletrodinamica de Maxwell-Higgs, mais precisamente
para valores de winding number N > 2. Além disso, na figura (7.24) temos os valores de ¢ ()

na origem em funcao de 7o, cujo valor maximo €gmaz (0) = 0.685639 ocorre no ponto o = 0.8.

0.8}
- 1p=1
— 1p=2
— 1p=3
— rp=4

— r0:5

0.0 1 1 1 1
0

r o

Figura 7.23: Solucao para e¢ (r) obtidas a Figura 7.24: Valores da amplitude da den-
partir (7.78) e considerando as condigoes sidade energia ¢ em funcao de valores cres-
(7.64) e (7.66). centes de ry.

A escolha de permeabilidade
(r* +13)"

7.127
4r2rk 7 ( )

Go(x) =

é finita ao longo da coordenada radial; porém, apresenta divergéncia quando r =0 e r — oo.
Assim, poderiamos concluir que a energia total seria uma quantidade infinita; no entanto, assim
como ocorre para os vortices localizados, para evitar a singularidades em e¢ (), é necessério
que os campos F (r) e B (r) nas fronteiras se anulem mais rapidamente do que a fun¢ao G ()

divirja, de modo que a energia total tenha um valor finito.
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Capitulo 8

Conclusoes

Nesta tese, estudamos dois tipos de configuracoes de campo que gerar solugoes topoldgicas.
No capitulo 3, estudamos as solucoes BPS nos modelo de baby Skyrme na eletrodinamica de
Maxwell. A partir do método BPS, obtivemos as solugoes candnicas via equacoes BPS, que
minimizam o funcional de energia cada modelo. De modo geral, as solugoes apresentam um
comportamento totalmente monotonico e de acordo com as condicoes de fronteira.

No capitulo 4, introduzimos a teoria que generaliza a eletrodinamica usual de Maxwell; a
eletrodinamica de Born-Infeld, que faz parte de um grupo de teorias de campo modificadas e
também possibilita a implementagao do formalismo BPS, dentro de um intervalo permitido que
depende da relagao entre os parametros da teoria. Por meio do quadramento da densidade de
energia do modelo, obtivemos solu¢oes de skyrmions BPS cujos perfis sao bem similares aos do
modelo usual (Capitulo 3), apresentando somente modificagoes no valor dos campos na origem.
Vale destacar novamente que, a medida que tomamos o limite de § — oo recuperamos o modelo
baby-Skyrme-Maxwell.

Em seguida, no capitulo 5, acoplamos a permeabilidade junto ao termo de Maxwell, estende-
mos o modelo e obtivemos solucoes de skyrmions nao-usuais. Os resultados obtidos mostraram
que os perfis dos campos mudam em relacao ao modelo usual; tais mudancas ficam sao mais
evidentes no campo de calibre, no campo magnético e na densidade de energia. A fim de
mostrar como a permeabilidade afeta as solugoes, fizemos um estudo com base na analise dos
maximos e minimos de B(r) e egpg (r). No modelo usual, as solugbes apresentavam um padrao

de comportamento monotonico; no modelo atual, as solugoes possuem um comportamento mo-
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dulado por G. A partir da andlise dos extremos de B(r) e egpg (1), foi possivel fazer uma
estimativa da forma dessas solugoes para todo o intervalo da coordenada radial, que mudam de
acordo com a variacao dos parametros da teoria. Por fim, apesar das modificacoes no intervalo
intermediario de r, o comportamento dos campos nas fronteiras é inalterado, mantendo assim
o carater topologico das solucoes.

No capitulo 6, propomos uma eletrodinamica de Born-Infeld na presenca da permeabilidade
generalizada. Assim como nos capitulos precedentes, o objetivo é estudar solucoes de energia
minima dentro do contexto da eletrodinamica na matéria. Inicialmente, aplicamos o formalismo
BPS e encontramos um limite inferior para a energia do modelo que é atingido quando as
equagoes de primeira-ordem do modelo sao satisfeitas. As solugoes numéricas foram obtidas
fixando g =1, N =1, § = 1 e variando o parametro a. Como esperado, os perfis das solucoes
dos campos sao modificados devido a fungao nao-trivial. A exemplo do capitulo 5, fizemos
um estudo das solugoes do campo magnético, considerando intervalos definidos do parametro
«. De acordo com o intervalo considerado, os perfis variam entre formas de anéis e Lumps; a
diferenca na forma das solugoes esta ligada as condigoes topologicas do modelo.

Vale frisar que, assim como no modelo de Born-Infeld, existe um limite no intervalo das
solucoes. Agora, a condicao para existéncia de solugoes estaveis passa a depender também do
parametro «, isto é, modificamos um resultado ja estabelecido na literatura.

No capitulo 7, estudamos o modelo de MCSH modificado (7.12), no qual a fungao G(x),
denominada de permeabilidade generalizada, foi acoplada ao termo de Maxwell. Por meio da
implementacao do formalismo BPS, obtivemos a energia minima da configuracao de campo e
as equacoes BPS da teoria, a partir da qual buscamos encontrar solugoes vortices BPS gene-
ralizados. A partir da escolha de duas formas funcionais para G(x) encontramos dois tipos
de solugoes de vértices: a primeira, caracterizada por G, gerou solugoes BPS estaveis. Os
perfis, principalmente do campo de calibre, campo magnético, potencial escalar, campo elétrico
e densidade de energia, foram modificados devido a presenca de GG1; apresentando o surgimento
estruturas internas resultante de comportamentos nao-canonicos desses campos para valores
intermediarios da coordenada radial. Além disso, apesar da forma nao-trivial da permeabi-
lidade, as solugoes proximas ao limite assintotico apresentavam um decaimento exponencial

tipico, semelhante aos dos vértices Abrikosov-Nielsen-Olesen.
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A segunda escolha da permeabilidade, Go, assim como a primeira, forneceu solugoes BPS
estaveis. Ao contrario da primeira escolha, os perfis do campo de calibre, potencial escalar e
campo elétrico sao analogos ao modelo usual, com mudangas somente nos valores na origem e
amplitudes desses campos. No entanto, o campo magnético e a densidade de energia possuem
perfis que diferem do modelo usual. Em relacao aos valores dos campos préoximo ao limite
assintotico, a escolha de GG gera campos que apresentam um decaimento que obedece uma lei
de poténcia; o que contrasta com o comportamento tanto do modelo usual G = 1, quanto pelo
descrito por (G;. Na literatura, um comportamento parecido ocorre na Matéria Condensada,
na previsao do modelo de Ginzburg-Landau para o campo magnético em um material.

A partir das resultados obtidos na tese, surgiram ideias de novos trabalhos, tanto nos
modelos de Skyrme quanto no modelo de voértices quirais. Primeiramente, nos modelos de
Skyrme pretendemos implementar o formalismo BPS aos modelos completos de baby-Skyrme e
baby Skyrme-Born-Infeld, isto é, na presenca do termo . Em seguida, por meio do acoplamento
das permeabilidades, buscamos estender as teorias usuais.

Uma possivel aplicacao dos modelos de Skyrme reside no estudo de propriedades Oticas,
especialmente, no contexto de materiais cujas respostas a aplicacao do campo eletromagnético
¢ nao-linear. Nesses materiais, devido a estrutura nao linear das equagoes de campo, ondas
propagantes que preservam sua forma podem surgir. Tais ondas sao denominadas sélitons
oticos.

Por outro lado, nos modelos de vértices pretendemos introduzir novas fungoes nao-triviais
no modelo de MCSH, a fim de descrever meios materiais com caracteristicas distintas, que

podem ser moduladas pelas permeabilidades.
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