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André Cavalcante, Elivaldo Ribeiro, Jucelino Sousa, Janielton Andrade, Edmanferson Holanda,

Carlos Magno, e aos demais cujos nomes não citei.

Ao Prof. Carlos Eduardo da Hora Santos, pela paciência, disposição e dedicação em me

orientar ao longo desses 4 anos. Ao Prof. Rodolfo Alván Casana Sifuentes, por ter sido meu
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Resumo

Nesta tese, apresento três contribuições originais de solições de Skyrmions e Vòrtices plana-

res por meio do formalismo BPS. Primeiramente, no contexto dos modelos de Skyrme, propo-

mos duas configurações originais que geram sólitons BPS: a primeira no modelo baby Skyrme-

Maxwell e a segunda no modelo baby Skyrme-Born-Infel. Em ambos os cenários, introduzimos

uma função G(φn), denominada de permeabilidade generalizada, junti aos termos de Maxwell e

Born-Infeld, respectivamente. Nos dois cenários, a partir da minimização do funcional de ener-

gia, obtivemos expressões gerais para a energia mı́nima das configurações de campo, bem como

para as respectivas equações BPS, que passam a depender diretamente da estrutura das per-

meabilidades. Analisamos as soluções dos modelos modificados e comparamos com as soluções

usuais, com o objetivo de identificar e destacar a modificação gerada pela introdução das funções

não-triviais G. Por fim, no contexto da eletrodinâmica de Maxwell-Chern-Simons, seguindo o

mesmo procedimento dos modelos de Skyrme, propomos a extensão do modelo por meio do aco-

plamento de uma nova permeabilidade. Agora, a função G(χ) depende de um campo escalar

adicional χ, cuja dinâmica é introduzida a fim de estender a simetria da densidade lagrangiana

original, além de servir como campo fonte de soluções de vórtice.

PALAVRAS-CHAVE: Defeitos topológicos, Formalismo BPS, Skyrmions,Vórtices,Teorias

de Gauge,
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Abstract

In this thesis, I present three original contributions to solutions of Skyrmions and planar

vortices using the BPS formalism. First, in the context of Skyrme models, we propose two

original configurations that generate BPS solitons: the first in the baby Skyrme-Maxwell model

and the second in the baby Skyrme-Born-Infeld model. In both scenarios, we introduce a

function G(φn), called generalized permeability, together with the Maxwell and Born-Infeld

terms, respectively. In both scenarios, from the minimization of the energy functional, we

obtain general expressions for the minimum energy of the field configurations, as well as for

the respective BPS equations, which depend directly on the structure of the permeabilities.

We analyze the solutions of the modified models and compare them with the usual solutions,

with the aim of identifying and highlighting the modification generated by the introduction of

the non-trivial G functions. Finally, in the context of Maxwell-Chern-Simons electrodynamics,

following the same procedure as the Skyrme models, we propose the extension of the model by

means of the coupling of a new permeability. Now, the G(χ) function depends on an additional

scalar field χ, whose dynamics is introduced in order to extend the symmetry of the original

Lagrangian density, in addition to serving as a source field for vortex solutions.

KEY WORDS: Topological Defects, BPS Formalism, Skyrmions, Vortices, Gauge Theories,

.
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2.2 Ondas Solitárias, Sólitons e Defeitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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5.1 O modelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

5.2 Formalismo BPS no modelo modificado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

5.3 Soluções de primeira ordem na presença de G(φn) . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
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7.6.1 Soluções de vórtices Quirais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

8 Conclusões 137

Referências Bibliográficas 140
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5.11 Solução do campo magnético para α ≥ 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
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6.6 Soluções do campo magnético para 1 < α < 2.01 obtidas a partir de (6.59). . . . 105

6.7 Soluções da densidade de energia εbps (r) para 0 < α < 1 obtidas a partir de

(6.42). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

6.8 Soluções da densidade de energia εbps (r) para valores de 1 < α < 2.01 obtidas a

partir de (6.42). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

7.1 Soluções para o campo de Higgs g(r) obtidas a partir das equações (7.90), (7.91) e (7.92) via

as condições de contorno (7.64) e (7.66). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

7.2 Soluções para o campo de Higgs g(r) para valores de r0 variando no intervalo, 0 ≤ r0 ≤ 1.95. . 124

7.3 Soluções para o campo de calibre a(r) obtidas a partir das equações (7.90), (7.91) e (7.92) via

as condições de contorno (7.64) e (7.66). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

7.4 Soluções para B (r) obtidas de (7.90), (7.91) e (7.92), considerando (7.64) e (7.66).125
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Caṕıtulo 1

Introdução

A Teoria de Campos (clássicos, quânticos e quânticos–relativ́ısticos) descreve a maior parte

das interações f́ısicas conhecidas. Um campo é uma quantidade f́ısico–matemática responsável

por transmitir as interações. No contexto atual, o Modelo Padrão das interações fundamentais

é baseado na ideia de que para cada tipo de interação fundamental existe um campo associado,

e cada part́ıcula conhecida associada ao campo surgem das excitações desses campos. Como

exemplo, podemos citar o Eletromagnetismo. A interação eletromagnética é transmitida pelo

fóton que é a part́ıcula mediadora da interação.

Podemos pensar num campo como uma “máquina”que ocupa uma posição no espaço-tempo

e produz, neste ponto, um objeto que representa uma “amplitude”naquele ponto [1]. Desse

modo, uma teoria de campos clássicos descreve um sistema f́ısico dotado de infinitos graus de

liberdade, cujos os campos descrevem quantidades f́ısicas e são definidos, em cada ponto, pelas

coordenadas xµ do espaço-tempo. A ńıvel clássico, o formalismo mais usado para descrever

a Teoria Clássica de Campos é a formulação lagrangiana (ou hamiltoniana) para sistemas

cont́ınuos. A teoria é, portanto, descrita por quantidade denominada densidade lagrangiana,

que é função dos campos e de suas respectivas derivadas. A partir do prinćıpio da ação mı́nima,

obtemos as equações de campo (EDPs) que governam a dinâmica da teoria e consequentemente

fornecem as soluções do sistema.

No âmbito das teorias de campos não-lineares, destacamos as soluções das equações de

campos denominadas de defeitos. Os defeitos são configurações de energia localizada e que

estão intimamente relacionados ao fenômeno da quebra espontânea de uma simetria cont́ınua
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(local ou global) de um sistema f́ısico [2]. Eles possuem importantes aplicações em várias áreas

da f́ısica, como em sistemas de Matéria Condensada [3,4], biologia [5,6], Cosmologia [2,7] e na

F́ısica de Part́ıculas.

Ainda no contexto das teorias de campo não-lineares destacamos as ondas solitárias que,

assim como os defeitos, são soluções das equações de campo. Em particular, as ondas solitárias

são estruturas que apresentam densidade de energia localizada, energia finita e possuem a

caracteŕıstica de se propagarem sem perder a sua forma [8]. Uma classe particular dessas ondas

são os sólitons, que possuem caracteŕıstica adicional de, após interagir com outro sóliton, não

sofrem deformação, recuperando a sua forma original ao fim do processo; ou seja, um sóliton é

uma solução estável. Além disso, eles não dissipam energia, embora possa ocorrer uma mudança

de fase das ondas.

Tanto defeitos quanto sólitons se dividem em duas classes distintas: os topológicos e os

não topológicos [9]. Os defeitos (e sólitons) topológicos são aqueles possuem uma estrutura

topológica que garante a estabilidade da solução. Por outro lado, os defeitos ( e sólitons) não

topológicos não apresentam uma estrutura topológica, de modo que sua estabilidade é garantida

em relação a outros critérios.

A topologia é uma área da matemática que trata de classificar espaços. Um espaço é dito ser

topológico se ele satisfaz um conjunto de propriedades estabelecidas. A importância do estudo

da topologia no contexto da teoria de campos reside na classificação das soluções das equações

de campo, e especialmente, no entendimento da sua estabilidade. Dois espaços topológicos são

equivalentes se é posśıvel deformar um no outro por meio deformação cont́ınua. Desse modo,

existe uma relação de equivalência ou uma “medida de equivalência” entre os espaços [10].

Entre os anos de 1960 e 1970, houve um grande esforço da comunidade cient́ıfica em es-

tudar as soluções não-lineares das equações de campos clássicos, principalmente no cenário da

f́ısica das interações fortes; pois devido a estabilidade, as soluções de sólitons possúıam uma

estrutura matemática adequada que as credenciaram a serem candidatas a descrever part́ıculas

clássicas da teoria [11]. No entanto, é importante entender que as “part́ıculas” obtidas a partir

das equações de campos clássicos são diferentes das part́ıculas elementares, que surgem das

excitações ondulatórias dos campos [12]. Na verdade, temos que interpretar essas part́ıculas

como resultado das oscilações dos campos devido a sua natureza não-linear.

16



De modo geral, os defeitos e sólitons são oriundos da solução das equações de segunda ordem

de Euler-Lagrange. Porém, em configurações campo estacionárias, eles podem ser obtidos a

partir da resolução de um sistema de equações de primeira ordem. E. B. Bogomol’nyi [13] em

1976 e Prasad e C. M. Sommerfield [14], desenvolveram um método que permite obter sólitons

e defeitos a partir da solução de equações de primeira ordem, que ficaram conhecidas como

equações BPS, cuja as soluções satisfazem as equações de Euler-Lagrange, sendo, portanto,

soluções leǵıtimas do sistema.

O método BPS (Bogomol’nyi-Prasad-Sommerfield) consiste em reescrever a densidade de

energia como uma soma de quadrados perfeitos e um termo de derivada total. A partir da

integração da densidade de energia sobre todo o espaço, obtemos a energia total da configuração.

Em seguida, com o objetivo de minimizar a energia total, impomos que os termos quadráticos

na integral sejam nulos. Desse modo, encontramos dois resultados importantes: o limite inferior

para a energia da configuração, a energia BPS, que é proporcional ao grau topológico N ; e as

equações diferenciais de primeira ordem, as equações BPS, que saturam o limite BPS. Portanto,

as soluções de sólitons são estáveis, no sentido que minimizam a energia e são proporcionais a

carga topológica.

Esta tese foi desenvolvida da seguinte maneira: no caṕıtulo 2, apresentamos as noções de

topologia, as definições de ondas solitárias, sólitons e defeitos (topológicos e não-topológicos),

e os modelos Sigma, Skyrme e baby Skyrme puro. O objetivo desse caṕıtulo é fornecer a base

para compreensão dos caṕıtulos seguintes.

No caṕıtulo 3 apresentamos uma revisão detalhada sobre o estudo de sólitons no modelo

baby Skyrme calibrado [15]. Em particular, com foco em configurações regulares, com simetria

rotacional e independentes do tempo, implementamos a prescrição de Bogomol’nyi. A partir

do método BPS, buscamos minimizar a energia total do modelo, a partir obtemos não só as

equações de primeira ordem, mas também o limite mı́nimo para o valor da energia propriamente

dita. De posse das equações BPS, obtenho as soluções numericamente do modelo usando as

condições iniciais apropriadas. O objetivo principal desse caṕıtulo é apresentar as soluções

BPS usuais constrúıdas para o do modelo de Skyrmion planar, destacando as principais carac-

teŕısticas e motivações das soluções de skyrmions BPS. Estas soluções servirão como referência

a ser utilizada durante o processo de introdução dos resultados originais apresentados nesta
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tese.

No caṕıtulo 4, apresenta-se uma revisão sobre o estudo de soluções de equações de campo

não-lineares no contexto da Eletrodinâmica de Born-Infeld. Aqui, motivado pelo trabalho

[16], investigamos as principais caracteŕısticas das soluções de sólitons planares. Devido a

generalização proposta pelo modelo de Born-Infeld, é necessário implementar um formalismo

BPS estendido, capaz de fornecer a estrutura adequada para existência soluções de energia

mı́nima. De fato, as soluções estáveis para essa configuração de campo existem, dentro de um

intervalo definido.

No Caṕıtulo 5, apresentamos o primeiro resultado original da nossa pesquisa. Aqui, propo-

mos a generalização do modelo baby Skyrme-Maxwell [15] por meio do acoplamento de uma

função não-trivial junto ao setor eletromagnético. A função G (φn) representa uma permea-

bilidade magnética generalizada e caracteriza um meio magnético, donde, procedendo com a

nossa abordagem, obteremos nossas soluções BPS. O estudo de configurações estendidas via

funções não-triviais é amplamente investigado na literatura [17–22]. No contexto de teorias

de campos escalares, modelos desse tipo são usados para simular constrições geométricas em

soluções do tipo kink [23], cujos perfis das soluções imitam os resultados experimentais que

justificam a influência das constrições na magnetização de um mateiral magnético [24–26]. Em

teorias com campos de calibre, como em [27–29], onde a presença da permeabilidade modifica

o perfil do campo magnético (em relação às soluções usuais) adicionando estruturas internas

às soluções das equações de campo. Funções dielétricas são empregadas no estudo de confi-

namento e desconfinamento de quarks e glúons em teorias taquiônicas; neste caso, a função

dielétrica G de cor cria uma interação forte entre os quarks e glúons na matéria taquiônica, o

que possibilita empregar a teoria da QCD, como feito em [30]. O objetivo desse estudo é obter

soluções de skyrmions que saturam o limite BPS, para isso, assim como no modelo usual, é

necessário considerar uma função auxiliar W denominada de superpotencial. Seguindo com o

procedimento, obtemos: a energia total, reescrita em termos dos quadrados perfeitos, o termo

de derivada total, e uma equação diferencial de primeira ordem, a equação do superpotencial,

da qual podemos derivar dois cenários distintos, que geram soluções de sólitons BPS. A par-

tir da minimização do funcional de energia, deriva-se a energia mı́nima (BPS) e as equações

BPS, que dependem da escolha da permeabilidade G (φn). A partir da fixação da permeabi-
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lidade, obtem-se as soluções numéricas que devem apresentar perfis distintos das soluções do

modelo usual. As modificações geradas por G (φn) são interpretadas como uma resposta do

meio magnético à presença do campo de calibre Aµ. Os resultados deste caṕıtulo resultaram

em uma publicações no Physical Review D [31]

� Restricted baby Skyrme-Maxwell theory in a magnetic medium: BPS configurations and

some properties. J. Andrade, Rodolfo Casana, E. da Hora, and A.C. Santos, Phys. Rev.

D110, 056005(2024);

No caṕıtulo 6, apresentamos a segunda contribuição original da nossa pesquisa. A proposta

é introduzir a mesma permeabilidade abordada no caṕıtulo anterior, G (φn), agora acoplada ao

setor eletromagnético não-linear do modelo de Born-Infeld. Assim como procedi nos caṕıtulos

anteriores, apliquei o formalismo BPS a fim de encontrar as soluções de sólitons planares, agora

no modelo mais amplo. Por fim, as soluções obtidas saturam o limite BPS, sendo, portanto,

estáveis e de energia mı́nima. Como esperado, as novas soluções apresentam, como outrora

visto, perfis distintos dos usuais. Finalmente, no caṕıtulo 7 apresentamos o terceiro resultado

original desta pesquisa: a obtenção de vórtices BPS na eletrodinâmica de Maxwell-Higgs imersa

em um meio quiral1, cujas propriedades eletromagnéticas são descritas pelo termo de Chern–

Simons e um campo neutro escalar, cujo acoplamento com o setor eletromagnético é modulado

por uma função não–trivial G (χ), denominada de permeabilidade magnética generalizada [32].

Em particular, com foco em configurações regulares e possuidoras de simetria rotacional e

independentes do tempo; procedo à implementação da prescrição de Bogomol’nyi, buscando a

minimização da energia total do cenário efetivo, a partir da qual obtenho não só as equações

BPS, mas também o limite mı́nimo para o valor da energia total propriamente dita. Resolvo as

equações BPS numericamente com o aux́ılio de condições de contorno apropriadas e, a partir

disso, ressalto as principais caracteŕısticas das soluções.

Os resultados desse caṕıtulo resultaram em uma segunda publicação no Physical Review

D [33]

� BPS chiral vortices in Maxwell-Higgs electrodynamics. J. Andrade, Rodolfo Casana and

E. da Hora, Phys. Rev. D111, 036019(2025).

1Um meio é dito ser quiral quando os objetos que o constitui não podem ser sobrepostos a suas imagens

espelhadas
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No Caṕıtulo 8, encerramos o trabalho apresentando as conclusões dos resultados originais ob-

tidos na pesquisa, e as perspectivas de futuras investigações tanto nos modelos baby Skyrme:

puro, baby Skyrme-Maxwell e Bor-Infeld-Skyrme; quanto nos modelos de Maxwell e Chern-

Simons acoplados ao campo de Higgs.
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Caṕıtulo 2

Definições

2.1 Noções de Topologia

A topologia tem origem do estudo das noções de limite e continuidade de funções [34]. Ela é

um ramo da matemática e possui um papel importante na descrição de muitos sistemas f́ısicos,

como em Teoria de Campos, F́ısica da Matéria condensada, e em Sistemas F́ısicos não-lineares.

Ao longo do seu desenvolvimento, a topologia foi dividida em quatro campos: a Topologia Geral

ou Topologia de conjunto de pontos, que generaliza o conceito de continuidade na definição

dos espaços topológicos; a Topologia Combinatória, que estuda as propriedades dos espaços

topológicos a partir do conceito de invariantes topológicos [35]; a Topologia Algébrica, que

investiga os conceitos de homotopia e homologia e os conecta com os espaços topológicos [36,37];

e a Topologia Diferencial, que estuda as propriedades de variedades diferenciáveis invariantes

por difeomorfismos.

Portanto, a proposta da topologia é classificar os espaços de acordo com uma “medida”.

Cada tipo de topologia usa uma “medida”diferente para classificar o espaço em estudo. Nesta

seção, trataremos de alguns conceitos fundamentais em Topologia, com ênfase na relação de

Homotopia, que possui papel importante no tratamento das soluções de defeitos e sólitons

topológicos.
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2.1.1 Relação de equivalência e classes de equivalência

Uma relação de equivalência ∼ é uma relação binária definida num conjunto e que satisfaz

as seguintes propriedades

(i) a ∼ a, reflexiva;

(ii) Se b ∼ a, então a ∼ b , simetria;

(iii) Se a ∼ b e b ∼ c, então a ∼ c, transitiva.

Dado um conjunto X e uma relação de equivalência ∼, temos que X é dividido em subcon-

juntos mutualmente disjuntos (conjuntos com interseção vazia). Uma classe de equivalência é

definida como um subconjunto formado por todos os elementos de x ∈ X, que possuem uma

relação de equivalência com a. Uma classe é definida como

[a] = {x ∈ X|x ∼ a} , (2.1)

ou seja, é composta por todos os elementos de X tal que x ∼ a.

O conjunto de todas as classes é denominado de espaço quociente, representado por X/ ∼.

O elemento a ou qualquer outro da classe [a] é chamado de representante da classe [a]. Como

exemplo, consideremos um grupo G e um subgrupo H, tal que H ⊂ G. Sendo g e g′ ∈ G e

introduzindo a relação de equivalência g ∼ g′ se existir um h ∈ H, tal que g′ = gh. Denotamos

a classe de equivalência [g] = {gh|h ∈ H} por gH. A classe gH é chamada de classe lateral à

esquerda (left coset) e satisfaz gH ∩ g′H = ∅ ou gH = g′H. Caso a relação ghg−1 ∈ H para

qualquer g ∈ G e h ∈ H, dizemos que o subconjunto H é um subgrupo normal de G e o espaço

quociente G/H forma um grupo, chamado de grupo quociente, onde o produto [g] ∗ [g′] = [gg′]

define a operação do grupo. De modo análogo, podemos definir o conceito de classe lateral à

direita (right coset). O grupo quociente também é uma classe de equivalência.

O conceito de classes laterais possui aplicações em áreas da F́ısica, das quais destacamos seu

papel na Cosmologia [38], em teorias de calibre superssimétricas [39], e no estudo de geometria

não comutativa [40].

2.1.2 Espaços topológicos

Na seção anterior, definimos relações de equivalência entre elementos de um conjunto X. No

entanto, não mencionamos qual a natureza deste conjunto. A partir deste ponto nos referiremos
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a X como sendo um espaço topológico, cuja estrutura será dada a seguir.

Sendo X um conjunto de elementos representados por T =
k∑

i=1

Ti , uma coleção de subcon-

juntos abertos de X, tal que T contém:

1 ∅ e X ∈ T ;

2 O conjunto união de quaisquer subconjuntos (finitos ou infinitos) abertos em T . Ou seja,

T é fechado por uniões arbitrárias;

3 A intersecção de quaisquer subconjuntos finitos e abertos em T ; isto é, T é fechado por

interseções finitas.

O par (X, T ) (ou somente X) é denominado espaço topológico e T é chamada de topologia

em X [41,42]. A topologia pode ser classificada de acordo com a coleção dos conjuntos abertos

em X. A topologia é classificada de trivial quando T = {∅, X}. Se X é um conjunto e T

corresponder a todos os subconjuntos de X, então T é denominada de topologia discreta. Em

ambas as propriedades (1)-(3) são satisfeitas.

2.1.3 Homotopia

Grupos

Um conjunto de elementos G representados por G = a, b, c, ... ≡ G, ∗ em que é definido uma

operação binária (∗), é denominado de Grupo se seus elementos satisfazem às propriedades a

seguir.

1. Para todo a, b ∈ G, a ∗B = c ∈ G (Fechamento)

2. Quaisquer elementos g1, g2 e g3 ∈ G, g1 ∗ (g2 ∗ g3) = (g1 ∗ g2) ∗ g3 (Associatividade);

3. Existe um elemento I ∈ G, tal que g ∗ I = I ∗ g = g, para todo g ∈ G (I é o elemento

identidade);

4. Existe um elemento g−1 ∈ G, tal que g ∗ g−1 = g−1 ∗ g = I, para todo g ∈ G (g−1 é o

Elemento Inverso de g).
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O número de elementos de G determina a ordem do grupo. Se G possui um número finito de

elementos, logo ele possui ordem finita. Por outro lado, caso ele possua infinitos elementos, sua

ordem é infinita. Além disso, os seus elementos podem ser parâmetros discretos ou cont́ınuos.

Ainda em relação aos elementos, podemos classificar os grupos em relação a propriedade

da comutatividade. Um grupo G é dito ser comutativo (ou Abeliano) se para todo g1, g2 ∈ G,

tem-se g1 ∗ g2 = g2 ∗ g1. Caso essa propriedade não for verificada, o grupo é denominado não

comutativo (ou não Abeliano).

Homotopia

Na subseção anterior, vimos que uma relação de equivalência divide um manifold X em um

conjunto de subconjuntos não disjuntos, os quais definem uma classe de equivalência.

A Homotopia é um tipo de relação de equivalência que classifica mapas entre um ou mais

espaços topológicos. Para compreendermos seu significado, vamos analisar as figuras abaixo.

Figura 2.1: Espaço topológico X Figura 2.2: Espaço topológico Y

Nas figuras (2.1) e (2.2), temos dois espaços topológicos X e Y nos quais definimos caminhos

α, β e γ. O que caracteriza a diferença entre os espaços topológicos?

Na figura 2.1, o loop β pode ser continuamente deformado a um ponto. Contudo, o mesmo

processo não pode ser realizado no loop α, pois existe um buraco no seu interior (X é uma
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região não conexa). Em contrapartida, na figura (2.2), todos os loops podem ser continuamente

deformados a um ponto, pois Y é simplesmente conexo. Portanto, os loops em Y são ditos

homotópicos a um ponto e formam uma classe de homotopia (classe de equivalência dos loops).

Na figura (2.2) existe somente uma classe de homotopia associada com o espaço topológico

Y . Por outro lado, em X, cada classe de homotopia é identificada por um número N ∈ Z

denominado de windind number, que corresponde ao numero de vezes que o loop circunda o

buraco. Quando a orientação é no sentido horário N < 0; enquanto que no sentido anti-horário

N > 0. Além disso, o grupo Z é aditivo com uma operação de grupo definida (+) e possui um

significado geométrico: a operação N +M corresponde a circundar o buraco N vezes e depois

M vezes.

Homotopia de caminho

Em um espaço topológico X, um caminho é uma função cont́ınua do tipo f (t) : Υ 7→ X no

intervalo Υ = [0, 1] com t ∈ I. Caso f (t) satisfaça a condição f (0) = x0−e f (1) = x1, sendo

x0 e x1 os pontos inicial e final de f (t) , então ela é denominada de homotopia de caminho ou

caminho em X. Se tivermos um caminho do tipo f (0) = f (1) = x0, temos uma estrutura de

loop com ponto base x0.

Em particular, para x ∈ X e I um mapa identidade em X,um caminho constante cx é

definido por I : Υ 7→ X, de modo que I (t) = x para qualquer valor de t no intervalo Υ = [0, 1].

Este ultimo resultado implica que o mapa I compõem trivialmente um loop, pois I (0) = I (1) =

x, que tem como ponto base um x arbitrário.

Dois caminhos quaisquer g (t) e h (t) em X definidos por g (t) , h (t) : Υ 7→ X que possuam

os mesmos pontos iniciais e finais são ditos ser equivalentes se existe um mapa cont́ınuo H (s, t) :

Υ×Υ → X tal que H (0, t) = g (t) ,

H (1, t) = h (t) .
e

 H (s, 0) = g (0) = h (0) = x0,

H (s, 1) = g (1) = h (1) = x1,
(2.2)

na qual s é o parâmetro de deformação cont́ınua. Se as condições acima são satisfeitas, dizemos

que g (t) e h (t) são homotópicas ou homotopicamente equivalentes.

Quando x0 = x1 os caminhos g (t) e h (t) formam loops com ponto base x0, satisfazendo as
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condições a seguir  H (0, t) = g (t) ,

H (1, t) = h (t) .
e

 H (s, 0) = g (0) = h (0) = x0,

H (s, 1) = g (1) = h (1) = x0,
(2.3)

que possuem uma estrutura de grupo.

Portanto, o mapa cont́ınuo H (s, t) é uma relação de equivalência entre os caminhos (abertos

ou fechados) definidos em espaço topológico. Ela estabelece uma relação de homotopia entre

esses os caminhos e os classifica nas chamadas classes de homotopia.

2.1.4 Grupo Fundamental

Na seção anterior, definimos um caminho como um mapa f (t) : Υ 7→ X , caso f (0) = x0−e

f (1) = x1 ou f (0) = f (1) = x0, no espaço topológico X. Agora, vamos analisar a estrutura

de grupo desses caminhos. Seja X um espaço topológico, os mapas g (t) , h (t) : Υ 7→ X com

t ∈ Υ, formam um caminho tal que g (0) = h (1) . O produto entre os mapas é dado por

p (t) ≡ (g ∗ h) (t) =

 g (2t) , se 0 ≤ t ≤ 1
2
,

h (2t− 1) , se 1
2
≤ t ≤ 1,

(2.4)

que descreve o caminho ilustrado na figura (2.3).

Figura 2.3: Produto entre mapas

A composição (g ∗ h) (t) é subdividida em dois caminhos: os caminhos g (t) e h (t) que

correspondem, respectivamente, aos caminhos de [x0, x1] e [x1, x2] .

Definimos o elemento inverso de g (t) como g−1 (t) = g (1− t) e corresponde ao caminho

partindo de x1 a x0. Sendo p (t),g (t) e h (t) ∈ K, a propriedade associativa é satisfeita, pois

[p (t) ∗ g (t)] ∗ h (t) = p (t) ∗ [g (t) ∗ h (t)] . (2.5)

O elemento identidade é especificado pelo mapa identidade I : Υ 7→ X, com I (t) = x ∀ ∈ t

no intervalo Υ = [0, 1] e x ∈ X, define um caminho constante. Porém, analisando as expressões
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a seguir

g−1 (t = 0) = g (1) = g−1 (t) |x0 , em t = 0, (2.6)

g−1

(
t =

1

2

)
= g

(
1

2

)
= g−1 (t) |x1 , em t =

1

2
. (2.7)

observamos que a existência de dois elementos de identidade ao longo do caminho, ou seja,

g (t) ∗ g−1 (t) |x0 ≡ Ix0 , em t = 0, (2.8)

g (t) ∗ g−1 (t) |x1 ≡ Ix1 , em t =
1

2
. (2.9)

Desse modo, o (2.8) e (2.9) violam as propriedades de grupo (2) e (3). Portanto, conclúı-se que

classes de equivalência de caminhos abertos, tais como (2.4), não possuem uma estrutura de

grupo.

Em particular, caminhos do tipo f (t) : Υ 7→ X com mesmos pontos inciais e finais f (0) =

f (1) = x0 ∈ X, são denominados loops com ponto base em x0. O conjunto formado por todas

as classes de homotopia do loops [f ] possui uma estrutura de grupo, ao qual chamamos de

grupo fundamental ou primeiro grupo de homotopia π1 (X, x0).

2.1.5 Classificação das soluções

Em teorias de campos escalares, usa-se duas técnicas para classificar as soluções de sólitons.

A primeira é a homotopia, que relaciona: caminhos percorridos em um espaço topológico X

(homotopia de caminho); e mapas entre dois espaços topológicos X e Y . Em ambos, interpreta-

se a homotopia como uma relação de equivalência entre os caminhos e os espaços topológicos

[43].

A segunda técnica é a teoria do grau topológico. O grau topológico definido é para um

mapa Ω : X −→ Y, entre dois espaços topológicos X e Y , que são diferenciáveis, cont́ınuos,

conectados e de mesma dimensão. O grau topológico, deg Ω ,de uma configuração de campo, é

um número inteiro que quantifica quantas vezes um espaço pode ser “coberto por outro”. Além

disso, é um invariante topológico, pois não muda por uma deformação cont́ınua. Na descrição

de part́ıculas, deg Ω responsável por identificar o tipo e a energia da part́ıcula a ele associada.

Considerando um mapeamento do tipo Ω : Sn −→ Sm; se Ω está na N − ésima classe de

homotopia do grupo πn (S
n). Então, deg Ω = N , em que N é o winding number.
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Para configurações de campo com N = 0, temos um mapa homotópico a um ponto, isto

é, os mapas associados aos campos são deformados a um único ponto, o que caracteriza uma

topologia trivial. Nesse caso, a energia associada ao sóliton é nula, e eles não são estáveis [12].

Quando N = 1, a configuração possui um valor de energia mı́nima e, portanto, estável, pois

não pode decair em uma configuração de topologia trivial. A densidade de energia é suave

e localizada em uma região do espaço; a solução para este cenário é denominada de sóliton

topológico (ou sóliton). Associado ao sóliton temos os antisólitons, que possuem N = −1.

Quando os sólitons e antisólitons são oriundos de modelos integráveis; a interação entre o não

alteram a forma dos sólitons (e antisólitons). Por outro lado, em modelos não integráveis, a

interação entre o par sóliton-antisóliton pode gerar a aniquilação dessas quantidades.

Para valores de N > 1, as soluções são denominadas de multisólitons. Nesses casos, dois

comportamentos são posśıveis: o primeiro consiste em decair num estado ligado de N sólitons;

ou serem decompostos em N sólitons de carga topológica N = 1.

2.2 Ondas Solitárias, Sólitons e Defeitos

2.2.1 Ondas Solitárias e Sólitons

As ondas solitárias foram primeiramente observadas em 1834, pelo engenheiro civil e ar-

quiteto naval John Scott Russell (1808-1882), no canal da união em Edimburgo, na Escócia.

Na ocasião, Russell estudava o modelo de barco mais viável para navegação no canal, quando

observou um pulso que se propagava com uma velocidade constante e sem perder a sua forma

por uma longa distância através do canal. Observando a particularidade do fenômeno, Russell

passou a reproduzi-lo a fim de analisar suas propriedades. Em 1845, os resultados das pesquisas

de Russell foram publicados na Bristsh Association for the Advancement of Science [44].

Em 1895, Diederik Johannes Korteweg (1848-1941) e Gustav de Vries (1866-1934), propu-

seram uma equação diferencial parcial, a equação KdV [45], que serve de modelo matemático

para descrever completamente as ondas solitárias observadas por Russell; seu estudo leva ao

entendimento das ideias por trás do conceito de sóliton [46]. Apesar do resultado significativo

fornecido pela equação KdV, as ondas solitárias foram consideradas, por muito tempo, soluções

sem relevância das equações não-lineares.
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A justificativa para o perfil constante das ondas solitárias resulta do equiĺıbrio estável de

dois efeitos: a não-linearidade e a dispersão. O primeiro tende a localizar a onda, estreitando

o pulso; enquanto o segundo tende a espalhá-la. O balanço dinâmico entre esses dois efeitos

garante uma estabilidade a onda solitária [46]. Por outro lado, na ausência de um desses efeitos,

a possibilidade de existências de ondas solitárias não é posśıvel [47].

Os sólitons são uma classe particular de ondas solitárias que possuem a caracteŕıstica adi-

cional que o distingue das demais ondas solitárias: eles viajam com velocidade constante e

preservam sua forma (exceto por uma mudança de fase) sem perder energia mesmo após intera-

gir com outros sólitons. Essa caracteŕıstica espećıfica dos sólitons está associada ao conceito de

integrabilidade [48]. Um modelo integrável é aquele no qual podemos definir infinitas quantida-

des conservadas [49, 50]. Exemplos de modelos cujas as soluções fornecem sólitons integráveis

são: equação KdV, Equação de Schrodinger não-linear e modelo Sine-Gordon.

Em relação a topologia, os sólitons podem ser classificados em dois tipos: os topológicos e

os não–topológicos. Os sólitons topológicos são aqueles em que a condição de contorno para

os campos no infinito é diferente daquela na origem. Além disso, é necessária a existência

de estados de vácuo degenerados. Assim, a carga topológica associada a configuração, Qtop,

é diferente de zero, uma vez que é escrita em termos dos valores dos campos nas fronteiras.

Exemplos de sólitons topológicos são: kinks [51], vórtices [52, 53] e monopólos magnéticos [54,

55]. Por outro lado, os sólitons não-topológicos são caracterizados por condições de fronteiras

definidas no mesmo ponto; assim, não existe a necessidade de vácuos não-degenerados [56].

Esses sólitons possuem carga topológica Qtop = 0. Como exemplo temos: os Q-balls que foram

introduzidos em [57], e em [58] foram empregadas no contexto de extensões superssiméticas do

modelo padrão.

2.2.2 Defeitos Topológicos

Os defeitos topológicos são configurações estáveis de matéria que surgem devido a quebras de

simetria, espontâneas ou explicitas, em sistemas f́ısicos devido a fatores como transições de fase e

potenciais que induzem a quebra. Simetrias espontaneamente quebradas surgiram inicialmente

no contexto da matéria condensada, sendo posteriormente empregada na descrição da f́ısica

de part́ıculas e na cosmologia. Assim como os sólitons, essas estruturas possuem densidade
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de energia localizada e energia total finita, além de serem classificados como topológicos ou

não-topológicos.

Existem vários tipos de defeitos topológicos que estão relacionados com a topologia, ao tipo

de quebra de simetria, e a dimensão em que essas configurações surgem. Por exemplo, defeitos

chamados de kinks ocorrem em (1 + 1)-dimensões espaço-temporal em modelos descritos com

campos escalares e por uma função não-negativa V , denominada de potencial. Em (2 + 1)–

dimensões espaço-temporais temos o surgimento de defeitos denominados vórtices que podem

ser de dois tipos: os globais, que são caracterizados por um campo escalar complexo e quebra

de simetria U (1) global; e locais, quando os campos escalares estão acoplados ao campo de

calibre e existe a quebra da simetria U (1) local.

Em (3 + 1)–dimensões espaço-temporais temos os skyrmions, que surgem da quebra da

simetria SO (4) para SO (3) no espaço interno dos campos. Devido a quebra, essas soluções

apresentam uma estrutura vácuo degenerada munida de uma topologia não trivial [2].

Nesta tese, vamos estudar defeitos topológicos e sólitons topológicos no contexto das teorias

de campos clássicos, e suas respectivas soluções clássicas.

2.3 Modelos Sigma e Skyrme e baby Skyrme puro

Uma classe de teorias de campos que fornece soluções do tipo sólitons é o modelo O (N)

não-linear, descrito pela densidade lagrangiana

L =
1

2
∂µ
−→φ · ∂µ−→φ − V (φ) , (2.10)

onde µ = 0, 1, 2, 3. Para formular o modelo, parametriza-se o campo−→φ = φ1, φ2, φ3, ...φN , como

um vetor de um espaço interno. Assim, os campos escalares −→φ i são definidos como mapas de

um espaço-tempo de (d − 1)–dimensões espaço-temporais para um manifold alvo de Riemann

que, neste caso, é uma esfera unitária em (SN−1)–dimensões. Além disso, cada eixo no espaço

interno corresponde a uma componente do campo −→φ . Na densidade lagrangiana, (2.10) o termo

V (φ), que chamaremos de potencial, é uma função positiva definida que não contém termos

de derivada dos campos. Em particular, considerando o modelo com três campos, N = 3, na
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ausência do potencial de auto-interação, obtemos o modelo sigma O (3) definido por

L =
1

2
∂µ
−→φ · ∂µ−→φ , (2.11)

com −→φ = (φ1, φ2, φ3). Os modelos sigma possuem diversas aplicações em f́ısica; por exemplo,

na matéria condensada, ele descreve o limite cont́ınuo entre o modelo antiferrogmagnético de

Heisenberg e o efeito Hall Quântico [59].

Uma generalização do modelo sigma em (3 + 1)–dimensões espaço-temporais foi proposta

em [60], a qual as soluções foram denominadas de Skyrmions. A teoria de Skyrme é uma

teoria efetiva de baixas energias que foi desenvolvida como uma alternativa para estudar as

propriedades f́ısicas de hádrons e núcleos na Cromodinâmica Quântica [61]. Um Skyrmion é

uma solução em regime estático de uma equação de campo não-linear que descreve as três

componentes dos campos de ṕıons [62]. Os ṕıons fazem parte do grupo do mésons, que são

part́ıculas de matéria do tipo hadrônica e possuem spin inteiro (bósons). Os mésons, assim

como os bárions (spin semi-inteiro) interagem predominantemente por meio força nuclear forte

com os prótons e nêutrons.

A densidade lagrangiana que descreve o modelo de Skyrme é

L=1

2
∂µ
−→φ · ∂µ−→φ − λ2

2
(∂µ

−→φ × ∂υ
−→φ )

2
, (2.12)

onde, além do termo sigma, temos um termo de ordem quatro nas derivadas denominado

de termo de skyrme, que é necessário para garantir soluções regulares em dimensões espaço-

temporais maiores que 1 [12]. O modelo de Skyrme é invariante perante o grupo de de iso-

rotações SO (3).

O acoplamento da teoria de Skyrme com o campo eletromagnético é realizado por meio do

calibramento do grupo U (1) de SO (2). Esse modelo efetivo deve ser entendido como uma ten-

tativa de entender as propriedades eletromagnéticas dos skyrmions. A interação com o campo

de calibre abeliano é crucial para a descrição das propriedades dos núcleos atômicos. Como

exemplo, em [63], a teoria de Skyrme-Maxwell, apesar de apresentar uma grande dificuldade

matemática, foi empregada para prever a diferença de massa entre protón e nêutron.

Em particular, a versão (2+1)–dimensões espaço-temporais do modelo de Skyrme foi inves-

tigada inicialmente em [64–67] e em [68], onde atribuiu-se o nome de baby Skyrme. O modelo
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planar serve de laboratório teórico para analisar muitos aspectos da teoria original. A densi-

dade lagrangiana que descreve o modelo é similar a do modelo original, acrescida de um termo

proporcional ao campo de Skyrme, denominado de potencial V (φ), e é escrita como

L =
1

2
∂µ
−→φ · ∂µ−→φ − 1

2
(∂µ

−→φ × ∂υ
−→φ )

2 − µ2 (1−−→n · −→φ ) . (2.13)

O potencial é responsável por: permitir a quebra espontânea da simetria e, combinado ao termo

de Skyrme, fornece uma escala para o modelo, ou seja, garante soluções de sólitons estáveis [69].

O interesse nesse modelo reside na semelhança com o modelo original e na aplicação em f́ısica

da matéria condensada, na descrição de sistemas Hall quânticos [70,71] e na formação das redes

cristalinas [72, 73].

2.4 Métodos Numéricos

As soluções de vórtices e Skyrmions apresentadas nessa tese foram obtidas através da re-

solução de sistemas de equações diferencias de primeira ordem acopladas, na qual as variáveis

destas são os campos que definem a teoria. Em todos os caṕıtulos, as soluções são obtidas nu-

mericamente com o aux́ılio dos Softwares: Maple 18 e Wolfram Mathematica 13.3. Os métodos

numéricos empregados para resolver o sistema de equações acopladas foram o Método de dife-

renças finitas [74] e Runger-Kutta.

Do caṕıtulo 3 ao caṕıtulo 6, as soluções de Skyrmions foram obtidas por meio a resolução

numérica das EDO’s acopladas dada as condições de contorno apropriadas, via Wolfram Mathe-

matica 13.3 e usando o pacote NDSolve. Em particular, NDSolve é um método iterativo que

escolhe, de acordo com o sistema de equações, um método apropriado para obter as soluções

desse sistema. Em nosso caso, foi empregado o método numérico Runger Kutta de 4 ordem,

que funciona calculando a solução através de um conjunto de passos, cada qual envolvendo uma

combinação ponderada de avaliações da função derivada, isto é, avalia a derivada da função em

vários pontos dentro do passo escolhido [75].

No caṕıtulo 7, empregamos Método de Diferenças finitas. Este método consiste em apro-

ximar a derivada de uma função por meio de diferenças finitas, que consistem em fórmulas

discretas que exigem um conjunto finito de pares ordenados
n∑

i=1

xi, f(xi). A ideia central é
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substituir as derivadas das funções por expressões de diferenças finitas e, desse modo, transfor-

mar a equação diferencial em um sistema de equações algébricas lineares ou não-lineares.
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Caṕıtulo 3

Sólitons BPS no modelo restrito de

baby Skyrme-Maxwell

A teoria proposta por T. Skyrme [60] é uma modelo efetivo de baixas energias que generaliza

os modelos sigma não-linear em (3+1)–dimensões espaço-temporais. Inicialmente, o modelo foi

proposto para descrever propriedades f́ısicas de hádrons e núcleos na Cromodinâmica Quântica

(QCD) [76], e suas soluções são chamadas de Skyrmions. O modelo em duas dimensões foi

introduzido em [68]. Neste caṕıtulo, vamos estudar a versão planar acoplada ao campo de

calibre abeliano Aµ.

Skyrme apresentou o primeiro defeito topológico tridimensional surgindo em uma teoria de

campo não linear, e propôs um papel potencialmente cred́ıvel para tais soluções na f́ısica de

part́ıculas. A ideia original era explorar a natureza semelhante a part́ıculas dos estados de

defeito (devido a estabilidade topológica) para fornecer uma descrição do espectro observado

de excitações de part́ıculas [2].

O primeiro termo corresponde a lagrangiana da teoria de Maxwell livre, o segundo termo

trata-se da versão calibrada do termo sigma O (3), e terceiro termo é a versão calibrada do termo

de Skyrme e o último termo corresponde ao potencial. A densidade lagrangiana (3.3) possui

quatro parâmetros: g que representa o acoplamento forte do campo de calibre e possui dimensão

de inverso comprimento; υ uma constante adimensional; λ uma constante com dimensão de

comprimento, e µ que possui dimensão de inverso de comprimento.
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Na densidade lagrangiana (2.12), o termo de Skyrme (∂µ
−→φ × ∂υ

−→φ )
2
, é necessário para

estabilizar as soluções. Contudo, no modelo calibrado, a presença do termo de Skyrme não é

obrigatória para que haja soluções bem comportadas. O termo de Maxwell fornece o mesmo

comportamento de escala do termo de Skyrme; ou seja, é posśıvel obter boas soluções sem

a presença do termo de Skyrme calibrado, (Dµ
−→φ ×Dυ

−→φ )
2
. Essa possibilidade é abordada

em [77]. Por outro lado, em [78], investiga-se soluções do modelo baby Skyrme sem a presença

do potencial de auto-interação.

3.1 O modelo

O modelo baby Skyrme é uma teoria de campos não–linear em (2 + 1)–dimensões espaço-

temporais no espaço de Minkowski e suporta soluções de sólitons topológicos estáveis, conhe-

cidos como baby Skyrmions. Essa teoria é a uma versão planar da teoria de Skyrme em

(3 + 1)–dimensões espaço-temporais. A justificativa para estudar o modelo em dimensão re-

duzida é devido ao interesse de obter soluções estáveis, o que exige a presença de termos que

forneçam uma escala (de tamanho) para o sóliton, e consequentemente estabilizem a solução.

Com o interesse em investigar as propriedades eletromagnéticas do campo de Skyrme planar,

J. Gladiskoswki [79], propôs a versão calibrada do modelo baby Skyrme, onde o acoplamento

entre o campo de Skyrme e o campo de calibre abeliano foi feito por meio da derivada covariante

Dα
−→φ = ∂α

−→φ + Aα
−→n ×−→φ . (3.1)

A lagrangiana do modelo baby Skyrme-Maxwell é escrita como

L = E0

∫
d2xL, (3.2)

em que E0 tem dimensão de energia e define a escala de energia da configuração. Em nosso

modelo, fixaremos E0 = 1. A L é dada seguir

L =− 1

4g2
FµυF

µυ − υ2

2
Dµ

−→φ ·Dµ−→φ − λ2

2
(Dµ

−→φ ×Dυ
−→φ )

2 − µ2V. (3.3)

O primeiro termo em (3.3) é a contribuição usual de Maxwell. O segundo termo trata-

se da versão calibrada do termo sigma O (3). O terceiro é termo de Skyrme (que garante
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soluções estáveis no limite do acoplamento elétromagnético nulo) e o último é o potencial de

autointeração.

O campo−→φ é chamado de campo de Skyrme e corresponde a um tripleto de campos escalares

−→φ = (φ1, φ2, φ3), que estão restritos ao v́ınculo

|φ|2 = φ2
1 + φ2

2 + φ2
3 = 1, (3.4)

ou seja, o espaço interno dos campos descreve uma esfera de raio unitário. O potencial V é

uma função real e não nula da componente normal do campo de Skyrme, φn = −→n · −→φ ; isto

é, V = V (φn), na qual −→n é um vetor unitário no espaço interno dos campos que define a

orientação do campo do ṕıon. Na lagrangiana (3.3), λ e 1/µ são constantes com dimensão de

comprimento, enquanto que g representa o acoplamento do campo de calibre e também possui

dimensão de inverso de comprimento. Além disso, a constante υ é adimensional e multiplica o

termo sigma.

Os termos σ e de Skyrme, na lagrangiana (3.3), são invariantes perante o grupo de rotações

SO (3) do espaço interno dos campos. O potencial V (φn) é escolhido de modo a quebrar parte

desta simetria e preservar a simetria SO(2) do espaço interno. Além disso, ele deve possuir

um valor de vácuo uńıvoco, ou seja, não degenerados de modo a garantir soluções estáveis.

Desejamos configurações que levem o potencial V (φn) → 0 quando o seu valor φn → 1.

Como V (φn) preserva a simetria SO(2), e uma vez este grupo de simetria é isomorfo ao

subgrupo U (1), abre-se a possibilidade implementar uma simetria local por meio da introdução

de um campo de calibre abeliano, Aµ, com dinâmica regida pelo termo de Maxwell.

Caracteŕısticas topológicas são necessárias para classificar sólitons, bem como entender sua

estabilidade. As configurações de energia finita são alcançadas quando o campo φn atinge seu

estado de vácuo, no limite espacial limr→∞
−→φ (−→r ) = −→n . Assumiremos que o vetor−→n = (0, 0, 1),

de modo que o valor de vácuo do campo de φn é dado por φ3 = 1. Dessa forma, um ponto no

espaço f́ısico de base R2 pode ser compactado, o que o torna topologicamente equivalente a uma

esfera bidimensional S
(esf)
2 . Por outro lado, o espaço interno dos campos também é uma esfera,

de raio unitário (3.4), que chamaremos de S
(int)
2 . Então, as configurações de campo estáticos

e de energia finita podem ser interpretadas como mapas
−→
Ψ : S

(esf)
2 → S

(int)
2 , na qual o caráter
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topológico é manifestado por

deg [−→φ ] = − 1

4π

∫
d2−→r −→φ · (∂1−→φ × ∂2

−→φ ) = N, (3.5)

onde N ∈ Z representa o winding number (ou carga topológica) da configuração.

3.1.1 O modelo restrito

O parâmetro υ, que multiplica o termo sigma, generaliza a densidade lagrangiana (3.3).

Uma escolha particular do parâmetro significa restringir o modelo; por exemplo, para υ = 1

temos o modelo baby Skyrme original estudado em [68]. Neste caṕıtulo, vamos escolher υ = 0,

que corresponde ao modelo investigado em [15]. A densidade lagrangiana é reescrita como

L = − 1

4g2
FµυF

µυ − λ2

4
(Dµ

−→φ ×Dυ
−→φ )

2 − µ2V (φn) . (3.6)

Nesse caṕıtulo, vamos obter soluções de Skyrmions magnéticos em um meio definido pela

função G (φ); desse modo, definimos o modelo em (2 + 1)–dimensões espaço-temporais, cuja

métrica é diagonal e possui a assinatura ηµυ = (1,−1,−1) 1. Os ı́ndices gregos referem-se as

coordenadas espaço-temporais, enquanto os ı́ndices latinos referem-se as coordenadas espaciais.

Na F́ısica, a ação S é uma quantidade escalar que descreve como a energia cinética e energia

potencial se comportam quando o sistema f́ısico a qual estão associadas, evolui entre dois estados

distintos. A ação é um funcional definido como a integral da função Lagrangiana,

S =

∫
Ldt, (3.7)

ou, em termos da densidade lagrangiana

S =

∫
LdDxdt, (3.8)

onde L = LdDx e o ı́ndice D = {1, 2, 3...}.

Em nossa abordagem, a ação S corresponde a integral da densidade lagrangiana (3.6), sobre

todo o espaço-tempo

S =

∫
LSM (Aµ, ∂βAµ, φ, ∂ρφ) d

2xdt, (3.9)

em que D = 2.

1Adotaremos essa convenção se estende também aos demais caṕıtulos da tese.
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O modelo possui dois campos: um escalar real, representado pelo campo de Skyrme φ(r); e

um vetorial, representados pelo campo de calibre Aµ (r) que interage com o campo de calibre

por meio da função dielétrica G (φn).

Um funcional é uma função real cujo o domı́nio é composto por outras funções, e que associa

um número real a cada função a qual está definido. O cálculo variacional lida exatamente com

o problema de determinar os extremos desses funcionais. A função densidade lagrangiana é um

exemplo de funcional que depende dos campos Aµ e φ, e suas derivadas. Aplicando o prinćıpio

variacional a LSM buscamos obter soluções para os campos que levam a um valor estacionário

para a ação (3.9), ou seja

δS = 0, (3.10)

ou

δS (α) =
∂S
∂α

dα = 0,

implica na seguinte condição para integral

∂S
∂α

∣∣∣∣
α=0

= 0, (3.11)

em que α é um parâmetro de minimização.

O resultado da condição (3.11) é determinado por meio de uma diferenciação funcional da

integral da ação em relação ao parâmetro α. Ao fim do processo, a fim de satisfazer a condição

(3.11), somos conduzidos as seguintes equações:

∂L
∂Aµ

= ∂β

(
∂L

∂ (∂βAµ)

)
e

∂L
∂φ

= ∂ρ

(
∂L

∂ (∂ρφ)

)
, (3.12)

As equações (3.12) são as equações de Euler-Lagrange que determinam a dinâmica do sis-

tema. Portanto, a partir da minimização do funcional S, obtemos as equações de campo da

teoria, cujas soluções minimizam a própria ação S. São elas

∂µF
µυ = g2jυ, (3.13)

λ2DµJ
µ = −µ2 ∂V

∂ (φn)
(−→n ×−→φ ) . (3.14)

na qual jυ = −→n · Jυ é a densidade de corrente elétrica conservada, com

Jµ = λ2Dυ
−→φ [−→φ · (Dµ−→φ ×Dυ−→φ )] . (3.15)
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Estamos interessados em estudar soluções estacionárias, isto é, independentes do tempo.

Desse modo, assumindo configurações estáticas (campos sem dependência temporal), obtemos

a Lei de Gauss

∂i
(
∂iA0

)
= g2J0, (3.16)

onde J0 = λ2A0 [(−→n · ∂i−→φ ) (−→n · ∂i−→φ )] é a densidade de carga elétrica conservada. Notamos

que a Lei de Gauss (3.16) é satisfeita identicamente se impomos como solução o gauge temporal

(estático) Aµ = (0, Ai). A escolha do gauge implica em configurações de campo eletricamente

neutras, isto é, possuidoras de campo elétrico nulo. A lei de Ampère é escrita como

∂iB = g2Ji, (3.17)

com B = −ϵij∂iAj e densidade de corrente espacial

Ji = −λ2∂i
−→φ [−→φ · (D1

−→φ ×D2
−→φ )] . (3.18)

3.2 Formalismo BPS

3.2.1 Descrição do formalismo

Em 1976, E. B. Bogomol’nyi, buscando solucionar o problema da estabilidade de soluções de

campos clássicos, publicou um artigo [13], em que apresentou um método eficaz para obtenção

dessas soluções clássicas. O método consiste em reescrever o funcional de energia da confi-

guração como a soma de quadrados perfeitos e um termo de derivada total; em seguida, a fim

de obter a energia mı́nima da configuração, impõem-se o cancelamento dos termos quadráticos.

Do procedimento obtém-se: o limite inferior para energia da configuração de campo, e equações

de primeira ordem, que fornecem as soluções do sistema. A vantagem no método implementado

por Bogomol’nyi situa-se em:

� A energia mı́nima é proporcional a carga topológica;

� A energia mı́nima é obtida mesmo não conhecendo as soluções das equações de primeira–

ordem;
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� As equações de primeira-ordem satisfazem as equações de campo de segunda ordem,

fornecendo, portanto, soluções leǵıtimas do sistema.

No artigo, Bogomol’nyi empregou o método inicialmente para soluções do tipo parede

de domı́nio, estendendo posteriormente para soluções do tipo linha de vórtice, monopólos

magnéticos e dyrons.

No entanto, Bogomol’nyi não foi o primeiro a investigar soluções de campos clássicos por

meio do método de completar quadrados. Em 1975, M. K. Prasad e Charles M. Sommerfield

publicaram um artigo [14] onde aplicam o mesmo método para obter soluções estáveis para

monopólos de ’t Hooft–Polyakoc e do Dyron de Julia-Zee, no limite em que a razão entre

as massas dos campos vetoriais e escalares tende a zero. Por esse motivo, o método ficou

conhecido formalismo BPS, e o limite de energia mı́nima, atingido ao minimizar a energia

total, denominou-se de “limite de Bogomol’nyi-Prasad-Sommerfeld (limite BPS)”.

3.2.2 Formalismo BPS aplicado ao modelo baby Skyrme-Maxwell

Nesta seção, buscamos implementar o formalismo BPS ao modelo restrito de baby Skyrme

Maxwell (3.6), a fim de obtermos o limite inferior para a energia da configuração, bem como as

equações de primeira ordem (equações BPS) que fornecerão as soluções numérias do modelo.

Para tal, inicialmente escrevemos o tensor de energia momento, que é dado por

Tνρ = − 1

g2
FµνF

µ
ρ − λ2 (Dµ

−→φ ×Dλ
−→φ ) (Dµ−→φ ×Dρ

−→φ )− ηνρL. (3.19)

A componente temporal do tensor de energia momento é igual a densidade de energia do modelo,

ou seja

ε = T 00 = −L, (3.20)

a partir da qual, usando (3.6), obtemos

ε =
1

2g2
B2 +

λ2

2
Q2 + µ2V (φn) , (3.21)

em que

Q = −→φ · (∂i−→φ × ∂j
−→φ ) + ϵijAi (

−→n · ∂i−→φ ) . (3.22)
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A densidade de energia deve anular-se quando r → ∞; o que exige que as seguintes condições

sejam satisfeitas

lim
|r|→∞

B = 0, lim
|r|→∞

Q = 0, e lim
|r|→∞

V = 0. (3.23)

A energia total da configuração de campo é dada pela integral da densidade de energia sobre

o espaço. De forma expĺıcita, escrevemos

Etot =

∫
ε (r) d2r. (3.24)

Substituindo (3.21) na integral, obtemos

Etot =

∫ {
1

2g2
B2 +

λ2

2
Q2 + µ2V (φn)

}
d2r. (3.25)

A implementação do formalismo BPS depende da adição das funções auxiliares b (φn) e

Z (φn), que serão determinadas adiante.

Desse modo, podemos reescrever (3.25) como

Etot =

∫ {
1

2g2
(B ± b)2 +

λ2

2
(Q± Z)2 ∓ Bb

g2
− b2

2g2
− λ2

2
Z2

∓λ2Z−→φ · (∂i−→φ × ∂j
−→φ )∓ ϵijλ

2ZAi (
−→n · ∂i−→φ ) + µ2V

}
d2r. (3.26)

O penúltimo termo de (3.26) pode ser reescrito como uma derivada total. Para isso, impomos

a condição

Z (−→n · ∂i−→φ ) = ∂jW, (3.27)

onde a W = W (φn). A função Z (φn) assume a seguinte forma

Z =
∂W

∂φn

= Wφn
. (3.28)

Desse modo, usando o resultado (3.28), podemos escrever (3.26) como

Etot =

∫ {
1

2g2
(B ± b)2 +

λ2

2

(
Q±Wφn

)2 ∓ λ2Wφn

−→φ · (∂i−→φ × ∂j
−→φ )

∓Bb

g2
− b2

2g2
− λ2

2
W 2

φn
∓ ϵijλ

2 [∂j (AiW )−W (∂jAi)] + µ2V

}
d2r. (3.29)

ou, distribuindo os termos nos colchetes

Etot =

∫ {
1

2g2
(B ± b)2 +

λ2

2

(
Q±Wφn

)2 ∓ λ2Wφn

−→φ · (∂i−→φ × ∂j
−→φ )

∓λ2ϵij∂j (AiW )± λ2ϵijW∂jAi ∓
Bb

g2
− b2

2g2
− λ2

2
W 2

φn
+ µ2V

}
d2r. (3.30)
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Usando a definição do campo magnético B = ϵij∂jAi = −ϵij∂iAj, escrevemos

Etot =

∫ {
1

2g2
(B ± b)2 +

λ2

2

(
Q±Wφn

)2 ∓ λ2Wφn

−→φ · (∂i−→φ × ∂j
−→φ )

±λ2WB ∓ Bb

g2
− b2

2g2
− λ2

2
W 2

φn
+ µ2V

}
d2r ∓ λ2ϵij

∫
d2r∂j (AiW ) . (3.31)

A energia deve ser um quantidade bem definida somente em termos da carga topológica

de um termo de derivada total dos campos. Assim, os termos extras que aparecem na energia

devem ser cancelados para garantir soluções de energia mı́nima. Logo, os termos da segunda

linha devem satisfazer

∓Bb

g2
± λ2WB = 0, (3.32)

e

− b2

2g2
− λ2

2
W 2

φn
+ µ2V = 0. (3.33)

Da equação (3.32), encontramos expressão para a função b (φ3)

b = g2λ2W. (3.34)

E de (3.33), obtemos o potencial de auto-dual.

V (φn) =
λ2

2µ2
W 2

φn
+

g2λ4

2µ2
W 2. (3.35)

A equação (3.35) pode ser considerada uma equação do superpotencial, cuja solução W (φn)

depende da vizinhança do estado de vácuo do campo de Skyrme. Estruturas análogas a (3.35)

são encontradas no contexto de paredes de domı́nio auto-gravitantes [80–82] e em modelos de

inflação de campos escalares [83–85], nos quaisW (φ) é determinado em termos de um potencial

V (φ) para um campo escalar real φ. A partir desse ponto chamaremos a função W (φn) de

superpotencial do campo de Skyrme.

O superpotencial W (φn) é constrúıdo de modo a satisfazer as condições de fronteira do

potencial V (φn), isto é, limφn→1 V (φn) = 0. Assim, devemos impor que as condições sobre

W (φn) ,

lim
|−→r |→∞

W (φn) = 0, (3.36)

lim
|−→r |→∞

Wφn
(φn) = 0, (3.37)
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sejam satisfeitas a fim de obtermos soluções finitas.

A energia total do modelo restrito se reduz a

Etot =

∫
d2rε = E0 + Ebps ±

∫
d2rλ2ϵij∂j (AiW ) , (3.38)

com

E0 =

∫
d2r

{
1

2

(
B ± g2λ2W

)2
+

λ2

2

(
Q±Wφn

)2}
, (3.39)

e

Ebps = ∓λ2

∫
d2rWφn

−→φ · (∂i−→φ × ∂j
−→φ ) . (3.40)

A última integral em (3.38),

∓λ2ϵij

∫
d2r∂j (AiW ) = 0, (3.41)

devido as condições de contorno do superpotencial (3.36 e 3.37), ou seja, não contribui para a

energia total. Portanto,

Etot =

∫
d2rε (r) = E0 + Ebps. (3.42)

O campo de Skyrme −→φ define um mapeamento
−→
Φ do espaço f́ısico R2 em uma superf́ıcie

esférica S
(int)
2 de raio unitário. Desse modo, levando em conta que o espaço interno dos campos

também é uma superf́ıcie esfera de raio unitário S2
int, temos que −→φ é um mapa

−→
Φ : R2 → S2

int. (3.43)

O limite inferior da energia é alcançado quando os campos possuem configurações que levam

E0 = 0, isto é,

E ≥ Ebps. (3.44)

A equação (3.44) é a energia mı́nima da configuração que é alcançada quando os campos

atingem seus valores de vácuo. Em [86] é mostrado que o integrando da equação (3.40) é

totalmente análogo ao elemento de superf́ıcie esférica dSint no espaço interno dos internos do

campos; desse modo, podemos escrever

Etot ≥ Ebps = ∓4πλ2N ⟨Wφn
⟩, (3.45)

com

⟨Wφn
⟩ = 1

4π

∫
dSintWφn

. (3.46)
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No limite BPS, a energia será a mı́nima posśıvel quando a contribuição da integral (3.39)

for nula. Para tal é necessário que o conjunto de equações de primeira ordem sejam satisfeitas

B ± g2λ2W = 0, (3.47)

Q±Wφn
= 0, (3.48)

que são as equações auto–duais do modelo. Vale destacar que as equações auto–duais satisfazem

as equações de Euler–Lagrange (3.13) e (3.14), ou seja, são soluções leǵıtimas do sistema.

3.3 Soluções de primeira ordem

Nesta seção, vamos investigar as soluções de sólitons estacionários do modelo (3.6) no limite

BPS. Adotando o mesmo ansatz usado em [68], buscamos estudar soluções independentes do

tempo e com simetria radial

−→φ =


cos (Nθ) sin f (r)

sin (Nθ) sin f (r)

cos f (r)

 , (3.49)

onde r e θ são as coordenadas no plano, N é o winding number (3.5) do campo de Skyrme e

f (r) é uma função arbitrária que satisfaz as condições de contornos topológicas. Assumimos

que −→n = (0, 0, 1) de modo que φn = φ3. Para o campo de calibre consideramos

A0 = 0 e Ai = −ϵijx̂j
Na (r)

r
, (3.50)

com x̂j = (cos θ, sin θ) representa o vetor unitário do plano. A função a (r), assim como f (r),

deve obedecer condições de fronteira.

As soluções de Skyrme devem ser regulares, isto é, livre de divergências. Para tal, é preciso

que as funções arbitrárias f (r), a (r) e W (r) satisfaçam as seguintes condições de contorno

f (0) = π , a (0) = 0, W (0) = W0, (3.51)

onde W0 é uma constante que será definida a posteriori. A fim de facilitar o desenvolvimento

numérico das soluções, adotaremos a redefinição feita em [15] para o campo de Skyrme

φ3 = cos f (r) = 1− 2h (r) , (3.52)
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onde h (r) satisfaz

h (0) = 1. (3.53)

O campo magnético B = ϵij∂jAi , escrito em termos do ansatz (3.50) é escrito como

B = −N

r

da (r)

dr
. (3.54)

A equação do superpotencial (3.35) é uma equação de primeira ordem que a prinćıpio

fornece uma famı́lia de soluções Wφn
posśıveis. Contudo, queremos garantir que (3.35) possua

uma solução única. Para tal, temos que assumir a existência de uma solução local que satisfaça

a condição de vácuo do potencial e seja válida no intervalo φ3 ∈ [−1, 1]. Dessa maneira, o

limite BPS (3.45) é atingido, pois Wφn
e ⟨Wφn

⟩ passam a ter soluções uńıvocas.

A energia BPS calculada explicitamente considerando ansatz é dada por

E ≥ Ebps = ∓2πN W (0) = ∓2πλ2N W0, (3.55)

no qual W0 = 1/λ2 > 0. A energia BPS é uma quantidade positiva definida, desse modo, o

sinal superior corresponde a N < 0 e os sinais inferiores, N > 0.

No limite BPS, a densidade de energia (3.21) assume a forma

ε =
1

g2
B2 +

λ2

4

(
dW

dh

)2

, (3.56)

onde usamos (3.47) e (3.48). Percebe-se que a densidade de energia BPS possui duas contri-

buições

εbps (r) = εB (r) + εW (r) , (3.57)

na qual εB (r) é a contribuição do setor magnético e εW (r) é a contribuição do setor escalar.

A equação do superpotencial (3.35), torna-se

V (h) =
λ2

8µ2
W 2

h +
g2λ4

2µ2
W 2. (3.58)

com Wh = dW/dh. No limite assintótico, r −→ ∞, o estado de vácuo da teoria é atingido; as

condições de contorno que garantem soluções regulares e de energia finita são

lim
r−→∞

h (r) = lim
r−→∞

dh

dr
= 0, (3.59)

lim
r−→∞

da

dr
= 0, (3.60)

lim
r−→∞

W (r) = lim
r−→∞

dW

dr
= 0. (3.61)
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As equações BPS (3.47) e (3.48) escritas em termos dos Ansatz (3.49) e (3.50), tornam-se

N

r

da

dr
= ±g2λ2W, (3.62)

4N (1 + a)

r

dh

dr
= ±∂W

∂h
. (3.63)

3.4 Fluxo Magnético

Nesta seção, mostraremos como o fluxo magnético associado a um sóliton esfericamente

simétrico depende da escolha do superpotencial. Desse modo, uma escolha W permite obter o

valor de Φ. Partindo da definição de fluxo magnético, escrevemos

ΦB =

∫
d2rB (r) = 2π

∫
rdrB (r) . (3.64)

Usando a definição (3.54), escrevemos Φ como

ΦB = −2πNa∞, (3.65)

na qual usou-se as condições de contorno para o campo de calibre. O parâmetro a∞ é uma

constante que está de acordo com a condição limr→∞ a (r) = a∞. A prinćıpio, não existe

restrições aos valores de a∞, o que levaria a um fluxo magnético não-quantizado. Contudo, é

posśıvel reescrever ΦB em termos de W (h), e assim encontrar uma condição para o qual o fluxo

torna-se quantizado. Para encontrar tal condição, vamos inicialmente dividir (3.62) por (3.63),

que resulta em
1

(1 + a)

da

dr
=

4g2λ2W

Wh

dh

dr
. (3.66)

A seguir, definimos a função F (h) como

Fh ≡ 4W

Wh

. (3.67)

Reescrevendo (3.66), obtemos

1

(1 + a)

da

dr
= g2λ2Fh

dh

dr
. (3.68)

Em seguida, integrando em ambos os lados, chegamos a expressão

lnC (1 + a) = g2λ2F (h) , (3.69)
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com

F (h) =

∫ h

0

Fhdh
′, (3.70)

e C é uma constante de integração. Aqui, assumimos que no intervalo [0, 1] a função Wh ̸= 0,

o que implica que F (h) exista e seja finita no mesmo intervalo. Assim usando h (0) = 1 e

a (0) = 0, obtemos

a∞ = −1 + exp
(
−λ2g2F (1)

)
. (3.71)

Desse modo, o fluxo magnético (3.65), torna-se

ΦB = 2πN
[
1− exp

(
−λ2g2F (1)

)]
, (3.72)

em que

F (1) =

∫ 1

0

4W

Wh

dh′. (3.73)

O resultado (3.72) mostra que o fluxo magnético depende do valor das constantes do modelo.

Fixando o parâmetro λ, ΦB passa a depender exclusivamente da constante de acoplamento g.

No limite do acoplamento fraco (g ≪ 1), o fluxo magnético assume a seguinte forma

ΦB ∼ 2πNλ2g2F (1) . (3.74)

Por outro lado, no regime de acoplamento forte (g ≫ 1), o fluxo magnético torna-se

ΦB ∼ 2πNλ2. (3.75)

Portanto, para valores grandes de g, o fluxo magnético torna-se efetivamente quantizado.

3.5 Soluções numéricas

A equação do superpotencial possui uma solução uńıvoca e definida pela condição inicial

W (1) = 0, Wh (1) = 0 no valor de vácuo do potencial, φ3 = 1. Se tal condição pode ser

integrada de modo que a solução cubra todo o intervalo −1 ≤ φ3 ≤ 1, então existe um limite

BPS bem definido para o modelo em questão. No entanto, para alguns potenciais (e constantes

de acoplamento), não podemos integrar a equação (3.58) no intervalo definido, o que implica no

não estabelecimento de um limite BPS. A seguir, vamos abordar dois tipos de potenciais que

evidenciam os dois cenários posśıveis; são eles o “old baby Skyrme”e o “new baby Skyrme”.
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O potencial old baby skyrme possui a seguinte estrutura

Vo (φ3) = (1− φ3) . (3.76)

Este potencial quebra a simetria original SO(3) em SO(2), e possui um vácuo único. Usando

a redefinição φ3 = 1− 2h, escrevemos

Vo (h) = 2h (r) . (3.77)

Para essa escolha de potencial, a solução da equação do superpotencial existe sobre o in-

tervalo fechado h ∈ [0, 1] (ou seja, φ3 ∈ [−1, 1]). Desse modo, conclúımos que soluções das

equações BPS (3.62) e (3.63) existem e saturam o limite BPS (3.55). De modo geral, para po-

tenciais do tipo Va = V 2
o = (2h)a, tanto a solução global da equação do superpotencial quanto

as soluções de BPS existem para todos os valores de a.

O potencial “new baby Skyrme”é do tipo

Vn =
1

4

(
1− φ2

3

)
= h (1− h) , (3.78)

que faz parte de uma classe de potenciais que possuem dois vácuos, ou seja, dois pontos que

levam Vn (h) → 0. Para estes potenciais, a equação (3.58) não possui uma solução global, pois a

integração numérica é impedida devido as singularidades no intervalo h ∈ [0, 1]. Portanto, para

potenciais como (3.78), não temos soluções solitônicas, uma vez que elas ocorrem unicamente

mediante a existência da solução global W .

No entanto, em modelos baby Skyrme sem a presença do campo de calibre (com g = 0),

potenciais do tipo new baby Skyrme geram soluções globais para o v́ınculo (3.58), de modo que

as soluções de sólitons existem e consequentemente saturam o limite BPS.

Portanto, tendo em vista o cenário descrito pela equação do superpotencial (3.35), podemos

proceder por dois caminhos para obter soluções solitônicas que saturam o limite BPS. O primeiro

caminho é fixar o potencial V (h) e em seguida resolver a equação (3.35) numericamente. O

segundo caminho é fixar a função superpotencial W (h), em seguida determinar o potencial

V (h), e assim obter as soluções do modelo.

Em nossa investigação, buscamos mostrar que escolhas ajustadas de potenciais, as soluções

exatas ocorrem tanto para a equação do superpotencial quanto para as equações BPS. De ińıcio,
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vamos propor a seguinte solução global para a equação do superpotencial

W =
hδ

λ2 , (3.79)

a mesma foi adotada em [15], onde o parâmetro δ > 1 e µ2 = 1. Tal escolha que fornece o

seguinte potencial

V (h) =
h2(δ−1)

2µ2λ2

(
δ2

4
+ g2λ2h2

)
. (3.80)

Usando (3.79), reescrevemos as equações de primeira ordem (3.62) e (3.63) como

N

r

da

dr
= ±g2hδ = 0, (3.81)

e
4N (1 + a)

r

dh

dr
= ±δhδ−1

λ2 = 0. (3.82)

O parâmetro δ define os tipos de configurações de sólitons do modelo. Em [87], três escolhas

de δ geram diferentes tipos de sólitons: para 1 < δ < 2 temos sólitons chamados compactons,

cujo estado de vácuo é atingido para um valor de R finito; para δ = 2 temos soluções de

skyrmions localizados que decaem exponencialmente, e para δ > 2 as soluções de skyrmions são

deslocalizadas apresentando decaimento do tipo potência. Nos dois últimos cenários os campos

atingem seu valor de vácuo quando r −→ ∞.

A escolha de (3.79) é interessante pois introduz um potencial que reproduz o cenário descrito

por Va = (2h)a, nos quais existem soluções solitônicas. Em (3.80), para valores pequenos

da constante de acoplamento g, o primeiro termo do potencial é dominante e o potencial

efetivo torna-se proporcional a V ∼ h2α (old baby Skryme). Porém, se buscamos analisar o

comportamento assintótico, ou seja, próximo do valor de vácuo, o primeiro termo do potencial

domina, mesmo que o valor da constante g seja suficientemente grande, pois próximo do vácuo

o valor de h → 0. Portanto, a escolha (3.79) gera um potencial que fornece soluções de sólitons

topológicos que saturam o limite BPS.

3.5.1 Soluções para δ = 2

Em nossa investigação, estamos interessados em analisar as soluções de Skyrmions bem

comportados e que apresentam um decaimento do tipo Gaussiano, quando os campos se apro-

ximam dos seus valores assintóticos. Para tal, escolhemos δ = 2; assim o superpotencial (3.79),
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o potencial de auto-interação (3.80) e as equações de primeira ordem (3.81 e 3.82) tornam-se,

respectivamente:

W (h) =
h2

λ2 , (3.83)

V (h) =
h2

2µ2λ2

(
1 + g2λ2h2

)
, (3.84)

e
N

r

da

dr
+ g2h2 = 0, (3.85)

4N (1 + a)

r

dh

dr
+

2h

λ2 = 0, (3.86)

onde consideramos os sinais inferiores para os quais N > 0.

Antes de construirmos as soluções numéricas das equações BPS, faz-se necessário verificar

como os campos se comportam tanto na origem quanto no limite assintótico. Desse modo,

resolveremos as equações (3.85) e (3.86) nas regiões próximas as fronteira.

Próximo a origem, as soluções para os campos a (r) e h (r) são

h (r) ≈ 1− 1

4N

r2

λ2 − 1

32N2

(
2g2λ2 − 1

)
λ4 r4 +O

(
r5
)
, (3.87)

e

a (r) ≈ −1

2

g2

N
r2 +

1

8

g2

N2
r4 +O

(
r5
)
. (3.88)

A partir da solução aproximada (3.88), escrevemos a expressão para o campo magnético

B (r) ≈ g2 − 1

2

g2

N
r2 +

g2

8N2λ2

(
1− g2λ2

)
r4 +O

(
r5
)
. (3.89)

Por fim, a densidade de energia perto da origem, torna-se

εB (r) ≈ g2 +
1

λ2 − 1

Nλ2

(
g2 +

1

2λ2

)
r2 +

[
g2

4N2λ4

(
2− g2λ2

)
+

1

8N2λ4

(
1− g2λ2

)]
r4 +O

(
r5
)
. (3.90)

Por outro lado, no limite assintótico os campos possuem o seguinte comportamento

h (r) ≈ C∞ exp
(
−ξr2

)
, (3.91)

e

a (r) ≈ a∞ + λ2g2 (1 + a∞)C2
∞ exp

(
−2ξr2

)
, (3.92)
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onde C∞ é uma constante arbitrária positiva e ξ

ξ =
1

4Nλ2 (1 + a∞)
. (3.93)

O parâmetro ξ, presente no argumento nas exponenciais (3.91) e (3.92), corresponde a um

coeficiente de massa que está associado ao alcance da interação. A presença do termo massivo

implica em uma teoria cuja interação é de menor alcance. Como consequência, o estado de

vácuo é atingido mais rapidamente, devido a presença de ξ [12].

Tendo em vista o cenário restrito caracterizado por (3.83), podemos obter as soluções

numéricas para os campos. As figuras (3.1) e (3.2) apresentam as soluções para o campo

de Skyrme, h (r), para alguns valores da constante de acoplamento. Além disso, as figuras (3.3)

e (3.4) ilustram as soluções para o campo de calibre a (r), bem como para as figuras (3.5) e

(3.6) correspondem as soluções do campo magnético B(r). Por fim, nas figuras (3.7) e (3.8),

temos soluções para a densidade de energia εbps (r). Os valores da constante de acoplamento

são dados por: g = 0.1 (linha preta sólida), g = 0.5 (linha vermelha sólida), g = 1.0 (linha

azul sólida), g = 1.5 (linha magenta sólida), g = 2.0 (linha marrom tracejada), g = 2.5 (linha

laranja tracejada) e g = 3.0 (linha cinza tracejada). Para todas as soluções fizemos N = λ = 1.

Notamos que, para os valores de g = 0.1, 0.5, 1.0 , 1.5 as soluções decaem exponencialmente

até atingir seu estado de vácuo. Por outro lado, a partir de g = 2 as soluções se assemelham

aos sólitons compactos descritos em [87].

g=0.1
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g=1.5
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Figura 3.1: Solução do campo de Skyrme para

g = 0.1, 0.5, 1.0, 1.5, obtidas a partir de (3.85) e

(3.86) via as condições de contorno (3.51) e (3.59).
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Figura 3.2: Solução do campo de Skyrme para

g = 2.0, 2.5, 3.0, obtidas a partir de (3.85) e (3.86)

e com aux́ılio das condições (3.51) e (3.59).
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g=0.1

g=0.5

g=1.0
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Figura 3.3: Soluções numéricas para o campo de

gauge para valores de g = 0.1, 0.5, 1.0, 1.5 a partir

de (3.85) e (3.86) e com aux́ılio das condições de

contorno (3.51) e (3.59).
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Figura 3.4: Soluções numéricas para o campo de

gauge a(r) para valores de g = 2.0, 2.5, 3.0, obtidas

a partir das equações (3.85) e (3.86) com aux́ılio

das condições de contorno (3.51) e (3.59).

O comportamento das soluções de B(r) e εbps (r) se assemelham aos perfis de h (r) e a (r).

Para os valores de 0.1 ≤ g ≤ 1.5, as soluções decaem exponencialmente até atingir sua confi-

guração de vácuo. Em contrapartida, para g > 2 os plots se assemelham as soluções de sólitons

compactos.
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Figura 3.5: Soluções do campo magnético B(r)

para g = 0.1, 0.5, 1.0, 1.5, obtidas a partir de (3.85)

e considerando as condições (3.51) e (3.59).
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Figura 3.6: Soluções de B(r) para valores de

g = 2.0, 2.5, 3.0, obtidas a partir de da equação

(3.85) e considerando as condições (3.51) e (3.59).
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Figura 3.7: Soluções numéricas de εbps (r) para

g = 0.1, 0.5, 1.0, 1.5, obtidas a partir de (3.56) e

considerando as condições (3.51) e (3.59).
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Figura 3.8: Soluções numéricas de εbps (r) para

g = 2.0, 2.5, 3.0, obtidas por meio da equação

(3.56) e considerando as condições (3.51) e (3.59).
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Caṕıtulo 4

Sólitons BPS no modelo restrito de

baby Skyrme-Born-Infeld

Uma extensão da eletrodinâmica Maxwell livre foi desenvolvida por Max Born (1882-1970)

e Leopold Infeld (1898-1968) em [88]. A eletrodinâmica de Born-Infeld, como ficou conhecida,

trata-se de uma teoria de campos não–linear desenvolvida com a proposta de resolver o problema

da divergência da auto-energia de uma carga pontual a ńıvel clássico [89]. A auto-energia

infinita causou dificuldades na formulação de uma teoria quântica da eletrodinâmica. Desse

modo, a eletrodinâmica de Born-Infeld é uma tentativa de unificar a mecânica quântica e

electromagnetismo [90]; no entanto, o objetivo não foi atingido, pois a teoria não é a base da

eletrodinâmica quântica, (QED). Apesar de não cumprir seu papel original a teoria Born-Infeld

foi posteriormente usada em outros contextos, como: em gravitação e cosmologia [91], gravidade

quântica [92], extensões supersimétricas [93], no estudo de ondas de choque caracteŕısticas

[94,95] e em teoria de cordas supersśımétricas [96, 97].

Por meio dessas implementações, a auto-energia outrora divergente, passa a ter um valor

finito.

Buscando investigar soluções de sólitons em modelos generalizados, em [16], foi investigado

a ocorrência de soluções de sólitons topológicos no modelo generalizado de Born-Infeld baby

Skyrme. Vale destacar que as soluções do modelo geral reproduzem as soluções usuais do

modelo usual baby Skyrme-Maxwell, na medida que tomamos o limite de β → ∞.
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4.1 O modelo

A eletrodinâmica de Maxwell livre é descrita pela densidade lagrangiana [98]

L = −1

4
FµυF

µυ = −1

2

(
E2 −B2

)
, (4.1)

da qual obtém-se a energia

U =
1

2

∫ (
E2 −B2

)
. (4.2)

Pela lei de Gauss, o campo elétrico gerado por um carga pontual é proporcional ao inverso do

quadrado da distância, ou seja

E ∝ 1

r2
, (4.3)

como o raio da part́ıcula tende a zero, temos uma divergência no valor da energia.

A eletrodinâmica de Born-Infeld impõem um limite superior ao campo elétrico e assim a

auto-energia associada ao elétron torna-se finita

L = −1

4
FµυF

µυ =⇒ L = β2

(
1−

√
1 +

FµυF µυ

2β2

)
, (4.4)

onde o parâmetro β, denominado de parâmetro de Born-Infeld, é responsável por limitar o

campo
−→
E . Os campos, no entanto, não são mais suaves e por isso as soluções não são realmente

sólitons [12].

A densidade lagrangiana (4.4) é livre de interações; porém, acoplando-a a uma lagrangiana

de Skyrme, obtemos a densidade lagrangiana do modelo baby Skyrme-Born-Infeld [16]

L = β2 (1−R)− λ2

4
(Dµ

−→φ ×Dυ
−→φ )2 − ν(φn), (4.5)

na qual definimos

R =

√
1 +

FµυF µυ

2β2g2
, (4.6)

onde g possui dimensão de massa e β possui a mesma dimensão do campo Aµ, isto é, [β] = m
3
2 .

A densidade lagrangiana (4.5) possui três contribuições: a primeira corresponde ao do termo

de BI que generaliza o termo de Maxwell, o segundo é o termo de Skyrme, que é acoplado

minimamente com o campo de gauge através da derivada covariante, definida por

Dµ
−→φ = ∂µ

−→φ + Aµ
−→n ×−→φ , (4.7)
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na qual −→φ = (φ1, φ2, φ3) é um tripleto de campos escalares reais, que mapeiam o espaço

de Minkowski no espaço dos campos, correspondendo a um difeomorfismo entre as variáveis

diferenciáveis. Tais campos satisfazem a seguinte relação de v́ınculo

|φ|2 = −→φ · −→φ = φ2
1 + φ2

2 + φ2
3 = 1, (4.8)

ou seja, no espaço interno descrevem uma esfera de raio unitário. Além disso, temos que

φn = −→n ·−→φ , onde −→n = (0, 0, 1) é um vetor unitário no espaço interno (através do qual obtemos

φn = φ3, isto é, a terceira componente do campo de Skyrmion).

Por fim, temos o potencial de auto-interação ν(φn), que é responsável pela quebra es-

pontânea da simetria, e é dado por

ν(φn) = β2 (1− V (ϕn)) , (4.9)

satisfazendo a condição 0 < V (ϕn) < 1.

Vale destacar que o modelo descrito por (4.5) no limite em que o parâmetro de Born-Infeld,

β → ∞, recupera o modelo original baby Skyrme-Maxwell restrito (3.6), descrita pela densidade

lagrangiana

L = − 1

4g2
FµυF

µυ − λ2

4
(Dµ

−→φ ×Dυ
−→φ )2 − V (φn). (4.10)

A partir da variação da ação, encontramos as equações de campo do modelo (4.5)

∂λ

(
F λρ

R

)
= g2Jρ, (4.11)

e

λ2Dχ

−→
Jχ = − ∂ν

∂φn

(−→n ×−→φ ) , (4.12)

com jρ = −→n ·
−→
J ρ e

−→
J ρ = λ2Dυ

−→φ [−→φ · (Dρ−→φ ×Dµ−→φ )] . (4.13)

A lei de Gauss para configurações estacionárias é escrita como segue

∂i

(
1

R
∂iA0

)
= g2λ2A0 (

−→n · ∂i−→φ )
2
.

Assim como nos cenários anteriores, vamos estudar skyrmions puramente magnéticos.
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4.2 Formalismo BPS

Uma vez que a eletrodinâmica de Born-Infeld generaliza a eletrodinâmica de Maxwell, é

necessário propor uma estrutura BPS adequada para a configuração. Observando o limite

β → ∞, essa abordagem deve ser condizente com a estrutura BPS usual da teoria de Maxwell.

A fim de implementar o método, partiremos calculando a expressão para o tensor de energia-

momento

Tνρ = −FµνF
µ

ρ

g2R
− λ2 (Dµ

−→φ ×Dν
−→φ ) (Dµ−→φ ×Dρ

−→φ )− ηνρL, (4.14)

e a densidade de energia

ε = β2 (R− V ) +
λ2

2
Q2, (4.15)

onde

Q = −→φ · (∂i−→φ × ∂j
−→φ ) + ϵijAi (

−→n · ∂j−→φ ) . (4.16)

A densidade de energia (4.15) deve se anular quando r → ∞; o que exige que as seguintes

soluções sejam satisfeitas

lim
|r|→∞

B = 0 , o que implica que lim
|r|→∞

R = 1 (4.17)

lim
|r|→∞

V = 1 , lim
|r→∞|

Q = 0. (4.18)

Tais condições garantem que as soluções possuam energia total finita e localizada.

A energia total da configuração de campo é dada pela integral da densidade de energia sobre

o espaço. De forma expĺıcita, escrevemos

Etot =

∫
ε (r) d2r. (4.19)

Substituindo (4.15), escrevemos

Etot =

∫ {
β2 (R− V ) +

λ2

2
Q2

}
d2r. (4.20)

Procederemos de maneira semelhante ao caṕıtulo precedente no que diz respeito a imple-

mentação do formalismo BPS. Primeiramente, adicionamos as funções auxiliares Σ (φn) , b (φn)

e Z (φn); o que nos permite reescrever (4.20) como uma soma de quadrados perfeitos

Etot =

∫ {
Σ (B ± b)2 +

λ2

2
(Q± Z)2 ∓ 2ΣBb− Σb2 − λ2

2
Z2

∓λ2Z−→φ · (∂i−→φ × ∂j
−→φ )∓ ϵijλ

2ZAi (
−→n · ∂j−→φ ) + β2R−ΣB2 − β2V

}
d2r. (4.21)
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O termo λ2ZϵijAi (
−→n · ∂j−→φ ) pode ser reescrito como Z (−→n · ∂j−→φ ) = ∂jW , e dele definimos

a função Z (φn)

Z =
∂W

∂φn

= Wφn
. (4.22)

Considerando o resultado (4.22), a energia pode ser reescrita como

Etot =

∫ {
Σ (B ± b)2 +

λ2

2

(
Q±Wφn

)2 ∓ 2ΣBb− Σb2 − λ2

2
W 2

φn

∓λ2Wφn

−→φ · (∂i−→φ × ∂j
−→φ )∓ ϵijλ

2 [∂j (AiW )−W (∂jAi)]

+β2R−ΣB2 − β2V
}
d2r. (4.23)

Distribuindo os termos nos colchetes, obtemos

Etot =

∫
d2r

{
Σ (B ± b)2 +

λ2

2

(
Q±Wφn

)2 ∓ 2ΣBb− Σb2 −
λ2W 2

φn

2

∓λ2Wφn

−→φ · (∂1−→φ × ∂2
−→φ )± λ2WB + β2R− ΣB2 − β2V

}
∓λ2ϵij

∫
d2r∂j (AiW ) , (4.24)

onde usamos B = −ϵij∂iAj.

A energia total deve ser escrita em termos da carga topológica e de uma derivada total; por

conta disso, contribuições adicionais devem ser canceladas, o que leva os seguintes resultados.

Os termos proporcionais a B (r) podem ser combinados afim de determinar a função auxiliar

b.

∓2ΣBb± λ2WB = 0, (4.25)

leva a

b =
λ2W

2Σ
. (4.26)

Os termos que sobram são

−Σb2 −
λ2W 2

φn

2
− ΣB2 + β2R− β2V = 0, (4.27)

de onde obtemos a expressão geral para o potencial de auto-interação

V (φn) =
(
R− Σg2R2 + Σg2

)
− λ4W 2

4Σβ2 − λ2

2β2

(
∂W

∂φn

)2

, (4.28)
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onde usamos B2 = β2g2 (R2 − 1) .

A equação (4.28) corresponde a equação do superpotencial, cuja solução é uńıvoca e satisfaz

as condições de fronteira para V (φn)

lim
|−→r |→∞

W (φn) = 0, (4.29)

lim
|−→r |→∞

Wφn
(φn) = 0. (4.30)

Por fim, determinamos a função auxiliar Σ (φn), que é escrita em termos da função R

Σ =
1

2g2R
. (4.31)

De posse desses resultados (4.26), (4.27) e (4.31), a energia total (4.24) se reduz a seguinte

expressão

Etot =

∫
ε (r) d2r = E0 + EBPS ∓ ϵijλ

2

∫
d2r∂j (AiW ) , (4.32)

com

E0 =

∫
d2r

{
1

2g2R
(
B ± g2λ2RW

)2
+

λ2

2

(
Q±Wφn

)2}
, (4.33)

e

EBPS = ∓λ2

∫
d2rWφn

−→φ · (∂i−→φ × ∂j
−→φ ) . (4.34)

Devido a condição de vácuo Wφn
(r → ∞) = 0, a última integral em (4.32) não contribui,

isto é

∓ϵijλ
2

∫
d2r∂j (AiW ) = 0. (4.35)

O limite inferior da energia é alcançado quando a integral (4.33) se anula e a energia torna-se

Etot ≥ Ebps. (4.36)

A equação (4.36) corresponde a energia mı́nima do modelo que é atingida quando os campos

assumem seus valores de vácuo, e quando as seguintes equações de primeira ordem

B ± g2λ2RW = 0, (4.37)

Q±Wφn
= 0. (4.38)

forem satisfeitas. As equações acima são as equações BPS do modelo escritas a forma covariante.
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A quebra espontânea da simetria do modelo é manifestada através do potencial (4.28), que

pode ser reescrito como

V (φn) =

(
1− g2λ4W 2

β2

) 1
2

− λ2

2β2

(
∂W

∂φn

)2

. (4.39)

O potencial total (4.9) escrito de forma expĺıcita é dado pela expressão abaixo

ν(φn) = β2

[
1−

((
1− g2λ4W 2

β2

) 1
2

− λ2

2β2

(
∂W

∂φn

)2
)]

. (4.40)

4.3 Soluções de primeira-ordem

Uma vez que já implementamos a formulação BPS para o modelo generalizado de Skyrme-

Born-Infeld, seguiremos para a obtenção das soluções das equações de primeira ordem. Adota-

remos os mesmos Ansatz usado nos caṕıtulo anterior

−→φ =


cos (Nθ) sin f (r)

sin (Nθ) sin f (r)

cos f (r)

 , (4.41)

A0 = 0 e Ai = −ϵijx̂j
Na (r)

r
, (4.42)

onde o vetor unitário −→n = (0, 0, 1), de modo que φn = φ3. Como consequência, ocorre a

quebra espontânea da simetria SO(3) inerente ao modelo ampliado definido pela lagrangiana

(4.5). As funções a (r) e f (r), bem como superpotencial W (r), devem satisfazer as condições

de contorno a seguir

f (0) = π , a (0) = 0, W (0) = W0, (4.43)

com W0 uma constante. Adotando a redefinição feita em [15], reescrevemos o campo φ3 como

φ3 = cos f (r) = 1− 2h (r) , (4.44)

onde a função radial h (r) satisfaz

h (0) = 1. (4.45)

O campo magnético pode ser reescrito em termos dos Ansatz assumindo a seguinte forma

B (r) = −N

r

da (r)

dr
. (4.46)

60



A energia mı́nima da configuração assume a seguinte forma quando escrita em termos dos

campos projetados

EBPS = ∓2πλ2NW0. (4.47)

Por outro lado, no limite BPS a densidade de energia é

εBPS = g2λ4W 2

(
1− g2λ4W 2

β2

)− 1
2

+
λ2

4

(
∂W

∂h

)2

. (4.48)

ou seja, possui duas contribuições

εTBPS (r) = εBI
BPS (r) + εSBPS (r) . (4.49)

O potencial (4.39), torna-se.

V (φn) =

(
1− g2λ4W 2

β2

) 1
2

− λ2

8β2

(
∂W

∂h

)2

, (4.50)

em que usamos φn ≡ 1− 2h.

No limite que a coordenada radial tende ao seu valor assintótico, os campos da teoria atingem

seus estados de vácuo. Nesses pontos os valores dos campos devem ser tais que garantam

soluções finitas. Desse modo, as condições de fronteira a seguir devem ser cumpridas

lim
r−→∞

h (r) = lim
r−→∞

dh

dr
= 0, (4.51)

lim
r−→∞

da

dr
= 0, (4.52)

lim
r−→∞

W (r) = lim
r−→∞

dW

dr
= 0. (4.53)

A exemplo da energia, podemos escrever as equações (4.37) e (4.38) em termos dos Ansatz,

de modo que assumem a seguinte estrutura

N

r

da

dr
= ±g2λ2W

(
1− g2λ4W 2

β2

)− 1
2

, (4.54)

4N (1 + a)

r

dh

dr
= ±∂W

∂h
. (4.55)
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4.4 Fluxo Magnético

Nesta seção, vamos obter o fluxo magnético associado a configuração de campo. Partiremos

da definição de fluxo magnético

ΦB =

∫
d2rB (r) = 2π

∫
rdrB (r) . (4.56)

Usando a definição de B(r) (4.46) e as condições de contorno para o campo de calibre (4.43) e

(4.52), escrevemos

ΦB = −2πNa∞. (4.57)

Seguindo o mesmo procedimento adotado no caṕıtulo anterior, a partir das equações BPS

(4.54) e (4.55), obtemos uma expressão para a constante a∞, dada por

a∞ = −1 + exp
(
−λ2g2F (1)

)
. (4.58)

Desse modo, o fluxo magnético (4.56), torna-se

ΦB = 2πN
[
1− exp

(
−λ2g2F (1)

)]
. (4.59)

em que

F (h) =

∫ 1

0

4W (h′)

Wh

(
1− g2λ4W 2 (h′)

β2

)− 1
2

dh′. (4.60)

O resultado (4.59) é uma expressão geral para o fluxo magnético, que depende tanto deW (h)

quanto das constantes da teoria. A seguir, após impormos uma escolha para o superpotencial,

encontraremos uma expressão particular para o fluxo que permitirá dizer em que regimes ele é

ou não quantizado.

4.5 Soluções BPS

Como mencionado no terceiro caṕıtulo, podemos seguir por dois caminhos para obtermos

as soluções BPS. Seguindo a mesma escolha do caṕıtulo precedente, fixamos um superpotencial

W (h) do tipo

W (h) =
h2

λ2 , (4.61)
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Para essa escolha da função W (h), o potencial (4.50) e as equações de primeira BPS,tornam-se

V (h) =

(
1− g2h4

β2

) 1
2

− h2

2β2λ2 . (4.62)

N

r

da

dr
= −g2h2

(
1− g2h4

β2

)− 1
2

, (4.63)

4N (1 + a)

r

dh

dr
= −2h

λ2 . (4.64)

Aqui, adotamos os sinais inferiores nas equações (4.54) e (4.55), para os quais N > 0. Assim,

estudaremos soluções com energias positivas.

A partir de (4.61), podemos escrever a função F (1) (4.60), como segue

F (1) =

∫ 1

0

2h′
(
1− g2

β2h
′4
)− 1

2

dh′, (4.65)

cuja solução é

F (1) =
1

2g
arcsin

(
g

β

)
. (4.66)

E o fluxo magnético torna-se

ΦB = 2πN

[
1− exp

(
−λ2βg arcsin

(
g

β

))]
. (4.67)

O fluxo depende, além das constantes λ e g, também do parâmetro β. A fim de verificar

para quais valores o fluxo é quantizado, vamos fixar λ e β e variar g.

No acoplamento fraco (g ≪ 1), o fluxo magnético torna-se

ΦB ∼ 2πNλ2g2, (4.68)

ou seja, não quantizado.

No caṕıtulo 3, no regime de acoplamento forte, o valor da constante g varia dentro do

intervalo [0,∞]. Contudo, no modelo atual, existe uma restrição para valores de g, uma vez

que, como veremos na seção seguinte, as soluções estáveis ocorrem para g < β. Portanto, o

fluxo torna-se limitado pelas restrições entre β e g.

ΦB ∼ 2πN

[
1− exp

(
−1

2
β2λ2π

)]
. (4.69)

Conclui-se que o fluxo não é quantizado para g suficientemente grande devido a restrição im-

posta por β.
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Vale destacar que no limite em que β → ∞, o fluxo (4.67) torna-se exatamente (3.72)

ΦB = 2πN
[
1− exp

(
−λ2g2F (1)

)]
, (4.70)

que é fluxo magnético do modelo baby Skyrme-Maxwell (caṕıtulo 3), como esperado.

4.6 Soluções Numéricas

O superpotencial (4.61) permite-nos escrever um potencial generalizado (4.62) que gera

soluções BPS. Agora, vamos obter expressões para os campos da teoria nas fronteiras. Próximo

a origem, os campos possuem a seguinte forma

h (r) ≈ 1− 1

4Nλ2 r
2 +

A0

(
−2g2λ2 +A−1

0

)
32N2λ4 r4 +O

(
r5
)
, (4.71)

com

A0 =

(
1− W 2

0 g
2λ4

β2

)− 1
2

, (4.72)

a (r) ≈ −A0g
2

2N
r2 +

A3
0g

2

8N2λ2 r
4 +O

(
r6
)
, (4.73)

com

A3
0 =

(
1− W 2

0 g
2λ4

β2

)− 3
2

. (4.74)

Analisando o comportamento dos campos para regiões próximas da origem, evidencia-se a

existência de singularidades relacionadas ao parâmetro de Born-Infeld, como é visto em A0

A0 =

(
1− g2λ4W 2

0

β2

)−1/2

. (4.75)

Desse modo, para que haja soluções bem-definidas, o parâmetro β deve satisfazer a seguinte

condição

β > βc = gλ2W0. (4.76)

Assim, esperamos que as soluções bem-comportados devem existir somente no intervalo

βc < β < ∞. (4.77)
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Para regiões próximas do limite assintótico, ou seja, quando a coordenada radial r → ∞,

os campos são dados pelas expressões a seguir

h (r) ≈ C(2)
∞ exp

(
−ξr2

)
, (4.78)

e

a (r) ≈ a∞ + λ2g2 exp
(
−2ξr2

) (
C(2)

∞
)2

(1 + a∞)

[
1 +

g2

6λ2β2 exp
(
−4ξr2

) (
C(2)

∞
)4]

, (4.79)

onde consideramos até primeira contribuição do parâmetro de β. Além disso, temos que C2
∞ é

uma constante positiva e a∞ é o valor de vácuo do campo de calibre, e ξ é dada por

ξ =
1

4Nλ2 (1 + a∞)
. (4.80)

A seguir, apresentamos as soluções numéricas para os campos h (r), a (r), B (r) e εbps (r),

para um valor fixo da constante de acoplamento, g = 1, e valores do parâmetro de Born-Infeld:

β = 1.01 (linha preta sólida), β = 1.1 (linha vermelha sólida) e β = 1.5 (linha azul sólida); e

N = λ = 1.

As figuras (4.1) e (4.2) apresentam as soluções para o campo de Skyrme h (r) e o campo

de calibre a (r). De modo geral, os perfis possuem comportamento semelhante aos do modelo

baby Skyrme-Maxwell, apresentando um decaimento do tipo gaussiano.

β=1.01

β=1.10

β=1.50

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

r

h
(r
)

Figura 4.1: Soluções de h(r) para β =

1.01, 1.1, 1.5, obtidas a partir de (4.63) e

(4.64) e as condições de fronteira (4.43),

(4.45) e (4.51).

β=1.01

β=1.10

β=1.50

0 1 2 3 4
-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

r

a(
r)

Figura 4.2: Soluções de a(r) para β =

1.01, 1.1, 1.5, obtidas a partir de (4.63) e

(4.64) e das condições de contorno (4.43),

(4.45) e (4.51).
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Os perfis do campo magnético B (r) e da densidade de energia εbps (r) são mostrados nas

figuras (4.3) e (4.4). Os perfis apresentam o mesmo comportamento do modelo BPS baby

Skyrme, mais precisamente, para valores de 0 < g < 2. Aqui, para valores de β mais próximos

do valor cŕıtico βc, tanto B(r) quanto εbps (r) apresentam, na origem, valores maiores em relação

ao modelo usual, que representam máximos globais desses campos.

β=1.01

β=1.10

β=1.50

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0

1

2

3

4
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6

7

r

B
(r
)

Figura 4.3: Solução numérica de B(r) para

valores de β = 1.01, 1.1, 1.5, obtidas a par-

tir da equação (4.54) e considerando as

condições (4.45) e (4.51).
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β=1.10

β=1.50
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ξ
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Figura 4.4: Solução numérica para εbps (r)

para valores de β = 1.01, 1.1, 1.5, obtidas a

partir da equação (4.48) e considerando as

condições (4.45) e (4.51).
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Caṕıtulo 5

Sólitons BPS no modelo baby

Skyrme-Maxwell restrito na presença

de permeabilidade magnética

No caṕıtulo anterior, estudamos o modelo baby Skyrme em (2 + 1)-dimensões espaço-

temporais na presença de um campo de calibre, donde obtivemos soluções solitônicas denomina-

das de baby Skyrmions. No caṕıtulo presente, propomos uma generalização do modelo descrito

por (3.6), onde acoplamos ao termo de Maxwell uma função não-trivial G (φn), que representa

uma permeabilidade magnética. Desse modo, vamos estudar como as soluções de sólitons usuais

são modificadas quando estamos em um meio magnético caracterizado por G (φn).

5.1 O modelo

O modelo baby Skyrme-Maxwell na presença da permeabilidade generalizada G (φn) é de-

finido pela densidade lagrangiana a seguir

L = −G (φn)

4g2
FµυF

µυ − λ2

4
(Dµ

−→φ ×Dυ
−→φ )

2 − µ2V. (5.1)

com

Dµ
−→φ = ∂µ

−→φ + Aµ
−→n ×−→φ , (5.2)
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e

deg [−→φ ] = − 1

4π

∫
d2−→r −→φ · (∂1−→φ × ∂2

−→φ ) = N. (5.3)

A partir do prinćıpio variacional encontramos as equações de campo

∂υ (GF υµ) = g2Jµ, (5.4)

λ2Dχ {Dυ
−→φ [−→φ · (Dχ−→φ ×Dυ−→φ )]} = −µ2 ∂V

∂φn

(−→n ×−→φ )− 1

4g2
FµυF

µυ ∂G

∂φn

(−→n ×−→φ ) , (5.5)

na qual jµ = −→n · Jµ é a densidade de corrente elétrica conservada, com

Jµ = λ2Dυ
−→φ [−→φ · (Dµ−→φ ×Dυ−→φ )] . (5.6)

A lei de Gauss estacionária é dada por

∂i
(
∂iGA0

)
= g2J0, (5.7)

onde J0 = λ2A0 [(−→n · ∂i−→φ ) (−→n · ∂i−→φ )] é a densidade de carga elétrica. Notamos que a Lei de

Gauss (5.7) é satisfeita identicamente se impormos a condição A0 = 0 como posśıvel solução.

Assim, a implementação do gauge implica em configurações de campo puramente magnéticas.

A componente espacial de (5.4) fornece a Lei de Ampère

∂i (GB) = g2Ji, (5.8)

com B = −ϵij∂iAj e densidade de corrente espacial

Ji = −λ2g2 (−→n · ∂i−→φ )−→φ · [(D1
−→φ ×D2

−→φ )] . (5.9)

5.2 Formalismo BPS no modelo modificado

Nesta seção, a partir da implementação do formalismo BPS, buscamos encontrar as equações

de primeira ordem generalizadas do modelo (5.1), das quais obteremos as soluções numéricas

do modelo. Para tal, escrevemos o tensor de energia-momento

Tνρ = −G

g2
FµνF

µ
ρ − λ2 (Dµ

−→φ ×Dν
−→φ ) (Dµ−→φ ×Dρ

−→φ )− ηνρL. (5.10)

A componente temporal é identificada como a densidade de energia da configuração, isto é,

ε = T 00 = −G

g2
F0νF

0
ρ − ν2(Dµ

−→φ ×D0
−→φ )(Dµ−→φ ×D0

−→φ )− η00L. (5.11)
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Para configurações de campos estáticos, a densidade de energia pode ser escrita como

ε =
G

2g2
B2 +

λ2

2
Q2 + µ2V (φn) , (5.12)

com

Q = −→φ · (∂i−→φ × ∂j
−→φ ) + ϵijAi (

−→n · ∂i−→φ ) . (5.13)

É necessário que a densidade de energia se anule quando a coordenada radial r → ∞, o que

exige que as seguintes condições sejam cumpridas

lim
|r|→∞

√
GB = 0, lim

|r|→∞
Q = 0, e lim

|r|→∞
V = 0. (5.14)

A energia total da configuração de campo é dada pela integral da densidade de energia sobre

o espaço. De forma expĺıcita, escrevemos

Etot =

∫
ε (r) d2r. (5.15)

Substituindo (5.12), escrevemos

Etot =

∫ {
G

2g2
B2 +

λ2

2
Q2 + µ2V (φn)

}
d2r. (5.16)

Para implementarmos de maneira correta o formalismo BPS, temos que adicionar à Etot

as funções auxiliares b (φn) e Z (φn), que serão determinadas a posteriori. Em vista disso,

reescrevemos (5.16) como segue

Etot =

∫ {
G

2g2
(B ± b)2 +

λ2

2
(Q± Z)2 ∓ GBb

g2
− Gb2

2g2
− λ2

2
Z2

∓λ2Z−→φ · (∂i−→φ × ∂j
−→φ )∓ ϵijλ

2ZAi (
−→n · ∂i−→φ ) + µ2V

}
d2r. (5.17)

O penúltimo termo da segunda linha de (5.17) pode ser reescrito como uma derivada total.

Para isso, impõem-se a condição

Z (−→n · ∂i−→φ ) = ∂jW, (5.18)

onde a W = W (φn). A função Z (φn) assume a seguinte forma

Z (φn) =
∂W

∂φn

= Wφn
. (5.19)
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Desse modo, usando o resultado (5.19), podemos escrever (5.17) como

Etot =

∫ {
G

2g2
(B ± b)2 +

λ2

2

(
Q±Wφn

)2 ∓ λ2Wφn

−→φ · (∂i−→φ × ∂j
−→φ )

∓GBb

g2
− Gb2

2g2
− λ2

2
W 2

φn
∓ ϵijλ

2 [∂j (AiW )−W (∂jAi)] + µ2V

}
d2r. (5.20)

Distribuindo os termos dos colchetes, obtemos

Etot =

∫ {
G

2g2
(B ± b)2 +

λ2

2

(
Q±Wφn

)2 ∓ λ2Wφn

−→φ · (∂i−→φ × ∂j
−→φ )

∓λ2ϵij∂j (AiW )∓ GBb

g2
± λ2WB − Gb2

2g2
− λ2

2
W 2

φn
+ µ2V

}
d2r, (5.21)

onde usamos a definição do campo magnético B = −ϵij∂iAj.

A energia total deve ser definida em termos da carga topológica e de um termo de derivada

total; logo, contribuições adicionais em (5.21) devem ser desprezadas. Portanto, os termos da

segunda linha devem satisfazer

∓GBb

g2
± λ2WB = 0, (5.22)

e

−Gb2

2g2
− λ2

2
W 2

φn
+ µ2V (φn) = 0. (5.23)

Da equação (5.22), encontramos a expressão para a função b (φn)

b =
g2λ2W

G
. (5.24)

E de (5.23), obtemos o potencial de auto-interação.

V (φn) =
λ2

2µ2
W 2

φn
+

g2λ4

2µ2G
W 2. (5.25)

A equação (5.25) é a versão generalizada da equação do superpotencial (3.35), que a prinćıpio

possui uma famı́lia de soluções W (φ) denominadas de superpotenciais. No entanto, é mostrado

em [15] que (5.25) possui uma solução uńıvoca que satisfaz as condições de fronteira do potencial

V (φn). Portanto, W (φ) deve satisfazer as condições

lim
|−→r |→∞

W (φn) = 0, (5.26)

lim
|−→r |→∞

Wφn
(φn) = 0, (5.27)
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que garantem a condição de vácuo do potencial limφn→1 V (φn) = 0, e consequentemente

soluções finitas.

A energia total é

Etot =

∫
d2rε = E0 + Ebps ∓ λ2ϵij

∫
d2r∂j (AiW ) , (5.28)

onde

E0 =

∫
d2r

{
1

2G

(
GB ± g2λ2W

)2
+

λ2

2

(
Q±Wφn

)2}
, (5.29)

e

Ebps = ∓λ2

∫
d2rWφn

−→φ · (∂i−→φ × ∂j
−→φ ) . (5.30)

A última integral em (5.28) não contribui para a energia, ou seja,

∓λ2ϵij

∫
d2r∂j (AiW ) = 0. (5.31)

O limite inferior da energia é atingindo quando a integral E0 anula-se, isto é,

Etot ≥ Ebps. (5.32)

A equação (5.32) corresponde a energia mı́nima do modelo, que é alcançada quando os

campos atingem seus valores de vácuo. Desse modo, podemos escrever

Etot ≥ Ebps = ∓4πλ2N ⟨Wφn
⟩, (5.33)

com

⟨Wφn
⟩ = 1

4π

∫
dSintWφn

. (5.34)

No limite BPS a energia total será a mı́nima se o conjunto de equações for satisfeito

GB ± g2λ2W = 0, (5.35)

Q±Wφn
= 0. (5.36)

que são as equações BPS do modelo.
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5.3 Soluções de primeira ordem na presença de G(φn)

A introdução da permeabilidade modifica o modelo usual tratado no caṕıtulo anterior. A

presença de G (φn) modifica a variedade de vácuo da teoria, bem como gera soluções BPS não

canônicas. A seguir, vamos adotar duas escolhas para a permeabilidade G (φn), das quais obte-

remos soluções modificadas, que devem ser interpretadas como uma tentativa de compreender

as propriedades magnéticas de Skyrmions calibrados, por meio do estudo de sua versão em

(2 + 1)-dimensões espaço-temporais.

O estudo de Skyrmions generalizados foi motivado pelo interesse na investigação de mo-

delos estendidos via introdução de permeabilidades; por exemplo, no contexto de teorias de

campos escalares, onde a presença da função não-trivial G pode ser usada para simular cons-

trições geométricas em soluções tipo-kink [23], e sua influência na magnetização de um material

magnético [99]. Além disso, estudos recentes mostram que a presença de constrições geométricas

influencia o comportamento dos férmions em um modelo com permeabilidade não-trivial [100].

Agora, após desenvolver de maneira geral o formalismo BPS, vamos particularizar nossa

investigação e determinar as soluções de sólitons do modelo (5.1), no limite BPS, a partir das

equações (5.35) e (5.36). Buscamos encontrar soluções estacionárias e radialmente simétricas;

para isso, adotaremos o mesmo ansatz usado anteriormente no caṕıtulo precedente

−→φ =


cos (Nθ) sin f (r)

sin (Nθ) sin f (r)

cos f (r)

 , (5.37)

A0 = 0 e Ai = −ϵijx̂j
Na (r)

r
. (5.38)

Assumimos que o vetor unitário −→n = (0, 0, 1) de modo que φn = φ3. As funções radiais a (r) e

f (r), bem como superpotencial W (r), devem satisfazer as condições de contorno a seguir

f (0) = π , a (0) = 0, W (0) = W0, (5.39)

onde W0 é uma constante. Adotando a redefinição feita em [15], reescrevemos o campo de

Skyrme

φ3 = cos f (r) ≡ 1− 2h (r) , (5.40)

72



onde a função radial h (r) satisfaz

h (0) = 1. (5.41)

O campo magnético B = ϵij∂jAi , escrito em termos do Ansatzes (3.50) é escrito como

B = −N

r

da (r)

dr
. (5.42)

Podemos escrever a energia mı́nima do modelo usando (5.37) e (5.38). Desse modo, a energia

(5.30), torna-se

E ≥ Ebps = ∓2πN W (0) = ∓2πλ2N W0, (5.43)

com W0 = 1/λ2 é um valor constante.

No limite BPS a densidade de energia (5.12) torna-se

εbps (r) =
G

g2
B2 +

λ2

4

(
dW

dh

)2

, (5.44)

onde usamos (5.35) e (5.36). Portanto, a densidade de energia total possui duas contribuições

εTbps (r) = εMbps (r) + εSbps (r) . (5.45)

O potencial de auto-interação (5.25), torna-se

V (h) =
λ2

8
W 2

h +
g2λ4

2G
W 2, (5.46)

onde adotamos µ = 1.

No limite r −→ ∞, os campos atingem seus estados de vácuo. Desse modo, eles devem

possuir valores que assegurem soluções regulares e finitas; e para isso as seguintes condições de

contorno devem ser satisfeitas

lim
r−→∞

h (r) = lim
r−→∞

dh

dr
= 0, (5.47)

lim
r−→∞

da

dr
= 0, (5.48)

lim
r−→∞

W (r) = lim
r−→∞

dW

dr
= 0. (5.49)

Em termos dos ansatz, as equações BPS (5.35) e (5.36) podem ser reescritas como segue

GN

r

da

dr
+ g2λ2W = 0, (5.50)

4N (1 + a)

r

dh

dr
+

dW

dh
= 0. (5.51)
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5.4 Fluxo Magnético

No caṕıtulo anterior, mostramos que o fluxo magnético associado a configuração de sóliton

simétrico depende da escolha da função superpotencial. No modelo atual, as configurações

apresentam uma dependência tanto de W quanto da permeabilidade G. Desse modo, é válido

esperar que o fluxo magnético seja afetado pela presença da permeabilidade. Partindo da

definição de fluxo, escrevemos

ΦB =

∫
d2rB (r) = 2π

∫
rdrB (r) . (5.52)

Usando a definição de B(r) e as condições de contorno para o campo de calibre, escrevemos

ΦB = −2πNa∞. (5.53)

Adotando o mesmo procedimento precedente, buscamos encontrar uma condição para qual

o fluxo torne-se quantizado. Dividindo (5.50) por (5.51), obtemos

1

(1 + a)

da

dr
=

4g2λ2W (h)

G (h)Wh

dh

dr
. (5.54)

Definimos a função Fh (h) como

Fh ≡ 4W

GWh

. (5.55)

Reescrevendo (5.54), obtemos

1

(1 + a)

da

dr
= g2λ2F (h)

dh

dr
. (5.56)

Em seguida, após uma integração em ambos os lados, escrevemos

lnC (1 + a) = λ2g2F (h) , (5.57)

onde

F (h) =

∫ h

0

Fh (h) dh, (5.58)

e C uma constante de integração. Assumindo que F (h) é finita no intervalo [0, 1] e usando

h (0) = 1 e a (0) = 0 podemos escrever

a∞ = −1 + exp
(
−λ2g2F (1)

)
. (5.59)
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Desse modo, o fluxo magnético (5.53), torna-se

ΦB = 2πN
[
1− exp

(
−λ2g2F (1)

)]
, (5.60)

em que

F (1) =

∫ 1

0

4W

GWh

dh′. (5.61)

O resultado (5.60) mostra que a presença da permeabilidade modifica o fluxo magnético do

Skyrme, em comparação com a solução livre dada por (3.72)

5.5 Soluções Generalizadas

No limite BPS, as soluções solitônicas dependem de uma escolha particular do superpotencial

W (h). Adotando a mesma escolha feita em [15], escrevemos

W (h) =
h2

λ2 . (5.62)

A partir dessa escolha, o potencial (5.46) e as equações (5.50) e (5.51) tornam-se

V (h) =
h2

2λ2

(
1 +

g2λ2h2

G

)
, (5.63)

e
GN

r

da

dr
+ g2h2 = 0, (5.64)

4N (1 + a)

r

dh

dr
+

2h

λ2 = 0. (5.65)

A partir desse ponto, adotamos os sinais inferiores em (5.33), (5.35) e (5.36), para os quais N

é positivo.

A escolha (5.62) define um cenário restrito no qual vamos obter as soluções do modelo (5.1).

Além disso, as soluções numéricas para as funções h (r) e a (r), assim como para B (r) e εbps (r)

dependem de uma escolha particular da permeabilidade generalizada G (φn) .

Estamos interessados em encontrar Skyrmions generalizados que possuam comportamen-

tos semelhantes aos usuais nas fronteiras; porém, apresentem perfis não-canônicos para valores

intermediários da coordenada radial. Configurações semelhantes foram recentemente investiga-

das em [101], por exemplo. Para essa análise, selecionamos dois meios magnéticos diferentes,

caracterizados por permeabilidades distintas.
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A fim de gerar as configurações acima mencionadas, escolhemos a permeabilidade generali-

zada G(h), como

G (h) =
1

(α− h2)β
, (5.66)

na qual os parâmetros α e β são números inteiros positivos. Aqui, o parâmetro α é responsável

por modificar o perfil dos campos ao longo da coordenada radial. Em nossa análise adotaremos

β = 2 e construiremos soluções para diferentes valores de α. Desse modo, a permeabilidade

(5.66), torna-se

G (h) =
1

(α− h2)2
. (5.67)

A escolha da permeabilidade restringe o modelo geral descrito pelas equações (5.50), (5.51)

e potencial (5.63). Portanto, com o objetivo de encontrar soluções particulares, reescrevemos

as equações auto-duais como
N

r

da

dr
+ g2h2

(
α− h2

)2
= 0, (5.68)

4N (1 + a)

r

dh

dr
+

2h

λ2 = 0, (5.69)

e o potencial restrito

V (h) =
h2

2λ2

(
1 + g2λ2h2

(
α− h2

)2)
. (5.70)

Na seção anterior, calculamos o fluxo magnético da configuração de Skyrme dado pela

equação (5.60)

ΦB = 2πN
[
1− exp

(
−λ2g2F (1)

)]
. (5.71)

A função F (1) depende dos valores de W (h), Wh(r) e da permeabilidade G(h). Consequente-

mente, para encontrar uma expressão particular para o fluxo é preciso considerar uma escolha

para G(h). Adotando (5.67), (5.61) torna-se

F (1) =

∫ 1

0

4
(
α− h

′2
)2

W

Wh

dh′, (5.72)

e o fluxo magnético assume a seguinte forma

ΦB = 2πN

[
1− exp

(
−4λ2g2

∫ 1

0

(
α− h

′2
)2 W

Wh

dh′
)]

, (5.73)

e usando (5.62), escrevemos o fluxo como função somente dos parâmetros da teoria modificada

ΦB = 2πN

[
1− exp

(
−λ2g2

(
α (α− 1) +

1

3

))]
. (5.74)
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Portanto, a presença da permeabilidade generalizada altera a forma usual do fluxo magnético

(3.72). Agora, este passa a depender também dos valores do parâmetro α. Assim como no caso

usual, o fluxo a prinćıpio, é não-quantizado. No entanto, observando a expressão (5.74), é

posśıvel impor regiões onde esse fluxo apresente uma quantização.

No limite do acoplamento fraco (g ≪ 1), o fluxo magnético é

ΦB ∼ 2πNλ2g2
(
α (α− 1) +

1

3

)
. (5.75)

Por outro lado, no regime de acoplamento forte (g ≫ 1), o fluxo torna-se

ΦB ∼ 2πN. (5.76)

5.6 Soluções numéricas

A escolha de (5.62) como solução da equação do superpotencial (5.46), leva a um potencial

do tipo (5.63), que produz soluções BPS que consequentemente estabelecem um limite inferior

para a energia da configuração. Seguindo a prescrição dos caṕıtulos precedentes, vamos resolver

as equações (5.68) e (5.69) próximas às fronteiras a fim de conhecer como tais campos se

comportam nesses limites.

Próximo da origem, os campos tornam-se

h (r) ≈ 1− 1

4N

r2

λ2 − 1

32N2

[
2g2λ2 (α− 1)2 − 1

]
λ4 r4 +O

(
r5
)
, (5.77)

a (r) ≈ −1

2

g2 (α− 1)2

N
r2 +

1

8

g2

N2λ2 [α (α− 4) + 3] r4 +O
(
r6
)
. (5.78)

Próximo ao limite assintótico, o comportamento dos campos é dado por

h (r) ≈ C∞ exp
(
−ξr2

)
, (5.79)

e

a (r) ≈ a∞ + λ2g2 (1 + a∞)C2
∞ exp

(
−2ξr2

)
, (5.80)

onde C é uma constante arbitrária e o parâmetro ξ sendo

ξ =
1

4Nλ2 (1 + a∞)
. (5.81)
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As soluções numéricas para o campo de skryme h (r) e o campo de gauge a (r) são obtidas

para vários valores do parâmetro α, de acordo com as legendas. Por convenção, escolhemos

g = λ = 1 e N = 1.

As figuras (5.1), (5.2) e (5.5) ilustram as soluções para o campo de Skyrme. Os perfis de

h (r) apresentam, no intervalo 0 ≤ α ≤ 2, um comportamento monotônico que se assemelham

aos do modelo usual descritos no caṕıtulo 3 (modelo baby-Skyrme-Maxwell). Para valores de

α ≥ 2.5, as soluções se assemelham aos perfis compactos descritos no caṕıtulo 3, onde, nesse

caso, o comportamento ocorre quando g > 2.

α=0.0

α=0.50

α=0.85

0 1 2 3 4

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

r

h
(r
)

Figura 5.1: Soluções para o campo de

Skyrme h(r) para α = 0.0, 0.50, 0.85, ob-

tidas a partir das equações (5.68) e (5.69).
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α=2.0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

r

h
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Figura 5.2: Soluções do campo de Skyrme

para α = 1.5, 1.75, 2.0, obtidas a partir das

equações (5.68) e (5.69).

Por outro lado, as figuras (5.3), (5.4) e (5.6) apresentam as soluções para o campo de calibre

a (r), no intervalo 0 < α < 1, apresentam platôs para valores intermediários da coordenada

radial, o que contrasta com o perfil monotônico da solução usual. No intervalo 1 ≤ a < 3, o

campo decai exponencialmente até o seu valor de vácuo.
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α=0.0

α=0.25

α=0.50

α=0.65
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0.00
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Figura 5.3: Soluções do campo de calibre

para valores de α = 0.0, 0.5, 0.85, obtidas a

partir de (5.68) e (5.69).
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α=1.75
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Figura 5.4: Soluções do campo de calibre

para α = 1.5, 1.75, 2.0, obtidas a partir das

equações (5.68) e (5.69).

Para valores α ≥ 3, as soluções de h(r) e a(r) se assemelham as soluções de sólitons compac-

tos. Tal configuração é análoga ao encontrado no modelo usual (G = 1) para valores crescentes

da constante de acoplamento (g > 2).
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Figura 5.5: Soluções do campo de Skyrme

para α = 3.0, 3.5, 4.0, obtidas a partir das

equações (5.68) e (5.69).
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Figura 5.6: Soluções do campo de calibre

para α = 3.0, 3.5, 4.0, obtidas a partir das

equações (5.68) e (5.69).
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5.6.1 Perfis do campo B(r)

Os perfis do campo magnético B (r) dependem diretamente dos valores do parâmetro α.

Para descrever essa dependência, faremos um estudo anaĺıtico com o objetivo de comprovar

nossa afirmação. Como ponto de partida, escrevemos explicitamente o campo magnético

B (r) = h2
(
α− h2

)2
. (5.82)

A derivada primeira de B (r) fornece

dB

dr
= 2h

(
α− h2

) (
α− 3h2

) dh
dr

= 0. (5.83)

As figuras (5.1), (5.2) e (5.5) mostram que h (r) varia monotonicamente entre seu valor

máximo na origem, h (r = 0) = 1, e seu valor no limite assintótico, h (r → ∞) = 0; obtemos

que a condição B′ (R) = 0 fornece pontos extremos R de interesse

h (R1) = h1 =
√
α < 1, (5.84)

h (R2) = h2 =

√
α

3
< 1, (5.85)

na qual 0 < R1 < R2.

O valor do campo magnético (5.82) nos pontos de equiĺıbrio são

B (h1) = B1 = 0, (5.86)

e

B (h2) = B2 =
4

27
α3. (5.87)

O ponto B1 corresponde a um mı́nimo local se α < 1, enquanto que, para α < 3, o ponto

torna-se um máximo local. Na origem, o campo magnético é dado por

B (r = 0) = B0 = (α− 1)2 . (5.88)

Os resultados (5.86), (5.87) e (5.88), introduzem seis casos distintos baseados nos valores

do parâmetro α. Aqui, vamos considerar todos os valores da coordenada radial, exceto os

localizados na região assintótica.

Iniciamos com a escolha de α = 0, que leva as seguintes equações auto-duais

1

r

da

dr
+ h6 = 0, (5.89)
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4 (1 + a)

r

dh

dr
+ 2h = 0. (5.90)

onde G (h) = 1/h4.

Neste caso, percebemos que as equações acima podem ser obtidas diretamente de (5.64) e

(5.65), através das escolhas G = 1, g = N = 1, σ = 2 e λ = 1/
√
3. Desse modo, conclúımos que

este cenário, caracterizado por G (h) = 1/h4, é simplesmente uma redefinição do caso usual para

valores diferentes do parâmetro λ. Consequentemente, na figura (5.7) a solução não apresenta

mudanças relevantes na sua forma em relação ao modelo usual (curva azul da figura 3.5).

α=0.0
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B
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Figura 5.7: Solução do campo magnético para α = 0.

O segundo caso que iremos abordar ocorre quando consideramos o parâmetro α variando

no intervalo 0 < α < 1. Neste contexto, a solução (5.84) é satisfeita para um r = R1. Neste

ponto, o valor do campo magnético é nulo (5.86), de modo que podemos inferir que a solução

numérica para este campo descreve um lump posicionado na origem, com amplitude dada por

(5.88) e centrado por um anel de raio r = R2 > R1 e amplitude (5.87).

Vale destacar que α também determina a diferença entre as amplitudes dos lumps e anéis;

para 0 < α < 0.75, a magnitude do lump é maior que a do anel. Por outro lado, quando

α = 0.75, as amplitudes das duas estruturas são iguais. Por fim, no intervalo 0.75 < α < 1, a

magnitude do anel é maior que a do lump. As soluções são mostradas na figura (5.8)
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Figura 5.8: Solução do campo magnético para 0 < α < 1

O parâmetro α também controla os valores de R1 e R2, quando α aumenta, tanto h1 =
√
α

quanto h2 =
√

α/3 aumentam. Em contrapartida, à medida que α aumenta, os raios do lump

(R1) e do anel (R2) decrescem, aproximando-se da origem r = 0.

O próximo cenário ocorre para α = 1, como visto na figura (5.9). As equações BPS tornam-

se
1

r

da

dr
+ h2

(
1− h2

)2
= 0, (5.91)

4 (1 + a)

r

dh

dr
+ 2h = 0. (5.92)

Aqui, a equação (5.84) é válida somente na origem, isto é, h (r = 0) = h1 = 1, que satisfaz

a condição de contorno. Portanto, o campo B (r) é nulo em r = 0, o que verifica o resultado

(5.88). Então, conclúımos que o perfil da solução para B (r) é um único anel cujo raio está

localizado em r = R2; a magnitude é dada por

B (r) =
4

27
. (5.93)
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Figura 5.9: Solução do campo magnético para α = 1.

No intervalo 1 < α < 3 (figura 5.10), a condição h (R1) = h1 =
√
α < 1, não é satisfeita, e

conclúımos que o campo magnético não apresenta valores nulos para valores intermediários de

r.

A solução magnética se assemelha a um vulcão (quando visto tridimensionalmente) que

encontra-se centrado na origem; o valor de B (r) em r = 0 é dado por (5.88), e seu máximo

global ocorre no ponto r = R2, onde B (h2) = (4/27)α3. O perfil vulcânico é completamente

caracterizado pela condição

B (r = R2) > B0. (5.94)

Além disso, assim como no cenário anterior, o parâmetro α controla o valor do raio da solução.

Quando α aumenta (diminui), o valor de h4 =
√

α/2 aumenta (diminui), enquanto o valor de

R2 diminui (aumenta).
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Figura 5.10: Solução do campo magnético para 1 < α < 3.

Dando prosseguimento ao nossa análise, vamos estudar soluções para α = 3. Assim como

no cenário anterior, a condição (5.84) não é mais satisfeita, o que implica valores não nulos de

B (r) para valores intermediários de r. Em contrapartida, a equação (5.85) é satisfeita somente

na origem, quando h2 = h (r = 0) = 1. Neste ponto, por meio da equação (5.87) obtemos o

valor do campo magnético, B (h2) = 4, que é exatamente o valor do campo na origem dado

por (5.88). Para um r = R2, o setor magnético descreve um comportamento que se assemelha

a estrutura compacta centradas em r = 0, como é percebido na figura (5.11).
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Figura 5.11: Solução do campo magnético para α ≥ 3.

Por fim, par valores e α ≥ 3, tanto (5.84) quanto (5.85) não são satisfeitas. As soluções para

B (r) não possuem vales e nem picos adicionais, ou seja, B (r) varia monotonicamente até seu
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valor no limite assintótico. Como resultado, à medida que α aumenta, os soluções para B (r)

tendem a se compactarem centradas em r = 0. Conforme mencionado antes, tal comportamento

é semelhante ao encontrado no caso usual (com G = 1) para valores crescentes da constante de

acoplamento g.

5.6.2 Perfis para a densidade de energia

As soluções para a densidade de energia εbps (r) têm, do mesmo modo que o campo magnético

B (r), suas formas afetadas pelo parâmetro α. Levando em consideração as escolhas deW (h) (5.62)

e G(h) (5.67), podemos escrever (5.44) como

εTbps (r) =
B2

(α− h2)2
+ h2. (5.95)

No desenvolvimento das soluções, vamos considerar somente a contribuição do campo magnético

na densidade de energia total. Portanto, podemos escrever a densidade de energia como segue

εTbps (r) = εMbps (r) = h4
(
α− h2

)2
, (5.96)

onde usamos (5.82).

Usaremos o mesmo procedimento adotado anteriormente para estudar as soluções modifi-

cadas. Desse modo, a derivada primeira de (5.96) fornece

d

dr
εMbps = 4h3

(
α− h2

) (
α− 2h2

) dh
dr

, (5.97)

donde extráımos os pontos extremos

h (R3) = h3 =
√
α < 1, (5.98)

e

h (R4) = h4 =

√
α

2
< 1, (5.99)

na qual 0 < R3 < R4. O valor da densidade de energia nos pontos de equiĺıbrio são

εMbps (h3) = εMbps,3 = 0, (5.100)

εMbps (h4) = εMbps,4 =
α4

16
. (5.101)
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Na origem, a densidade de energia magnética εMbps (r) é dada por

εMbps,0 (r) = (α− 1)2 . (5.102)

Assim como no estudo das soluções para B (r), a presença de α introduz seis cenários

distintos, descritos pelos resultados (5.100), (5.101) e (5.102).

O primeiro é definido escolhendo α = 0; como explicado anteriormente, essa escolha de

parâmetro pode ser interpretada como uma redefinição do modelo usual para com valor dife-

rente da constante λ. Assim, as soluções numéricas não apresentam modificações consideráveis

e comportam-se analogamente ao modelo sem a presença da permeabilidade generalizada G (h).

Como mostra a figura (5.12).
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Figura 5.12: Solução da densidade de energia magnética para α = 0.

No intervalo 0 < α < 1, a equação (5.98) é satisfeita em r = R3. Neste ponto a densidade

de energia magnética assume o valor dado em (5.100), isto é, é nula independente do valor

de α (dentro do intervalo definido). A solução descreve um lump posicionado em r = 0, com

amplitude dada pela equação (5.102), e rodeado por um anel com raio r = R4 e amplitude dada

pela equação (5.101).

Vale destacar que, assim como ocorre para o campo magnético, o parâmetro α modula a

diferença entre as magnitudes do lump e do anel. Quando, 0 < α < 2
(√

2− 1
)
, o pico do lump

na origem é mais alto que o pico do anel em r = R4. Quando α = 2
(√

2− 1
)
, os picos têm a

mesma magnitude. Contudo, quando 2
(√

2− 1
)
< α < 1, o pico do anel no ponto r = R4 é

mais alto em relação ao do lump na origem.
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Comparando as equações (5.84) e (5.98), conclui-se que R1 = R3. Desse modo, o campo

magnético e a densidade de energia magnética se anulam no mesmo ponto. Além disso, a

igualdade dos pontos controla a posição do vale entre dois picos densidade de energia.

O parâmetro α também controla os valores de R3 e R4: quando α aumenta, o valor de

h4 =
√
α/2 aumenta e, portanto, R4 diminui. Esses comportamentos são apresentados na

figura (5.13).
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Figura 5.13: Solução da densidade de energia magnética para 0 < α < 1

Na figura (5.14), temos as soluções para α = 1, o valor do campo de Skyrme (5.98) é

satisfeito somente em r = 0. Neste ponto, a densidade de energia εMbps (r) → 0, de modo que o

perfil da solução é um anel com máximo global localizado em r = R4, sendo o próprio máximo

dado por

εMbps (r) =
1

16
. (5.103)
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Figura 5.14: Solução da densidade de energia magnética para α = 1.

Para valores de α no intervalo 1 < α < 2, a equação (5.98) não é satisfeita e, portanto,

a densidade de energia magnética não assume valores nulos para valores intermediários da

coordenada radial r.

O perfil da solução se assemelha a um vulcão centrado na origem, o valor de εMbps (r) em r = 0

é dado por (5.102), e seu máximo global ocorre no ponto r = R4, onde εMbps (h4) = (α4/16) . O

perfil vulcânico é completamente caracterizado pela condição

εMbps (r = R4) > εMbps,0. (5.104)

O parâmetro α controla o valor do raio. Quando α aumenta (diminui), o valor de h4 =
√

α/2

aumenta (diminui), enquanto o valor de R4 diminui (aumenta). A figura (5.15) apresenta o

perfil das soluções.
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Figura 5.15: Solução da densidade de energia magnética para 1 < α < 2.

A figura (5.16) mostra a solução para α = 2, a condição (5.98) não é mais válida, implicando

em εMbps (r) ̸= 0 para um r intermediário. No entanto, a equação (5.99) é válida somente em

r = 0, onde a densidade energia magnética εMbps (r) = 1. O perfil da solução para essa escolha

de parâmetro é um lump compacto centrado na origem.
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Figura 5.16: Solução da densidade de energia magnética para α = 2.

Por fim, vamos considerar as soluções para α > 2, no qual as equações (5.98) e (5.99)

não são satisfeitas. Neste quadro, as soluções para a densidade de energia magnética variam

monotonicamente do seu valor na origem, εMbps,0 (r = 0) = (α− 1)2, até εMbps,0 (r → 0) → ∞.

Os perfis de lumps centrados na origem se tornam cada vez mais compactos à medida que

o parâmetro α aumenta. Comportamento semelhante a esse é encontrado no caso usual (com
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G = 1), para valores crescentes da constante de acoplamento g. A figura (5.17) ilustra esse

cenário.
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Figura 5.17: Solução da densidade de energia magnética para α > 2.
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Caṕıtulo 6

Sólitons BPS no modelo restrito de

baby Skyrme-Born-Infeld na presença

de uma permeabilidade magnética não

trivial

No caṕıtulo anterior, estudamos soluções de Skyrmions planares em um modelo de Born-

Infeld, do qual obtivemos soluções que saturam o limite BPS. A partir desse ponto, vamos

propor uma generalização do termo de Born-Infeld em (4.5), por meio do acoplamento de uma

permeabilidade generalizada. Através do formalismo BPS, vamos investigar como as soluções

do modelo (4.5) são modificadas pela presença da função permeabilidade G (φ).

6.1 O modelo

Vamos propor a seguinte modificação no termo de Born-Infeld

R =

√
1 +

FµυF µυ

2β2g2
→ RG =

√
1 +

G (φn)FµυF µυ

2β2g2
. (6.1)

Desse modo, a densidade lagrangiana do modelo é escrita como

L = β2 (1−RG)−
λ2

4
(Dµ

−→φ ×Dυ
−→φ )2 − ν(φn). (6.2)
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As definições para o tensor de Faraday, derivada covariante e o potencial de auto-interação

permanecem inalteradas. A densidade lagrangiana (4.5), descreve uma teoria eletromagnética,

cuja as soluções BPS são restritas a um cenário particular, livres da influência de efeitos ele-

tromagnéticos relacionados à matéria. No entanto, buscando compreender um cenário mais

geral, propomos o acoplamento, junto ao termo de Maxwell, de uma função não-trivial G (φn)

denominada de permeabilidade generalizada, que representa as propriedades magnéticas da

matéria.

Neste caṕıtulo, vamos investigar as soluções do modelo descrito pela lagrangiana (6.2) por

meio do formalismo BPS, e comparar as mudanças provocadas pela extensão do modelo (4.5)

via o acoplamento da função G (φn).

Além disso, vale pontuar que o modelo atual, avaliado no limite β → ∞, recai no modelo

baby Skyrme-Maxwell na presença de uma função não trivial G (φn),

L = −G (φn)

4g2
FµυF

µυ − λ2

4
(Dµ

−→φ ×Dυ
−→φ )

2 − V, (6.3)

que foi abordado no caṕıtulo 4.

Aplicando o prinćıpio variacional à lagrangiana (6.2), encontramos as equações de campo

∂λ

(
GF λρ

RG

)
= g2Jρ, (6.4)

e

λ2Dχ
−→
J χ = − ∂ν

∂φn

(−→n ×−→φ ) , (6.5)

com jρ = n ·
−→
J ρ e

−→
J ρ = λ2Dυ

−→φ [−→φ · (Dρ−→φ ×Dµ−→φ )] . (6.6)

A lei de Gauss é obtida a partir de (6.4), e possui a seguinte estrutura

∂i

(
G

RG

∂iA0

)
= g2λ2A0 (

−→n · ∂i−→φ )
2
. (6.7)

A exemplo dos caṕıtulos anteriores, estudaremos as soluções de skyrmions na presença

somente de campos magnéticos.
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6.2 Formalismo BPS

Agora, aplicaremos mais uma vez o formalismo BPS a fim de encontrar as equações de

primeira ordem, que fornecerão as soluções numéricas do modelo (6.2). Iniciaremos escrevendo

o tensor de energia momento

Tλρ = −GFµλF
µ

ρ

g2RG

− λ2 (Dµ
−→φ ×Dλ

−→φ ) (Dµ−→φ ×Dρ
−→φ )− ηλρL. (6.8)

A densidade de energia é, portanto, escrita como

ε = β2 (RG − V ) +
λ2

2
Q2. (6.9)

onde usamos

Q = −→φ · (∂i−→φ × ∂j
−→φ ) + ϵijAi (

−→n · ∂j−→φ ) , (6.10)

A densidade de energia ε (r) deve assumir o valor nulo quando o valor de r → ∞. Desse

modo, nessa região as condições de fronteira abaixo devem ser obrigatoriamente satisfeitas

lim
|r|→∞

B = 0 , o que implica em lim
|r|→∞

RG = 1 (6.11)

lim
|r|→∞

V = 1 , lim
|r|→∞

Q = 0. (6.12)

A energia total da configuração é dada pela integral da densidade de energia sobre o espaço.

De forma expĺıcita, escrevemos

Etot =

∫
ε (r) d2r. (6.13)

Substituindo (6.9), obtemos

Etot =

∫ {
β2 (RG − V ) +

λ2

2
Q2

}
d2r. (6.14)

Agora, aplicaremos a mesma prescrição usada nos caṕıtulos anteriores, a fim de encontrar

as soluções de energia mı́nima. Assim, como ponto de partida, reescreveremos (6.14) como

Etot =

∫ {
ϱG (B ± b)2 +

λ2

2
(Q± Z)2 ∓ 2ϱGBb− ϱGb2 − λ2

2
Z2 ∓ λ2Z−→φ · (∂i−→φ × ∂j

−→φ )

∓ϵijZλ
2Ai (

−→n · ∂j−→φ ) + β2RG−ϱGB2 − β2V
}
d2r. (6.15)
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onde as funções auxiliares ϱ (φn) , b (φn) e Z (φn) são necessárias para o estabelecimento do

limite BPS.

O termo λ2ZϵijAi (
−→n · ∂j−→φ ) pode ser reescrito de modo que obtemos a seguinte expressão

Z =
∂W

∂φn

= Wφn
(6.16)

Considerando (6.16) na densidade de energia, podemos escrever

Etot =

∫ {
ϱG (B ± b)2 +

λ2

2

(
Q±Wφn

)2 ∓ 2ϱGBb− ϱGb2 − λ2

2
W 2

φn

∓λ2Wφn

−→φ · (∂i−→φ × ∂j
−→φ )∓ ϵijλ

2 [∂j (AiW )−W (∂jAi)]

+β2RG−ϱGB2 − β2V
}
d2r. (6.17)

Distribuindo os termos nos colchetes, obtemos

Etot =

∫
d2r

{
ϱG (B ± b)2 +

λ2

2

(
Q±Wφn

)2 ∓ 2ϱGBb− ϱGb2 −
λ2W 2

φn

2

∓λ2Wφn

−→φ · (∂1−→φ × ∂2
−→φ )± λ2WB + β2RG − ϱGB2 − β2V

}
∓λ2ϵij

∫
d2r∂j (AiW ) , (6.18)

onde usamos a definição tensorial do campo magnético B = −ϵij∂iAj.

A energia total deve ser escrita em termos da carga topológica e de termos de derivada

total; portanto, os termos extras em (6.18) devem ser desconsiderados, o que leva os seguintes

resultados: os termos proporcionais ao campo B (r) fornecem a expressão

∓2ϱGBb± λ2WB = 0, (6.19)

que nos permite escrever a função auxiliar b (φn)

b =
λ2W

2ϱG
. (6.20)

Os termos restantes

−ϱGb2 −
λ2W 2

φn

2
+ β2RG − ϱGB2 = β2V, (6.21)

compõem o potencial de auto-interação

V (φn) =
(
RG − ϱg2R2

G + ϱg2
)
− λ4W 2

4ϱGβ2 − λ2

2β2W
2
φn
. (6.22)
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A equação do superpotencial, (6.21), agora possui uma contribuição adicional devido a

presença da permeabilidade G (φn). No entanto, a solução permanece uńıvoca e satisfaz as

condições de fronteira para V (φn)

lim
|−→r |→∞

W (φn) = 0, (6.23)

lim
|−→r |→∞

Wφn
(φn) = 0. (6.24)

Por fim, escrevemos a função auxiliar α (φn), que depende RG e da permeabilidade G (φn)

α =
1

2g2RG

. (6.25)

Tendo em vista os resultados anteriores, a energia total é reescrita como segue

Etot =

∫
ε (r) d2r = E0 + EBPS ∓ λ2ϵij

∫
d2r∂j (AiW ) , (6.26)

na qual

E0 =

∫
d2r

(
1

2g2RG

G

(
B ± g2RGλ

2W

G

)2

+
λ2

2

(
Q±Wφn

)2)
(6.27)

e

EBPS = ∓λ2

∫
d2rWφn

−→φ · (∂1−→φ × ∂2
−→φ ) . (6.28)

A condição de vácuo Wφn
(r → ∞) = 0, anula a última integral em (6.26), ou seja

∓λ2ϵij

∫
d2r∂j (AiW ) = 0. (6.29)

Ao impor a minimização da energia total, é necessário que a integral (6.27) seja anulada,

isto é

Etot ≥ EBPS. (6.30)

A equação (6.30) é identificada como limite inferior da energia que ocorre quando os campos

atingem seus valores de vácuo. Neste mesmo limite, as equações de primeira ordem

B ± g2RGλ
2W

G
= 0, (6.31)

Q±Wφn
= 0, (6.32)

devem ser satisfeitas. As equações (6.31) e (6.32) são as equações BPS do modelo, a partir da

qual vamos obter as soluções da teoria.
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Por outro lado, o potencial de auto-interação, que manifesta a quebra espontênea da sime-

tria, pode ser reescrito como

V (φn) =

(
1− g2λ4W 2

Gβ2

) 1
2

− λ2

2β2

(
∂W

∂φn

)2

. (6.33)

Podemos também escrever o potencial geral

ν(φn) = β2 (1− V (φn)) , (6.34)

como

ν(φn) = β2

[
1−

(
1− g2λ4W 2

Gβ2

) 1
2

− λ2

2β2

(
∂W

∂φn

)2
]
. (6.35)

6.3 Soluções de primeira-ordem

Nesta seção, vamos obter as soluções do modelo generalizado por meio da resolução das

equações BPS (6.31) e (6.32). Partiremos dos mesmos Ansatzes empregados nos caṕıtulos

anteriores, a fim de restringirmos o modelo para um cenário planar; são eles

−→φ =


cos (Nθ) sin f (r)

sin (Nθ) sin f (r)

cos f (r)

 , (6.36)

A0 = 0 e Ai = −ϵijx̂j
Na (r)

r
, (6.37)

na qual as funções a (r), f (r) e W (r) satisfazem as condições de contorno

f (0) = π , a (0) = 0, W (0) = W0, (6.38)

com W0 uma constante. Adotando a redefinição feita em [15], reescrevemos o campo φ3 como

φ3 = cos f (r) = 1− 2h (r) , (6.39)

onde a função radial h (r) satisfaz a condição de fronteira h (0) = 1.

Em segundo lugar, adotaremos a seguinte notação para o campo magnético

B (r) = −N

r

da (r)

dr
, (6.40)
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onde usamos B = −ϵij∂iAj e o Ansatz (6.37).

A energia BPS, quando escrita usando os Ansatzes, torna-se

EBPS = ∓2πNλ2W0. (6.41)

Em contrapartida, a densidade de energia no limite BPS assume a seguinte forma

εBPS (r) =
g2λ4W 2

G

(
1− g2λ4W 2

Gβ2

)− 1
2

+
λ4

4

(
∂W

∂h

)2

. (6.42)

Quando a coordenada radial aproxima-se do seu valor assintótico, os campos atingem seus

estados de vácuo cujos valores devem proporcionar soluções bem comportadas. Portanto, os

campos de Skyrme e de calibre devem satisfazer as condições de fronteira

lim
r−→∞

h (r) = lim
r−→∞

dh

dr
= 0, (6.43)

lim
r−→∞

da

dr
= 0, (6.44)

lim
r−→∞

W (r) = lim
r−→∞

dW

dr
= 0. (6.45)

Assim como a energia, as equações BPS podem ser projetadas em termos dos ansatz, assu-

mindo a seguinte forma

N

r

da

dr
= ±g2λ2W

G

(
1− g2λ4W 2

Gβ2

)− 1
2

, (6.46)

4N (1 + a)

r

dh

dr
= ±∂W

∂h
. (6.47)

6.4 Fluxo Magnético

Nesta seção, vamos obter a expressão para o fluxo generalizado e verificar se existe ou não

modificação em relação ao fluxo no modelo de Born-Infeld usual (4.59). Partindo da definição

de fluxo

ΦB =

∫
d2rB (r) = 2π

∫
rdrB (r) . (6.48)

Usando (6.40), e as condições de contorno para o campo de calibre, obtemos

ΦB = −2πNa∞. (6.49)
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O parâmetro a∞, a prinćıpio, não possui um valor conhecido. Desse modo, o fluxo magnético

é não quantizado. Contudo, reescrevendo-o em termos de W (h), torna-se posśıvel quantizar

o fluxo. Adotando o mesmo procedimento dos caṕıtulos anteriores, manipulando as equações

BPS (6.46) e (6.47), obtemos uma expressão para a∞ dada por

a∞ = −1 + exp
(
−λ2g2F (1)

)
. (6.50)

Assim, reescrevemos o fluxo (6.49), como segue

ΦB = 2πN
[
1− exp

(
−λ2g2F (1)

)]
, (6.51)

em que

F (h) =

∫ 1

0

4W (h′)

Wh

(
1− g2λ4W 2 (h′)

Gβ2

)− 1
2

dh′. (6.52)

6.5 Soluções generalizadas

Vamos agora determinar numericamente as soluções do modelo descrito por (6.2) no cenário

particular descrito pelos Ansatzes. De ińıcio, vamos adotar o mesmo superpotencial dos modelos

anteriores

W (h) =
h2

λ2 . (6.53)

Por meio dessa escolha, obtemos um potencial o tipo

V =

(
1− g2h4

Gβ2

) 1
2

− h2

2β2λ2 , (6.54)

e as equações BPS

N

r

da

dr
= −g2h2

G

(
1− g2h4

Gβ2

)− 1
2

, (6.55)

4N (1 + a)

r

dh

dr
= −2h

λ2 , (6.56)

onde escolhemos os sinais inferiores para os quais N > 0.

As soluções de Skyrmions planares dependem de dois campos: o superpotencial W (h), dado

pela equação (6.53) e da permeabilidade generalizada G (φn), que será escolhida a posteriori.

O modelo atual compreende, ao mesmo tempo, uma generalização dos modelos estudados

nos caṕıtulos 3 e 4, que são definidos pelas densidades lagrangianas (4.5) e (5.1), respectiva-

mente. Buscamos obter soluções de skyrmions em meios magnéticos que são caracterizados pela
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escolha de uma forma funcional da permeabilidade, no contexto de uma eletrodinâmica livre de

divergências. Para tal, e considerando a conexão entre os modelos estudados nos caṕıtulos pre-

cedentes, adotaremos a mesma permeabilidade empregada no caṕıtulo 4. Assim, as soluções do

modelo atual, descrito pela densidade lagrangiana (6.2), deve reproduzir as soluções do modelo

(5.1), no limite em que β → ∞.

A função permeabilidade é definida a seguir

G (h) =
1

(α− h2)2
. (6.57)

Desse modo, restringimos a configuração de campo; o potencial de auto–interação e as

equações de primeira ordem são escritos como segue

V =

(
1− g2h4 (α− h2)

2

β2

) 1
2

− h2

2β2λ2 , (6.58)

N

r

da

dr
= −g2h2

(
α− h2

)2(
1− g2h4 (α− h2)

2

β2

)− 1
2

, (6.59)

4N (1 + a)

r

dh

dr
= −2h

λ2 . (6.60)

As soluções dessas equações devem, devido ao cenário descrito por (6.57), apresentar perfis

que diferem das soluções descritas pelas equações (4.63) e (4.64). No entanto, o comportamento

dos campos nas fronteiras devem ser mantidos, uma vez que os campos devem satisfazer as

condições de contorno topológicas.

A partir da escolha de (6.53) e (6.57), podemos reescrever a equação (6.52) como

F (h) =

∫ 1

0

2h′
(
α− h

′2
)2(

1−
(
α− h

′2
)2

g2h′4

β2

)− 1
2

dh′. (6.61)

A integral anterior não possui solução anaĺıtica. No entanto, podemos analisar o fluxo por

meio do estudo da ráızes da função Fh

Fh = 2h′
(
α− h

′2
)2(

1−
(
α− h

′2
)2

g2h′4

β2

)− 1
2

. (6.62)

As ráızes do numerador são dadas por

2h′
(
α− h

′2
)2

= 0, (6.63)
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cujas ráızes são

h′
1 = 0, h′

2 =
√
α e h′

2 = −
√
α. (6.64)

O polinômio do denominador deve ser positivo, uma vez Fh deve ser real; desse modo, vamos

encontrar certas restrições nos valores de α para g e β fixos.

Para que Fh ∈ R temos que impor(
α− h

′2
)2

g2h′4

β2 < 1, (6.65)

o que nos leva ao resultado a seguir (
α− h

′2
)2

g2h′4 < β2. (6.66)

Analisando (6.66) nos valores limites de h′, obtemos

(α− 1)2 g2 < β2. (6.67)

Ou seja, existe uma relação entre α, β e g que impõem uma restrição ao fluxo magnético, que

é real quando a condição acima é satisfeita.

6.6 Soluções numéricas

Assim como nos caṕıtulos anteriores, vamos estudar o comportamento dos campos h (r) e

a (r) nas regiões de fronteira. Primeiro, vamos considerar as soluções na região próxima da

origem, onde os campos são dados por

h (r) ≈ 1− 1

4Nλ2 r
2 +

1

32N2λ4

(
−2g2 (α− 1)2 λ2 +

√
1− (α−1)2g2

β2

)
√

1− (α−1)2W 2
0 g

2λ4

β2

r4 +O
(
r5
)
, (6.68)

onde

A0 =

(
1− (α− 1)2 g2

β2

)− 1
2

, (6.69)

a (r) ≈ −A0g
2 (α− 1)2

2N
r2 − g2

4N2

A3
0

{
g4

λ2 − 1
2
(α− 1)5 + β2

λ2Ω
}

β4 r4 +O
(
r6
)
. (6.70)
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com

Ω =

{
−g2

2
(α− 4) (α− 1)3 +

β2

2

[
(α− 2)2 − 1

]}
. (6.71)

Do comportamento dos campos próximos da origem, nota-se a ocorrência de singularidades

relacionadas ao parâmetro β, como pode ser observado em A0

A0 =

(
1− g2λ4W 2

0 (α− 1)2

β2

)−1/2

. (6.72)

Portanto, as soluções bem-definidas existem se o parâmetro de β satisfizer a seguinte

condição

β > βc = gλ2W0 (α− 1) . (6.73)

Assim, esperamos que as soluções de sólitons bem-comportados devem existir somente no in-

tervalo

βc < β < ∞. (6.74)

Para regiões próximas do limite assintótico, os campos possuem valores dados por

h (r) ≈ C(2)
∞ exp

(
−ξr2

)
, (6.75)

e

a (r) = a∞ +
1

3

[
1

2λ4β2 g
4α4 + λ2g2

]
(C2)

6 (1 + a∞) exp
(
−6ξr2

)
+
[
λ2g2α2 − g2 (C2)

2 β2 exp
(
−2ξr2

)]
(C2)

2 (1 + a∞) exp
(
−2ξr2

)
, (6.76)

ou, simplificando

a (r) ≈ a∞ + (1 + a∞)
(
C2

∞
)2

exp
(
−2ξr2

){1

3

[
1

2λ4β2 g
4α4 + λ2g2

]
(C2)

4 exp
(
−4ξr2

)
+
[
λ2g2α2 − g2 (C2)

2 β2 exp
(
−2ξr2

)]}
, (6.77)

onde consideramos até primeira contribuição do parâmetro de Born-Infeld. Além disso, temos

que C2
∞ é uma constante constante positiva e a∞ é o valor de vácuo do campo de calibre, e ξ é

dada por

ξ =
1

4Nλ2 (1 + a∞)
. (6.78)
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As soluções numéricas para o campo de Skyrme h (r) e o campo de calibre a (r) são apresen-

tadas considerando um valor fixo da constante de acoplamento, g = 1, para o valor de β = 1.01

e N = λ = 1. Uma vez escolhido o valor do parâmetro de Born-Infeld (β), a condição (6.73)

estabelece um limite para o valor do parâmetro α e, consequentemente, determina o intervalo

de existência de soluções bem comportadas, ou seja, estáveis. Desse modo, obteremos soluções

para os seguintes valores: α = 0 (curva preta), α = 0.25 (curva vermelha), α = 0.50 (curva

azul), α = 0.75 (curva rosa), α = 0.85 (curva magenta), α = 0.95 (curva ciano), α = 1.00

(curva rosa), α = 1.10 (curva azul escuro), α = 1.20 (curva vermelho escuro), α = 1.50 (curva

laranja), α = 1.75 (curva cinza) e α = 1.85 (curva magenta escuro).

As figuras (6.1) e (6.2) apresentam as soluções para o campo de Skyrme h (r). As soluções,

no intervalo 0 ≤ α ≤ 1, apresentam perfis que se assemelham as soluções do modelo baby-

Skyrme-Maxwell na presença de G (caṕıtulo 4), quando 0 ≤ α < 2.

α=0.0

α=0.25

α=0.50

α=0.75

α=0.85

α=0.95

0 1 2 3 4 5

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

r

h
(r
)

Figura 6.1: Soluções do campo de Skyrme

para 0 < α < 1 obtidas a partir das

equações (6.59) e (6.60) via as condições

de contorno (6.38) e (6.45).

α=1.00

α=1.10

α=1.20

α=1.50

α=1.85

0 1 2 3 4 5

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

r

h
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Figura 6.2: Soluções do campo de Skyrme

para valores de 1 < α < 2.01 obtidas a

partir das equações (6.59) e (6.60) e das

condições de contorno (6.38) e (6.45).

As soluções para o campo de calibre são mostradas nas figuras (6.3) e (6.4), com as mesmas

convenções adotadas nas figuras (6.1) e (6.2). Os perfis também se assemelham as soluções

do modelo investigado no caṕıtulo 3, com mudanças somente nos valores do campo no limite

assintótico.
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α=0.25

α=0.50

α=0.75

α=0.85

α=0.95
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Figura 6.3: Soluções do campo de calibre

para 0 < α < 1, obtidas a partir das

equações (6.59) e (6.60) via as condições

de contorno (6.38) e (6.45).
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Figura 6.4: Soluções do campo de gauge a(r)

para valores de 1 < α < 2.01 obtidas a partir

das equações (6.59) e (6.60) e com aux́ılio das

condições de contorno (6.38) e (6.45).

6.6.1 Perfis do campo B(r)

Nesta subseção, vamos investigar como o parâmetro α determina a forma das soluções de

sólitons. Fixando as constantes g e λ, iniciamos escrevendo o campo magnético em função do

superpotencial W (h)

B (r) = h2
(
α− h2

)2(
1− h4 (α− h2)

2

β2

)− 1
2

. (6.79)

Calculando a derivada primeira de B (r), obtemos

dB

dr
=

2h (α− h2) Λ(
1− h4(α−h2)2

β2

) 3
2

dh

dr
, (6.80)

com a função auxiliar

Λ (h) =
(
α− 3h2

)
+
(
α− h2

)
β−2h6. (6.81)

A condição B′ (R) = 0 leva aos pontos extremos de interesse que estão compreendidos entre

os valores limites do campo de Skyrme h (r)

(
α− h2

)
= 0, (6.82)
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e (
α− 3h2

)
+
(
α− h2

)
β−2h6 = 0. (6.83)

A equação (6.82) fornece a seguinte raiz

h (r = R1) =
√
α, (6.84)

da qual, neste ponto, o campo magnético vale

B1 = B (h = h1) = 0. (6.85)

Isto é, quando 0 < α < 1, o ponto r = R1 representa o ponto no qual o campo magnético

desaparece. Neste caso, à medida que os valores de α aumentam, r = R1 move-se para a

origem.

Por outro lado, a equação (6.83) possui uma raiz racional h2 = h(r = R2) que depende do

parâmetro α. Na tabela (6.1) os valores das ráızes h1 e h2 para alguns valores de α. Os valores

do campo B2 calculado nesses pontos são mostrados na tabela (6.2).

α h1 h2

0.25 0.5000 0.2887

0.50 0.7071 0.4085

0.75 0.8660 0.5013

1.00 0.1000 0.5821

1.25 – 0.6591

1.50 – 0.7409

1.75 – 0.8425

Tabela 6.1: Ráızes h1 e h2 para alguns valores

de α.

α B1 B2

0.25 0.0023 0.8398

0.50 0.0186 0.2878

0.75 0.0630 0.0645

1.00 0.1520 0.0

1.25 0.3087 0.0645

1.50 0.5799 0.2878

1.75 1.1260 0.8398

Tabela 6.2: Valores B1 e B2 para alguns valores

de α.

As soluções para o setor magnético, no intervalo 0 < α < 1, representam um lump posi-

cionado em r = 0, cercado por um anel de raio R2 e amplitude B2, que corroboram com os

resultados numéricos. O ponto R1 representa o limite entre o anel externo e o lump interno

(R2 > R1) cuja a amplitude é dada por

B (r) = (α− 1)2
(
1− (α− 1)2

β2

)− 1
2

, (6.86)
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que é o valor do campo magnético na origem.

Quando α = 1, a equação (6.84) é satisfeita somente quando r = 0, nesse caso o campo

magnético deve anular-se na origem, isto é, R1 = 0. A equação (6.83) admite somente uma

única raiz, o que implica que B(r) é simplesmente um anel.

Para valores α > 1 a equação (6.84) não é satisfeita, de modo que o campo magnético não

possui zeros para valores intermediários de r; enquanto que a equação (6.83) admite uma raiz

única. Para tais valores de α o campo magnético possui forma de anéis cujo os valores na

origem são dados pela equação (6.86). Além disso, à medida que α aumenta, o valor do raio

do anel diminui, aproximando-se da origem.

Soluções bem comportadas para o campo magnético estão sujeitas a uma restrição entre

os valores de α e β. Para demonstrar essa afirmação, recorremos a equação (6.73), que após

fixarmos as constantes g e λ, é escrita como

β > βc = (α− 1) , (6.87)

ou

β > (α− 1) . (6.88)

A partir da escolha de β, a condição (6.88), torna-se

α < 2.01. (6.89)

Portanto, para valores de α ≥ 2.01, as soluções não são estáveis. Os perfis para B(r) são

mostrados nas figuras (6.5) e (6.6), para valores e α no intervalo de soluções estáveis.
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Figura 6.5: Soluções do campo magnético

para 0 < α < 1 obtidas a partir da equação

(6.59).
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Figura 6.6: Soluções do campo magnético

para 1 < α < 2.01 obtidas a partir de

(6.59).

Das soluções para B(r) apresentadas nas figuras acima, observa-se que os perfis de anéis

estão restritos, aproximadamente, ao intervalo 0.95 ≤ α ≤ 1.20. Fora desse intervalo, as curvas

apresentam dois tipos de comportamentos. O primeiro são caracterizados por perfis de lumps

que estão posicionados na origem e centrado por anéis; neste caso, a amplitude dos lumps são

dadas pelos seus respectivos valores na origem. O segundo tipo de solução também são lumps,

porém sua amplitude ocorre para um valor da coordenada radial diferente de zero.

As soluções para a densidade de energia são mostradas nas figuras (6.7) e (6.8). Para todos

os valores de α dentro do intervalo permitido, as soluções apresentam perfil monotônico partindo

de um valor não nulo na origem e tendendo a zero no infinito. Esse comportamento contrasta

com as soluções para a densidade de energia do modelo baby Skyrme com G, caṕıtulo 4; onde as

soluções apresentavam, dependendo do intervalo, diferentes estruturas incluindo lumps e anéis.

As convenções das curvas são as mesmas adotadas para o campo magnético.
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Figura 6.7: Soluções da densidade de ener-

gia εbps (r) para 0 < α < 1 obtidas a partir

de (6.42).
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Figura 6.8: Soluções da densidade de energia

εbps (r) para valores de 1 < α < 2.01 obtidas a

partir de (6.42).
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Caṕıtulo 7

Vórtices Quirais no modelo de

Maxwell-Chern-Simons-Higgs

generalizado

O estudo de vórtices em teoria de campos foi motivado pela ocorrência dessas estruturas

no eletromagnetismo. No trabalho de Nielsen e Olesen [102], vórtices não carregados (eletrica-

mente) surgem como soluções regulares das equações de campo da teoria na Maxwell-Higgs. O

modelo é descrito pela densidade lagrangiana

LMH = −1

4
FµυF

µυ + (Dµϕ)
∗Dµϕ− V (|ϕ|) , (7.1)

em que Fµυ = ∂µAυ − ∂υAµ é o tensor do campo eletromagnético, e Dµϕ = ∂µϕ − ieAµϕ é

a derivada covariante que acopla minimamente o campo de calibre e o campo de Higgs. Por

ultimo, temos o potencial de auto-interação V (|ϕ|) que induz a quebra da simetria do modelo.

As soluções são estruturas planares, apresentam simetria rotacional e energia total finita.

Adotaremos o sistema de unidades naturais em que c = ℏ = 1. Nesse sistema, as dimensões

de massa (M), comprimento (L) e tempo (T ) são relacionadas por M = L−1 = T−1. A

partir do método BPS, podemos obter vórtices estáveis por meio da minimização do funcional

de energia, de onde obtemos um sistema equações diferenciais de primeira ordem acopladas

(equações BPS), cuja solução fornece as soluções de vórtices topológicos. A vantagem dessa

abordagem reside na obtenção da energia mı́nima da configuração de campo.
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No mesmo contexto, vórtices planares carregados foram obtidos na eletrodinâmica de Chern-

Simons-Higgs (CSH) [103]. O modelo descrito pela densidade lagrangiana

LCSH = −κ

4
εµυκAµFυκ + (Dµϕ)

∗Dµϕ− V (|ϕ|) , (7.2)

que é invariante de Lorentz e possui uma simetria de calibre U (1) local. O primeiro termo de

(7.2) corresponde a lagrangiana lagrangiana da teoria de Chern-Simons

LCS = −κ

4
εµυκAµFυκ. (7.3)

A densidade lagrangiana LCS pode ser escrita em qualquer dimensão ı́mpar do espaço–

tempo, porém, somente em (2 + 1)–dimensões espaço-temporais ela é quadrática no campo de

calibre [104]. Um termo quadrático no campo de calibre é aquele que possui termos de segunda

ordem na potencia de Aµ, que é comum em teorias de campo linearizadas. Além disso, o fator

que multiplica o termo quadrático é denominado de coeficiente de massa, que determina a

massa associada bóson descrito pelo campo.

Em (7.3), o coeficiente κ é uma constante com dimensão de massa denominada de parâmetro

de Chern-Simons. Ele é responsável por medir a intensidade do termo de Chern-Simons e induzir

a presença de soluções eletricamente carregadas. Além disso, o termo de Chern-Simons provoca

a geração de massa para o campo de calibre, o que leva a muitas aplicações interessantes como:

efeito Hall quântico fracionário [105,106] e sistemas antiferromagnéticos [107].

Motivados pela ocorrência das soluções de vórtices nos modelos puros de Maxwell-Higgs

e Chern-Simons, C. Lee. K. Lee e H. Min [108], propuseram um modelo composto pelos

termos de Maxwell e Chern-Simons. A teoria ficou conhecida como Maxwell-Chern-Simons-

Higgs (MCSH), com a densidade lagrangiana dada por

LMCSH = −1

4
FµυF

µυ − κ

4
ϵµυκAµFυκ + (Dµϕ)

∗Dµϕ+
1

2
∂µΨ∂µΨ− V (|ϕ| ,Ψ) . (7.4)

O modelo de MCSH fornecem soluções de vórtices topológicos e não-topológicos e pode ser

entendido como o protótipo de uma teoria quiral.

A densidade lagrangiana (7.4) deriva de uma teoria mais geral de MCSH, definida em (3+1)–

dimensões espaço-temporais. Neste caso, o setor associado ao termo de Chern-Simons é dado

por ϵµ̂υ̂κ̂λ̂ (kAF )µ̂Aυ̂Fκ̂λ̂. A densidade lagrangiana deste modelo é escrita como

LMCFSH = −1

4
Fµ̂υ̂F

µ̂υ̂ − 1

4
ϵµ̂υ̂κ̂λ̂ (kAF )µ̂Aυ̂Fκ̂λ̂ + (Dµ̂ϕ)

∗Dµ̂ϕ− V (|ϕ|) . (7.5)
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Uma densidade lagrangiana desse tipo foi proposta por M. Carrol, G. B. Field e R. Jackiw

[109]. O objetivo era investigar as consequências da violação das simetrias de Lorentz e CPT.

Para tal, propuseram uma modificação na eletrodinâmica de Maxwell-Higgs, pela adição de um

termo do tipo Chern-Simon, denominado de termo de Carroll-Field-Jackiw (CFJ).

O termo de CFJ está relacionado a violação da simetria de Lorentz e CPT, correspondendo

a parte CPT-́ımpar do setor eletromagnético do modelo padrão estendido. A eletrodinâmica

de CFJ foi a primeira teoria Clássica a considerar a quebra da simetria de Lorentz.

Através de um processo de redução dimensional, obtemos a densidade lagrangiana de

MCFJH em (2 + 1) dimensões

LMCFSH = −1

4
FµυF

µυ − κ

4
εσµυAσFµυ +

1

2
ερµσ (kAF )ρAσ∂µΨ− Ψ

2
ερµυ (kAF )ρ ∂µAυ

+(Dµϕ)
∗Dµϕ+

1

2
∂µΨ∂µΨ− e2Ψ2 |ϕ|2 − V (|ϕ|) . (7.6)

Aqui, (kAF )ρ é a versão planar do campo de fundo de Carroll-Field-Jackiw, responsável pelas

quebras de simetria. O parâmetro de Chern-Simons é κ = (kAF )3 , e Ψ = A3̄ é a terceira

componente do campo de calibre que é assumida como um campo escalar com dinâmica própria,

gerado no processo de redução dimensional.

Buscamos estudar configurações de campos sem foco na quebra da simetria de Lorentz e

CPT; desse modo, vamos considerar (kAF )µ = 0. Portanto, a densidade lagrangiana (7.6),

torna-se exatamente a densidade lagrangiana do modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs defi-

nida em (7.4).

O potencial de auto-interação, V (|ϕ| ,Ψ), responsável pela quebra espontânea da simetria

da teoria é escrito como

V (|ϕ| ,Ψ) = V (|ϕ|) + e2Ψ2 |ϕ|2 . (7.7)

7.1 Eletrodinâmica quiral

Quiralidade é uma propriedade geométrica relevante em vários campos da ciências, como

a matemática [110], qúımica [111], biologia [112] e genética [113]. O termo quiralidade foi

introduzido por Lord Kelvin [114], que definiu objetos quirais como aqueles que não podem ser

sobrepostos às suas imagens espelhadas. Um meio é dito quiral quando não possui simetria
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de inversão de paridade; logo, no eletromagnetismo em meios materiais, a quiralidade está

associada à simetria quiral entre as moléculas que a constitui.

Na teoria clássica de campos, as leis de conservação estão associadas a simetrias conservadas

[98]. No entanto, em muitos casos, essas simetrias não sobrevivem no cenário da Teoria Quântica

de Campos. A quebra da simetria clássica devido a efeitos quânticos é denominada de anomalia

quântica [115]. Em sistemas compostos por férmions quirais, anomalias quânticas induzem

fenômenos de transporte, que têm sido investigados em diversos setores da f́ısica. Isso inclui

semi–metais de Weyl ou Dirac na f́ısica da matéria condensada [116–118] e na matéria eletrofraca

em astrof́ısica [119,120].

Um fenômeno de transporte bem conhecido, que resulta do surgimento de anomalias quânticas

em matéria quiral, é o Efeito Quiral Magnético (EQM) [121, 122]. Na presença de um campo

magnético externo
−→
B ext, a invariância rotacional dos spins dos férmions é quebrada. Assim,

ocorre um desequiĺıbrio de quiralidade entre os férmions spins de mão direita e de mão esquerda,

o que induz o surgimento de uma corrente elétrica na direção do campo externo aplicado

−→
J CME =

e2

4π2
∆µ ·

−→
B ext, (7.8)

onde e é a carga do férmion e ∆µ ≡ µR − µL é o potencial qúımico quiral, dado pela diferença

entre os potenciais qúımicos dos férmions de mão direita e mão esquerda.

Outro efeito relacionado a anomalias quânticas é o Efeito Hall Anômalo (EHA), que ocorre

na presença de uma separação entre os pontos de cruzamento de energia no espaço dos momentos

(nós de Weyl) para férmions de mão direita e de mão esquerda, caracterizados por um vetor

∆−→p [123]. Quando um campo elétrico externo é aplicado, uma corrente é estabelecida no

material magnético que, por sua vez, induz um desvio na direção do movimento dos elétrons

no material. Este desvio produz uma corrente adicional

−→
J Hall =

e2

4π2
∆−→p ×

−→
E , (7.9)

que é perpendicular à direção da corrente original. Além disso, se existe um campo magnético

presente, surge outro efeito anômalo que gera uma densidade de carga adicional

J0
Anom = − e2

4π2
∆−→p ·

−→
B ext, (7.10)

no material.

111



Os três efeitos descritos acima são manifestações da quebra espontânea da simetria devido

a efeitos quânticos, que modificam a eletrodinâmica quiral ao introduzir termos que quebram

a simetria de tempo e paridade. A conexão entre eletrodinâmica quiral e a teoria de MCSH

está justamente na violação dessas simetrias discretas. Em [123], os autores propuseram a

eletrodinâmica de Maxwell-Carrol-Field-Jackiw como uma teoria efetiva para explicar esses

fenômenos. Os termos adicionais que surgem da teoria são então associados aos efeitos das

anomalias quânticas. As equações de campo desse modelo se assemelham às equações de campo

do modelo de Maxwell-Carrol-Field-Jackiw (7.6); modelo do qual obtemos a eletrodinâmica de

MCSH.

A densidade lagrangiana (7.4)

LMCSH = −1

4
FµυF

µυ − κ

4
ϵµυκAµFυκ + (Dµϕ)

∗Dµϕ+
1

2
∂µΨ∂µΨ− V (|ϕ| ,Ψ) . (7.11)

uma eletrodinâmica quiral. No entanto, buscando generalizar o nosso modelo, propomos a

adição de um setor escalar ao modelo original, de modo a considerar os efeitos não só da

presença do termo de CS, mas também da presença do campo adicional. Desse modo, propomos

a seguinte densidade lagrangiana

LMCSHG = −G (χ)

4
FµυF

µυ + (Dµϕ)
∗Dµϕ− κ

4
ϵµυκAµFυκ +

G (χ)

2
∂µΨ∂µΨ

+
1

2
∂µχ∂

µχ− e2Ψ2 |ϕ|2 − U (|ϕ| ,Ψ, χ) , (7.12)

onde a função U (|ϕ| ,Ψ, χ) define um potencial que será determinado a posteriori.

Portanto, estamos interessados em obter estruturas BPS em uma eletrodinâmica imersa

em um meio quiral, cujas propriedades dinâmicas são descritas pelo termo de Chern-Simons e

por um termo adicional, um campo escalar neutro χ(r), cujo acoplamento com o setor eletro-

magnético é modulado por uma função não-trivial G (χ), que além de carregar as propriedades

eletromagnéticas do meio, também é responsável por modificar os perfis dos campos inerentes

às configurações de vórtices. Além disso, observa-se que quando G (χ) = 1, o campo χ se desa-

copla do setor de calibre e, como consequência, a densidade lagrangiana (7.12) se reduz à (7.4),

do modelo de MCSH em um vácuo eletromagnético. Vale destacar que a presença do campo

χ(r) já foi considerada no contexto de vórtices topológicos com estruturas internas tanto no

modelo de Maxwell-Higgs [124], quanto no modelo de Maxwell-CP(2) [125].

112



7.2 O modelo modificado

Usando o prinćıpio variacional, escrevemos a ação S como

S =

∫
Ld2xdt. (7.13)

Calculando a variação da ação, δS = 0, 1, encontramos as equações de campo.

∂L
∂Aµ

= ∂β

(
∂L

∂ (∂βAµ)

)
e

∂L
∂ϕ∗ = ∂ρ

(
∂L

∂ (∂ρϕ
∗)

)
, (7.14)

∂L
∂Ψ

= ∂τ

(
∂L

∂ (∂τΨ)

)
e

∂L
∂χ

= ∂σ

(
∂L

∂ (∂σχ)

)
. (7.15)

As equações (7.14) e (7.15) são as equações de Euler-Lagrange que descrevem a dinâmica

do sistema. Portanto, a partir da minimização do funcional S, obtemos as equações de campos

da teoria, cujas soluções minimizam a propria ação S.

Usando (7.12) em (7.14) e (7.15), obtemos as equações de campo da teoria para os campos

Aµ, ϕ,Ψ e χ, respectivamente.

∂α (GFαµ)− 1

2
κϵµαβFαβ = Jµ, (7.16)

DµDµϕ = −∂u (|ϕ| ,Ψ)

∂ϕ
− e2Ψ2ϕ, (7.17)

∂υ (G∂υΨ) + 2e2Ψ |ϕ|2 = − ∂u

∂Ψ
, (7.18)

e

∂µ∂µχ+
Gχ

4
FµυF

µυ +
Gχ

2
∂µΨ∂µΨ = −∂U

∂χ
, (7.19)

em que Jµ é a densidade de corrente conservada

Jγ = ie
[
ϕ(Dγϕ)− ϕ (Dγϕ)

]
, , (7.20)

e Gχ = dG/dχ.

Neste trabalho, estamos interessados em investigar configurações de campo estacionárias,

isto é, que não possuem dependência temporal. Ao impor essa condição, a equação do campo

de calibre (7.16), torna-se

∂j (G∂jA0) + κB = 2e2A0 |ϕ|2 . (7.21)

1Seguindo o mesmo procedimento do caṕıtulo 3
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A presença do termo de Chern–Simons na expressão para a Lei de Gauss implica em soluções

que possuem carga elétrica e fluxo magnético não nulo. Comparando (7.21) com a lei de Gauss

escrita em [123], temos: a densidade de carga (fonte) da configuração J0 = 2e2A0 |ϕ|2; e uma

densidade de carga extra, κ ·B = J0
Anom, na qual κ = −(e2/4π2)∆p (ver 7.10). Portanto, devido

a presença das fontes, Aµ = (0, Ai) não é mais uma solução trivial de (7.21).

A parte espacial da equação equação do campo de calibre fornece a lei de Ampère.

∂j
(
GF ji

)
+ κϵij∂jA0 = Ji. (7.22)

7.3 Formalismo BPS

A partir desse ponto, vamos aplicar o formalismo BPS para obtermos soluções estáveis da

teoria descrita pela densidade lagrangiana (7.12). Como ponto de partida, vamos escrever o

tensor de energia momento, que é dado por

T λρ = −GF λυF ρ
υ +Dλϕ (Dρϕ)∗ +Dρϕ

(
Dλϕ

)∗
+G∂λΨ∂ρΨ+ ∂λχ∂ρχ− ηλρLntop. (7.23)

na qual a densidade lagrangiana Lntop corresponde a densidade lagrangiana (7.12) a menos da

contribuição do termo de CS (7.3). A justificativa é que esse termo não contribui para o tensor

de energia momento total.

O tensor de energia–momento é um tensor de ordem dois e simétrico em relação a troca de

ı́ndices. Cada setor de T λρ descreve uma quantidade f́ısica, tais como: densidade de energia,

o fluxo de energia e o momento. Em particular, a sua componente temporal, por definição,

corresponde a densidade de energia da configuração, isto é, ε (r) = T 00. Em vista disso, e

considerando o regime de campos estacionários, podemos escrever que

ε(r) = −GF 0υF 0
υ +D0ϕ

(
D0ϕ

)∗
+D0ϕ

(
D0ϕ

)∗
+G∂0Ψ∂0Ψ+ ∂0χ∂0χ− η00Lntop, (7.24)

na qual

F 0υF 0
υ = −

(
∂iA

0
)2

, (7.25)

e (
D0ϕ

)∗
D0ϕ = e2A0 |ϕ|2 , (7.26)
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que resulta em

ε (r) = G (∂iA0)
2 + 2e2A0 |ϕ|2 − Lntop, (7.27)

a partir da qual, usando a versão estacionária da densidade lagrangiana Lntop, dada por

Lntop =
G

2
(∂iA0)

2 − GB2

2
+ |D0ϕ|2 − |Diϕ|2 −

G

2
(∂iΨ)2 − 1

2
(∂iχ)

2 − e2Ψ2 |ϕ|2 − U, (7.28)

obtemos

ε (r) =
G

2
(∂iA0)

2 +
GB2

2
+ |Diϕ|2 +

G

2
(∂iΨ)2 +

1

2
(∂iχ)

2 + e2A2
0 |ϕ|

2 + e2Ψ2 |ϕ|2 + U. (7.29)

A densidade de energia (7.29) deve ser nula no limite

lim
|r|→∞

ε (r) = 0. (7.30)

Para tal, as condições de fronteiras devem ser satisfeitas

lim
|r|→∞

√
G∂iA0 = 0 e lim

|r|→∞

√
GB = 0, (7.31)

lim
|r|→∞

Diϕ = 0 e lim
|r|→∞

√
G∂iΨ = 0, (7.32)

lim
|r|→∞

∂iχ = 0 e lim
|r|→∞

A0 = 0, (7.33)

lim
|r|→∞

Ψ = 0 e lim
|r|→∞

U = 0. (7.34)

A correspondente energia total é escrita como

Etot (r) =

∫
d2rε (r) , (7.35)

ou, em termos de (7.29)

Etot (r) =

∫
d2r

{
G

2
(∂iA0)

2 +
GB2

2
+ |Diϕ|2 +

G

2
(∂iΨ)2

+
1

2
(∂iχ)

2 + e2A2
0 |ϕ|

2 + e2Ψ2 |ϕ|2 + U

}
. (7.36)

As condições (7.31),(7.32),(7.33) e (7.34) garantem que a energia total (7.36) seja uma

quantidade finita.

A implementação do formalismo BPS exige que a energia total Etot (r) seja reescrita em

termos de quadrados perfeitos; para isso, é necessário introduzir as funções auxiliares Σ ≡
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Σ (ϕ,Ψ) e Γ ≡ Γ (χ), que serão determinadas adiante. Aplicando o formalismo BPS na energia

Etot (r), obtemos

Etot (r) =

∫
d2r

{
G

2
(∂iA0 ∓ ∂iΨ)2 +

G

2
(B ∓ Σ)2 + |D±ϕ|2 + e2 |ϕ|2 (A0 ∓Ψ)2

+
1

2

(
∂iχ∓ ϵij

∂iΓj

∂χ

)2

±B
[
GΣ + e |ϕ|2 + κΨ

]
± ∂iχ

(
ϵij

∂iΓj

∂χ

)
±∂j (ΨG∂jA0)∓

1

2
ϵij∂iJj + U − 1

2

(
∂iΓj

∂χ

)2

− G

2
Σ2

}
. (7.37)

Aqui, usamos a identidade

|Diϕ|2 = |D±ϕ|2 ± eB |ϕ|2 ∓ 1

2
ϵij∂iJj. (7.38)

e a Lei de Gauss (7.21).

A energia total (7.37) possui termos que envolvem derivadas totais dos campos, são eles

±
∫

d2r∂j (ΨG∂jA0) = 0, (7.39)

e

∓
∫

d2r
1

2
ϵij∂iJj = 0, (7.40)

que são anulados devido às condições de fronteira; desse modo, não contribuem para o cálculo

da energia total. Por outro lado, o fator que multiplica o campo magnético é escolhido como

sendo uma constante, de modo que possibilita fixar a função auxiliar Σ

GΣ + e |ϕ|2 + κΨ = eυ2, (7.41)

ou seja

Σ =
e
(
υ2 − |ϕ|2

)
− κΨ

G
. (7.42)

Portanto, a energia total (7.37) torna-se

Etot (r) =

∫
d2r

{
G

2
(∂iA0 ∓ ∂iΨ)2 +

G

2
(B ∓ Σ)2 + |D±ϕ|2 + e2 |ϕ|2 (A0 ∓Ψ)2 ±Beυ2

+
1

2

(
∂iχ∓ ϵij

∂Γj

∂χ

)2

± ∂iχ

(
ϵij

∂Γj

∂χ

)
+ U − 1

2

(
∂Γj

∂χ

)2

− GΣ2

2

}
. (7.43)
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A energia total deve ser definida em termos da carga topológica e de um termo de derivada

total; desse modo, contribuições adicionais em (7.43) devem ser desconsideradas; logo, os dois

últimos termos da segunda linha devem satisfazer

−1

2

(
∂Γj

∂χ

)2

− GΣ2

2
= −U. (7.44)

Do resultado anterior obtemos o potencial de auto–interação

U =
G

2
Σ2 +

1

2

(
∂Γj

∂χ

)2

, (7.45)

que pode ser reescrito considerando (7.42)

U =
1

2G

(
e
(
υ2 − |ϕ|2

)
− κΨ

)2
+

1

2

(
∂Γj

∂χ

)2

. (7.46)

Tendo em vista os resultados (7.42), (7.45) e (7.46), a energia total torna-se

Etot =

∫
d2rε = E0 + Ebps ≥ Ebps. (7.47)

com

E0 =

∫
d2r

{
G

2
(∂iA0 ∓ ∂iΨ)2 +

1

2G2

(
GB ∓ e

(
υ2 − |ϕ|2

)
± κΨ

)2
+ |D±ϕ|2 , (7.48)

+e2 |ϕ|2 (A0 ∓Ψ)2 +
1

2

(
∂iχ∓ ϵij

∂Γj

∂χ

)2
}
.

e

Ebps (r) = ±eυ2

∫
Bd2r ±

∫
ϵij∂iΓjd

2r. (7.49)

O limite inferior da energia é alcançado quando os campos possuem configurações que levam

a integral sobre E0 = 0, isto é,

E ≥ Ebps. (7.50)

No limite BPS a energia será a mı́nima posśıvel quando a contribuição da integral (7.48)

for nula. Para tal é necessário que o conjunto de equações de primeira ordem sejam satisfeitas

GB ∓ e
(
υ2 − |ϕ|2

)
± κΨ = 0, (7.51)

D±ϕ = 0, (7.52)
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∂iA0 ∓ ∂iΨ = 0, (7.53)

∂iχ∓ ϵij
∂iΓj

∂χ
= 0, (7.54)

A0 ∓Ψ = 0. (7.55)

Assim, energia total torna-se

Etot = Ebps = ±eυ2

∫
d2rB ± ϵij

∫
d2r (∂iΓj) , (7.56)

ou seja

Ebps = ±eυ2Φ± ϵij

∫
d2r (∂iΓj) . (7.57)

As equações BPS (7.53) e (7.55) são identicamente satisfeitas por Ψ = ±A0; assim, as

equações remanescentes são (7.51), (7.52) e (7.54). O potencial (7.46) é reescrito como

U =
1

2G

(
e
(
υ2 − |ϕ|2

)
∓ κA0

)2
+

1

2
(∂iΓj)

2 . (7.58)

7.4 Soluções de primeira ordem

Nesta seção, vamos investigar as soluções de vórtices estacionários do modelo (7.12)

LMCSHG = −G (χ)

4
FµυF

µυ + (Dµϕ)
∗Dµϕ− κ

4
ϵµυκAµFυκ +

G (χ)

2
∂µΨ∂µΨ

+
1

2
∂µχ∂

µχ− e2Ψ2 |ϕ|2 − U (|ϕ| ,Ψ, χ) , (7.59)

no limite BPS. Uma vez que estamos interessados em configurações com simetria rotacional,

vamos usar os Ansatzes adotados em [102]

ϕ (r, θ) = υg (r) eiNθ, (7.60)

Ai = ϵij
xj

er2
(a (r)−N) , (7.61)

e

A0 = A0 (r) , (7.62)

que descrevem uma configuração de vórtices em (2 + 1)-dimensões. Aqui, g (r) e a (r) são

funções reais e ϵij é o tensor de Levi–Civita. O fator N é um número inteiro denominado de
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winding number, que caracteriza o mapeamento do espaço f́ısico no espaço interno do campo

complexo ϕ.

Baseado nos ansatz, é razoável considerar que o campo escalar χ e a função Γi podem ser

parametrizados como

χ = χ (r) e Γi = −ϵij
xj

er2
W (χ) . (7.63)

Os perfis dos campos são funções regulares e que devem satisfazer as seguintes condições na

origem

g (r = 0) = 0, a (r = 0) = N e A0 (r = 0) = cte, (7.64)

χ (r) = χ0 e W (χ0) = W0, (7.65)

lim
|r|→∞

g (r) = 1, lim
|r|→∞

a (r) = 0 e lim
|r|→∞

dA0 (r)

dr
= 0, (7.66)

lim
|r|→∞

χ (r) = χ∞ e lim
|r|→∞

W (r) = W (χ∞) . (7.67)

É conveniente escrever expressões para o campo magnético e campo elétrico em termos dos

ansatz, isto é,

B (r) = −1

r

da (r)

dr
, (7.68)

e

E (r) = −dA0

dr
. (7.69)

Em seguida, aplicando (7.68) em (7.57), encontramos o seguinte resultado

Ebps = ±
(
2πυ2N + 2π∆W

)
, (7.70)

em que ∆W = W (∞)−W (0). Na expressão acima, o sinal superior (inferiores) é válido para

valores positivos (negativos) de N e ∆W .

Em termos dos ansatz, as equações BPS (7.51), (7.52) e (7.54) tornam-se

− 1

er

da

dr
= ±eυ2 (1− g2)− κA0

G
, (7.71)

dg

dr
= ±ag

r
, (7.72)

dχ

dr
= ±1

r

dW

dχ
, (7.73)

119



enquanto que a lei de Gauss assume a forma

1

r

d

dr

(
rG

dA0

dr

)
+ κB = 2e2υ2g2A0. (7.74)

A densidade de energia (7.29), torna-se

ε (r) =
G

2

(
dA0

dr

)2

+
GB2

2
+ υ2

[(
dg

dr

)2

+
(ag
r

)2]
+

G

2

(
dΨ

dr

)2

+
1

2

(
dχ

dr

)2

+e2υ2g2A2
0 + e2υ2g2Ψ2 + U. (7.75)

E usando as equações BPS em (7.75), chegamos a seguinte expressão

εBPS (r) = G

(
dA0

dr

)2

+GB2 + 2υ2
(ag
r

)2
+ 2e2υ2g2A2

0 +
1

r2

(
dW

dχ

)2

. (7.76)

Percebe-se que a densidade de energia BPS pode ser separada em duas contribuições

εBPS (r) = εG (r) + εχ (r) , (7.77)

onde

εG (r) = G

(
dA0

dr

)2

+GB2 + 2υ2
(ag
r

)2
+ 2e2υ2g2A2

0, (7.78)

que representa a contribuição devido somente ao vórtice, enquanto que

εχ (r) =
1

r2

(
dW

dχ

)2

, (7.79)

corresponde a contribuição do campo χ (r) que funciona como um campo fonte.

7.5 O Fluxo Magnético

A (7.12) descreve um modelo de MCSH estendido pela presença de um campo adicional

que é acoplado ao campo de calibre devido a presença da função não–trivial G (χ). A partir do

formalismo BPS, encontramos a energia mı́nima do modelo, dada pelo resultado (7.57). Desse

modo, conclúımos que a presença do campo neutro χ (r) gera uma contribuição para a energia

BPS da configuração de campo usual.

O fluxo magnético é dado por

Φ =

∫
S

d2rB (r) . (7.80)
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Usando a definição para o campo B(r), escrevemos

Φ = −
∫ 2π

0

∫ ∞

0

(
1

er

da (r)

dr

)
rdrdθ, (7.81)

com aux́ılio das condições (7.64) e (7.66) podemos determinar Φ

Φ = −2π

e

∫ ∞

0

da (r) = −2π

e
[a (∞)− a (0)] , (7.82)

que resulta em

Φ =
2π

e
N. (7.83)

Portanto, o fluxo magnético é proporcional ao winding number.

Além disso, observando que a primeira contribuição em (7.57) é proporcional ao fluxo Φ,

podemos afirmar que a energia BPS da configuração de campo possui um termo que é propor-

cional ao número topológico N , ou seja, é quantizada em termos do winding number; além de

um termo adicional devido a presença de um campo externo.

7.6 Soluções Numéricas

Nesta seção, vamos construir um cenário BPS particular a partir do qual obteremos as

soluções BPS, ou seja, as soluções numéricas de (7.71), (7.72) e (7.74). Como resultado, apre-

sentaremos as soluções numéricas para os campos a (r) e g (r), bem como para o campo elétrico

E (r), campo magnético B (r) e a densidade de energia εbps (r).

Verificamos que a equação (7.73) não contém termos dos outros setores do modelo, de modo

que depende unicamente da escolha do supercampo W (χ) . Portanto, a partir de uma escolha

adequada para W (χ), podemos obter uma forma anaĺıtica para o campo adicional χ (r). Neste

sentido, escolhemos a função superpotencial como

W (χ) = χ

(
1− χ2

3

)
, (7.84)

que recentemente foi usada como uma tentativa de compreender soluções de sólitons planares

tipo-skyrmions [126, 127] e o comportamento de férmions de Dirac sem massa em background

de uma configuração planar espećıfica topologicamente não-trivial [128].
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A escolha da forma anaĺıtica do superpotencial (7.84) permite-nos reescrever a equação BPS

(7.73) como
dχ

dr
= ±1

r

(
1− χ2

)
, (7.85)

cuja solução exata é

χ (r) = ±r2 − r20
r2 + r20

, (7.86)

em que r0 representa uma constante positiva tal que χ (r0) = 0. Nota-se que a solução para o

campo χ (r) assume os seguintes valores nas fronteiras

χ0 = ∓1 e χ∞ = ±1. (7.87)

Uma vez que o acoplamento entre o campo de calibre Aµ e o campo escalar χ é dado pela

permeabilidade generalizada, a solução (7.86) permite escolher uma forma particular para a

expressão de escolha de uma forma de G (χ), que caracteriza um meio quiral.

7.6.1 Soluções de vórtices Quirais

A fim de obter soluções de vórtices quirais em um modelo particular caracterizado pelo su-

perpotencial (7.84), iremos adotar duas escolhas para função permeabilidade magnética. Cada

escolha de G (χ) representa um meio magnético distinto.

Vórtices Quirais de Abrikosov-Nielsen-Olesen

A primeira escolha para a permeabilidade é

G1 (χ) =
1

χ2
, (7.88)

ou, em termos de (7.86)

G1 (χ) =
(r2 + r20)

2

(r2 − r20)
2 . (7.89)

Desse modo, as equações BPS (7.71), (7.72) e também a lei de Gauss (7.74) são modificadas

e assumem, consequentemente, as seguintes formas

dg

dr
=

ag

r
, (7.90)

− 1

er

da

dr
=

(r2 − r20)
2

(r2 + r20)
2

[
e
(
υ2 − |ϕ|2

)
− κA0

]
, (7.91)
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e
1

r

d

dr

(
(r2 + r20)

2

(r2 − r20)
2 r

dA0

dr

)
+ κB = 2e2υ2g2A0. (7.92)

no qual adotamos os sinais superiores para os quais N > 0 e ∆W > 0 em (7.70).

Como visto anteriormente, a presença do meio modifica o comportamento dos campos da

teoria. Logo, torna-se válido investigar como esses campos se comportam nas regiões próximas

às fronteiras. Portanto, resolveremos as equações (7.90) e (7.91) nesses limites.

Próximo da origem, as soluções para os campos g (r) e a (r) são

g (r) ≈ gNr
N − eB0gN

4
rN+2 +

e2υ2g3N
4 (N + 1)2

r3N+2

+

(
e
B0

8
− κ2

16
+

1

r20

)
eB0gN

4
rN+4. (7.93)

e

a (r) = N − eB0

2
r2 − eB0

(
κ2

16
− 1

r20

)
r4 +

e2υ2g2N
2 (N + 1)

r2N+2. (7.94)

A partir da solução aproximada para a (r), encontramos o valor de B (r)

B (r) ≈ B0 + 4B0

(
κ2

16
− 1

r20

)
r2 − eυ2g2Nr

2N . (7.95)

A lei de Gauss fornece a solução para o campo A0 (r)

A0 (r) ≈ A0 (0)−
κB0

4
r2 +

3κB0

4

(
1

r20
− κ2

48

)
r4

+
eυ2g2N [2eA0 (0) + κ]

4 (N + 1)2
r2N+2, (7.96)

e usando (7.69), escrevemos a equação do campo elétrico

E (r) ≈ κB0

2
r +

κB2
0

2
r

(
κ3

16
− 3κ

r20

)
r3 − eυ2g2N [2eA0 (0) + κ]

2 (N + 1)2
r2N+1, (7.97)

com gN > 0.

Em (7.95), o termo B0 corresponde ao valor do campo magnético na origem, cuja forma é

B0 = eυ2 − κA0 (0) , (7.98)

em que (7.96) o termo A0 (0) corresponde ao valor do potencial escalar na origem.
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A densidade de energia (7.78) em r = 0, torna-se

εG (r) ≈ B2
0 + 2N2υ2g2Nr

2N−2 + 2e2υ2 (A0 (0))
2 g2Nr

2N +B2
0

(
3κ2

4
− 4

r20

)
r2

−eυ2B0g
2
N

(
N2 + 2N + 2

)
r2N . (7.99)

Por outro lado, no limite assintótico r → ∞, os campos g (r), a (r) e A0 (r) possuem os

seguintes comportamentos

g (r) ≈ 1− C∞
e−Mr

√
r
, (7.100)

a (r) ≈ MC∞
√
re−Mr, (7.101)

A0 (r) ≈
MC∞

e
√
r
e−Mr, (7.102)

B (r) ≈ MC∞

(
M

r
1
2

− 1

2r
5
2

)
e−Mr, (7.103)

e

E (r) ≈ MC∞

e

(
M

r
1
2

+
1

2r
5
2

)
e−Mr. (7.104)

O decaimento tipo exponencial das soluções se assemelham as soluções de vórtices de

Abrikosov–Nielsen-Olesen. O parâmetro M representa a massa do campo bosônico e é dada

por

M =
1

2

[√
κ2 + 8e2υ2 − |κ|

]
. (7.105)

O termo de massa (7.105) é o mesmo obtido no modelo de MCSH usual. Desse modo, podemos

concluir que a presença de um meio magnético, representado por G1 (χ) não altera considera-

velmente a maneira como os campos se aproximam do vácuo da teoria.

Os perfis das soluções numéricas dependem da fixação do valor do winding number N , da

constante de acoplamento e, do valor de vácuo υ e do parâmetro de CS, κ. Aqui, fixamos

N = 1, e = 1, υ = 1, κ = 1 e r0 = 1, 2 e 3; e através do método das diferenças finitas e

considerando as condições de fronteira, resolvemos as equações (7.90), (7.91) e (7.92) para os

valores de r0 = 1 (curva azul ponto-tracejada) e r0 = 2 (curva vermelha tracejada). Para efeitos

de comparação, mostraremos as soluções usuais do modelo de MCSH (curva preta sólida), que

são obtidas fazendo G1 (χ) ≡ 1.

A figura (7.1) ilustra a evolução do campo de Higgs para diferentes valores do parâmetro r0;

podemos observar que g (r) cresce monotonicamente de acordo com as condições de fronteira

124



topológicas (7.64) e (7.66). Além disso, na figura (7.2), percebe-se que o tamanho dos núcleos

dos perfis aumentam à medida que o parâmetro r0 aumenta dentro do intervalo 0 ≤ r0 < rl.

Em particular, quando r0 = rl o núcleo atinge a sua largura máxima. Em contrapartida, para

valores de r0 > rl, a largura do núcleo diminui até atingir o mesmo valor obtido no caso usual,

isto é, para G1 (χ) ≡ 1. Aqui, definimos a largura do perfil como ≈ 63.2% de sua altura, então,

a largura máxima do perfil é atingida quando rl ≈ 1.95.

r0=1

r0=2

r0=3

r0=4

r0=5

r0=0

0 2 4 6 8 10
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

r

g
(r
)

Figura 7.1: Soluções para o campo de Higgs g(r)

obtidas a partir das equações (7.90), (7.91) e (7.92)

via as condições de contorno (7.64) e (7.66).
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Figura 7.2: Soluções para o campo de Higgs g(r)

para valores de r0 variando no intervalo, 0 ≤ r0 ≤

1.95.
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Figura 7.3: Soluções para o campo de calibre a(r) obtidas a partir das equações (7.90), (7.91) e (7.92) via as

condições de contorno (7.64) e (7.66).

A figura (7.3) apresenta as soluções para o campo de calibre a (r). Os perfis apresentam,
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assim como no setor de Higgs, dependência em relação a r0. Em particular, devido a presença

do campo χ (r), desenvolve-se um platô em torno da região r = r0. A localização do platô, em

relação a origem, aumenta com o acréscimo de r0 . Ao mesmo tempo, o valor de a (r0) diminui

continuamente com o aumento do parâmetro r0. No entanto, os valores de a (r) nas fronteiras

não são modificados pela presença da permeabilidade não-trivial.

As soluções numéricas para B (r) são mostradas na figura (7.4). A exemplo dos campos

anteriores, existe uma dependência em relação a r0. Na origem, o campo B (r) possui um valor

não nulo que depende de r0. Na figura (7.5), temos os valores do campo magnético na origem

B0 (0) para vários valores do parâmetro r0, cujo valor máximo ocorre para r0 = 1.2, no qual

B0 (0) = 0.854059. Por outro lado, quando r0 é suficientemente grande, os perfis de B (r) se

assemelham aos obtidos para G1 (χ) ≡ 1.
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Figura 7.4: Soluções para B (r) obtidas de

(7.90), (7.91) e (7.92), considerando (7.64)

e (7.66).
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Figura 7.5: Valores assumidos pelo campo

magnético B (r) na origem em função do

parâmetro r0.

Além disso, o campo magnético assume um segundo máximo de amplitude, B2max (r2B),

localizado em r2B > r0; a dependência de B2max e r2B com r0 é mostrada na figura (7.6). Para

um r0 suficientemente grande, observamos o segundo máximo diminui exponencialmente com

r0 (isto é,∼ exp (−0.687r0)).
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Figura 7.6: Valores dos segundos máximos do campo B (r) e suas respectivas localizações em

função de r0.

Na figura (7.7), temos as soluções para potencial escalar A0. Como mencionado anterior-

mente, o potencial possui um valor não nulo, A0 (0), na origem que depende de r0 e corresponde

a amplitude do potencial A0(r). O comportamento radial de A0(r) assemelha-se aos perfis do

campo de calibre, apresentando platôs nas regiões em que r = r0. Em (7.8) mostramos os

valores A0 (0) em função r0; o valor mı́nimo de A0 (0) = 0.145941 é atingido quando r0 = 1.2.
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Figura 7.7: Soluções de A0 obtidas a partir

(7.92) e considerando (7.64) e (7.66).
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Figura 7.8: Valores do potencial escalar A0

na origem em função do parâmetro r0.
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Os perfis do campo elétrico E (r) são mostrados na figura (7.9). Na origem, o campo elétrico

é nulo uma vez que A0 possui um valor constante nesse ponto. A dependência com r0 faz com

que E (r) possua dois máximos: o primeiro, E1,max ocorre em r1E, dentro do intervalo 0 ≤ r < r0,

e o segundo, E2max, localizado na região onde r > r0. Na figura (7.10), mostramos como E1,max

e r1E variam com r0.
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Figura 7.9: Solução para E (r) obtidas a

partir (7.92) e (7.69) e considerando as

condições (7.64) e (7.66).
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Figura 7.10: Valores do primeiro máximo

do campo elétrico e a suas respectivas

posições em função de r0.

A figura (7.11) mostra como E2max e r2E variam com o parâmetro r0. As soluções mostram

que, para um valor suficientemente grande do parâmetro, o segundo máximo diminui exponen-

cialmente com r0 (isto é, ∼ exp (−0.687r0)), enquanto que a posição aumenta linearmente.
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Figura 7.11: Valores dos segundos máximos de E(r) e suas respectivas localizações em função

de r0.

Os resultados para a densidade de energia εG (r) são mostrados na figura (7.12). Assim

como no caso usual, sem permeabilidade, o valor da densidade de energia é não nulo na origem.

Em r = r0, a densidade de energia apresenta um platô na posição r = r0. Existe um valor da

coordenada radial ren tal que para 0 < r0 < ren, um mı́nimo local surge em torno de r0. Ao

mesmo tempo, surge um segundo máximo à direita de r0. Finalmente, para um r0 > ren, ambos

os pontos extremos desaparecem e os perfis tornam-se similares ao caso usual G (χ) = 1. Na

figura (7.13), temos os valores de εG (0) em função de r0, cujo valor mı́nimo, εG (0) = 1.05161,

é atingido quando r0 = 1.8.
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Figura 7.12: Soluções para εG (r) obti-

das de (7.78) e considerando as condições

(7.64) e (7.66).
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Figura 7.13: Valores da densidade de ener-

gia εG (0) na origem em função de valores

crescentes de r0.

Um comportamento interessante ocorre com B (r) e E (r) quando r → r0. Nesse ponto a

permeabilidade (7.89), torna-se

G1 (χ) =
4r40

(r20 − r20)
2 → +∞. (7.106)

Sendo assim, a densidade de energia (7.29) passariam a apresentar uma divergência, isto é,

ε (r → ∞) → ∞, (7.107)

o que levaria a energia total (7.36) ser uma quantidade infinita.

Porém, quando r → ∞ tanto campo magnético quanto o campo elétrico apresentam um

comportamento novo: neste ponto B (r0) = 0 e E (r0) = 0, como pode ser visto nas figuras

7.4 e 7.9, respectivamente. Desse modo, a divergência imposta por G1 (χ) é compensada pelo

comportamento dos campos B (r) e E (r), que convergem a zero mais rapidamente neste ponto.

Assim, a densidade de energia

εG (r) =
G

2
(∂iA0)

2 +
GB2

2
+ |Diϕ|2 +

G

2
(∂iΨ)2 + e2A2

0 |ϕ|
2 + e2Ψ2 |ϕ|2 + U, (7.108)

e consequentemente a energia total

Etot (r) =

∫
d2rεG (r) , (7.109)

permanecem sendo quantidades f́ısicas finitas.
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Vórtices não-localizados

A segunda escolha da permeabilidade é a que segue

G2 (χ) =
1

1− χ2
=

(r2 + r20)
2

4r2r20
. (7.110)

As equações BPS (7.71), (7.72) e a lei de Gauss (7.74), tornam-se

dg

dr
=

ag

r
, (7.111)

− 1

er

da

dr
=

4r2r20

(r2 + r20)
2

[
e
(
υ2 − |ϕ|2

)
− κA0

]
, (7.112)

e
1

r

d

dr

(
(r2 + r20)

2

4r20r

dA0

dr

)
+ κB = 2e2υ2g2A0. (7.113)

A permeabilidade G2 (χ) modifica o comportamento dos campos. Desse modo, seguindo

o mesmo procedimento adotado na subseção anterior, vamos investigar como os campos se

comportam nas fronteiras. Próximo da origem, obtemos as expressões para g (r) e a (r)

g (r) ≈ gNr
N − eB0gN

4r20
rN+4 +

2eB0gN
9r40

rN+6 +
e2υ2g3N

(N + 2)2 r20
r3N+4, (7.114)

e

a (r) ≈ N − eB0

r20
r4 +

3eB0

4r40
r6 +

2e2υ2g2Nr
2N+4

(N + 2) r20
, (7.115)

com gN > 0 e B0 dado por (7.98). O campo magnético correspondente é dado por

B (r) ≈ 4B0

r20
r2 − 8B0

r40
r4 +

12B0

r60
r6 − 4eυ2

r20
g2Nr

2N+2 +
8eυ2

r40
g2Nr

2N+4. (7.116)

O potencial escalar fornecido pela lei de Gauss (7.113) é

A0 (r) ≈ A0 (0)−
2κB0

3r40
r6 +

5κB0

3r60
r8 +

2e2υ2A0 (0)

(N + 1) (N + 2) r20
g2Nr

2N+4

+
4eυ2κ

(N + 2) (N + 3) r40
g2Nr

2N+6 − 4e2υ2κA0 (0)

(N + 1) (N + 3) r40
g2Nr

2N+6. (7.117)

O campo elétrico E (r) é obtido a partir de (7.69), sendo escrito da forma

E (r) ≈ 4κB0

r40
r5 − 40κB0

3r60
r7 − 4e2υ2A0 (0)

(N + 1) r20
g2Nr

2N+3

+
8e2υ2A0 (0)

(N + 1) r40
g2Nr

2N+5 − 8eυ2κ

(N + 1) r40
g2Nr

2N+5. (7.118)
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Por último, temos a densidade de energia que é expressa como

εG (r) ≈ 2N2υ2g2Nr
2N−2 + 2e2υ2A0 (0) g

2
Nr

2N − 4B2
0

r20
− 8B2

0

r40
r4

−
(
N2 + 4N + 8

) eυ2B0

r20
g2Nr

2N+2. (7.119)

No limite que r → ∞, as soluções dos campos: g (r), a (r) e A0 (r) possuem os seguintes

comportamentos

g (r) ≈ 1− C∞r−Λ, (7.120)

a (r) ≈ ΛC∞r−Λ, (7.121)

A0 (r) ≈ − ΛC∞

2eκr20
r−Λ, (7.122)

e

B (r) ≈ Λ2

e
C∞r−Λ−2, (7.123)

E (r) ≈ −Λ2C∞

2eκr20
r−Λ−1, (7.124)

onde C∞ é uma constante de integração positiva. O parâmetro Λ

Λ = 1 +

√
1 + 8 (eυr0)

2, (7.125)

que mostra como o decaimento da lei de potência depende de r0. A presença do meio dielétrico

muda radicalmente o comportamento dos campos no limite assintótico. As soluções passam a

apresentar um decaimento que obedece uma lei de potência, em contraste com o comportamento

canônico (G2 ≡ 1) que segue uma lei de decaimento exponencial.

A literatura mostra que o limite de London [129] fornece os comportamentos dos campos de

vórtices através do modelo de Ginzburg–Landau, prevendo, portanto, que o campo magnético

decai monotonicamente e que, para grandes distâncias, é exponencialmente localizado, ou seja,

B (r) = B0e
− x

λL , (7.126)

em que B0 é a amplitude do campo na amostra e λL é um parâmetro denominado de compri-

mento de penetração de London, um parâmetro fenomenológico que mede o quanto que B (r)

penetra no material. O campo magnético obtido para o primeiro caso, G1 (χ), dado pela solução

(7.103), comporta-se aproximadamente como (7.126), ou seja, soluções exponencialmente loca-

lizadas.
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Contudo, recentemente, durante o estudo sobre o comportamento do campo magnético em

materiais supercondutores de duas componentes [130], foi descoberto soluções de vórtices cujas

soluções seguem um decaimento de lei de potência, levando a um perfil deslocalizado do campo

magnético. Esse comportamento é similar ao apresentado pelo campo magnético para o cenário

descrito pela permeabilidade G2 (χ) (7.124). Além disso, comportamentos similares ocorrem em

modelos de supercondutividade descritos por uma teoria de Chern-Simons na presença de dois

campos de calibre abelianos [131]. Nesses sistemas, os vórtices são denominados diamagnéticos,

pois apresentam um campo magnético nulo perto dos seus núcleos [132].

As soluções numéricas são apresentadas a seguir. Aqui, assim como no caso anterior, ado-

tamos N = 1, e = υ = 1 e κ = 1 e resolvemos as equações (7.111) , (7.112) e (7.113) usando

o método das diferenças finitas para valores de r0 = 1 (curva cinza tracejada) e r0 = 2 (curva

laranja pontilhada), e comparamos os resultados com o caso usual G2 = 1 (curva preta sólida).

Na figura (7.14) temos as soluções para o campo de Higgs. O campo de Higgs cresce, a

exemplo do caso G1 (χ), monotonicamente satisfazendo as condições de fronteira. Os resultados

indicam que o tamanho do núcleo dos perfis é maior do que os relacionados ao modelo usual,

para quaisquer valores de r0. Caso o valor do parâmetro r0 aumente dentro do intervalo

0 ≤ r0 ≤ rm, o núcleo diminui continuamente até que sua largura mı́nima seja alcançada em

r0 = rm. Além disso, quando r0 > rm, a largura do núcleo cresce lentamente.
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Figura 7.14: Soluções para o campo de

Higgs g(r) obtidas a partir das equações

(7.90), (7.91) e (7.92) via as condições de

contorno (7.64) e (7.66).
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Figura 7.15: Soluções para o campo de

calibre a(r) obtidas a partir das equações

(7.111), (7.112) e (7.113) e das condições

(7.64) e (7.66).

Na figura (7.15) temos as soluções para o campo de calibre a (r). Neste caso, o comporta-

mento do campo a (r) é análago ao descrito anteriormente para o campo de Higgs. Ou seja, as

soluções satisfazem as condições de fronteira decaindo monotonicamente até seu valor de vácuo.

As soluções para o campo magnético são apresentadas na figura (7.16). Os campos são

nulos na origem e atingem um máximo global, Bmax, cujas amplitudes que variam com r0 são

mostradas na figura (7.17). Vale mencionar que para valores suficientemente grandes de r0,

a amplitude Bmax decai como 1/r0 e sua localização, rBmax , aumenta como
√
r0 ao longo da

coordenada radial (7.17).
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Figura 7.16: Soluções para B (r) obtidas a

partir de (7.112), (7.111),(7.113) e conside-

rando (7.64), (7.66).
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Figura 7.17: Valores do máximo do campo

magnético e suas respectivas localizações

em função de r0.

Os perfis do potencial escalar A0 (r) são apresentados na figura (7.18). A amplitude do

campo, assim como no campo magnético, depende de r0, como mostrado na figura (7.19).

Contudo, agora o campo se comporta de maneira diferente em relação caso anterior, figura

(7.8). Neste caso, a amplitude de A0 aumenta até atingir um valor máximo A0max = 0.309924

em r0 = 0.9; depois decai a zero à medida que r0 cresce.
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Figura 7.18: Soluções para A0 (r) obti-

das de (7.113) e considerando as condições

(7.64), (7.66).
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Figura 7.19: Valores da amplitude do

potencial escalar A0 (r) em função do

parâmetro r0.
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Por sua vez, o campo elétrico E (r) possui os perfis mostrados na figura (7.20). Assim como

para o caso G1, o campo elétrico E (r) é nulo na origem e atinge seu máximo global, Emax, cujas

amplitudes também variam com r0. O valor máximo do campo elétrico, Emax(0) = 0.188605,

ocorre em r0 = 0.7. Para valores suficientemente grandes de r0 a amplitude de E (r) decai como

1/r0 e sua localização radial, rEmax , aumenta como
√
r0, como mostrado nas figuras (7.21) e

(7.22), respectivamente.
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Figura 7.20: Solução para E (r) obtidas a

partir (7.113) e (7.69) e considerando as

condições (7.64) e (7.66).
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Figura 7.21: Valores da amplitude do

campo elétrico E (r) para valores crescen-

tes de r0.
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Figura 7.22: Valores das posições dos máximos do campo elétrico E(r) em função do parâmetro

r0.
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Por fim, as soluções para a densidade de energia εG (r) são plotadas na figura (7.23). Ao

contrário do caso usual (G2 ≡ 1), não existe a formação de lumps e sim de estruturas semelhan-

tes a anéis, como ocorre no contexto da eletrodinâmica de Maxwell–Higgs, mais precisamente

para valores de winding number N ≥ 2. Além disso, na figura (7.24) temos os valores de εG (r)

na origem em função de r0, cujo valor máximo εGmáx (0) = 0.685639 ocorre no ponto r0 = 0.8.
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Figura 7.23: Solução para εG (r) obtidas a

partir (7.78) e considerando as condições

(7.64) e (7.66).
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Figura 7.24: Valores da amplitude da den-

sidade energia ε em função de valores cres-

centes de r0.

A escolha de permeabilidade

G2 (χ) =
(r2 + r20)

2

4r2r20
, (7.127)

é finita ao longo da coordenada radial; porém, apresenta divergência quando r = 0 e r → ∞.

Assim, podeŕıamos concluir que a energia total seria uma quantidade infinita; no entanto, assim

como ocorre para os vórtices localizados, para evitar a singularidades em εG (r), é necessário

que os campos E (r) e B (r) nas fronteiras se anulem mais rapidamente do que a função G2 (χ)

divirja, de modo que a energia total tenha um valor finito.
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Caṕıtulo 8

Conclusões

Nesta tese, estudamos dois tipos de configurações de campo que gerar soluções topológicas.

No caṕıtulo 3, estudamos as soluções BPS nos modelo de baby Skyrme na eletrodinâmica de

Maxwell. A partir do método BPS, obtivemos as soluções canônicas via equações BPS, que

minimizam o funcional de energia cada modelo. De modo geral, as soluções apresentam um

comportamento totalmente monotônico e de acordo com as condições de fronteira.

No caṕıtulo 4, introduzimos a teoria que generaliza a eletrodinâmica usual de Maxwell; a

eletrodinâmica de Born-Infeld, que faz parte de um grupo de teorias de campo modificadas e

também possibilita a implementação do formalismo BPS, dentro de um intervalo permitido que

depende da relação entre os parâmetros da teoria. Por meio do quadramento da densidade de

energia do modelo, obtivemos soluções de skyrmions BPS cujos perfis são bem similares aos do

modelo usual (Caṕıtulo 3), apresentando somente modificações no valor dos campos na origem.

Vale destacar novamente que, à medida que tomamos o limite de β → ∞ recuperamos o modelo

baby-Skyrme-Maxwell.

Em seguida, no caṕıtulo 5, acoplamos a permeabilidade junto ao termo de Maxwell, estende-

mos o modelo e obtivemos soluções de skyrmions não-usuais. Os resultados obtidos mostraram

que os perfis dos campos mudam em relação ao modelo usual; tais mudanças ficam são mais

evidentes no campo de calibre, no campo magnético e na densidade de energia. A fim de

mostrar como a permeabilidade afeta as soluções, fizemos um estudo com base na análise dos

máximos e mı́nimos de B(r) e εBPS (r). No modelo usual, as soluções apresentavam um padrão

de comportamento monotônico; no modelo atual, as soluções possuem um comportamento mo-
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dulado por G. A partir da análise dos extremos de B(r) e εBPS (r), foi posśıvel fazer uma

estimativa da forma dessas soluções para todo o intervalo da coordenada radial, que mudam de

acordo com a variação dos parâmetros da teoria. Por fim, apesar das modificações no intervalo

intermediário de r, o comportamento dos campos nas fronteiras é inalterado, mantendo assim

o caráter topológico das soluções.

No caṕıtulo 6, propomos uma eletrodinâmica de Born-Infeld na presença da permeabilidade

generalizada. Assim como nos caṕıtulos precedentes, o objetivo é estudar soluções de energia

mı́nima dentro do contexto da eletrodinâmica na matéria. Inicialmente, aplicamos o formalismo

BPS e encontramos um limite inferior para a energia do modelo que é atingido quando as

equações de primeira-ordem do modelo são satisfeitas. As soluções numéricas foram obtidas

fixando g = 1, N = 1, β = 1 e variando o parâmetro α. Como esperado, os perfis das soluções

dos campos são modificados devido a função não-trivial. A exemplo do caṕıtulo 5, fizemos

um estudo das soluções do campo magnético, considerando intervalos definidos do parâmetro

α. De acordo com o intervalo considerado, os perfis variam entre formas de anéis e Lumps; a

diferença na forma das soluções está ligada às condições topológicas do modelo.

Vale frisar que, assim como no modelo de Born-Infeld, existe um limite no intervalo das

soluções. Agora, a condição para existência de soluções estáveis passa a depender também do

parâmetro α, isto é, modificamos um resultado já estabelecido na literatura.

No caṕıtulo 7, estudamos o modelo de MCSH modificado (7.12), no qual a função G(χ),

denominada de permeabilidade generalizada, foi acoplada ao termo de Maxwell. Por meio da

implementação do formalismo BPS, obtivemos a energia mı́nima da configuração de campo e

as equações BPS da teoria, a partir da qual buscamos encontrar soluções vórtices BPS gene-

ralizados. A partir da escolha de duas formas funcionais para G(χ) encontramos dois tipos

de soluções de vórtices: a primeira, caracterizada por G1, gerou soluções BPS estáveis. Os

perfis, principalmente do campo de calibre, campo magnético, potencial escalar, campo elétrico

e densidade de energia, foram modificados devido a presença de G1; apresentando o surgimento

estruturas internas resultante de comportamentos não-canônicos desses campos para valores

intermediários da coordenada radial. Além disso, apesar da forma não-trivial da permeabi-

lidade, as soluções próximas ao limite assintótico apresentavam um decaimento exponencial

t́ıpico, semelhante aos dos vórtices Abrikosov-Nielsen-Olesen.
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A segunda escolha da permeabilidade, G2, assim como a primeira, forneceu soluções BPS

estáveis. Ao contrário da primeira escolha, os perfis do campo de calibre, potencial escalar e

campo elétrico são análogos ao modelo usual, com mudanças somente nos valores na origem e

amplitudes desses campos. No entanto, o campo magnético e a densidade de energia possuem

perfis que diferem do modelo usual. Em relação aos valores dos campos próximo ao limite

assintótico, a escolha de G2 gera campos que apresentam um decaimento que obedece uma lei

de potência; o que contrasta com o comportamento tanto do modelo usual G = 1, quanto pelo

descrito por G1. Na literatura, um comportamento parecido ocorre na Matéria Condensada,

na previsão do modelo de Ginzburg-Landau para o campo magnético em um material.

A partir das resultados obtidos na tese, surgiram ideias de novos trabalhos, tanto nos

modelos de Skyrme quanto no modelo de vórtices quirais. Primeiramente, nos modelos de

Skyrme pretendemos implementar o formalismo BPS aos modelos completos de baby-Skyrme e

baby Skyrme-Born-Infeld, isto é, na presença do termo σ. Em seguida, por meio do acoplamento

das permeabilidades, buscamos estender as teorias usuais.

Uma posśıvel aplicação dos modelos de Skyrme reside no estudo de propriedades óticas,

especialmente, no contexto de materiais cujas respostas a aplicação do campo eletromagnético

é não-linear. Nesses materiais, devido a estrutura não linear das equações de campo, ondas

propagantes que preservam sua forma podem surgir. Tais ondas são denominadas sólitons

óticos.

Por outro lado, nos modelos de vórtices pretendemos introduzir novas funções não-triviais

no modelo de MCSH, a fim de descrever meios materiais com caracteŕısticas distintas, que

podem ser moduladas pelas permeabilidades.
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Science, 323(5916):915–919, 2009.

[73] X. Z. Yu, Yoshinori Onose, Naoya Kanazawa, Joung Hwan Park, J. H. Han, Yoshio Mat-

sui, Naoto Nagaosa, and Yoshinori Tokura. Real-space observation of a two-dimensional

skyrmion crystal. Nature, 465(7300):901–904, 2010.

[74] Daniel H. E. Dubin. Numerical and analytical methods for scientists and engineers using

Mathematica. John Wiley & Sons, Nashville, TN, April 2003.

[75] Stephen L. Campbell. The Numerical Solution of Differential-Algebraic Systems by
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