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RESUMO

Neste trabalho, discutiremos a propagacao eletromagnética e propriedades 6pticas em meios
dielétricos regidos por eletrodinamicas estendidas, através de relagoes constitutivas modificadas ou
por meio de derivadas superiores. Estudamos propriedades de polarizacao, modos propagantes,
birrefringéncia, rotagao 6ptica e dicroismo, através da Eledrodinamica Classica de Maxwell, dentro
dum tratamento de Teoria Classica de Campos. Inicialmente, apresentamos, no capitulo 2, o
ferramental basico a ser utilizado ao longo deste trabalho.

No capitulo 3, comentamos sobre o efeito magnético quiral (CME), a geragao de corrente elé-
trica macroscopica na presenca de um campo magnético devido a assimetria entre o nimero de
densidade de férmions de mao-direita e -esquerda no sistema. Motivados por esse efeito intensa-
mente investigado na literatura, propomos uma generalizacao da lei de Ohm para descrever meios
isotropicos e dispersivos dotados de condutividade magnética. Para o caso de condutividade mag-
nética diagonal isotropica, o qual inclui o CME, os indides de refragao sao modificados, implicando
em birrefringéncia. Para os casos de condutividade magnética nao-diagonal, os indices de refragao
modificados exibem partes imaginarias, atribuindo comportamento condutor a um meio dielétrico
usual.

No capitulo 4, investigamos os efeitos originados de relagoes constitutivas estendidas na pro-
pagacao de ondas em meios bi-isotropicos e bi-anisotrépicos, calculando as relagoes de dispersao
e os indices de refracao. Para os meios bi-anisotropicos, especificamos duas classes de parametros
magnetoelétricos, representados por tensores simétrico e anitssimétrico. Os trés casos examinados
fornecem indices de refragao reais e distintos, que implicam em birrefringéncia. A anisotropia ou
efeito de birrefringéncia é determinada pelo poder de rotagao ou pela diferenca de fase, sendo dada
em termos dos parametros magnetoelétricos. Discutimos ainda as velocidades de grupo e vetor de
Poynting em cada caso.

No capitulo 5, investigamos o efeito de reversao do poder de rotagao em meios bi-isotropicos
dotados de condutividade magnética. O cenéario em que a condutividade é isotropica manifesta
birrefringéncia circular, descrita pelo poder de rotagao dispersivo que muda de sinal para uma
dada frequéncia. Para um meio bi-isotropico com a condutividade antissimétrica, obtém-se um
complicado poder de rotagao dispersivo, também manifestando inversao de sinal. Tais cenarios
também indicam uma reversao na quiralidade do meio, propriedade nao usual em dielétricos.

No capitulo 6, estudamos como a eletrodinaAmica CPT-impar de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw
(MCFJ) e sua extensdao nao-minima de dimens@o 5 alteram o comportamento 6ptico de meios
continuos. Iniciamos revisando o modelo MCFJ (com termo CPT-impar de dimensao 3) em meio
dielétrico, determinando as equacoes de Maxwell modificadas e relagoes de dispersao. Para o
caso puramente timelike, os inidices de refracao sao reais, exibindo birrefringéncia, e os modos de
propagacao associados sao descritos por polarizacoes circulares. Para o caso puramente spacelike,
um indice de refracdo é sempre real e o outro pode ser complexo. Os modos de propagagao

circularmente polarizados podem exibir birrefringéncia e dicroismo.



Para o modelo modificado por termo CPT-impar de dimensao 5, abordado ainda no capitulo 6,
determinamos os indices de refracao a partir de uma equacao de dispersao de sexta ordem. Para o
caso puramente timelike, obtemos trés indices de refracao, um deles sendo real e o os outros dois
sendo complexos. Tais indices de refragao sao associados a dois modos de propagacao circularmente
polarizados, exibindo birrefringéncia ou dicroismo, dependendo do intervalo de frequéncia. Para o
caso puramente spacelike, encontramos cenérios de propagacao eletromagnética analogos aqueles

que ocorrem em dielétricos dispersivos.

Palavras-Chave: Eletrodinamica Classica. Relagoes constitutivas. Relagoes de dispersao. Bir-
refringéncia. Modelo Padrao Estendido nao-minimo. Violacao de Lorentz. Eletrodinamica com
altas derivadas.



Abstract

In this work, we discuss the electromagnetic propagation and optical properties in dielectric
media governed by an extended electrodynamics by means of modified constitutive relations or
higher derivatives. We study polarization, modes of propagation, birefringence, optical rotation
and dichroism through Maxwell’s Classical Electrodynamics, within the framework of Classical
Field Theory. First we present in chapter 2 the basic mathematical tools which are used throughout
this work.

In chapter 3, we comment about the chiral magnetic effect (CME), the generation of a ma-
croscopic electric current in the presence of a magnetic field due to an asymmetry between the
number density of left- and right-handed fermions in the system. Such an effect is, on the one
hand, and the optical properties of continuous media, on the other hand, is a strong motivation
for our investigation. Here we propose a generalization of Ohm’s law in order to describe isotropic
and dispersive media endowed with a magnetic conductivity. For the case of an isotropic magnetic
conductivity, which includes the CME, the refractive indices are modified, implying birefringence.
For the scenarios of a non-diagonal magnetic conductivity, the modified refractive indices exhibit
imaginary pieces, ascribing conducting behavior to a usual dielectric medium.

In chapter 4, we investigate the effects originating from extended constitutive relations on
electromagnetic-wave propagation in bi-isotropic and bi-anisotropic media, by calculating disper-
sion relations and refractive indices. For the bi-anisotropic media, we specify two classes of mag-
netoelectric parameters represented by symmetric and antisymmetric tensors. The anisotropy of
the birefringence effect is determined through the rotatory power or the phase shift, which are
evaluated in terms of the magnetoelectric parameters. We also discuss the group velocities and
Poynting vector in each case.

In chapter 5, we investigate the rotatory-power reversal effect on bi-isotropic media in the
presence of a magnetic conductivity. For the case of an isotropic conductivity, birefringence occurs,
described by the dispersive rotatory power that changes its sign at a given frequency. For the case
of an antisymmetric conductivity, one obtains the corresponding rotatory power and dichroism
coefficients for the both scenarios of null and non-null Ohmic conductivity. All these cases indicate
a chirality reversal of the medium when the magnetic conductivity is isotropic, and that anisotropies
in the magnetic current can prevent chirality reversal.

In chapter 6, we study how the CPT-odd Maxwell-Carroll-Field-Jackiw (MCFJ) electrodyna-
mics and its dimension-5 extension modify the optical behavior of continuous media. We start by
reviewing the MCFJ model in a dielectric medium, determining the modified Maxwell equations
and dispersion relations. For the purely timelike case, the refractive indices are real, exhibiting
birefringence, and the propagation modes are described by circularly polarized vectors. In the
purely spacelike case, one refractive index is always real and the other one may be complex. The
circularly polarized propagation modes may exhibit birefringence and dichroism.

Fo the MCFJ model modified by the CPT-odd terms of dimension 5, also discussed in chapter 6,

we determine the refractive indices from a sixth order dispersion equation. For the purely timelike



case, we obtain three refractive indices, one being real and the other complex conjugates of each
other. These refractive indices are associated with two circularly polarized propagation modes.
Furthermore, depending on the frequency regime, one obtains birefringence and dichroism. In the
purely spacelike case, we find scenarios of electromagnetic propagation analogous to those that

occur in dispersive dielectrics.

Key-words: Classical Electrodynamics. Constitutive Relations. Dispersion Relations. Bi-
refringence. Nonminimal Standard Model-Extension. Lorentz Violation. Electrodynamics with

higher-order derivatives.

11



SUMARIO

RESUMO 8
Abstract . . . . . L 10

1 Introducao 16
2 Eletrodinamica Classica 23
2.1 Relagdes constitutivas . . . . . ... 23
2.2 Formulacao covariante da eletrodindmica em meios . . . . . . . . ... .. ... .. 27
2.3 Relacoes de dispersao para propagacao eletromagnética . . . . . . . ... . ... .. 33
2.3.1 Birrefringéncia e atividade éptica . . . . . . .. ... 36

232 Atenuacaoereflexao . . . . . ... 38

3 Efeitos da condutividade magnética na propagacao de ondas eletromagnéticas 39

3.1 Tensor de condutivadade magnética . . . . . . . .. ... 40
3.2 Relagoes de dispersao e modos de propagacao . . . . . . . . . . .. ... ... ... 42
3.2.1 Caso diagonal isotropico . . . . . . . ... 43
3.2.1.1 Meio dielétrico nao-condutor . . . . . ... ... L. 44

3.2.2  Caso diagonal anisotropico . . . . . . . .. ..o L 48
3.2.2.1 Dielétrico nao-condutor . . . . . .. ... 50

3.2.3  Caso antissimétrico . . . . . . . . .. 54
3.2.3.1 Dielétrico nao-condutor e modos de propagacao . . . . . . . . . .. 56

3.2.4  Caso simétrico . . . . . . . .. 57
3.2.4.1 Dielétrico nao-condutor e modos de propagacao . . . . . . . .. .. 59

3.3 Consisténcia das equagoes de Maxwell . . . . . . ... ... ... ... ... ... . 60
3.4 Reflexao e skin depth effect . . . . . . . . .. 61
3.4.1 Skindeptheffect . . . . .. . . 61
342 Reflexao . . . . . . . 62

4 Meios bi-anisotrépicos com relagoes simétrica e antissimétrica 64
4.1 Relagoes constitutivas estendidas . . . . . . . . ..o Lo 65
4.2 Relagoes para conservacao de energia . . . . . . ... L. 66

4.3 Propagacgao de ondas eletromagnéticas em cenérios bi-isotropicos e bi-anisotrépicos . 67

4.3.1 Caso bi-isotropico . . . . . . . Lo 68
4.3.1.1 Modos de propagacao . . . . . . ... 70
4.3.1.2 Efeitos 6pticos dos parametros magnetoelétricos em dielétricos nao-

condutores . . . . ... L 71
4.3.1.3 Velocidade de fase, velocidade de grupo e vetor de Poynting . . . . 71

12



SUMARIO

4.3.2 Caso bi-anisotropico simétrico . . . . . . . . .. ... 74
4.3.2.1 Configuracao d-longitudinal . . . . . . . . ... ... ... ... .. 7
4.3.2.2 Configuracao d-transversal . . . . . . . . .. ... ... ... 77
4.3.2.3 Configuracao d-genérico . . . . . . . .. . ... oL 79
4.3.2.4 Velocidade de fase, velocidade de grupo e vetor de Poynting . . . . 80
4.3.3 Caso bi-anisotropico antissimétrico . . . . . .. .. ... ... .. ... ... 85
4.3.3.1 Configuragao a-ortogonal . . . . . . .. ... ... L. 88
4.3.3.2 Configuragao a-longitudinal . . . . . . . ... ... ... ... ... 90
4.3.3.3 Velocidade de fase, velocidade de grupo e vetor de Poynting . . . . 91

5 Reversao de quiralidade em meios bi-isotrépicos induzida pela condutividade

magnética 98
5.1 Comentario sobre meios de mao-direita e mao-esquerda . . . . . . . . . .. ... .. 99
5.2 Meio bi-isotropico dotado de condutividade magnética . . . . . . . . . . .. .. ... 101
5.2.1 Caso de condutividade magnética isotropica . . . . . . . . . .. .. .. ... 101
5.2.1.1 Modos de propagacao . . . . . . .. ... 102

5.2.1.2  Efeitos 6pticos . . . . . ..o 103

5.2.2  Caso antissimétrico . . . . . . . . ... 105
5.2.2.1 Modos de propagacao . . . . . . . ... 106

5.2.2.2  Efeitos 6pticos . . . . . ..o 107

5.3 Caso SImétrico . . . . . . . ... e e 111
5.3.1 Modos de propagagao . . . . . . . ... 113
5.3.1.1 Casoparticular 1 . . . . .. .. ... ... 113

5.3.1.2 Casoparticular 2 . . . . .. ... oo 114

5.3.2 Efeitos Opticos. . . . . . .. 115

6 Eletrodinamica modificada por termos CPT-impar 118
6.1 Simetria de Lorentz . . . . . . . . . ... 119
6.2 A eletrodinamica de Maxwell-Field-Jackiw . . . . . ... ... .. ... .. ... .. 120
6.3 Modelo Padrao Estendido . . . . . . . . ... oo 122
6.3.1 Setor de fétons do Modelo Padrao Estendido . . . . . . . ... .. ... ... 123

6.4 Efeitos do termo C'PT-impar de dimensao 3 na eletrodindmica de meios materiais . 124
6.4.1  Cenario puramente timelike . . . . . . . . . ... L0 128
6.4.2  Cenario puramente spacelike . . . . . . . ... ... L. 130
6.4.2.1 Caso V-perpendicular . . . . . ... .. ... L. 131

6.4.2.2 Caso V-longitudinal . . . . .. ... ... ... ... .. ... 133

6.5 Efeitos do termo C'PT-impar de dimensao 5 na eletrodindmica de meios materiais . 135
6.5.1 Cenéario puramente timelike . . . . . . . . . ... ... L. 139
6.5.1.1 Modos de propagacao . . . . . . .. ... 144

6.5.2 Cenéario puramente spacelike . . . . . . . ... o000 145

13



SUMARIO

6.5.2.1 Caso U-perpendicular . . . . . .. . . ... ... L. 145
6.5.2.2 Caso U-longitudinal . . . . .. ... ... ... ... ... ... .. 150
7 Consideragoes Finais 153
Apéndices 156
A Relagoes de Minkowski para meios bi-isotréopicos 157
B Modos de propagagao para o caso diagonal anisotrépico 161
B.0.1 Modo de propagacao () . . . . . . .. 162
B.0.2 Modo de propagagdo (—) . . . . . ... 164
B.1 Autovetores da permissividade elétrica efetiva . . . . . . .. ... ... 166
B.2 Verificando a relagao entre u4 e v4 . . . . . . Lo 167
C Modos de propagagao para o caso antissimétrico 169
D Modos de propagagao para o caso simétrico 172
D.1 Modo de propagagao (4) . . . . v o oo 173
D.2 Modo de propagagao (—) . . . . . . .. 174
E Determinando as densidades de carga 176
E.1 Caso antissimétrico . . . . . . . . . .. 176
E.2 Caso simétrico . . . . . . . . . 177
F Teorema de Poynting 181

G Simplificando o vetor de Poynting para meio bi-anisotrépico com relagao antis-
simétrica 185

H Modos de propagacao para meios bi-isotrépicos dotados de condutividade mag-
nética 188
H.1 Caso isotropico . . . . . . . . . . . e 188
H.2 Caso antissimétrico . . . . . . . . . . . . 190

I Obtencao das Equagoes de Maxwell modificadas por termo CPT-impar de di-
mensao 3 em meios 192
J Simplificando equagoes de dispersao para o vacuo 196
J.1 Obtengao da Eq. (6.4.13) . . . . . . . ... 196
J.2 Obtengao da Eq. (6.5.21) . . . . . . . . . 197

14



SUMARIO

K Equagoes de Dispersao dos modelos C' PT-impar de dimensoes 3 e 5 em termos

de quadrivetores 198
K.1 Modelo C'PT-impar de dimensao 3 . . . . . . . . . . . . .. 198
K.2 Modelo CPT-impar de dimensao b . . . . . . . . . . . ... . .. 201

L Modos de propagacao do modelo C'PT-impar de dimensao 3 205
L.1 Caso timelike . . . . . . . . . e 205
L.2 Casospacelike . . . . . . . . 209
L.2.1 V-perpendicular . . . . . . . . ... 209

L.2.2 V-longitudinal . . . . . . . .. ... 211

M Obtencgao das Equagoes de Maxwell modificadas por termo CPT-impar de di-

mensao 5 em meios 213

N Modos de propagagao do modelo C'PT-impar de dimensao 5 217
N.1 Cenéario timelike . . . . . . . . . . . 217
N.2 Cenario spacelike . . . . . . . . . 221
N.2.1 Caso U-perpendicular . . . . . . . . . ... ... 221

N.2.2 Caso U-longitudinal . . . . . . . . .. ... ... oL 224

O Verificando a invariancia de gauge para o modelo de dimensao 5 225
Referéncias . . . . . . . . e 227

15



Capitulo

INTRODUCAO

Das interacgoes fundamentais da Natureza, talvez a eletromagnética seja a mais perceptivel aos
sentidos humanos. Efeitos dessa interagao ja eram conhecidos [1-3| desde a Grécia Antiga'. A inte-
racao eletromagnética é responsavel por manter a matéria coesa, permitindo que moléculas sejam
ligadas a atomos, e também elétrons aos niicleos atémicos. O sucesso da Eletrodinamica Clés-
sica ou Eletromagnetismo pode ser observado tanto do ponto de vista tecnologico (por exemplo,
motores elétricos, telecomunicages, computadores, etc.), quanto do ponto de vista tedrico, permi-
tindo novas investigagoes sobre efeitos fisicos envolvendo ondas eletromagnéticas, e também como
arquétipo de Teoria de Campos, modelo teérico que se tornou fundamental no desenvolvimento do
Modelo Padrao (MP) das interagoes fundamentais desenvolvido no século XX.

Atualmente, grande parte do avango tecnolégico, decorrente do uso dessa interagao, é proporci-
onada pelo entendimento das leis que regem os fenémenos eletromagnéticos e pela investigacao de
novos cenarios envolvendo esses fendmenos. A nivel classico, o desenvolvimento da Eletrodinamica
foi marcado por grandes descobertas realizadas por varias mentes astutas e lépidas. Através de
experimentos envolvendo eletrizagao por atrito, Charles Fangois du Fay (1698-1739), descobriu
em 1733 dois tipos de eletricidade?, chamadas de vitrea e resinosa [4-6]. Os resultados de Du
Fay estabelecem que corpos com a mesma eletricidade/carga se repelem e com cargas diferentes
se atraem. Pouco tempo depois, em 1751, Benjamin Franklin (1706-1790) afirma (baseando-se
em seus experimentos) que tais “eletricidades”, denominadas por ele de positiva e negativa, sdo do
mesmo tipo e que a eletrizagdo apenas transfere a carga® de um corpo para o outro [7]. Dessa
forma, estabeleceu-se o principio fundamental conhecido como conservacao da carga. Tal principio
estd presente em teorias de campo que apresentam simetrias, como ocorre no Eletromagnetismo.
Mais tarde, em 1785, Charles Augustin de Coulomb (1736-1806) investiga experimentalmente a
forca existente entre objetos carregados, chegando & famosa lei do inverso do quadrado da distan-
cia [8]. Essa forma da lei de Coulomb ja havia sido observada por Henry Cavendish? (1731-1810)

1 Apos sofrer atrito com pele de animais, o Ambar atraia pequenos corpos (sementes, por exemplo). Na Magnésia,
uma regido da antiga Tessalia que fica na Grécia, pedras que se atraiam (magnetita) ji eram conhecidas [5, 7],
provendo uma origem para o termo magnetismo

2Por exemplo, apods eletrizacdo por atrito, objetos formado por &mbar se repeliam, enquanto atraiam objetos
formados por vidro (eletrizados por atrito também).

3 Apesar de Franklin ndo ter tido conhecimento na época, a hipotese de transferéncia de eletricidade havia sido
proposta um pouco antes por W. Watson (1715-1787) [6]. Essa transferéncia deixa um excesso de eletricidade num
corpo (dai o nome positiva), enquanto o outro corpo permanece com uma escassez dessa eletricidade (daf o termo
negativa). Hoje sabemos que os elétrons sdo transferidos nesse processo.

4Cavendish era conhecido por ser recluso, excéntrico e muito timido [10]. Todavia, isso ndo abalou ou amenizou
seu espirito critico e investigativo acerca dos fenémenos naturais e de medidas experimentais. As vezes ele publicava

16



CAPITULO 1. INTRODUCAO

durante suas investigagoes entre (1771-1871) [9, 11|, porém ele ndo publicou seus resultados na
época.

Embora nao houvesse uma conexao clara entre electricidade e magnetismo na época, os feno-
menos magnéticos também estavam sendo investigados. William Gilbert (1544-1603) apresentou
em sua famosa obra De Magnete a ideia de que Terra se comporta como um ima gigante. Desco-
briu que ao se dividir um ima em duas partes, obtém-se dois imas, cada um com um poélo norte e
sul®. John Michell® (1724-1793) descobriu a lei do inverso do quadrado da distancia para a forga
entre polos magnéticos [6]. Em julho de 1820, um momento de grande impacto para a comuni-
dade cientifica veio com o trabalho de Hans Christian Orsted (1777-1851), que descobriu que uma
agulha imantada de uma bussola sofria uma deflexao quando estava préoxima a um fio de corrente.
Esse efeito eletromagnético, assim chamado por ele, estabelecia uma correlagao entre fenémenos
elétricos e magnéticos, marcando o nascimento do eletromagnetismo [8,12]. Tal fato experimental

foi algo surpreendente na época’

e marcava a primeira unificacao entre forcas da Natureza. Em
setembro desse mesmo ano, Francois Arago (1786-1853) apresentou a descoberta de Orsted na
Academia Francesa de Ciéncia e refez o experimento para os pesquisadores presentes [8,12], entre
eles, André-Marie Ampére (1775-1836). Duas semanas depois, Ampére apresentou seus trabalhos
sobre esse topico, reportando um novo efeito, isto é, forgas de atragao e repulsao entre fios de
corrente.

Os termos eletromagnético e eletromagnetismo foram introduzidos por Orsted em seus traba-
lhos publicados em 1820 e 1821, como forma de caracterizar os novos fenénomes que ele descobrira.
Enquanto o vocabulo eletrodindmica foi introduzido por Ampére para diferenciar os efeitos desco-
bertos por ele dos fendmenos eletromagnéticos reportados pouco tempo antes por Orsted [8,13].

Paralelamente as investigacoes sobre os fendmenos da interacao eletromagnética, os estudos
voltados para o comportamento da luz (6ptica) também vinham sendo realizados desde a Grécia
Antiga®. A concepcao platonica de que a visdo era formada por raios de luz que partiam dos
olhos até os objetos observados perdurou por quase um milénio, até que Alhazém (965-1040) de-
monstrou’ conclusivamente o contrario [14]. Desenvolvimentos notéveis ocorreram na Revolugao

Cientifica. Willebrord Snell (1580-1626) descobriu em 1621 a lei da refragao'®, um importante re-

suas descobertas, mas muito frequentemente ele néo o fazia [11].

5Durante esse periodo na segunda metade do século XVIII, os termos astral e boreal foram introduzidos por
Anton Brugmans (1732-1789) e Johann C. Wilcke (1732-1796) [6]. Essa nomenclatura era utilizada para designar
o que hoje conhecemos como pdlos norte e sul de um ima, respectivamente. Isto é, o polo norte (sul) era um lugar
com excesso de fluido austral (boreal). Tais termos foram empregados em analogia as eletricidades vitrea e resinosa
de Du Fay.

5Michell também inventou, de forma independente, a balanca de torcdo, que anos depois foi utilizada por seu
amigo H. Cavendish em 1798 para medir a constante de gravitacao universal [6].

"@rsted sabia do impacto que sua descoberta causaria. Entdo resolveu publicar seu trabalho o mais rapido
possivel através de uma circular que ele enviou para varios pesquisadores na Europa [12].

80s atomistas ja hipotetizavam que a luz era formada por corptsculos que saiam dos objetos até os olhos.
Ptolomeu (90-168) fez varios experimentos envolvendo refracao, chegando a conclusdo de que a razao entre os
angulos de incidéncia e de refragao era constante e dependia das propriedades de cada meio [14,15].

90s trabalhos sisteméticos de Alhdzem sobre 6ptica foram publicados no Book of Optics por volta de 1027 [14].

Embora a lei da refracio seja creditada a Snell e Descartes, ela apareceu pela primeira vez no tratado On
Burning Mirrors and Lenses em 984 de autoria de Ibn-Sahl (940-1000).
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sultado que relaciona a propagacao da luz ao passar de um meio para outro com indices de refracao
distintos. Mais tarde, discussoes acerca da natureza da luz ficaram mais evidentes no panorama
cientifico. A teoria corpuscular da luz foi defendida por Isaac Newton (1642/43-1727), que em sua
obra Opticks (1704) investigou experimentalmente véarios aspectos sobre o comportamento da luz.
Por outro lado, em seu livro Traité de la Lumiére (1690), Christian Huygens (1629-1695) defendia
o carater ondulatorio da luz. O grande peso e reputagao de Newton, devido as suas contribuicoes
na mecanica e gravitacao, favoreceu a aceita¢ao do modelo corpuscular por mais de um século [16],
muito embora ja houvesse evidéncias que apontavam na direcao da teoria ondulatéria, como a
difragdo, descoberta por Francesco Grimaldi (1618-1663) [14, 15].

Somente no fnicio do século XIX, a teoria ondulatoria ressurgiu devido aos trabalhos de Thomas
Young (1773-1829) e Augustine Fresnel (1788-1827). Young demonstrou, através do experimento
da fenda dupla, a natureza ondulatéria da luz. Fresnel explicou a difracao e interferéncia da luz'!,
redefiniu o conceito de polarizac¢ao da luz, introduziu o carater transversal das ondas luminosas [17],
entre outras contribui¢oes. O evento assertivo para a natureza ondulatéria da luz veio um pouco
mais tarde, em 1850, com o trabalho de Foucault (1819-1868) sobre a medigao da velocidade da
luz num meio refrativo'?, no qual ele conclui que o resultado experimental é inconsistente com o
modelo corpuscular.

O préximo momento notoério de unificagdo ocorreu em 1845 devido a Michael Faraday (1791—
1867), que estabeleceu uma relagao entre a luz e o eletromagnetismo ao descobrir que a polarizac¢ao
de um feixe de luz sofria alteragdes ao se propagar através de um meio numa regiao com campo
magnético, gerando o bem conhecido efeito Faraday [19,20]. Trabalhando experimentalmente com
objetos carregados e magnetizados, Faraday introduziu o conceito de campo. Segundo ele, o campo
é uma entidade fisica invisivel que preenche todo o espaco, contendo linhas de forca que transmitem
a forga (ou a influéncia) de um corpo para o outro [21,22|. Essa ideia de campo também foi utili-
zada por James Clerk Maxwell (1831-1879) em seu artigo A Dynamical Theory of Electromagnetic
Field [23], no qual realizou uma brilhante sintese matematica, relacionando todos os fendmenos
eletromagnéticos da época, num conjunto particular de equagoes que hoje conhecemos como equa-
¢oes de Maxwell. Além disso, deduziu teoricamente que ondas eletromagnéticas se propagavam
com a velocidade da luz. A confirmacao experimental dessa previsao ocorreu somente em 1888
(9 anos apods o falecimento de Maxwell) através dos experimentos de Heinrich R. Hertz (1857—
1894). Tal evidéncia experimental permitiu caracterizar a luz como uma onda eletromagnética,
o que contribuiu para a unificacao entre 6ptica e eletrodinamica. Por consequéncia, fenémenos
6pticos, como reflexao, refragao, absorcao, birrefringéncia, etc., podem ser derivados a partir do
eletromagnetismo.

E importante ressaltar que, através das ideias de Faraday e Maxwell, observa-se que, além

HEm sua Mémoire sur la difraction de la lumiére (1818), o qual lhe concedeu o prémio da Academia Francesa
de Ciéncias do mesmo ano [6, 16].

12T3] experimento consitituiu a tese de doutorado de Foucault, contendo apenas 35 péaginas, porém com uma
conclusao extraordinaria: “always the light is delayed in its passage through the most refractive medium. The final
conclusion of this work therefore consists in declaring the system of emission incompatible with the reality of the
facts.” [16,18].
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de cargas (particulas) se movendo pelo espago, existe outra entidade na natureza, o campo. O
conceito de campo viria se tornar fundamental nas teorias de campo a serem desenvolvidas no
século XX.

Em adicao a descrever o comportamento do campo eletromagnético, as equagoes de Maxwell
também permitem investigacoes sobre a propagacao de ondas eletromagnéticas em diferentes meios
(vacuo, dielétricos, condutores, etc.). Para tal, deve-se conhecer, de um ponto de vista efetivo
macroscopico, as relagoes constitutivas que descrevem o meio. Tais expressoes geralmente traduzem
a resposta do meio ao campo eletromagnético aplicado por meio de parametros constitutivos,
propriedades naturais do meio considerado. Por consequéncia, o emprego de relagoes constitutivas
nao-usuais para meios continuos possibilita investigacoes de efeitos interessantes, que podem ser
derivados da eletrodinamica de Maxwell. Dessa forma, é possivel investigar o comportamento
eletromagnético de novos materiais, derivar algumas de suas propriedades 6pticas, como inidices
de refragao, coeficientes de absor¢ao, birefringéncia, etc. Nos proximos capitulos, discutir-se-ao
alguns cenérios fisicos relacionados a esse aspecto.

As préximas mudancas no paradigma cientifico, ainda relacionado ao eletromagnetismo, ocor-
rerram em 1905 quando Albert Einstein (1879-1955) desenvolveu'® a Teoria da Relatividade Res-
trista (TRR), resolvendo assim o problema que existia sobre a inconsisténcia da teoria de Maxwell
perante o principio da relatividade de Galileu, além de apresentar um trabalho explicando o efeito
fotoelétrico'®, o que contribuiu para o surgimento da Mecanica Quantica. Dessa forma, a descri-
¢ao dos sistemas quanticos (microscopicos) ganhou grande desenvolvimento com os trabalhos de E.
Schrodinger (1887-1961), W. Heisenberg (1901-1976), P. Dirac (1902-1984), entre outros. O tra-
balho de Dirac [26] j4 demonstrava um poderoso arcabougo tedrico de teoria de campos quanticos
relativistica, a partir do qual a existéncia de antiparticulas era possivel. O poésitron, antiparticula
do elétron foi descoberto em 1932 por C. Anderson em experimentos envolvendo raios cosmicos [27].
Dirac foi responsavel pelo inicio da Eletrodinamica Quéntica, em inglés, Quantum Electrodynamics
(QED), que mais tarde teve importantes contribui¢oes de varios outros fisicos, como R. Feynman
(1918-1988), J. Schwinger (1918-1994), entre outros. A QED ¢é a versdo quantica da teoria eletro-
magnética de Maxwell, tornando-se o arquétipo para a construgao das outras teorias quanticas de
campos que descrevem as interagoes fraca e forte. O conjunto dessas teorias formam o atual MP.

Muitos outros aspectos que culminaram no MP foram omitidos aqui, como as varias particulas
que foram descobertas em raios coésmicos e em aceleradores de particulas. Apesar de ser uma
histéria muito rica e interessante, uma digressao sobre tais fatos seria demasiadamente longa para
este trabalho. Todavia a referéncia [25] apresenta uma breve discussao historica sobre esse ponto.
O principal foco discutido até aqui foram alguns aspectos do desenvolvimento da eletrodinamica
classica e seu papel revolucionario na descricao dos campos eletromagnéticos e como a sua versao

quantica, QED, contribuiu para o desenvolvimento do MP atual. Embora a versao quéantica

3Lorentz ja havia derivado o conjunto de transformacoes que deixavam o eletromagnetismo invariante. Poincaré
ja adotava a ideia de que era necessario construir uma nova mecénica e que as leis da fisica deveriam ser revistas
de forma a serem compativeis com o eletromagnetismo e com o principio da relatividadade [24].

4Einstein se baseou nas hipoteses de Max Planck (1858-1947) para introduzir o conceito de que a luz era formada
por quanta de energia, conhecidos como fotons — nome introduzido por Gilbert Lewis (1875-1946) em 1926. [15,25].
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descreva a interagao eletromagnética entre cargas ou entre matéria (elétrons) e luz (fotons), a
eletrodinamica classica constitui um poderoso ferramental teérico para investigagoes de fendbmenos
relacionados a ondas eletromagnéticas a nivel classico/macroscopico.

Segundo o MP, a grande quantidade de particulas elementares observadas até hoje pode ser
agrupada em léptons, quarks e as particulas mediadoras das interagoes (bosons). O MP retune 3 das
4 interagoes fundamentais (a gravidade ainda nao foi incorporada ao escopo do MP), explicando
como as particulas interagem na natureza. A inclusao da gravidade no Modelo Padrao tem se
apresentado como uma atividade complexa (e desafiadora): as teorias quanticas descrevem o mundo
subatémico (microscopico) e a teoria da relatividade geral, o macro-mundo (planetas, estrelas,
buracos negros, etc.); assim, “colocé-las” em pé de igualdade ainda nao foi possivel.

Muitos trabalhos em fisica teérica visam a busca por uma gravitagao quantica, em que o Modelo
Padrao ¢é esperado ser o limite de baixas energias.Tais teorias devem ser capazes de descrever a
fisica na escala de energia de Planck (~ 10 GeV=10?® V), que define a era de Planck onde
se acredita que as 4 interagoes fundamentais eram unidas. Um forte candidato é a teoria de
cordas, na qual as particulas sao interpretadas como os modos de vibragao das cordas (elementos
fundamentais dessa teoria). Apesar das teorias de cordas possuirem como fundamento a covariancia
de Lorentz (ou simetria de Lorentz), assim como o MP, existe a possibilidade da quebra esponténea
da simetria de Lorentz nessas teorias. O trabalho pioneiro sobre essa possibilidade foi realizado [28]
por Kostelecky e Samuel em 1989. Pouco tempo depois, mais desenvolvimentos nesse ambito e
envolvendo violagoes da simetria C'PT também foram realizados [29]. Foi entao que Colladay e
Kostelecky desenvolveram o Modelo Padrao Estendido minimo (MPE) [30], uma teoria efetiva que
incorpora ao Lagrangeano do MP e da Relatividade Geral todos os possiveis termos escalares que
se podem construir com os campos do MP e da gravitacao contraidos com coeficientes de indices
tensoriais adequados. Tais coeficientes constituem parametros fenomenolégicos que controlam e
caracterizam a possivel violagao de Lorentz (VL).

A pesquisa em VL tem sido um ramo de investigagao de Fisica além do MP muito ativo
nas ultimas décadas. No MPE, o setor eletromagnético apresenta VL por meio de termos C'PT-
impares [141] ou C'PT-pares [32]. A parte contendo termos C'PT-impares é representado pelo termo
de Carroll-Field-Jackiw (CFJ) e a eletrodinAmica modificada por esse termo tem sido utilizada em
estudos de sistemas da matéria condensada que violam a partidade (P) e inversdo temporal (T),
e também em sistemas dotados do efeito magnético quiral (CME — da expressao em inglés, chiral
magnetic effect) [33,34]. O CME ¢ a geragao macroscopica de uma corrente elétrica na presenca
de um campo magnético devido a uma assimetria entre a densidade de férmions de mao esquerda e
direita que compoem o sistema. Outro aspecto interessante de eletrodindmicas modificadas por VL
é o surgimento de relagoes constitutivas que apresentam contribuigoes originadas da VL [35, 36].

Modelos eletrodinamicos dotados com VL também podem apresentar extensoes que envolvem
derivadas de ordens superiores. Nesse caso, o MPE nao minimo descreve uma teoria efetiva similar
ao MP, porém contendo termos com derivadas superiores de dimensoes (em unidades naturais)
maiores do que quatro 39,135, 136]. Aspectos cléassicos relacionados a eletrodinamica (no vacuo)

modificada por termos C' PT-impares de dimensao cinco e por termos C' PT-pares de dimensao seis
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foram investigados nas referéncias [42] e [43], respectivamente. Esses estudos envolvem o célculo do
propagador, relagoes de dispersao, analises de causalidade, unitariedade e estabilidade dos modos.
Além disso, outras abordagens de modelos com VL e derivadas superiores também podem ser
encontradas em outros cenarios, por exemplo, na investigacao de propriedades termodinamicas de
sistemas eletromagnéticos [44] e no setor de férmions [45].

O vasto cenério proporcionado por modelos dotados de VL e os efeitos eletromagnéticos em
novos materiais [46, 55| foram motivagoes para a realizagao deste trabalho. As ferramentas mate-
méticas utilizadas sao relativamente simples, consistindo nas equagoes de Maxwell usuais e também
nas suas versoes modificadas por VL. Todavia esse formalismo permite a obtencao de resultados
interessantes que ficam na interface entre areas da Fisica (teoria classica de campos, eletrodindmica-
Optica, teorias com violagdo de Lorentz, matéria condensada). Por esse motivo, o inicio deste ca-
pitulo apresentou, de forma simplificada, pontos importantes que culminaram no desenvolvimento
da eletrodinamica. No capitulo 2, apresentam-se alguns aspectos preliminares da eletrodinamica
classica e das relagoes constitutivas. No capitulo 3, sao discutidos o comportamento eletromagné-
tico e alguns efeitos 6pticos de meios dotados com condutividade magnética. Os resultados deste

capitulo geraram uma publicagao [47] no Physical Review D:

e P.D.S. Silva, M.M. Ferreira Jr., M. Schreck, and L.F. Urrutia, Magnetic-conductivity effects
on electromagnetic propagation in dispersive matter, Phys. Rev. D 102, 076001 (2020).

No capitulo 4, estuda-se a propagacao de ondas eletromagnéticas em meios bi-isotropicos e
bi-anisotropicos com relagoes constitutivas (estendidas) simétrica e antissimétrica. Os resultados

deste capitulo geraram um artigo [49] publicado no Physical Review A:

e P.D.S. Silva, M.M. Ferreira Jr., and R. Casana, Symmetric and antisymmetric constitutive
tensors for bi-isotropic and bi-anisotropic media, Phys. Rev. A 106, 042205 (2022).

No caitulo 5, investigamos a reversao do poder de rotacao em meios bi-isotropicos dotados
de condutividade magnética. O conteido deste capitulo compoe dois artigos [94] publicados no
Physical Review B:

e P.D.S. Silva and M.M. Ferreira Jr., Rotatory power reversal induced by magnetic current in
bi-isotropic media, Phys. Rev. B 106, 144430 (2022).

e P.D.S. Silva and M.M. Ferreira Jr., Erratum: Rotatory power reversal induced by magnetic
current in bi-isotropic media, Phys. Rev. B 107, 179902 (2023).

No capitulo 6, abordam-se dois modelos de eletrodindmica modificados por VL: o primeiro
introduz um termo C' PT-impar de dimensao trés, conhecido como termo de Carroll-Field-Jackiw;
enquanto o segundo aborda as contribui¢oes advindas da implementagao de um termo C' PT-impar

de dimensao cinco. Esses casos foram estudados considerando-se um meio material, diferentemente
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do que geralmente se encontra na literatura, na qual as extensoes da eletrodinamica consideram
o vacuo. Assim, utilizou-se um tensor constitutivo para a suplementacao das propriedades ele-
tromagnéticas do meio continuo. Os resultados deste capitulo geraram uma publicagao [48| no
Physical Review D:

e P.D.S. Silva, L. Lisboa-Santos, M. M. Ferreira Jr., and M. Schreck, Effects of CPT-odd
terms of dimensions three and five on electromagnetic propagation in continuous matter,
Phys. Rev. D 104, 116023 (2021).

Este trabalho apresenta ainda um ntmero (demasiadamente grande) de apéndices, servindo
como material complementar e também de auxilio a futuros estudantes. Por fim, apresentamos
nossas consideracoes finais sobre os aspectos estudados no capitulo 7.

Além dos artigos gerados nessa tese (os 5 artigos listados acima), o doutorando Pedro Diego

da Silva e Silva também ¢é coautor de outros dois artigos, a saber:

e J. B. Araijo, V. E. Mouchrek-Santos, F. E. P. dos Santos, P. D. S. Silva, and M. M. Ferreira
Jr., Constraining EDM and MDM lepton dimension-five interactions in the electroweak sector
Phys. Lett. B 811, 135839 (2020).

e M. M. Ferreira Jr., J. A. Helayél-Neto, C. M. Reyes, M. Schreck, and P. D. S. Silva, Unitarity
in Stiickelberg electrodynamics modified by a Carroll-Field-Jackiw term, Phys. Lett. B 804,
135379, (2020).
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Neste capitulo, apresentam-se defini¢oes e ferramentas matematicas basicas da eletrodinamica,
que serao utilizadas posteriormente ao longo da tese. Também serd mostrada a versao covari-
ante do eletromagnetismo classico em meios continuos. Para isso, discute-se inicialmente sobre
as das relagoes constitutivas e como diferentes propriedades Optico-eletromagnéticas podem ser
parametrizadas efetivamente através dos parametros constitutivos que caracterizam o meio onde
os fendmenos eletromagnéticos se manifestam. Feito isso, apresenta-se o formalismo bésico da
equacao de Fresnel, importante ferramenta no estudo da propagacao de ondas eletromagnéticas
em meios continuos. Discute-se ainda, o efeito da birrefringéncia, uma consequéncia da anisotropia

dos meios materiais.

2.1 Relacoes constitutivas

Para se descrever o comportamento dindmico do campo eletromagnético num meio material,

deve-se suplementar as equagoes de Maxwell, dadas por

V-D=p, VxH-4D=1, (2.1.1a)
V-B=0, VxE+8B=0, (2.1.1b)

com expressoes que caracterizam a resposta do meio aos campos externos aplicados. Tais ex-
pressoes, conhecidas como relagbes constitutivas, podem ser escritas como D = D(E,B) e H =
H(E, B), e caracterizam de forma efetiva as propriedades eletromagnéticas do meio. A necessidade
do uso de relagbes constitutivas pode ser entendida através de duas formas: (i) as relagoes constitu-

tivas permitem introduzir propriedades do meio que, a prinicipio, nao estao presentes nas equagoes
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de Maxwell, principalmente no que tange a polarizacdo elétrica e magnetizagao; (ii) o sistema ele-
tromagnético, na presencga de E;, B, D e H, apresenta 12 quantidades a serem determinadas (as
componentes desses campos), enquanto apenas duas equagoes de Maxwell sdo consistentes® (lei de

Faraday e lei de Ampére-Maxwell), o que fornece 6 equagoes escalares, ou seja,
k0 EF + 0.B" = 0, k0 H" — 0,D" = J', para i =1,2,3. (2.1.2)

Assim, o uso de 2 relagbes a mais (entre 3-vetores, ou seja, 6 equagoes escalares) permite a cons-
trucao de um sistema com 12 variaveis e 12 equagoes [50]. Dito de outra forma, ha 2 equagoes
vetoriais independentes e 4 variaveis (os vetores E, B, D e H), logo é necessario implementar mais
2 equagoes (ou relagbes) vetoriais, que formam as relagoes constitutivas.

Os campos eletromagnéticos macroscopicos, isto é, deslocamento elétrico D e campo magnético
H, podem ser derivados através de um processo de média dos campos e densidades de carga e

corrente microscopicos. O resultado final é dado por [1]:

D'=eE'+ P — 0;Q" + ..., (2.1.3a)

) 1 . )

H' = —B — M'+ .., (2.1.3b)
Ho

onde P!, Q% e M" sao componentes da polarizacao, da densidade de quadrupolo elétrico e da
magnetizagao, respetivamente. Na grande maioria dos materiais, os termos de quadrupolo e multi-
polos de ordens mais altas geralmente sao pequenos e negligenciéveis em comparagao com P e M.
Dessa forma, para uma descri¢ao efetiva do comportamento eletromagnético do meio, é suficiente
conhecer as formas das fungoes que relacionam P e M com (E, B). Assim, o deslocamento elétrico

D e o campo magnético H, podem ser descritos por:

D = ¢E + P, (2.1.4a)
1

H=_—B-M, (2.1.4b)
Ho

onde P e M representam os vetores polarizacao elétrica e magnetizacao, respectivamente.

O tipo de resposta do meio ao campo aplicado também funciona como parametro de classifi-
cacao do meio, podendo ser chamado de linear, nao-linear, isotrépico, anisotrépico, homogéneo,
nao-homogéno, dispersivo, nao-dispersivo. Um meio linear é aquele cuja resposta ao campo ele-
tromagnético aplicado é linear (ndo apresenta poténcias maiores ou diferentes de 1) nos campos

aplicados E e B. Neste trabalho, sera considerado esse tipo de resposta linear do meio. De maneira

1Consistentes no sentido de que, considerando a equacdo de continuidade como fundamental, pode-se derivar a
lei de Gauss a partir do divergente da lei de Ampére, enquanto V - B = 0 pode ser determinado aplicando-se o
divergente na lei de Faraday [50].
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generalizada, as respostas lineares de polarizacao e magnetizacao podem ser escritas como,

P = eoXiEjEj + ;i B, (2.1.5a)
M' = xHHI + BB, (2.1.5b)
onde ij, Xﬁ‘f sao os tensores de susceptibilidade elétrica e magnética, respectivamente. Enquanto
a;; ¢ o tensor que parametriza a resposta elétrica do meio a um campo magnético aplicado, Bij

representa a resposta magnética devido a um campo elétrico aplicado. Inserindo as relagoes dadas
nas Eqgs. (2.1.5) na Eq. (2.1.4), obtém-se

H' = /ii_lej + Bi; E, (2.1.6b)
em que
€ij = o8y + Xi3)  tij = o(0i + Xij), (2.1.7)

sendo €;; o tensor de permissividade elétrica ou tensor dielétrico, enquanto ul-_jl é o inverso do

tensor de permeabilidade magnética, ji;;. Acrescentamos que f3;; é obtido através da relagao:

Bij = —Mouﬁlglj- (2.1.8)

E importante mencionar que a redefincdo dada na Eq. (2.1.8) advém do fato de se ter escolhido
a representacao [E, B, isto é, as relagoes constitutivas adotadas expressam os campos (D, H) em
termos de E e B. Todavia outras representacoes também sao possiveis, ou seja, pode-se escrever
os campos (D,B) em termos de E e H, por exemplo. Esse ultimo tipo de relagdo constitutiva
também ¢é bastante utilizado na literatura [52,55].

As relagoes dadas na Eq. (2.1.6) podem ser ainda reescritas na forma?

()= (5 ) ()

onde os objetos €, u™1, a e B sao matrizes de ordem 3 x 3, de forma geral. Tais matrizes carregam
os chamados parametros constitutivos do meio, que contém de forma efetiva a resposta do meio
ao campo eletromagnético.

A dependéncia funcional dos elementos presentes em €, !, a e B esta relacionada ao tipo de

meio considerado. Assim, pode-se definir simplificadamente alguns meios:

e isotropicos: os parametros constitutivos sao escalares (ntumeros). O caso mais simples é

2Ao longo deste trabalho, ser4 adotada a seguinte convencdo: letras gregas em negrito representam matrizes de
ordem n x n. Por exemplo, € é a matriz de permissividade elétrica de ordem 3 x 3.
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descrito pelas relagoes constitutivas usuais,

D=¢E, H=-B, (2.1.10)
7

enquanto os meios bi-isotropicos podem ser definidos por

1
D=cE+aB, H=-B+§3E. (2.1.11)
L

e anisotropicos: os parametros sao elementos de matriz ou tensores, que refletem a contribuicao
de uma dada componente ¢ dos campos (E ou B) sobre as componentes j de (D ou H), com

i # j oui = j. Tais relagoes constitutivas sao escritas como [7,20,102]
D' =e;E' H' = 'B. (2.1.12)

Em meios bi-anisotropicos, as relagoes constitutivas, no geral, tem a mesma forma da Eq. (2.1.6).
E importante mencionar que um meio material em movimento (com velocidade u em relacio

a um observador) também pode ser entendido como meio bi-anisotropico, pois, no referen-
cial do observador (que percebe o meio em movimento), as relagbes constitutivas também
terao forma similar a da Eq. (2.1.6), porém com tensores constitutivos que incorporam efei-
tos advindos da velocidade relativa entre meio e observador. Nesse caso, as relacoes de
Minkowski [111,112],

1
D+ suxH=¢[E+uxB], (2.1.13)
c
1 1
H—uxD:—{B——quE}, (2.1.14)
i c

ou na forma?

D =42 Ke— M”—;> E - (e— %) ((E~u)c—1; —ux B)] , (2.1.15)

H=-2 K%—euz)BJr (e—%) ((B-u)u+u><E)}, (2.1.16)

sao usualmente empregadas para se descrever meios em movimento®.
e homogéneos: os parametros nao dependem de coordenadas do espago-tempo;
e nao-homogéneos: os parametros apresentam dependéncia nas coordenadas;

e dispersivos: os parametros possuem dependéncia nas derivadas espaciais ou temporais, o que

3Vide Apéndice A.

4No seguinte cenario: considere que, no referencial de repouso do meio, as suas relacdes constitutivas sdo da-
das por Eq. (2.1.10). Entao, para um observador que percebe o meio se movendo com velocidade u, as relagoes
constitutivas do mesmo, agora no referencial do observador, sao descritas pelas conhecidas relagoes de Minkowski.
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leva & dependéncia na frequéncia ou vetor de onda (no espago de momentos do formalismo de
transformadas de Fourier). Noutras palavras, os paramametros constitutivos passam a de-
pender da frequéncia e/ou vetor de onda® . Como exemplo, citamos as relagoes constitutivas

de Drude-Born-Fedorov, sao descritas por [56]

D= €EDBF (E + bV x E) , (2117&)

onde eppr € puppr sao as constantes de permissividade elétrica e permeabilidade magnética
especificas desse modelo [56], que podem ser diferentes® de ¢ e p de um meio isotrépico
descrito pela Eq. (2.1.10), enquanto b é conhecido como parametro de quiralidade. Em outro
exemplo, podemos mencionar as relagoes constitutivas de Condon [101], que introduzem

derivadas temporais entre os campos, na forma:

D =e¢cE — g0,H, (2.1.18a)
B = ucH + go,E, (2.1.18b)

em que g é um parametro (andlogo a b) que mede as contribuigdes de 0;H e 0,E aos campos
D e B, respectivamente. O subescrito “C” designa que os valores de permissividade elétrica

e permeabilidade magnética na Eq. (2.1.18) podem ser diferentes” de € e p da Eq. (2.1.10).

e nao-dispersivos: nao ha dependéncia nessas derivadas, ou ainda, os parametros constitutivos

nao sao fungoes da frequéncia e/ou vetor de onda.

Diferentes meios possuem respostas distintas ao campo eletromagnético aplicado. Tais res-
postas, incorporadas nos parametros constitutivos, geram efeitos sobre a propagagao de ondas
eletromagnéticas no meio, modificando propriedades 6pticas como refracao, reflexao, polarizagao,

birrefringéncia, absor¢ao, etc. Nos proximos capitulos, alguns desses efeitos serao abordados.

2.2 Formulacao covariante da eletrodinamica em meios

A seguir, adotaremos a seguinte assinatura para o tensor métrico de Minkowski
g = diag(1,—1,—1,-1).

5Note que isto é diferente da definicdo de meios nao-homogéneos, onde os pardmetros possuem dependéncias
explicitas nas coordenadas (r,t). Quando os parametros apresentam dependéncias nas derivadas espaciais e/ou
temporais dos campos, o uso do ansatz de ondas planas permite reescrever tais dependéncias em derivadas como
dependéncias no vetor de onda e na frequéncia. Por exemplo, ndo-homogeéneo: € = ¢(r,t), dispersivo: € = ¢(V,d;) —
e = e(ik, —iw).

5No seguinte cenario: considere uma medida do campo D de um meio submetido a um campo E. Independen-
temente da representagio adotada, ou seja, a relagao da Eq. (2.1.17a) ou da Eq. (2.1.10), o valor do campo D deve
ser o mesmo. Sendo assim, igualando-se Eq. (2.1.17a) e Eq. (2.1.10), obtém-se: eppr(E + bV x E) = ¢E, o que
indica que os valores de € e epppr nao sao necessariamente iguais. O mesmo argumento pode ser aplicado para o
setor magnético, isto é, igualando-se a Eq. (2.1.17b) com a segunda rela¢do da Eq. (2.1.10).

"Pelas mesmas razoes apresentadas na nota de rodapé anterior.
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As equagoes de Maxwell em meios materiais podem ser derivadas da seguinte densidade de
Lagrangiana

C— —%LG“”F,W — AT, (2.2.1)
onde F,, ¢ o tensor eletromagnético usual®, definido como
F,=0,A,-0,A,, (2.2.2)
enquanto

A= (Ao =p/c,A), J'=(J"=cp,d), (2.2.3)

sao o 4-potencial eletromagnético e a 4-corrente, respectivamente. Utilizando as defini¢oes dos

campos elétrico e magnético em termos dos potenciais, isto é,

E=-Vo—-—0A, B=VxA, (2.2.4)
pode-se entao obter
o I ij k
FOi = — L' = F* = —, E]‘ = = _EijkB s (225)
c

onde €5, ¢ o simbolo de Levi-Cevita tridimensional, com €23 = 1.
O tensor G* presente na Eq. (2.2.1) ¢ definido como [104]

1
GH = éxwﬁFaﬁ, (2.2.6)

onde o tensor x***# ¢ denominado tensor constitutivo, sendo responsavel por parametrizar a res-
posta do meio ao campo aplicado. E possivel mostrar que a Eq. (2.2.6) é uma forma tensorial da
Eq. (2.1.9), assim as componentes de G devem incorporar os campos D e H.

O tensor constitutivo satisfaz as seguintes propriedades

X;waﬁ _ _XV,uaﬁ’ (227&)
X;wa,@ _ _XMVﬁa’ (227b)
X“VQIB _ XQBMV7 (227(3)

Devido as propriedades de x***? e da antissimetria do tensor eletromagnético Fj,,, o tensor
GHM satisfaz G* = —G". A seguir, as componentes de G*” serao obtidas, resultando nas relacoes

constitutivas do meio. Devido & semelhanca entre G* e F*, as componentes G e G% serao

80 tensor eletromagnético F),, foi primeiramente introduzido por H. Minkowski (1864-1909) em 1908 [103].
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associadas & D' e H', respectivamente — de forma similar as relagoes dadas na Eq. (2.2.5).
A partir da Eq. (2.2.6), pode-se fazer

% 1 e
G = §x° PFos, (2.2.8a)
0i 1 oioj L ijo L gimn

que pode ser simplificada através da Eq. (2.2.5) e das propriedades dadas na Eq. (2.2.7), resultando

c1m
02 1 0750 g 1 Oimn k
G" = —X PR — §X emnkB s (229)
C
G" = —cD", (2.2.10)

onde se definiu a componente ¢ do campo D como

, 1 o 1
Dt — _XOZJOE] + _XOZmnemnk:Bk~ (2211)
c? 2c

Implementando agora as redefini¢oes

0i50 Oimn
X Emnk
€ =" am =g (2.2.12)

onde ¢; ¢ o tensor de permissividade elétrica e oy, é o tensor que parametriza a contribuicao

magnética no deslocamento elétrico D*, a Eq. (2.2.11) fornece a relagao constitutiva
D' = e; B + o, B, (2.2.13)

Para a componente G*, obtém-se a partir de Eq. (2.2.6)

. 1 ..

G = §X”“5Faﬂ7 (2.2.14a)
ij 1 ij0k 1 ijkO 1 ijmn

GY = X ok + 5x Y Fro + X Frns (2.2.14b)

que pode ser simplificada utilizando-se as equagdes (2.2.5) e (2.2.7), levando a

g 1 .. 1 ..
G = = B = e B (22.15)

Para se obter uma expressao similar a tltima relagao dada na Eq. (2.2.5), inicialmente se efetua
uma contragao da Eq. (2.2.15) com ¢;;;, entao

” 2 g 2 .
G = _§€z’ﬂX”kOEk - Z_lqle”mnEmnkBk; (2.2.16)

onde se introduziu o fator (2/2) em cada termo. Esse artificio ¢ 1til para que se possa escrever
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uma expressao similar a F,, = —€mnB*, porém para componentes Gije H ¢. Redefinindo agora
os tensores que multiplicam E* e B* como
kO
€ijix"
2¢c

-1 iymn

Pae = X €mnk, - P = (2.2.17)

onde . é o tensor de permeabilidade magnética e [, € o tensor que parametriza a contribuicao

elétrica no campo magnético H'. A Eq. (2.2.16) assume a forma
GV = —2u;, ' B — 28, E* (2.2.18a)
GV = —2H" (2.2.18b)
na qual definimos a componente [ do campo H como
H' = p' B¥ + g E*, (2.2.19)

resultando, dessa forma, na relacao constitutiva para H. Contraindo agora a Eq. (2.2.18b) com

€lmn, Obtém-se

qmneiﬂGij = —2€mnH', 2.2.20a

2.2.20b

—~ o~

(5zm5]n - 5@n6]m)Gw = _2€manla

~— ~— ~—

G™ — G"™ = —2€, H', (2.2.20c
G = —¢,uH', (2.2.20d
onde se utilizou €651 = 0midnj — Om;on; € a propriedade G* = —G"*.

Em suma, o tensor G*” possibilita a descricao de um meio material com relagoes constitutivas,
a priori, gerais, na densidade de Lagrangiana de Maxwell. Para se obter as equagoes de Maxwell

a partir da densidade de Lagrangiana (2.2.1), pode-se reescrevé-la como

1

[ — _gXWaﬁFaBFW — A JH, (2.2.21a)
1

£ = I (0,45 = 0,4) (9,4, — 0,A,) — A" (2.2210)

1 1 1
L= =X 0aAsOuAy + X" 00 A50, Ay + X" Dp Aay At
1

— gwaﬁagAaayAu — A, J" (2.2.21c)
Trocando os indices p <+ v no segundo e quarto termos da Eq. (2.2.21¢) e, depois disso, utilizando-
se Y HeB = B resulta em
1 vafS 1 vaf
L= —ZX“ O0a A0, Ay + Zx“ 03 A0, A, — A J". (2.2.22)
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Tal expressao pode ser simplificada um pouco mais renomeando « <+ [ no segundo termo e
utilizando a propriedade y**2® = —x**? O resultado obtido é entdo

1
L= —éxﬂ”aﬂaaABauAy — A, J". (2.2.23)

Utilizando agora as equacgoes de Euler-Lagrange,

oL oL
ar %\say) " 2.2.24
0A. 7 (a(apAn)) ’ ( )
obtém-se, a partir da Eq. (2.2.23),
oL 1 va vo
oA — 3 (X" OOy + X 00000 As) (2.2.25a)
oL 1
= =5 ("0 AL+ X0, A 2.2.25h
9(0,A,.) 2(X Ou Ay + X0, Ap) (2.2.25b)
oL 1
= =5 ("9 Aa + X0, A 2.2.25
9(0,A,) 2 (X" 05 Aa + x 8) ( c)
na qual se fez y — 3,7 — a no primeiro termo da Eq. (2.2.25b). Utilizando agora x’* = yf«
e Y% = —yPB% no primeiro e segundo termos da Eq. (2.2.25¢), respectivamente, tem-se
oL 1
= =5 X" (O5Aa — aA 2.2.26
9(0,A,) o X (9 8) ( a)
oL 1
= X" Fp, = =G 2.2.26b
00,4~ 20 7 ’ (2.2.26b)

em que foi usada a definigdo dada na Eq. (2.2.6). Da Eq. (2.2.23), também se obtém

oL
0A,

S /) p— L} (2.2.27)
Assim, substituindo as expressoes (2.2.26b) e (2.2.27) na Eq. (2.2.24), tem-se finalmente
9,G" = J*, (2.2.28)

que representa as equagoes de Maxwell com termos de fontes (lei de Gauss e lei de Ampére-

Maxwell). As equagoes de Maxwell homogénas sao obtidas via identidade de Bianchi,
Ty [V 1 vaf
O F" =0, FM = 56“ Fops, (2.2.29)

em que €v°? ¢ o simbolo de Levi-Cevita quadridimensional, com €pa5 = 1 e €8 = —€pvaB-

A partir da Eq. (2.2.28), as equagoes de Maxwell na forma vetorial sao facilmente obtidas. De

31



CAPITULO 2. ELETRODINAMICA CLASSICA

fato, escolhendo k = 0, encontra-se a lei de Gauss:

9,G" = J° = 9,G" = J° — ;D" = cp, (2.2.30)
V-D=p, (2.2.31)

que foi simplificada usando-se a Eq. (2.2.10) e a quadri-corrente, J* = (¢p,J). A lei de Ampére-

Maxwell é obtida tomando-se k = i na Eq. (2.2.28), levando a

90,G" = J — 9yG” + 9;G7" = T, (2.2.32)
1 A ‘
~0y(—cD") — 0;(ej H") = J', (2.2.33)
c
em que implementamos as relagoes (2.2.10), (2.2.20d) e G* = —G**. Utilizando agora €;;; = —€;j,

pode-se simplificar a Eq. (2.2.33)

k0 H" — 0,D" = J', (2.2.34)
VxH-9D=1. (2.2.35)

As equagoes de Maxwell homogéneas sao obtidas a partir da Eq. (2.2.29). Escolhendo v = 0, a
Eq. (2.2.29) fornece

Euoaﬁa,upab’ = Oa (2236&)
—e%k 9, Fy, = 0, (2.2.36b)
€ijk0i(—€uB') = 0, (2.2.36¢)

a qual podemos simplificar utilizando €;;x€;; = 20;. Entao a Eq. (2.2.36¢) resulta em
0B"'=0—V-B=0. (2.2.37)

Escolhendo agora v = i, a Eq. (2.2.29) produz

P9, Fop =0, (2.2.38a)
GOijkaoF}'k + GjiOkajFOk + Gjikoaijo = 0, (22 38b)
Eijka()(—éjlel) + 2€jikajEk = 0, (2238C>
—e€ij0; EY — 0yB' = 0, (2.2.38d)
que resulta na lei de Faraday
VxE+0B=0. (2.2.38¢)
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2.3 Relacoes de dispersao para propagacao eletromagnética

Para se analisar a propagacao de ondas eletromagnéticas num meio material, é necessario
conhecer as relagoes de dispersoes, que descrevem como momento e frequéncias se relacionam.

Consequentemente, implementando-se |7]
: (2.3.1)

pode-se determinar os indices de refracdo do meio? como n = +vk2 Jw. Usaremos unidades
naturais a partir daqui, ou seja, ¢ = 1. Para cada indice de refragao, hd4 um modo de propagacao
para a onda eletromagnética associado, cujo campo elétrico pode ser determinado.

A obtencao de tais polarizagoes e indices de refracao pode ser realizada através de manipulagoes
algébricas das equacoes ue governam a eletrodinamica do modelo, as equagoes de Maxwell e as
relagoes constitutivas apropriadas para se descrever o meio. Tal procedimento naturalmente resulta

numa equacao matricial da forma
M;;E’ =0, (2.3.2)

onde M;; é a matriz dos coeficientes e F7 é a componente j do vetor campo elétrico. De maneira
geral, os elementos M;; dependem de quantidades associadas & propagacao da onda (vetor de onda,

frequéncia) e ao meio material (parametros constitutivos), isto é,

Mi; = Mi(k", x""*7), (2.3.3)
com o quadri-vetor k& = (w, k)".
Considere um meio descrito por

D =¢€E, (2.3.4a)

1
H=-B, (2.3.4b)

i
J = oE, (2.3.4c)
onde o ¢ a condutividade 6hmica. Utilizando o ansatz de ondas planas, (E,B) o e!(kT=«t a5

Eqs.(2.2.35) e (2.2.38¢), lei de Ampére e lei de Faraday, fornecem, respectivamente

k x H+wD = —iJ, (2.3.5)

k
B=-xE. (2.3.6)
w

9Note que o indice de refracio pode ser uma fungao complexa. Assim, ao invés de empregar-se a norma |k| na
definicao do indice de refracdo (que é nao negativa e real), utiliza-se +v'k2. Além disso, serao considerados, neste
) ) )

trabalho, indices de refracdo com parte real ndo-negativa, o que é indicado explicitamente pelo sinal positivo 4+ na
frente da raiz quadrada, +v'k?2.
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Efetuando-se o produto vetorial entre k e a Eq. (2.3.6), obtém-se

kx(kxE)—wkxB=0, (2.3.7)
FE—(k-E)k+w(k xB) =0, (2.3.8)

ou, em componentes,
KE' — kik; B’ +wk x B)' =0, (2.3.9)

em que usamos a identidade k X (k x A) = —k?A + k(k- A), com k = |k|. Substituindo agora as
Egs. (2.3.4) na Eq. (2.3.5), tem-se (em componentes)

(k x B)! = —wpeE" —iucE", (2.3.10)
i .0 i
(k x B)' = —wp (e—|—1w>E. (2.3.11)

Implementando a Eq. (2.3.11) no altimo termo da Eq. (2.3.9), resulta

K205 — ik — wipt (e + %) ) B =0, (2.3.12)
ou
M E? =0, (2.3.13)
onde, neste caso,
Myj = k265 — kiky — wp (e + 15) 5is. (2.3.14)

E possivel ainda reescrever a Eq. (2.3.12) em termos do indice de refracdo n. Para isso, basta

implementar k% = wn’,
2 .0 j
[n 52’]’ —nin; — W <€ + la) (5”] B = 0, (2315)
de tal modo que os elementos M;; agora sao representados por
2 .0

As solugbes nao-triviais (modos diferentes do vetor campo elétrico nulo) da Eq. (2.3.13) sdo obtidas

da condigao de que o determinante da matriz dos coeficientes seja igual a zero [7,102],
w

o que ird fornecer a equagao de Fresnel. Uma vez que n = k/w, a Eq. (2.3.17) fornece a equagao
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de dispersao, a partir da qual obtém-se detalhes sobre a propagacao de ondas eletromagnéticas no
meio, incluindo o indice de refragdo. Portanto, o caculo do determinante dado na Eq. (2.3.17) é
de fundamental relevancia no estudo da propagacao eletromagnética em diferentes tipos de meios.

Em meios anisotropicos, o tensor de permissividade ¢ uma funcao do vetor de onda k, da
frequéncia w, de campos externos (como o campo mangético B), etc. Assim, a permissividade,

€;;(w, k,B), pode ser expandida como [46]

eij(w, k, B) = € + aijiki + By By + ... (2.3.18)

0
j
a1k € uma assinatura da quebra de inversdo espacial (paridade), implicando em atividade 6ptica

O primeiro termo, €;; é a permissividade usual de um dielétrico anisotrépico. O segundo termo,
que pode se manifestar através de birrefringéncia ou rotacao do plano de polarizacao de luz line-
armente polarizada [20]. O terceiro termo, f;;;B;, é associado a um campo (magnético) externo e
conduz a violagao de inversao temporal. Tal termo gera atividade magneto-éptica via efeito Fara-
day ou Cotton-Mouton efeito [46]. No exemplo da Eq. (2.3.17), observa-se que €; = (e +i0/w)dy;,
no qual as simetrias de inversao temporal e espacial sao preservadas, nao ocorrendo birrefringéncia.

Por outro lado, de maneira generalizada, para meios com tensor de permeabilidade magnética

representado por f;; = pd;;, meio magneticamente isotropico, a equacao de Fresnel assume a forma
det [712(52']' —nin; — /ng} = 07 (2319)

onde €;; ¢ o tensor de permissividade elétrica efetivo, incorporando os parametros constitutivos
que advém das relagoes constitutivas D = D(E,B) e/ou'® J = J(E,B). Além disso, cenérios
de eletrodindmicas modificadas introduzem quantidades adicionais na densidade de Lagrangiana
dada na Eq. (2.2.1), que podem conter 4-vetores ou escalares. Exemplos conhecidos na literatura

1 continuos 48|

constituem o modelo de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw no vécuo [141] ou em meios
e a eletrodinamica de Maxwell-Bopp-Podolsky [106-108|. Consequentemente, o tensor €; pode
conter termos que violam paridade e/ou inversao temporal, originando efeitos de birrefringéncia.

Para se construir €;; deve-se conhecer as equacoes de Maxwell do modelo de eletrodinamica
considerado e implementar as relagoes constitutivas apropriadas para o meio. Depois disso, a
solucdo de Eq. (2.3.19) ira fornecer a equacao de disperséao, da qual se obtém os indices de refracao.
O computo das polarizagoes de cada modo de propagacao é feito via implementacgao de cada indice
de refragao em M;; e solugdo da equagao M;;E? = 0 para o campo elétrico, F7.

Uma vez conhecidas as relagoes de dispersao, propriedades épticas, como birrefringéncia (ati-
vidade 6ptica), atenuacdo e reflexdo, podem ser examinadas de forma relativamente simples. Nos

proximos capitulos, analisar-se-ao tais aspectos.

10Cené4rios dotados de relagdes constitutivas do tipo J = J(E, B) topico serdo abordados no capitulo 3.
HEsse modelo sera discutido no capitulo 6.
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2.3.1 Birrefringéncia e atividade 6ptica

A birrefringéncia é uma propriedade 6ptica de materiais anisotropicos (como a maioria dos
cristais) [20], responsavel por gerar modos propagantes com diferentes velocidades de fase através
do meio. Noutras palavras, a birrefringéncia estd relacionada com a existéncia de indices de
refragao distintos'? para cada diregao de propagagao da onda. Através da equacgao M;;E7 = 0,
pode-se determinar a polarizagao (dire¢cao do campo elétrico) associada a cada indice de refracao
e determinar se ocorre birrefringéncia circular ou birrefringéncia por defasagem.

Um efeito interessante gerado pela birrefringéncia circular é a rotacao do plano de polarizagao da
luz incidente linearmente polarizada, efeito que sera explicado a seguir. Considere, por exemplo,
uma onda plana linearmente polarizada propagando-se através de um meio ao longo do eixo z.

Assim, o campo elétrico inicial pode ser escrito como

E; = Ege! ("1 | (2.3.20a)

com o vetor de polarizagao apontando alo longo da dire¢ao do eixo-x. Tal vetor, na notacoes de

Jones [20], pode ser lido como,

1 1 1
1 1 1 1
Eq = =-E_+-E,.=—-| —i — 1 i 2.3.20b
07 0 2 +2+ 2 1 +2 1 3 (30>
0 0 0

que corresponde & soma de vetores de polarizacao de modos circularmente polarizados a direita e
esquerda, respectivamente [1,7]. Apos a onda propagar-se por uma distancia z no meio, o campo
elétrico final é escrito como uma combinacao linear das duas componentes, E, e E_, com os vetores

de onda k, e k_, respectivamente [20]. Dessa forma, tem-se

Ef _ E+ei(k+z—wt) + E_ei(k,z—wt),

1 1
1 . . 1 . .

Ef — 5 i e1k+ze—lwt + 5 —j elk‘fze—lwt ’ (2321)

0 0

a qual pode ser reescrita na forma
) 1 1 cosf
E; = ieiwe’i“t e i +e?|—i|| =eYe™ | sing |, (2.3.22a)
0 0 0

(ks + k,)z.

f=_—F 7 = 5 (2.3.22b)

120bserve que a velocidade de fase é definida como v = w/k = 1/n, onde n é o indice de refragio do meio.
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Note que Eq. (2.3.22a) descreve uma onda linearmente polarizada cujo vetor de polarizagao esta

rotacionado por um angulo ¢ em relac¢do a configuracao inicial. Da Eq. (2.3.22b), tem-se o angulo,

(ny —n_)zw

0= — )
2

(2.3.23)

que caracteriza o efeito da birrefringéncia circular. Note que foi usado k = wn. Geralmente, os

indices de refracao podem ser quantidades complexas, ou seja,

n = Re(n) + ilm(n). (2.3.24)
Assim, pode-se inferir da Eq. (2.3.23)
0 w . :
=5 [Re(ny) +ilm(ny) — Re(n-) —ilm(n_)] , (2.3.25)

a partir da qual se define o poder de rotacao especifico,

= _g [Re(ny) — Re(n_)] , (2.3.26)

0
0=—
z
que mede a rotagao do plano de oscilagao do campo elétrico da luz linearmente polarizada (por

unidade de comprimento percorrido no meio). Ainda da Eq. (2.3.25), define-se
w
dq = —§[Im(n+) —Im(n_)]. (2.3.27)

como o coeficiente de dicroismo, uma medida da diferenga de absorc¢ao entre os modos circularmente
polarizados a direita e esquerda [46], pelo meio. Os efeitos de birrefringéncia circular e dicroismo,
dados através das Eqs. (2.3.26) e (Eq. (2.3.27)), s@o tipicos de meios opticamente ativos: aqueles
que suportam modos propagantes'®> RCP e LCP. Note ainda que quando o meio nao é birrefringente,
tem-se = 0 e ¢» = kz. Assim, a configuragao inicial de polarizagao (2.3.20a) é recuperada a partir
da configuragao final (2.3.22a).

Quando os modos propagantes sao descritos por polarizagoes diferentes das polarizagoes cir-
culares a direita e esquerda, o efeito da birrefringéncia (mais uma vez, manifestado através da
diferenca de fase entre os modos propagantes) é medido através do phase shift [15] comunicado

pelo meio aos modos propagantes,
A= —d(ny —n_), (2.3.28)

onde Ay é o comprimento de onda da luz incidente no véacuo, d é o comprimento da distancia
percorrida pela onda no meio considerado.
Em suma, a existéncia de diferentes indices de refracao num meio material gera a birrefringéncia

e seus efeitos. Desde o fnicio do século XIX, efeitos de atividade Optica de cristais de quartzo ja

BRCP - right-handed circular polarization, LCP - left-handed circular polarization.
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eram observados por Arago e Biot [109]. O tratamento formal em termos de polarizacao foi
realizado pouco tempo depois por Fresnel. A natureza dessa atividade 6ptica esta relacionada
com a quiralidade de certos materiais: um objeto ¢é “quiral” se nao é equivalente a sua imagem
espelhada [110]. Tal propriedade é comumente encontrada em moléculas de DNA, proteinas e
acucares. No contexto do eletromagnetismo de meios materiais, a quiralidade esta relacionada
com a quiralidade das moléculas que o constituem. Dessa forma, luz circularmente polarizada pode
também ser dita quiral. O efeito da rotagao do plano de polarizacao segue como consequéncia de

tal propriedade.

2.3.2 Atenuacao e reflexao

Considere o ansatz de ondas planas utilizado na secao 2.3,
E = Epelh=g, (2.3.29)

para uma onda que se propaga ao longo do eixo z, com amplitude Fj e vetor de polarizagao é.

Utilizando agora n = k/w, pode-se escrever

E = Eyel(nw—etg, (2.3.30)
que pode ainda ser lida como
E = Eye minlzwei(Relnloz—wtg (2.3.31)
E = Eye~ 1/22i(Relnwz—wt)g (2.3.32)
onde se definiu [7]
v = 2wlmin|, (2.3.33)

como o coeficiente de absor¢ao da onda eletromagnética. Observe na Eq. (2.3.32) que a onda
apresenta um fator exponencial decrescente na mesma direcao de propagacao, o que leva a uma
atenuacao da amplitude da onda & medida que se propaga. Assim, o inverso de v atua como medida
do comprimento de penetragao da onda eletromagnética no interior do meio, a partir do qual se
define o conhecido skin depth [1,7|. Esse efeito é comumente encontrado em meios condutores, nos
quais o indice de refracao é complexo.

As principais defini¢oes e ferramentas utilizadas para se estudar a propagacao de ondas ele-
tromagnéticas foram brevemente expostas neste capitulo. Dessa forma, novos cenéarios para pro-
pagacao eletromagnética podem ser investigados. No capitulo 3, as consequéncias classicas da
condutividade magnética serao abordadas. No capitulo 6, dois modelos de eletrodinamicas esten-

didas para meios materiais serao discutidos também.
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Neste capitulo, sera introduzido o conceito de condutividade magnética em meios materiais
através de relacgoes constitutivas nao usuais. As consequéncias dessa propriedade para a propagagao
de ondas eletromagnéticas serao discutidas em 4 cenarios distintos, os quais empregam diferentes
parametrizagoes para o tensor de condutividade magnética. Os casos em que a condutividade
magnética, o?, ¢ descrita por matrizes diagonais, efeitos de birrefringéncia sdo observados. Nos
cenarios em que o? contém elementos off-diagonais, a equacao de Fresnel nos fornece relacoes de
dispersao cujas solucoes resultam em indices de refragao complexos. Tal propriedade pode ser
utilizada para se determinar coeficientes de absorc¢ao para o meio nesses casos, que nao ocorrem
nas configuracoes diagonais. Outras consequéncias, como reflexao e comprimento de penetracao
também serao discutidas. Os resultados apresentados neste capitulo geraram uma publica¢ao no
Physical Review D:
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e P.D.S. Silva, M.M. Ferreira Jr., M. Schreck, and L.F. Urrutia, Magnetic-conductivity effects
on electromagnetic propagation in dispersive matter, Phys. Rev. D 102, 076001 (2020).

3.1 Tensor de condutivadade magnética

Na secao 2.3, apresentou-se a relacdo constitutiva da lei de Ohm! |
J =0E, (3.1.1)

onde o é a condutividade 6hmica do meio. A Eq. (3.1.1) estabelece uma relagao de proporciona-
lidade entre a densidade superficial de corrente elétrica num meio e o campo elétrico aplicado ao
mesmo. Tal expressao atua como descricao efetiva de varios materiais condutores, do ponto de
vista macroscopico.

Alguns sistemas apresentam um efeito magnético analogo a Eq. (3.1.1) , isto é, a geragao de
corrente elétrica devido a aplicagao de um campo magnético. Um exemplo de interesse notavel é o
chamado efeito magnético quiral (CME - chiral magnetic effect), no qual a densidade de corrente
¢ da forma [33,34]

2

i € i
Jome = R(AN)B J (3.1.2)

sendo e a carga elementar, B o campo magnético aplicado e Ay = ugr — i1, 0 potencial quimico
quiral, quantidade que expressa a assimetria entre a densidade de férmions quirais de mao direita
e esquerda no sistema, como apontado na Ref. [34]. Esse efeito de origem quéntica tem sido objeto
de véarias pesquisas em fisica de particulas, teoria de campos e também em fisica da matéria con-
densada. Investigacoes em plasmas de quarks e glions com potencial quimico quiral sob influéncia
de campo magnético externo podem ser encontradas nas Refs. [115,116]. O CME também é estu-
dado em astrofisica, como forma de explicar a origem dos campos magnéticos intensos (da ordem
de 10" G) observados em estrelas de néutrons [117-119]. Em sistemas da matéria condensada, o
CME surge como um importante efeito e sua primeira observagao experimental foi realizada em
2014 [120]. Varias outras investigagoes acerca do CME em diferentes aspectos podem ser encon-
tradas na literatura, tais como: conexoes com matéria sujeita a interagao eletrofraca [121], CME e
transporte anémolo em semimetais de Weyl [122], supercondutividade quiral [123], etc. E impor-
tante mencionar que uma relacao entre o CME e a eletrodinadmica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw
(MCFJ) (em vacuo) também foi reportada [33], indicando conexdes entre o CME e teorias com
violagao de Lorentz (VL).

O tipo de corrente originada no CME ¢ uma motivagao para se investigar meios materiais die-

létricos nao-usuais. Uma motivagao adicional para esse estudo advém da magnetohidrodinamica,

LA forma vetorial apresentada na Eq. (3.1.1) foi derivada por Gustav Kirchhoff (1824-1887) [113,114].
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na qual a lei de Ohm para um modelo de plasma pode ser escrita como [124]
(E+V xB) =n9Ji, (3.1.3)

onde V é a velocidade média dos elétrons e ions, enquanto J é a densidade de corrente total. A
expressao n.J7 corresponde a um termo de colisao para elétrons e fons, com 7% representando um
tensor de resistividade. Embora a Eq. (3.1.3) nao pertenga a um modelo rigoroso, ela é ampla-
mente utilizada, pois captura os efeitos mais importantes de um modelo magnetohidrodinamico
ideal. Invertendo a Eq. (3.1.3), obtém-se J' = O'ijEj + &iij, com 0;; sendo o inverso de nv e
Gij = Oip€pq; Vg (Onde € € 0 simbolo de Levi-Cevita tridimensional) definindo uma condutividade
magnética para esse caso.

A seguir, considere um meio material onde vale relagao constitutiva, que equivale a uma gene-

relizagao da lei de Ohm,

J'=0yE + 0B, (3.1.4)

B
]
rado completamente independente da condutividade elétrica o;;. Noutras palavras, assumir-se-a

B
ij

em que o0;; ¢ a condutividade 6hmica e o;; é o tensor de condutividade magnética, aqui conside-

que o tensor o;: caracteriza efetivamente uma propriedade do meio material, do ponto de vista
macroscopico.

No que tante ao comportamento sob simetrias discretas, o tensor de condutividade magné-
tica, 05 ,
sob transformacgao de paridade (P). A tabela 1 ilustra uma anélise comparativa entre os tenso-

¢ par sob tranformagoes de inversao temporal (7) e conjugagao de carga (C'), e impar
res de condutividades magnética e 6hmica sob as transformagoes discretas, revelando diferengas
importantes.

Tabela 1: Comportamento das condutividades dhmica e magnética, respectivamente,
sob as transformagoes C, P, and T.

E B J o ob
C — — — + +
P — + — + —
T + — — — +

Nota-se que o tensor ag é par sob inversao temporal (7'), uma vez que J e B sdo impares

sob T', indicando um comportamento nao usual para a condutividade magnética, em comparacao
com a condutividade 6hmica, que é T-impar. Esse comportamento é analogo ao do parametro

fenomenologico i (ndo confundir com a permeabilidade magnética ) existente no modelo de
B
]
nao dissipativos [34]. Noutras palavras, tais correntes associadas a condutividades T-impares,

supercondutividade de London [123], J = —u?A. O carater T-par de o ¢ tipico de processos

como condutividade 6hmica, geram dissipacao de energia no sistema, levando a um aumento de
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entropia, caracterizando processos que nao podem ser reversiveis (em relagao ao tempo). Por outro
lado, condutividades T-pares estao associadas a processos nao-disspativos, isto é, reversiveis (vide
Ref. [123]).

Na proxima secao, a equagao de dispersao para um meio dotado de condutividade magnética
seré obtida considerando-se diferentes cenarios de parametrizacoes para 05. Suas consequéncias

para a propagacao eletromagnética (em cada caso) sao analisadas na sequéncia.

3.2 Relacoes de dispersao e modos de propagacao

Considerando as equagoes de Maxwell obtidas a partir da Eq. (2.2.28) e um meio cujas relagoes

contitutivas sao dadas por

B
D=¢cE, H=—, (3.2.1)
W
e também por
J'=0E +o0]B, (3.2.2)
pode-se agora aplicar o mesmo procedimento descrito na Secao 2.3, o qual fornece
|:k25ij — k’lkj — U)Qﬂgij} Ej = 0, (323)
M;E’ =0, (3.2.4)
(3.2.5)
com
Mij = k252‘j — kzk] — wz,uEij, (326)
_ .0 1
e,;j(w) = <€ + 15) (5@' + E(UB%aEabjkb- (327)
Utilizando k = wn, obtemos de forma equivalente
Mij = n25ij — TLZ'TZJ' — ,U/Eij, (328)
_ N i
e,;j(w) = <€ + 15) 5@' + Z(UB)izzGabjnb‘ (329)

Para se obter as relacoes de dispersao e indices de refracao do meio, deve-se avaliar det[M;;] = 0. A
B
iJ)
parametrizacoes podem ser implementadas, permitindo escrevé-lo em algumas configuracoes, e,

principio, a forma do tensor de condutividade magnética, o;;, nao é conhecida. Todavia, algumas

com isso, o computo da relacoes de dispersao.
Note que na Eq. (3.1.2) o efeito da corrente gerada pela aplicagdo do campo magnético é
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claramente representada por um tensor de condutividade magnética diagonal isotrépioco, isto é,
B _

com a identificacao

62

Y= _—"_Apu 2.11
1z An (3.2.11)

Pode-se agora escrever o tensor de condutividade magnética na seguinte forma

onde X corresponde a 1/3 do traco da matriz o = [05 | e representa a parte isotropica desse tensor

de condutividade, enquanto X;; representa todas as componentes nao diagonais (off-diagonal) de
B
ij
cerne do primeiro caso a ser analisado. Depois disso, o tensor de condutividade magnética sera
2

o;;. Assim, a parte diagonal do tensor de condutividade esté relacionada com o CME e seréd o

analisado nos casos exoticos”, ou seja,

J' = X,B, (3.2.13)

na qual X;; é composto pela parte off-diagonal e anisotrépica da condutividade magnética.

3.2.1 Caso diagonal isotrépico

Para o caso diagonal isotropico, o tensor de condutividade magnética é dado pela Eq. (3.2.10).
Inserindo-a na Eq. (3.2.9), obtém-se
o iy
éi(w) = €+i—> S — Zerms, 3.2.14
iw) = (e+i2) 8 = ey (3:2.14)
no qual o ultimo termo representa a contribuicao da condutividade quiral. Note que todos os

efeitos relacionados a anisotropias no meio se manifestam através da forma como a condutividade

magnética ¢ acoplada com os campos. Nesse caso, o tensor M;; dado na Eq. (3.2.8) tem a forma

2 2 : ¢ n3X RN (PP
ny +nz — pe —ips —nyng +ip=2= —ning — ipE=
— :,n3X 2 2 2,0 SN (5P
[M;;] = —ning —ip™= ni+ng —pe—ipZ  —ngng +ip™= : (3.2.15)
s naX O P 2 2 0
—ning +ip=2= —ngng — 1u™= ny +ny — pe —ip>

20 termo exdtico para os casos off-diagonal foi escolhido por que ndo havia casos similares na literatura no
momento de execugao desta pesquisa.
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Calculando agora det[M;;] = 0, obtém-se

b
n? =475 + (—e + 13) + 22 fore i, (3.2.16a)
w w w

2
25 = pue + (%2) , (3.2.16b)

o qual pode ser dividido nas partes real e imaginéria na seguinte forma:

2 p(pX N
= — | =—=EN —(c+ XYN_ 2.1
ny = pe + — <2w +)—|—1w(a ), (3.2.17a)
onde
2
Ni:\/ Tg+(’2‘—“> LT (3.2.17b)
w

A Eq. (3.2.17a) produz dois indices de refracao distintos para cada frequéncia w, a qual é compativel
com a fisica de um meio dielétrico condutor dotado de birefringéncia, assim, quando considerado
no interior de um meio com condutividade 6hmica (o # 0), a condutividade magnética (3.2.10)
modifica o indice de refra¢ao, n, do meio, alterando a velocidade de fase (associada com a parte

real de n) e o coeficiente de absor¢ao ou atenuagao (associado a parte imaginaria de n).

3.2.1.1 Meio dielétrico nao-condutor

No caso em que o meio dielétrico nao possui condutividade déhmica, o = 0, a Eq. (3.2.16a)

fornece dois valores distintos e reais para o indice de refracao quadratico,

b
n2 = 4Ts — pe £ %\/zrg, (3.2.18a)
N\ px 2\
ni = pe+2 </;_w> + % e + (g—w) ; (3.2.18b)

que caracteriza um dielétrico com comportamento dispersivo e nao-condutor. Portanto, o sistema
se comporta como um meio dispersivo birrefringente onde ondas eletromagnéticas se propagarao

sem passar por atenuagao (auséncia de absor¢ao). Os indices de refragao sao entao dados por

2
w2l |5
= — ] £—. 3.2.19
e He + < 2w ) 2w ( )

O quadrado da Eq. (3.2.19) recupera o resultado da Eq. (3.2.18a). Na presente configuragao, é
importante destacar que a condutividade magnética implica em um comportamento tipico de um
condutor (para o meio dielétrico) somente quando é definida simultaneamente com a condutividade
ohmica (o # 0,08 # 0), como estd demonstrado na Eq. (3.2.17a). Quando a condutividade
mangética estd definida para um dielétrico nao-condutor (¢ = 0,07 # 0), o comportamento do

meio permanece equivalente ao de um meio dielétrico dispersivo sem absorcao, como é indicado
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pelo indice de refragao da Eq. (3.2.18a). Isso acontece por que N_ = 0, quando o = 0.
Alternativamente, os indices de refragdo podem ser determinados a partir da frequéncia (como

fungdo do vetor de onda), via a definicio n = +vk2/w(k). As possiveis frequéncias w obtidas

dessa forma sao associadas com os modos de propagacao do campo elétrico. Implementando-se

n = vVk?/w na Eq. (3.2.18a), obém-se a equagao de dispersao

L2 L2 32 2 254
wt — 2w — + (— K ) — “4 — =0, (3.2.20)
€

2 b3
W= (1 + “—) . (3.2.21)

A Eq. (3.2.21) representa dois modos distintos, wy e w_. Enquanto a frequéncia w, é real para
qualquer valor de k, a frequéncia w_ pode ser imaginaria se k < X u. Para garantir que w_
represente a frequéncia de um modo propagante fisico, deve-se exigir k > X u. A birrefringéncia
ocorre quando modos de polarizagao distintos se propagam com diferentes velocidades de fase,

vpn = w/k. No meio com o =0 e 0% £ 0, as velocidades de fase sao

W4 1 [
= — = 14+ — 3.2.22
Uph(:l:) k \/m k ) ( )
levando a seguinte diferenca de velocidade de fase
px \/ B
A = — 14+ /1= 2=
Uph \/m \/ —+ 2 L ]
1 puX
a (3.2.23)

= Ve ko

atestando que o traco X' da condutividade magnética isotropica é responsavel pela birefringéncia.
Portanto, a condutividade 05 isotropica gera comportamento dispersivo e birrefringente num meio
nao-condutor (o = 0).

Analisando agora a velocidade de grupo,

b || L 1 u5)(2k) (3220
Tk | T e T pn k.

observa-se que hd um comportamento divergente para momentos pequenos, indicando problemas
com a causalidade classica (devivo a vg) > 1). A causalidade, entretanto, é preservada para a
propagacao de ondas no regime de grandes momentos.

E importante mencionar que os indices de refracdo do meio podem ser obtidos diagonlizando-

se o tensor de permissividade efetivo dado na Eq. (3.2.14) e igualizando cada autovalor a n?/u.
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Considere entao a equagao de autovalores,
&je) = eqel, (3.2.25)

onde ¢, e e,, com (a = 1,2,3), representam autovalores e autovetores, respectivamente. Nesse

caso, obtém-se

€1 =€, (3.2.26)

€23 =€4 =€+ —n, (3.2.27)
w
os quais podem ser associados aos seguintes indices de refragao:

n? = e, (3.2.28a)

b
n? = pe+ 0y, (3.2.28h)
w

que, com a substitui¢ao dos indices ny da Eq. (3.2.19), reproduz exatamente a Eq. (3.2.18). Su-
preendentemente, os resultados da Eq. (3.2.28b) reproduzem os indices de refracao da Eq. (3.2.19)
que foram obtidos via det[M;;] = 0 e validos para direcao arbitraria de propagagao, o que significa
que os autovalores €5 e €3 correspondem aos indices de refragao do meio, n, e n_, respectivamente.
A determinacao dos indices de refragao n através da equagao n® = ue,(n), onde ¢, sio os auto-
valores da permissividade elétrica efeitiva somente funciona sob o requerimento da ortogonalidade
dos modos propagantes. De fato, para um vetor geral n, o campo elétrico correspondente E,, que
satisfaz a condigao M;; F? = 0 quando respeita a condigdo de transversalidade, n-E, = 0, equivale
aos autovetores e,. Nesse caso, diagonalizar M = [M;;] é equivalente a diagonalizar € = [€;;], dado
que o tensor M;; da Eq. (3.2.8) equivale efetivamente a M;; = n?é;; — ué;;, uma vez que n;E; = 0.
O resultado E, ~ e, entao se verifica. Essa situacao é claramente ilustrada no presente cenério,

onde os trés autovetores da permissiviade elétrica efetiva sao

e =

S|s
Il

m, (3.2.29a)

ms F imima
+i(m? +m?) |, (3.2.29b)

Fimagmsz — my

1
T )
com o versor m definindo a dire¢do de propagacao. Observe que os autovetores nas Eqs. (3.2.29a)
e (3.2.29b) sao fungoes da direcdo dada por m e independentes dos indices de refragdo correspon-
dentes. Note ainda que e; - €5 = e; - €5 = ey - e5 = 0, indicando que esses trés autovetores sao
linearmente independentes. Em particular, e; e e3 sao ortogonais a €; = m, levando corretamente
aos indices de refracdo ny da Eq. (3.2.18a) de acordo com o método proposto. Nesse caso, os

modos de propagacao do campo elétrico sao corretamente descritos pelos autovetores e; e e3. O
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autovalor €; = € deve ser desconsiderado, ou seja, nao pode ser associado a um indice de refracao do
meio, pois o autovetor associado, e, nao satisfaz n - e; = 0 (nao constitui um modo propagante).
Pode-se escolher, sem perda de generalidade, m = (0,0, m). Assim, a Eq. (3.2.29b) simplifica-se

em
] 1
€3=——|[=i]|. 3.2.30
2,3 \/§ . ( )

Os vetores e, e es, respectivamente, podem ser interpretados como os vetores de polarizacao de
ondas eletromagnéticas com polarizagao® de mao-esquerda (L - left) e mao-direita (R - right).
Logo np r = nx.

Essas polarizacoes sao transversais, isto é, perpendiculares a m. De acordo com a Tabela 1, a
condutividade magnética é impar sob transformacao de paridade. Enquanto violagao de paridade
nao aparece em nenhum dos indices de refracao da Eq. (3.2.19) através de uma dependéncia an-
gular, por exemplo, ela se manifesta através dos valores distintos de indices de refracao para as
ondas eletromagnéticas com polarizagoes (L) e (R). Essa é a razao fisica para a birrefringéncia.

Como discutido na Sec¢ao 2.3.1, um dos efeitos da birrefringéncia é a rotagao do plano de vibra-
¢ao de uma onda linearmente polarizada. Tal efeito ocorre pois a polarizacao da onda incidente
pode se dividir em duas ondas circularmente polarizadas que se propagam com velocidades de fase
distintas. Esse fenémeno é quantificado pelo poder de rotagao especifico, dado na Eq. (2.3.26).

Utilizando entao os indices de refracdo dados na Eq. (3.2.19), obtém-se

)

5=
2 )

(3.2.31)

que corresponde a um poder de rotacgao especifico independente da frequéncia, configurando uma
assinatura de meio dotado com condutividade magnética isotrépica 05 = XY;j.

Até o momento, ndao ha conexao clara entre o CME e medidas de birrefringéncia, entao se
discute brevemente uma possivel forma para se observar tal efeito em meios quirais. Antes de
métodos mais sofistificados serem desenvolvidos, a birrefringéncia era detectada com um conjunto
de polarizadores lineares cruzados que nao permitiam que nenhuma luz cruzasse todo o conjunto.
Se um meio material birrefringente circular fosse colocado entre esses dois polarizadores, causaria
a rotacao do plano de polarizacao da luz que passara pelo primeiro polarizador de tal modo a
assegurar a passagem de uma parcela da intensidade de luz pelo segundo polarizador, proporcional
ao angulo 0 de rotacao |vide Eq. (2.3.23)]. Entretanto, esse método nao é preciso o suficiente para
medir valores pequenos de birrefringéncia. Além disso, é muito desafiador efetuar medigoes de
birrefringéncia de um meio nao-homogéneo.

Portanto, uma técnica mais sofisticada foi desenvolvida na Ref. [85]. O sistema a ser utilizado é

constituido por um polarizador, uma placa de um quarto de onda e um analisador. A luz que passa

3Define-se a polarizacio como mao direita (esquerda) se o vetor de polarizacdo de uma onda plana gira ao longo
de um circulo na dire¢ao horaria (anti-horaria) quando o observador olha a onda se aproximando dele [1,7].
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pelo sistema é capturada por uma camera CCD, a partir da qual os dados medidos sao avaliados
por softwares num computador. Esse sistema foi comercialmente distribuido sob o nome Metripol.
A intensidade I da luz detectada em qualquer ponto é expressa em termos dos angulos £ e ¥ que

descrevem a orientacao do polarizador:
Iy : :
I= 5[1 — sin(2€ — 2¢) sin 4], (3.2.32)

onde [y/2 é uma intensidade normalizada (da luz incidente) e A e a diferenga de fase entre as

duas polarizacoes da luz,
A=—d(ny—n_), (3.2.33)

com d sendo a espessura da amostra do material e \g, o comprimento de onda no vacuo da luz
incidente.

Assim, para se medir a birrefringéncia de um meio dotado com condutividade magnética, uma
amostra do material de espessura d pode ser colocada no sistema Metripol, que ira determinar o
fator sin A. Esse fator fornece a diferenga entre os indices de refragao via (An) = ny —n_ =
AA/(2wd). Esse ultimo resultado experimental em combinacdo com a Eq. (3.2.19) leava ao para-

metro da condutividade magnética:

(3.2.34)

Uma técnica similar para medidas de birrefringéncia pode ser encontrada na Ref. [126].

3.2.2 Caso diagonal anisotrépico

Nesta secao, sera analisado outro caso particular para a condutividade magnética, sendo repre-

sentada por um tensor diagonal que descreve um sistema anisotropico

2y
7= 0
0

v

o@tﬂo

0
0, (3.2.35)
b))

z

com o conjunto {¥'} = {X,, ¥, 2.} composto por elementos distintos na diagonal principal, ¥, #
Y, # X,. Uma configuracao similar & Eq. (3.2.35) pode ser encontrada em cenarios envolvendo

semimetais de Weyl [125]. O tensor de permissividade elétrica efetivo, dado na Eq. (3.2.9), tem
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agora a seguinte forma
e+iZ  —HXks 5Nk
€] = | =Xyks  e+iZ  —HXk | . (3.2.36)
—ﬁﬂzkg ﬁszl €+iZ

As relagoes de dispersao sao obtidas calculando-se det[M;;] = 0 onde o tensor M;; é definido pela
Eq. (3.2.8), com €; agora dado na Eq. (3.2.36). Entdo determinando det[M;;] = 0, obtém-se

[wn® — p(io + ew)]2 =1, (3.2.37a)

com a funcao

Q= 0n) = (X, X,n; + X, X.n5+ X,5.n3), (3.2.37b)

Note que a Eq. (3.2.37b) é uma expressao complicada, uma vez que envolve explicitamente as
componentes do vetor n = (ny,ny,n3) em vez de n, como no caso isotropico investigado na segao
anterior. Para se evitar problemas na separacao das partes real e imaginarias dos indices de
refracao, sera considerado que {2 > (. Para se realizar uma investigacao conveniente do contetdo

fisico da Eq. (3.2.37a), pode-se adotar a seguinte parametrizagao |7] para n
n = n(sind cos ¢, sin O sin ¢, cos#) = nm (3.2.38)

com os angulo 6 € [0, 7] e ¢ € [0,27). Utilizando a Eq. (3.2.38), a Eq. (3.2.37a) é reescrita como

wn* — Dn* -G =0, (3.2.39a)
onde
D = 2uw(ew +i0) + 12, (3.2.39b)
G = p?*(0? — 2iewo — 2w?), (3.2.39¢)
2= u? [(:os2 06X, %, + sin? @ sin® X, %, + sin? @ cos? ngEyZZ] = 2/n*. (3.2.39d)

A equagao de dispersao dada na Eq. (3.2.39a) fornece duas solugdes para n,

D 1
ni = — + —VD? + 4G, (3.2.40)

20?2 T 2w?

revelando dois valores para qualquer frequéncia. O comportamento geral dos indices de refragao
da Eq. (3.2.40) em termos da frequéncia e para propagacao ao longo do eixo-z (# = 0) é ilustrado
nas Figs. 3.1 e 3.2.
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o 1 2 3 4 5 o0 05 10 15 20 25 3.0
Figura 3.1: Indice de refracio n% da Figura 3.2: Indice de refracio n? da
Eq. (3.2.40) para # = 0. Linhas sélidas repre- Eq. (3.2.40) para # = 0. Linhas solidas repre-
sentam Re[n? |, enquanto linhas tracejadas in- sentam Re[n? |, enquanto linhas tracejadas in-
dicam Im[n2]. Aqui, utilizamos =1, e = 2. dicam Im[n?]. Aqui, utilizamos u =1, e = 2.
Para as curvas em vermelho, tem-se 0 = 1, Para as curvas em vermelho, tem-se o = 1,
Y, =2%,=2%,=1. Para as linhas em azul, Y, =2X,=2%,=1. Para as linhas em azul,
vale o =2, ¥, =2, Y, =3¢ X, =1. Nos valeo =2, X, =2, Y, =3e X, =1. Nos
plots em verde, tem-se o = 0, 2, = 2, Y, = 3 plots em verde, tem-se 0 = 0, ), = 2, ), = 3
e, =1. e, =1

Observamos que as partes real e imaginaria de n, apresentam dispersao andémala. Por outro
lado, notamos que a parte real de n? possui dispersdo normal, enquanto a parte imaginaria de n?
cresce até o valor de frequéncia no qual a parte real de n* se torna positiva, ou seja, Re[n?] > 0.

Assim, enquanto Re[n? ] cresce, a parte imaginaria decresce.

3.2.2.1 Dielétrico nao-condutor

No limite onde a condutividade 6hmica é igual a zero, ¢ = 0, todas as partes complexas
(imaginarias) da Eq. (3.2.37a) ou da Eq. (3.2.39) se tornam nulas, e os indices de refracdo dados
na Eq. (3.2.40) se tornam reais. Algum termo complexo poderia ocorrer na Eq. (3.2.40) se o
discriminante fosse negativo': Ay = D2 + 4w?Gy < 0, onde Gy = —€e*?w? e Dy = 2epw? + 2.
Todavia Ay = 22 +4f26uw2 > 0 e, portanto, essa possibilidade nao se realiza. De fato, para ¢ = 0,

a Eq. (3.2.37a) simplifica-se em
w? (n® — ME)Q = {2, (3.2.41)
a partir da qual, obtém-se

1
n? = pe+ ;\/ﬁ. (3.2.42)

20 subescrito zero em Ag, Dy e Gy indicam que essas quantidades estdao sendo avaliadas para o = 0.
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Aplicando a parametrizacao da Eq. (3.2.38) na Eq. (3.2.41), pode-se obter

2 1 R
2 = S 2
ni = ue+ 52 + 52 dpew?(2 + (2. (3.2.43)

Utilizando novamente a Eq. (3.2.38) agora na Eq. (3.2.42), obtém-se

0
ny = \/QT{E} + %, (3.2.44&)

P
215y = —, 3.2.44b
() = pe+ 12 ( )
de onde se pode verificar facilmente que o quadrado da Eq. (3.2.44a) reproduz os resultados da
Eq. (3.2.43). Assim, para o =0 e 05 # 0, o sistema se caracteriza como um meio dispersivo nao
condutor, no sentido em que a condutividade 6hmica é nula.

Diagonalizando a permissividade elétrica efeita da Eq. (3.2.36) para o = 0, obtém-se os seguin-

tes autovalores

€1 =€, (3.2.45a)
v
€23 =€ + E, (3245b)
Ccom
w
(k) = —v2(k/w)

1

= /2, 5K+ DB+ S5, (3.2.45¢)

Nesse caso, quando os dois autovalores da Eq. (3.2.45b) s@o multiplicados por p, obtém-se pes 3 =
e, sendo iguais aos valores de ni dados na Eq. (3.2.42) calculados através da condigao det[M;;] =
0. Essa coincidéncia numérica constitui um bom exemplo de que embora os autovalores na
Eq. (3.2.45b) fornegam n?% = pey, essa igualdade nao implica que os autovetores associados a
€23 = €4 correspondem, necessariamente, aos modos de propagagao do campo elétrico. De fato, os
autovetores da Eq. (3.2.45b) sao

k1/ks
e = ]{32/]63 s (3246&)
1
1 1255]{2’}/ — Enyklk’g
€= —1Xyky — XXy kaks | (3.2.46Db)

x
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1 —IEI]{ZQ’)/ — Emgyklkg
es=— | i5kiy— S kks | (3.2.46¢)

y

com

=3, (Z,ki + X.k3)
= wn?X (X,m] + X,m3), (3.2.47)

onde se utilizou m definido na Eq. (3.2.38). Note ainda que

(ki + k%)zxzy _ inlkZ(Em )

e -e;=1-— > o , (3.2.48a)

e -e;=e]- ey, (3.2.48b)
52 (yky +ikiks X)) X2 (koks Xy + ivky)?

er-ef=1— mhﬁ;” W) | Zykehs : k)T (3.2.48¢)

Vl 4

Esses resultados mostram que k - e, # 0 para todos a = 1,2, 3 de modo que esses autovetores nao
podem descrever os modos de propagacao E. do campo elétrico. Para ilustrar esse ponto mais
claramente, os modos de propagacao sao calculados® no caso onde k = (ki, ko, 0) = wn(my, ms, 0)
e entao sao comparados com os correspondes autovetores da permissividade elétrica efetiva. Os

resultados para os modos de propagacao sao

—wWnims/uL
Ei=| wnimi/ve |, (3.2.49a)
+iw? X,/ /o

com
e
— 3.2.49b
e
vy = , 3.2.49¢
* 1 :F,uxyzz/\/%i ( )
sy = Wi Y (X,m: + X,m3). (3.2.49d)

Os indices de refragao safisfazem a equacgao

2 = u (e + Z—i\/zz(zmmg n Eymf)) , (3.2.50)

a qual é escrita em termos do vetor unitario m. De fato, a Eq. (3.2.50) pode ser obtida fazendo-se

ns3 = 0 na Eq. (3.2.37b) e depois a substituindo na Eq. (3.2.42). As fun¢bes us e vy satisfazem a

®Veja o Apéndice B.
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relacao
2 2
n2 (ﬁ + @) ~1, (3.2.51)

que ¢ uma consequéncia® da Eq. (3.2.50).
Como 7|, _, = /7¢+ a partir da Eq. (3.2.45¢), observa-se que os autovetores nas Eqs. (3.2.46b)

e (3.2.46¢), nesse caso, sao’

B
er = Fivress = | T,k |- (3.2.52)
+iy/7

Observa-se que ey nao coincide com os modos de propagacao E; dados na Eq. (3.2.49), demons-
trando que, embora os autovalores e, correspondentes reproduzem os indices de refracao do meio,
os seus autovetores nao descrevem as polarizagoes dos modos.

Para se ter uma interpretagao fisica mais clara dos modos de propagagao dados na Eq. (3.2.49),
pode-se realizar uma simplificacao e considerar propagacao ao longo do eixo y, ou seja, implementa-
se m = (0,1,0). Assim, tem-se ni = uy, via a Eq. (3.2.51), e \/35z = wni/2, 2. Substituindo

entao essas expressoes na Eq. (3.2.49), obtém-se os seguintes vetores de polarizag¢oes normalizados

1
A Z‘I
Eilmi=ms=0 = \| &= 0 : (3.2.53)

o+ X,
- Fi/ Y./ 2,

que descrevem modos elipticamente polarizados com indices de refracao distintos

ne = \/ue + 4“—;29622 + %\/Z’xﬂz, (3.2.54)
obtidas da Eq. (3.2.44) e 2 = 2/n* = (12/n?) (T, Zyn3 + X, 203 + X, 5.n3) = (2, 5,m3 +
Y. X.m3+ X,5.m3), que para m = (0,1,0) simplifica-se em 0= 23, %.. Os modos associados
a By na BEq. (3.2.53) representam estados de polarizacdo de méo esquerda (L) e dircita (R),
respectivamente, pela mesma defini¢do utilizada apos a Eq. (3.2.31). E importante chamar a
atengao para o fato de que a propagagao associada com a Eq. (3.2.53) ocorre ao longo do eixo ,
enquanto a propagacao associada com as polarizagoes dadas na Eq. (3.2.31) ocorre na diregao do
eixo z. Isso explica o sinal oposto que aparece na polarizagoes da Eq. (3.2.53) em comparagao com
os sinais da Eq. (3.2.31).

E facil perceber que a Eq. (3.2.44) juntamente com a Eq. (3.2.54) incluem o caso isotrépico.
De fato, considerando Y, = ¥, = X, = X, tem-se Q2 = 1i?Y e a Eq. (3.2.44) reproduz exatamente

o resultado da Eq. (3.2.19). Além disso, os modos de polarizagao circulares, como os descritos pela

5Veja a secao B.2.
"Veja a secdo B.1.
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Eq. (3.2.31), s@o recuperados a partir da Eq. (3.2.53), porém com a propagagdo ocorrendo num
eixo diferente. Lembre-se de que a propagagao associada com os modos da Eq. (3.2.31) ocorrem na
direcao do eixo z, enquanto a propagagao correspondente as polarizac¢oes da Eq. (3.2.53) acontecem
ao longo do eixo .

Note que ambos os casos isotropico e diagonal anisotrépico, com o = 0, exibem birrefringéncia.
Todavia existe uma diferenca: no caso isotrépico, os dois indices de refracao sao independentes da
dire¢@o de propagacao (definida pelo vetor de onda), enquanto no caso diagonal anisotrépico, uma
dependéncia nessa dire¢ao aparece devido ao fator 2 presente na Eq. (3.2.43).

Nos dois casos diagonais analisados até o momento, percebe-se que o tensor de condutividade
magnética nao é suficiente para estabelecer um comportamento de condutor para o meio quando
o = 0, levando a coeficientes de absorcao nulos em ambos os casos.

A seguir, serao discutidos os casos exoticos, constituidos pelos elementos off-diagonal de 05.

3.2.3 Caso antissimétrico

B
]
diagonal (0 que também confere anisotropia ao sistema), o tensor de condutividade pode ser

Para se analisar cenarios onde a condutividade magnética o;> é composta por elementos off-
parametrizado de maneira conveniente, a principio, para se ter uma simplificacao a partir da qual

as propriedades de propagacao de ondas eletromagnéticas possam ser extraidas. Nesse intuito,

B

adota-se a seguinte parametrizagao antissimétrica para o;; em termos do tri-vetor b = (b1, b, b3)

05 = 6ijkbk7 (3255)

onde €5 ¢ o simbolo de Levi-Civita em tridimensional, e o vetor b atua como parametro cons-
titutivo efetivo responsével pela corrente gerada através da condutividade magética. Inseringo a
Eq. (3.2.55) na Eq. (3.2.9), tem-se

o n-b i
€;i = 1— + 1 0;i — —mn;b;. 3.2.56
€ij(w) (G—l—lw-i-l - ) j wn ) ( )

Implementando agora a Eq. (3.2.56) na Eq. (3.2.8), obtém-se a seguinte forma explicita para a

matriz [M;;]
2 2
ny + ng — e —nNq1Ngy —nins
[M;;] = —Nyny n? +n2 — e —ngng
—nqns —NaN3 n? +ni — pe
—(U + TLQbQ + n3b3) nle n1b3
+ lg n2b1 —<U + n1b1 -+ ngbg) n2b3 y (3257)
7’L3b1 ngbz —(0' + nlbl + TLng)
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para a qual det[M;;] = 0 fornece
2
n? —ib.n) —pu <e + 13)} — 0. (3.2.58)
w w

Contrariamente aos casos isotropico, dado na Eq. (3.2.16a), e diagonal anisotropico, da Eq. (3.2.39a),
a Eq. (3.2.58) envolve o quadrado de um polinémio de segundo grau nas componentes de n. Assim,
a solucao para o indice de refr¢ao é duplamente degenerada e, dessa forma, ha apenas um indice
de refragdo com parte real ndo negativa. Implementando agora b - n = bncosf onde b = |b|, a

Eq. (3.2.58) produz o seguinte indice de refracao

n= /20 +inZ +i5, (3.2.59a)
w

27, = pe — 52, 5, = L beos. (3.2.59h)

2w
Outra diferenca em relagdo aos casos diagonais surge aqui: a presenga do sinal (—) entre os dois
termos que compoem 71; em contraste com 1y da Eq. (3.2.16b) e 75y da Eq. (3.2.44b). Assim,
sera considerado que pe > =7, garantido que n tenha uma parte real nao nula. Decompondo agora

o indice de refragao da Eq. (3.2.59a) nas suas partes real e imaginaria, tem-se

n=da, +i(5+a"), (3.2.60)
onde
2
oy = \/ 72+ (%) LT, (3.2.61)

Nesse caso, obtém-se um indice de refracao complexo que contém contribui¢oes da condutividade
exoOtica, sendo ainda compativel com um meio condutor. A parte imaginaria relaciona-se com
o coeficiente de absorcao para a onda eletromagnética, a qual passa por atenuacgao enquanto se
propaga. Portanto, uma onda eletromagnética nao pode se propagar através de um meio com
indice de refragao da Eq. (3.2.60), uma vez que a absor¢ao diminui sua intensidade. Entao quando
considerado um meio dieétrico condutor, (¢, o, 0?), a condutividade magnética modifica as partes
real e imaginaria do indice de refracao. Isso origina uma alteracao no coeficiente de absorcao® que,
neste caso, ¢ dado por & = pubcosf + 2w’ , com o’ dado na Eq. (3.2.61).

Observe ainda que para os casos diagonais (isotropico e anisotrépico) da condutividade mag-
nética, havia dois indices de refragdo distintos com partes reais positivas, vide as Eqs. (3.2.19)
e (3.2.44). Assim, a ocorréncia de apenas um indice de refragdo na Eq. (3.2.59) é inesperada no
contexto de um modelo com violagao de paridade. Contrariamente aos casos anteriores analisados,
a condutividade magnética dada pela Eq. (3.2.55) ndo implica em birrefringéncia. Esses resultados

sugerem que a condutividade magnética antissimétrica leva a uma permissividade elétrica efetiva

8Definido por & = 2wIm(n] [7].
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€;; de uma forma que permite apenas um indice de refracao com parte real positiva.

Uma transformagao de paridade em trés dimensoes implica em cosf — cos(m — ) = — cos#.
Como a parte real do indice de refragao, Re[n|, na Eq. (3.2.59) contém apenas o quadrado de
cos 6, entdo Re[n] é invariante sob transformagoes de paridade. Entretanto, observa-se que a parte
imaginaria de n exibe propriedades nao-invariante sob paridade.

E relevante mencionar que o caso exético descrito pela condutividade antissimétrica (3.2.55)
foi proposto aqui como forma de viabilizar a anélise das propriedades de propagacao de ondas ele-
tromangéticas em meios dotados com tal condutividade, pelo menos de um ponto de vista efetivo.
Entretanto, a Ref. [127] faz uma investigacao sobre as correntes geradas por uma condutividade
magnética em cristais de TaAs. Dessa forma, a Ref. [127] descreve a realiza¢ao de uma condutivi-

dade magnética de forma muito similar? & estrutura proposta na Eq. (3.2.55).

3.2.3.1 Dielétrico nao-condutor e modos de propagacao

Para um meio dielétrico nao-6hmico e dotado de condutividade magnética (¢ # 0, o = 0,
oB #£0), a Eq. (3.2.60) simplifica-se em

b
n=+\/21, +i5, 5= 5— cos 0, (3.2.62)
)

a qual descreve o comportamento de um meio condutor. Assim, a condutividade magnética off-
diagonal dada na Eq. (3.2.55) origina propriedades de condutor para um material mesmo quando
o meio é um substrato dielétrico puro (e # 0, 0 = 0). A seguir, os modos de propagacao sao
discutidos.

Para se analisar fenomenologicamente o comportamento dos modos de propagacao relativos a
esse cendrio, pode-se escolher um sistema de coordenadas convenientemente a fim de se simplificar
a andlise. Uma vez que n e b definem um plano, configura-se o eixo z apontando ao longo da

diregao de n, de tal forma que
n=(0,0,n), b=>0(0,sin6,cosd)=(0,by,bs). (3.2.63)

Essa escolha de coordenadas conduz a uma expressao muito simples para matriz dada na Eq. (3.2.57),

ou seja,
n% — je — ni;“bg 0 0
[Mi;] = 0 n?—pe—ny; 0 |, (3.2.64)
0 n%‘bQ —JL€

90 trabalho da Ref. [127] foi desenvolvido independentemente do trabalho de pesquisa desta tese. A Ref. [127]
foi colocada na rede (arXiv) apenas alguns dias depois do artigo relacionado a este capitulo. Além disso, outros
aspectos e linha de pesquisa sao adotados em [127].
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a partir da qual, det[M;;] = 0 fornece imediatamente a equagdo de dispersao

. 2
<n2 — e — nﬁbg) — 0, (3.2.65)
w

com nb3 = n - b. Note que a Eq. (3.2.65) corresponde exatamente ao resultado da Eq. (3.2.58)
com o = 0. A solu¢do da Eq. (3.2.65) para n ¢ dada pela Eq. (3.2.62).

Lembrando agora que /27, = \/FEI)Q , pode-se entao obter dois cenarios distintos de acordo
com o sinal global dentro da rafz quadrada: i) quando pue > =7, o indice de refragao é puramente
imaginario com parte imaginéria positiva, a qual leva a um coeficiente de absor¢ao responsavel
pela atenuagao durante a propagacao; i), quando pe > =72, o indice de refragao possui parte real
positiva, que pode ser associada com os modos de propagacao. Implementado a Eq. (3.2.65) na
Eq. (3.2.64), a condigao M;; E? = 0 fornece

ib
E? =n—E?, (3.2.66)

€w
deixando a componente E' completamente arbitraria. Note que E* (i = 1,2, 3) corresponde a uma
componente do vetor campo elétrico. Utilizando-se dessa liberdade para E', pode-se determinar

dois vetores ortogonais que satisfazem a Eq. (3.2.66). Assim, tem-se!

+/1+Q?
1 bo N
EBy=—— —1 L Q=" (3.2.67)
2<1 + Q2) _iQeia cw

Aqui o indice de refracao foi reescrito na forma

n=Ne*, N=+vnn=,/ue, (3.2.68a)

—
—

Zp
tana = ——e. (3.2.68b)
pe — (=)
Assim, foi possivel obter dois modos ortogonais nos quais a propagacao é associada com o mesmo
indice de refracdo. Embora esse resultado seja inesperado (em relagdo aos casos analisados nas
secgoes anteriores), o mesmo é analogo ao caso de um dielétrico isotropico com condutividade

magnética nula, onde duas polarizacoes lineares sao relacionadas com o mesmo indice de refracao.

3.2.4 Caso simétrico

Para se investigar mais configuracoes onde o tensor de condutividade magnética apresenta

elementos off-diagonal, implementa-se a seguinte parametrizacao simétrica

1
O'g = 5 (CZZ'C]‘ + CZjCZ') s (3269)

10yide Apéndice C.
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em termos dos vetores ortogonais a e ¢, ou seja, a-c¢ = 0. Note ainda que essa parametrizacao
produz um tensor com traco nulo, o2 = 0. Utilizando a Eq. (3.2.69), a permissividade elétrica

efetica efetiva da Eq. (3.2.9) resulta em
_ 0 1
€ij = (6 + 15) Osj + % (aicn + anci) €npjnyp. (3.2.70)

Inserindo agora a Eq. (3.2.70) em M;; da Eq. (3.2.8), obtém-se

nj +nj — pe —nN1ny —ning
[Ml]] = —ning n% + n% — MUE —MNoNng
—nins —MNan3 n? 4+ n3 — ue
20 =+ €17 sl (a103 + a301> —N1 (alcg + agcl)
—2nsa1¢y +2nqa101
— 2
_ iﬁ na(azcs + azes) O+ €29 na(ase; + aycz) 7 (3.2.71a)
2w +2nzasco —2n1asCy
nz(azcz + azes)  —nz(ager + aics) 20 + €33
—2n2a303 —|—2n1a303
onde
€11 = (a1¢2 + ascr)ng — (arcs + aser)na (3.2.71b)
€22 = (agc3 + azcz)ny — (arca + ager)ng, (3.2.71c¢)
€33 = (azc1 + aics)ny — (ascz + agcs)n - (3.2.71d)

Calculando-se det[M;;] = 0, obtém-se

2 _ -f) o ] [2_ < -Z)_-ﬂ . _ 2.79
[n M(E—l—lw +ig—n (axc)| x |[n®—pu e+i—)—iz—n (axc)| =0. (3.2.72)
Comparado ao caso antissimétrico da Eq. (3.2.55), onde ocorria apenas um indice de refragao, a

configuragdo dada na Eq. (3.2.69) gera dois indices de refragao. Utilizando agora n - (a x ¢) =

n|al|c| cos p, a Eq. (3.2.72) resulta em

ny =a| +i(a” £25,.), (3.2.73a)
Sae = ﬁ\a“c] oS ¢, (3.2.73b)
2
"=\ (ﬂ> LT, 3.2.73
oy \/ aet % ©5 ( c)
2y = pe — =7, (3.2.73d)
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com a presenca de novos termos imaginarios oriundos da condutividade exética. Observe que a
estrutura do termo contendo a dependéncia do indice de refracao com o angulo entre k e o trivetor
(axc), ou seja, o termo n-(ax c), é analoga ao que ocorre no caso antissimétrico, onde se tem n-b.
Além disso, existe também um sinal negativo entre as contribui¢oes na Eq. (3.2.73d). Assim, para
se ter indice de refracao com parte real positiva quando o = 0, considera-se pe > Eg,c. Como os
modos se diferenciam apenas nas suas partes imaginarias, entao birrefringéncia nao ocorre. Nesse

caso, apenas a atenuacgao se diferencia para cada modo.

3.2.4.1 Dielétrico nao-condutor e modos de propagacao

No caso de um meio dielétrico ndo 6hmico, o = 0, a Eq. (3.2.73) simplifica-se em

ny =21, .+ iﬁ|a\|c| Cos , (3.2.74)

na qual se observa comportamento exotico de absorgao para o meio nao-condutor (o = 0), com
o coeficiente de atenuagdo sendo 2& = pla x c|cos . Nesse caso, a modificagdo é proporcional a
|a x c| = [a]|c|, indicando que tal efeito esta associado aos elementos off-diagonal de o em vez do
seu trago.

Note ainda que os cenarios simétrico e antissimétrico compoem os cenarios exéticos, ou seja,

B contém elementos off-diagonais. Nesses dois casos, comportamento

a condutividade magnética o
condutor pode ser atribuido a um meio dielétrico puro.
Para se determinar os modos de propagacao, escolhe-se um sistema de coordenadas onde a =

(0,a,0) e c = (0,0, c). Dessa forma, M;; da Eq. (3.2.71a) pode ser reescrito na forma

Mi; = Adij — ninj + C (€150i20k3m + €x1j0i30k2m) | (3.2.75a)
com
A=n*—pe, C= —itlac. (3.2.75b)
2w

Assim, a forma explicita da matriz na Eq. (3.2.71a) simplifica-se em

A—n? —niny —ning 0 0 0
[Mz‘j] = | —nny, A-— n% —ngng | +C | —ny ny 0 , (3.2.76)
—nin3  —ngnz A —n? nyg 0 —ny

produzindo a seguinte equagao de dispersao

(A = C?n}) (A—n?) =0. (3.2.77)
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Uma vez que A —n? = —pe, as relacoes de dispersao serao dadas por
A==+Cn,. (3.2.78)

Implementando-se a solugdo com sinal positivo, A = Cny, na Eq. (3.2.76), obtém-se

C 2 2
EY = ”jEi, Ej:( S "2) E". (3.2.79)

n nins

Consequentemente, o campo elétrico para o modo de propagagao (+) ¢ dado por'

E, = EELO) (nins, nans, Cny — ni —nj), (3.2.80)
onde ESP) é uma amplitude apropriadamente escolhida. Utilizando agora A = —Cn;y, dado na

Eq. (3.2.78), na Eq. (3.2.76), tem-se

C 2
=g pv M e (3.2.81)
n3 USYLE]
Portanto, o campo elétrico associado é dado por
E_ = EY (nny, —(Cny + n? + n2),nang) , (3.2.82)

com outra amplitude EY.

3.3 Consisténcia das equagoes de Maxwell

Nessa se¢ao, estende-se a densidade de corrente J na Eq. (2.2.8a) de forma a incluir contribui-
coes de fontes externas J., ou seja, J = J. + o - E + 0P - B. Nas secoes anteriores, a propagacao
eletromagnética foi discutida considerando-se cenarios distintos para a condutividade magnética e
na auséncia de fontes externas, J, = 0. Uma questao que pode surgir quando se considera J, # 0 é
identificar a correspondente densidade de carga p que mantém o formalismo consistente, isto é, que
para uma escolha arbitraria de correntes, a conservagao de carga, 0;p + V - J = 0 seja preservada.

Utilizando o espago de momentos com as convenccoes V — ik e 0; — —iw, efetua-se o produto

escalar entre k e a lei de Ampére, fornecendo
iwk-D—-k-J=0, (3.3.1)
que juntamente com a lei de Gauss ik - D = p leva a identificagao

p=k-J/w, (3.3.2)

1yide Apéndice D.
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com w # 0. Note que a Eq. (3.3.2) é exatamente a equagao de continuidade no espago de momentos.
Dessa forma, pode-se identificar explicitamente a densidade de carga em cada cenario onde se
parametrizou a condutividade magnética. Considerando o = 0, as expressoes para a densidade de
carga de cada caso sao apresentadas'? a seguir.

Para o caso isotropico da segao 3.2.1 com J = J. + 2B, a densidade de carga correspondente é
p=k-(J.+ XB) = p., (3.3.3)

uma vez que k- B =0 e se definiu p. = k - J./w.
Para o cenario antissimétrico da secao 3.2.3 com J = J, + b x B, tem-se a seguinte densidade

de carga
1
p=pe+pueb-E+ —b-J., (3.3.4)
w

onde se utilizou algumas equagoes de Maxwell para se derivar a expressao acima.

No caso simétrico da segao 3.2.4 onde a densidade de corrente é dada por

J:Je+%[a(C~B)+C(a'B)]7

1
:Je+a><(c><B)—§(a><c)><B, (3.3.5)

a correspondente densidade de carga é escrita como

] :
p:pe—%(axcfE—l—;k‘[ax(ch)]—%(axc)~Je. (3.3.6)

3.4 Reflexao e skin depth effect

A presenca da condutividade magnética, como um parametro material efetivo do meio, é capaz
de modificar os indices de refragao do meio, levando a birrefringéncia e comportamento condutor.
Conforme foi visto, os casos exdticos sao particularmente interessantes, pois permitem o surgimento
de uma parte imaginaria nao-nula nas expressoes dos indices de refracao. Dessa forma, outros
efeitos relacionados & propagacao das ondas eletromagnéticas, como comprimento de penetraco e
reflexdo em interfaces, também podem ser avaliados. A seguir, esses dois fendmenos sao discutidos

para os casos off-diagonal jé citados.

3.4.1 Skin depth effect

Quando uma onda eletromagnética incide sobre a superficie de um condutor, uma parte de sua
amplitude penetra parcialmente o material, enquanto outra parte seré refletida. O comprimento

de penetragao caracteristico dentro do medio condutor define o conhecido efeito de penetracao

12Vide Apéndice E.
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(skin depth effect), dado por

1
wlm[n]’

5= (3.4.1)

onde Im[n| é a parte imaginaria do indice de refracdo. Em casos simples usuais, o comprimento

S(w) = 1//Mia. (3.4.2)

para bons condutores 6hmicos. Note que, neste caso, o comprimento diminui com a frequéncia.

de penetragao é dado por [7],

Para os cenarios da condutividade magnética com parametrizagoes simétrica (S) e antissimétrica
(AS), os respectivos indices de refra¢ao (com o = 0) sao dados pelas Egs. (3.2.74) e (3.2.62). Dessa

forma, os comprimentos de penetracao associados a esses casos serao

2

b cos 6’

5 4

Sas = (3.4.3a)

g=——"—. (3.4.3b)
pla x clcosyp

Portanto, tais efeitos skin depths nao exibem dependéncia com a frequéncia, o que implica num

mesmo comprimento de penetragdo para todas as frequéncias. Comparando as Eqs. (3.4.3a) e

(3.4.2), observamos que o carater nao-dispersivo da Eq. (3.4.3a) nao ¢é usual para condutores.

3.4.2 Reflexao

Quando uma onda eletromagnética incide na interface entre dois meios (do meio 1 para o meio
2, por exemplo), parte de sua energia pode ser refletida de volta ao meio 1, e parte de sua energia
também pode ser transmitida para o meio 2. Na literatura [1,7|, as conhecidas equagoes de Fresnel
estabelecem relagoes para se calcular os coeficientes de reflexao e transmissao, que dependem do

angulo de incidéncia e dos indices de refracao dos meios. Para incidéncia normal, sabe-se que

R puanly — pany + ipgn |

; ; 3.4.4
pany + peng + ipang (3:44)

onde n’1(2) e ”/1/(2) sao as partes reais e imaginarias dos indices de refragao dos meios 1 e 2, respec-
tivamente. As quantidades €;(9) e f11(2) Tepresentam as permissividades elétrica e permeabilidades
magnéticas dos meios 1 e 2.

Considere um sistema formado por um dielétrico ordinério caracterizado pelo indice de refracao
ny = /p€ e um meio com indice de refracao complexo ny = njy + inj, descrito pelos parametros
constitutivos pso, € e a condutividade 6hmica o. Para uma onda que se propaga de um dielétrico

e incide sobre a supeficie do meio condutor, o coeficiente de reflexdo para incidéncia normal (e
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considerando n; < n)) ¢ dado por

L2 nln’

Nos cenarios convencionais da eletrodinamica, para um bom condutor (o/(wps) > 1), tem-se
nh =nly = /p20/(2w). Entdo o coeficiente de reflexao, para esse caso, da Eq. (3.4.5) fornece

R~ 1-2,[2129Y (3.4.6)
Hio

Considerando g1 = ps, obtém-se entao a conhecida férmula de Hagen-Rubens

Ra~1-—2,/29% (3.4.7)

g

Pode-se agora derivar uma versao da Eq. (3.4.7) considerando um meio dielétrico (com o = 0) e
dotado de condutividade magnética 05.
No cenério de uma condutividade mangnética antissimétrica, o indice de refracao é modificado

de acordo com a Eq. (3.2.62), a partir da qual se tem

2
ny = \/ugez - <5—jb cos 9) . my = 5—;6005 0. (3.4.8)

Implementando a Eq. (3.4.8) na Eq. (3.4.5), obtém-se

bcos
Rag~1—14 ‘/ui;\/l__ cos ) (3.4.9)

para n/, real. Este resultado é o anédlogo da férmula de Hagen-Rubens para reflexdo na superficie

de um meio dotado com condutividade magnética no caso antissimétrico. Note que tal resultado

é muito diferente do coeficiente de reflexao na interface entre dois dielétricos ordinérios,

Ral—4, /B2 (3.4.10)
H1€2

uma vez que a condutividade magnética introduz um termo dependente da frequéncia na expressao
para R.
No cenario de condutividade magnética com parametrizacao simétrica, com indice de refragao

dado na Eq. (3.2.74), o coeficiente de reflexao sera dado por

Rem1_4 [P \/ \aucrcow> | 3.411)
H1€2 4w
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Neste capitulo, sera discutida a propagacao de ondas eletromagnéticas em meios materiais des-
critos por relagoes constitutivas lineares estendidas. Inicialmente, abordaremos o caso bi-isotropico,
em que os parametros magnetoelétricos sao nameros. Depois disso, dois cenarios para meios bi-
anisotropicos sao considerados: simétrico e antissimétrico. Esses tltimos se referem & parametri-
zagao escolhida para se escrever as relagoes estendidas. Aspectos relacionados & birrefringéncia
e absorcao também serdao comentados. Além disso, discutiremos como a conservacao de energia,
descrita através do teorema de Poynting, estabelece restrigoes sobre os parametros constitutivos

do meio. Os topicos deste capitulo geraram um artigo publicado no Physical Review A [49]:
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e P.D.S. Silva, M.M. Ferreira Jr., and R. Casana, Symmetric and antisymmetric constitutive
tensors for bi-isotropic and bi-anisotropic media, Phys. Rev. A 106, 042205 (2022).

4.1 Relagoes constitutivas estendidas

Na Segao 2.1, aspectos gerais sobre as relagoes constitutivas de um meio foram discutidos, in-
cluindo a classificagao dos meios quanto ao tipo de relagao constitutiva valida, com alguns exemplos
mencionados.

Relagoes constitutivas estendidas introduzem respostas (do meio ao campo aplicado) elétrica e
magnética adicionais, escritas como fungoes do tipo! D = D(E,B) e H = H(E, B). Restringindo-

se a eletrodindmica linear, as relagoes estendidas podem ser escritas pela Eq. (2.1.6), isto é,

D' = ¢;E + a;; B, (4.1.1a)
Ht = ,Uz'_lej + ﬁijEj: (4.1.1b)

sendo €;; e p;; os tensores de permissividade elétrica e permeabilidade magnética, enquanto os
tensores ay; e 3;; capturam as respostas magnetoelétricas do meio, ou seja, o;; mede a resposta
elétrica devido ao campo magnético aplicado, §;; descreve a resposta magnética ao campo elétrico

aplicado. O cenario mais simples da (4.1.1) é dado por

(D) <61 al) (E)
= : (4.1.2)
H 81 ¢1)\B

em que €, u, a e [ sdo parametros, e descreve os meios bi-isotropicos (materiais homogéneos,
isotropicos e lineares [50,51]). As relagoes bi-isotropicas (4.1.2) foram muito investigadas na li-
teratura [52,55-60], sendo também importantes, por exemplo, na abordagem de propriedades de
isolantes topologicos [61-68], na eletrodinamica de axions [69-71], e na construgao de isoladores 6p-
ticos (a partir de materiais quirais) [72]. No cenério bi-anisotropico, as relagoes (4.1.1) encontram
aplicacdo em sistemas diversos, a exemplo de gas de elétrons relativisticos [73|, meios regidos por
parametros magnetoelétricos dependentes do tempo [74], semimetais de Weyl |75, 76|, materiais
magnetizados |77, 78|, e relagoes de dispersao anisotropicas [79-81].

Os tensores constitutivos (4.1.1) podem depender também da magnitude dos campos eletro-
magnéticos aplicados, dentro de uma abordagem para se descrever birrefringéncia na eletrodina-
mica nao-linear [99]. Por exemplo, tensores constitutivos do tipo? ¢ = ¢(E,B) e ji = u(E, B),
sendo (E,B) as magnitudes dos campos elétrico e magnético, permitem descrever os efeitos Kerr e
Cotton-Moutton em algumas configuragoes particulares [100].

Outra possibilidade de cenérios estendidos surge no contexto da eletrodinamica modificada por

INa representacio (D, H) em termos de (E, B).
2Aqui, a notagao “chapéu” indica uma matriz, ou seja, € = [€;;].
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violagdo da simetria de Lorentz (VL) [35-38], na qual as rela¢oes constitutivas sao descritas por

El—{—/{DE RKpB
D E
= , (4.1.3)
H B B
w1+ KB

RHE

onde Kpg, Kpp, ke € kgp sao matrizes adimensionais de ordem 3 X 3. Essas generalizacoes con-
duzem a uma eletrodinamica nao usual na qual os parametros magnetoelétricos, oriundos da VL,
podem gerar efeitos interessantes potencialmente relacionados a fenomenologia de novos materiais.

Com base nesse vasto cenario, o presente capitulo ird estudar o caso em que a permissividade
elétrica e permeabilidade magnética sao dadas por €;; = €}, u;jl = p'4;;, enquanto os tensores
magnetoelétricos sao descritos por parametrizagoes simétrica e antissimétrica, que serao discutidos
nas segoes (4.3.1), (4.3.2) e (4.3.3). Na segao a seguir, abordaremos a conservacao de energia e

suas consequéncias para os tensores constitutivos.

4.2 Relacoes para conservacao de energia

A conservagao de energia eletromagnética é estabelecida pelo teorema de Poynting® [1]

i J - E
V-S_—%(E-D*—H*~B)—< 5 ). (4.2.1)
no qual o vetor de Poynting é dado por
1
S = §(E x H"). (4.2.2)

A parte real da Eq. (4.2.1) fornece a conservacao de energia para o sistema. Na auséncia de fontes

(J = 0) e fluxo de densidade energia (V - S = 0), a lei de conservagao de energia simplifica-se em
Reliw (E-D*—H"-B)] =0. (4.2.3)

Dependendo da forma das relagoes constitutivas, é possivel obter diferentes expressoes restritivas
para os parametros constitutivos do meio a partir da Eq. (4.2.3). Considere as relagdes constitu-

tivas de um meio bi-anisotrépico,

D'(w) = €;j(w)E? (w) + aij(w) B! (w), (4.2.4a)
H'(w) = p;;' (w) B (w) + Bij(w) EY (). (4.2.4b)

3Vide o Apéndice F.
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Substituindo (4.2.4) na Eq. (4.2.3) e utilizando a propriedade Re[z] = 1 (z + 2*), sendo z um

complexo, obtemos®

(4.2.5)

com (;; = ui_jl. Renomeando os indices i <+ j nos terceiro, quinto e sétimo termos, tem-se

(€5 =€) E'EY — (5 — ¢ji) B'BY + o E'BY — B, E B’ — a;; E*' B’ + 3;; E’ B* = 0, (4.2.6)

ij

que pode ser simplificada utilizando-se novamente 7 <> j nos terceiro, quarto, quinto e sexto termos,

resultando em
(1, =€) B'EY — (¢ — ¢i) B'B + (af; + Bji) B'BY — (B} + a;s) EYB' = 0. (42.7)

Essa equagao estabelece a relagao geral para a conservagao de energia, envolvendo todos os tensores
constitutivos com os campos elétrico e magnético. Uma forma simples de garantir a conservagao

de energia é fazer todos os “coeficientes” (contraidos com os campos) iguais a zero, ou seja,

6;} — €5 = 0— €5 = 63;-*, (428>
Ci—Ci=0—Gj = gg*, (4.2.9)

Na forma matricial, essas relacoes sao escritas como

~

e=¢t, (=(1 a=-4" (4.2.11)

Uma vez que as condigoes (4.2.11) s@o satisfeitas, a conservagao de energia no sistema eletro-

magnético é assegurada. Tal condicao sera considerada nas segoes seguintes.

4.3 Propagacao de ondas eletromagnéticas em cenarios bi-

isotrépicos e bi-anisotrépicos

Utilizando o ansatz de ondas planas, (E,B) o exp [i(k - r — wt)], as equagoes de Maxwell sao

escritas como (para p = 0)

k-D(r,w) =0, kxH(r,w)+wD(r,w)=—-iJ(r,w), (4.3.1a)

k-B(r,w) =0, wB(r,w)=kxE(r,w). (4.3.1b)

4Note que omitimos aqui a dependéncia na frequéncia w para termos uma notacio mais “limpa’”.
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Considere um meio homogéneo cujas relagoes constitutivas sao dadas por (4.1.1). Implemen-

tando agora
€j = €05, Cy=p 0y, J =0FE, (4.3.2)
as equagoes de Maxwell permitem escrever — seguindo o procedimento discutido na Sec. 2.3:
M E? =0, M;; = [n25ij —nnj — uEij] , (4.3.3)
em que o tensor de permissividade elétrica estendido é dado por
€j = €0, — (€mj + Bij€imi) N, (4.3.4)
com € =€+ io/w.

A seguir, examinaremos os efeitos de propagacao de ondas eletromagnéticas em trés cenarios

distintos, que consideram diferentes parametrizacoes para os tensores magnetoelétricos a;; e 3;;.

4.3.1 Caso bi-isotrépico

Iniciamos considerando o caso de parametros «;; e §;; simétricos e isotropicos, onde os coefici-

entes das quantidades & e B sao dadas por

Q5 = Oé5z‘j7 Bij = 55@‘7 (43‘5)
com «, 3 € C. Aplicando a condicao «;; = —ﬁjj na parametrizacao (4.3.5), tem-se
f* = —a. (4.3.6)

Nesse caso, as relagoes constitutivas assumem a forma tipica bi-isotrépica (4.1.2),
1
D =¢E + aB, H=-B + SE, (4.3.7)
1

intensamente investigadas na literatura em varios cenarios [52,55-60].
Inserindo (4.3.5) na Eq. (4.3.4), obtém-se

Eij = gélj + (Ck + B)Gi]‘knk, (438)
enquanto o tensor M;; tem a forma seguinte:
n3 +mn3 — pe —ipo/w  —nng — pla+ Bng  —ning + p(a + B)ng

(M) = | —nuna+ p(a+ B)ng  n?+n2 — pe—ipo/w  —ngng — pla+ B)ny | . (4.3.9)
—ninz — p(a+ B)ny  —nonsg + p(a + B)ny  n? +n3 — pe — ipo /w
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Calculando det[M;;] = 0, obtém-se
n* —n? [2ué — (P (a + B)?] + P =0, (4.3.10)

a qual fornece os seguintes indices de refragao

n? = pé — 27 +ip(a + BN pE — Z, (4.3.11a)
7z - M, (4.3.11D)

que se simplificam em
ne =\/pé—Z+ivZ. (4.3.12)

Os indices de refracao podem também ser obtidos através da diagonalizagao do tensor de
permissividade elétrica efetiva e, entao, faz-se cada autovalor igual a n?/u. Os autovalores €,(a =
1,2, 3) satisfazem éijeg = ¢,¢’, onde e, representa o autovetor associado a €,. Diagonalizando-se a

matriz € da Eq. (4.3.9), encontramos os autovalores

6 =etil, (4.3.13a)
w

o
€94 = €x = €+ 1i— £ i(a+ f)n, (4.3.13Db)
w
associados aos seguintes autovetores,

n
e = —, (4.3.14a)
n

] nsn £ inine
€3 = —F——— Fi(n? + ng) . (4.3.14b)

ny/2(ni+n3) | .
+insgns — nin

Os autovalores (4.3.13a) e (4.3.13b) sao relacionados com os seguintes indices de refragao

n? = <e n if) , (4.3.15)
w

n? = p (e + 15) +iu(a + B)n. (4.3.16)

Nota-se que a Eq. (4.3.15) representa o indice refrativo de um meio isotrépico condutor. Por outro
lado, a Eq. (4.3.16) recupera o resultado (4.3.12), o que significa que somente os autovalores €,
e €3 podem ser associados com os indices de refracao n, e n_ do meio, respectivamente. Essa
abordagem de determinacao dos indices de refragao via a relagio n? = ue,(n), onde €, representa
os autovalores da permissividade ¢;;, funciona somente quando o campo elétrico ¢ perpendicular

a direcao de propagacao. Tal condicao é garantida aqui pela lei de Gauss, k- D = 0, na qual o
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deslocamento elétrico, dado por
!
D =¢E+ —k x E, (4.3.17)
w

leva a k- E = 0. Assim, para um vetor geral n = k/w, o campo elétrico associado, E,, satisfaz

n-E, = 0. Dessa forma, a Eq. (4.3.3) simplifica-se em
[n25ij — ILLEZ]] Ej = 0, (4318)

ou n?d;; = pé;, gerando uma correspondéncia direta entre n? e os autovalores de €;, isto &,
n? = uey,(n). Essa é razao pela qual os autovetores (e,) representam os campos elétricos, E, ~ e,.
Além disso, observa-se que n - e, = 0 é satisfeita pelos autovetores da Eq. (4.3.14b), indicando a
transversalidade dos modos propagantes, Es ~ €5, E3 ~ e3, cujos autovalores (4.3.13b) produzem
os indices de refragdo n4 |[veja a Eq. (4.3.12)]. Em contrapartida, observa-se que n - e; # 0, o que

significa que o autovalor €; nao gera um indice de refragao do meio.

4.3.1.1 Modos de propagacao

Para se determinar as polarizacoes dos modos propagantes, pode-se escolher um sistema de

coordenadas no qual a propagacao ocorre ao longo do eixo z, ou seja,
n = (0,0,n). (4.3.19)

Nesse caso, a matriz (4.3.9) ¢é escrita na forma

n?—pé  —pla+pfn 0
(Ml = | pla+ B)n n? — ueé 0o |. (4.3.20)
0 0 _uE

A condigao M;; E? = 0 fornece as seguintes solugoes normalizadas para o campo elétrico:

1
1
By —— | 4|, 43.21
=+ \/5 01 ( )

em que E, e E_ representam vetores LCP e RCP, respectivamente. A solugao (4.3.21) nao depende
da natureza (real ou complexa) dos pardmetros constitutivos « e 3, sendo valida para todos os

casos que serao discutidos a seguir.
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4.3.1.2 Efeitos 6pticos dos parametros magnetoelétricos em dielétricos nao-condutores

Para um dielétrico nao condutor (o +— 0), os indices de refragao (4.3.12) tomam a forma,

Ny = \/,ue - MQ(O‘J b ii“(a; 22y (4.3.22)

Naturalmente, no limite em que o + 3 — 0, recupera-se o indice de refracao usual para um
dielétrico, ny — /me. A Eq. (4.3.22) assume comportamentos distintos quando os parametros
magnetoelétricos sao reais ou complexos, ou seja, i) a, € Ceii) a, § €R

No primeiro caso i), a, § € C e podemos escrever:
a=d +id", pB=p+if", (4.3.23)
em que o = Re[a], o” = Im[a], ' = Re[f] e 7 = Im[5]. A condi¢ao (4.3.6) implica que
o = —f. o =4" (4.3.24)
que leva a a 4+ 8 = 2ia”. Portanto, os indices (4.3.22) se tornam

ny = /e + p2a’? F pa”, (4.3.25)

que sao reais, positivos e geram birrefringéncia. Uma vez que os modos de polarizacao sao LCP e
RCP [vide (4.3.21)], o efeito da birrefringéncia pode ser avaliado em termos do poder de rotacgao
(2.3.26) que, para os indices da Eq. (4.3.25), produz

d = pwa”. (4.3.26)

Tal efeito ¢ uma consequéncia de (a+ ) = 2ia”. Portanto, a birrefringéncia ocorre somente quando
os parametros constitutivos possuem uma parte imaginaria. No segundo casso ii) «, 5 € R, tem-se
f = —aed” =0. Consequentemente, vale (a + 5) = 0, e temos apenas ny = /pe. Logo, nao

ocorre birrefringéncia.
4.3.1.3 Velocidade de fase, velocidade de grupo e vetor de Poynting

Substituindo n = k/w na Eq. (4.3.12), obtém-se

ki
C Vpe—Z+WZ

Para avaliarmos as velocidades de grupo e de fase, consideramos a natureza (real ou complexa)

(4.3.27)

W+

dos parametros magnetoelétricos. Assim, temos:
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i) Para a, 8 € C, tem-se (a + 3) = 2ia”. Logo, Z = —u2a’? e

(4.3.28)

W+

B k
/,ue I ,uo/’2 == /LO‘”'

Nesse caso, observamos que w4 > 0 para todos os valores de k, garantindo a propagagao de

modos fisicos. As velocidades de fase e grupo serao iguais

W4+ 1 &ui 1 (4 3 29)
V. = — = s v = — . .J.
ph(+) k /ue + pa F pad 9(%) Ok /ue + pa F pad
ii) Para o, 8 € R, tem-se (« + ) = 0. Logo, Z=0¢
k
Wy = (4.3.30)

=

Consequentemente, as velocidades de grupo e fase sao aquelas de um dielétrico homogéneo e
isotropico, ou seja,

1 1
e (4.3.31)

=T Uph(+) = 7~ = ——-
e ph(+) k i

Ouae
ok

Vg(x) =

Uma vez que vy+) < 1 em ambos os casos i) e i), a causalidade classica é assegurada para a
propagacao de ondas eletromagnéticas em todo o dominio de k.
Podemos agora determinar o vetor de Poynting (4.2.2) para o cenério bi-isotrépico. Inicial-

mente, substituimos B = n x E (obtido da lei de Faraday) na relagao constitutiva (4.3.7) para

H,
1
H=-nxE+JE, (4.3.32)
1
de modo que (4.2.2) fornece
1 a1y B )
S=—[Ex@nxE)+—(ExE"), (4.3.33)
20 2
. 1 2 * B* *
S—ﬂ[n|E| — (n-E)E*] + 5 (B xE), (4.3.34)

onde E x (n x E*) = n|E|? — (n- E)E*. Na auséncia de fontes (p = 0), a lei de Gauss fornece
k - D = 0. Considerando a relagao bi-isotropica D = ¢E + aB, temos ¢k - E + ak - B = 0, que

implica em

k-E=0—-n-E=0, (4.3.35)
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uma vez que k-B = 0 e k = wn. Assim, substituindo (4.3.35) na Eq. (4.3.34), obtemos finalmente

1 *
S = ﬂn|E|2 P “(E x E"). (4.3.36)

5

A parte real do vetor complexo acima® nos fornece a média temporal do vetor de Poynting [1], ou

seja,
(S) = Re | Sn[BP + 2 (B x BY) (4.3.37)
2 5 , 3.
(S) = inyE\Z + Re E(E x E¥) (4.3.38)
2 5 , 3.
na qual usamos Re[n] = n = nn, pois os indices de refracao sao reais. Utilizando agora a
propriedade Re[z] = (1/2)(z + 2*), teremos
@%:inmﬁ+lhﬂExEﬂ+MExEﬂ (4.3.39)
2 1 , 3.
() = oonlBl + 1 [ (5 — )8 X B)] (4.3.40)
2 1 ) 3.

Para simplificar, podemos escrever o campo elétrico como
E =FE +iE’, (4.3.41)

em que E' = Re[E] e E” = Im[E], sendo E’ e E” reais. Utilizando novamente g = 3’ + if”, temos

p* — = —2i", e escrevemos:

(S) = —n\EP ( 2i3") | (B x E') —i(E' x E") +i(E" x E') + (E" x E")| , (4.3.42)
(S) = —n\El2 ( i8")(—2i)(E" x E"), (4.3.43)
(S) = %n|E|2 —o'(E' x E), (4.3.44)

onde utilizamos " = .

Como a lei de Gauss fornece n-E =0, valen-E =0en-E’ = 0, de modo que E' e E”
estao definidos no mesmo plano ortogonal a n. Portanto, (E' x E”) é paralelo ou antiparalelo a
n. Portanto, no meio bi-isotrépico considerado, o fluxo de energia se propaga na mesma diregao

da onda eletromagnética, indepenentemente do parametro magnetoelétrico, o, responsavel pela

5Segundo o Jackson [1], a convengao adotada é que a média temporal do produto de quantidades complexas ¢é igual
a 1/2 da parte real do produto, ou seja, (A) = (1/2)Re[A], sendo A = C-F*, onde A, C e F sao vetores complexos
quaisquer. Um pouco adiante, na p. 265 [1], o Jackson j& implementa o fator 1/2 nas quantidades complexas e,
dessa forma, a média temporal das mesmas é obtida apenas tomando-se a parte real delas. Por exemplo, ele define o
vetor de Poynting complexo como S = (1/2)(E x H*) em vez de S = E x H*, como definido pelo Zangwill p.593 [7]
e o Kong p.48 [50]. Dessa forma, a média temporal do vetor de Poynting, dada por (S) = (1/2)Re[E x H*] fica
equivalente nas trés referéncias [1,7,50].
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birrefringéncia.

4.3.2 Caso bi-anisotrépico simétrico

Agora exploraremos o cendario onde «;; e f3;; sao tensores simétricos nao-diagonais, enquanto a
permissividade elétrica, €, e permeabilidade magnética, p, sao constantes. Esses tensores podem

ser parametrizados por meio de um tri-vetor d constante, ou seja,
o = addy, By = Pd;d, (4.3.45)
de tal forma que as relacoes constitutivas sao escritas como

1 N
D=¢E+ad(d-B), H=-B+/3d(d-E). (4.3.46)
7

Os parametros a;; e (;; na Eq. (4.3.45) representam matrizes 3 X 3 simétricas com tragos dados por

ad? e Bd?, respectivamente, contendo elementos off-diagonal que podem gerar anisotropia. Essa

¢ uma diferenga notavel em relagdo a configuragao bi-isotropica (4.3.5), estudada na Sec. 4.3.1.
Por questoes de generalidade, supomos «a;;, 8;; € C, o que é compativel com d € R® e &, B e C.

Dessa forma, a condigao (4.2.11) permite estabelecer
B=—a", (4.3.47)
o que implica em
&=-p, & =p" (4.3.48)

m(d], 5 = Re[f] e 5" = Im[3].

sendo & = Rela], " =1
Substituindo (4.3.45) no tensor de permissividade elétrica (4.3.4), obtemos (com o = 0)

€ij = €045 — <B€imnnmdndj + &eamjdidanm> - (4.3.49)

O tensor M;; (4.3.3) é reescrito como

(M) =N — u(T + &), (4.3.50)
com N dado por
n% + n% — € —N1No —nqing
N = —nqne n? +n3 — e —Nons , (4.3.51)
—nin3 —Nons n% + n% — €

enquanto as contribui¢oes dos parametros magnetoelétricos estao contabilizadas nas seguintes ma-
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trizes:
T = —(a— B)diag (T, T», Ts) , (4.3.52a)
0 €2 €3
E=len 0 e, (4.3.52b)
€31 €3 0
onde

T1 = dl (d2n3 — dgng), T2 = dg(dgnl — dlng), T3 = dg(leLQ — din), (4352C)

€19 = —Bdy(dsny — dyng) + ady (dyng — dsng), (4.3.53a)
€13 = —Bds(dsny — dang) + ady (dany — diny), (4.3.53D)
€21 = —Pdy(dyng — dsny) + ady(dsng — dons), (4.3.53c)
€33 = —Pds(dyng — dsny) + ady(dany — dyny), (4.3.53d)
€31 = —Bdl(dznl — dyny) + adz(dsny — dang), (4.3.53e)
€30 = —Pdy(dany — dyng) + ads(ding — dsng). (4.3.53f)

Calculando det[M;;] = 0, obtemos a seguinte relacao de dispersao:

e(n® - ,ue)z +afu [ped® — (n-d)?] |d x n|’> =0. (4.3.54)

Utilizando a relagao (4.3.47), temos &3 = —|&|?. Implementando n-d = nd cos ¢, a Eq. (4.3.54)

fornece os seguintes indices de refracao

25244
w2 = LN 4 plald2sin? oy e + 11 ] , (4.3.55)
s
ou
N N —
nt:,/—k—ﬂe\/gi,/ﬂ, (4.3.56)
2s 2s
na qual
2| 5|2
N = e+ a |O;‘ sinfp, s=1+ %|6z|2d4 sin? o cos? . (4.3.57)

O comportamento dos indices de refracao (4.3.56) esta ilustrado nas Figs. 4.1 e a Fig. 4.2 em
termos de ¢ € [0, 7] e |&] € [0, 1] (para ilustragdo). O efeito de anisotropia se manifesta através da
dependéncia de n4 com o angulo ¢, definido entre o vetor constitutivo d e a dire¢ao de propagagao

n. Observamos que o comportamento nao-linear de ny acentua-se & medida que o valor de |@|
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aumenta. Notamos ainda que para angulos ¢ = {0, 7}, n; assume valores minimos, enquanto n_
apresenta valores maximos. Por outro lado, para ¢ = {7/2}, n, expressa valor maximo, e n_
assume valor minimo. Para ¢ = {0, 7}, percebe-se também que n, = n_, o que esta de acordo
com s = 1 e com a Eq. (4.3.56), que resulta em ny = ,/j€ para ¢ = {0, 7}. Tal caracteristica esta

ilustrada na Fig. 4.3, na qual notamos que as duas superficies se encontram somente nas diregoes

v ={0,7}.

) Figura 4.2: Indice de refracio n_ da
Figura 4.1: Indice de refracao n, da Eq. (4.3.56). Aqui, utilizamos p=1,e=2¢e
Eq. (4.3.56). Aqui, utilizamos p=1,e=2e d=1.
d=1.

20

25

2.0

1.5

1.0

I
2
¢

0

Figura 4.3: Indices de refracios n, (superficie na cor laranja) e n_ (na cor verde) da Eq. (4.3.56).
Aqui, utilizamos p=1,e=2ed = 1.

A seguir, vamos examinar dois casos particulares desse cenério: i) a configuragao d-longitudinal
onde d - n = nd; e ii) a configuragao d-transversal em que d - n = 0.
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4.3.2.1 Configuragao d-longitudinal

Para esse caso, vale ¢ = 0, N = ue e s = 1, de modo que podemos escrever d = (0,0,d) e

n-d = nd. Dessa forma, a Eq. (4.3.56) simplifica-se em

revelando a existéncia de apenas um tnico indice de refracao, n, = n_. Consequentemente, nao
hé birrefringéncia para essa configuracao.

Para obtermos os modos de propagacao, escolhemos um sistema de coordenadas onde n =
(0,0,n). Implementando agora (4.3.58) na Eq. (4.3.54), a condigao M;;E? = 0 fornece modos de

propagacao geneéricos
E,
E=|E,|, (4.3.59)
0

que representam campos transversais com polarizagao nao definida (linear, circular ou eliptical). E
interessante observar que somente um indice de refracao foi determinado e o mesmo nao depende
da direcao de propagacao, indicando sinal de isotropia no sistema. Isso nos permite interpretar a

direcao d como eixo 6ptico do meio.

4.3.2.2 Configuragao d-transversal

Podemos construir o caso d-transversal escrevendo,
d= (dl, dz, O), n = (0, O, n), (4360)

que implica em n -d = 0. Assim, teremos s = 1 e N = pe + |a[*u?d*/2 de forma que (4.3.55) ¢

lida como

2|~|2 4

wal?d p?|a2d

+ |a|d?
[&ld™y/ pe + ——

(4.3.61)

2 _
ny = pe +
ou

prlafdt | plald?

4.3.62
1 5 (4.3.62)

Ny = A/ pe +

Para o computo dos modos de propagagao, iniciamos implementando (4.3.60) na matriz (4.3.54),
o que fornece
n% — pe+ Ony  —pne(Bd3 +ad?) 0
[(Mi;] = | pns (Bd? + ad3)  n2 — pe — 2ny 0o |, (4.3.63)
0 0 — €
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em que
2 = (@ — B)dydy = 2ui'dyds. (4.3.64)
Utilizando agora (4.3.62), reescrevemos a (4.3.61) como

n? = pe + pla|d*n.. (4.3.65)

Assim, substituindo (4.3.65) na Eq. (4.3.63), a condi¢ao M;;EY = 0 resulta em

1
32 ~ 72
E. — g, | MPdi+ady) (4.3.66)
2 F pla|d?
0
com Fjy sendo uma amplitude apropriadamente escolhida. Para d; = 0, tem-se
1 1
Q 1 a +ia”
Ei=E|F=|=—|F—F— |- (4.3.67)
[&] V2 &l
0 0
que representa polarizacoes lineares para o # 0, @ = 0, ou polarizagoes circulares para &' = 0,

o’ #£0.

A birrefringéncia é um efeito esperado nessa configuragao, uma vez que a Eq. (4.3.62) exibe dois
indices de refracao reais e distintos. Os modos (4.3.67) sdo genéricos, entretanto, nao representam
necessariamente vetores RCP ou LCP, de forma que a birrefringéncia nao pode ser sempre descrita
em termos do poder de rotagao [vide (2.3.26)|. De fato, para o # 0 e o’ # 0, pode-se caracterizar

a birrefringéncia em termos da diferenca de fase A, dada por

A=—Ilny —n_), (4.3.68)
onde \g é o comprimento de onda (no vacuo) da luz incidente e [ é a espessura do meio ou distancia
percorrida pela onda. Usando (4.3.62), encontramos a seguinte diferenca de fase por unidade de
comprimento:

= = T pulald® (4.3.69)

Para o/ = 0e o’ # 0, os modos da Eq. (4.3.67) simplificam-se em vetores RCP e LCP, situagao

em que a birrefringéncia pode ser avaliada por meio do poder rotagao |vide (2.3.26)]. Nesse caso,
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utilizando (4.3.62), obtemos

5 = —w%. (4.3.70)

Como a diferenga de fase (4.3.69) e o poder de rotagao (4.3.70) dependem do modulo de @, a
birrefringéncia ocorre independentemente da natureza dos parametros magnetoelétricos (reais ou
complexos). Essa é uma importante distingao em relagdo ao caso bi-isotrépico da Sec. 4.3.1, no
qual a birrefringéncia ocorre somente quando a parte imaginaria de & é nao-nula.
4.3.2.3 Configuragao d-genérico

Vamos analizar um caso combinado onde o vetor d possui componentes longitudinal e ortogonal
em relagao a dire¢ao de propagagio n, adotada em (4.3.60). Assim, propoe-se

d = (0,dy, ds). (4.3.71)

Os indices de refracao (4.3.55) sdo reescritos na forma

1
(e + Ay sin® ), (4.3.72)

2
ny = —
s

com s dado por (4.3.57) e Ay definido como

2| = 2d4 2| A 2d4
Ay = % |G|y e + “'O‘T| (4.3.73)

A matriz (4.3.54) é dada agora por

nj—pe  —pBding —pPBdadsng
[Mij] = | +uading 03— pe 0 , (4.3.74)
+pcdadsng 0 — e
na qual se utilizou (4.3.71). A Eq. (4.3.72) pode ser lida como

1
ni = pe+ —, (4.3.75)
g

onde se define

1L = Mi(l —5) + Aysin® . (4.3.76)
€
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Substituindo (4.3.75) na matriz (4.3.74), o computo de M;; EY = 0 fornece

1
EL =F, — (6/ + id”) d%niTi . (4377)
F (&' +16") dadsna e

Diferentemente dos casos particulares d-longitudinal e d-transversal, os modos (4.3.77) sao dotados
de uma componente longitudinal, sendo essa uma propriedade dessas solugoes gerais para ¢ # 0
ou ¢ # /2.

A polarizagdo dos modos (4.3.77) é lida a partir do setor transversal da matriz, ou seja, as duas
primeiras componentes. A parte transversal da Eq. (4.3.77) nao representa onda LCP nem RCP,
sendo linearmente polarizada (para o # 0, &@” = 0) ou elipticamente polarizada (para & = 0,

o #0). Portanto, a birrefringéncia é avaliada por meio da diferenca de fase A. Logo, utilizando

(4.3.56), a Eq. (4.3.68) resulta em
Al | N — pey/s
A= —\ —. 4.3.78
)\0 2s ( )

Na Fig. 4.4, plotamos a Eq. (4.3.78) em termos do dngulo ¢ e da magnitude do pardmetro mag-

netoelétrico &, que controlam a anisotropia do sistema.

Figura 4.4: Fator de defasagem (diferenca de fase por unidade de comprimento) da Eq. (4.3.78)
em termos de ¢ e |@|. Aqui, utilizamos p=1,e=2ed=1.

Observamos que a birrefringéncia assume valor maximo para ¢ = 7/2, que corresponde exata-
mente & configuragao em que n, apresenta valor maximo e n_ expressa valor minimo.
4.3.2.4 Velocidade de fase, velocidade de grupo e vetor de Poynting

O cenéario bi-anisotropico simétrico, dado nas Eqs. (4.3.45) e (4.3.46), leva a uma equagao
de dispersao anisotropica, contendo produtos escalar e vetorial entre o vetor d e a direcao de

propagacao n. Dessa forma, a relacao de dispersao se torna dependente das componentes de
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ambos os vetores. De fato, da Eq. (4.3.54) podemos escrever
(K2 — pew?)” — Bla)? [pew?d® — (k- d)?] [d2K2 — (d - k)*] =0, (4.3.79)
€
que fornece

k2 ’Oz’2d2 L ‘042 k4
il Pk — (d- k)2 b+ 2% (k- d)? [Pk - (d-K)Y] + —— = 0. (4.3.
oo {0 T e - @i b+ 28D e ap e - @+ — 0 asso

Resolvendo em w, obtemos

k* |af*d® a |a|?d
2 = ’k? — (d- k)] +— [’k®— (d -k 4.3.81
wy u€+ 5o | (d-k)?] ; I (d - k)?] M€+ ER ( )

18 e — @10 [‘Oﬁ Ty '5“‘”4] . (1382

S
H- ™o
I

[Ee € 2¢ JL€ 4e?

As velocidades de fase de cada modo, w, e w_, serao dadas por

W4 1 & [ - |&|d? 1 |&|2d*
St SN —d2—d-k2} Y i ] 4.3.83

Uph(E) = JLE + € ( ) 2¢ JLE * 4€? ( )
sendo validas para o caso geral, onde o vetor d pode possuir componentes longitudinal e ortogonal
a direcao de propagacao.

Para o caso d-longitudinal, em que d - k = d, temos

1
long.
Uph(i) ﬁ (4384)
Na configuracao d-transversal, vale d - k = 0, de forma que a Eq. (4.3.83) resulta em
1 al2dt  |ald?
vgif‘(“isj =4/—+ 121 + 4 . (4.3.85)

JLE 42 2¢

Para se determinar as velocidades de grupo, podemos efetuar uma diferenciacao implicita na

(4.3.81), uma vez que a mesma contém o produto escalar envolvendo a diregdo de propagagao, k.

Teremos entao

s Ok ok o [lape  jal 1 |aPde
2. 2% — (o) g2 (2w 2 ) “2a - W)@ e B
“ Gk ( am) * [ ( ok ) (d-) 8!@@} [ 22 e\ e Tae |

=Vg(d)

(4.3.86)
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oki ~
mas ;5 = 0;;, entao obtemos

Co Al Jllae [T japd

, 1K al ;.. - | |ald? 1 |a&l?d

oy =—< —+— |d°k'—(d-k)d'| | — L4/ —+—]| ¢ 4.3.88
Ya() Wi {ue + € [ ( ) ] [ 2¢ JLE + 42 ( )

Note que as velocidades de grupo (4.3.88) dependem das componentes dos vetores d e k e da
direcao relativa entre ambos, (d - k). Tal anisotropia nao é observada, como esperado, no cenario
isotropico |vide Eq. (4.3.29)].

Para o caso d-longitudinal, temos k e d apontando na mesma direcao. Assim, observamos
que, no segundo termo de (4.3.88), o fator dependente das componentes de d e k simplifica-se em:
d’k' — (d - k)d' = d?k' — dkd' = d*ké; — dk(de;) = d’ke; — d*ké; = 0, em que €; representa uma

diregao de propagagao arbitraria. Dessa forma, a Eq. (4.3.82) resulta em

wi K — w k (4.3.89)
ong. = :t lOIl . = b
+(long.) L€ (long.) \/E
Consequentemente a velocidade de grupo (4.3.88) sera
i(long.) pe k' 1 K long. I
_ve=r - - — k. 4.3.90
/Ug(:t) k‘ H’e //“’LE kf Vg(:t) /'LLE ( )
No caso d-transversal, vale d - k = 0. Logo, a Eq. (4.3.82) fornece
(1 jaPdt lald? 1 |af2de
: =k*|— + — 4+ 4.3.91
wi(trans.) L€ + 2¢2 B 116 + Ae2 ) ( )
_ 2
1 |al2d* | |ald?
2 12
wi(trans.) =k E + Ae2 + % (4392)
A velocidade de grupo (4.3.88) nesse caso sera dada por
i(trans.) k! 1 |O~52d4 |d|d2 1 |&|2d4
=—|— + — 4.3.93
g(£) w:l:(trans.) LL€ + 2¢2 € e + 4e2 ) ( )
_ 2
i(trans.) k' 1 |5[|2d4 |d|d2
= — — + 4.3.94
9(£) W (trans.) HE i 4€? 2e ’ ( )
que pode ser simplificada utilizando-se a (4.3.92), resultando em
i(trans.) kl 1 |d|2d4 |&|d2 trans. 1 |&|2d4 |&|d2 1%
= — — + — = —+ — =+ — k. 4.3.95
Vo) k [ LL€ * 4e2 2¢ Vo) L€ + 42 2¢ ( )
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O comportamento da velocidade de grupo (4.3.95) em termos do parametro magnetoelétrico,
a, ¢ ilustrado na Fig. 4.5.

Vtrans.

Figura 4.5: Velocidades de grupo vy+) do caso d-transversal. A curva azul e ponto-tracejada
representa vy(—), enquanto a curva em vermelho ilustra vy). A linha tracejada vertical indica o
valor de |&| = 1, de acordo com (4.3.98), acima do qual vyyy > 1. Aqui, utilizamos p=1,e=2e
d=1.

Notamos que vg(4) > 1 ocorre para determinados valores de |&/|, isto é, para |&| > o, sendo o,
o valor critico no qual vy = 1. De forma geral, utilizando a Eq. (4.3.95), podemos determinar

uma relacao entre os parametros constitutivos que, quando satisfeita, gera vy;) > 1. Assim, temos

1 |&|2dt |a|d?
—_—t——4+—>1 4.3.96
JL€ 4€2 + 2¢ ’ ( )
que, apos algumas simplificagoes, fornece:
l&| > a., (4.3.97)
em que definimos
pe —1
Qe = s (4.3.98)

Portanto, para |&| > a., observamos velocidade de grupo vy > 1. Esse modo estd associado ao
indice de refracao n_ da Fig. 4.2 que, para a configuragao transversal ¢ = 7 /2, assume valores n < 1
4 medida em que o parametro |&| cresce. E importante estar atento ao subscritos (&) utilizados
para distinguir n+ e vy+). A associagao entre essas quantidades deve ser feita da seguinte forma:
os modos propagantes (+) com indices de refragdo ny estéo relacionados as velocidades de grupo
Vg(s)- Esse detalhe de notacao pode ser rapidamente simplificado trocando-se o sinal (£) no tltimo
termo da (4.3.81). Dessa forma, a associagao entre as quantidades analisadas aqui ocorre de forma

direta: n4 estd associado a vg(+).
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A seguir, determinaremos o vetor de Poynting (4.2.2) para o cenério simétrico. Partindo da
relagao constitutiva (4.3.46), escrevemos

H - %(n « E) + fd(d - E), (4.3.99)

na qual utilizamos B = n x E. Substituindo (4.3.99) na (4.2.2), obtém-se

S — i B x (n x BY)] + %(E «d)(d-E), (4.3.100)
que resulta em
S— LaEP - Lm-B)E + (B X d)d-E) (4.3.101)
20 20 2
Substituindo a primeira relagao da (4.3.46) na lei de Gauss, temos
¢k-E+ak-d)(d-B) =0, (4.3.102)
que, por meio de k = wn e B = n x E, fornece
(n-E)= —%(n -d)[d- (nx E)], (4.3.103)
(n-E)— —%(n "d)[E-(d x n)]. (4.3.104)
Assim, o vetor de Poynting (4.3.101) é dado por
S = in|E|2 + i(m d)[E-(dxn)]E* + E(E x d)(d - E*). (4.3.105)
2u 2ue 2
Para simplificar tal expressio, usamos 3* = —@ = —&' — id” e
E=FE +iE’, (4.3.106)

sendo E' = Re[E] e E” =

Im[E], com E’ e E” reais. Implementando entao (4.3.106) na Eq. (4.3.105),
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teremos

S=LtnEr+ L ma) { E'[E - (d xn)] +E'[E"- (d x n)]} n
2u e
- 2(26(“ ) { BB (dxn) —B'[E - (@dxn)]} - 5| (d-E)(E xd)+(d-E)E xd)]+
+ 5[ (@ BYE x ) (@-ENE xd)] + i;;e(n -a) { E'[E"- (d x n)] - E"[E'- (d x )]} +
+126;/€(n -d) { E'[E - (d xn)] +E'[E" (d x n)]} - %04 [(d "E)E" xd) - (d-E")(E x d)} +
- %a [(d-E)E xd)+(d-E")(E" x d)]. (4.3.107)

Tomando a parte real da Eq. (4.3.107), encontramos a média temporal do vetor de Poynting, ou
seja,
~/

1 Qa
S) = —n|E|?
(S) 2un‘ | o

(n~d){E’[E’-(dxn)]+E”[E”~(d>< n)]}+

~1 ~1!

_ QO;E(n.d) { E'[E"-(d xn)]—E"[E - (d x n)]} — % [(d-E’)(E’ x d)+
+ (d . E”)(E” X d)} + %ﬁ [(d . E/)(E// % d) — (d . E”)(E/ % d)} . (4.3.108)

Observamos que o fluxo de energia nao ¢ paralelo a direcao de propagacao, n. Depende das direcoes
relativas entre o vetor constitutivo, d, e a direcao de propagacao, n, e o campo elétrico. Para os
cenarios discutidos anteriormente, temos d x n = 0 para a configuragao d-longitudinal, enquanto

para o caso d-transversal, vale n-d = 0. Assim, a Eq. (4.3.109) simplifica-se em

(8) = ponlE - 5 [(dB)E xd)+ (d- BB )] +
+ %/ [(d-E)(E" xd) - (d-E")(E xd)], (4.3.109)

sendo valida para ambos os casos d-longitudinal e d-transversal.

4.3.3 Caso bi-anisotrépico antissimétrico

Examinaremos a seguir o cenario no qual os pardmetros magnetoelétricos sao descritos por

tensors antissimétricos, escritos como
Q5 = €55kAf, Bkn - Ekznrbr) (43110)
em que a = (ay,0y,a;) € b = (b, b,,b,) sdo, em principio, 3-vetores complexos fixos, que in-

troduzem diregoes privilegiadas no sistema, enquanto €;;;, representa o simbolo de Levi-Cevita

tridimensional. Para que a relagdo (4.2.11) continue valida, os vetores utilizados em (4.3.110)
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devem satisfazer
b* = a. (4.3.111)
Dessa forma, as relagoes constitutivas desse cenario assumem a forma

1
D =¢E +a x B, H=-B+bxE. (4.3.112)
W

Na literatura, relagoes constitutivas analogas a Eq. (4.3.112) possuem aplicagdo na descrigao de
sistemas de gas de elétrons [73| e na investigacao da propagacao eletromagnética em meios de-
pendentes do tempo (com acoplamento magnetoelétrico antissimétrico e permissividade elétrica
isotropica dependente do tempo) [74].

Substituindo (4.3.110) na Eq. (4.3.4), obtém-se

'k b-k bik;  ajk;
€, = (e il 2R —) 5y + L 4 L (4.3.113)
w W W

onde observamos o surgimento de termos que dependem de diregoes, ou seja, (a - k), (b - k), a;k;

e ajk;, que também contribuem para a matriz [M,;], dada por

[Myj] = N + pil(a+b) - n]los — 1 (A+ B), (4.3.114)
com N dado em (4.3.51), e
./4 = dlag < (b1 + al)nl, (bg + ag)ng, (bg + ag)TLg) s (43115)
0 bmz + asny b1n3 + asny
B = b2n1 + aing 0 b2n3 + asng . (43116)
b3n1 + ains bgng + aons 0

O calculo de det[M;;] = 0 resulta na seguinte relacao de dispersao (com o = 0)
0= [n*— pe+ p(c-n)] {[n2 — pe+p(c-n)] + % [(a-b)n* — (a-n)(b-n)] } . (4.3.117)

sendo c =a+ b.

Sendo os vetores a e b complexos, podemos escrever
a=a’ +ia”, b =Db"+ib". (4.3.118)
A restri¢ao imposta por (4.3.111) leva a

a=b, a'=-b. (4.3.119)
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Consequentemente, podemos simplificar alguns termos da Eq. (4.3.117), ou seja,

(a+b)-n=2(a-n), (4.3.120a)
(a-n)(b-n)=(a -n)’>+ (a”-n)? (4.3.120b)
a-b=d"+d"” =la (4.3.120c)

Iremos supor que o vetor a satisfaz a’ - n = a’'ncosy, a” - n = a’ncosp, sendo a’ e a” paralelos.

Dessa forma, a complicada rela¢ao de dipersao (4.3.117) nos fornece

[n* — pe + 2pa'n cos | =0, (4.3.121)
[nz (e + pla)? sin® go) + 2uea’n cos @ — /LGQ} =0, (4.3.122)

a partir das quais obtemos os indices de refragao (positivos), dados por

nay = /a2 cos? o + €/ — pa’ cos @, (4.3.123)
n(2) = % <\/,ue + p2a’? + p2a?sin® ¢ — pa’ cos gp) : (4.3.124)

com
r=1+ %|a|2 sin? i, (4.3.125)

em que @ designa o dngulo entre a’, a” e a dire¢ao de propagacao, n.

Nas Eqs. (4.3.123) e (4.3.124), consideramos as solugoes (positivas) que reproduzem indices de
refragao de um dielétrico ordinario no limite em que os parametros magnetoelétricos sao nulos, ou
seja, n,2) — y/He quando a’ — 0 e a” — 0.

O comportamento dos indices (4.3.123) e (4.3.124) em termos de ¢ € [0,7] e @’ € [0, 1] esta
representado nas Figs. 4.6 e 4.7, respectivamente, onde consideramos p =1, e =2, a”’ = 1. Como
n() depende apenas de a’, nao apresentando dependéncia em |a| ou a” (como ocorre em 7)),
escolhemos a” = 1 e implementamos |a|?> = 1 + a’? em n(y) para construir o grafico. Dessa forma,
os indices n(1) e n) apresentarao dependéncia apenas em (a’, ¢), facilitando a comparacao entre
os seus perfis graficos.

O efeito de anisotropia se manifesta através da dependéncia de n; 2) com o angulo ¢. Observa-
se que ambos n; ») apresentam um valor maximo para a direcao ¢ = 7. Notamos ainda que, para

a’ = 0, decorre ngy — /i€, enquanto

1
1+ (p/e)asin®

n() \/Me + p2a sin? @, (4.3.126)

o que justifica a o perfil nao-linear em n para a’ = 0 na Fig. 4.7. Isso acontece porque la|? =

a” + a", e escolhemos a” = 1 para que os plots das Figs. 4.6 e 4.7 exibissem a dependéncia de

n(,2) em a’. Essa diferenca de comportamento em a’ = 0 ¢ ilustrada na Fig. 4.8.

87



CAPITULO 4. MEIOS BI-ANISOTROPICOS COM RELACOES SIMETRICA E
ANTISSIMETRICA

Figura 4.6: Indice de refracio nay da Figura 4.7: Indice de refragio ne da
Eq. (4.3.123). Eq. (4.3.124).
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Figura 4.8: Comparacao entre os indices de refracao n( e nw) para @’ = 0. A linha vermelha
representa 71y, enquanto a curva azul ponto-tracejada indica n ).

A seguir, investigaremos duas configuragoes particulares entre a e n: configuragoes i) a-

ortogonal e ii) a-longitudinal.

4.3.3.1 Configuragao a-ortogonal

Para o caso ortogonal, temos a-n = 0 ou ¢ = 7/2. Assim, a relagao de dispersao fornece dois

indices de refracao,

nay = \/IM_E, (4.3.127)
M) = yie ; (4.3.128)
2
L+ (p/e)lal
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que sao reais e positivos. Nesse caso, ha birrefringéncia sem ocorréncia de absorcao.
Para determinarmos os modos propagantes, escolnemos novamente um sistema de coordenadas
em que n = (0,0,7n). Transversal a essa diregao de propagagao, podemos estabelecer a = (ay, as, 0),

de forma que a matriz (4.3.114) simplifica-se em

n? — pe 0 —pain
[M;;] = 0 n® —pe —pain |, (4.3.129)
—pan  —pasgn —pe

em que utilizamos b = a*. Utilizando (4.3.127), a equagao M;;E? = 0 conduz ao seguinte modo

de propagacao transversal:

("
E(l) = ra’ —aq y (43130)
0

com |a| = y/|a1]? + |ag|?. Substituindo agora (4.3.128) na Eq. (4.3.129), obtemos

—pefs 0 —pains\ [(E,
0 —pef,  —pains E, | =0, (4.3.131)
—paing —pasng  —E E,

cuja solucao é dada por

ay

x (4.3.132)

1
Ep=———=| a |
alv/14+ f,
WIS\ Lo

onde

£ _/lap

= T (ol (4.3.133)

Observe que a Eq. (4.3.132) representa um modo misto, ou seja, dotado de uma parte transversal e
uma componente longitudinal, relativas a dire¢ao de propagagao escolhidan = (0,0, n). Nesse caso,
nao é possivel determinar um modo transversal puro para o campo elétrico E s, pois a componente
longitudinal permance caso a; = 0 ou az = 0. O modo transversal E(;) e o setor transversal de E s
podem exibir polarizacao linear, circular ou elipica. De fato, pode-se escrever as componentes de
a como a; = (aj +iajy), as = (a} +1ia}y). Assim, para a] = aj = 0 ou @} = a}, = 0, a Eq. (4.3.130)
e a parte transversal de (4.3.132) resultam em modos linearmente polarizados. Por outro lado,
para a) = a4y = 0 ou af = a) = 0, isto &, para (a; = a7, as = ia}) ou (ay = iay,as = aj), tem-se
/

polarizagao eliptica. Modos circularmente polarizados somente ocorrem quando (a} = aj = 0 e

ay =ay) ou (af =ay,=0¢e a} =d}).
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Uma vez que determinamos os indices de refracao, (4.3.127) e (4.3.128), e os correspondentes
modos propagantes, podemos discutir os efeitos fisicos na propagacao de ondas. No caso em que
os modos sao linearmente ou elipticamente polarizados, a birrefringéncia é avaliada em termos da

diferenca de fase,

A= )\—l[n(l) — n(g)]. (4.3.134)
0
Assim, para os indices (4.3.127) e (4.3.128), a diferenga de fase por unidade de comprimento é
dada por
A2 1
e S , (4.3.135)
L 2o 1+ (p/€)lal?
que, no limite (p1/€) < 1 simplifica-se em
A mplaf®
= _ _ 4.3.136

4.3.3.2 Configuragao a-longitudinal

Consideremos agora o caso em que o vetor a aponta na mesma dire¢ao de propagagao, a-n = an.

Consequentemente, a relacao de dispersao (4.3.117) é escrita como
(n? + 2pa'n — pe)® =0, (4.3.137)

que envolve o quadrado de um polinémio de segundo grau em n. Assim, ha um indice de refragao

duplamente degenerado, dado por

n =/ pe+ p2a? — pa'. (4.3.138)

A solugao (4.3.138) corresponde exatamente a (4.3.123) e (4.3.124) para ¢ = 0, como esperado.
Determinamos os modos de propagagao considerando n ao longo do eixo z, isto é, n = (0,0, n),

ea=Db*=(0,0,a, +ia%). Dessa forma, a matriz (4.3.114) se torna
3 3

n? — e+ A 0
0 0 — L€

com A = 2una}. Utilizando (4.3.138), a equagao M;;EY = 0 proporciona modos transversais
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genéricos,
E,
E=1|E,|[, (4.3.140)
0

em que E, e E, sao arbitrarios. A solucao (4.3.140) pode representar modo de polarizagao linear,
circular ou eliptico, dependendo da natureza e da relagao entre E, e E,. Como essa relagao
nao é fornecida pelas caracteristicas analisadas até o presente momento, podemos afirmar que
a configuracao a-longitudinal permite, em principio, qualquer tipo de polarizacao. Além disso,
somente um indice de refracao foi obtido, sem sinal de birrefringéncia. Portanto, concluimos que

a direcao a define o eixo 6ptico do meio.

4.3.3.3 Velocidade de fase, velocidade de grupo e vetor de Poynting

Partindo das relagdes de dispersao em (4.3.117) e fazendo uso das expressoes dadas em (4.3.120),

obtemos expressoes do tipo f(w,k) = 0, dadas a seguir:

k2

2 9% k) - = =0 4.3.141
o =22l k)= =0, (43141)
1 2 " k)? . k)2
Wt - (Ll e @R @ (4.3.142)
€ e €2 €2 €2

E importante mencionar que a (4.3.141) fornece o indice de refracio nay da Eq. (4.3.123), enquanto
a (4.3.142) resulta no indice n) da Eq. (4.3.124). Uma vez que as equagoes acima envolvem pro-
dutos escalares entre os vetores constitutivos e a dire¢ao de propagacao, é necessario certo cuidado
ao se derivar as velocidades de fase e de grupo, tal como fizemos na Secao 4.3.2.4. Resolvendo a

primeira equagdo de dispersao (4.3.141), temos

K (a-k?  (a-k
Y L ALV ) (4.3.143)
Jita € €

Observamos que w_ < 0, sendo um modo instavel, enquanto o modo estavel é descrito por w, > 0.

Consideraremos entao w, e denominaremos w, = w(). A velocidade de fase serd dada entao por

A A

w 1 a-k)2 (a-k
V() = . = s ( > F oyl : ), (4.3.144)
1 a/2 a/
Uph(1) = e t= cos? ¢ + — cosy, (4.3.145)
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em que usamos k = kk. A velocidade de grupo ¢é calculada fazendo,

. 2 rk)2] 2 Oki j j
o =aw—@—%[k—+<a k)} {i(kﬂa—k_Jraik)ﬂuz( K) i ak:|+
[LE

g(1) okt [L€ €2 okt 0kt €2 okt

que fornece

K (a’-k)a" a’ k (a' k), !
V) = Ja LLGJFE—Q t— 2 Ve =fe EJF 2 2|t
sendo
1
for = ———.
K2, (k)
L€ €2

A partir da segunda equacao de dispersao, dada na Eq. (4.3.142), obtemos

2 " k)2 "k
B E T
e € € €

Sendo assim, consideramos a solucao w,, que satisfaz w; > 0, e também w; = w).

A velocidade de fase associada sera dada por

W) ]a\Q (a” - f{>2
Uph@) = T T JL€ et e €2 €2 +

(a’-k)‘

€

Enquanto a velocidade de grupo é obtida fazendo

;o Owyy 1 [a?\,, (k2] |a|2 Ok
Ye(2) = okt _5{(ue+ €2 k™ - 8k1k +

2" X 00 ol
+—
Okt e Okt’

que fornece

) al? a’ - k) ] at
U;@) :fa” |:(_+ | | >k1 ( 62 )a//z +_’

e €2

1 2 k) T /
Ve(2) = far K—Jrﬂ)k— @ K) +2
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(4.3.147)

(4.3.148)

(4.3.149)

(4.3.150)

(4.3.151)

(4.3.152)

(4.3.153)
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com

fa” -

1

\/( F )1 -

(a”~k)2 ’

€2

Para os casos particulares estudados anteriormente, teremos:

e Para a-ortogonal onde a’ -k =0, a” -k =0, a Eq. (4.3.143) fornece:

orto.
ph(1) —

1

Ve

orto. —
g(1)

1
Ve

Para o modo associado a w(z), a Eq. (4.3.149) leva a

|CL|2 orto _
2 N

O moédulo de v o(2)

orto.

orto

Uph(2) =

serd dado por

orto. __
Yg(2) =

1

— +

[LE

jal?

orto.

k—>U() =

Ll
e €2

€2

1

N3

k.

e Para o caso a-longitudinal, em que a’ -k = d’k e a” - k = a”k, obtemos

a/
) +_7 fa’:
€

long.

ph(1) —

1

i

0/2
62

a N k
_+?a log fa (

a'k

—|——a

sendo o moédulo da velocidade de grupo dado por

long.
Yoy =

1

11

G/Q

€2

a/

€

Temos ainda as velocidades para o segundo modo, ou seja,

com

long.

ph(2) —

1

i

a

€

12

2

+

a

!/

long.
g(2)

= fun [( + |a|2>k
e €2

93

//k "

€2

d

1

B+

e

/

_|__

)
a’2k2

€2

(4.3.154)

(4.3.155)

(4.3.156)

(4.3.157)

(4.3.158)

(4.3.159)

(4.3.160)

(4.3.161)
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O médulo de v' gg ¢ dado por

1 a? d
long. - v “w
U =\ et e e (4.3.162)

E importante mencionar que as velocidade de grupo Vg(1,2), €m ambos os casos a-ortogonal e
a-longitudinal, sao independentes de k e w, sendo uma consequéncia das configuragoes adotadas.
O comportamento das velocidades de grupo de ambos os casos longitudinal e ortogonal é

ilustrado na Fig. 4.9 em termos do parametro a’.

2.0

1.5
Vg 1.0

05/

Figura 4. 9 Velocidades de grupo dos casos a-longitudinal e a-ortogonal. A curva azul (solida) re-
presenta v (1) “da Eq. (4.3.159) e também v O(gf da Eq. (4.3.162). Aslinhas em vermelho (tracejada)
e verde (ponto-tracejada) indicam vg(}$ da tltima relacdo da Eq. (4.3.155) e vg5$ da Eq. (4.3.157),
respectivamente. As linhas tracejadas Vertlcals indicam os valores de @’ € {1/2,1} acima dos quais
as velocidades de grupo se tornam maior que 1, como indicado nas Eqs. (4.3.163) e (4.3.165). Aqui

utilizamos p =1, e =2ea’ = 1.

Observamos que as velocidades de grupo assumem valores maiores do que 1 para determinada

faixa de valores do parametro magnetoelétrico que se inicia acima de determinado valor critico.

De fato, temos vlo(ng) > 1 quando
a > al"e (4.3.163)
sendo
—1
glons = £ 62 (4.3.164)
1
Enquanto v"ft‘)) > 1 ocorre para
a' > agsy, (4.3.165)
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onde

N (43100
7

Seguindo nossas anélises, determinaremos a seguir a direcao do fluxo de energia para o cenério

bi-anisotrépico antissimétrico. Inicialmente, partimos da rela¢ao (4.3.112) e escrevemos

1
H =—-(nxE")+axE" (4.3.167)
i

em que usamos b* = a. Substituindo agora (4.3.167) na Eq. (4.2.2), obtemos

1 1
S = 2—E X (n x E*) + §E x (a x E*). (4.3.168)
I

Em componentes, a (4.3.168) é lida como

, 1 . 1 .
S' = —€ii B € B + =€,k B €pmpa™ BT, (4.3.169)
2u 2
cuja simplificagao leva a
gi- L [n'E'EY — W/ EE*] + ! [’ E/E* — o/ E'E*'] (4.3.170)
20 2 '
ou ainda,
§- 2 (n + pa)|E|? ! (n-E)E* 1( E)E* (4.3.171)
= —(n+pa ——(n- ——(a- . 3.
T 2% 2

Notamos que a direcao do fluxo de energia possui uma componente apontando na mesma dire¢ao
do vetor a, indicando que parte da energia se propaga ao longo do eixo 6ptico do meio. Podemos

simplificar tal expressao utilizando a relagao constitutiva para D e a lei de Gauss, k-D =n-D =0,

ou seja,
n-D=0, (4.3.172)
emn-E)+n-jax(nxE)]=0, (4.3.173)
em que utilizamos B =n x E. A (4.3.173) se torna entao
e(n-E) = —n'e;nd egman™E", (4.3.174)
¢m-E)=—(a-E)n’+ (a-n)(n-E), (4.3.176)
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na qual podemos fazer

(n-E)fe—(a-n)] = —(a-E)n? (4.3.177)
(n-E) = Z(_a<—% (4.3.178)

Substituindo agora (4.3.178) na Eq. (4.3.171), obtém-se
S = (n+ pa)|EJ? + = " 1| (a-E)E* (4.3.179)
= —(n+pa —|— 1] (a- : 3.
o 2 [pe—p(a-n)

Simplificando a expressao (4.3.179) por meio de E = E' +iE” e a = a’ + ia”, encontramos® a

seguinte média temporal do vetor de Poynting:

(8) = o (n -+ pal)|BJ” + % (RE + BE") [ (@ E) - (a"- E”)] +

2

1
+5 (RE' — BE) (2 -E") + (- E’)] , (4.3.180)

sendo
(pe — pa'ncos @) (n? — pe + pa'n cos ) — pra”*n? cos?
R = T pancose) — 1 , (4.3.181a)
e — pa'n cos )2 + p2an? cos? ¢
",,3

Fy = ik (4.3.181b)

(pe — pa'n cos )2 + p2a?n? cos? ¢’

Para o caso a-ortogonal onde ¢ = 7/2, a Eq. (4.3.180) resulta em |vide Apéndice G|

1 2
<S>0rt0. — 2_(n + /,La/)|E|2 + (n 2 ME) |:(al . E/>E/ + (a/ . E//)E// + (a// . E/)El/ . (a// . E//)E/i| .
1 i
(4.3.182)
Para o caso a-longitudinal, com ¢ = 0, obtém-se
1 1
(S)'oE = 5y (0t )B4 5 (F}O“@E’ + Fé‘)“%E”) [(a' E) - (a"- E")} +
1
+5 (Ff‘mg'E” - Fgong-E’) [(a’ E") + (" - E’)} , (4.3.183)
com
PV 2 "
plons. _ 241 u!;z| | ong. 01 _ (4.3.184)
¢ + plal €+ plal

Em ambos os casos a-ortogonal e a-longitudinal, observamos que o fluxo de energia nao se

propaga na mesma dire¢ao de propagac¢ao, n. Uma parte do fluxo se propaga ao longo do vetor

5Vide Apéndice G.
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constitutivo a’, sendo totalmente independente da direcao n. Além disso, a propagacao de energia

depende das direcoes relativas entre a’, E' e E”.
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Na eletrodinamica linear, sabemos que as rela¢oes constitutivas sao dadas por

D' = ¢;E + «;; B, (5.0.1a)

H' = p;;' B) + B E, (5.0.1b)

onde €;; e p;; sao tensores de permissividade elétrica e permeabiliade magnética, respectivamente.

Por outro lado, os tensores o;; e 8;; constituem-se de parametros magnetoelétricos que capturam
a resposta elétrica (ou magnética) a um campo magnético (ou elétrico) aplicado ao meio.

Como sabemos, nas tultimas décadas, as relagoes contitutivas bi-isotropicas, em que os tensores

da Eq. (5.0.1) sao dados por €;; = €d;j, fij = pd;j, ;= ad;j e By = 5, tém sido intensamente

investigadas [52,55-57,59], sendo importantes na abordagem de isolantes topologicos [61-66,68] e

na eletrodindmica de axioéns [69-71], como apontamos na introdugao do capitulo 4.
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Para cenarios de meios quirais, os parametros constitutivos sao descritos por tensores, caracte-
rizando, de maneira geral, meios bi-anisotrépicos quirais [49,58,74,80,81]. Um meio é denominado
quiral quando nao possui simetria de inversao espacial (P-impar), ou seja, quando nao pode ser
superimposto em sua imagem especular. Noutras palavras, o meio é invariante apenas sob trans-
formagoes da componente! Ly do grupo de Lorentz [79]. Luz circularmente polarizada de mao
direita (RCP) e mao esquerda (LCP) sao exemplos de fendmenos eletromagnéticos quirais, que,
em meios aquirais, propagam-se com a mesma velocidade fase, indicando auséncia de anisotropia.
E importante destacar que anisotropia e aquiralidade sdo propriedades distintas. E possivel existir
modos LCP e RCP em meios isotropicos e birrefringentes, num efeito chamado de birrefringéncia
isotropica, descoberto e descrito no artigo [47| gerado por essa tese. Por outro lado, num meio
quiral, as ondas RCP e LCP viajam com diferentes velocidades (relacionadas a indices de refragao
distintos), gerando o bem conhecido poder de rotacao (PR), o qual fornece uma medida da birre-
fringéncia (rotagao optica). A rotagao 6ptica de um meio se origina de sua atividade éptica natural
ou pode ser induzida por campos externos, como ocorre, por exemplo, no efeito Faraday [20,82].

Quando o PR depende da frequéncia, ocorre a dispersao do PR. Se esse ultimo ainda sofre re-
versao, observa-se dispersao anomala do PR [83]. Assim, a analise do PR constitui uma importante
ferramenta na descrigao de propriedades 6pticas de varios sistemas, tais como cristais [84,85], com-
postos organicos [86,87|, plasmas e estrelas de néutrons [88,89], gas de moléculas girantes [90,91]
e metamateriais quirais [92,93].

Nesse contexto, abordaremos agora alguns aspectos relacionados ao PR de meios bi-isotropicos
dotados de condutividade magnética. As discussoes deste capitulo compoem dois artigos [94]

publicado no Physical Review B:

e P.D.S. Silva and M.M. Ferreira Jr., Rotatory power reversal induced by magnetic current in
bi-isotropic media, Phys. Rev. B 106, 144430 (2022).

e P.D.S. Silva and M.M. Ferreira Jr., Erratum: Rotatory power reversal induced by magnetic
current in bi-isotropic media, Phys. Rev. B 107, 179902 (2023).

5.1 Comentario sobre meios de mao-direita e mao-esquerda

A concepgao atual de quiralidade de um meio é devido a Lord Kelvin [86]: “I call any geometrical
figure, or group of point, chiral, and say that it has chirality if its image in a plane mirror, ideally
realized, cannot be brought to coincide with itself.”. Essa mesma definicao tornou-se padrao na
literatura, vide p. 25 da Ref. [86] e p. 331 da Ref. [83], por exemplo.

Um efeito interessante surge nos meios quirais, a saber: o plano de polarizacao de luz incidente

linearmente polarizada gira enquanto a onda se propaga através do meio. Essa rotagao optica

LA componente Lo corresponde & identidade. Sendo assim, as transformacdes conectadas a Lo correspondem
aos boosts e rotagdes de Lorentz, ou seja, as transformacoes proprias (detA = 1) e ortocronas (AJ > 1), sendo
A a matriz de Lorentz, e A", uma de suas componentes. Além dessas, podemos citar outras transformagoes que
também deixam o sistema invariante, como: invaridncia sob rotacoes espaciais para meio isotropico; e invaridncia
sob inversao temporal.
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¢ medida por meio do angulo de rotacao por unidade de comprimento do plano de vibragao, o
poder de rotagao (PR), discutido na Secdo 2.3.1 e apresentado na Eq. (2.3.26). Esse efeito foi
descoberto por Arago (1811) em cristais de quartzo e, alguns anos mais tarde, também por Biot
em solugoes de agucar [96]. A teoria de Fresnel (1824) sobre a polarizagao da luz e polarizagao
circular estabeleceu a base para a compreensao da rotagao 6ptica [20]: luz linearmente polarizada
pode ser considerada como superposicao de luz RCP e LCP.

E importante ainda estabelecer uma definicdo ou convencio sobre o que chamamos de meios
de mao-direita e mao-esquerda, uma vez que um meio quiral pode existir em duas formas enanti-

omoérficas?. Como apontado na Ref. [96]:
(...) enantiomers may be distinguished by their optical activity. It became
customary to label chiral compounds by the sign of their optical rotation at
a given wavelength (...). It (looking towards the light source) the plane of
linearly polarized light is rotated clockwise by the molecular sample, it is
said to be dextrorotatory (...). If the sample rotates the linearly polarized
light counterclockwise, it is called levorotatory. (Ref. |96], p. 12-13).

Tal afirmacdo esta de acordo com a Ref. [86] (p. 2), que diz: “(...) the source of natural
optical activity is a chiral (handed) molecular or crystal structure. The two distinct forms that can
exist (...) generate optical rotations of equal magnitude but opposite sense at a given wavelength”.
Essas duas formas distintas de moléculas constituem os meios que denominamos de mao-direita
e mao-equerda, que “rotacionam” o campo elétrico de luz linearmente polarizada em sentidos
opostos (horario e anti-horario). Um exemplo notével sobre esse topico pode ser encontrado nos
experimentos de Pasteur (1848) [86,96,97] com tartarato de sodio e aménio: Pasteur separou dois
tipos de cristais com estruturas distintas, observando que alguns (com certo tipo de estrutura)
giravam luz linearmente polarizada para direita, enquanto outros (com estrutura diferente do
primeiro grupo) giravam a luz para a esquerda.

Assim, uma defini¢ao razoavel para meio de mao-direita (ou -esquerda) pode ser relacionada
com a sua propriedade 6ptica de rotacionar luz linearmente polarizada, ou seja, olhando na direcao
da fonte de luz, um meio quiral de mao-equerda gira a polarizagao linear para a esquerda (sentido
anti-horario), enquanto um meio de mao-direita gira polariza¢ao para a direita (sentido horario)
[15].

Considerando os pontos destacados acima, podemos relacionar a quiralidade a uma quantidade
mensuravel que captura a rotacao éptica, isto é, o poder de rotacao 0. Dessa forma, seguindo a

convengao de sinal usual [15], definimos que:

e Para § > 0, a polarizacao linear do campo elétrico gira no sentido horario. Assim, o meio
ode ser designado por “mao-direita’, uma vez que rotaciona o plano de vibracao de luz

d d d “ direita”, t 1 de vib de 1
linearmente polarizada rotacionara no sentido horario (para a direita) que se propaga por

ele.

20s termos “enantiomorfo” e “enantiémero” geralmente sdo utilizados para objetos macroscépicos e moléculas,
respectivamente [86]. Algumas vezes os dois termos sao usados como sinénimos.
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e Para 0 < 0, a polarizacao do campo elétrico rotaciona no sentido anti-horéario. Dessa forma,
dizemos que o meio é de “mao-esquerda”’, pois o campo elétrico de luz linearmente polarizada

é rotacionado no sentido anti-horario (para a esquerda) enquanto se propaga.

5.2 Meio bi-isotrépico dotado de condutividade magnética

Considere um meio cujas relagoes constitutivas sao dadas por (5.0.1) e dotado de condutividade

magnética 05, descrita por meio da relacao
J'=olDB. (5.2.1)
Partindo das equagoes de Maxwell usuais e seguindo o procedimento da Segao 2.3, obtém-se
MijEj = 0, Mz = 71251“ —nin; — C2[L€ij, (522)

em que c ¢ a velocidade da luz no vacuo e €;; ¢ tensor de permissividade elétrica efetivo, dado por
B
e — oS T4 m 9
C€ip = CEO4p + Bkneimk + Q45 €5mn + IUEjmn n-. (5 3)

A seguir, iremos examinar o comportamento do poder de rotacao do meio bi-isotrépico em dois
cenérios que diferem entre si pela configuragdo da condutividade magnética: i) o caso diagonal

isotropico e ii) off-diagonal antissimétrico.

5.2.1 Caso de condutividade magnética isotropica

Consideramos uma configuracao totalmente simétrica e isotropica em que as quantidades a;j,

Bi;j e 05 sao descritas por tensores diagonais,
a;j = adij,  Pij = Bdij, 05 = X5, (5.2.4)
com o, f € Ce X €R. A condicao a;; = —ﬁgj da Eq. (4.2.11) fornece
g* = —a. (5.2.5)
Dessa forma, as relagoes constitutivas assumem a seguinte forma

1
D=cE+aB, H=-B+8E, J=JYB. (5.2.6)
1
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Nesse caso, implementando (5.2.4) na Eq. (5.2.3), obtém-se
i X N
C€iy = CG(S»L‘]‘ - <Oz + ﬁ + 1;) €ijmT (527)

em que o ultimo termo contém a contribuicao magnetoelétrica e a condutividade magnética a

permissividade do meio. A matriz [M,;] sera dada por

na + n§ — ue —N1Ng — 4C (a + 5+ 1%) ng —ning + puc (a + 6+ 1%) o

[Mi;] = | —nung + pe (o + B +12) ng n? +n — *pe —ngng — pc (a+ B +i=)m
—ning — pc (a+ B +i=)ny —nong + pc (a+ S +i=)m n? +n2 — Aue

(5.2.8)

Calculando det[M;;] = 0, obtemos a seguinte equagao de dispersao

Y 2
nt — n?c? [2,u6 — 2 (Oz + B8+ i—) + p?eédct =0, (5.2.9)
w

que fornece as solugdes para n seguintes:

2 ¥ 2
ne =c\/ e — Z *icv Z, Z:MZ ( —i—ﬁ—l—i—) . (5.2.10)
w

Note que, nesse cenario completamente isotropico (5.2.4), a presenca de dois indices de refragao
distintos origina-se da forma como os parametros magnetoelétricos e de condutividade magnética
se acoplam com os campos nas relagoes constitutivas (5.2.6). A seguir, discutiremos sobre algumas

propriedades 6pticas e os modos de propagacao suportados nesse cenario.

5.2.1.1 Modos de propagacao

Partindo da Eq. (5.2.10), escrevemos
n2 = pe £ 2ievVZno, (5.2.11)

que, substituida na matriz [M;;] (5.2.8), fornece os seguintes campos elétricos via Eq. (5.2.2) |vide
Apéndice HJ:

n? —n?
:i:inng —ning | - (5212)

Finng — ning

1

- V2n4/n? —n?

E,
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Considerando o caso especifico de propagagao na diregao do eixo-z, n = (0,0,n), a Eq. (5.2.12)

resulta em campos elétricos com polarizagoes LCP (E.) e RCP (E_), ou seja,

1
1
Ei=—|4i|. 5.2.13

Assim, os modos de polarizac¢ao circular (5.2.13) permitem a possibilidade de birrefringéncia cir-

cular no sistema, sendo avaliada (na se¢ao seguinte) por meio do poder de rotagao.

5.2.1.2 Efeitos 6pticos

Analisaremos o comportamento da rotagao optica considerando a natureza (complexa ou real)

dos parametros « e §. Escrevemos inicialmente o e S como
a=a +id”, B=p+ip", (5.2.14)
em que o/ = Re[a], o’ = Im[a], ' = Re[f] e 5” = Im[5]. A condigao (5.2.5) implica em
o =73, o = 3", a+ [ =2id". (5.2.15)

Nesse caso, os indices de refrac¢ao (5.2.10) simplificam-se em

Y by
ny = || pe+ p? (a” + %> F puc <o/’ + %) : (5.2.16)

sendo reais e positivos. A condutividade magnética isotrépica Y surge como uma contribuigao

dependente da frequéncia, a qual atribui comportamento dispersivo ao sistema. Uma vez que os
modos de propagagao sao descritos por vetores polarizados circularmente (5.2.13), a birrefringéncia

pode ser examinada através do poder de rotacao, que, considerando (5.2.16), ¢ dado por

b
5= “02 + pewa”. (5.2.17)

Observamos que (5.2.17) possui um termo de ordem zero na frequéncia, o qual recupera o mesmo

poder de rotacao obtido na Ref. [47] quando o” = 0. Para o negativo, o poder de rotacao se torna

— pew|a”|. (5.2.18)
A partir da Eq. (5.2.18), pode-se determinar uma frequéncia de corte «’,

(5.2.19)

= S
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que define o valor no qual ocorre uma reversao no poder de rotacao, 6. Considerando a convencao
de sinal adotada na Sec. 5.1 (veja tabmbém a Ref. [15]) e a Eq. (5.2.18), destacamos que:

e para 0 < w < /', tem-se & > 0, gerando rotagao da polarizagao linear no sentido horéario.

e para w > W', tem-se § < 0, implicando em rotacao no sentido anti-horario da luz linearmente

polarizada.

Como essa inversao de poder de rotagao (PR) ocorre num valor positivo de frequéncia, «’ > 0,
¢ necessario ter ou X' < 0 ou o < 0. Assim, iremos considerar o” < 0. A reversao do PR
aqui observada nao é usual em dielétricos lineares, nem em meios dielétricos bi-isotrépicos ou
anisotropicos. Tal efeito também nao ocorre em meios dotados de condutividade magnética (sem
contribuigbes magnetoelétricas). Por outro lado, tal efeito pode ser encontrado em outros cenéarios,
como plasmas (girantes) [88] e sistemas de grafeno [98]. Além disso, como apontado na Eq. (5.2.18),
esse efeito pode ocorrer em meio bi-isotrépico dotado de condutividade magnética, descrito pelas
relagoes (5.2.6).

O comportamento geral do PR (5.2.18) como fun¢ao da frequéncia é ilustrado na Fig. 5.1 para

alguns valores de X, o’ e p.

2

-2 I
0.0

Figura 5.1: Angulo de rotacio por unidade de comprimento, dado na Eq. (5.2.18). Aqui, utilizamos
p=1 Y=3eld"| =2

Para os casos em que a, f € R, a condigao (5.2.5) implica em o + f = 0, pois o’ = 0.

Consequentemente, a Eq. (5.2.16) resulta em

/ w2 peX
N4 = C\/ Ue + 102 + %, (5220)

que atribui birrefringéncia ao meio originada apenas da condutividade magnética. O poder de

rotagao, nesse caso, serd 0 = uct’/2, ndo sofrendo reversao de sinal.
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5.2.2 Caso antissimétrico

Consideremos agora um substrato dielétrico descrito por parametros constitutivos bi-isotropicos

na presenga de condutividade magnética antissimétrica, ou seja,
— — B _
aij = adyy, By = Bdij, oy = €ijib (5.2.21)

Nesse caso, a permissividade elétrica (5.2.3) e a matriz [M;;] (5.2.2) sdo dadas, respectivamente,

por
Cgij = |:C€ — i(b . 1’1):| 51']' + (OZ + B)eijknk + inibj, (5222)
w w
n3 +n2 — Aue —N1Ns —nins , _
_ 2 2 2 1pe 1pe
[M;;] = —n1ng ny +n3 — cue —MNgn3 + 7(b 'n)l; — UB, (5.2.23)
—nins —Nong n% + n% — e
sendo
Tllbl —iUJ(CY + 5)”3 + nle ICL)(OC + B)RQ + n1b3
B = | iw(a+ f)ns + naby noby —iw(a+ B)ng + nobs | . (5.2.24)
—iw(a + B) + n3b1 iw(a + 5)71,1 + ngbg TLgbg
Determinando det[M;;] = 0, obtemos
4 2 o pi o duc 2 2 i ’
n® — 2n° | uec —T(a+ﬁ) — —(b-n)| +p“c |ce——(b-n)| =0. (5.2.25)
w w

Implementando-se b - n = bncosf, prosseguimos buscando as solugoes para n que recuperam
os indices de refragao de um dielétrico ordinario, ny — c,/p€, no limite em que os pardmetros
magnetoelétricos e a condutividade magnética sao nulos, ou seja, a+ 3 — 0 e b — 0. Dessa forma,

encontramos

12 beosO\?  iuc bcos @
ny=c\fpe——|a+BF t—(a+B8F . (5.2.26)
4 w 2 w

As outras duas solugoes da Eq. (5.2.25) fornecem ny. — —c,/j1€ no limite de um dielétrico ordinério,
nao sendo consideradas aqui. Levando em conta a condicao (5.2.5), os indices de refracao (5.2.26)

se tornam

5 beos 0\ 2 :
ny = C\/,ue — Mz (210/’ F o8 ) F pca’ — % cos 0, (5.2.27)
w w

105



CAPITULO 5. REVERSAO DE QUIRALIDADE EM MEIOS BI-ISOTROPICOS INDUZIDA
PELA CONDUTIVIDADE MAGNETICA

que podem ser rescritos separando-se suas partes real e imaginaria, isto é,
.o y o LC
ny = cA+icAL F pca” — 2—b cosf, (5.2.28a)
w

onde

_ L s g*
A_\/§ |f( )’ 1+w2f(w)2

+ sign[f(w)], (5.2.28b)

2

i sign[g] g :
A =+ NG | f(w)] 1+ ) sign|[f (w)], (5.2.28c)
212 12
_ 2 2 M b cos” 0
flw) = pe+ pa s (5.2.28d)
g = p*a"beosb. (5.2.28e)

E importante mencionar as expressoes acima sao validas para o caso de condutividade 6hmica
nula, o = 0.
Para os casos em que a condutividade 6hmica é diferente de zero, deve-se implementar ¢ —

€ +i0/w na Eq. (5.2.22). Consequentemente, os indices de refragdo do caso 6hmico sdo dados por:

ny = cAl +icAl F pca” — %b cos 0, (5.2.29a)
where
Al = = |f(w)] 1+ 9 + sign[f(w)] (5.2.29b)
V2 w2 f (w)? ’ -
Al = i&[gi] |f(w)] 1+ 95 — sign[f(w)] (5.2.29¢)
R 2P | 2
gr = p2a’bcos O + o (5.2.29d)

5.2.2.1 Modos de propagacao

Consideremos um sistema de coordenadas em que a propagagao ocorre ao longo do eixo-z,

n = (0,0,n), com que a Eq. (5.2.23) simplifica-se em

n? — 2pué + £ cos 6 —2ipca’n 0
[M;;] = 2ipca’n n? — c2ué + yf—”b cosf 0 , (5.2.30)
—ipchy —ipuchy —c2 1€
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em que € = € + io/w. Podemos agora reescrever (5.2.27) na forma

bcos 6
ni = 2ué tiuc <2io/’ ¥ o8 ) Ny. (5.2.31)
w

Substituindo (5.2.31) na matriz (5.2.30), a equagao M;; E? = 0 fornece os seguintes campos elétricos
[vide Apéndice HJ:

1
Ei — EO :l:l
—ing(by £ iby)/(wéc)

: (5.2.32)

em que Ey é uma amplitude apropriadamente escolhida para fins de normalizacao. Para o caso
especial em que o vetor b é paralelo ou anti-paralelo a direcao de propagagao n, escrevemos
b = (0,0, b3), de forma que a Eq. (5.2.32) resulta em

1
E.=F | +i|, (5.2.33)
0

representando vetores LCP e RCP, respectivamente.

5.2.2.2 Efeitos 6pticos

Considerando as polarizagoes circulares dos modos de propagagao (5.2.33), pode-se examinar
a birrefringéncia através do poder de rotagao. Assim, para os indices de refracao da Eq. (5.2.28),

obtém-se
§ = wpa”, (5.2.34)

cujo comportamento em termos da frequéncia é ilustrado na Fig. 5.2.

Observamos que o poder de rotacao apresenta comportamento linear em todo intervalo de
frequéncias. Além disso, nao ocorre reversao de sinal, ou seja, o meio nao apresenta reversao
de quiralidade nesse cenario anistropico. Destacamos ainda que o sinal do poder de rotacao é

estritamente dado pelo sinal do parametro magnetoelétrico o”, onde

e para o’ > 0, o poder de rotagao é sempre positivo, indicando rotagao no sentido horario da

polarizacao linear;

e para o” < 0, o poder de rotagdo é negativo, indicando rotacdo no sentido anti-horario da

polarizacao linear

Nesse cenario de condutividade 6hmica nula, o coeficiente de dicroismo relacionado com a
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4

6 (rad m™")

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

2 (Hz)
27rz

Figura 5.2: Poder de rotacio da Eq. (5.2.34). Utilizamos y=1Hm™, e=2Fm™, b=10Q"!
s71, o =2 F s7! (linha vermelha) e o’ = —2 F s™! (linha azul).

Eq. (5.2.28) ¢ determinado por

5g = —%(A+ —A). (5.2.35)

O comportamento do dicrofsmo com a frequéncia é demonstrado na Fig. 5.3 a seguir.

1.0
05—
T
S L,/
g 00
) I SN
05—
gl
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
. (Hy)
— Z
2
Figura 5.3: Coeficiente de dicroismo da Eq. (5.2.35) em termos de w/(27). As curvas cheias
representam o dicroismo para cosf) = 1, enquanto as linhas tracejadas indicam (5.2.35) para
cosf = —1. Aqui, utilizamos p =1 Hm™, e =2Fm, b =10Q"1s! o =2Fs! (curvas
vermelhas) e o = —2 F s7! (linhas azuis).
Os plots acima indicam que d4|o7<0 = —dg|ar>0, um tipo de “simetria especular” associada com

o sinal de o”.
onsiderando agora o caso 6hmico, o o poder de rotacao, agora associado aos indices de
C d d h , 0, der d t , d d d
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refracao da Eq. (5.2.29) é dado por:
5ohmic _ _g (Al . A/ ) CY”) (5 2 36)
— 2 + — lu’ ) .

valido em todo o dominio de frequéncias. Na Fig. 5.4 ilustramos o comportamento do poder de

rotacao da Eq. (5.2.36) em termos da frequéncia.

4

§ (rad m™")

0.4

. (Hy)

— Z

2n
Figura 5.4: Poder de rotacao da Eq. (5.2.36). As curvas solidas representam PR para cosf = 1,
enquanto as linhas tracejadas indicam (5.2.36) para cosf = —1. Aqui, utilizamos = 1 H m™1,
e=2Fm 1 b0=20" s 0=40"'m™, o =2F s! (linhas em vermelho) e o/’ = -2 F

s~! (curvas em azul). A linha vertical tracejada é dada por wy/(27) = 1/(47v/6) Hz, definida pela
Eq. (5.2.37).

E importante destacar que para cos @ = 1, configuracdo paralela, o poder de rotacio apresenta

comportamento nao linear para w < wy, com wy definido por

1 | ub?cos? 0
=,/ = 5.2.37
o 2\/ €+ pa’?’ ( )

que é obtido fazendo-se f(w) = 0, com f(w) dado na Eq. (5.2.28d). Por outro lado, nesse mesmo
regime de configuracao paralela (cosf = 1), observa-se que, para w > wy, o poder de rotacao é
linear com a frequéncia.

Para a configuragao anti-paralela (cosf = —1), o poder de rotagao ¢ linear com a frequéncia.
Dessa forma, nos cenarios em que o # 0, pode-se distinguir entre os casos de de configuragao
paralela e anti-paralela por meio do nivel de linearidade do poder de rotacao em baixas frequéncias.

O coeficiente de dicroismo associado com os indices da Eq. (5.2.29) é determinado por
6 w A// A//
4= —5( A", (5.2.38)
cujo comportamento em termos da frequéncia é representado na Fig. 5.5.
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Figura 5.5: Coeficiente de dicroismo da Eq. (5.2.38). As curvas solidas ilustram o dicroismo para
cos # = 1, enquanto as linhas tracejadas representam (5.2.38) para cos = —1. Utilizamos y=1H
mte=2Fm =201 s 6=40"1"m™! o =2F s7! (linhas em vermelho) e o’ = —2

F s7! (linhas em azul). A linha tracejada vertical é dada por wy/(27) = 1/(47v/6) Hz, definida
por Eq. (5.2.37).

No geral, observamos que, no caso isotropico da Secao 5.2.1, o poder de rotacao 0 sofre uma
inversao de sinal. Tal efeito de reversdo somente ocorre quando X # 0 e o” < 0. No caso
antissimétrico da Seccao 5.2.2, o poder de rotagao nao inverte sinal para nenhuma frequéncia, em
ambos os casos com condutividade 6hmica nula (¢ = 0) ou diferente de zero (o # 0).

A reversao do poder de rotacdo nao é observada em dielétricos usuais, sendo reportada em
alguns contextos especificos, como plasmas [88] e sistemas de grafeno [98]. Essa caracteristica nao-
usual que obtivemos na Secao 5.2.1 pode ser utilizada como ferramenta de distin¢ao entre cenarios
bi-isotropicos com condutividade magnética isotropica, dada por (5.2.6).

Conforme discutimos anteriormente, quando o poder de rotagao d é positivo, o meio é definido
como meio de mao-direita e quando d é negativo, o meio é dito ser de mao-esquerda. Assim,
a inversao do poder de rotacao, que obtivemos nas secoes anteriores, revela uma reversao de
quiralidade do meio dielétrico bi-isotropico (com «” < 0) dotado de condutividade magnética.
Dessa forma, no caso da Secao 5.2.1, para w < w’, o meio é de mao-direita, enquanto para w > w’,
torna-se um meio de mao-esquerda.

A nao ocorréncia de reversao de poder de rotacao no cenario de condutividade antissimétrica
da Secao 5.2.2 sugere que anisotropias na condutividade magnética de meios bi-isotropicos podem
prevenir a reversao de poder de rotagao (reversao de quiralidade) para o regime de propagacao de
ondas LCP e RCP. Tal caracteristica introduz uma possivel ferramenta de distin¢ao entre meios

bi-isotrépicos que suportam correntes magnéticas isotropica e antissimétrica.
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5.3 Caso simétrico

Vamos considerar agora um meio bi-isotrépico descrito por

Q5 = Oé5z‘j, 61’3‘ = ﬁ@‘j?

(5.3.1)
e também dotado de condutividade magnética simétrica dada por
g 1
o= §(ai6j +a;jc;), (5.3.2)
onde os vetores a ec satisfazem a relagao a-c = 0. Assim, a equagao (5.2.3) se torna
?
Ein(w) = €0in + ( + B)€inmnm + Q—(aicj + i) €jnmMm, (5.3.3)
w
na qual utilizamos n = k/w. Logo, o tensor M;;, dado por
Mij = n25ij —nin; — ﬂgij, (534)
tem a seguinte forma explicita:
n? —n? — ue —nins —ning 0 YNy —Yns
[M;;] = —nany n? —n3 — pe —nong +|—yms 0 Yy
—N3ny —N3Ny n? — n§ — lE Yy  —YNy 0
i(ng(ag,cl+a103)—n3(a201+a102)) i(2a101n3—n1(a301+a103)) i(nl(a201+a102)—2a101n2)
2w 2w 2w
o i(ng(a302+a203)—2a2(32n3) i(n3(azc1+a102)—n1(a3cz+a2cg)) i(2a262n1—n2(a201+a1(32))
K 2w 2w 2w ’
i(2azc3na—n3(azcatazcs)) i(n3(azcit+aics)—2aszcang) i(n1(azcatazcs)—na(azci+aics))
2w 2w 2w
(5.3.5)
com v = a+ . Calculando det[M;;] = 0, obtém-se (depois de algumas simplificagoes)
> 2 MY
(n? — pe)* + 72 u’n® + 1 n-(axc)” +i [n*(a-c) — (a-n)(c-n)] =0, (5.3.6)
w w
que se simplifica em
> 1y
(n® — pe)® +y*u*n® + e n-(axc)?>—i=(a-n)(c-n)=0, (5.3.7)
w w
poisa-c = 0.
Para determinarmos os indices de refragao, escrevemos
(axc)-n=|axclncosy, a-n=ancosy,, C€-N = Cncosep,, (5.3.8)
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de forma que a Eq. (5.3.7) se torna

n* — 2n? <,ue - g) + pu?et =0, (5.3.9)
com

p 1y
S = 1?y* + ——la x cf? cos® p — i——ac cos p, cos @.. (5.3.10)
4w w

Resolvendo a Eq. (5.3.9) para n, obtemos

n2 :/Le—gj:i\/g ue—% (5.3.11)

Podemos ainda obter a Eq. (5.3.11) reescrevendo a Eq. (5.3.9) como

(n* — pe)* + Sn? = 0, (5.3.12)
que leva a
(n?® — pe)? = —Sn?, (5.3.13)
n® — pe = +iv/Sn, (5.3.14)
n? FivV'Sn — e = 0, (5.3.15)

cujas solugoes sao

S 1
nizﬂ\%—ié —52 + 4pe, (5.3.16)

ni:i,me—giz‘g. (5.3.17)

A seguir, iremos considerar as solugoes que recuperam o indice de refracao de um dielétrico usual
n+ — /p€ no limite em que o parametro magnetoelétrico tende a zero, (7 — 0), e condutividade
magnética nula, tal como adotamos na Ref. [95]. Portanto, os indices de refracao para o meio

bi-isotropico dotado de condutividade magnética simétrica sao dados por

ny = \/,ue—gj:ig. (5.3.18)

Note que o quadrado dessa tltima expressao recupera o resultado da Eq. (5.3.11).
In the next section, we will determine the polarization vectors of the propagating modes and

the optical effects.
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5.3.1 Modos de propagacao
Para determinarmos as polarizacoes associadas aos modos de propagagao, vamos considerar

dois casos particulares acerca das configuracoes entre os vetores a, c e n.

5.3.1.1 Caso particular 1

Escolhendo um sistema de coordenadas onde
n=(0,0,n), a=(a,0,a3), c=(c,0,c3), (5.3.19)
temos
axc=(0,azc; —ajcs,0), (5.3.20)

en-(axc)=0. Assim, somente as componentes em x e z de a e ¢ contribuem na equagao de
dipsersao daEq. (5.3.7). Implementando aEq. (5.3.19) na Eq. (5.3.7), obtemos

n® — pe = +iny/9,, (5.3.21)

com

2
Sy = 12y — i e, (5.3.22)
w

Para a configuragao dada na Eq. (5.3.19), a matriz M;; escreve-se

n* —pe  —n(uy +iLayc) 0

Myl = | nuy n? — ue 0 |. (5.3.23)

0 —i%n(agcl + 66103) — M€

Implementando agora a Eq. (5.3.21) na Eq. (5.3.23), a equagao M;;EY = 0 fornece

1
E.=E +idl : (5.3.24)
i2wi‘:}§(a301 + (11C3)TL:|:

que descreve vetores de polarizacao gerais compostos por polarizacao eliptica no setor transversal

e uma componente longitudinal.
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Fazendo-se a escolha particular c; = 0, a Eq. (5.3.24) simplifica-se em

1
E.=E | +i |, (5.3.25)

g,
WE

cujo setor transversal é representado por vetores LCP e RCP, respectivamente. E importante
apontar que devido a a-c = ajc; +agcs = 0, a escolha especial c3 = 0 também exige que se escolha
a1 = 0 para que se tenha vetores nao-nulos a and ¢ que satisfacam a-c = 0 e que fornecam modos

de propagacao com setores transversais dados por ondas LCP e RCP.

5.3.1.2 Caso particular 2

Escolhendo agora um sistema de coordenadas onde
n = (0,0,n), a=(a,0,a3), c = (0,¢,0), (5.3.26)
temos
axc=(—asc,0,a10). (5.3.27)
Nesse caso, observa-se que (a X ¢) possui componentes longitudinal e transversal relativas a diregao

de propagacao.
A partir da equagao de dispersdao dada na Eq. (5.3.7), encontramos, nesse caso,

n? — pe = +iny/Ss, (5.3.28)
com
12
Sy = p*y* + ma%cg. (5.3.29)

Logo, para o sistema dado na Eq. (5.3.26), a matriz M;; é representada por

n® — pe +idsarcon —pyn 0
i5-a3CaN 0 — €

Implementando agora a Eq. (5.3.28) na Eq. (5.3.30), a equagdao M;;EY = 0 fornece

1
E.=FE, iu% (VS + £Laiey) | (5.3.31)

i
Soe A3C2M+
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Escolhendo-se a; = 0, obtemos a partir da Eq. (5.3.27): a x ¢ = (—ascz,0,0), que é perpendi-

cular & diregao de propagagao. Logo, os vetores de polariza¢ao da Eq. (5.3.31) se tornam

1
E, = E, +i

i
S50e A3C2M+

: (5.3.32)

nos quais os setores transversais sao representados por vetores LCP e RCP, respectivamente. Note
que escolhendo-se a3 = 0 em vez de a; = 0, obtemos a x ¢ = (0,0, a;¢y), o qual é longitudinal a

diregao de propagagao. Além disso, a partir da Eq. (5.3.31), temos, nesse caso:

1
E.=E |+ (VS fae) |, (5.3.33)
0

que representam vetores elipticamente polarizados.

5.3.2 Efeitos 6pticos

Considerando o “caso particular 17, temos a partir da Eq. (5.3.21)

T
ne = \lpe— St %\/Sl. (5.3.34)
Lembrando que v = «a + 3 e utilizando Eq.(30) of Ref. [95], obtemos

v = 2id”. (5.3.35)

Usando agora a Eq. (5.3.35) na Eq. (5.3.34), finalmente determinamos (para o caso particular 1):

21 2 I
ny = \/MG + p2a? — HJQS ascs &+ \/,tﬂo/’Q — MQi ascs. (5.3.36)

Nesse caso, as polarizagoes, Eq. (5.3.24), nao sao dadas por vetores LCP e RCP. Logo, a

birrefringéncia ¢ avaliada em termos da diferenga de fase,

B 27l

A=
Ao

(ny —n_). (5.3.37)
Observe que, para o’ > 0, o segundo termo da Eq. (5.3.36) se torna nulo na frequéncia w, dada
por

wo = 23%3 (5.3.38)

20" :

Essa frequéncia caracteristica somente ocorre em meios bi-isotropicos dotados de condutividade
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simétrica.
Para os indices de refragdo daEq. (5.3.36), a diferenga de fase ¢ ilustrada na Fig. 5.6 abaixo:

8

X Ao (rad)
N

A
2l

0.00 0.10 0.15 0.20

2 (Hz)
2 8

Figura 5.6: Diferenca de fase para os indices da Eq. (5.3.37). Aqui, utilizamos u = 1, € = 2,
az = c3 = 0.5, @’ = 2 (linhas em vermelho) e o = —2 (curvas em azul). A linha tracejada vertical

ocorre na frequéncia wy da Eq. (5.3.38) .

Destacamos ainda que escolhendo-se ¢3 = 0 para se obter ondas LCP e RCP no setor transversal
dos modos propagantes, veja a Eq. (5.3.25), os indices de refragao da Eq. (5.3.36) simplificam-se

e1m

Net|es=0 = \/ e + p2a? + +pula”|. (5.3.39)

Consequentemente, o efeito de birrefringéncia se torna constante nesse caso: A o pla”|, sem a

presenca da frequéncia de corte wy.
Para o “caso particular 2”, podemos obter a partir da Eq. (5.3.28)

2 2
ny = \/ME + pla? — ﬁa%c% + \/,ugo/’2 - ﬁa%cg, (5.3.40)

onde utilizamos v = 2ia”. Nesse caso, a frequéncia de corte w’ é dada por

w? = %, (5.3.41)
a qual representa uma frequéncia caracteristica onde nao ocorre birrefringéncia.

Uma vez que os modos propagantes nao sao representados por polarizagoes circulares, veja a
Eq. (5.3.31), podemos avaliar a birrefringéncia em termos da diferenga de fase da Eq. (5.3.37), con-
siderando os indices da Eq. (5.3.40). Ilustramos o efeito de birrefringéncia em termos da frequéncia
na Fig. 5.7.

Como antes, destacamos que escolhendo-se a3 = 0 para se obter ondas LCP e RCP nos setores

transversais dos modos propagantes, veja a Eq. (5.3.32), os indices de refracao da Eq. (5.3.41)
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Figura 5.7: Diferenca de fase para os indices da Eq. (5.3.36). Aqui, utilizamos u = 1, € = 2,
az = c3 = 0.5 e |@”| = 2. A linha vertical tracejada ocorre na frequéncia w’ da Eq. (5.3.41) .

simplificam-se em

Nala,—0 = V/ pe + p2a’? + £pula”|. (5.3.42)

Dessa forma, o efeito de birrefringéncia também se torna constante: A o p|a”|, sem ocorréncia de

frequéncia de corte w’.
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Uma das bases fundamentais do Modelo Padrao é a simetria de Lorentz, que estabelece equi-
valéncia entre todos os referenciais inerciais e a inexisténcia de diregoes privilegiadas no espago.
Todavia a violagao da simetria de Lorentz (VL) tem sido objeto de estudo nas tltimas décadas,
e varios modelos sugerem que tal simetria possa ser quebrada espontaneamente num contexto de
altas energias. Devido a essa possibilidade de violagao, Colladay e Kostelecky elaboraram o Mo-
delo Padrao Estentido, que é uma teoria efetiva capaz de descrever todos os efeitos advindos da
violagao espontanea da simetria de Lorentz.

Inicialmente alguns aspectos do modelo de Maxwell-Caroll-Field-Jackiw em vécuo e sua apli-

cabilidade de tal modelo em sistemas quirais sao brevemente discutidos. Este ultimo ponto de
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discussao motivou em parte a realizagao dos trabalhos desenvolvidos nesta tese. Ainda neste ca-
pituclo, serao abordadas duas extensoes da eletrodinamica em meios materiais que incorporam
termos C'PT-impares de dimensoes 3 e 5. As consequéncias desse cenério para a propagacao de
ondas eletromagnéticas serao discutidas. Os resultados desse estudo geraram uma publica¢ao no
Physical Review D:

e P.D.S. Silva, L. Lisboa-Santos, M. M. Ferreira Jr., and M. Schreck, Effects of CPT-odd
terms of dimensions three and five on electromagnetic propagation in continuous matter,
Phys. Rev. D 104, 116023 (2021).

6.1 Simetria de Lorentz

Simetrias sao propriedades de sistemas fisicos que nao mudam sob certas transformagoes. Por
exemplo, o comprimento de um vetor no plano nao muda sob uma rotagao. A identificacao de
simetrias na Natureza ¢ de importéncia na Fisica, pois levam a certas quantidades fisicas (como
momento, energia, etc.) que sao conservadas, através do teorema de Noether!.

Por muito tempo, a simetria de Galileu (transformages de Galileu), que deixavam a mecé-
nica newtoniana invariante, foi tomada como sendo exata. Porém, com o advento da teoria de
Maxwell, constatou-se que esse conjunto de simetrias nao funcionava para as leis do eletromag-
netismo. Como as equagoes de Maxwell eram leis fisicas consistentes com todos os experimentos,
acreditava-se que deveriam ser invariantes por tais transformagoes (ou algum outro conjunto de
transformagoes). Com o advento da Teoria da Relatividade Restrita (TRR), verificou-se que o
conjunto de transformacoes que mantinha a invariancia no eletromagnetismo de Maxwell eram as
transformagoes de Lorentz [24].

Ao langar a TRR, Einstein utilizou dois postulados bésicos, a saber: as leis da fisica sao as
mesmas para todos os referenciais inerciais e a velocidade da luz no vacuo é a mesma para todos
os referenciais inerciais. Estabelecia-se assim que todos os referenciais inerciais eram equivalentes,
ou seja, nao havia referenciais privilegiados na natureza. Sendo as transformacgoes de Lorentz
responséaveis por relacionar as grandezas observadas em diferentes referenciais inerciais através de
mudancas de coordenadas (mudanga no sistema de referéncia escolhido para descrever o sistema),
estabelecendo a simetria de Lorentz.

Atualmente, simetria de Lorentz tem se mantido como exata. Entretanto, trabalhos que surgi-
ram por volta dos anos 1990, buscando teorias quanticas para a gravitacao, no contexto das teorias
de cordas?, sugeriram que a simetria de Lorentz pode ser espontaneamente violada em altas esca-

las de energia®. A possibilidade de quebra ou violacao da simetria de Lorentz implica numa nao

10 teorema de Noether, desenvolvido em 1918 por Emmy Noether (1882-1935), estabelece que simetrias continuas
num sistema levam a cargas conservadas, isto é, se um sistema é invariante sob transformagoes continuas, uma
quantidade fisica relacionada é conservada. Por exemplo, simetria sob translagoes levam a conservagao de momento
linear.

2Em 1989, Kostelecky e Samuel ja reportavam a possibilidade de violagao de Lorentz [131].

3A simetria CPT, fundamental do Modelo Padrao, também poderia ser violada nessa escala de energia.
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equivaléncia fisica entre dois referencias inerciais, isto é, as transformacoes de Lorentz aplicadas
num referencial nao descreveriam mais o mesmo cenario fisico que descrevem em outro referencial.
Geralmente esse tipo de efeito ocorre quando existem os chamados campos de fundo fixos (back-
ground fields), gerados como valores esperados no vacuo, permeando todo o espago. Dessa forma,
as transformagoes de Lorentz podem ser classificadas em dois tipos [38,129]: as transformagoes
de observador (nas quais se realizam transformagoes no sistema de coordenadas, néo se alterando
os pontos do espaco-tempo ou grandezas relacionadas a um evento, como o vetor posi¢ao de uma
particula) e as transformacgoes de particula (nas quais se mantém o sistema de coordenadas fixo,
transformando-se os pontos do espaco-tempo e grandezas relacionadas as particulas)?. A mudanca
de coordenadas nao deve alterar os resultados de medidas de grandezas num sistema, isto é, os
resultados (medigoes de alguma grandeza) nao podem depender da escolha de eixos coordenados
usados para descrever o sistema. Assim, a simetria de Lorentz nao é violada no referencial onde
se realizam transforamacgoes de observador (mudanga de coordenadas). Entretanto, as transfor-
macoes no referencial das particulas quebram essa invariancia, pois os campos de fundo sao fixos
e nao se transformam como vetores ou tensores genuinos neste referencial.

Levando em consideracao a possibilidade de violagao da simetria de Lorentz, Kostelecky e
Colladay [38,130] desenvolveram o Modelo Padrao Estendido.

6.2 A eletrodinamica de Maxwell-Field-Jackiw

O modelo de Maxwell-Caroll-Field-Jackiw (MCFJ) foi inicialmente proposto em 1990 [141]
explorando uma extensao da eletrodindmica de Maxwell que mantém a invariancia de calibre
(ou gauge) e que viola a simetria de Lorentz. Tal modelo incorpora um termo (VL) e CPT-
fmpar, parametrizado por um campo de fundo V* = (V% V) a densidade de Lagrangiana usual de

Maxwell, da seguinte forma

1 1
‘CMCFJ = __FMVF/U/ - Z

1 Vo, AP E,, — A, J". (6.2.1)

Aplicando-se as equagoes de Euler-Lagrange & (6.2.1), obtém-se as equagoes de MCFJ:
uv v 1 uvaf
O, F" = J" + §Vue F.z3, (6.2.2a)
que nos fornece

V-E=p+V-B, VxB-0E=J+V,B-VxE. (6.2.2b)

4A ref. [128] apresenta um exemplo descrevendo um sistema constituido por um elétron e um campo elétrico de
fundo: aplicando transformagoes de observador, rotacionando-se os eixos coordenados, por exemplo, o vetor posi¢ao
do elétron continua perpendicular em relagao ao campo elétrico de fundo; aplicando-se transformagoes de particula,
ou seja, rotacionando-se o vetor posicao do elétron, verifica-se que sua direcao nao é mais perpendicular ao campo
de fundo.
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A relagao de dispersao obtida para essa eletrodinamica é da forma

com o 4-vetor momento p* = (w, k) (no vacuo).

Uma das consequéncias da VL nesse modelo é o surgimento de atividade éptica para o vacuo
(birrefringéncia), levando a rotac¢ao de ondas eletromagnéticas linearmente polarizadas que viajam
pelo mesmo. Utilizando dados astrofisicos da polarizagao da radiagao emitida por galaxias distan-
tes, S. M. Carroll, G. B. Field e R. Jackiw encontraram um limite superior para a magnitude do

campo de fundo, sendo da ordem de [141]
Vo — [V]cos 8| < 1.7 x 1073V, (6.2.4)

onde # é o angulo entre V e k.

A teoria MCFJ também tem sido objeto de investigagoes em diversos ambitos nas tultimas
décadas. Por exemplo, na anélise dos aspectos de consisténcia (estabilidade, causalidade, unitari-
edade) [142], em acoplamentos com o campo de Higgs [143], em solugbes estacionéarias do modelo
MCFJ-Proca [145], e também nas contribui¢ées do termo CFJ & anisotropia da radia¢do cosmica
de fundo [146]. Mais recentemente, um estudo sobre o comportamento eletromagnético de sistemas
quirais foi publicado na Ref. [33]. Nesse artigo, a descrigao eletrodinamica do sistema é realizada
por meio das equagoes de MCFJ que advém da Eq. (6.2.1). As componentes do campo de fundo
foram associadas a fenomenos que violam as simetrias P e T, como o efeito magnético quiral (pa-
rametrizado pela componente temporal do campo de fundo), o efeito Hall anémalo e a geragao
anomala de carga (ambos conectados com a parte espacial do campo de fundo) . Outros aspectos
interessantes, como efeitos de birrefringéncia e campos eletromagnéticos gerados por carga pontual
e densidade de corrente estatica, também sao discutidos na Ref. [33].

E importante mencionar que a Ref. [33] foi uma forte motivac¢do para a realizagdo das inves-
tigagoes, a nivel classico, da eletrodindmica em meios materiais, tendo em vista que a Ref. [33]
baseou-se no modelo MCFJ em vacuo. Como resultado das nossas investigagoes, dois artigos, ja
citados nesse trabalho, publicados no Physical Review D compoem os capitulos 3 e 4 desta tese.

Na secao 6.4, aborda-se uma extensao do modelo MCFJ para meios materiais, caracterizados
por relacoes contitutivas diferentes daquelas utilizadas para o vacuo. Aspectos relacionados a
propagacao de ondas eletromagnéticas e propriedades 6pticas do meio nesse cenério sao discutidos.
Na secao 6.5, efetua-se uma extensao no termo tipo CFJ que incorpora derivadas superiores ao

modelo, com base no Modelo Padrao Estendido nao minimo.
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6.3 Modelo Padrao Estendido

No Modelo Padrao Estendido, sao incorporados todos os termos (escalares) que causam viola-
cao de Lorentz® aos vérios setores do Modelo Padrao. Os termos que violam a simetria de Lorentz
apresentam quantidades tensoriais que sao interpretados como campos de fundo fixos®, que per-
meiam todo o espago. Quando a simetria de Lorentz é quebrada, esses parametros de violacao de
Lorentz assumem valores nao-nulos no vacuo (estado de menor energia do modelo), definindo certas
diregoes no espago-tempo (anisotropias), o que conduz a referenciais privilegiados, pois algumas
propriedades fisicas podem depender das direg¢oes desses parametros.

O Modelo Padrao Estendido é descrito pelas seguintes densidades lagrangeanas:
Lype = Lyp+ Lor+ 0Ly, (631)

onde Lyp é a densidade lagrangeana que descreve o Modelo Padrao, Lgg, descreve a interagao
gravitacional e Ly representa todos os termos que violam a simetria de Lorentz (sendo alguns
CPT-pares, outros CPT-impares).

Os termos violadores de Lorentz”, presentes na Eq. (6.3.1), podem ser classificados quanto ao
seu comportamento sob as transformacoes CPT, sendo chamados de CPT-pares quando nao violam
a simetria CPT e CPT-impares sao quando o fazem. A simetria CPT consiste na invariancia de
um sistema fisico perante as transformacoes de conjugacao de carga, paridade e reversao temporal.
A conexao entre violagao das simetrias CPT e Lorentz ¢é feita via o teorema de Greenberg [132],
que estabelece que violagao da simetria CPT implica na violagao da simetria de Lorentz.

Em muitas situacoes, teorias de violacao de Lorentz sao estudadas, investigando-se os efeitos
que esses termos de violagao causam nos sistemas fisicos usuais. Alguns dos principais efeitos em
sistemas fotdnicos ou fermidnicos podem ser estudados através da deformacao das relagoes de dis-
persao, que relacionam energia e momento de forma nao usual. Relagoes de dispersao modificadas
podem viabilizar processos proibidos no Modelo Padrao usual, tal como o efeito Cherenkov no
vacuo e decaimentos em pares particula—antiparticula, além de implicar na alteracao do threshold
energy de alguns processos, aumentando ou diminuindo o limite de energia minima [133].

Nos tultimos anos, extensoes do (MPE) foram propostas e incluem termos com altas derivadas
com dimendes de massa (em unidades naturais) maiores do que quatro [134-136]. Investigagdes
acerca de aspectos classicos relacionados a eletrodinamica (no vacuo) modificada por termos CPT-
impar de dimensao cinco e por termos CPT-par de dimensao seis podem ser encontradas na
literatura [42,43].

Sendo assim, o (MPE) apresenta a sua versao minima (MPE-m), com termos até dimensao®

quatro, e a versao nao-minima (MPE-nm), com termos de dimensao maiores do que quatro.

® Através de contragdes tensoriais entre os campos do Modelo Padréo e os parametros de violagao de Lorentz [48)].

6As fontes desses campos de fundo sdo inacessiveis.

"Na literatura, é comum substituir as expressdes “violacdo da simetria de Lorentz” e “termos violadores da
simetria de Lorentz” por “violagdo de Lorentz” e “termo(s) violador(es) de Lorentz”.

8Essa dimensionalidade, em unidades naturais, refere-se & dimensdo de massa do operador de campo, que é
acoplado com os tensores que parametrizam a (VL).
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6.3.1 Setor de fotons do Modelo Padrao Estendido

O setor de fotons ou setor de gauge do (MPEm) é descrito pela seguinte densidade de Lagrange

1 1 1 . 3}
L=—gFuF" =1 (kp) e FOF™ + 3 (kar)" € ANFH — JHA,, (6.3.2)
em que €, ¢ 0 simbolo de Levi-Cevita quadridimensional, e F),, ¢ o tensor eletromagnético usual.
Os elementos (kp)xauw € (kap)" representam os parametros de violagao de Lorentz, onde o primeiro
é CPT-par e adimensional, enquanto o segundo é CPT-impar com dimensao de massa igual a 1.
A contribui¢ao CPT-impar também ¢é conhecida como termo de Carroll-Field-Jackiw (CJF), pois
foi reportada num trabalho anterior [137| ao desenvolvimento do (MPE).
O setor eletromagnético do (MPE-nm) é descrito por uma densidade de Lagrange similar a da
Eq. (6.3.2), ou seja,
1 1

A 1 A
L= LB 4 L A ) B — (b Fyy — A, (6:33)

RV - respectivamente, sao os andlogos de

Os termos CPT-impares e CPT-pares, (]%AF)K e (I%AF)
(kar)w e (kp)™* do (MPE-m). Entretanto, essas quantidades envolvem coeficientes nao-minimos

contraidos com derivadas adicionais na seguinte forma de série infinita:

T d Q... Qg
(kap)e = Z (/{;g%)ﬁ @) Oy - Dorg_sy » (6.3.4a)
d odd
(I%F>H)\,Ufl/ _ Z (kg’i))lﬁ)\#yalu.a(d—ll)aal e 8a(d_4> , (6,3.4b)
d even

onde d é a dimensao de massa do operador de campo com o qual o coeficiente esta contraido. Os
coeficientes (kffl)?)nal'"a(d*) e (kl(;l))“)‘“”al"'aw*‘l), que controlam a VL, tem dimensao de massa igual
a (4 — d). Por exemplo, na Segao 6.5, estuda-se o termo CPT-impar de dimensdo 5. Nesse caso,

tem-se d =5 e a Eq. (6.3.3) apresenta seguinte termo
1 KAV 7 1 KAV B)\ aras
LD 56 AA(kAF)nF,m/ = 56 A>\<kAF)/4 6a18a2Fm,, (635)

na qual se utilizou a definicdo dada na Eq. (6.3.4a) com d = 5 para se obter (kap),. Observe que
o fator A\0u,0n, Fuw, que esta contraido com (k:f})nala?, tem dimensao de massa igual a .
Motivagoes adicionais para o objeto de estudo desde capitulo advém das conexoes entre VL
e propriedades de sistemas da matéria condensada. Por exemplo, como indicado na Ref. [33], as
equacoes de Maxwell no vacuo modificadas pelo termo CFJ sao utilizadas para descrever o efeito
mangético quiral, efeito Hall anomalo e a geragao anémala de carga em sistemas de férmions quirais.
Além disso, a eletrodinamica modificada por termos tipo CFJ também tem papel importante no
estudo de simemetais de Weyl. A descricao desse tipo de material pode ser realizada no contexto

de teoria de campos efetivo, através setor de férmions do MPE acoplado com o campo de gauge
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A [138-140].
Uma vez que este capitulo se restringe a discutir as contribuigoes oriundas do termo CPT-

impar, os termos CPT-pares (dos modelos minimo e ndo minimo) serao considerados iguais a zero,
F ) uv — F)riuy — Y.
(kp)iaw =0 ¢ (kp)uaw =0

6.4 Efeitos do termo C' PT-impar de dimensao 3 na eletrodi-

namica de meios materiais

Para se investigar as possiveis contribui¢oes do termo de violagao de Lorentz CPT-impar de
dimensao 3 na propagacao eletromagnética em meios materiais, escreve-se uma densidade de La-

grange da forma
1 2% 1 BAuv B
L= _Z_lG F/W — ZE V,BA)\F;W — AH‘] s (641)

onde se implementou o termo de Carroll-Field-Jackiw (CFJ) — proporcional a (kap) €.z, A F*

9

presente na Eq. (6.3.2) — na densidade de Lagrange do eletromagnetismo” em meios materiais [vide

a Sec¢ao 2.2.]. Note ainda que (k)" foi reescrito em termos de V* = (V4, V), por simplicidade

0

na notagao. Utilizando as equacoes de Euler-Lagrange na Eq. (6.4.1), obtém-se!” as seguintes

equagoes de Maxwell (ndo-homogéneas) modificadas pelo campo de fundo V*, ou seja,
K 1 KBuv K
0,G"" + € WVsF,, = J". (6.4.2)

A partir da qual, as leis de Gauss e Ampére modificadas podem ser facilmente obtidas, resultando,

respectivamente, em

V-D-V.-B=p, (6.4.3a)
VxH-0D-VB+V xE=1], (6.4.3b)

em que Vy e V sao as partes temporal e espacial de V", respectivamente.
Para se estudar o comportamento do modelo descrito pela Eq. (6.4.1) sob as transformagdes C
(conjugacao de carga), P (paridade) e T' (revers@o temporal), é importante lembrar que o termo

(CFJ) é CPT-impar e que a parte livre (sem fontes) da Eq. (6.4.1) pode ser reescrita como

1

1
LD—(E-D)Jr2

5 [VO(A.B)—AO(V-B)+V-(A><E)]. (6.4.4)

Assim, observa-se que as partes envolvendo Vj sao P-impar e T-par, enquanto os termos contendo

V sao P-par e T-impar, de acordo com a Tabela 2. Assim esses termos sao responsaveis por induzir

9 Adicionando-se o termo (CFJ) na densidade de Lagrange de Maxwell usual (para o vacuo), £ = —(1/4)F,,, F"",
obtém-se a conhecida eletrodinamica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw (MCFJ).
10Vide Apéndice I.
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uma atividade optica do meio, na forma de birrefringéncia ou absor¢ao (dicroismo).

Tabela 2: Comportamento dos termos VL da densidade de Lagrange dada na
Eq. (6.4.1) sob C, P e T.

E B 4, A VoA B) A4A(V-B) V- (AxE)

c - - - - + + +
r - + o+ - — + +
T oo+ -+ - + — —

Outro aspecto interessante da eletrodinamica de (MCFJ) consiste no termo VyB, que pode ser
utilizado para representar a densidade de corrente associado ao (CME),

2

e
J =— (Ap)B=2XB 4.
CME = 775 (Ap) ) (6.4.5)

sendo e a carga elementar, enquanto Ay = pugr — py, € conhecido como potencial quimico quiral,
designando a diferenca entre a densidade do niimero de férmions de mao-direita e mao-esquerda
do sistema. Na Eq. (6.4.5), X representa a condutividade magnética isotropica e tem um papel
equivalente & componente time-like V da Eq. (6.4.3b), como apontado pela Ref. [33].

Para se investigar as propriedades de propagacao relacionadas a eletrodindmica modificada,
descrita pela Eq. (6.4.3), sera considerado a classe de meios continuos cujas relagbes constitutivas

sao dadas por

) . ) 1 .
D'=¢E', H'=-B', (6.4.6)
1
em que € e i sao as constantes de permissividade elétrica e permeabilidade magnética do meio.
Note que a escolha feita na Eq. (6.4.6) implica que os parametros constitutivos gerais definidos via

o tensor constitutivo x**** |vide a Se¢do 2.2| foram escolhidos de forma que
€ij = €0y, (1) = n0y, iy =By =0, (6.4.7)

Note que, em relacao a esses parametros constitutivos, o meio é considerado isotréopico. Dessa
forma, quaisquer efeitos de anisotropia serao originados devido ao campo de fundo V'*.

Para seguir o procedimento discutido na Segao 2.3 e, entao, obter-se a equacao de dispsersao,
implementam-se as relagoes dadas na Eq. (6.4.6) e também J = ¢E, onde ¢ é a condutividade

ohmica, na Eq. (6.4.3b). Por conseguinte, obtém-se

[kQéij - k?lk’] - WQ[I,QJ} Ej = 0, (648)
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onde se definiu

1

iy = (€412 ) 8 — —g€iaj (kaVo — wVa) (6.4.9)

como o tensor de permissividade elétrico efetivo. O segundo termo do lado direito da Eq. (6.4.10),
€iqjka Vo viola a simetria P, enquanto o terceiro termo, wV,, quebra a simetria de reversao temporal
T. Ambos sao responséveis pela atividade 6ptica do meio, que se manifesta via birefringéncia.

Utilizando agora k = wn, pode-se reescrever a Eq. (6.4.8) na forma

M;;E’ =0, (6.4.10a)
sendo
Mij = n®0;; — ninj — p&ij, (6.4.10b)
com
_ Ny 1
€ij = (6 + 1;) 0ij — ;tfz‘aj(navo — Vo). (6.4.10c)

As solu¢oes nao-triviais para o campo elétrico sao obtidas exigindo-se que o determinante da matriz
[M;;] seja nulo, det[M;;] = 0. Isso fornceré as relagoes de dispersdo que descrevem a propagagao

das ondas eletromangéticas no meio. A matriz [M;;] é explicitamente dada por

[Mi] = M + igV, (6.4.11a)
na qual
n?  ning ming
o
M = [n2 —u (6 + 1;)] 13— | nine  nd  nons |, (6.4.11b)
nimns MnNang TL%
0 v — Vong Vong — V2
V= VE)TLg - V}, 0 ‘/1 - ‘/onl 5 (6411C>
Vo= Vong Vony — V4 0
com a matrix identidade 13 de ordem (3 x 3). Calculando det[M;;] = 0, obtém-se a seguinte

equacao de dispersao

E(n® — ué)* — % { pé [Vin? + V2 =215 (n- V)] = V*n? + (n - V)Q} =0, (6.4.12a)
com
E=c+il (6.4.12b)
w
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Para o vacuo, p =€ =1e o =0, a Eq. (6.4.12a) resulta'! na conhecida equagiao de dispersio
do modelo de MCEFJ:

P+ pPVi—(p-V) =0, (6.4.13)

com p* = (w, k) e V¥ = (V° V), como se esperava.
E possivel reescrever a equacao de dispersdo dada na Eq. (6.4.12a) numa estrutura analoga a

da Eq. (6.4.13). Para isso, definem-se os seguintes quadrivetores
k _ \%
= (\/Ew,—) . V= ( MVO,—~) . 6.4.14
Vi ViV 7 41

Assim, a Eq. (6.4.12a) é reescrita como

—\ 2

pr+pVi—(p-V) =0. (6.4.15)

Nas Eqs. (6.4.15) e (6.4.13), as contragoes tensoriais sao efetuadas considerando-se a métrica de
Minkowski 7, = diag(+1,—1,—1,—1). Alternativamente, pode-se introduzir uma uma métrica

efetiva definida por

1 1 1
ﬁ l/Edia‘g (€7__7__;__> 3 6416
g pwopop ( )
o que permite reescrever'? a Eq. (6.4.15) na forma
(p-ﬁ-p)2+% [ (p-ﬁ-p)(v-ﬁ-V)—(p-ﬁ-vﬂ =0. (6.4.17)

Dessa forma, pode-se interpretar a Eq. (6.4.15) como a equagao de dispersao para um modelo
MCFJ generalizado em meios. O quadri-vetor p* representa um quadri-momento efetivo que
satisfaz uma equacao de dispersao anéloga a do vacuo quando o campo de fundo é substituido
por V#. A possibilidade de reescrever a equacio de dispersdo em termos da métrica efetiva,
dada na Eq. (6.4.16), e do quadri-momento usual p* é uma forma diferente de se compreender
esse resultado. Noutras palavras, a presenca do meio, descrito pelos parametros e, p e o, leva
a ondas eletromagnéticas que obedecem uma equacao de dispersao similar & do caso de ondas
eletromagnéticas progagando-se no vacuo, mas com a métrica de Minkowski substituida por uma
métrica efetiva.

Para se investigar mais propriedades dessa eletrodinamica modificada num meio dilétrico, serao
discutidos, a seguir, dois cenarios: (i) campo de fundo puramente timelike e (ii) spacelike. Também

serd adotado um substrato dielétrico com condutividade 6hmica nula, o +— 0.

1Vide Apéndice J.
12Vide Apéndice K.
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6.4.1 Cenéario puramente timelike

Neste cenério, considera-se o campo de fundo descrito por V# = (V° 0). Assim, a Eq. (6.4.12a)

se reduz a

2 A%

2 2 _
— pe) = 0, (6.4.18)

(n

a qual fornece dois indices de refracao distintos:

27,2 27/2
2 _ Ve Vo 12V
ni = IME —f— 2w2 I|: 7 /lE + 4—(,02’ s (6419&)
ou equivalentemente
12Ve Vo
= — +t —. 6.4.19b
e pet 4w? 2w ( )

Esse resultado esta de acordo com o indice de refragao dado na Eq. (3.2.19) para o caso de
meio dotado com condutividade magnética isotropica. Essa é uma correspondéncia esperada, uma
vez que o Vj atua como uma parametrizacao da condutividade magnética. Note que os indices
de refragao n. sao reais positivos, o que permite que ambos os modos se propaguem em qualquer
frequéncia. Assim, comportamento de atenuagao/absor¢ao nao é observado neste cenario timelike.

Além disso, no limite de altas frequéncias, a Eq. (6.4.19b) fornece ny +— /Ji€, recuperando o
indice de refracao de um meio com permissividade elétrica € e permeabilidade magnética pu, tal
como ¢ descrito na eletrodinamica de Maxwell. Esse comportamento é ilustrado na Fig. 6.1 a
seguir, a qual mostra os indices de refragao (6.4.19b) em termos do parametro adimensional w/V;
para alguns valores de p e €. O modo associado a n, exibe dispersdao anémala, com dn, /dw < 0,

enquanto n_ é caracterizado por dispersao normal.
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0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 3.5

Figura 6.1: Indices de refracdo n.(w) da Eq. (6.4.19b) em termos da grandeza adimensional w/Vj.
As linhas azuis (decrescentes) representam n,, enquanto as vermelhas (crescentes) mostram n._.
Para as linhas solidas (linhas cheias), p = 1 e € = 2; para as linhas tracejadas, u = 1 e € = 3; para
as linhas ponto-tracejadas, p =2 e € = 2.

Para se examinar o estado de polarizacao dos modos de propagacao, reescreve-se inicialmente
a Eq. (6.4.18) como

v
n? — pe =+, (6.4.20)
w

A seguir, essa relagao pode ser implementada na Eq. (6.4.11), a partir da qual a condigao M;; EY = 0

fornece'® nesse cenario

2 2

1
ZFingn — N1N2 . (6421)

- V2ny/n2 —n?

E,

+inen — nins

Considerando o caso particular onde n = (0,0, n), os campos eleétricos normalizados da Eq. (6.4.21)

simplificam-se em

1
1
E.=— 1] . 6.4.22
) j’; (64.22)

Uma polarizagao é definida como mao-direita (mao-esquerda) se o vetor de polarizacao da onda
plana rotaciona ao longo de uma circunferéncia no sentido horario (ou anti-horario) quando o
observador vé a onda se aproximando [1,7]. Portanto, E_ é interpretado como vetor de polariza-

¢ao circular de mao-esquerda, enquanto E, representa polarizagao cirular de mao-direita. Essas

13Vide Apéndice L.
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polarizagoes sdo associadas com os indices de refragdo n_ e ny da Eq. (6.4.19b), implicando em
velocidades de fase diferentes para os modos fisicos. Consequentemente, origina-se uma rota¢ao do
plano de polarizacao de uma onda linearmente polarizada, como consequéncia da birrefringéncia
existente nesse cenéario. A birrefringéncia pode entao ser mensurada através do poder rotatério

especifico [veja a Eq. (2.3.26) |, que aqui resulta em

1

)= 5

(6.4.23)

a qual é independente da frequéncia e dependente da componente timelike V) do campo de fundo
de VL. Esse poder de rotacao nao-dispersivo é diferente do poder de rotacao de um cristal birre-
fringente tipico, que é crescente com a frequéncia, como indicado pela Eq. (2.3.26) para indices de
refragdo constantes. Dado que os indices de refragao da Eq. (6.4.19b) s@o reais, nao ha dicroismo

6ptico originado por Vj.

6.4.2 Cenario puramente spacelike

O caso puramente spacelike é caracterizado pelo campo de fundo V* = (0, V). Nesse caso, a
Eq. (6.4.12a) resulta em

2 P uev? —n2V2+ (- V)2 = 0. (6.4.24)

e(n? — pe)? — 2

Implementando n - V = n|V| cos §, obtém-se

2
(n? — pe)? — %IVIW =0, (6.4.25)
onde se definiu
2
a?=1- % sin® 0. (6.4.26)

Os indices de refracao sao dados por

2 _ pv?
ni = pe —

\%
sin? 6 + HV] V4e2w? cos? 0 + V2sin 6. (6.4.27)

2ew? 2ew?

A seguir, serao considerados duas configuragoes especiais: (i) o caso perpendicular onde n-V =
0 e sin?f = 1; (ii) o caso longitudinal onde n - £n|V| e sin?@ = 0. Tais escolhas simplificam o

problema e auxiliam no estudo das propriedades de propagacao.
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6.4.2.1 Caso V-perpendicular

Considerando a configuracio perpendicular com sin? @ = 1, as solucdes da Eq. (6.4.24) para n?

de acordo com a Eq. (6.4.27) sao dadas por
pv?
2ew?

pV?
= _ =/ pe— . 6.4.29
ny =\/pe, n pe—"——3 ( )

Percebe-se que enquanto ny é o indice de refracao usual da eletrodinamica de Maxwell em meios,

ni = pe+ (—141), (6.4.28)

ou seja,

correspondendo a a; = 0, o indice de refragdo n_ é associado a a_ = |V|/(ew), o qual carrega

contribuicao do campo de fundo. Para w > w_, tem-se n? < 0 e n_ se torna puramente imaginario.

Consequentemente o correspondente modo nao se propaga. Assim, define-se a frequéncia de corte
A\

€

O comportamento geral dos indices de refracao é ilustrado na Fig. 6.2, onde os indices de

refragdo (quadrados) sao plotados em termos do parametro adimensional w/|V].

5 -

00 05 10 15 20 25 30
v

Figura 6.2: Indices de refragio n2 (w) da Eq. (6.4.28) em termos de w/V onde V = |V|. Linhas

azuis (horizontal) representam ni, enquanto as linhas vermelhas mostram n?. Para as linhas

cheias, i = 1 e € = 2; para linhas tracejadas, 4 = 1 e € = 3; para linhas ponto-tracejadas, p = 2
and € = 2.

As linhas horizontais mostram ni, que é constante para todas as frequéncias. Para o modo
associado a n? , as linhas verticais tracejadas (localizadas em diferentes valores de w_ /| V|) separam

a zona de absorcao, onde w < w_, do regime de propagacao, onde w > w_. Além disso, no limite
2

de altas frequéncias, observa-se que n? — n% = pe.
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Para se obter os modos de propagacao, pode-se escolher um sistema de coordenadas onde
n = (0,0,n). Assim, uma configuracao perpendicular para o campo de fundo serda V = (1}, V4,0).
Da Eq. (6.4.25), pode-se escrever

n? — e — 1 V|
je = +——a.

(6.4.31)

Implementando essa relagdo na Eq. (6.4.11) e utilizando n3 = pe, oy = 0, a condigao M;;E? =0

fornece
. Vi
E, = — =V 6.4.32

onde V é o vetor unitério que aponta na direcao de V. Utilizando agora n? = ue — uV?/(ew?), a

condigao M;;E7 = 0 leva a'*

_ e \%
E_ =E" W = B (V X L+ 1|—w’n) : (6.4.33)
€
(V72 + )/ (ew)

na qual Eéf), Eéf) sao amplitudes escolhidas apropriadamente e nn é o vetor unitirio que aponta ao
longo da diregao de propagagao. Note que a componente longitudinal da Eq. (6.4.33) é suprimida
pela magnitude da direcao privilegiada V em comparacao com a parte transversal'®. Para V, = 0,

o comportamento dos modos de propagacao é ainda mais claro:

1 0
E.=|o0]|, EE=E[ -1 | (6.4.34)
0 Vi /(ew)

Portanto, os indices de refracao da Eq. (6.4.29) sdo associados a modos linearmente polarizados
da Eq. (6.4.34). Embora o vetor E_ contenha componentes transversal e longitudinal, no que diz
respeito as propriedades de polarizacao, ele é interpretado como um vetor linearmente polarizado
e somente sua parte transversal é considerada.

Para se analisar os efeitos de birrefringéncia gerados neste caso, Considerando o regime de pro-
pagagao onde w > w_, observa-se a existéncia de dois indices de refragao distintos, caracterizando

modos que se propagam com velocidades de fase distintas. Assim, a diferenca de fase entre os

14Vide Apéndice L.
151ss0 acontece por que a propagacao para esse modo ocorre quando w > w_ com w_ dado na Eq. (6.4.30). Logo,
V] < ew.

132



CAPITULO 6. ELETRODINAMICA MODIFICADA POR TERMOS CPT-IMPAR

modos de propagacao pode ser utilizada para caracterizar a birrefringéncia |veja a Eq. (2.3.28) |:

2T
A=—d(ny —n_), (6.4.35)

Ao
em que Ay ¢ o comprimento de onda eletromagnético no vacuo, e d representa a espessura do
meio ou a distancia que a onda percorre no mesmo. Utilizando entao os indices de refragao da

Eq. (6.4.29), a diferenga de fase por unidade de comprimento sera

A 27 / \&
T el 1 =41 = 4.
d X pe ( (—:%}2) ’ (6.4.36)

que se simplifica em

% ~ TVEE g (6.4.37)

 Ao€2w?

no limite V/w < 1. Note que n_ é real para w > w_ ou V/w < e. Asim, no limite V/w < 1, a
expressao dada na Eq. (6.4.36) continua real, justificando o resultado dado na Eq. (6.4.37). Esses
resultados indicam que a birrefringéncia é controlada pela norma quadrada do campo de fundo
V e depende quadraticamente do inverso da frequéncia w. Tais dependéncias nao sao observadas
no cenario puramente timelike [veja a Eq. (6.4.23) para uma comparagao simples|, tampouco em
dielétricos usuais.

Para w < w_, n_ se torna complexo, enquanto n, permanece real. Assim, a absor¢ao somente
ocorre para o modo representando pelo sinal (—). Nesse caso, o coeficiente de absorc¢ao, v =

2wIm(n|, é dado por

VI?

2w?’

v = 2\/pewy] —1 + (6.4.38)

Assim o modo associado a Eq. (6.4.33) é absorvido, enquanto o modo dado na Eq. (6.4.32) se pro-
paga sem atenuagao. Portanto, apos viajar certa distancia no meio, apenas o modo da Eq. (6.4.32)

sobrevivera.

6.4.2.2 Caso V-longitudinal

Agora serdo consideradas as configuracdes onde n -V = +n|V/|, o que implica em sin? = 0
e o = 1 na Eq. (6.4.25). Isso significa que n e V apontam ao longo da mesma diregdo, ou seja,
paran = (0,0,n), escolhe-se V = (0,0, V3). Consequentemente, a Eq. (6.4.27) fornece as seguintes

solucoes

(6.4.39)
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Observa-se imediatamente que n3 > 0, o que significa que o modo associado ao indice de refracao
n, se propaga em todo o dominio das frequéncias. Por outro lado, o modo associado a n_ se
propaga apenas para w > w_, para o qual n2 > 0. Aqui w_ é a frequéncia de corte dada
na Eq. (6.4.30). Essa caracterizacao é verificada na Fig. 6.3, onde os indices de refracao da
Eq. (6.4.39) sao ilustrados como fungdes do paramtro adimensional w/|V|. Os modos associados a
ni e n? exibem dispersiao anémala e normal, respectivamente, recuperando o valor usual n2 — e

no regime de altas frequéncias.

2L
0.0

Figura 6.3: Indices de refracdo n%(w) da Eq. (6.4.39) em termos de w/V where V = |V|. As
linhas azuis representam n?, enquanto as vermelhas mostram n?. Para as linhas cheias, p = 1
e € = 2; para linhas tracejadas, u = 1 e € = 3; para linhas ponto-tracejadas, p = 2 e e = 2. As
linhas tracejadas verticais, da esquerda para a direita, sdo dadas por w_/V =1/3 e w_/V =1/2,

respectivamente, com w_ dado na Eq. (6.4.30).

Para a escolha n = (0,0,n), o campo de fundo longitudinal é escrito na forma V = (0,0, V3).
Assim M;; B = 0 fornece'®

1
1

onde E, e E_ representam, respectivamente, vetores de polarizacao para modos circularmente
polarizados de mao-esquerda e mao-direita. Os dois indices de refracdo da Eq. (6.4.39) também

implicam em birrefringéncia, que pode ser avaliada através do poder de rotacao especifico

5:—gw(\/l+%—\/1—%). (6.4.41)

16yide Apéndice L.
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No limite |V|/w < 1, n_ permanece real, assim o poder de rotagao especifico simplifica-se em

1 /u
S~ —Z. /B 6.4.42
2\/:’ g ( )

indicando birrefringéncia independente da frequéncia, resultado similar ao da Eq. (6.4.23).
Por outro lado, para |V|/w > €, n_ se torna puramente imaginario, enquanto n, permanece
real. Nessa zona de frequéncia, ambos os modos sao absorvidos em graus diferentes. Essa diferencao

¢ caracterizada pelo coeficiente de dicroismo definido na Eq. (2.3.27), o qual fornece nesse caso

/HE A%
by = Y€ )1 M (6.4.43)
2 we

Com esse tultimo resultado (e os anterioes), concluem-se as anélises acerca das propriedades
de propagacao do modelo de eletrodindmica modificada por termo C'PT-impar de dimensao 3,

descrito na Eq. (6.4.1), num meio material.

6.5 Efeitos do termo C' PT-impar de dimensao 5 na eletrodi-

namica de meios materiais

Apobs analisadas as propriedades da eletrodindmica modificado por termo C'PT-impar de di-
mensao 3 (MCFJ) em meio material, o proximo passo de investigagdo consiste em estudar uma
extensao do modelo anterior que envolve derivadas superiores. Tais extensoes sao descritas pelo
MPE nao-minimo da Eq. (6.3.3), que consiste num ferramental teérico para a parametrizagao das
violagoes de Lorentz e C'PT numa teoria de campos efetiva. Nenhum sinal de VL no vécuo foi en-
contrada até o momento. Entretanto, VL pode ser considerada uma propriedade intrinseca de um
meio material, assim o MPE é suficiente para se representar certas propriedades materiais dentro
de uma configuracao de teoria de campos e ainda para se propor novos materiais com propriedades
nao usuais.

Nesta segao, sera abordado o termo C'PT-impar de dimensao 5 (d = 5) do MPE n&o-minimo

dado na Eq. (6.3.3). Assim, o termo a ser considerado ¢

1 .
éenAHVA)\(kAF>n-F;wa (651)

com
(kar)e = (k5p) 5 Oy Oy (6.5.2)

Implementando a seguinte parametrizagao,

(kp), 12 = U™, (6.5.3)
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com o campo de fundo U" e o tensor métrico de Minkowski n*1®2 = diag(1, —1, -1, —1), o termo

de derivada superior da Eq. (6.5.1) se torna
%e”’\‘“’A,\UHD, (6.5.4)

onde se introduziu o operador d’Alambertiano [J = n*1°20,,0,,. A densidade de Lagrange com o

termo de ordem superios (altas derivadas) originada da Eq. (6.3.3) é dado por

1 1
L= =7 F"Fu+ éeﬁA"”UﬁA,\DFW — A J", (6.5.5)
o qual envolve a VL parametrizada pelo campo de fundo U" = (U, U).
Para se estudar os efeitos desse termo de altas derivadas na propagacao de ondas eletromagné-
ticas num meio continuo, implementa-se agora o tensor G*” no termo cinético da Eq. (6.5.5), tal

como na Eq. (2.2.1). Assim, a densidade de Lagrange deste modelo eletrodinAmico novo seré
1 Hv 1 BApv o
L= _ZG FHV + 56 UBAADF“V — A#J s (656)

onde o tensor G* & escrito em termos do tensor constitutivo y***#  definido na Eq. (2.2.6). O
modelo dado na Eq. (6.5.6) fornece uma generalizagao da eletrodinamica da Eq. (6.5.5) em meios
materiais.

A densidade de Lagrange da Eq. (6.5.6) envolve uma derivada de terceira ordem no quadri-
potencial A,, exigindo entao uma equacao de Euler-Lagrange dotada de derivadas de derivadas
de variaveis de campo que sao da mesma ordem. Em principio, a ordem da derivada pode ser

reduzida reescrevendo-se a Eq. (6.5.6) na forma

1 1
L= _ZLGHUFW - 566)\“”[]6(8"14)\)877}7‘#” — A g (6.5.7)

Assim para a densidade de Lagrange da Eq. (6.5.7), é suficiente considerar a equagao de Euler-

Lagrange envolvendo derivadas de segunda ordem nos campos, ou seja,

oL oL oL
7r. 2 (away) + 2 (smaay) = (0%

Aplicando entao essa expressao a Eq. (6.5.7), obtém-se!”

0,GP* + P U0OF,, = J*. (6.5.9)

17Vide Apéndice M.
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Nesse cenario, as leis de Gauss e Ampére modificas sao, respectivamente, dadas por

V-D+20(U-B) = p, (6.5.10a)
V x H—9,D +200,B — 20(U x E) = J. (6.5.10D)

Essas equagoes de Maxwell modificadas podem descrever novos efeitos na propagacao de ondas
eletromagnéticas em meios caracterizados pelo tensor constitutivo y***?. A seguir, as relacdes de
dispersao serao, o comportamento dos indices de refracao e os modos de propagacao serao obtidos
e discutidos. Para isso, as relacoes constitutivas D = €E ¢ H = 1~ 'B serao utilizadas.

Com respeito ao comportamento sob as simetrias discretas, o campo de fundo U* na densidade
de Lagrange da Eq. (6.5.6) se comporta da mesma forma que V* da Eq. (6.4.1), uma vez que os dois
termos C'PT-impares dessas densidades de Lagrange diferem apenas pela presenca do operador
diferencial de segunda ordem, [, que é par sob P e T. De fato, inspecionando os termos VL da
Eq. (6.5.6), U*, observa-se que os termos envolvendo a componente timelike (Uy) sdo P-impares,
C-pares, T-pares e PT-impares, enquanto as contribui¢oes contendo o setor espacial, U, sao P-
pares, C-pares, T-impares e PT-impares, como ilustrado na Tabela 3. Isso significa que os termos

proporcionais a Uy e U atuarao como fonte de atividade éptica do meio considerado para estudo.

Tabela 3: Comportamento dos termos VL da densidade de Lagrange dada na
Eq. (6.5.6) sob C, P e T.

E B 4, A U,(A-0B) A4,(U.0OB) U-(AxLE)

c - - - = - + +
P - 4+ 4+ - — + +
T + - + - + — —

Para se obter as relagoes de dispersao, segue-se o mesmo procedimento descrito na Segao 2.3 e

considerando a Eq. (6.5.10), o que leva a
|:k25ij - k'lk?] - W2M€ij(w)] Ej = 0, (6511)

na qual se definiu o tensor de permissividade efetivo €;;:

o
&j(w) = (e + 1%) 0ij — w—;(kP — W)€ (WU, — k,Up). (6.5.12)

Note que essa quantidade, interpretada também como permissividade elétrica estendida, contém
contribui¢oes originadas do termo de altas derivadas. O termo envolvendo ¢;,;wU, viola a reversao
temporal, enquanto o termo contendo €;,;k,Uy quebra a simetria de paridade.

Utilizando agora k = wn, a Eq. (6.5.12) pode ser reescrita na forma
M;;E’ =0, (6.5.13a)
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onde o tensor M;; é dado por
M;; = n*6y; — nin; — péj(w), (6.5.13b)
e a permissividade efetiva é escrita como
&i(w) = <e + %) 5ij — 2iw(n? — 1)eja; (Us — nal). (6.5.13¢)

E importante perceber que embora o meio tenha permissividade elétrica isotropica, €d;j, os efeitos
de anisotropia s@o gerados pelo campo de fundo U*, presente nos elementos off-diagonal de €;;(w)
na Eq. (6.5.13c).

A matriz M;; na Eq. (6.5.13b) tem a seguinte forma explicita

[My;] = M + 2ipw(n® — 1)W, (6.5.14)
com M dado na Eq. (6.4.11b) e
0 Uons — Us U — Upny
W = U3 — U0n3 0 U0n1 — U1 . (6515)
Ugng — Uy U; — Ugng 0

Calculando-se det[M;;] = 0, obtém-se a seguinte equagao de dispersao
é(n? — pé)? — 4(n* — 1) pw? { pé [Usn® + U? — 2Up(n - U)] — U’n’ + (n- U)2} =0, (6.5.16)

com ¢ dado na Eq. (6.4.12b). Empregando-se o quadrimomento p* definido na Eq. (6.4.14) e

também

Ur = (ﬁUO, %) , (6.5.17)

a equacao de dispersao pode ser escrita também na forma!®

7+ 4p [172152 (T -p)Q] —0. (6.5.18)

Lembrando do tensor métrico efetivo da Eq. (6.4.16), pode-se ainda reescrever a equagao de dis-

persao (6.5.18) em termos do quadrimomento usual p* e do campo de fundo U*:
~ M ~ ~ ~
(p-ii-p) +4(p-n-p) 2 [ (U-7-U)(p-ir-p) - (U-n-p)z] =0. (6.5.19)

Note que a Eq. (6.5.18) nao pode ser escrita somente em termos do quadrimomento efetivo p*,

como ocorre no modelo MCFJ em meios descrito na Eq. (6.4.15). O motivo pelo qual p* surge na

18Vide Apéndice K.
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Eq. (6.5.18) consiste nas duas quadriderivadas adicionais que estdo contraidas com os coeficientes
do termo de dimensdo 5 na Eq. (6.5.6). Tais derivadas adicionais advém da Eq. (6.5.2) e da
parametrizacao adotada na Eq. (6.5.2). A Eq. (6.5.19) também permite dizer que a propagagao de
ondas eletromagnéticas no meio é governada por duas métricas: a métrica de Minkowski 7, e a
métrica efetiva 7, da Eq. (6.4.16). Assim, o modelo de eletrodindmica tipo MCFJ modificado pelo
termo C'PT-impar de dimensao 5, definido na Eq. (6.5.7), pode ser chamado de bimétrico nesse
sentido. Dessa forma, é notével que a estrutura do modelo modificado por termo de dimensao 5
em meios ¢ muito diferente do modelo MCFJ generalizado para meios da Eq. (6.4.1).

No vécuo, os parametros constitutivos sao € = 1, u = 1 e 0 = 0. Nesse caso, a equagao de

disperao na Eq. (6.5.16) se reduz a
(n? - 1)? { 1 — 402 [U2n? = Un? + U2 + (n- U)? — 20Uy (n - U)]} — 0, (6.5.20)
que pode ser convenientemente simplificada'® em
p {1 +4[p*U* - (U -p)°]} =0, (6.5.21)

com o quadrimomento p* e o campo de fundo U* = (Uy, U). A Eq. (6.5.21) recupera a equagao de
dispersao obtida na Ref. [43], onde esse modelo de eletrodindmica modificado por altas derivadas
foi estudado para o vacuo. E importante apontar que a notavel diferenca entre a Eq. (6.5.18) e
a Eq. (6.5.21) é suscitada pela presenca do meio material, pois os termos de altas derivadas, nas
densidades de Lagrange (6.5.7) e (6.5.5) s@o correspondentes.

A seguir, serao investigados dois cenarios desse modelo de eletrodindmica com respeito ao
campo de fundo, a saber: cenarios i) puramente timelike e ii) puramente spacelike. Além disso,

considera-se também meio cuja condutividade 6hmica é nula, € — .

6.5.1 Cenario puramente timelike

O cenario puramente timelike é definido considerando Uy # 0 e U = 0. Nesse caso, a
Eq. (6.5.16) se reduz a

e(n® — pe)* — 4p*w*Usen®(n®* — 1)* = 0, (6.5.22a)
que implica em
n? — pe = F2pewlon(n® — 1), (6.5.22b)
ou equivalentemente
+2uwlyn® — n? 7 2uwlon + pe = 0. (6.5.22¢)

19Vide Apéndice J.
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Tal equagao ctbica em n possui 3 solu¢oes complexas no geral, dadas como fungées n = n(w). Essas
solugoes se estendem a dominios de frequéncias definidos de acordo com o sinal do discriminante

da equagao cubica que, para a Eq. (6.5.22¢), é dado por

S

= ST (6.5.22d)

com
S = —e— pw’U3 [1 + 9pe(2 — 3pe) + 164°w°U7] - (6.5.22¢)

Para uma equagao cubica, o sinal de A auxilia na identificagao da natureza (real ou complexa)

das trés solugoes, de acordo com a Tabela 4.

Tabela 4: Sinal do discrimante A da Eq. (6.5.22d) e a natureza das raizes (solugoes)
da Eq. (6.5.22c).

Sinal Solugoes

A >0 uma raiz real e duas raizes complexas conjugadas

A <0 trésraizes reais (com duas ou todas as trés iguais se A = 0)

Uma vez que o denominador da Eq. (6.5.22d) é positivo, é necessario analisar somente o sinal
do numerador, S. Note que S é uma funcao de quarto grau em w, assim é possivel encontrar duas
raizes que fornecem os intervalos de frequéncias para valores positivos e negativos de A. Dessa
forma, a relagdo S = 0 estabelece os valores criticos (raizes) que separam os dominios de absorgao
(com S > 0) e propagacao (com S < 0). Resolvendo S = 0, encontram-se as duas solugoes para

w?, a saber:

W2 = [9Me (3p€ — 2) — 1+ /jie — 1 (9pe — 1)3/2} . (6.5.23)

1

2772
322U
Consequentemente, os trés intervalos de frequéncia associados aos dois cenérios distintos (propa-

gagao e absorgao) sao descritos da seguinte forma:

i) Para w_ < w < wy, tem-se S > 0 e A > 0, entdo a Eq. (6.5.22¢) fornece uma fungao real

n(w) e duas fungdes complexas conjugadas n(w).

ii) Para w < w_ ou w > wy, obtém-se S < 0 e A < 0, assim existem trés indices de refracao

reais n(w).

O primeiro dominio descreve efeitos de absor¢ao, enquanto, no segundo, ondas eletromagnéticas
podem se propagar sem sofrer atenuacao. O sinal de S determina a natureza real ou complexa
de n(w) no correspondente intervalo de frequéncia. Para um indice de refracdo complexo, pode-
se escrever n(w) = n/(w) + in”(w), onde Re[n(w)] = n'/(w) é o indide de refragdo do meio, e

Im[n(w)] = n”(w) é associado ao coeficiente de absor¢ao do meio v = 2wn”(w) [7].
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Agrupando os cenarios descritos acima, conclui-se que:

a) Para w < w_, existem trés solugbes reais.
b) Para w_ < w < wy, duas solugdes se tornam complexas, enquanto a terceira permanece real.
c) Para w > wy, as trés solugdes se tornam reais novamente.

No geral, propagacao sem atenuagao ¢ associada a parte real do indice de refragao, enquanto os
efeitos de absorcao sao relacionados com a parte imaginaria do indice de refracao, que geralmente
pode ser complexo. Assim, observa-se que a eletrodindmica modificada dada pela Eq. (6.5.6)
atribui um comportamento condutor a um substrato dielétrico. Para o cenario timelike, ondas
eletromagnéticas se propagam no meio sem atenuacao no intervalo de frequéncias onde as trés
solugdes sao reais. No intervalo onde solugoes complexas para n(w) ocorrem, propagacao e absorgao
sao observadas. Esses efeitos novos e nao-usuais sao originados pela componente Uy do campo de
fundo acoplado aos campos eletromagnéticos.

Os indices de refragdo para um meio material com propagagao descrita pela Eq. (6.5.22¢) sao
dados por expressoes muito complicadas [raizes da Eq. (6.5.22¢)|, as quais ndo serdo mostradas
aqui. Em vez disso, essas trés fungoes, n;(w) para i = 1,2,3 serdo ilustradas graficamente em
termos do parametro adimensional wU,. Para isso, escolhem-se os valores ¢ = 2 e p = 1. Esses
plots sao apresentados nas Figs. 6.4, 6.5 e 6.6, onde as linhas cheias representam a parte real de

n;(w), enquanto as pontilhadas indicam a parte imaginaria de n;(w).

4 -

[, 3 S E N R R B B SR
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

wUg

Figura 6.4: Plot de uma raiz real da Eq. (6.5.22¢), o indice de refragao ni(w), em termos de wUy. Ele é
obtido escolhendo-se os sinais inferiores da Eq. (6.5.22¢). A linha cheia representa Re[n;(w)], enquanto a
linha pontilhada mostra Im[n(w)], que é nula neste caso.
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PEd
------

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
wUp

Figura 6.5: Plot de uma raiz complexa da Eq. (6.5.22¢), o indice de refragao na(w), em termos de wUyp.
Tal indice provém da Eq. (6.5.22¢) com os sinais superiores sendo considerados. A linha cheia representa
Re[na(w)], enquanto a linha pontilhada ilustra Im([ng(w)].

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

wUg

Figura 6.6: Plot de uma raiz complexa da Eq. (6.5.22¢), o indice de refra¢dao n3(w), em termos de wUj.
Ele resulta da Eq. (6.5.22¢) com os sinais superiores levados em conta. A linha cheia representa Re[ns(w)],
enquanto a linha pontilhada indica Im[ng(w)].

Os indices de refracao, mostrados nas Figs. 6.4, 6.5 e 6.6, sdo caracterizados por partes reais
positivas. Os trés indices de refragao restantes, que seguem da equacao polinomial de sexto grau
dada na Eq. (6.5.22a), possuem partes reais negativas.

Note que n;(w) é sempre real para todo o dominio de frequéncias. As fungoes ny(w) e n3(w) se
tornam complexas no intervalo w_ < w < wy, o que esta de acordo com a analise feita previamente
nos itens a), b), ¢). Combinando todos os trés plots na Fig. 6.7, pode-se observar o cenério completo

descrito nos itens anteriores.
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wUp

Figura 6.7: Compilagao dos indices de refracao complexos n(w) das Figs. 6.4, 6.5 e 6.6. As linhas cheias
ilustram as partes reais de nj(w) (azul), na(w) (vermelho) e n3g(w) (verde). Suas correspondentes partes
imaginarias sao representadas pelas linhas pontilhadas com a mesma cor da parte real. As linha cheia e
marrom indica que Re[na(w)] e Re[ns(w)] estao sobrepostas. As linhas pontilhadas (pretas) sao utilizadas
sempre que todas as trés partes imaginarias ficam sobrepostas.

As linhas tracejadas verticais indicam os valores criticos de frequéncia da Eq. (6.5.23), ou seja,
w_Uy e wiUp, os quais definem a transi¢do entre os regimes dados nos itens (a) — (¢). Outra
caracteristica das Figs. 6.5 e 6.6 ¢ a presenca de discontinuidades nas partes reais de ns(w) e
n3(w), nos valores de frequéncias wy. Note que isso ocorre por que ns(w) e nz(w) se tornam
puramente imaginarios para esses valores de frequéncias.

E importante mencionar ainda que o comportamento fisico descrito nesse cenario ocorre somente
para eletrodindmica modificada por derivadas superiores da Eq. (6.5.6) num meio material. De

fato, no vacuo, a Eq. (6.5.22a) fornece

(n* — 1)*(1 — 4w*Uin*) = 0, (6.5.24)
cuja solucoes sao reais e dadas por:
| 1 (6.5.25)
’ QW‘U()V

0 que mostra auséncia de efeitos de absorgao no vacuo (para esse modelo de dimensdo 5). Esse
comportamento pode ainda ser obtido diretamente da Eq. (6.5.23), uma vez que Aw = w; —w_ = 0,
para i = € = 1. Isso corresponde ao desparecimento da janela de frequéncias onde absorgao ocorre.

Além disso, o segundo indice de refracao da Eq. (6.5.25) ndo tem um limite bem definido
para Uy — 0. No véacuo, tais modos sao chamados de espirios e suas ocorréncias sao tipicas de
teorias com altas derivadas (veja, por exemplo, as Refs. [42,43,136] para investigagdes detalhadas
no setor eletromagnético do MPE-nm). Entretanto, um Uj finito em meios macroscopicos pode
ser realizavel. Assim, o segundo indice de refracao nao é necessariamente suprimido em meios

materiais e deve ser considerado em pé de igualdade com os outros modos presentes na teoria.
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6.5.1.1 Modos de propagagao

Para se examinar os modos de propagagao para o cenario puramente timelike, implementa-se
a Eq. (6.5.22b) na matriz da Eq. (6.5.14), o que fornece

n?  ning nn +n in —ing
1 3 3
2 . .
[Mij] =— | nine  n3  mons | +2uwlp(n” —1) | —ing +n  ing |. (6.5.26)
ning neng N3 ing, —in; +£n

Resolvendo M;;E7 = 0, obtém-se

+insgn — ning
E,=——F——F, (6.5.27a)
v n? —n?

Finon — nins

E, E,, (6.5.27b)

2 _ 2
n® —nj

0 que permite escrever os campos elétricos normalizados E4 como®”

n? —n?
+ingn —ning | - (6.5.28)

Fingn — nins

1

- V2n4y/n% —n?

E.

A expressao (6.5.28) coincide exatamente com a Eq. (6.4.21) com os subescritos trocados. Assim,
para a configuracao timelike, os campos elétricos dos modelos MCFJ e do modelo tipo MCFJ
modificado por termo de dimensao 5 sao os mesmos, embora os indices de refragao dessas teorias
sejam diferentes. Note ainda que Er das Egs. (6.5.28) e (6.4.21) nao dependem de Uy e Vj,
respectivamente.

O indice de refragao ilustrado na Fig. 6.4 é associado ao campo elétrico E_ da Eq. (6.5.28),
enquanto os indices de refragao das Figs. 6.5 e 6.6 sao relacionados a E, . Isso pode ser verificado
através do software Mathematica por meio do seguinte teste: 1) escrever os campos E4 e a matriz
[M;;] no caso timelike; 2) fazer as multiplicagoes ([M;;]EL) e ([M;;]E_); 3) depois utilizar um con-
junto de parametros numéricos para p, €, wlUp, ng, ng para que as expressoes ([M;;|E;) e ([M;;]|E_)
possam ser simplificadas; 4) escrever n; = /n% —n3 —n3. Assim, as expressoes ([M;]E,) e
([M;;]E_) ficam dependentes apenas de n?; 5) substituir cada n? que ¢ solugao da Eq. (6.5.22¢) ou
em ([M;;]Ey) ou em ([M;;]E_) e verificar se, ap6s tal substituigdo, as expressoes resultam iguais
a zero, satisfazendo a condigao M;; EY = 0. Por exemplo, realizando esse procedimento, observa-se

2 com n(w) descrito pela Fig. 6.4 em [M;;]E_, obtém-se M;; E? = 0, porém

que ao se implementar n
ao implementa-lo em [M;;]E,, tem-se M;;E7 # 0. Logo, conclui-se que n da Fig. 6.4 é associado
ao campo elétrico E_.

Para se ter uma interpretagao fisica mais clara desses modos de propagacgao, pode-se escolher

20Vide Apéndice N.
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um sistema de coordenadas onde n = (0,0,n), levando a campos elétricos dados por

1
1

0s quais representam, respectivamente, vetores de polarizacao circular de mao esquerda e direita,
tipicos de meios com atividade 6ptica. Tal atividade 6ptica pode ser expressa em termos do poder

de rotacao da Eq. (2.3.26), se os indices de refragao sao conhecidos.

6.5.2 Cenario puramente spacelike

Agora seré considerado o cenério em que o campo de fundo U* contém apenas o setor espacial

nao-nulo, ou seja, Uy = 0 e U # 0. Nesse caso, a Eq. (6.5.16) simplifica-se em
e(n® — pe)? —4(n® — 1) uw? | (ne —n*)U? + (n- U)?*| = 0. (6.5.30)

Implementando n - U = n|U| cosf na Eq. (6.5.30), obtém-se

n® — pe = £2uw(n® — 1)a|U|, (6.5.31)
onde se definiu
n2
o =1— —sin?#. (6.5.32)
JL€

Com essa parametrizacdo, pode-se analisar dois casos espciais: (i) configuragao perpendicular onde
n-U =0 esin?d = 1; (ii) configuracio longitudinal com sin?f = 0 e n - U = £n|U| onde o sinal
positivo (negativo) representa n paralelo (anti-paralelo) a U. Essas escolhas permitem um estudo

mais claro sobre o comportamento da propagagao de ondas eletromangéticas.

6.5.2.1 Caso U-perpendicular

Para a configuracao perpendicular, isto é, n- U = 0, tem-se sin?# = 1 e a Eq. (6.5.31) se torna

2
n® — e = £2pw(n® — DU [1 - n—, (6.5.33)
e
que pode ser reescrita como
(n? — pe) | 42U%(n* — 1)? + pe(n® — ue)] =0, (6.5.34)
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wU

Figura 6.8: Comportamento dos indices de refragao n3 da Eq. (6.5.36) em termos de wU onde U = |U].
As linhas azuis (acima da linha tracejada horizontal) representam n? , enquanto as linhas vermelhas (abaixo
da linha tracejada horizontal) ilustram n?. Para linhas cheias, © = 2 e € = 2; para linhas tracejadas,
p = 2 e € = 4; para linhas ponto-tracejadas, p = 1 e € = 2. As linhas verticais tracejadas (cinza) indicam,
respectivamente, w_U =1 e w_U = 2, onde w_ ¢é dado pela Eq. (6.5.37).

a qual implica em n? = pe e também
42w Un + (e — 81 °w?U)n? — p?e® + 442w U? = 0. (6.5.35)

A primeira solucao, n? = je, corresponde ao indice de refracao usual obtida na eletrodindmica de
Maxwell em meios materiais, o qual sera denotado por ng = /ue. Por outro lado, a Eq. (6.5.35)
carrega informacao oriunda do termo de altas derivadas da Eq. (6.5.4) e do campo de fundo U.

Assim, a Eq. (6.5.35) fornece as seguintes solugoes:

ni =1+ fy, (6.5.36a)

onde
fom—C (—1 TV, T) (6.5.36D)
8uw?U? ’

1
T = 164%w*U? (1 — —> . (6.5.36¢)
its

O comportamto de n% em termos do parametro adimensional w|U| ¢ ilustrado na Fig. 6.8.
Nota-se que n, é real em todo o dominio de frequéncia e exibe dispersao anémala. Além disso, a

funcao n? possui uma raiz w_ dada por

€

“ = 5]

(6.5.37)

Tal expressao indica o valor critico abaixo do qual n_ se torna puramente imaginario, cessando a
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propagagao eletromagnética. Acima de w_, o indice de refracdo n_ se torna real e, consequente-
mente, ondas eletromagnéticas podem se propagar nesse regime.

A primeira linha vertical tracejada na Fig. 6.8, localizado no valor w_|U| = 1, separa as zonas
de absor¢ao e propagacao para o modo representado pela linha cheia vermelha. A segunda linha
vertical, em w_|U| = 2, separa essas zonas para o modo ilustrado pelas linhas vermelhas tracejadas

e ponto-tracejadas. No geral, observa-se que:

e Para 0 < w < w_: o indice de refragdo n, é real e n_ é puramente imaginario. Assim,

somente o modo associado a n, se propaga.
e Para w > w_: tem-se n2 > 0 e ambos os modos se propagam.

e No limite de frequéncias muito baixas, w|U| +— 0, vale n, = ,/u€, recuperando o indice de

refracao de um meio simples na eletrodinamica usual.

e No limite de altas frequéncias, w|U| — oo, o comportamento dos indices de refragao é dado

por

1 1
=14+ — — . 6.5.38
ne=1E | ( u) (6.5.38)

Note ainda que para frequéncias muito altas, n4 — 1, o que é diferente do comportamento dos
indices de refragao da Eq. (6.4.29) do modelo MCFJ em meios materiais, que, para esse mesmo
limite, levam a n. ~ ,/u€. Assim a repercussao de uma permissividade e permeabilidade nao-
triviais é suprimida no a&mbito da teoria tipo MCFJ modificada por altas derivadas, descrita pela
Eq. (6.5.6).

Em relagao aos modos de propagagao, a Eq. (6.5.32) produz

2
1
ai:\/ _”_i:\/1_ +fi, (6.5.39)
e e

indicando diferentes valores de « para os diferentes indices de refragao ny da Eq. (6.5.36). Esco-

lhendo n = (0,0, n), pode-se escrever U = (Uy, Us,0), de forma que a relagdo n- U = 0 continue

valida. Dessa forma, os modos de propagacao obtidos tem a seguinte forma?:

Us
E. = E, U,
—2iwfy (U +U3) /e
-y (U X i — infi@rﬂ , (6.5.40)

com fy dado pela Eq. (6.5.36b).

21Vide Apéndice N.
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Comparando agora a Eq. (6.5.40) com a Eq. (6.4.33) obtida para o modelo MCFJ em meios,
algumas similaridades intrigantes podem ser observadas. A interpretagao adotada [48| é que o modo
tnico da Eq. (6.4.33) se divide nos dois modos da Eq. (6.5.40) como consquéncia da natureza de
altas derivadas da teoria dada na Eq. (6.5.6).

Para se entender um pouco melhor esses modos, realiza-se uma expansao em série de Taylor
para U +— 0 em fi da Eq. (6.5.36b). Assim, tem-se

fo~pe—1, f o~ — L€, (6.5.41)

€
S
4pw?U? *

0s (uais permitem escrever

€
ny > /e, n_ \/2 T LWt JE. (6.5.42)

Como consquéncia, o modo descrito por E; tem um comportamento bem definido no limite U — 0,
enquanto o segundo modo, associado a E_, nao o tem??. Tal como ocorreu no cenério puramente
timelike, existe também no cenério spacelike um modo cuja contra-parte no vacuo seria denotado
como espurio. Todavia, essa situagao é contornada em meios materiais, pois |U| pode ter um valor
finito. Assim, tal modo deve ser interpretado como modo propagante regular.

Agora, discute-se a primeira solugdo nyg = /pe da Eq. (6.5.34). Nesse caso, a Eq. (6.5.32)

provém a = 0. Logo, M;;E? = 0 fornece®

1 U
E, = — - U. 6.5.43
0 |U| %2 ( )

Tal expressao indica um campo elétrico linearmente polarizado e perpendicular a dire¢ao de pro-
pagacao, relacionado ao indice de refracao ng = /pe. Além disso, tem-se Eq - E = 0, com E.
dado na Eq. (6.5.40). O modo da Eq. (6.5.43) é equivalente aquele da Eq. (6.4.32) obtido para a
teoria MCFJ em meios macroscopicos. Assim, esse modo em particular nao sofre alteracao devido
a presenga de derivadas adicionais no operador de campo tipo CJF da Eq. (6.5.4).

Além disso, mesmo no limite U +— 0, os campos elétricos Ey e E1 ainda sao governados pela
direcao de U. Assim, as componentes de U atuam também como parametros do plano ortogonal
a direcao de propagacao.

O namero de modos fisicos na teoria tipo MCFJ definida pela Eq. (6.5.6) ¢ igual a trés. Dois
deles se aproximam do comportamento de um meio isotrépico usual no limite U +— 0. Tais modos
sao aqueles associados a ny da Eq. (6.5.42) e a ng = /e da Eq. (6.5.34). Note que possuir trés
modos de propagacao nao implicam numa quebra da invaridncia de gauge da teoria defina na

Eq. (6.5.6). Isso por que o operator da Eq. (6.5.4) é claramente invariante de gauge?!. O terceiro

22F ainda evidente que n_ se torna puramente imaginario nesse regime.
23Vide Apéndice N.
24Vide Apéndice O.
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modo ocorre devido a presenga do operador d’Alambertiano na Eq. (6.5.4), aumentando o grau
polinomial da equagao de dispersao. No vacuo, o terceiro modo pode ser denotado como espiirio,
mas esse termo técnico nao é bem aplicado no contexto de meios macroscopicos, onde U pode
assumir valores finitos realizaveis.

Como os modos associados nao sao circularmente polarizados, a birrefringéncia para esse caso é
caracterizada em termos da diferenga de fase por unidade de comprimento, definido na Eq. (2.3.28).

Assim, introduz-se

== —(ng — ), (6.5.44)

onde a,b € {0,+, —}. Uma vez que existem trés modos de propagacao para w > w_, pode-se definir
as seguintes diferencas de fase adquiridas depois da ocorréncia de propagacao por uma distancia

d:

Aj“ - i—” [\/1 + fy— \//E] : (6.5.45a)
0

A2
) :A—:[\/1+f+—¢1+f_}, (6.5.45D)

os quais sao validos no intervalo de frequéncias onde n_ é real, isto é, w|U| > ¢/2. No limite de
altas frequéncias, (w|U|)™' < 1, a Eq. (6.5.45) fornece

A:I:O 2T A

— = —(1 - + — .54
g A0( vhe) £ o (6.5.46a)

Ay A

== _ = 6.5.46b
d d’ ( )

com

A T 1

— = —— ). 6.5.46
7= oy () (6:5.460)

Comparando os modos indicados pelo subescrito (4) com o modo padrao (com subescrito “07),
nota-se que existe uma contribuicao de ordem zero, que envolve somente a permissividade e per-
meabilidade do meio.

Para w < w_ (ou w|U| < €/2), n_ é puramente imaginario. Entao, a partir da Eq. (6.5.36), n_

¢é reescrito como

n_=iy/—1— f_. (6.5.47)

Como Im[n,] = 0 para todo o dominio de frequéncias, somente o modo associado a n_ sofre
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atenuagao, que ¢ quantificada pelo coeficiente de absorgao v = 2wlm|[n_|, ou seja,

7—2w\/; (1+\/1+—T> -1, (6.5.48)

8uw?U?

com 1 dado na Eq. (6.5.36¢). No limite de baixas frequéncias, w < 1, Eq. (6.5.48) pode ser

expandida como
1 2
" iy 21 )] (0549

E importante mencionar que o coeficiente de absor¢io da Eq. (6.5.49) é calculado no limite
w|U| < 1, enquanto a diferenga de fase na Eq. (6.5.46) é determinada no limite oposto (w|UJ)™! <
1. Isso acontece por que atenuacao ocorre para n_ puramente imaginéario e birrefringéncia surge
quando n_ é real. A condigdo w|U| = €/2 estabelece uma frequeéncia de corte que separa os dois

dominios de frequéncias para a ocorréncia de cada efeito.

6.5.2.2 Caso U-longitudinal

Considerando as confituragoes longitudinais, ou seja, n e U sao paralelos ou antiparalelos,
tem-se sin” @ = 0. Assim a Eq. (6.5.30) resulta em

(1 — 4p°W*UAn* — 2(ue — 47w Un? + p?e® — 4pPw?® = 0, (6.5.50)

cujas solucoes para n? sao

e £ 20[U])

. 6.5.51
1+ 2uw|U| ( )

nd =
O comportamento de n% em termos do parametro adimensional w|U| é ilustrado na Fig. 6.9,
considerando alguns valores numéricos para os parametros.
Nesse cenario, o modo associado a n exibe dispersao anémala e se propaga para todo o dominio
de frequéncia, uma vez geu n3 > 0.

O modo associado a n? possui dois ramos. No ramo superior, definido no intervalo de frequéncia
2

0 < w < wp, 0 modo se propaga, com n- crescendo rapidamente com w. Aqui

1

= 6.5.52
21U ( )

Wo
¢ o valor de frequéncia para o qual n? diverge. Na Fig. 6.9, a primeira linha tracejada vertical, dada
por wo|U| = 1/4, é assintética as curvas vermelhas cheia e tracejada, onde as fungdes associadas
possuem singularidades nesse ponto e mudam seus sinais. A segunda linha tracejada vertical ocorre
em wo|U| = 1/2 e é assintética aos ramos superior e inferior da curva vermelha ponto-tracejada.

Quando w > wy, tem-se n2 < 0 cujo ramo inferior se torna um indice de refracio puramente

150



CAPITULO 6. ELETRODINAMICA MODIFICADA POR TERMOS CPT-IMPAR

wU

Figura 6.9: Plot de n da Eq. (6.5.51) em termos de wU com U = |U]|. As linhas azuis, que sdo positivas
e decrescentes para todo intervalo de frequéncia, representam ni As curvas vermelhas, constituidas por
ramos superiores e inferiores, ilustram n?. Para as linhas cheias, ;1 = 2 e € = 2; para linhas tracejadas,
@ = 2 e € = 4; para linhas ponto-tracejadas, u = 1 e € = 3. As linhas verticais tracejadas (em cinza)
indicam os valores de wU € {1/4,1/2,1,3/2,2}.

imaginario, representando um modo nao propagante. Esse comportamento ocorre no intervalo

wy < w < w_, com

€

= 6.5.53
507 (6.5.53)

o qual representa a raiz da Eq. (6.5.51). A Eq. (6.5.54) estabelece uma frequéncia de corte acima
da qual o modo associado a n_ se propaga. A terceira e a quarta linhas verticais, dadas por
w_|U|] =1 e w_|U| = 1.5, indicam o inicio do regime de propaga¢ao para linha cheia vermelha e
linha tracejada vermelha, respectivamente.

Analisando agora os modos de propagacao, observa-se que o« = 1 para a configuragao longitudi-
nal. Entao, escolhendo um sistema de coordenadas onde n = (0,0,n) e U = (0,0, Us), os campos

elétricos normalizados s&o?°

1
1
E.=— | 7i|, 6.5.54

que representam ondas circularmente polarizadas de mao direita e esquerda, respectivamente.
Assim, quando U e n apontam na mesma dire¢ao, os modos se tornam transversos, de forma que
suas polarizacoes sao perpendiculares a n.

Para se analisar os efeitos de birrefringéncia, pode-se calcular o poder de rotagao implementando

25Vide Apéndice N.
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a Eq. (6.5.51) na Eq. (2.3.26), o que resulta em

(5:—Ew
2

9+ g-
- , 6.5.55a
V14 2uwlU| \/1—2,uw|U|] ( )

2
ge = /1 22U (6.5.55b)
€

Note que a expressao (6.5.55) é valide para regides onde n_ é real, isto é, para w < wp e w > w_,

onde

de acordo com a Fig. 6.9. No limite w|U| < 1, a Eq. (6.5.55) fornece um poder de rotagdo nao

linear na frequéncia,

§ o~y [ = (e — Dw?|U|. (6.5.56)

=

O indice de refracao n_ é puramente imaginario no intervalo wy < w < w_, o que constitui uma

zona de absor¢ao. Assim, tem-se

€
<w< —. 6.5.57
2u0] <= 20 (0:5:57)
Nesse regime, o indice de refracao é dado por
, 1 —2w|U|/e
_ = S il U 6.5.58
Y TR ( )
e o correspondente coeficiente de dicroismo é
Ve |1 —=2w|U|/e
5y = : 6.5.59
4= N QU] — 1 (6.5.59)
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Capitulo

CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, realizamos um estudo relativamente extenso sobre algumas propriedades 6pticas
de sistemas dielétricos em cenérios diversos através da Eletrodinamia de Maxwell, num primeiro
momento, e também por extensoes eletrodinamicas que envolvem violacao de Lorentz por meio de
derivadas superiores. No capitulo 2, apresentamos uma breve revisao sobre os principais aspectos
relativos a propagacao de ondas eletromagnéticas em meios materiais. Para isso, discutimos sobre
as relagoes constitutivas e sua utilizagao na parametrizacao da resposta eletromagnética de meios
a campos aplicados. Mostramos uma das principais ferramentas utilizadas nesse trabalho: a
equagao de Fresnel. Através das equagoes que governam a eletrodindmica do sistema considerado
e das relagoes constitutivas do mesmo, conseguimos construir equagoes que nos fornecem os indices
de refragao do meio e as polarizagoes correspondentes dos modos de propagagao. Depois disso,
apresentamos formas de avalia¢do da birrefringéncia (poder de rotagao e diferenca de fase), absorgao
e dicrofsmo.

No capitulo 3, estudamos meios dotados de condutividade magnética, descrita pela relacao
constitutiva J' = 05 B’. Escolhemos 4 configuracoes para o tensor de condutividade, obtendo as
quantidades de interesse (indices de refracio, polarizagoes, birrefringéncia, absor¢ao). E importante
mencionar ainda que o caso isotropico abrange o efeito magnético quiral (CME). Além disso, a
configuracao de condutividade magnética antissimétrica, que apresentamos pioneiramente para fins
de estudo teodrico, pode ser realizado em alguns semimetais de Weyl.

Investigamos, no capitulo 4, o comportamento de ondas eletromagnéticas em meios bi-isotropicos
e bi-anisotropicos, lineares e homogéneos. Apresentamos vérias referéncias que utilizam rela-
¢oOes constitutivas, motivando, dessa certa forma, nossa investigacao. Consideramos cenérios
bi-anisotropicos parametrizados em termos de tensores simétrico e antissimétrico. Para o caso
simétrico, descrito em termos dos parametros magnetoelétricos @, 3 e do vetor d, determinamos
dois indices de refracao distintos, sendo que, no caso em que d aponta na mesma direcao de pro-
pagacao n, temos apenas um indice de refragdo, que implica na auséncia de birrefringéncia. No
caso em que d - n = 0, ocorre birrefringéncia, que pode ser examinada em termos do poder de
rotagao quando os modos de propagacao sao descritos por vetores LCP e RCP, ou em termos da
diferenca de fase quando as polarizacoes nao sao circulares. Para uma configuracao genérica, en-
contramos que a diferenca de fase assume valor maximo para ¢ = 7/2, sendo ¢ o angulo entre d e
n. Obtivemos ainda as velocidades de grupo, velocidades de fase e o vetor de Poynting. No geral,
observamos que o fluxo de energia eletromagnética nao se propaga na mesma dire¢ao da onda,

apresentando contribui¢oes que dependem das direcoes relativas entre o vetor constitutivo d, a
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direcao de propagagao n e o campo elétrico. Para o caso antissimétrico, as relagoes constitutivas
estendidas foram escritas em termos dos vetores a e b. No caso a-longitudinal, obtemos apenas
um indice de refracao para meio, que suporta campos elétricos com qualquer tipo de polarizacgao.
Na configuracao a-ortogonal, observamos birrefrignéncia, mensurada por meio da da diferenca de
fase entre os modos, que podem ser descritos por polarizagoes linear, circular ou eliptica. Deter-
minamos tabmém que as velocidades de grupo em ambos os casos a-ortogonal e a-longitudinal
sao independentes de k e w, sendo uma consequéncia das configuragoes adotadas. O cémputo
do vetor de Poynting mostra que o fluxo de energia nao se propaga na direcao de propagacao n,
possuindo uma contribui¢ao apontando na diregao do vetor constitutivo 8’ = Rela] e outras partes
que dependem das direcoes relativas entre a’ e o campo elétrico.

No capitulo 5, discutimos a reversao do poder de rotacao (PR) § que ocorre em meios bi-
isotropicos dotados de condutividade magnética. Com esse intuito, estudamos dois casos parti-
culares. No caso de condutividade magnética isotropica, a reversao de sinal do PR ocorre na
frequéncia W’ = X/(2|a|”), de forma que: i) para 0 < w < W', tem-se rotacdo da polarizagao
linear no sentido horario; enquanto para ii) w > w’, observamos rotagao da luz linearmente pola-
rizada no sentido anti-horario. No caso antissimétrico, o poder de rotagao, para todo intervalo de
frequéncias, nio sofre inversdo de sinal nos casos de condutividade Ohmica nula e ndo-nula. Isso
sugere que anisotropias na corrente magnética podem prevenir a reversao de quiralidade em meios
bi-isotrépicos dotados de condutividade magnética.

No capitulo 6, abordamos a propagacao eletromagnética em meios dielétricos governados por
extensoes da Eletrodinamica envolvendo termos que violam as simetrias de Lorentz e CPT. Inicial-
mente consideramos a eletrodinamica de Maxwell modificada pelo termo CPT-impar de dimensao
3, o termo de Carroll-Field-Jackiw (CFJ), descrito por um campo de fundo V* = (V;, V). Nesse
caso, derivamos as equacoes de Maxwell modificadas, que podem ser utilizadas na descricao de
sistemas quirais dotados do efeito magnético quiral, como apontado na Ref. [33]. Depois disso,
obtivemos a equagao de dispersao que, na forma de 4-vetores, é dada equivalentemente pelas Eqs.
(6.4.15) ou (6.4.17), o que permite interpretar a propagagao de ondas eletromagnéticas num meio
dielétrico obedecendo a uma mesma equacao de dispersao de ondas eletromagnéticas no vacuo,
porém com a métrica de Minkowski substituida pela métrica efetiva da Eq. (6.4.16). No cenario
puramente timelike, Vy # 0 e V = 0, os indices de refracao obtidos correspondem com aqueles en-
contrados para um meio dotado de condutividade magnética isotrépica. Os modos de propagagao,
nesse caso, podem ser descritos por vetores LCP e RCP. A birrefringéncia foi calculada através do
poder de rotagao, revelando ser constante e independente da frequéncia. No cenério puramente

spacelike, Vo = 0 e V #£ 0, escolhemos duas configuragoes particulares para anélise: i) caso V-
2

perpendicular e ii) V-longitudinal. No caso V-perpendicular, o modo associado a n° se propaga
para w > |V|/e, enquanto o modo associado a n? (que é constante) se propaga normalmente em
todo dominio de frequéncias. A birrefringéncia, nesse caso, foi examinada através da diferenca de
fase da Eq. (6.4.36), uma vez que os modos de propagagao sao descritos por polarizagdes nao cir-
culares. No intervalo w < |V|/e, obtivemos ainda o coeficiente de absorgao para o modo associado

a n?. Na configuracao V-longitudinal, os modos associados a n% e n? exibem disperséo anomala
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e normal, respectivamente. A birrefringéncia foi avaliada, nesse caso, através do poder de rotagao
dado na Eq. (6.4.41).

Consideramos ainda um modelo de eletrodinamica modificada por um termo CPT-impar de
dimensao 5 parametrizado por meio do campo de fundo U* = (U, U). Como no modelo anterior,
a equacao de dispersao, equivalentemente dada por (6.5.18) e (6.5.19), foi reescrita através de 4-
vetores, revelando que a propagacao de ondas eletromagnética no meio dielétrico é governada por
duas métricas: a métrica de Minkowski e a métrica efetiva da Eq. (6.4.16). Assim, o modelo de
eletrodindmica tipo MCFJ modificado pelo termo CPT-impar de dimensao 5 pode ser chamado
de bimétrico nesse sentido. No cenario puramente timelike, Uy # 0 e U = 0, encontramos uma
equagao de dispersao ctibica em n, possuindo 3 solugoes complexas, dadas como funcgoes n = n(w).
Analisando o sinal do discriminante da equagao ciibica, conseguimos determinar os intervalos de
frequéncias em que os 3 indices de refra¢do n;(w) (com i = 1,2,3) sao reais ou complexos. De
fato, temos: i) para w_ < w < wy, ha 1 indice de refragado real e 2 indices de refragdo complexos
(conjugados); para w < w_ ou w > w,, os trés indices de refragdo sdo reais. Aqui wy é dado
pela Eq. (6.5.23). A existéncia de indices de refragdo complexos, w_ < w < wy, esté relacionada a
efeitos de absorcao. Dessa forma, a eletrodinadmica modificada pelo termo CPT-impar de dimensao
5 atribui um comportamento condutor a um substrato dielétrico. Esses efeitos novos e nao-usuais
sao originados pela componente U, do campo de fundo acoplado aos campos eletromagnéticos.
Para o cenério puramente spacelike, Uy = 0 e U = 0, consideramos os casos particulares U-
perpendicular e U-longitudinal. No primeiro, obtivemos 3 indices de refracao distintos, associados
a polarizacoes cuja parte transversal é descrita por polarizacao linear. Além disso, determinando
que: i) para 0 < w < w_, com w_ = €¢/(2|U]), apenas o modo associado a n se propaga, enquanto
o modo relacionado a n_ néo o faz; e i1) para w > w_, os dois modos se propagam. As diferencas de
fase entre os modos de propagagao foram determinadas nas Eqgs. (6.5.46a) e (6.5.46b), revelando
dependéncia em (w|U|)~!. No caso U-longitudinal, obtivemos 2 indices de refragao distintos, sendo
que ni apresenta dispersao anoémala. Por outro lado, o perfil grafico de n2, vide Fig. 6.9, revela a
existéncia de dois ramos: no ramo superior, definido no intervalo 0 < w < wy, com wy = (2u|U[) 71,
n? cresce rapidamente com a frequéncia; no ramo interior, observamos que, para wy < w < w_,
com w_ = ¢/(2|U]), n_ se torna puramente imaginério, representando um modo nao propagante.
Finalmente, para w > w_, o modo associado a n_ se propaga novamente. Os modos propagantes
sao representados, nesse caso, por vetores LCP e RCP. Assim, determinando o poder de rotagao
dado na Eq. (6.5.55a).

Investigagoes futuras nesses topicos de pesquisa podem incluir cenarios nao-lineares e nao-
homogénos, caracteristicas que podem ser introduzidas por meio da dependéncia funcional dos
parametros constitutivos, por exemplo, considerar ¢ = €(r,t, F, B), em que (F,B) indicam a
magnitude dos campos elétrico e magnético. Além disso, é vélido questionar (e investigar) os
efeitos 6pticos em meios continuos governados por Eletrodindmicas modificadas por termos CPT-

pares com derivadas superiores. Por exemplo, pode-se inicialmente investigar a Eletrodinamica
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descrita por uma densidade de Lagrange da forma
1
Ez—fWﬂﬁm@m%W%ﬁm—@ﬂ, (7.0.1)

em que 7 possui dimensao de (massa)™' e o tensor Dg, ¢ uma quantidade tensorial adimensional,
que representa um tipo de generalizacao do termo de Podolski [42]. Certamente, eletrodindmicas

descritas por modelos modificados merecem estudo mais detalhado.
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|Apéndice A

RELACOES DE MINKOWSKI PARA MEIOS BI-ISOTROPICOS

Considere um meio bi-isotropico no referencial S’ cujas relagoes constitutivas sao

D' = ¢E' + aB, (A.0.1)

1
H = -B' + gE. (A.0.2)
W

Nesse apéndice, derivaremos as versoes relativisticas das relacgoes constitutivas de um meio
linear, bi-isotropico, homogéneo e nao-dispersivo (no referencial de repouso do meio), que se move
com velocidade uniforme u em relagao a um observador. Assim, estamos interessados em obter as
versoes completamente relativisticas das relagoes constitutivas bi-isotrépicas validas em todos os
referenciais inerciais.

As quantidades com linha sdo observadas no referencial S’ de repouso do meio, enquanto as
quantidades sem linha sao observadas pelo observador no referencial S, que vé o meio se movendo
com velocidade u. As transformagoes de Lorentz generalizadas para as quantidades D, H, E e B
sao [111,112]

[ y u 1
D' =~ D_ﬁuj'u)c_?Jrc_?uXH} , (A.0.3a)
H = Ho 2l -0 —uxD (A.0.3b)
=7 I v+1 c2 ’ o
E,:'Y E—#(E'u)c—gﬂ'UXB} , (AOSC)
[ v u 1
B = ¥ _B — ﬁ(B . u); — g(u X E):| ) (Aogd)

com o fator de Lorentz v = 1/4/1 — (u/c)2.

Nosso objetivo é encontrar as relagoes constitutivas relativisticas que capturam os efeitos
eletromagnéticos de um meio em movimento. Entao substituimos Eq. (A.0.3a), Eq. (A.0.3c) e
Eq. (A.0.3d) em Eq. (A.0.1); e substituimos também Eq. (A.0.3b), Eq. (A.0.3¢) e Eq. (A.0.3d) em
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Eq. (A.0.2), obtendo

1
D—Qlﬂ)mg+—uxH:%E—%%ﬂlmg+ux%+
C

y+1 c2 2 v+ 1 c2
1
¥ 1 ¥ u 1
- - — D=—-|B-—— - — = E
7+1( u)c2 u X N[ 7+1( )02 Zux }+
+ 3 [E— #(Eu)c—u2 +u x B} : (A.0.3f)

2 2 2
vou vou 7ou
D- l————| =€¢E- l1——— B- 1——— A.04
D= 55| —dmw |1 2 e - 2] o
2 2 2
Yoou 1 Y ou You
H- l————| =—(B- 1l——— E- 1——. A.05
( W{ 7+1@] u< u){ 7+1§1+5( w{ 7+1@] (405)
Devida a igualdade,
2
Yoo 1
l———| == A.0.6
{ 7+1@} o2 (8.08)
sao validas
D-u=¢E-u)+aB-u), (A.0.7)
1
H-u:E(B-u)+B(E-u). (A.0.8)
Tais relagdes sao igualmente escritas no referencial S,
D' -u=¢E -u)+aB -u), (A.0.9)
1
H -u=—-(B"u)+ (E - u), (A.0.10)
i

como resultado do produto escalar de u com Eq. (A.0.1) e Eq. (A.0.2). Essa é uma consequéncia
do fato das componentes longitudinais dos campos D, E, H, B nao serem modificadas sob trans-
formacao de Lorentz.

Podemo simplificar Eq. (A.0.3e) e Eq. (A.0.3f) usando as relagoes (A.0.7) e (A.0.8), assim o
termo em (D - u) no lado esquerdo da Eq. (A.0.3e) é cancelado pelos termos envolvendo (E - u)
e (B - u) no lado direito da Eq. (A.0.3¢). O mesmo acontece com o termo em (H - u) no lado

esquerdo da Eq. (A.0.3e), o qual se cancela com os termos em (B - u) e (E - u) no lado direito da
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Eq. (A.0.3f). Com isso, a Eq. (A.0.3¢) e Eq. (A.0.3f) produzem as relagoes de Minkowski,

1 1
D+—2u><H:e[E+u><B]+a{B——quE], (A.0.11)
c c
1 1
H—UXD:—|:B——QUXE:|+/B[E+11XB], (A.0.12)
o c

correspondendo as versoes relativisticas das relagoes (A.0.1) e (A.0.2). Note que a Eq. (A.0.11) e
Eq. (A.0.12) mesclam todos os campos (elétrico e magnético), como vistos no referencial S. Entao,
para se obter expressoes para (D, H) em termos somente de (E, B), substituimos H da Eq. (A.0.12)
na Eq. (A.0.11). Analogamente, substituimos D da Eq. (A.0.11) na Eq. (A.0.12), produzindo

2 1 1 2 'E E 2 B
D(1-2 +—(u-D)u+—u><B+—u E—(u )u—l—ﬂu>< —U—BB+B(U )u
c? c? uc? uc? et c? c? c?
E
—E+euxB+aB-ato—, (A.0.13)
c

c2 c
1 1
=-B-—uxB+SE+ fuxB, (A.0.14)
TR

H(l—u—Q) —i—(u~H)c—1;—euxE—e[—u2B+(B~u)u] — a(u x B)+%[—u2E+(E~u)u]

onde utilizamos a identidade u x (u x A) = —u?A + (A - u)u, com A representando E, B e D.
Utilizando agora Eq. (A.0.7) e Eq. (A.0.8), obtemos (apos algumas simplifica¢oes algébricas),

(LR CRERs

_(a;ﬁ) (uxE+(B.u)u)+(a+%§ﬁ> B}, (A.0.15)
() (5 ).
(a+8) (u «p_ B '62“)“) + (of;—; +B) E] : (A.0.16)

As expressoes dadas na Eq. (A.0.15) e na Eq. (A.0.16) s@o as relagdes constitutivas relativisticas
para (D, H) em termos de E e B, para um meio bi-isotropico em movimento. Obviamente, fazendo-
se « = f = 0 nas Egs. (A.0.11), (A.0.12), (A.0.15) e (A.0.16), recuperamos as relagdes de

Minkowski usuais (para meios isotropicos) [111,112], isto é,

159



APENDICE A. RELACOES DE MINKOWSKI PARA MEIOS BI-ISOTROPICOS

D+ci2u><H:e[E+u><B}, (A.0.17)
H—uxD:%{B—C—lzuxE}, (A.0.18)

D =+ |(e= %) B~ (= %) (B w3 —uxB), (A.0.19)
H =+ [(i - euz) B+ (e - %) (B-u)u+ux E)} , (A.0.20)

O processo de generalizacao feito neste apéndice mostra que relagdes constitutivas do tipo (A.0.1)
e (A.0.2) ndo representam necessariamente violagao da simetria de Lorentz. Em vez disso, elas

sao apenas formas mais simples (versoes vistas no referencial de repouso do meio) das relagoes
relativisticas (A.0.11), (A.0.12), (A.0.15) e (A.0.16) .
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|Apéndice B

MODOS DE PROPAGACAO PARA O CASO DIAGONAL
ANISOTROPICO

Para o caso diagonal anisotrépico, temos
€+ lg —ﬁzfnkg ﬁﬂxkg
€] = | ZZyks  e+iZ  —HX k|- (B.0.1)

—ﬁxzkg i Ezkl €+ig

w?

Para se obter os indices de refragdo e os modos de propagacao correspondentes, precisamos
resolver
M;;E? =0, (B.0.2)

onde M;; é dado por:
Mz'j = k‘25ij — k’lk’] - WQ[,LQJ'. (BO?))

Escolhendo um sistema de coordenadas onde k = (k1, k2, 0), entao

k% — pw? (e +i2) —ky ks —pi X, ko
[Mi;] = —kky ki — pw? (e +12) (X, ky : (B.0.4)
— 5.k 5.k k? — pw? (e +12)

Calculando det[M;;] = 0, obtemos as seguintes relagdes de dispersao

k2 = o’ (e + %) + /7, (B.0.5)

onde
n = Zxﬂzkg + Eyﬂzkf. (B.0.6)
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B.0.1 Modo de propagacao (+)

Para o sinal (+), a relacdo de dispersao da Eq. (B.0.4), temos (o = 0)
kg - /Lw2€ —klkg —,ulxzkg Ex
—kiky k] — pw?e i,k E, | =0, (B.0.7)

~ LYk LYk +uyzE ) \E.

que leva a
§

k3 — uw?e)E, — kiko B, — ipks X E, = 0

_klkZEx + (k’% — [LOJ2€)Ey + mk‘lZyEz =0 . (BO8)

ks X By — ik 5. By + pn/xE. =0

\

Multiplicando a primeira equagao da Eq. (B.0.8) por 1/ e adicionando o resultado ao produto da
terceira equagao da Eq. (B.0.8) com ikyX,, obtemos

E, (k33 — pew? /s — pk2 X, 2.) + By (—kikov/5¢ + ph1ka 2, 2.) = 0. (B.0.9)

Da Eq. (B.0.5), temos k5 — pew? = pu~/3c — k%. Assim, utilizando esse resultado, temos

P> pe — k3 — pk2x, X,

Usando agora a Eq. (B.0.6), obtemos

)1 — B, (B.0.10)

S, k3 4+ pX, Xk — ko — pk3 2, X
o [ R Rl Nl L 2 220 BOR (B.0.11)
kkay/3 (1 — pn 2, X //3)
1 p2, >

by (L= pZy 2 /%) "
Agora podemos substituir a Eq. (B.0.12) na segunda equagao da Eq. (B.0.8). Isso produz

ko (1 — p 2,5, /\/%) , , |
— k| = Ey+ (ki — E, = —iuk, X, E B.0.1
12[ ki (1 — pXy X, /\/5) v+ (K = pew’) By = —ipky 5, E., (B.0.13)
(kgm + ki — pew® | Ey = —ipki Xy E. (B.0.14)
2 2\ >y 2 Yy 2y 2 oy y
Vo (k4 ky) = (B ek + By ky) = pet (Ve Z B Ee) | p e g (B0.1s)
Vo — pX, X,
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Agora da Eq. (B.0.5), substituimos k% + k3 = pew? + uy/7, entao

pew? /> + s — s — pew?/x + ptew? S, X,

E. = —ipk X,E.,

Vo — X, X,
5 1 prew? X, X, P>
T ik Ey e (1 - pE, Y )
E. i pew? 3,

= — E,.
b (= 15y 2 )

Assim, temos

ko (1= 32 /v/%)

b (1—p2y 22 /y/%) Y

E = E

Y Y

i pew? X, E
ki oe(1-pSy 22 /v/%) Y

— (1 - 2, 5. /)

peks, k
E— b (1 — 5, 5. /%
M5, 5y | eV
w2,
N

Portanto, o modo de propagagao (+) sera dado por:
E, = % (1—pX,2,./v/)

iw?X, /\/5

Lembrando que estamos tratando o modo (+), temos

s — ey = X, 0k5 + X, X k1.,

=niw’X, (me% + Eymg) ,
onde se utilizou k;+ = nywm,; (i = 1,2). Dessa forma, a Eq. (B.0.21) se torna
—kj—: (1—pX. 2./ /)
k
E,=| 25 (1-pZ2./ /)

w22, /7y
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B.0.2 Modo de propagagao (—)

Para o sinal (—) na Eq. (B.0.4), temos (o = 0)
kg - /Lw2€ —klkg —,ulxzkg Ex
—kiky k] — pw?e i,k E, | =0, (B.0.25)

_ﬁEZkQ ﬁzzkl _,u\/; Ez

que leva a
§

k3 — uw?e)E, — kiko B, — ipks X E, = 0

ks Y. By — iky X E, — iy/%E. = 0

\
Multiplicando a segunda equagao da Eq. (B.0.26) por /3 e adicionando o resultado ao produto
da terceira equagao da Eq. (B.0.26) com ik; X, obtemos

E, (—kikov/5e — pki ke 2, 5.) + B, [(k] — pew?)/3c + pki £, 2.] = 0. (B.0.27)

Da Eq. (B.0.5), temos ki — pew? = —puy/> — k3. Assim, utilizando esse resultado, temos

g CVE = k) Vot pki s Y

B - — , B.0.28
kb5 (0 5,2 ) (:0:25)
— k3 kX, X
B, = B,—t"— 2Vt pki % s (B.0.29)
kikon/5c (1 + p2, X, //>)
Utilizando agora a Eq. (B.0.6), obtemos
Yo ks — uX, Xk — k3> k3, %,
E, - E,~* a il , (B.0.30)
k‘lkfgv (1+[LE p) /\/ )
X2 k3 — k3
B, =B, F=e==h 2V (B.0.31)
frko/7 (1 + p2, X, /\/5)
1 2.2
g, - (4 pt2./ V) (B.0.32)
kl (1 + ,uEyEZ/\/ %)
k(1 DI IARY.
B, =— (Lt pd 2 /%) (B.0.33)
b (11 p a5 /y/50)
Agora substituimos a Eq. (B.0.33) na primeira equacao da Eq. (B.0.26). Isso produz
ki3 + uX, 2. k2
E, | k3 — pew® + L) = ks X, E B.0.34
C,:(2 pew” + NEENTN) YKo 2og L7, (B.0.34)
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g [+ K)ot p (B Xks + Xy 20kE) — pew? (Vo + p2n X
’ NCESBA

} = ipko X,E,.  (B.0.35)

Esse resultado pode ser simplificado utilizando-se a Eq. (B.0.6) e k¥ + k2 = pew? — pi4/3¢. Assim

2 = _ 2 /=22
B pew?y/2 — s+ pxe — pew?/s — prew? X, 3, koS, E..
Vo (14 p, 5. /%)
E, — ipew S, E,.
o/ (14 p X, 5. [/ )
Temos entao
E,
k(1402 2/ /)
E= RSN Ee |,
iuewzﬂz E
kov/#(14nSe X2 /v/%) °
_% (14 pX, X, /)
peky A
E=- (1 2,20
b (L pZ, Sy | v 1V

—iw?X, [\/5
Portanto, o modo de propagacao (—) sera dado por:
—% (14 puX, X, /\/5)
E_=| 2(l+up22./V)

e

—iw? X, [\/5

Lembrando que estamos tratando o modo (—), temos

n— A = Exzzkgf + Eyzzkffu
=nlw?y, (Exm% + Zymg) ,

onde se utilizou k;x = nowm; (i = 1,2). Dessa forma, a Eq. (B.0.40) se torna
— (14 p 2, 2./ /50)
E_= k,i_; (1+nZy 2./ /50)
—iw?X, /7=
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Utilizando os resultados obtidos na Eq. (B.0.43) e na Eq. (B.0.24), podemos escrever

—kj—j (1 T ,uExEZ/,/%i)

E.=| 2 (15u2,2./ ) |- (B.0.44)
+iw? X,/ /s
Agora definimos as seguintes quantidades

€
Ut = 7 = ILLE;L?LEZ/\/%_:‘:’ (B.0.45)

€
V=7 - ,UE:LEZ/\/%_i’ (B.0.46)
sy =niw?y, (X,mi 4+ Zym3) . (B.0.47)

Assim, os modos de propagacao (£) para o caso diagonal anisotropico com k = (ky, ke, 0) sdo
dados por
_in/ U4
E; = Fie /v ; (B.0.48)

+iw? X,/ /o

—npwms/uL
Ei = niwml/vi . (B049)
+iw?X, /. /o

B.1 Autovetores da permissividade elétrica efetiva

Sobre a Eq. (3.2.52), temos da Eq. (3.2.46b) e Eq. (3.2.46¢)

ey = YE N w2 —=| Bk | = e (B.1.1)
’ P +iy/2 +iy/5
+iy/5 +iy/2
de onde podemos definir
— X ko
er = :ti\/;egg, = Eyl{fl . (B12)
+iy/
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B.2 Verificando a relacao entre u4 e v

Da Eq. (3.2.50), temos

ni = e+ Eni \/Ezﬂzmg + Eyﬂzm%.
w

Podemos fazer entao

S /2 Tm + 5, .m?
L mE o+ S, m

n? = pe =+ ﬁni \/Emﬂzm% + X,X.m
w

N Zxﬂzmg + EyEZm%
w /X, X.m3+ 2,5.m2

ni = pe =+

mas /7t = wnyy/ 2, 2.m3 + X, X, m2. Entdo

N Zxﬂzmg + EyEZm%

o o/ wns)

n? = pe+

ni = e + a ny (Exﬂzmg + ZyEZm%) ,
Iy
ni = pe+ o (Exﬂznimg + Eyﬂznimf) ,
Iy

(B.2.1)

(B.2.2)

(B.2.3)

(B.2.4)

(B.2.5)

(B.2.6)

onde podemos substituir n2 = n?, + n2, = n? + n2, na qual omitimos o sinal + para se ter uma

notagao menos carregada. Além disso, podemos fazer também nim? = n?_ = n? i =1,2. Assim,

obtemos

1

2 2
ny +n; = pe=x
L Nz

(T, X.ns + X, X.n73),

n2<1q: K EZZ)+n2<1$ K sz,z): c.
1 Y 2 s H

Dividindo por e, obtemos

2 2
ni U 1
- - — 4
Vi UL

(B.2.7)

(B.2.8)

(B.2.9)
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onde utilizamos a Eq. (B.0.45) e Eq. (B.0.46). Como n; = n;+ = nym;, i = 1,2, teremos

2 m2
ni—+ni—2=1, (B.2.10)
+ U4
2 2
2 (T | Ty
14 2) =1 B.2.11
i (42 -y, (B211)

demonstrando o resultado da Eq. (3.2.51).
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MODOS DE PROPAGA(;AO PARA O CASO ANTISSIMETRICO

O indice de refragao do caso antissimétrico é dado por (o = 0)
n=/ue— S +1i5y, (C.0.1)
onde
I b3
== o =22 0.2
b= 5 Co8 " (C.0.2)
Podemos agora reescrever n na forma trigonométrica. Teremos entao
In|> =n*n (C.0.3)
nf* = pe, (C.0.4)
In| = N, (C.0.5)
onde definimos
N = /ue. (C.0.6)
Reescrevendo n, temos
n = N (cosa +isina) = Ne. (C.0.7)
Da Eq. (C.0.1), obtemos
g = = _ V=5, (C.0.8)
sina = -, cosa = N , 0.
que nos fornecem
tana = =t —. (C.0.9)
HE — =4
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No geral, a polarizagao ¢é escrita como

E=|E|. (C.0.10)

Utilizando a Eq. (3.2.66) e aproveitando a arbitrariedade de E', podemos escrever dois vetores da

forma

+E!
E.=| B2 |, (C.0.11)

b2 B2
we

onde utilizamos a Eq. (3.2.66). Utilizando agora a n = Ne'® e definindo

bo N
Q=" (C.0.12)
we
podemos reescrever a Eq. (C.0.11) como
El
E = E? . (C.0.13)
iQeiaEQ
Normalizando E., temos
E* =1, (C.0.14)
(B')" + (E*) + Q*(E*)* =1, (C.0.15)
(E*)*(1+ Q%) =1—(E", (C.0.16)

na qual podemos escolher (E')? = 1/2, pois E' ¢ arbitrario. Entao, temos

1

(E?)? = 20+ Q2)’ (C.0.17)
5 1
E? = i—\/m. (C.0.18)

Escolhendo o segundo sinal para E? e lembrando que (E')? = 1/2 — E' = +1/v/2, podemos
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substituir a Eq. (C.0.18) na Eq. (C.0.13), obtendo finalmente

+1/1/2
. o 1
E:t - 2(1+Q2) , (0019)

_ Qeia
2(14+Q?)
+/1 4 Q?

- 1

( + Q ) _iQeia

Note que, para essas escolhas, as componentes y e z da Eq. (C.0.20) satisfazem a condigao imposta
pela Eq. (3.2.66).

171
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MODOS DE PROPAGACAO PARA O CASO SIMETRICO

Escolhendo um sistema de coordenadas onde a = (0,a,0) e ¢ = (0,0, ¢), podemos reescrever
M;; da Eq. (3.2.8) com €; dada na Eq. (3.2.70), ou equivalentemente M;; da Eq. (3.2.71a), na

forma

M;; = (n2 — /LE) dij — ninj — i% (erjaickny + exjarcing) (D.0.1)
Mij = (TLZ — /JJG) (5@‘ —nn; — 1% (ekljaéiQC(Skgm + ekljaékzc&-gnl) s (DOQ)
Mij = (n2 — [LE) (Sij — nmj — i%ac (6k1j5i25k3nl + Ekljékg(signl) s (DOB)

onde utilizamos a; = ad;» para indicar que a tinica componente nao-nula de a é a componente as.

O mesmo argumento foi utilizado nos casos similares. Definindo agora as quantidades

A=n?—pe, C= —i%ac,, (D.0.4)
teremos
Mi; = Adij — ning + C (€150i20k3m + €x1j0k20izny) - (D.0.5)
Explicitamente, temos
A—n? —niny —ning 0 0 0
[My] = | —uny A—nj —ngnz | +C | —na ny 0 ; (D.0.6)
—ning  —ngng A —nj ng 0 —m

a partir da qual, det[M;;] = 0 nos fornece

(A= C*nf) (A—n) =0. (D.0.7)
Como A — n? = —pe, as relacoes de dipersao sao
A=+Cny. (D.0.8)

172



APENDICE D. MODOS DE PROPAGACAO PARA O CASO SIMETRICO

D.1 Modo de propagacgao (+)

Utilizando A = +Cny na Eq. (D.0.6), a equagao M;;EY = 0 é escrita como

Cny —n? —nNqNa —nins E,
—ning — Cny 2Cny —ni  —ngng E,| =0,
—ning +Cns  —nang —n3 E,

que produz

(Cny —n3)E, —nino By — ningE, = 0

(—ning — Cn2)E, + (2Cny —n3)E, —nansE, =0 .

(—nins + Cnz)E, — nansE, —n3E, =0

\

(D.1.1)

(D.1.2)

Multiplicando a primeira equagao da Eq. (D.1.2) por ny e adicionando o resultado ao produto da

segunda equagao da Eq. (D.1.2) com (—nq), obtemos

N9 (C'm — n%) E, — nlngEy —ny (—ning — Cny) B, — ny (ZC’nl — ng) E, =0,
2Cnno B, — QCnny =0,

que resulta em

Substituindo agora a Eq. (D.1.5) na terceira equagao da Eq. (D.1.2), temos

2
(—nin3 + Cng) E, — nz_vngz —niE, =0,

cuja simplificacao leva a

2
nsn
2 2743
n3EZ = (—nlng -+ C'flg — 0 ) Ea:;
1

B - (C’nl—nf—@)E.

ning

173

(D.1.5)

(D.1.6)

(D.1.7)

(D.1.8)



APENDICE D. MODOS DE PROPAGACAO PARA O CASO SIMETRICO

Utilizando as Egs. (D.1.5) e (D.1.8), teremos

C o2 2
E+::(Emf2£&, ™ 7“5&), (D.1.9)
1 nins
B 2 2
E, = (nlng,ngng, Cny —nj — n2) , (D.1.10)
nins
E, = EJ(FO) (nlng, nong, Cny —n? — ng) , (D.1.11)
com uma amplitude apropriada EJ(FO).
D.2 Modo de propagagao (—)
Utilizando A = —Cny na Eq. (D.0.6), a equagao M,;E? = 0 fornece
—Cny — n% —N1N9 —nins E,
—ning — Cny  —n —TNaN3 E, | =0, (D.2.1)
—nin3 + Cnsz  —ngng —2Cny — n3 E,
que conduz a
( (—=Cny —n?) B, — ninaE, — ninzE, =0
(—ning — Cng) E, — n3E, — nansE, = 0 . (D.2.2)

L (—n1n3 + Cng) Ex — n2n3Ey + (—20711 — n%) Ez =0

Multiplicando a primeira equagao da Eq. (D.2.2) por ng e adicionando o resultado ao produto da

terceira equagao da Eq. (D.2.2) com (—n4), obtemos
(—Cn1n3 — n%ng) E, — nlngEz + (nfng - Cnlng) E, + (26’71% + nlng) E. =0, (D.2.3)
cuja simplificagao resulta em
E,="p. (D.2.4)
ns

Substituindo a Eq. (D.2.4) na segunda equagao da Eq. (D.2.2), temos

(—ning — Cng) —E, — n%Ey —nonsE, =0, (D.2.5)
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2y C
niE, = (_"1”2 el n2n3> E., (D.2.6)
ns ns
C 2 2
E, - - ( My ”3) E.. (D.2.7)
Nnans

Utilizando as Eqgs. (D.2.4) e (D.2.7), obtemos finalmente

C 2 2
E — (EEZ7 _( ny+nj+ ’fl?,)Ez7 Ez) : (D.2.8)
ns NaomNns
E. 2 2
E_= (nmg, —(Cny +ni + n3),n2n3) , (D.2.9)
NoNng
E = E(_O) (nlng, —(C’nl + n% + n%), TlQTlg) s (D210>

com uma amplitude apropriada BY.
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|Apéndice E

DETERMINANDO AS DENSIDADES DE CARGA

A seguir, iremos utilizar a Eq. (3.3.2) para determinar as densidades de carga correspondentes
de cada cenario onde a condutividade mangética possui uma parametrizagao especifica.

No caso isotropico, temos

J=J.+ XYB. (E.0.1)
Assim, a densidade de carga sera
1 p))
p=—-k-J.+—k B, (E.0.2)
w w
p = Pe, (E.0.3)
onde utilizamos k - B = 0 e definimos
pe =k Jo/w. (E.0.4)
E.1 Caso antissimétrico
Para o caso antissimétrico, temos
J=J.+bxB. (E.1.1)
Utilizando a Eq. (3.3.2), teremos
1 1
p=-k-J.+—k-(bxB), (E.1.2)
w w
1
p=pe——b-(kxB), (E.1.3)
w

onde utilizamos a Eq. (E.0.4) e também k- (b x B) = —b - (k x B). A lei de Ampére no espago

de momentos nos fornece neste caso:

B
ik x = +iweE = J. + b x B, (E.1.4)
W

k xB = —iuJ, —iu(b x B) —wpueE. (E.1.5)
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Substituindo a Eq. (E.1.5) na Eq. (E.1.3), obtemos
1 : .
p=pe— —b-[—ipJe —ip (b x B) — wueE], (E.1.6)
w
p:pe—i—%b-Je%—ueb-E. (E.1.7)
w

Podemos verificar que as expressoes na Eq. (E.1.1) e na Eq. (E.1.7) naturalmente satisfazem a

equagao de continuidade. De fato, no espacco de momentos, a equagao de continuidade nos fornece
—wp+k-J=0. (E.1.8)

Substituindo a Eq. (E.1.1) e a Eq. (E.1.7) na Eq. (E.1.8), devemos verificar se a equagao se mantém

valida, ou seja, resulta ser, de fato, igual a zero. Vejamos

—w(pe+%b-Je—|—,ueb-E>~|—k-(Je—|—b><B):O, (E.1.9)
—wpe —ipb - Jo —wpeb-E+k-J.+ k- (b xB) =0, (E.1.10)
—wpe —ipb - Jo — wueb - E 4+ wp, —b - (k x B) =0, (E.1.11)

onde utilizamos a Eq. (E.0.4) para reescrever o quarto termo do lado esquerdo da Eq. (E.1.11) e
k- (b xB) = —b - (k x B) para reescrever o ultimo termo. Utilizando agora a Eq. (E.1.5) no
tltimo termo da Eq. (E.1.11), obtemos

—ipb-J. —wpeb - E —b - [—ipJe —ip (b x B) — wueE] = 0, (E.1.12)

que é satisfeita imediatamente.

E.2 Caso simétrico

No cenario simétrico, temos
1
J:Je+§[a(c-B)+c(a-B)]. (E.2.1)

Vamos utilizar as seguintes identidades vetoriais:

Ax(BxC)=(A-C)B-(A-B)C, (E.2.2)
(AxB)xC=(A-C)B—-(B:-C)A. (E.2.3)

Adicionando-as, obtemos
AxBxC)+(AxB)xC=2(A-C)B-(A-B)C—- (C-B)A. (E.2.4)
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Identificando agora: A = a, C = ¢ and B = B para o nosso caso e utilizando a - ¢ = 0, teremos
(a-B)c+(c-Bla=—-ax (Bxc)—(axB)xC, (E.2.5)

(a-B)c+ (c-BlJa=ax (cxB)+cx(axB). (E.2.6)

Podemos agora utilizar a identidade de Jacobi:

Cx(AxB)=-Bx(CxA)—Ax (BxCQC), (E.2.7)
cx(axB)=—-Bx(cxa)—ax (Bxc). (E.2.8)

Entao substituindo a Eq. (E.2.8) no segundo termo do lado direito da Eq. (E.2.6), temos

(a-B)c+(c-BlJa=ax(cxB)—-Bx(cxa)—ax(Bxc), (E.2.9)
(a-B)c+(c-B)a=2ax (cxB)—B x (cxa), (E.2.10)
(a-B)c+ (c-B)a=2ax (cxB)—(axc)xB. (E.2.11)

Assim, a Eq. (E.2.1) pode ser reescrita como

1

J:Je+ax(ch)—§(axc)xB. (E.2.12)
Utilizando agora a Eq. (3.3.2), obtemos a densidade de carga
L g+ k JaxexB) - Laxc)xB (E.2.13)
= — . e —_— . a C — —(a C 9 e
P w w 2

1 1
pzpe+—k-[a><(ch)]—Q—k-[(axc)xB]. (E.2.14)

w w

Podemos reescrever o altimo termo como

k- [(a x c) x B] =k'e;j (a x c)’ B, (E.2.15)
=—(ax c)j ejikk‘in, (E.2.16)
=—(axc)-(kxB). (E.2.17)

Entao a Eq. (E.2.14) se torna

p:pe—ké[ax(c><B)]+%(a><c)-(k><B). (E.2.18)
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A lei de Ampére, neste caso, nos fornece (no espago de momentos)

B 1
ik><;—i—iweE:Je—i—ax(CXB)—§(a><c)><B, (E.2.19)
k x B = —ipJ, —ipa x (c x B) + % (axc)x B — wuck. (E.2.20)

Substituindo a Eq. (E.2.20) naa Eq. (E.2.18), obtemos

] : :
p:pe—i-a[ax(ch)]—%(axc)- e—%(axc)-[ax(ch)]—%(axc)-E.
(E.2.21)
Podemos avaliar agora o quarto termo do lado direito da Eq. (E.2.21)
(axc)-[ax (cxB)] = ejp€imna’c®a™(c x B)", (E.2.22)
= (0jmOkn — 5jn(5km)ajckam(c x B)", (E.2.23)
=dalc"(c x B)" — (c*a")a’ (c x BY (E.2.24)
=a’c-(c xB) —(c-a)la-(c x B)], (E.2.25)
T Y
— 0, (E.2.26)
Portanto, a Eq. (E.2.21) é reescrita como
p=petF—Faxe) 3, - @axc)-E, (E.2.27)
2w 2
onde
1
F=—-k-[ax(cxB). (E.2.28)
w

Podemos agora facilmente verificar que a densidade de carga na Eq. (E.2.27) juntamente com

a densidade de corrente na Eq. (E.2.12) satisfazem a equagao de continuidade. De fato, teremos
—wp+k-J=0, (E.2.29)
na qual substituimos p e J por (E.2.27) e (E.2.12), respectivamente, obtendo

wpe—k~[a><(ch)]+%(axc)~Je+%(axc)'E+k-Je+k~[a><(ch)]+

—%k-[(axc) x B] =0,
(E.2.30)

na qual podemos cancelar o primeiro e quinto termos, pois k - J. = wp; podemos ainda cancelar o
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segundo e sexto termos. Utilizando agora k - [(a X ¢) x B] = —(a x ¢) - (k x B), obtemos
i 1
%(axc)-Je+%(axc)-E+§(a><c)-(k><B):0. (E.2.31)

Substituindo agora a Eq. (E.2.20) no altimo termo, teremos

%(axc)~Je+%(axc)-E—%(axc)‘Je——w'uE(axc)‘EjL
2 2 2 . 2
—%(aXC)-[ax (¢ x B) =0, (E.2.32)

que ¢é satisfeita imediatamente, uma vez que o tltimo termo é igual a zero — veja o resultado da
Eq. (E.2.26).
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|Apéndice F

TEOREMA DE POYNTING

O trabalho (por unidade de tempo) realizado pela for¢a eletromagnética sobre um conjunto de

cargas (com densidade de carga p e densidade de corrente J) é dado por [1,7]:

aw

- = &r(J-E). (F.0.1)

Uma vez que as quantidades vetoriais de interesse (E, B, J) podem ser complexas, devemos entao
considerar a parte real das mesmas, pois os campos fisicos sao quantidades reais. Assim, devemos

fazer

aw

= d’r (Re[J] - Re[E]). (F.0.2)

Utilizando agora a propriedade Re[z] = §(z + 2*), podemos entdo escrever a Eq. (F.0.2) como

dw 5.1 . .

= [ Ay (I (B4 E, (F.0.3)
3—2/:;l/d?’r[(J*'E)+(J~E*)+(J-E)+(J*‘E*)], (F.0.4)
dd_vf = %/d?’r [Re(J*-E)+Re(J-E) . (F.0.5)

Vamos agora avaliar o valor médio da Eq. (F.0.5) sobre um ciclo de oscilagao (com periodo T' = 27
[7], que podemos chamar de média temporal. Para isso, podemos assumir ansatz de ondas planas

monocromaticas e entao escrever

E = Ee v, B = Be ¥, J=Je vt (F.0.6)

em que E, B e J sdo complexos. Assim, a média temporal da Eq. (F.0.5) sera

<%> = <%/d3r [Re(J*-EHRe(J-E)D :%</d3r Re(J*-E)> —|—%</d3r Re(J-E)>.

(F.0.7)
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Para o primeiro termo do lado direito de (F.0.7), temos

%< / d’r Re(J* - E > %? / / PPr Re(J* - E)dt, (F.0.8)
%< / &r Re(J* - E > — i% / / &r J* (J.E*)] dt, (F.0.9)
%</d3r Re(J* - E > _ i%/ /d3 J* B+ (- E*)] dt, (F.0.10)
%< / d*r Re(J* - E > i B3R OTdt,l (F.0.11)
%< / d*r Re(J*-E > % d*r Re (J* E). (F.0.12)

Para o segundo termo da (F.0.7), obtemos

1

5< / d*r Re(J - E> / / dr J E)eZ! + (J* - E)e *M} dt, (F.0.13)
1 /d3 R, (J E) 1/dS (J E) /T oo 21wtdt+ 1/d3 (J* E*)l/T27r/w —2iwtdt
2 rae 4 T/, 4 T/, ¢ !

-~ -~

=0 =0

(F.0.14)

%</d3r Re(J - E)> = 0. (F.0.15)

Assim, utilizando (F.0.15) e (F.0.12) na Eq. (F.0.7), obtemos

<%> - </d3r(Re[J] : Re[E])> - <%/d3r | Re(J" - E) + Re(J - E)D - %/dgr Re (J*-E).

(F.0.16)

Portanto, a média temporal do trabalho (por unidade de tempo) realizado pela forca eletromag-

nética é dado por (1/2) da parte real do produto (J*- E), ou seja,

<d£/> ;/d?’r Re <J* E) (F.0.17)

Vamos agora escrever esse resultado numa forma de lei de conservagao. Para isso, consideramos
novamente os campos elétricos e magnéticos com dependéncia temporal do tipo e ! [1|. Assim,

as equagoes de Maxwell sao escritas como

V x H+iwD =7, (F.0.18)
V xE—iwB =0. (F.0.19)

Uz
I

P,
0,

sz
I

V-
%
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Substituindo a lei de Ampére, segunda relacao da (F.0.1), no integrando da (F.0.18), obtemos

1 3 Jx T\ 1 3 T+ TNk I-
§/dr(J-E>—§/dr<VxH—1wD) E, (F.0.20)
1 oy 1 _ ) .
§/d3r (JE> - §/d3r E.-(VxH) —iwD - E|, (F.0.21)
—_——

=H*(VXE)-V-(ExH*)
1 oy 1 o ) L
- /d3r (J* : E) - —/d3r[—v (ExH)+H - (VxE)—iwD" K|, (F.0.22)
2 2 ~——

=iwB

1 ~. = 1 - i L
§/d3r(J*-E> :—§/d3r V-(ExH*)—%/d?)r(D*-E—H*-B), (F.0.23)
na qual definimos o vetor de Poynting complexo
1 /s~ 1 »
S:§<E><H):§(E><H), (F.0.24)

uma vez que as exponenciais se cancelam na segunda igualdade, ou seja, (E x H*) = (Ee ') x
(H*e“!) = E x H*. Assim, a Eq. (F.0.23) se torna

/d3rV~S:—% d3r(D*~E—H'B)——/d?’r(J'E), (F.0.25)

da qual, podemos extrair

S S )
v S:—%(D* E-m )—(J2 ), (F.0.26)
sendo equivalentemente dado por
V-S:—%(D*-E—H*-B)—UZ'E), (F.0.27)

que estabelece a lei de conservagao de energia eletromagnética. Isso acontece pois a Eq. (F.0.27)

é uma forma de equagao de continuidade. De fato, utilizando 0; — —iw, a Eq. (F.0.27) é escrita

como
JE
onde definimos a diferenca de densidades de energias elétrica e magnética ugy; como
1 * *

E importante mencionarmos que a definicdo do vetor de Poynting (F.0.24) segue a mesma

convengao do Jackson [1]. Dessa forma, “sobram” fatores (1/2) nos outros termos da Eq. (F.0.27).
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APENDICE F. TEOREMA DE POYNTING

Tendo esse detalhe sutil em mente, a convengao para a média temporal da Eq. (F.0.27) é obtida
apenas tomando-se a parte real da mesma, o que parece contradizer o resultado que obtivemos na
Eq. (F.0.18), isto &, “a média temporal de um produto de quantidades vetoriais complexas é igual
a (1/2) da parte real do produto entre um dos fatores e o complexo conjugado do outro fator”.
Essa aparente contradigao s6 ocorre por que o Jackson define o vetor de Poynting contendo o fator
1/2. Assim, ele convenciona as médias temporais simplesmente tomando a parte real. Em outras

referéncias, como Zangwill [7] e Kong [50], o vetor de Poynting ¢ definido sem o fator 1/2, ou seja,
GZangwill, Kong — 1 5 J1*, (F.0.30)

Assim, a equagao de conservagao de energia (F.0.27) é dada por
V . Gfangwill Kong — ., (D*.E - H*-B) — (J*- E), (F.0.31)

cuja média temporal seré igual a (1/2) da parte real da mesma. Em suma, temos

e Na convencao do Jackson:

sz;ExwL <$:%m@xﬂw (F.0.32)

e Na convencao do Zangwill e Kong:

S—ExH, <$:§%mxﬂw (F.0.33)

Dessa forma, as médias temporais ficam equivalentes em ambas as convengoes.
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|Apéndice G

SIMPLIFICANDO O VETOR DE POYNTING PARA MEIO
BI-ANISOTROPICO COM RELACAO ANTISSIMETRICA

Obtivemos na Eq. (4.3.179) o vetor de Poynting dado por

1 1 n?
S=— E+-(a-E)|—— — 1| E*. G.0.1
2M(ﬂ+ua)| "+ 5 E) e (e ) (G.0.1)
Utilizando agora a = a’ + ia”, escrevemos
a-n=ancosp+ia"ncosgp, (G.0.2)

em que consideramos (a””-n) = a"n cos ¢. Implementando (G.0.2) e E = E'4+iE" na Eq. (G.0.1),

teremos

n2

— 1| (E —iE"), (G.0.3)

1
S=J+- @) - (B +iE)]
+2 (a+1a) ( +1 ) {Me—,ua’nCOSSO—Wa"”COSSO

em que
1 al a//
J=—nlE? + = |E* +i—|E]*. G.0.4
5 IEL 4 B 5B (G04)
Da Eq. (G.0.3), obtemos

1
S=J+3 [(a’ E)+i(a - E") +i(@"-E) - (a"- E")} X

" { n?(ue — pa'n cos o + ipa” cos @)
(

/ S nt
pe — pa'n cos p)? 4+ p2a?n? cos? - 1} (E' —iE"), (G.0.5)

(e — pa'n cos @) (n? — pe + pa'n cos p) — p?an? cos? an
(ne — pa'n cos )? + p?a cos? p

3 ﬂa/,nS cos (’0 |: !/ / / / " " " / 1
X -EE -E"E -EE
o (pe — pa'n cos ¢)? + p2a’?n? cos? 90] (- E)E + (a JE"+(a JE"+

1
szJ+§{

— (@’ -E"E —i(a -E)E’ +i(a - E")E +i(a’ - E)E +i(a" - E)E] . (G.0.6)
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Vamos definir as seguintes quantidades:

o (1e = pancos ) (n® — pe + pa'n cos p) — pa"n? cos® ¢ (G.0.7)
! (ue — pa'n cos )? + p2a?n? cos? p ’ o
",,3
Py = pan cosy (G.0.8)

€ — pa'ncos p)? + p2a?n? cos? p’
L

Entao (G.0.6) é reescrita como

S — J + % |:<a/ . E/)EI + (a/ . E//)E” + (a// . E/)E// _ (all . E/I)E/:| +

F
+ 1_1 |: . (al A E/)E// + (a/ . EII)E/ + (a/l . E/>El + (al/ . E//)EH] +

2
+ 1% [(a/ . E/)E/ + (a/ . E//>E// + (all . EI>E” _ (a// . E//)E/] +
E
_ 72 [ _ (a’ . E/)E" i (a/ . E”)E' i (a” . E/)E' + (a” . EH)E”} ‘ (G.O.9)

A média temporal do vetor de Poynting acima serd dada entao por

<S> — i(n + ,U/a/)‘E’Q _'_ % [(a/ . EI)E/ + (a/ A E”)E” + (al/ . E/)E” _ (a// . E//)E/] _'_
_ % [ _ (a/ . E/)E// _|_ (a/ . E//)E/ + (all . EI)E/ + (a// . E//>E//] ’ (GOlO)

1 1 1
(S) = ﬂ(n + pa)|E]* + §(a/ -E) (FE + BE") + 5(a’ -E") (RE' — BLE) +
1 1
+ E(a” . E/) (FlE// - FQE/) - 5(3// : E//) (FlE/ + FQE//) y (GOll)
1 ! 2 1 / " / / " "
(8) = 50+ ) [BP 4 5 (RE + BE") (@ E) - (@ B+
1
+5 (RE' - RE) | (@B + (@ E')] . (G.0.12)
Para o caso a-ortogonal, temos ¢ = /2. Logo,

2 _
Florto. — n [LE’ F2orto. — 0 (G013>
ME

Entao (G.0.12) resulta em

1 —
<S>orto. — ﬂ(n + ua’)|E[2 + QMGME) [ (a/ . E/)E/ 4 (a/ . E//)E// 4 (a// . E/)E// o (a// . E//)E/ )

(G.0.14)
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BI-ANISOTROPICO COM RELACAO ANTISSIMETRICA

Para o caso a-longitudinal, temos ¢ = 0. Entao

Flong, _ (,UE - ua’n) (’]7,2 — lE + Ha,n) _ Iu2a//2n2

1 (,LLE _ ,ua’n)2 + ,u2a//2712
pe(n® — pe + 2ua'n) — pa'n® — pun®(a’? + a)
NG(NG _ 2,ua’n) + M2n2(a/2 + a//2) ’

9

long.
F1 —

(G.0.15)

(G.0.16)

Lembrando que n? — pe + 2ua’n = 0 de acordo com a Eq. (4.3.137) e (a’? + @) = |al? [vide

Eq. (4.3.120c)|. Assim (G.0.16) resulta em

Flong. _ —a'n3 _ ,u2n2|a\2
! pe(pe — 2pa'n) + p2n?lal?’
2
Flong. o —a'n — /J,|CL|2
1 - 2
€+ plal
Para F3, teremos
Flong. B ua”n3 B ,ua//n?)
2 p2e — 2u2ean + p2n2(a? + a?)  pe(pe — 2pan) + p2n2|al?’
—n?
on a//n
F% = -
€ + plal

(G.0.17)

(G.0.18)

(G.0.19)

(G.0.20)

Portanto, a média temporal do vetor de Poynting para o caso a-longitudinal serd dado por

1 1
<S>long. _ —(Il + ua’)|E|2 + = (Fllong.E/ + F2long.E//) [(a/ . E/) N (a// X E//) +

21 2
1
+ 5 <Fllong.E// o F2long.E/> [ (a/ . E//) + (a// . E/)} )
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|Apéndice H

MODOS DE PROPAGACAO PARA MEIOS BI-ISOTROPICOS
DOTADOS DE CONDUTIVIDADE MAGNETICA

H.1 Caso isotrépico
Da Eq. (5.2.10), podemos escrever
n? = pe + 2iev/Zny. (H.1.1)
Substituida (H.1.1) na matriz [M;;] (5.2.8), a equagao M;;EY = 0 ¢ lida como
j:2iC\/?ni —n? —nny — 20\/2713 —nins + 2cv/ Zns E,

—ning 4+ 26V Zng  £2icV/Zne —n2  —ngng — 2eV/ Zny E, | =0, (H.1.2)
—ning — 2cV/ Zny  —ngng 4+ 2cV/Zny  +2icV/Zng — n3 E,

-:|:2icx/5ni — nﬂ E, + [—nan — 20\/?713] E, + |:—n1713 + 26\/2712- E,=0

s + 2c\/7n3} B, + [izicﬁni . n%} B, + [—ngng —92eVZm | E.=0 .  (H.13)

-—nmg — 26\/?712} E,. + [—ngng + 20\/2711] E, + [j:QiC\/?ni — n% E.=0

\

Multiplicando a segunda equacdo de (H.1.3) por [+2icv/Zn. — n2] e somando o resultado ao
produto entre a terceira equacio de (H.1.3) e [nans + 2¢v/Zn,], obtemos

E, [ (—nmz + 20\/2713) (j:QiC\/Zni — n§> + (—nlng - 20\/2712) (ngng + 20\/2711)] +

+E, [ (j:2iC\/anE — ng) <12iﬁni — n§> + (—n2n3 + 20\/2711) <n2n3 + 20\/2711)} =0,
(H.1.4)

E, [:FQiC\/Eninlngiélic?Zning—ZC\/E(ng +ning) — ZCﬁngng—él(fZang} +

+E, | -4 Z(n — n?) F 2icVZng (n? + ng)] =0, (H.1.5)
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DE CONDUTIVIDADE MAGNETICA

na qual podemos simplificar os termos destacados em cores correspondentes e substituiremos

(n2 +n2) = n? — n? no ultimo termo. Assim, teremos

E, { T2icVZ[nnyny T ing(n? 4+ n?) F inng] — 4 Z (nyny F inng) p +
~——

—n2_n2
=N ny

+B,(n? — n?) [—4(;22 + zicﬁn] —0, (H.1.6)

E, {:F2icx/2n(n1n2 Finng) — 4c*Z(ning F inng)} + E,(n* —ny) (—4022 F 210\/§n> =0,

(H.1.7)
E,(niny Finnz) + E,(n* —ni) = 0, (H.1.8)
:i:inng — N1ng

Substituindo (H.1.9) na primeira equagao de (H.1.3) fornece

=i —
L, [iQicﬁni —nd + (—nmg — 20\/2713) (w)] + E, (—nmg + 20\/2712) =0,

n? — nj
(H.1.10)
(:l:ZiC\/Eni - nf) (n? —n?) + (—nyny — 2¢vV/ Zng)(Finng — nyng) | Eu+
—_——
=nj+n3
+E.(n? — n?)(—ning + 2/ Zny) = 0, (H.1.11)

E.(n? — n?)(—nins + 2¢vV/Zny) = (—1) [i?icﬁnn%—n§n§$innm2n3+20\/§nln271,3] E,.,
(H.1.12)

E.(n* —n?)(—ning + 20\/2712) =(-1) [:Finng (nlng — 20\/2712) — ninsg <n1n3 — 26\/2712)} E,.
(H.1.13)

que finalmente fornece

E, = MEI (H.1.14)

2 _ 2
n® — ny
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DE CONDUTIVIDADE MAGNETICA

Utilizando (H.1.9) e (H.1.12), podemos escrever

7 n? —n3
E, = = _In2 +inng —ninsg | . (H.1.15)

Finng — nins

Normalizando E., ou seja, fazendo |EL|?> = 1, obtemos

E? . . . .
m [(n2 —n?)? + (£inng — ning)(Finng — ning) + (Finng — nyng)(Finng — nlng)] =1,
(H.1.16)
que, apos algumas simplificacoes, fornece
2 —n2
E,=Y——1. H.1.17
5 ( )
Portanto, a Eq. (H.1.15) se torna
. n? —n?
E;. = +inns —ning | - (H.1.18)
2 /m2 _ 2
Vany/n " Finng — nins
H.2 Caso antissimétrico
Considerando n = (0,0, n), a matriz (5.2.23) se torna
n? — e + i“%bcos@ —2ipca’’n 0
[M;] = 2ipca’n n? — e+ £ cos 0 : (H.2.1)
—ifuchy —ipuchy —c? e
Da Eq. (5.2.27), podemos escrever agora
bcos
ni — pec® = Fipc (Qia" F Czs > Ni. (H.2.2)
Entao implementando (H.2.2) na matriz (H.2.1), a equagao M;; E? = 0 fornece
+iuc (210/’ F bcg—se) ny + i%cosani —2ipca’ny 0 K,
2ipca’ny +iuc (210/’ F bcwﬂ) ny + i@ni 0 E,| =0,
—i%”lni —i%bni — jec? E,
(H.2.3)
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DE CONDUTIVIDADE MAGNETICA

([ ny [Hipe (210 F 120 4 jrdest] o 9i0"cn, B, = 0

2ipca’"ny B, + ny [+ipe (2ia” F 2es?) 4+ jubeosfl p =0 . (H.2.4)

s peby - pcha 2 _
\ —itn, B, —iF2n By — pec’ B, = 0

Da primeira equagao de (H.2.4), temos

P +ip (210" F 2 cos ) + ipl cosd

’ G E,, (H.2.5)
E, = {ii - b;;;,sj + I;zflsﬂ E,, (H.2.6)
E, = +iE,. (H.2.7)

Substituindo (H.2.7) na segunda equacao de (H.2.4), obtemos
{Qi,uo/’ + {:I:iu (210/’ ¥ bcfjse> L bzose} (:l:i)} E, =0, (H.2.8)
{MMNZJS 9?’“@3)89} E, =0, (H.2.9)

a qual é identicamente nula, isto ¢, considerando (H.2.7), a segunda equacao de (H.2.4) é satisfeita
para valores arbitrarios de E,.

Substituindo agora (H.2.7) na terceira equagao de (H.2.4), tem-se

cueE, = |—ilbing — iﬂbgni(ii)] E,, (H.2.10)
w w
B, = ng (b £ib) E,. (H.2.11)
wce

Portanto, utilizando (H.2.7) e (H.2.11), obtemos finalmente

1
E, = E, +i : (H.2.12)
i (by =+ iby)

wce
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Apéndice I

OBTENCAO DAS EQUACOES DE MAXWELL MODIFICADAS POR
TERMO CPT-IMPAR DE DIMENSAO 3 EM MEIOS

O modelo de eletrodindnamica em meios continuos modificado pelo termo de (CFJ) pode
ser obtido como uma extensao da teoria de Maxwell-Carrollf-Field-Jackiw (MCFJ) padrao que
implementa o tensor consitutivo y***?, isto ¢, tal eletrodinamica modificada é descrita pela seguinte

densidade de Lagrange:

1 1
L= —ZGHVF#V - ZEB)\HVVIBA)\F;LV - A,u‘]‘u7 (IOl)

onde V#* = (V, V) é o campo de fundo responsavel pela (VL). Lembrando que

1
GH = éx“l’o‘ﬂFag, (1.0.2)
entao
1 v 1 vaf
—ZG'U' FMV == —gxu @ Faﬂija (IO?))
1 v 1 140}
— 3G Fu = =X B (0aAp — 05A4) (0,4, — 0,A,), (1.0.4)
1 1 1 1
_ZLGWFW = —gx“”aﬁ(?aAﬁﬁuAu + gxu”o‘ﬁaaAgﬁyAu + gx“”o‘ﬁﬁﬁAaauA,ﬂ—
1
= X" 05400, Ay, (1.0.5)
na qual podemos renomear os indices (v — pu, 1 — ) no segundo e quarto termos da Eq. (1.0.5)
e, depois disso, podemos usar y"** = —x***8 resultando em
1 % 1 mwaBy A9 A 1 maBg A A
_ZG Fuu = _Z_lX 8a /3(9# v+ ZX 85 aaﬂ U (106)

que pode ser simplificada fazendo-se a substitui¢io (6 — «a, @ — () no segundo termo da

Eq. (1.0.6) e entdao usando y*#* = —y#*5 Assim, obtemos

1 1
— G = =X 0,450, A, (1.0.7)
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Portanto, a Eq. (I.0.1) pode ser reescrita na forma
1 uraf 1 BAuY W
L= —§X 3aA/38uAl, — ZE VgA)\Fw/ — AM‘] . (IO8>

Utilizando agora as equagoes de Euler-Lagrange,

oL oL
—_ = ) = 1.0.
71~ () =© 109

obtemos

aaj = —%LGWWVB%NFW — O d" = _i By — J*. (1.0.10)

oL 0 1 1
_ L was g L) — =P A, —,A 10.11
oA = 5] |2 0 Bu) — GV (0,4, = 0,A) (L0.1)

oL 1 e 1 e 1 y
m == —§X'LL 6(504,55,{8“/41, - EX’M 65#,)(51,,@5’05145 - ZLEB)\'LL VgAA((Lp(;M - 51//)5#/{)7 <1012>
ik
oL 1 1 1 1
O g, A, — SR Ay — RV A, 4 2NV A 10.13
a(apAH) 2X a/—L 2X B 46 CEE N + 46 B4, ( )
na qual podemos renomear os indices (o — v; 3 — 1) no segundo termo; e utilizar e/ = —efrer

no quarto termo. Entao

oL 1 1 1
T\ HPRY A, — PO, A, — — PRV A, 1.0.14
onde podemos fazer xy**P* = """ no ultimo termo; e também y”*** = —xP"" no segundo termo.
Assim, temos
oL 1 1
— N\ PERY AV _ aVA _ ﬁ)‘P”V A , 1.0.15
oo, Ay~ 2V 2R (Lo.15)
oL 1 1
S N ) L VY 1.0.16
D(9,A,) 2% Tt TRy (10-16)
oL 1
T QP PR A 1.0.17
5 GA SV A (L.0.17)
Podemos usar agora, e#*r = —fPAn — PP — _epBrr — piBA 1o segundo termo, entdo
oL 1
T _GPR _ ZePRBAYL A, 1.0.18
T(0,A) 5€ BAN ( )
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Portanto, substituindo a Eq. (1.0.18) e Eq. (I1.0.10) na Eq. (1.0.9), obtemos

—%eﬁwvﬂF#y —J" =0, |-G — %GPWVBAA =0, (1.0.19)
9,G"" + %eﬂ“f”vgapAA — ieﬁ”“”V[gFW = J". (1.0.20)
Notamos agora que
PRV, = Vg (0,4, — 0,A,) (1.0.21)
FHVLE,, = V0, A, — €2 V50, A, (1.0.22)

onde podemos renomear (p — v; v — ) no primeiro termo, assim

FHVGE,, = VR0, A, — €2 V50, A, (1.0.23)
e usando agora €’F = —P" no primeiro termo novamente, temos
PV, = =267 V30, A,,. (1.0.24)

Substituindo a Eq. (I1.0.24) no terceiro termo da Eq. (1.0.20), obtemos
PK 1 pELBA 1 Bruv K
8pG + 56 V/gapA,\ + 56 V/gal,Au =J", (1025)

na qual podemos usar "9 = —e"PA = €5PA 1o segundo termo e renomear (v — \;pu — p) no

terceiro termo. Assim, teremos

9,GP" + %eﬂﬁﬂ*vﬁapm + %eﬂwvﬂaAAp = J", (1.0.26)
9,G"" + %e“ﬂ“vﬂaﬁ,m — %e"ﬁ”AVB&Ap =J", (1.0.27)
0,G"" + %e“ﬁp)‘v/g (0,4 — 0\A,) = J", (1.0.28)
9,G"" + %e“wvﬁFpA =J", (1.0.29)
ou equivalentemente,
0,G"" + %e“ﬁ“”%FMV =J". (1.0.30)

De posse da Eq. (1.0.30), podemos obter as leis de Gauss e Ampére modificadas. Fazendo k = 0
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(para se obter a lei de Gauss), obtemos entao

1
8,G" + §€0ﬁWVBFW =J°, (1.0.31)
. 1 ..
9GP + §e°Zm”man = J° (1.0.32)
mas Fy = B' = —Fy, G = —D' = -G, F,,, = —€uB* ¢ J* = (p,j). Entao a Eq. (1.0.32)
resulta em
) 1 Oimn k
mas €? = —¢€,,08, €oijr = €k € Vi = —V". Assim
i 1 i pk
, 1 )
;D" — 525ikv23’f =p, (1.0.35)
0;D' —V'B' = p, (1.0.36)
V-D-V .-B=np. (1.0.37)

Escolhendo agora k =i (Lei de Ampére) na Eq. (1.0.30), obtemos

9,G"" + %EWWVBFW =J (1.0.38)
UG+ 00+ 5V F 4 5NV Fi 5V B = T (L0-39)
onde podemos utilizar €7%% = —¢k0 ¢ F, = —Fj no quarto termo. Entdo
DG + 0;G7" + %ewmn%an + €TV Fyo = J°, (1.0.40)
mas G% = —D', GV = —¢;;, HF e iy = —E*. Assim
0, D' — €y 0; H* — %emmnemnk%Bk — eMVEN =T, (L0.41)
k0 H" — 0,D" + %eiomnemnkvoB’f + €ijro(=VIEF = J°, (1.0.42)
€ik0; HY — 0,D" — %emmnemnk%Bk + eoijiVIEF = J°, (1.0.43)
onde utilizamos €50 = —€;j0k = €injk = —€oijk- Entdo a Eq. (1.0.43) finalmente resulta em
VxH-09D-VB+(VxE)=1. (1.0.44)
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|Apéndice J

SIMPLIFICANDO EQUACOES DE DISPERSAO PARA O VACUO

J.1 Obtencao da Eq. (6.4.13)

NNo vacuo, os parametros constitutivos sao dados por p = 1, ¢ = 1 e 0 = 0. Entao a

Eq. (6.4.12a) do modelo modificado por termo C'PT-impar de dimensao 3 se torna

1
(n® — 1)2 — — [Vgn® + V? =2Vp(n- V) = V?n* 4+ (n- V)] =0, (J.1.1)

w2

onde podemos utilizar n = k/w. Assim

K LK,V Vik? 1 )

(E”) —E{VoﬁjLV —2 (k- V) = ——— 4 (k- V)| =0, (J.1.2)
k2 — w2\ > 1

( — ) - [Vok* + w*V? = 2wV5(k - V) = VK* + (k- V)?] =0, (J.1.3)
[— (W = K3)]” = V2K — V2 4 20V (k- V) + V2V — (k- V)2 =0, (J.1.4)

na qual, podemos adicionar e subtrair o termo w?VZ, levando a

(W2 — k) 42V — VA0 V2 — V2 + 20V (k- V)+V2E — (k- V)2 =0,  (J.1.5)
(W =K+ (W —K) V2 - V2 (2 — k) — V2 + 20p(k- V) — (k- V)2 =0,  (J.1.6)
(W? =K% + (w? = K2) (V2 = V) — [WPV2 = 20Vp(k - V) + (k- V)2 =0.  (J.1.7)

Podemos ainda simplificar a Eq. (J.1.7) utilizando os 4-vetores p* = (w, k) e V* = (V, V). Assim,

a Eq. (J.1.7) pode finalmente ser reescrita na forma usual encontrada na literatura:
PPV = (p- V) =0, (J.1.8)
onde utilizamos

(p-V) =WV —k-V)’ =w?V2 - 2wVy(k-V)+ (k- V)% (J.1.9)
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J.2 Obtencao da Eq. (6.5.21)

Para o modelo modificado por termo C'PT-impar de dimensao 5, temos
E(n? — pé)? — 4(n? — 1)2pw62 { pé [U2n? + U2 — 20s(n - U)] — U0 + (n - U)?} —0. (J2.1)
Para o vacuo, implementamos =1, e =1 e 0 = 0. Assim, a Eq. (J.2.1) se reduz a
(n? —1)? { 1 — 4w? [U2n? + U2 — 20s(n - U) — U + (n - U)2]} —0, (J.2.2)
na qual podemos utilizar k = wn. Assim, teremos

<_i>2 (@ = k) { 1+ 4[~UK? — wPU? 4 2uTp(k - U) + UK = (k- U)?] | = 0. (J2.3)

W2
Vamos agora adicionar e subtrair o termo w?U¢:

(w? — k2)? { 144 [-UZK? + U2 — w?U2—w?U? + 2wl (k - U)+ UK — (k - U)?] } —0,
(J.2.4)

onde agrupamos os termos destacados, levando a
(w? — k*)? { 1+4[(w* = K*)(U; — U?) — (U — 2wUs(k - U) + (k - U)2)}} =0. (J.2.5)

Utilizando agora os quadrivetores

pﬂ - ((U, k)? Ut = (U07 U)a (J26)
temos
pP=uw’ -k, (J.2.7)
U?=U; - U? (J.2.8)
(p-U)? =w?UZ — 2wlUy(k - U) + (k- U)>. (J.2.9)

Substituindo entao essas expressoes na Eq. (J.2.5), obtemos finalmente

pH{1+4[p°U* = (p-U)’]} =0. (J.2.10)
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|Apéndice K

EQUACOES DE DISPERSAO DOS MODELOS C' PT-IMPAR DE

DIMENSOES 3 E 5 EM TERMOS DE QUADRIVETORES

K.1 Modelo CPT-impar de dimensao 3

Para o modelo descrito pela Eq. (6.4.1), obtivemos a seguinte equagao de dispersao
2
&(n? — pe)? — & { pé [Ven2 + V2 = 2V, (n- V)] = V?n2 + (n - V)Q} — 0. (K.1.1)
w

Utilizando agora k = wn, podemos reescreer a Eq. (K.1.2) na forma

<_ﬂ>2 (ng - k_2)2 - { 1 {%QkQ +V2— 2% (k-V)} A (k-V)Q} = 0.

w? 1 €w? w? w? w?
(K.1.2)
Vamos agora definir o quadri-vetor p* como
= <\/Ew, L) , (K.1.3)
NT
em analogia com o quadri-vetor usual p* = (w, k). Note ainda que
k2
P =t — —, (K.1.4)
i
que equivale exatamente ao primeiro termo da Eq. (K.1.2). Assim, teremos
2 212 212
4 W | Vik 9 Vo V-<k 1 9
- — ve-2— (k- - —(k-V =0 K.1.5
g e [P v -2 w4 e v o, (K15
1 1
Pt [—kaQ —wVi+ 2wV (k- V) + —Vk* — — (k- V)Q] =0, (K.1.6)
JLE JLE
onde podemos simplificar o segundo e quarto termos dentro dos colchetes:
1 \'A k? V2
—wVi 4 — VK= —— (aﬁ — —) = ——7p°. (K.1.7)
JLE € 1 €



APENDICE K. EQUA(COES DE DISPERSAO DOS MODELOS CPT-IMPAR DE
DIMENSOES 8 E 5 EM TERMOS DE QUADRIVETORES

Substituindo a Eq. (K.1.7) na Eq. (K.1.6), obtemos

\& 1
P+ {—?ﬁ —Vik* +2wVo (k- V) — — (k- V)Q] = 0.

[LE
Vamos agora adicionar e subtrair o termo V@w?pé:

V2 1

P+ {—Tﬁ — VIR Viw? pé — Viw? ué + 2wV (k- V) (k - V)Q] =0,
€ e

na qual podemos simplificar segundo e terceiro termos dentro dos colchetes
k2
V2K + VERuE = Vi (ng _ _> = V2.
!

Substituindo essa tltima expressdo na Eq. (K.1.9), teremos

\'%& [ 1 |
~4 —2 2 V2 [ 2.2 ~ 1 2]
PP | #VYs -~ )~ Vow ue—2w%(k~V)+u—g(k~V) =0.
Vamos agora definir o quadri-vetor V# como
- \'%
Vi = Vo, —= |,
(v )
em analogia a V* = (14, V). Note ainda que
_ V2
V2 = :u‘/[)2 - T
€
e também que
kv (k- V)?
— 2 . .
p- V) = | Vivewly — ——= | = w?Viue — 2wVp(k - V) + ———.
(p ) (\//7 0 \/ﬁ\/g) oM o ) e

Assim, utilizando as Eqgs. (K.1.14) e (K.1.15) na Eq. (K.1.12), obtemos finalmente

PPV - (5-V) =0

(K.1.8)

(K.1.9)

(K.1.10)

(K.1.11)

(K.1.12)

(K.1.13)

(K.1.14)

(K.1.15)

(K.1.16)

Vamos agora reescrever a FEq. (K.1.16) em termos dos quadri-vetores p* e V#. Esse procedi-

mento nos permitira redefinir a métrica de forma que a mesma incorpore os parametros constitu-

tivos do meio.
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DIMENSOES 3 E 5 EM TERMOS DE QUADRIVETORES

Do primeiro termo da Eq. (K.1.16), podemos fazer

P =0"Pu,
= ]5“77;1,1/]51/:
= P’ noop” + Pl
na qual podemos utilizar a defin¢ao dada na Eq. (K.1.3). Assim, teremos

]52 = w(%noo)w + kl%kl,

de onde iremos definir o tensor métrico efetivo 7j,,, com as seguintes componentes

Mii 1

Too = €Noo = €, Ty = — = ——0i5-
f p
Assim, temos
1 1 1
N = diag (é, -, ——) )
[ A

Como p* = (w, k), a Eq. (K.1.18) se torna agora

p* = p"oop” + p'iiip’,
p'=(-7p).
Manipulando agora o segundo e terceiro termos da Eq. (K.1.16), teremos
95 EN2 N o o\ 2
pPVE=(p-V) = 0"p.) (V*VL) = (VFDu)”,
= =V [/ Va4 ¥ v 2
= (" 0uwp”) (V' 0 V") = (VFi0u, V"),

= (1507700170 + ﬁimiﬁi) (Voﬁoovo + Vi??n"?i) — (‘_/07700170 + Vnp’ )2 ;

na qual utilizamos as defini¢oes dadas na Eq. (K.1.3) e na Eq. (K.1.13). Assim, teremos

PV (p-V) = (wénoow + k:%k) (VOMUOOVO + v”?v) +

2
— [ VO/avenow + Vi ki |
( \/ﬁ Tloo \/ﬁ\/g

(K.1.17)

(K.1.18)

(K.1.19)

(K.1.20)

(K.1.21)
(K.1.22)

(K.1.23)

(K.1.24)

Podemos por em evidéncia os fatores (11/€) a partir do segundo termo entre parénteses e (\/7i/V/e),
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do terceiro termo entre parénteses. Consequentemente, teremos
PVi—(p-V)’ = (wénoow + k’%kl) % (Voénoovo + V"%Vi) +

— (\/—ﬁ> 2 (Voénoow + k”—v) 2 : (K.1.25)
Ve 1t

Para simplificar agora, utilizamos a definigdo do tensor métrico efetivo, dada na Eq. (K.1.20), e
também p* = (w,k) e V* = (V° V). Dessa forma, a Eq. (K.1.25) resulta em

pVi—(p- ‘7)2 = % [ (P°700p” + P'iiip") (Voo V? + Vi V*) — (p 700 V° +piﬁiivi)2] ,
(K.1.26)
PV (p-v)y =t [ (p~ﬁ-p)(V-ﬁ-V)—(p~ﬁ~V)2] : (K.1.27)

Substituindo agora a Eq. (K.1.27) e a Eq. (K.1.22) na Eq. (K.1.16), a equagao de dispersao, dada
pela Eq. (K.1.2) ou equivalentemente pela Eq. (K.1.16), pode ser reescrita como

o)+ 5| o) (Ve V)= (- V)] =0, (K.1.28)

com o tensor métrico efetivo 7, definido na Eq. (K.1.20).

K.2 Modelo C PT-impar de dimensao 5

Para o modelo descrito pela Eq. (6.5.1), obtivemos a seguinte equagao de dispersao
E(n* — pé)? — 4(n* — 1)*u® {pe [Un* + U? = 20Uy (n - U)] = Un* + (n- U)*} =0.  (K.2.1)

Utilizando k = wn, podemos reescrevé-la como

kQ 2 k2 2 k2 U U2k2 1
(__“g) _4(9_1) %W{ﬂg[U§§+UQ—2f(k-U)}— +E(k-U)2}=0,

w? 2
(K.2.2)
5—?1 (uﬂg_ %2)2 B % (w? — k2)2 %wz {Mg {Ugi—z + U= 2% (k- U)} i
—U:;{Q + % (k- U)2} =0, (K.2.3)
na qual podemos utilizar
Y (K.2.4)
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com p* dada pela Eq. (K.1.3) e p* = (w, k). Assim, teremos

w? k> U, Uk UK
—Apt= {,ue [UO— +U - 2—0 (k - U)} - (k- U) } 0, (K.25)

2 T2 2

LE w w w
~4 2 U? 2 k?
p* + 4p* 20 U2k? + 20U, (k- U ! k-U?| =0 K.2.7
p+p—p?—0 +wo(')—u—g(')—7 (--)

onde utilizamos a Eq. (K.2.4). Vamos agora adicionar e subtrair o termo w?Ug 1€, 0 que nos permite

escrever
4 s LU 2 .. K 2 1 2
pr+Ap” |—p — + Ui | w e—? — WUZ pué + 2wl (k - U)—M—(k-U) =0, (K.2.8)
€ €
4 4) 2 , U w2 1
P4 S pt | uUs — ) wWrUFpé — 2wl (k- U) + E (k-U)?| ¢ =0, (K.2.9)
de onde podemos definir
Or = (\/EUO E) | (K .2.10)
Ve
Com essa defini¢ao, temos
2
U? = pUs — 1 (K.2.11)
e também
(7-0)" = | vavewt, — LS = WU pué — 2wl (k- U) + L (k-U)%. (K.2.12)
N2 i€
Assim, podemos simplificar a Eq. (K.2.9) e obter finalmente
e _ =2
7+ 4p* [p?U2 —(p-O) ] — 0. (K.2.13)

Vamos agora reescrever a Eq. (K.2.13) em termos dos quadri-momento usal p* e do campo de

fundo U*. Seguindo a mesma abordagem realizada entre as Eqgs. (K.1.17) e (K.1.22), temos

p =(p-7-p), (K.2.14)
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com o tensor métrico efeito 7j,, dado na Eq. (K.1.20). Manipulando agora os outros termos da
Eq. (K.2.13), teremos

P = p"pu = P’ =p-n-p. (K.2.15)
E também

4]?4 [}52[72 _ (]3 0)2} =4(p-n .p)2 [(ﬁ“muﬁ") (U‘umeu) _ (}5“77“”[7”)2} ’ (K.2.16)

4p* [?52[72 - (p Uﬂ =4(p-n-p)* [(D"noo?” + p'naip’) (U°nooU° + U'nisU™) +

— (P"n0oU° +Z5i77uUi)2} - (K.2.17)

Utilizando agora a Eq. (K.2.10) e a Eq. (K.1.3), obtemos

4p?* [232(72 . (]3~ U)2] =4(p 7 ,p)Q {(pognoopo +pi%ki> (UOMUOOUO T Uz%m) X

2

0 = 0 i i rri

— [ P"vivenU® + p'——=U ; (K.2.18)
( v ViVE )

onde utilizamos p* = (Vew, k/ /i), U* = (/iiUp, U/VE), p* = (w,k) e U* = (Up, U). Podemos

agora por em evidéncia os fatores (41/€) a partir do segundo fator entre parénteses, e (\/7i/Ve) a

partir do terceiro termo entre parénteses. Assim, obtemos
p*U p-U)’ € illid i) B z i Mii 77
4p4 [p2U2 — (p. U) } = 4(p -7 ,p)Z [<p06n00p0 T Fp) E (UOEUOOUO Lyl ) I

i
2 2
_ (\/ﬁ) <p0gn00UO +pz7ZZ Uz)

4p4 []52(72 _ (25 U)Q} _ 4N (p - .p)2 [(poﬁoopo +piﬁiipi) (UoﬁooUo + U ~iiUi> +

B
— (P°7i00U° + p"ﬁ,-,-Ui)Q} : (K.2.20)
7

o' [752[72_ (ﬁ'U)Q} =4 (p-n-p)’ [(p-71-p) (U-7-U) = (p-7-U)*], (K.2.21)

€
onde utilizamos o tensor métrico efetivo dado na Eq. (K.1.20). Substituindo agora a Eq. (K.2.21),
Eq. (K.2.14) e Eq. (K.2.15) na rela¢do dada na Eq. (K.2.13), a equagao de dispersao ¢ finalmente
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reescrita na forma

p-ep)’+4Z @ -n-p[p-i-p) U -§-U) = (p-77-U)*] =0. (K.2.22)

€
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|Apéndice L

MODOS DE PROPAGACAO DO MODELO C'PT-IMPAR DE

DIMENSAO 3

A seguir, iremos calcular explicitamente os vetores de polarizacao que descrevem os modos de

propagagao dos cenarios timelike e spacelike do modelo descrito pela Eq. (6.4.1).

L.1 Caso timelike

Vamos calcular os modos de propagacao para o caso puramente timelike, V5 # 0; V = 0. Da
Eq. (6.4.18), temos

%
n® — pé = SRAALPY (L.1.1)
w

Substituindo a Eq. (L.1.1) na Eq. (6.4.11a), obtemos

v . .
+200 — nj —ning — puVons  —nang + puVong
_ i Vi P i
[Mia] = | —nony + SuVons 500 —n; —ngng — ~uVony | - (L.1.2)
i i Vi
—nany — =puVons —ngng + ~uVony 50 — n3

Assim M;, E* = 0 se torna

v ) . .
+50n —ng —niny — =pVons —ning + S uVons E,
i Vo 2 i _
—ngny + ~pVons 500 —nj —ngng — ~puVon E, | =0, (L.1.3)
_ _ i _ i Vo, 02
ngny — —pVons ngng + ~uVong 500 — nj L,

que leva a

(:I:“TVOn —n}) B, + (—ning — iLVong) By 4+ (—nang +iLVons) E, = 0
(—ning +i2Vons) B, + (£2Von — n3) E, + (—nang — iLVony) E. =0 . (L.1.4)
—ning — iﬁ‘/ong Ex + (—neong + i&‘/onl E, + :I:“—Vonl Ez =0
w w Yy

w

Vamos multiplicar a segunda equagao da Eq. (L.1.4) por [+(u/w)Von — nZ], depois multiplicar

a terceira equacgao da Eq. (L.1.4) por [nang + i(p/w)Vony]. Assim, somando esses dois produtos,
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os termos em FE; se cancelam, resultando apenas

%

E, {(—711712 + iﬁVon3> (i—on - n§) + (-711713 - iﬁV()”Q) <n2n3 + iﬁV(ﬂh)} +
w w w w

Ve Vi Vi
+E, {(:I:Qn - n%) (:l:wn — n%) + (—n1n3 + ignl) <n2n3 + iﬁ%m)] =0, (L.1.5)
w w w w

\% 22 Vi Vi \%
E, [$Mnn1n2+n1n2n§ + i'u—ZOnng — iwng—nlmn% — i&nfng — iwngng} +
w w w w w
2v2 ) o V v 2v2
+E, {,u 20 n? —&-néni — néni—iMnmgng + iuonlngng—ugoni] =0,
w w w w
(L.1.6)
Vi 2v2 Vi 22 Vi
E, {IF'Iﬂnnlng + iﬂ 20 nnsg — i& (ng + n%ng) + a 20 ning — i&ngng] +
w w w w w
21,2
WV %
+E, { w20 (n® —nf) F Ton (n3 + ng)] =0, (L.1.7)
onde podemos utilizar n3 + n2 = n? — n} no ultimo termo. Assim
Vi ) 22 . v
{:F% [nnmz + ing(n3 + nf)] + szo (ning £ inng) — 1%77,3713} E,+
2v2 V-
+ [(n2 —nj) ('UMQO ¥ %n)] E, =0, (L.1.8)

no qual podemos usar novamente ns + n3 = n? — n? no segundo termo do dentro dos colchetes

(que multiplicam FE, ), obtendo

v
{:F% (nn1n2 + in2n§ F in3n§ + in%ng) +

2v2 2v2 V
+E 20 (ning £ i’I’LTLg):| E, = — (n®—nj) (M 20 F &n) E,, (L.1.9)
w w w
1Yo ooy VG : o oy (1PVE Vo
$T (nn1n2 +in n3) + e (ning £inng)| E, = — (n — nl) " T Tn E,, (L.1.10)
) 2v2 Vv 2v2 v
(nyng £ inng) (MwQO T %n) E,=— (n2 — n%) (szo T %n) E,, (L.1.11)
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a qual fornece

Finns — niNg
E L 4

y = 2 __ .2

E,. L.1.12
R ( )

Substituindo a Eq. (I..1.12) na primeira expressao da Eq. (L.1.4), obtemos

Vi \% i — \Z
{(iwn — nf) + (—nmg — i’u Ong) (Finns T;lnz)] E,+ <—n1n3 + ium) E,. =0,
w w w

n? —ns
(L.1.13)
% %
{(n2 n?) (j:w — n%) + (—n1n2 — i%ng) (Finng — nmg)] E,+
Vi
+(n® —n?) (—nmg + iung) E, =0, (L.1.14)
w
% % %
{unng *n3 + a Onng—nlngimnlngng +nini F a Onn3+
w w w
% 1%
+i'u0nm2n3} E, = (n* —n?) (n1n3 — i/ﬂng) E., (L.1.15)
w w

onde iremos colocar o fator +inny em evidéncia a partir dos termos destacados em azul; e iremos

colocar em evidéncia também o fator —nn3 dos termos destacados em vermelho. Assim, obtemos

Vo % \Z
(n* —ni) (n1n3 — 1M—n2) E, = [:I:ian (n1n3 — ium) — nyns (n1n3 — iwng)} E,.
w w w

(L.1.16)
que finalmente nos fornece
i —
po= Tl Mg (L.1.17)
Portanto, utilizando a Eq. (L.1.12) e a Eq. (L.1.17), obtemos
5 n? —n?
Ei = —5—— | Fingn —nns | . (L.1.18)
n? — ny
+insn — nins
Normalizando esses vetores, teremos
E.°=EiE; =1, (L.1.19)
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B, [1 N (£ingn — ning) (Fingn — ning)  (Fingn — ning) (£inen — ning)

2 2
(n? —nf) (n* = ni)

1 =1, (L.1.20)

B, 2 {1 N nan? F ingngngn & ingnongn + nina + nin? £ ingnonsn F ingnensn + n%ng} _
' (n? —n})” ’
(L.1.21)
2 2 (2 o 2
B, {1 Ll 23) Ui j”l)} ~1, (L.1.22)
(n? —ni)
que pode ser simplificada utilizando-se (n? — n?) = n3 + n3, entao teremos
2 2
E,|° [1+ ”2+”;] —1, (L.1.23)
ns +n3
2 2 2 2
R (L124)
ns + nj
2 2
B | ] =1 (L.1.25)
ns + nj
onde podemos utilizar novamente (n? — n?) = n3 + n3, logo
2n?
EJ} | ——| =1, L.1.26
B2 (L.1.26)
2 _ 2
2 n-—n
|E,|° = o L (L.1.27)
da qual escolhemos
2 _ 2
Jo A (L.1.28)
2n
Therefore the normalized propagating modes are given by
. n? —n?
F Fingn — nins | - (L.1.29)

E. =
* V2ny/n? —n?

+inon — nins
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APENDICE L. MODOS DE PROPAGACAO DO MODELO CPT-IMPAR DE DIMENSAO 3
L.2 Caso spacelike

A seguir, calculamos os vetores de polarizacao dos casos V-perpendicular e V-longitudinal do
cenério spacelike, V5 =0 e V # 0. Lembrando que no cenério spacelike temos

n® — pe = :I:'u| |
com

Q,

(L.2.1)

n2sin® @

Ja

(L.2.2)
Considerando um sistema de coordenadas onde n = (0,0, m), a Eq. (6.4.11a) simplifica-se em

n® —pe ipVs/w  —ipVs/w
[My] = | —iuVz/w n® —pe  ipVi/w
iuVa/w —ipVijw  —pe
L.2.1 V-perpendicular

(L.2.3)

Nesse caso, temos sin?f = 1 e V = (V, V5,0). Além disso, os indices de refracao obtidos sao

2 _ _ pv?
ny = pe, N2 = pe——s. (L.2.4)
Dessa forma, teremos dois valores de a:
2
ar =41 = (L.2.5)
Jita
Para o modo (+), temos
o que leva a
n% — pe = 0. (L.2.7)
Substituindo a Eq. (L.2.7) na Eq. (L.2.3), a condigao M;;E? =0 leva a
0 0 ipVy/w E, | =0.
ipVo/w —ipVi/w — € E.

(L.2.8)
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Resolvendo esse sistema de equagoes, obtemos

Assim, teremos o campo E, dado por

E,

E, ==
W

Vs

Normalizando E., ou seja, E, - E} = 1, obtemos

E? %
VRV =1 B =
1

onde |V| = /VZ + V2. Assim, o modo (+) tem polarizagiao descrita por

. Vi
E,=— =V
+ |V| ‘(/)é ;

onde V ¢ o vetor unitario que aponto ao longo da dire¢ao do campo de fundo V.

Para o modo (—), temos

Vi

€w

Assim,

pv?

ew?

n? — e =+

Substituindo a Eq. (L.2.14) na Eq. (L.2.3), a condigao M;; E? = 0 é escrita como

+uV?/(ew?) 0 —ipVa/w\ (E.
0 +uV?/(ew?)  iuVy/w E, | =0,
Vs /w —ipVi/w — L€ E.

que leva a

+IV B, —iLVLE, =0

€W

+UV B, + ik B, =0

ew?

iEVoE, —itViEy — uekE, =0

(L.2.9)

(L.2.10)

(L.2.11)

(L.2.12)

(L.2.13)

(L.2.14)

(L.2.15)

(L.2.16)

Vamos multiplicar a primeira expressao da Eq. (1..2.16) por V; e depois somar esse produto com o
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produto da segunda expressao com V5. Assim os termos em F, se cancelam, restando

V2 V2
’;}2 VE, + ’27\/2@, =0, (L.2.17)
Vi
B =
Y Va

+

E,. (L.2.18)

Substituindo agora a Eq. (L.2.18) na terceira expressao da Eq. (..2.16), obtemos

i V2

E,———&,. 1.2.19
ew Vo ( )
Logo, o campo E_ sera dado por
Va Va
Ly ()
B.=7| Vi | =E “vi |, (L.2.20)
2 \iv2/(ew) V2 (ew)
onde E(()_) é uma amplitude escolhida apropriadamente.
L.2.2 V-longitudinal
Neste caso, temos sin?f =0 e V = (0,0, V3). Assim, teremos da Eq. (L.2.2)
ag = 1. (L.2.21)
Consequentemente, a Eq. (L.2.1) simplifica-se em
A\
ni — e = i%. (L.2.22)

Implementamos agora a Eq. (L.2.22) e V = (0,0,V3) na Eq. (L.2.3), asssim M;;E? = 0 nos

fornece

+ulV|jw  ipVs/w 0 E,
—iuVs/w £plV|jw 0 E, | =0. (L.2.23)
0 0 — L€ E,

Resolvendo o sistema de equagdes, encontramos

E, = +iE, E.=0. (L.2.24)
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Assim, os vetores de polarizacao serao dados por

E.=FE|4+i], (L.2.25)
0
que, apo6s normalizados, resultam em
| 1
E. = E jgi . (L.2.26)
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|Apéndice M

OBTENCAO DAS EQUACOES DE MAXWELL MODIFICADAS POR

TERMO CPT-IMPAR DE DIMENSAO 5 EM MEIOS

Podemos reescrever a Eq. (6.5.7) na forma

1 1
L= —§X“Va68aAg@MAV — 565)\IWU5(877A>\)877F/“,—|—
— A, ",
onde utilizamos a Eq. (I1.0.7), e também fizemos
Lo " 1 s " Lo "
56 UﬁA,\anE) Fw, = 877 §€ U5A>\8 FHV - 56 Uﬁ(anA)\)a FMW

(M.0.1)

(M.0.2)

da qual negligenciamos a quadridivergéncia total. Agora, podemos seguir e utilizar a equacao de

Euler-Lagrange dada na Eq. (6.5.8), para obtermos as equagoes de Maxwell modificadas. Teremos

entao
oL 0 1 P 1
= — "7, A0, A _ 2 P ANIF
(0pAs)  0(0,Ax) { 2X Oa A0 V} +8(apA,€) { 2E Up(0pA2)0 W}>
1 1
a(gi ) = —GPH _ EEBHMVUﬁénp5)\NanFMV — _G/m _ §EﬁnquBapFw/’
Pk
e também
oL 0 1
= - ﬁ)‘/“/ Ui _ 7
0(0,00As) — 0(0,00As) [ 5¢ " Us(0p4) (9704, — 0 @An} ,
oL 1

v 1 gy

90,00 = —§eﬁx\u Us(3) A\ 1" Duabun + égﬁx\u Us (0 A0) 9" 600 un
oL 1 gran 1 gon -

m h _565/\ Ugd® Ax + 56[” Ugd’ Ay = —e? U0l A,.
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TERMO CPT-IMPAR DE DIMENSAO 5 EM MEIOS

Substituindo agora as Eqgs. (M.0.4), (M.0.7) e % = —J" na Eq. (6.5.8), teremos
1
—J" = 0y | =G = SO Fy | + 0,00 [—P U0 Ay] =0, (M.0.8)
1
9,G"" + 56’8““"U5DFW — P00, Ay = JF, (M.0.9)
mas
RO\ = €2 U005 Ay — €2 U500, Ay, (M.0.10)
Por T OFy, Y FoM,08, Ay — 25,00, Ay, (M.0.11)
PR US O\ = —267 U300, Ay, (M.0.12)

onde redefinimos, no passo (1), (A = «, @ — A) no primeiro termo do lado diretio da Eq. (M.0.11).
Utilizando a Eq. (M.0.12) na Eq. (M.0.9), obtemos

1 1
apGPﬁ + §€ﬁﬁuuUﬁDFuy 4 §EBAQKU5DF)\Q — J”, (M013)

que pode ser simplificada fazend-se (A — p,a — v) no terceiro termo do lado esquerdo da
Eq. (M.0.13). Entdo utilizando e#*# = —ePr = Brvefinalmente a Eq. (M.0.13) nos fornece

0,G" + P Us0OF,, = J&. (M.0.14)

A lei de Gauss modificada é obtida escolhendo-se k = 0, levando a

9,G" + " U,0OF,, = J°, (M.0.15)

9,G° + 'y aF,,, = J°, (M.0.16)

&Gio — EiOaniDan = JO, (M017>

onde utilizamos a propriedade €8 = —€uwap- Utilizando agora G® = D', F,, = —€nnB*,
obtemos finalmente

D" + €oimn€mmk AU B* = p, (M.0.19)

V-D+20(U-B) =p, (M.0.20)

onde utilizamos €gimn€mnk = €immnEmnk = 20;1. A lei de Ampére modifica pode ser obtida fazendo-se
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k=1 na Eq. (M.0.14):

0,G*" + """ U0F,, = J', (M.0.21)

G + 0,G7 + U OF,,, + U0y, + ¢ U;0F = J', (M.0.22)

QG + 0,G7" + 2 UOF,,, + (=" U;0(—Fipo) + €*°U;0F = J', (M.0.23)

—€;ix0; H* — 0,(—D") — "¢, DU B — 26/F000VIER = ) (M.0.24)

mas € €y = —€oimnEmnk = —€mn€mnk = —204 € € = —€jpg = —€qjin = €oijk = €iji-
Portanto, a Eq. (M.0.24) se torna

€ik0;HY — 0, D" + 204 0U B* — 20e,;, U7 EF = J', (M.0.25)

V xH-9,D+200,B—-20(UxE)=1J. (M.0.26)

Por questaos de completeza, mostraremos que as mesmas equacoes modificadas dadas na
Eq. (M.0.14) podem ser obtidas da densidade de Lagrange original dada na Eq. (6.5.6). Para

isso, reescrevemos a Eq. (6.5.6)

1 1
£ = =X 0 g0 Ay - SN U A0 (O Ay = DAy) = A", (M.0.27)

1 1 1
L= = X0, A0, A, + SN U A0, 0, A, — SN U AN, 70,4, — A, (ML0.28)

na qual podemos fazer (1 — v; v — p) no terceiro termo, levando a

1 1 1
L= —ixﬂ”o‘ﬁaaAgauA,, + éeﬁA“”UBAAa,a”@#AZ, — §€BAV”U5A,\80808”AV —A,J",  (M.0.29)
onde podemos utilizar e?** = —ef M Assim, obteremos finalmente
1
L= —§X“”°‘f30aA58MAV + EBA“”UBA,\GUG"@MAV — A, J" (M.0.30)

Observarmos que a densidade de Lagrange da Eq. (M.0.30) apresenta um termo com derivada de
terceira ordem nos campos. Assim, para obtermos as equacoes de Maxwell modificadas, devemos
utilizar a equacao de Euler-Lagrange apropriada para densidades de Lagrange com derivadas de

terceira ordem, ou seja,

oL oL oL oL
e, Y (e =) - = )= 0.31
oA, aﬁ(awn))*8@(8(@@&)) 0:0,0; (awﬁpm) 0. (Mo3Y)

Utilizando a Eq. (M.0.30), podemos calcular facilmente cada termo da Eq. (M.0.31), obtendo

oL

i 1 U30,0°0,A, — J*, (M.0.32)
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oL
— _Grr
oAy - ¢ (M.0.33)
oL
20,0,4,) " (M.0.34)
oL o
= BApv oo
8(0,0,0,A,)  0(8,0,0,A,) (7MY U Ar0y (7% 0a) 0, AL
oL
_— = BApk TY
9(0,0,0,A,) UsAxi™. (M.0.35)

Substituindo as Eqgs. (M.0.32), (M.0.33), (M.0.34) e (M.0.35) na Eq. (M.0.31), obtemos

1 U0,0°0,4, — J* — 9,(—GP*) — 0:0,0, [P Uz Ayn™] = 0, (M.0.36)
0,GP" + P 1500, A, — € U50,(0,n™),Ax = J", (M.0.37)

onde podemos fazer (p — v; A — p) no terceiro termo. Entao teremos
9,GP" + P 1500, A, — M U500, A, = J*. (M.0.38)
Utilizando agora " = €% obtemos finalmente

9,G"" + 1 U,0F,, = J*. (M.0.39)
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|Apéndice N

MODOS DE PROPAGACAO DO MODELO C'PT-IMPAR DE
DIMENSAO 5

N.1 Cenario timelike

Vamos calcular os modos de propagacao para o caso puramente timelike, Uy # 0; U = 0. Da
Eq. (6.5.22a), temos

n® — pe = £2pwlon(n?® — 1). (N.1.1)
Para o caso timelike, temos
n? —n? — e —nng + 2pwlong (n? — 1) —nynz — 2ipwlong (n? — 1)
[M;;] = | —ning — 2ipwUyns (n? — 1) n? —mn3 — e —ngng + 2uwlong (n? — 1)
—nnz + 2uwlong (n? — 1) —nyng — 2iuwlong (n? — 1) n? —n2 — ue
(N.1.2)

Implementando agora a Eq. (N.1.1) na equagao matricial M;; E7 = 0, obtemos

.

[+2uwlon (n? — 1) — n] E, 4+ [—nins + 2ipwlUong (n? — 1)] E,+
+ [—ning — 2ipwlons (n? — 1) E, = 0,

—nyng — 2ipwlons (n? — 1)] B, + [£2pwlon (n* — 1) — n3] E,+ (N.13)
+ [—nang + 2ipwlon, (n* — 1) E, =0, o

[—nins + 2ipwUons (n? — 1)] B, + [—nang — 2ipwlony (n* — 1)] E,+
+ [F2pwlUn (n? — 1) — n3| E, = 0.

\

Agora, vamos multiplicar a terceira expressao da Eq. (N.1.3) por [nsns — 2iuwUyny (n? — 1)], e
multiplicar a segunda expressdo da Eq. (N.1.3) por [+2uwUyn (n? — 1) — nZ]. Depois disso, adici-
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onamos esses dois produtos um ao outro. Assim, os termos em F, se cancelam, restando

|

[n2n3 — 2ipwlyny (n2 — 1)} ) [—nlng + 2ipwUyns (n2 — 1)} E.+
+ [’I'Lgng — 2ipwUgn, (n2 — 1)} . [—ngng — 2ipwUgng (n2 — 1)} E,+
+ [:EQ,LLLUUOTL (n2 — 1) — nzﬂ [—nlng — 2ipwUgns (n2 — 1)} E.+
+ [£2uwlon (n® — 1) — n3] . [£2uwUon (n® — 1) — n3] E, =0, (N.1.4)
E, -—nanng + 2iqugn§n3 (n2 — 1) + 2iqu0n§n3 (n2 — 1) + 4,u U0 Nn1Na ( 1)2 +
F2uwUyninan (n2 — 1) + :F4iu2w2Ugn3n (n2 — 1) + n1n2n3 + 21p,oJUon3 ( 1) +
)

+E, —n%n% — 2ipwlyninang (n2 — 1) + 2ipwUyninang (n2 — 1) — 4,u2w Onl ( —1)" +
+44°w?Uin* (n® — 1)* F 2uwlonin (n® — 1) +
:FQ,quOngn (n — 1) + nzng] =0.

Cancelando alguns termos, temos

E, [Qi,quo (n2 — 1) (n%ng + ngnf + ng) F 2uwlgningn (n2 — 1) F 4i,u2w2Ugn3n (n2 —1
+4p2w?Udning (n2 — 1)2} + L, [—4,u2w2U02 (n2 — 1)2 (nf —n?

n
$2,qu0n§n (n2 — 1) F QMonngn (n2 — 1)} =0,

E, [Qiquo (n2 — 1) nsn’® F 2uwlpningn (n2 — 1) + 4,u2w2U§ (n2 — 1)2 (Finsgn + nlng)} +

+E, (n — ”1) [:FQ,quon (n — 1) +4p w2U§ (n2 — 1)2} =0,

(N.1.7)

E, [Q,quon (n2 — 1) (ingn F ning) + 4w Us (n2 — 1)2 (Fingn + nlng)} +
+E, [(n —n}) [4u2w2U2 (n® — 1) F 2uwlon (n® — 1)“ =0, (N.1.8)

E, {2qu0 (n2 — 1) [n (ingn F ning) + 2uwly (n2 — 1) (Fingn + nlng)] } +
+2uwly (712 — 1) (n2 — 1) [Q,quo (n2 — 1) F n} E, =0, (N.1.9)
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da qual podemos escrever

 —2uwly (n® — 1) [n (ingn F ning) + 2uwly (n? — 1) (Fingn 4+ niny)]

E E,. N.1.10
Y 2uwly (n?2 — 1) (n?2 — n?) 2uwly (n? — 1) F n] ( )
B — = [Fn (n1nsg :F2in3n)2+ 2uwly (nj — 1) (Fingn + nins)] E,. (N.1.11)

(n? —ni) [2pwlo (n* — 1) F 1]

— i 2uwly (n? — 1

g, = —(mm Finan) [Fn 2l (n” ] 5 (N.1.12)

(% —2) Raawllo (72 — 1) 71

que finalmente nos fornece
i —

B, = etz pg (N.1.13)

2 _ 2
n® —nj

Substituindo agora a Eq. (N.1.13) na primeira expressao da Eq. (N.1.3), teremos

2

[+2pwlon (n* — 1) = ni] E, + [—ning + 2ipwlong (n* — 1)] {%ﬁm] E.+

+FE, [—nlng — 2ipwlons (n2 — 1)} =0, (N.1.14)

{(n2 — n%) [iQ,quon (n2 — 1) — nﬂ -+ [—nlng + 2ipwUgng (n2 — 1)} (£ingn — n1n2)} E.+
— (n2 — nf) [nlng + 2ipwUgns (n2 — 1)} E. =0,
(N.1.15)

na qual podemos utilizar (n? — n?) = n2 + n2 no primeiro termo. Assim

(n2 — n%) [nlng + 2ipwUpns (n2 — 1)} E, = {(n% + n%) [j:2qu0n (n2 — 1) — nﬂ +
+ [—nmg + 2ipwlons (n2 - 1)} (£ingn — nlng)} E,,
(N.1.16)

(n2 — n%) [n1n3 + 2ipwUong (n2 — 1)} E, = {i?qum'zgn (71,2 — 1) —ninsE2uwlynn; (n2 — 1)—|—
—n%n% + $inlnQnyH—nfn§$2quon§n (n2 — 1)—|—

—2ipwloninang (n® — 1)} E,, (N.1.17)

onde os termos destacados em vermelho e azul se cancelam. Colocando agora o fator (Fingn) em
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evidéncia a partir dos termos destacadas em verde, obtemos

(n2 — nf) [nlng + 2ipwUyne (n2 — 1)} E, = {:Fingn [nlng ~+ 2ipwVons (n2 — 1)} +
—nin3 — 2ipwloninons (n2 — 1)} E., (N.1.18)

(n2 - n%) [nlng + 2ipwUgns (n2 — 1)] E, = {:Fingn [nlng ~+ 2ipwlyns (n2 — 1)] +
—nqNns [nlng + 2ipwVons (n2 — 1)] } E., (N.1.19)

(n2 — n%) [n1n3 + 2ipwUgns (n2 — 1)} E, = (Fingn — ning) [nlng + 2ipwUons (n2 — 1)} B,

(N.1.20)
que finalmente nos fornece
E. = Wﬂv (N.1.21)
Utilizando agora a Eq. (N.1.21) e Eq. (N.1.13), obtemos
1
E. = E, | (fingn —niny) / (n* —n?) | . (N.1.22)

(Fingn — ning) / (n? — n?)

Normalizando esses vetores, temos

(Fingn — ning) (£ingn — ning)  (Lingn — ning) (Finen — ning)

2 2
(n® —n?) (n* = ni)

|| {1 + } ~1, (N.1.23)

B |2 {1 N n3n® + inynangn F ingngnan + nin3 + n3n® F inngnan + inyngngn + n%n%] _
’ (n? —n?)* ’
(N.1.24)
2 2\ (2 2
B, [1+ (mp + mg) (- j"l)} —1, (N.1.25)
(n* —ni)
que pode ser simplificada utilizando-se (n? — n?) = n3 + n3, o que nos fornece
2, .2
|, 2 [1 L ”;} ~1, (N.1.26)
n3 + n3
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| B, {"3+Z§jzz+”ﬂ =1, (N.1.27)
2 T N3
|E,|° [n;fng} =1, (N.1.28)
onde podemos utilizar novamente (n? — n?) = n3 + n3, logo
| Ex|” {%} =1 B[ = n22;2n%7 (N.1.29)
da qual podemos escolher convenientemente
E, = 7?—2;”% (N.1.30)
Portanto os modos de propagacao normalizados serao dados por
B ! no (N.1.31)
= =41 — . N
IR E s
N.2 Cenario spacelike
Para o cenéario spacelike, obtivemos de forma geral
n? — pe = £2pw(n?® — 1)|Ua, (N.2.1)
onde
1 -
o= \/E(MG — n2sin”6). (N.2.2)

A seguir, iremos calcular as polarizaces para os dois casos considerados, isto é, casos perpen-

dicular e longitudinal.

N.2.1 Caso U-perpendicular

Para a configuracao onde U é perpendicular a n, podemos escolher convenientemente

n = (0,0,n), (N.2.3)
U = (Uy, Us, 0). (N.2.4)
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Nesse caso, a matriz [M;;] tem a seguinte forma

n? — e 0 2ipw(n? — 1)U,
[My] = 0 n% — pe —2iw(n® — 1)Uy | . (N.2.5)
—2ipw(n? — 1)Uy 2ipw(n® — 1)U, — 1€

Como nesse caso temos sin® = 1, a Eq. (N.2.2) se reduz a

/1 2
a = E(ue —n?). (N.2.6)

Lembrando agora que os indices de refragao do caso perpendicular sao

na = ue, (N.2.7)
ni =1+ fy, (N.2.8)

podemos entao determinar as polarizagoes associadas a cada indice de refracao.

1) Para n3 = ue
Para o indice de refragao ng = e, temos o = 0 conforme a Eq. (N.2.6). Entao implementando

essas quantidades em Eq. (N.2.5), a condi¢ao M;;EY = 0 fornece

0 0 2ipw(nd — 1)U,y E,
0 0 —2ipw(ni — 1)U, E,| =0, (N.2.9)
—2ipw(nt — 1)Uy 2ipuw(ni — 1)U, — € E.
que nos fornece
E.=0, E,= %Em (N.2.10)
Ui

Assim, utilizando a Eq. (N.2.10), o campo elétrico associado a n2 = pe seré

U
E,
E=—10,]1|, (N.2.11)
Uy
0
que normalizado se escreve como
(O
E=— |0, | =0, (N.2.12)
ol |

com |U| = +/U? + U3.
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2) Parani =1+ fi

Para os indices de refracao dados na Eq. (N.2.8), observamos que os mesmos levam a a4 # 0.

Dessa forma, implementando essas quantidades na Eq. (N.2.5), a equagdo M;;EY = 0 ¢é lida como

+2uw(ni — 1)a+|U]| 0 2ipw(n? — 1)U,y E,
0 +2uw(n? — 1)ax|U| —2ipw(nid — 1)U, E,|. (N.2.13)
—2ipw(n’t — 1)U, 2ipw(n? — 1)U, — e E,

que nos fornece

+2uw(n? — 1)ax|U|E, + 2ipw(ni — 1)UL,E, =0
+2uw(ni — 1)as|U|E, — 2ipw(nd — 1)U, E, =0 . (N.2.14)
—2iuw(ni — 1)Uy B, + 2ipw(nt — 1)UL E, — peE, =0

Vamos somar o produto da primeira expressao da Eq. (N.2.14) com U; ao produto da segunda

expressao com Us. Isso eliminarad os termos em F,, deixando apenas
+2uw(ni — 1)as|U|UL B, + 2uw(ni — 1)ax|U|USE, = 0, (N.2.15)

cuja simplificagao fornece

E, = —%Ex. (N.2.16)

Substituindo a Eq. (N.2.16) na terceira expressao da Eq. (N.2.14), obtemos

U2
peE, = —2ipw(ni — 1)Uy B, — 2iuw(ni — 1)71]3@ (N.2.17)
2
2 172
B =—2Yn2 - 1) (M> E,, (N.2.18)
€ U2
2i U|?
po— Aw U g (N.2.19)
€ U2

onde utilizamos a Eq. (N.2.8). Entéao, utilizando a Eq. (N.2.16) e Eq. (N.2.19), os campos elétricos
associados a n% serao

E %
E; = 7;” U, : (N.2.20)
2w fy (U +U3) /e
Us
E. = E] -0, : (N.2.21)

—2iwfi (U +U2) /e
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com uma amplitude apropriada Ej).

N.2.2 Caso U-longitudinal

Para a configuracao com U longitudinal ao vetor n = (0,0, n), podemos escolher U = (0,0, U).
Sendo assim, teremos sin?# = 0 de acordo com a Eq. (N.2.6). Utilizando essas informagdes, a

matriz [M;;] tem a seguinte forma

n? — e —2ipw(n® —= 1)U 0
[M;;] = | 2ipw(n® — 1)U n? — e 0o 1. (N.2.22)
0 0 — €

Os indices de refragao deste caso, dados por

e £ 20[U])

N.2.23
1+ 2uw|U|’ ( )

n =
satisfazem
ni — pe = F2uw(n’i — 1)U, (N.2.24)

onde utlizamos @ = 1 e |[U| = U. Sendo assim, implementando a Eq. (N.2.24) na Eq. (N.2.22), a

condigao M;;E7 = ( é escrita explicitamente como

F2uw(n? — 1)U —2ipwni — 1)U 0 E,

2uw(ni — 1)U F2uw(n? — 1)U 0 E, | =0, (N.2.25)
0 0 — L€ E,
que nos fornece
E,=0, E,=7FiE,. (N.2.26)

Logo, os campos elétricos associados a n?. serao

1
E.=F|7Fi]|, (N.2.27)
0
que normalizados resultam em
A 1 1
E. = E :Foi . (N.2.28)
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VERIFICANDO A INVARIANCIA DE GAUGE PARA O MODELO DE
DIMENSAO 5

A eletrodinamica modificada por termo de altas derivadas C'PT-impar de dimensao 5 em meios

materiais ¢ dada pela Eq. (6.5.6), ou seja

L= —iG“”FM,, + %e”ﬁ“l’AgUHDFW — A, J". (0.0.1)
Considerando a transformacao de calibre
Ay A=A+ 0, (0.0.2)
temos
F,=F.,, G"=G". (0.0.3)

Assim, a densidade de Lagrange na Eq. (0.0.1) se transforma da seguinte forma
1 1
L= —ZG“”FW + §e“ﬁ#”(A5 + 9N UOF,, — A, J" — (9,\)J", (0.0.4)
1
L'=L+ ieﬁﬂMV(aﬂA)UKDFMV — 0 (AT*) + A0, "), (0.0.5)
Vamos simplificar agora o segundo termo da Eq. (O.0.5). Teremos entao
P (95N UOF,, = 05(e*" \U,OF,,) — e \U, 005 F,,,,. (0.0.6)

Percebemos agora que o segundo termo do lado direito da Eq. (0.0.6) é nulo. De fato:

€MD Fy, = 030, A, — €950, A,,, (0.0.7)
6—>;:;7¢—>,8 u—>,67;%—>u
— Y 854, — € 0,05A,, (0.0.8)
—eruBy
— 1 0,4(0,4, — 0,A,), (0.0.9)
— YR, (0.0.10)
PR, = —SPYF,, — P yF,, = 0. (0.0.11)
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Dessa forma, podemos utilizar as Egs. (0.0.11), (O.0.6) e a conservagao da quadri-corrente para

simplificar a Eq. (0.0.5). Obteremos entao
1
L' =L+ 0g (ée“BMVAUHDFW — )\Jﬁ) . (0.0.12)
Dessa forma, observamos que a densidade de Lagrange difere apenas por uma quadri-divergéncia

total. Consequentemente, tal termo pode ser desprezado na acao do modelo considerando uma

funcao A\ que se anule no infinito.
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