
Universidade Federal do Maranhão

Centro de Ciências Exatas e Tecnologias

Programa de Pós-Graduação em Física

Tese de Doutorado

Eletrodinâmicas estendidas em meios contínuos e efeitos
ópticos

Pedro Diego da Silva e Silva

Orientador: Manoel Messias Ferreira Jr.

São Luís
2022



PEDRO DIEGO DA SILVA E SILVA

Eletrodinâmicas estendidas em meios contínuos e efeitos
ópticos

Tese de Doutorado apresentada ao Programa de Pós-
Graduação em Física da Universidade Federal do Ma-
ranhão como pré-requisito para obtenção do título de
Doutor em Física.

Área de concentração: Física de Partículas Elemen-
tares e Campos.

Linha de Pesquisa: Teoria de Campos e Partículas
sob efeitos da violação da simetria de Lorentz.

Orientador: Prof. Manoel Messias Ferreira Junior

São Luís
2022



Ficha gerada por meio do SIGAA/Biblioteca com dados fornecidos pelo(a) autor(a).
Diretoria Integrada de Bibliotecas/UFMA

da Silva e Silva, Pedro Diego.
   Eletrodinâmicas estendidas em meios contínuos e efeitos
ópticos / Pedro Diego da Silva e Silva. - 2022.
   236 f.

   Orientador(a): Manoel Messias Ferreira Jr.
   Tese (Doutorado) - Programa de Pós-graduação em
Física/ccet, Universidade Federal do Maranhão, São Luís,
2022.

   1.  Altas derivadas. 2.  Efeitos Ópticos. 3.
Eletrodinâmicas estendidas. 4.  Meios contínuos. I.
Messias Ferreira Jr., Manoel. II. Título.



Eletrodinâmicas estendidas em meios contínuos e

efeitos ópticos

Tese de Doutorado apresentada ao Programa de Pós-
Graduação em Física da Universidade Federal do Ma-
ranhão como pré-requisito para obtenção do título de
Doutor em Física.

Área de concentração: Física de Partículas Elemen-
tares e Campos.

Linha de Pesquisa: Teoria de Campos e Partículas
sob efeitos da violação da simetria de Lorentz.

Banca Examinadora

Prof. Dr. Manoel Messias Ferreira Jr.
Universidade Federal do Maranhão – UFMA

Prof. Dr. Rodolfo Alván Casana Sifuentes
Universidade Federal do Maranhão – UFMA

Prof. Dr. Edilberto Oliveira Silva
Universidade Federal do Maranhão – UFMA

Prof. Dr. Marco Schreck
Universidade Federal do Maranhão – UFMA

Prof. Dr. Mario Junior de Oliveira Neves
Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro – UFRRJ

Prof. Dr. Vitorio Alberto de Lorenci
Universidade Federal de Itajubá – UNIFEI

São Luís
2022



À minha família



Agradecimentos

A mais longa jornada é feita passo a passo. Os passos dados até aqui se devem a muitas
pessoas; agradeço imensamente a todas elas. Especialmente, agradeço aos meus pais, pois, sem
eles, jamais teria o apoio e carinho fundamentais na vida. Agradeço pela companhia e carinho dos
meus irmãos, Henrique e Rayanne, que sempre me apoiaram.

Deixo um agradecimento especial ao meu amigo Robert, também conhecido como Jambão, pela
companhia, parceria e conversas motivadoras e calorosas.

Ainda há muitos outros que merecem meus sinceros agradecimentos. Agradeço a todos que me
ajudaram de forma direta e indireta nessa jornada.

Agradeço imensamente ao meu orientador Prof. Manoel Messias por todos os seus ensinamentos
desde a época da graduação em Física. Tive imensa ajuda do Prof. Manoel no desenvolvimento
desta Tese e ao longo de toda minha jornada. Deveras aprendi muito com ele, não só sobre Física,
mas também sobre valores humanos, morais e sociais. Agradeço por tudo que ele fez para me
guiar ao longo de um caminho iluminado em um mundo cercado de trevas... Muito obrigado, Prof.
Manoel!
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RESUMO

Neste trabalho, discutiremos a propagação eletromagnética e propriedades ópticas em meios
dielétricos regidos por eletrodinâmicas estendidas, através de relações constitutivas modificadas ou
por meio de derivadas superiores. Estudamos propriedades de polarização, modos propagantes,
birrefringência, rotação óptica e dicroísmo, através da Eledrodinâmica Clássica de Maxwell, dentro
dum tratamento de Teoria Clássica de Campos. Inicialmente, apresentamos, no capítulo 2, o
ferramental básico a ser utilizado ao longo deste trabalho.

No capítulo 3, comentamos sobre o efeito magnético quiral (CME), a geração de corrente elé-
trica macroscópica na presença de um campo magnético devido à assimetria entre o número de
densidade de férmions de mão-direita e -esquerda no sistema. Motivados por esse efeito intensa-
mente investigado na literatura, propomos uma generalização da lei de Ohm para descrever meios
isotrópicos e dispersivos dotados de condutividade magnética. Para o caso de condutividade mag-
nética diagonal isotrópica, o qual inclui o CME, os índides de refração são modificados, implicando
em birrefringência. Para os casos de condutividade magnética não-diagonal, os índices de refração
modificados exibem partes imaginárias, atribuíndo comportamento condutor a um meio dielétrico
usual.

No capítulo 4, investigamos os efeitos originados de relações constitutivas estendidas na pro-
pagação de ondas em meios bi-isotrópicos e bi-anisotrópicos, calculando as relações de dispersão
e os índices de refração. Para os meios bi-anisotrópicos, especificamos duas classes de parâmetros
magnetoelétricos, representados por tensores simétrico e anitssimétrico. Os três casos examinados
fornecem índices de refração reais e distintos, que implicam em birrefringência. A anisotropia ou
efeito de birrefringência é determinada pelo poder de rotação ou pela diferença de fase, sendo dada
em termos dos parâmetros magnetoelétricos. Discutimos ainda as velocidades de grupo e vetor de
Poynting em cada caso.

No capítulo 5, investigamos o efeito de reversão do poder de rotação em meios bi-isotrópicos
dotados de condutividade magnética. O cenário em que a condutividade é isotrópica manifesta
birrefringência circular, descrita pelo poder de rotação dispersivo que muda de sinal para uma
dada frequência. Para um meio bi-isotrópico com a condutividade antissimétrica, obtém-se um
complicado poder de rotação dispersivo, também manifestando inversão de sinal. Tais cenários
também indicam uma reversão na quiralidade do meio, propriedade não usual em dielétricos.

No capítulo 6, estudamos como a eletrodinâmica CPT-ímpar de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw
(MCFJ) e sua extensão não-mínima de dimensão 5 alteram o comportamento óptico de meios
contínuos. Iniciamos revisando o modelo MCFJ (com termo CPT-ímpar de dimensão 3) em meio
dielétrico, determinando as equações de Maxwell modificadas e relações de dispersão. Para o
caso puramente timelike, os ínidices de refração são reais, exibindo birrefringência, e os modos de
propagação associados são descritos por polarizações circulares. Para o caso puramente spacelike,
um índice de refração é sempre real e o outro pode ser complexo. Os modos de propagação
circularmente polarizados podem exibir birrefringência e dicroísmo.



Para o modelo modificado por termo CPT-ímpar de dimensão 5, abordado ainda no capítulo 6,
determinamos os índices de refração a partir de uma equação de dispersão de sexta ordem. Para o
caso puramente timelike, obtemos três índices de refração, um deles sendo real e o os outros dois
sendo complexos. Tais índices de refração são associados a dois modos de propagação circularmente
polarizados, exibindo birrefringência ou dicroísmo, dependendo do intervalo de frequência. Para o
caso puramente spacelike, encontramos cenários de propagação eletromagnética análogos àqueles
que ocorrem em dielétricos dispersivos.

Palavras-Chave: Eletrodinâmica Clássica. Relações constitutivas. Relações de dispersão. Bir-
refringência. Modelo Padrão Estendido não-mínimo. Violação de Lorentz. Eletrodinâmica com
altas derivadas.



Abstract

In this work, we discuss the electromagnetic propagation and optical properties in dielectric
media governed by an extended electrodynamics by means of modified constitutive relations or
higher derivatives. We study polarization, modes of propagation, birefringence, optical rotation
and dichroism through Maxwell’s Classical Electrodynamics, within the framework of Classical
Field Theory. First we present in chapter 2 the basic mathematical tools which are used throughout
this work.

In chapter 3, we comment about the chiral magnetic effect (CME), the generation of a ma-
croscopic electric current in the presence of a magnetic field due to an asymmetry between the
number density of left- and right-handed fermions in the system. Such an effect is, on the one
hand, and the optical properties of continuous media, on the other hand, is a strong motivation
for our investigation. Here we propose a generalization of Ohm’s law in order to describe isotropic
and dispersive media endowed with a magnetic conductivity. For the case of an isotropic magnetic
conductivity, which includes the CME, the refractive indices are modified, implying birefringence.
For the scenarios of a non-diagonal magnetic conductivity, the modified refractive indices exhibit
imaginary pieces, ascribing conducting behavior to a usual dielectric medium.

In chapter 4, we investigate the effects originating from extended constitutive relations on
electromagnetic-wave propagation in bi-isotropic and bi-anisotropic media, by calculating disper-
sion relations and refractive indices. For the bi-anisotropic media, we specify two classes of mag-
netoelectric parameters represented by symmetric and antisymmetric tensors. The anisotropy of
the birefringence effect is determined through the rotatory power or the phase shift, which are
evaluated in terms of the magnetoelectric parameters. We also discuss the group velocities and
Poynting vector in each case.

In chapter 5, we investigate the rotatory-power reversal effect on bi-isotropic media in the
presence of a magnetic conductivity. For the case of an isotropic conductivity, birefringence occurs,
described by the dispersive rotatory power that changes its sign at a given frequency. For the case
of an antisymmetric conductivity, one obtains the corresponding rotatory power and dichroism
coefficients for the both scenarios of null and non-null Ohmic conductivity. All these cases indicate
a chirality reversal of the medium when the magnetic conductivity is isotropic, and that anisotropies
in the magnetic current can prevent chirality reversal.

In chapter 6, we study how the CPT-odd Maxwell-Carroll-Field-Jackiw (MCFJ) electrodyna-
mics and its dimension-5 extension modify the optical behavior of continuous media. We start by
reviewing the MCFJ model in a dielectric medium, determining the modified Maxwell equations
and dispersion relations. For the purely timelike case, the refractive indices are real, exhibiting
birefringence, and the propagation modes are described by circularly polarized vectors. In the
purely spacelike case, one refractive index is always real and the other one may be complex. The
circularly polarized propagation modes may exhibit birefringence and dichroism.

Fo the MCFJ model modified by the CPT-odd terms of dimension 5, also discussed in chapter 6,
we determine the refractive indices from a sixth order dispersion equation. For the purely timelike



case, we obtain three refractive indices, one being real and the other complex conjugates of each
other. These refractive indices are associated with two circularly polarized propagation modes.
Furthermore, depending on the frequency regime, one obtains birefringence and dichroism. In the
purely spacelike case, we find scenarios of electromagnetic propagation analogous to those that
occur in dispersive dielectrics.

Key-words: Classical Electrodynamics. Constitutive Relations. Dispersion Relations. Bi-
refringence. Nonminimal Standard Model-Extension. Lorentz Violation. Electrodynamics with
higher-order derivatives.
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Capítulo 1
Introdução

Das interações fundamentais da Natureza, talvez a eletromagnética seja a mais perceptível aos
sentidos humanos. Efeitos dessa interação já eram conhecidos [1–3] desde a Grécia Antiga1. A inte-
ração eletromagnética é responsável por manter a matéria coesa, permitindo que moléculas sejam
ligadas a átomos, e também elétrons aos núcleos atômicos. O sucesso da Eletrodinâmica Clás-
sica ou Eletromagnetismo pode ser observado tanto do ponto de vista tecnológico (por exemplo,
motores elétricos, telecomunicações, computadores, etc.), quanto do ponto de vista teórico, permi-
tindo novas investigações sobre efeitos físicos envolvendo ondas eletromagnéticas, e também como
arquétipo de Teoria de Campos, modelo teórico que se tornou fundamental no desenvolvimento do
Modelo Padrão (MP) das interações fundamentais desenvolvido no século XX.

Atualmente, grande parte do avanço tecnológico, decorrente do uso dessa interação, é proporci-
onada pelo entendimento das leis que regem os fenômenos eletromagnéticos e pela investigação de
novos cenários envolvendo esses fenômenos. A nível clássico, o desenvolvimento da Eletrodinâmica
foi marcado por grandes descobertas realizadas por várias mentes astutas e lépidas. Através de
experimentos envolvendo eletrização por atrito, Charles Fançois du Fay (1698–1739), descobriu
em 1733 dois tipos de eletricidade2, chamadas de vítrea e resinosa [4–6]. Os resultados de Du
Fay estabelecem que corpos com a mesma eletricidade/carga se repelem e com cargas diferentes
se atraem. Pouco tempo depois, em 1751, Benjamin Franklin (1706–1790) afirma (baseando-se
em seus experimentos) que tais “eletricidades”, denominadas por ele de positiva e negativa, são do
mesmo tipo e que a eletrização apenas transfere a carga3 de um corpo para o outro [7]. Dessa
forma, estabeleceu-se o princípio fundamental conhecido como conservação da carga. Tal princípio
está presente em teorias de campo que apresentam simetrias, como ocorre no Eletromagnetismo.
Mais tarde, em 1785, Charles Augustin de Coulomb (1736–1806) investiga experimentalmente a
força existente entre objetos carregados, chegando à famosa lei do inverso do quadrado da distân-
cia [8]. Essa forma da lei de Coulomb já havia sido observada por Henry Cavendish4 (1731–1810)

1Após sofrer atrito com pele de animais, o âmbar atraía pequenos corpos (sementes, por exemplo). Na Magnésia,
uma região da antiga Tessália que fica na Grécia, pedras que se atraiam (magnetita) já eram conhecidas [5, 7],
provendo uma origem para o termo magnetismo

2Por exemplo, após eletrização por atrito, objetos formado por âmbar se repeliam, enquanto atraíam objetos
formados por vidro (eletrizados por atrito também).

3Apesar de Franklin não ter tido conhecimento na época, a hipótese de transferência de eletricidade havia sido
proposta um pouco antes por W. Watson (1715–1787) [6]. Essa transferência deixa um excesso de eletricidade num
corpo (daí o nome positiva), enquanto o outro corpo permanece com uma escassez dessa eletricidade (daí o termo
negativa). Hoje sabemos que os elétrons são transferidos nesse processo.

4Cavendish era conhecido por ser recluso, excêntrico e muito tímido [10]. Todavia, isso não abalou ou amenizou
seu espírito crítico e investigativo acerca dos fenômenos naturais e de medidas experimentais. Às vezes ele publicava
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durante suas investigações entre (1771–1871) [9, 11], porém ele não publicou seus resultados na
época.

Embora não houvesse uma conexão clara entre electricidade e magnetismo na época, os fenô-
menos magnéticos também estavam sendo investigados. William Gilbert (1544–1603) apresentou
em sua famosa obra De Magnete a ideia de que Terra se comporta como um ímã gigante. Desco-
briu que ao se dividir um ímã em duas partes, obtêm-se dois ímãs, cada um com um pólo norte e
sul5. John Michell6 (1724–1793) descobriu a lei do inverso do quadrado da distância para a força
entre pólos magnéticos [6]. Em julho de 1820, um momento de grande impacto para a comuni-
dade científica veio com o trabalho de Hans Christian Ørsted (1777–1851), que descobriu que uma
agulha imantada de uma bússola sofria uma deflexão quando estava próxima a um fio de corrente.
Esse efeito eletromagnético, assim chamado por ele, estabelecia uma correlação entre fenômenos
elétricos e magnéticos, marcando o nascimento do eletromagnetismo [8,12]. Tal fato experimental
foi algo surpreendente na época7 e marcava a primeira unificação entre forças da Natureza. Em
setembro desse mesmo ano, François Arago (1786–1853) apresentou a descoberta de Ørsted na
Academia Francesa de Ciência e refez o experimento para os pesquisadores presentes [8,12], entre
eles, André-Marie Ampère (1775–1836). Duas semanas depois, Ampère apresentou seus trabalhos
sobre esse tópico, reportando um novo efeito, isto é, forças de atração e repulsão entre fios de
corrente.

Os termos eletromagnético e eletromagnetismo foram introduzidos por Ørsted em seus traba-
lhos publicados em 1820 e 1821, como forma de caracterizar os novos fenônomes que ele descobrira.
Enquanto o vocábulo eletrodinâmica foi introduzido por Ampère para diferenciar os efeitos desco-
bertos por ele dos fenômenos eletromagnéticos reportados pouco tempo antes por Ørsted [8, 13].

Paralelamente às investigações sobre os fenômenos da interação eletromagnética, os estudos
voltados para o comportamento da luz (óptica) também vinham sendo realizados desde a Grécia
Antiga8. A concepção platônica de que a visão era formada por raios de luz que partiam dos
olhos até os objetos observados perdurou por quase um milênio, até que Alhazém (965–1040) de-
monstrou9 conclusivamente o contrário [14]. Desenvolvimentos notáveis ocorreram na Revolução
Científica. Willebrord Snell (1580–1626) descobriu em 1621 a lei da refração10, um importante re-

suas descobertas, mas muito frequentemente ele não o fazia [11].
5Durante esse período na segunda metade do século XVIII, os termos astral e boreal foram introduzidos por

Anton Brugmans (1732–1789) e Johann C. Wilcke (1732–1796) [6]. Essa nomenclatura era utilizada para designar
o que hoje conhecemos como pólos norte e sul de um ímã, respectivamente. Isto é, o pólo norte (sul) era um lugar
com excesso de fluido austral (boreal). Tais termos foram empregados em analogia às eletricidades vítrea e resinosa
de Du Fay.

6Michell também inventou, de forma independente, a balança de torção, que anos depois foi utilizada por seu
amigo H. Cavendish em 1798 para medir a constante de gravitação universal [6].

7Ørsted sabia do impacto que sua descoberta causaria. Então resolveu publicar seu trabalho o mais rápido
possível através de uma circular que ele enviou para vários pesquisadores na Europa [12].

8Os atomistas já hipotetizavam que a luz era formada por corpúsculos que saiam dos objetos até os olhos.
Ptolomeu (90–168) fez vários experimentos envolvendo refração, chegando à conclusão de que a razão entre os
ângulos de incidência e de refração era constante e dependia das propriedades de cada meio [14,15].

9Os trabalhos sistemáticos de Alházem sobre óptica foram publicados no Book of Optics por volta de 1027 [14].
10Embora a lei da refração seja creditada a Snell e Descartes, ela apareceu pela primeira vez no tratado On

Burning Mirrors and Lenses em 984 de autoria de Ibn-Sahl (940–1000).
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sultado que relaciona a propagação da luz ao passar de um meio para outro com índices de refração
distintos. Mais tarde, discussões acerca da natureza da luz ficaram mais evidentes no panorama
científico. A teoria corpuscular da luz foi defendida por Isaac Newton (1642/43–1727), que em sua
obra Opticks (1704) investigou experimentalmente vários aspectos sobre o comportamento da luz.
Por outro lado, em seu livro Traité de la Lumière (1690), Christian Huygens (1629–1695) defendia
o caráter ondulatório da luz. O grande peso e reputação de Newton, devido às suas contribuições
na mecânica e gravitação, favoreceu a aceitação do modelo corpuscular por mais de um século [16],
muito embora já houvesse evidências que apontavam na direção da teoria ondulatória, como a
difração, descoberta por Francesco Grimaldi (1618–1663) [14,15].

Somente no ínicio do século XIX, a teoria ondulatória ressurgiu devido aos trabalhos de Thomas
Young (1773-1829) e Augustine Fresnel (1788–1827). Young demonstrou, através do experimento
da fenda dupla, a natureza ondulatória da luz. Fresnel explicou a difração e interferência da luz11,
redefiniu o conceito de polarização da luz, introduziu o caráter transversal das ondas luminosas [17],
entre outras contribuições. O evento assertivo para a natureza ondulatória da luz veio um pouco
mais tarde, em 1850, com o trabalho de Foucault (1819–1868) sobre a medição da velocidade da
luz num meio refrativo12, no qual ele conclui que o resultado experimental é inconsistente com o
modelo corpuscular.

O próximo momento notório de unificação ocorreu em 1845 devido a Michael Faraday (1791–
1867), que estabeleceu uma relação entre a luz e o eletromagnetismo ao descobrir que a polarização
de um feixe de luz sofria alterações ao se propagar através de um meio numa região com campo
magnético, gerando o bem conhecido efeito Faraday [19,20]. Trabalhando experimentalmente com
objetos carregados e magnetizados, Faraday introduziu o conceito de campo. Segundo ele, o campo
é uma entidade física invisível que preenche todo o espaço, contendo linhas de força que transmitem
a força (ou a influência) de um corpo para o outro [21,22]. Essa ideia de campo também foi utili-
zada por James Clerk Maxwell (1831–1879) em seu artigo A Dynamical Theory of Electromagnetic
Field [23], no qual realizou uma brilhante síntese matemática, relacionando todos os fenômenos
eletromagnéticos da época, num conjunto particular de equações que hoje conhecemos como equa-
ções de Maxwell. Além disso, deduziu teoricamente que ondas eletromagnéticas se propagavam
com a velocidade da luz. A confirmação experimental dessa previsão ocorreu somente em 1888
(9 anos após o falecimento de Maxwell) através dos experimentos de Heinrich R. Hertz (1857–
1894). Tal evidência experimental permitiu caracterizar a luz como uma onda eletromagnética,
o que contribuiu para a unificação entre óptica e eletrodinâmica. Por consequência, fenômenos
ópticos, como reflexão, refração, absorção, birrefringência, etc., podem ser derivados a partir do
eletromagnetismo.

É importante ressaltar que, através das ideias de Faraday e Maxwell, observa-se que, além
11Em sua Mémoire sur la difraction de la lumière (1818), o qual lhe concedeu o prêmio da Academia Francesa

de Ciências do mesmo ano [6, 16].
12Tal experimento consitituiu a tese de doutorado de Foucault, contendo apenas 35 páginas, porém com uma

conclusão extraordinária: “always the light is delayed in its passage through the most refractive medium. The final

conclusion of this work therefore consists in declaring the system of emission incompatible with the reality of the

facts.” [16, 18].
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de cargas (partículas) se movendo pelo espaço, existe outra entidade na natureza, o campo. O
conceito de campo viria se tornar fundamental nas teorias de campo a serem desenvolvidas no
século XX.

Em adição a descrever o comportamento do campo eletromagnético, as equações de Maxwell
também permitem investigações sobre a propagação de ondas eletromagnéticas em diferentes meios
(vácuo, dielétricos, condutores, etc.). Para tal, deve-se conhecer, de um ponto de vista efetivo
macroscópico, as relações constitutivas que descrevem o meio. Tais expressões geralmente traduzem
a resposta do meio ao campo eletromagnético aplicado por meio de parâmetros constitutivos,
propriedades naturais do meio considerado. Por consequência, o emprego de relações constitutivas
não-usuais para meios contínuos possibilita investigações de efeitos interessantes, que podem ser
derivados da eletrodinâmica de Maxwell. Dessa forma, é possível investigar o comportamento
eletromagnético de novos materiais, derivar algumas de suas propriedades ópticas, como ínidices
de refração, coeficientes de absorção, birefringência, etc. Nos próximos capítulos, discutir-se-ão
alguns cenários físicos relacionados a esse aspecto.

As próximas mudanças no paradigma científico, ainda relacionado ao eletromagnetismo, ocor-
rerram em 1905 quando Albert Einstein (1879–1955) desenvolveu13 a Teoria da Relatividade Res-
trista (TRR), resolvendo assim o problema que existia sobre a inconsistência da teoria de Maxwell
perante o princípio da relatividade de Galileu, além de apresentar um trabalho explicando o efeito
fotoelétrico14, o que contribuiu para o surgimento da Mecânica Quântica. Dessa forma, a descri-
ção dos sistemas quânticos (microscópicos) ganhou grande desenvolvimento com os trabalhos de E.
Schrödinger (1887–1961), W. Heisenberg (1901–1976), P. Dirac (1902–1984), entre outros. O tra-
balho de Dirac [26] já demonstrava um poderoso arcabouço teórico de teoria de campos quânticos
relativística, a partir do qual a existência de antipartículas era possível. O pósitron, antipartícula
do elétron foi descoberto em 1932 por C. Anderson em experimentos envolvendo raios cósmicos [27].
Dirac foi responsável pelo início da Eletrodinâmica Quântica, em inglês, Quantum Electrodynamics
(QED), que mais tarde teve importantes contribuições de vários outros físicos, como R. Feynman
(1918–1988), J. Schwinger (1918–1994), entre outros. A QED é a versão quântica da teoria eletro-
magnética de Maxwell, tornando-se o arquétipo para a construção das outras teorias quânticas de
campos que descrevem as interações fraca e forte. O conjunto dessas teorias formam o atual MP.

Muitos outros aspectos que culminaram no MP foram omitidos aqui, como as várias partículas
que foram descobertas em raios cósmicos e em aceleradores de partículas. Apesar de ser uma
história muito rica e interessante, uma digressão sobre tais fatos seria demasiadamente longa para
este trabalho. Todavia a referência [25] apresenta uma breve discussão histórica sobre esse ponto.
O principal foco discutido até aqui foram alguns aspectos do desenvolvimento da eletrodinâmica
clássica e seu papel revolucionário na descrição dos campos eletromagnéticos e como a sua versão
quântica, QED, contribuiu para o desenvolvimento do MP atual. Embora a versão quântica

13Lorentz já havia derivado o conjunto de transformações que deixavam o eletromagnetismo invariante. Poincaré
já adotava a ideia de que era necessário construir uma nova mecânica e que as leis da física deveriam ser revistas
de forma a serem compatíveis com o eletromagnetismo e com o princípio da relatividadade [24].

14Einstein se baseou nas hipóteses de Max Planck (1858–1947) para introduzir o conceito de que a luz era formada
por quanta de energia, conhecidos como fótons – nome introduzido por Gilbert Lewis (1875–1946) em 1926. [15,25].
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descreva a interação eletromagnética entre cargas ou entre matéria (elétrons) e luz (fótons), a
eletrodinâmica clássica constitui um poderoso ferramental teórico para investigações de fenômenos
relacionados a ondas eletromagnéticas a nível clássico/macroscópico.

Segundo o MP, a grande quantidade de partículas elementares observadas até hoje pode ser
agrupada em léptons, quarks e as partículas mediadoras das interações (bósons). O MP reúne 3 das
4 interações fundamentais (a gravidade ainda não foi incorporada ao escopo do MP), explicando
como as partículas interagem na natureza. A inclusão da gravidade no Modelo Padrão tem se
apresentado como uma atividade complexa (e desafiadora): as teorias quânticas descrevem o mundo
subatômico (microscópico) e a teoria da relatividade geral, o macro-mundo (planetas, estrelas,
buracos negros, etc.); assim, “colocá-las” em pé de igualdade ainda não foi possível.

Muitos trabalhos em física teórica visam a busca por uma gravitação quântica, em que o Modelo
Padrão é esperado ser o limite de baixas energias.Tais teorias devem ser capazes de descrever a
física na escala de energia de Planck (' 1019 GeV=1028 eV), que define a era de Planck onde
se acredita que as 4 interações fundamentais eram unidas. Um forte candidato é a teoria de
cordas, na qual as partículas são interpretadas como os modos de vibração das cordas (elementos
fundamentais dessa teoria). Apesar das teorias de cordas possuírem como fundamento a covariância
de Lorentz (ou simetria de Lorentz), assim como o MP, existe a possibilidade da quebra espontânea
da simetria de Lorentz nessas teorias. O trabalho pioneiro sobre essa possibilidade foi realizado [28]
por Kostelecký e Samuel em 1989. Pouco tempo depois, mais desenvolvimentos nesse âmbito e
envolvendo violações da simetria CPT também foram realizados [29]. Foi então que Colladay e
Kostelecký desenvolveram o Modelo Padrão Estendido mínimo (MPE) [30], uma teoria efetiva que
incorpora ao Lagrangeano do MP e da Relatividade Geral todos os possíveis termos escalares que
se podem construir com os campos do MP e da gravitação contraídos com coeficientes de índices
tensoriais adequados. Tais coeficientes constituem parâmetros fenomenológicos que controlam e
caracterizam a possível violação de Lorentz (VL).

A pesquisa em VL tem sido um ramo de investigação de Física além do MP muito ativo
nas últimas décadas. No MPE, o setor eletromagnético apresenta VL por meio de termos CPT -
ímpares [141] ou CPT -pares [32]. A parte contendo termos CPT -ímpares é representado pelo termo
de Carroll-Field-Jackiw (CFJ) e a eletrodinâmica modificada por esse termo tem sido utilizada em
estudos de sistemas da matéria condensada que violam a partidade (P) e inversão temporal (T),
e também em sistemas dotados do efeito magnético quiral (CME – da expressão em inglês, chiral
magnetic effect) [33, 34]. O CME é a geração macroscópica de uma corrente elétrica na presença
de um campo magnético devido a uma assimetria entre a densidade de férmions de mão esquerda e
direita que compõem o sistema. Outro aspecto interessante de eletrodinâmicas modificadas por VL
é o surgimento de relações constitutivas que apresentam contribuições originadas da VL [35,36].

Modelos eletrodinâmicos dotados com VL também podem apresentar extensões que envolvem
derivadas de ordens superiores. Nesse caso, o MPE não mínimo descreve uma teoria efetiva similar
ao MP, porém contendo termos com derivadas superiores de dimensões (em unidades naturais)
maiores do que quatro [39, 135, 136]. Aspectos clássicos relacionados à eletrodinâmica (no vácuo)
modificada por termos CPT -ímpares de dimensão cinco e por termos CPT -pares de dimensão seis
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foram investigados nas referências [42] e [43], respectivamente. Esses estudos envolvem o cálculo do
propagador, relações de dispersão, análises de causalidade, unitariedade e estabilidade dos modos.
Além disso, outras abordagens de modelos com VL e derivadas superiores também podem ser
encontradas em outros cenários, por exemplo, na investigação de propriedades termodinâmicas de
sistemas eletromagnéticos [44] e no setor de férmions [45].

O vasto cenário proporcionado por modelos dotados de VL e os efeitos eletromagnéticos em
novos materiais [46, 55] foram motivações para a realização deste trabalho. As ferramentas mate-
máticas utilizadas são relativamente simples, consistindo nas equações de Maxwell usuais e também
nas suas versões modificadas por VL. Todavia esse formalismo permite a obtenção de resultados
interessantes que ficam na interface entre áreas da Física (teoria clássica de campos, eletrodinâmica-
óptica, teorias com violação de Lorentz, matéria condensada). Por esse motivo, o início deste ca-
pítulo apresentou, de forma simplificada, pontos importantes que culminaram no desenvolvimento
da eletrodinâmica. No capítulo 2, apresentam-se alguns aspectos preliminares da eletrodinâmica
clássica e das relações constitutivas. No capítulo 3, são discutidos o comportamento eletromagné-
tico e alguns efeitos ópticos de meios dotados com condutividade magnética. Os resultados deste
capítulo geraram uma publicação [47] no Physical Review D :

• P.D.S. Silva, M.M. Ferreira Jr., M. Schreck, and L.F. Urrutia, Magnetic-conductivity effects
on electromagnetic propagation in dispersive matter, Phys. Rev. D 102, 076001 (2020).

No capítulo 4, estuda-se a propagação de ondas eletromagnéticas em meios bi-isotrópicos e
bi-anisotrópicos com relações constitutivas (estendidas) simétrica e antissimétrica. Os resultados
deste capítulo geraram um artigo [49] publicado no Physical Review A:

• P.D.S. Silva, M.M. Ferreira Jr., and R. Casana, Symmetric and antisymmetric constitutive
tensors for bi-isotropic and bi-anisotropic media, Phys. Rev. A 106, 042205 (2022).

No caítulo 5, investigamos a reversão do poder de rotação em meios bi-isotrópicos dotados
de condutividade magnética. O conteúdo deste capítulo compõe dois artigos [94] publicados no
Physical Review B :

• P.D.S. Silva and M.M. Ferreira Jr., Rotatory power reversal induced by magnetic current in
bi-isotropic media, Phys. Rev. B 106, 144430 (2022).

• P.D.S. Silva and M.M. Ferreira Jr., Erratum: Rotatory power reversal induced by magnetic
current in bi-isotropic media, Phys. Rev. B 107, 179902 (2023).

No capítulo 6, abordam-se dois modelos de eletrodinâmica modificados por VL: o primeiro
introduz um termo CPT -ímpar de dimensão três, conhecido como termo de Carroll-Field-Jackiw;
enquanto o segundo aborda as contribuições advindas da implementação de um termo CPT -ímpar
de dimensão cinco. Esses casos foram estudados considerando-se um meio material, diferentemente
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do que geralmente se encontra na literatura, na qual as extensões da eletrodinâmica consideram
o vácuo. Assim, utilizou-se um tensor constitutivo para a suplementação das propriedades ele-
tromagnéticas do meio contínuo. Os resultados deste capítulo geraram uma publicação [48] no
Physical Review D :

• P.D.S. Silva, L. Lisboa-Santos, M. M. Ferreira Jr., and M. Schreck, Effects of CPT-odd
terms of dimensions three and five on electromagnetic propagation in continuous matter,
Phys. Rev. D 104, 116023 (2021).

Este trabalho apresenta ainda um número (demasiadamente grande) de apêndices, servindo
como material complementar e também de auxílio a futuros estudantes. Por fim, apresentamos
nossas considerações finais sobre os aspectos estudados no capítulo 7.

Além dos artigos gerados nessa tese (os 5 artigos listados acima), o doutorando Pedro Diego
da Silva e Silva também é coautor de outros dois artigos, a saber:

• J. B. Araújo, V. E. Mouchrek-Santos, F. E. P. dos Santos, P. D. S. Silva, and M. M. Ferreira
Jr., Constraining EDM and MDM lepton dimension-five interactions in the electroweak sector
Phys. Lett. B 811, 135839 (2020).

• M. M. Ferreira Jr., J. A. Helayël-Neto, C. M. Reyes, M. Schreck, and P. D. S. Silva, Unitarity
in Stückelberg electrodynamics modified by a Carroll-Field-Jackiw term, Phys. Lett. B 804,
135379, (2020).
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Neste capítulo, apresentam-se definições e ferramentas matemáticas básicas da eletrodinâmica,
que serão utilizadas posteriormente ao longo da tese. Também será mostrada a versão covari-
ante do eletromagnetismo clássico em meios contínuos. Para isso, discute-se inicialmente sobre
as das relações constitutivas e como diferentes propriedades óptico-eletromagnéticas podem ser
parametrizadas efetivamente através dos parâmetros constitutivos que caracterizam o meio onde
os fenômenos eletromagnéticos se manifestam. Feito isso, apresenta-se o formalismo básico da
equação de Fresnel, importante ferramenta no estudo da propagação de ondas eletromagnéticas
em meios contínuos. Discute-se ainda, o efeito da birrefringência, uma consequência da anisotropia
dos meios materiais.

2.1 Relações constitutivas

Para se descrever o comportamento dinâmico do campo eletromagnético num meio material,
deve-se suplementar as equações de Maxwell, dadas por

r ·D = ⇢, r⇥H� @tD = J, (2.1.1a)

r ·B = 0, r⇥ E+ @tB = 0, (2.1.1b)

com expressões que caracterizam a resposta do meio aos campos externos aplicados. Tais ex-
pressões, conhecidas como relações constitutivas, podem ser escritas como D = D(E,B) e H =

H(E,B), e caracterizam de forma efetiva as propriedades eletromagnéticas do meio. A necessidade
do uso de relações constitutivas pode ser entendida através de duas formas: (i) as relações constitu-
tivas permitem introduzir propriedades do meio que, a prinícipio, não estão presentes nas equações
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de Maxwell, principalmente no que tange à polarização elétrica e magnetização; (ii) o sistema ele-
tromagnético, na presença de E, B, D e H, apresenta 12 quantidades a serem determinadas (as
componentes desses campos), enquanto apenas duas equações de Maxwell são consistentes1 (lei de
Faraday e lei de Ampère-Maxwell), o que fornece 6 equações escalares, ou seja,

✏ijk@jE
k + @tB

i = 0, ✏ijk@jH
k � @tD

i = J
i
, para i = 1, 2, 3. (2.1.2)

Assim, o uso de 2 relações a mais (entre 3-vetores, ou seja, 6 equações escalares) permite a cons-
trução de um sistema com 12 variáveis e 12 equações [50]. Dito de outra forma, há 2 equações
vetoriais independentes e 4 variáveis (os vetores E, B, D e H), logo é necessário implementar mais
2 equações (ou relações) vetoriais, que formam as relações constitutivas.

Os campos eletromagnéticos macroscópicos, isto é, deslocamento elétrico D e campo magnético
H, podem ser derivados através de um processo de média dos campos e densidades de carga e
corrente microscópicos. O resultado final é dado por [1]:

D
i = ✏0E

i + P
i � @jQ

ij + ..., (2.1.3a)

H
i =

1

µ0
B

i �M
i + ..., (2.1.3b)

onde P
i, Q

ij e M
i são componentes da polarização, da densidade de quadrupolo elétrico e da

magnetização, respetivamente. Na grande maioria dos materiais, os termos de quadrupolo e multi-
polos de ordens mais altas geralmente são pequenos e negligenciáveis em comparação com P e M.
Dessa forma, para uma descrição efetiva do comportamento eletromagnético do meio, é suficiente
conhecer as formas das funções que relacionam P e M com (E,B). Assim, o deslocamento elétrico
D e o campo magnético H, podem ser descritos por:

D = ✏0E+P, (2.1.4a)

H =
1

µ0
B�M, (2.1.4b)

onde P e M representam os vetores polarização elétrica e magnetização, respectivamente.
O tipo de resposta do meio ao campo aplicado também funciona como parâmetro de classifi-

cação do meio, podendo ser chamado de linear, não-linear, isotrópico, anisotrópico, homogêneo,
não-homogêno, dispersivo, não-dispersivo. Um meio linear é aquele cuja resposta ao campo ele-
tromagnético aplicado é linear (não apresenta potências maiores ou diferentes de 1) nos campos
aplicados E e B. Neste trabalho, será considerado esse tipo de resposta linear do meio. De maneira

1Consistentes no sentido de que, considerando a equação de continuidade como fundamental, pode-se derivar a
lei de Gauss a partir do divergente da lei de Ampère, enquanto r · B = 0 pode ser determinado aplicando-se o
divergente na lei de Faraday [50].
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generalizada, as respostas lineares de polarização e magnetização podem ser escritas como,

P
i = ✏0�

E

ij
E

j + ↵ijB
j
, (2.1.5a)

M
i = �

H

ij
H

j + �̃ijE
j
, (2.1.5b)

onde �E

ij
, �M

ij
são os tensores de susceptibilidade elétrica e magnética, respectivamente. Enquanto

↵ij é o tensor que parametriza a resposta elétrica do meio a um campo magnético aplicado, �̃ij
representa a resposta magnética devido a um campo elétrico aplicado. Inserindo as relações dadas
nas Eqs. (2.1.5) na Eq. (2.1.4), obtém-se

D
i = ✏ijE

j + ↵ijB
j
, (2.1.6a)

H
i = µ

�1
ij
B

j + �ijE
j
, (2.1.6b)

em que

✏ij ⌘ ✏0(�ij + �
E

ij
) µij ⌘ µ0(�ij + �

H

ij
), (2.1.7)

sendo ✏ij o tensor de permissividade elétrica ou tensor dielétrico, enquanto µ
�1
ij

é o inverso do
tensor de permeabilidade magnética, µij. Acrescentamos que �ij é obtido através da relação:

�ij ⌘ �µ0µ
�1
il
�̃lj. (2.1.8)

É importante mencionar que a redefinção dada na Eq. (2.1.8) advém do fato de se ter escolhido
a representação [E,B], isto é, as relações constitutivas adotadas expressam os campos (D,H) em
termos de E e B. Todavia outras representações também são possíveis, ou seja, pode-se escrever
os campos (D,B) em termos de E e H, por exemplo. Esse último tipo de relação constitutiva
também é bastante utilizado na literatura [52,55].

As relações dadas na Eq. (2.1.6) podem ser ainda reescritas na forma2

 
D

H

!
=

 
✏ ↵

� µ�1

! 
E

B

!
, (2.1.9)

onde os objetos ✏, µ�1, ↵ e � são matrizes de ordem 3⇥3, de forma geral. Tais matrizes carregam
os chamados parâmetros constitutivos do meio, que contêm de forma efetiva a resposta do meio
ao campo eletromagnético.

A dependência funcional dos elementos presentes em ✏, µ�1, ↵ e � está relacionada ao tipo de
meio considerado. Assim, pode-se definir simplificadamente alguns meios:

• isotrópicos: os parâmetros constitutivos são escalares (números). O caso mais simples é
2Ao longo deste trabalho, será adotada a seguinte convenção: letras gregas em negrito representam matrizes de

ordem n⇥ n. Por exemplo, ✏ é a matriz de permissividade elétrica de ordem 3⇥ 3.
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descrito pelas relações constitutivas usuais,

D = ✏E, H =
1

µ
B, (2.1.10)

enquanto os meios bi-isotrópicos podem ser definidos por

D = ✏E+ ↵B, H =
1

µ
B+ �E. (2.1.11)

• anisotrópicos: os parâmetros são elementos de matriz ou tensores, que refletem a contribuição
de uma dada componente i dos campos (E ou B) sobre as componentes j de (D ou H), com
i 6= j ou i = j. Tais relações constitutivas são escritas como [7,20,102]

D
i = ✏ijE

j
H

i = µ
�1
ij
B

j
. (2.1.12)

Em meios bi-anisotrópicos, as relações constitutivas, no geral, tem a mesma forma da Eq. (2.1.6).
É importante mencionar que um meio material em movimento (com velocidade u em relação
a um observador) também pode ser entendido como meio bi-anisotrópico, pois, no referen-
cial do observador (que percebe o meio em movimento), as relações constitutivas também
terão forma similar à da Eq. (2.1.6), porém com tensores constitutivos que incorporam efei-
tos advindos da velocidade relativa entre meio e observador. Nesse caso, as relações de
Minkowski [111,112],

D+
1

c2
u⇥H = ✏ [E+ u⇥B] , (2.1.13)

H� u⇥D =
1

µ


B� 1

c2
u⇥ E

�
, (2.1.14)

ou na forma3

D = �
2

✓
✏� u

2

µc4

◆
E�

✓
✏� 1

µc2

◆⇣
(E · u) u

c2
� u⇥B

⌘�
, (2.1.15)

H = �
2

✓
1

µ
� ✏u

2

◆
B+

✓
✏� 1

µc2

◆
((B · u)u+ u⇥ E)

�
, (2.1.16)

são usualmente empregadas para se descrever meios em movimento4.

• homogêneos: os parâmetros não dependem de coordenadas do espaço-tempo;

• não-homogêneos: os parâmetros apresentam dependência nas coordenadas;

• dispersivos: os parâmetros possuem dependência nas derivadas espaciais ou temporais, o que
3Vide Apêndice A.
4No seguinte cenário: considere que, no referencial de repouso do meio, as suas relações constitutivas são da-

das por Eq. (2.1.10). Então, para um observador que percebe o meio se movendo com velocidade u, as relações
constitutivas do mesmo, agora no referencial do observador, são descritas pelas conhecidas relações de Minkowski.
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leva à dependência na frequência ou vetor de onda (no espaço de momentos do formalismo de
transformadas de Fourier). Noutras palavras, os paramâmetros constitutivos passam a de-
pender da frequência e/ou vetor de onda5 . Como exemplo, citamos as relações constitutivas
de Drude-Born-Fedorov, são descritas por [56]

D = ✏DBF (E+ br⇥ E) , (2.1.17a)

B = µDBF (H+ br⇥H) , (2.1.17b)

onde ✏DBF e µDBF são as constantes de permissividade elétrica e permeabilidade magnética
específicas desse modelo [56], que podem ser diferentes6 de ✏ e µ de um meio isotrópico
descrito pela Eq. (2.1.10), enquanto b é conhecido como parâmetro de quiralidade. Em outro
exemplo, podemos mencionar as relações constitutivas de Condon [101], que introduzem
derivadas temporais entre os campos, na forma:

D = ✏CE� g@tH, (2.1.18a)

B = µCH+ g@tE, (2.1.18b)

em que g é um parâmetro (análogo a b) que mede as contribuições de @tH e @tE aos campos
D e B, respectivamente. O subescrito “C” designa que os valores de permissividade elétrica
e permeabilidade magnética na Eq. (2.1.18) podem ser diferentes7 de ✏ e µ da Eq. (2.1.10).

• não-dispersivos: não há dependência nessas derivadas, ou ainda, os parâmetros constitutivos
não são funções da frequência e/ou vetor de onda.

Diferentes meios possuem respostas distintas ao campo eletromagnético aplicado. Tais res-
postas, incorporadas nos parâmetros constitutivos, geram efeitos sobre a propagação de ondas
eletromagnéticas no meio, modificando propriedades ópticas como refração, reflexão, polarização,
birrefringência, absorção, etc. Nos próximos capítulos, alguns desses efeitos serão abordados.

2.2 Formulação covariante da eletrodinâmica em meios

A seguir, adotaremos a seguinte assinatura para o tensor métrico de Minkowski
g
µ⌫ = diag(1,�1,�1,�1).

5Note que isto é diferente da definição de meios não-homogêneos, onde os parâmetros possuem dependências
explícitas nas coordenadas (r, t). Quando os parâmetros apresentam dependências nas derivadas espaciais e/ou
temporais dos campos, o uso do ansatz de ondas planas permite reescrever tais dependências em derivadas como
dependências no vetor de onda e na frequência. Por exemplo, não-homogêneo: ✏ = ✏(r, t), dispersivo: ✏ = ✏(r, @t) !
✏ = ✏(ik,�i!).

6No seguinte cenário: considere uma medida do campo D de um meio submetido a um campo E. Independen-
temente da representação adotada, ou seja, a relação da Eq. (2.1.17a) ou da Eq. (2.1.10), o valor do campo D deve
ser o mesmo. Sendo assim, igualando-se Eq. (2.1.17a) e Eq. (2.1.10), obtém-se: ✏DBF (E + br ⇥ E) = ✏E, o que
indica que os valores de ✏ e ✏DBF não são necessariamente iguais. O mesmo argumento pode ser aplicado para o
setor magnético, isto é, igualando-se a Eq. (2.1.17b) com a segunda relação da Eq. (2.1.10).

7Pelas mesmas razões apresentadas na nota de rodapé anterior.
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As equações de Maxwell em meios materiais podem ser derivadas da seguinte densidade de
Lagrangiana

L = �1

4
G

µ⌫
Fµ⌫ � AuJ

µ
, (2.2.1)

onde Fµ⌫ é o tensor eletromagnético usual8, definido como

Fµ⌫ = @µA⌫ � @⌫Aµ, (2.2.2)

enquanto

A
µ = (A0 = '/c,A) , J

µ =
�
J
0 = c⇢,J

�
, (2.2.3)

são o 4-potencial eletromagnético e a 4-corrente, respectivamente. Utilizando as definições dos
campos elétrico e magnético em termos dos potenciais, isto é,

E = �r'� @tA, B = r⇥A, (2.2.4)

pode-se então obter

F0i = �Fi0 = F
i0 =

E
i

c
, Fij = F

ij = �✏ijkBk
, (2.2.5)

onde ✏ijk é o símbolo de Levi-Cevita tridimensional, com ✏123 = 1.
O tensor G

µ⌫ presente na Eq. (2.2.1) é definido como [104]

G
µ⌫ =

1

2
�
µ⌫↵�

F↵�, (2.2.6)

onde o tensor �µ⌫↵� é denominado tensor constitutivo, sendo responsável por parametrizar a res-
posta do meio ao campo aplicado. É possível mostrar que a Eq. (2.2.6) é uma forma tensorial da
Eq. (2.1.9), assim as componentes de G

µ⌫ devem incorporar os campos D e H.
O tensor constitutivo satisfaz as seguintes propriedades

�
µ⌫↵� = ��⌫µ↵� , (2.2.7a)

�
µ⌫↵� = ��µ⌫�↵

, (2.2.7b)

�
µ⌫↵� = �

↵�µ⌫
, (2.2.7c)

Devido às propriedades de �µ⌫↵� e da antissimetria do tensor eletromagnético Fµ⌫ , o tensor
G

µ⌫ satisfaz G
µ⌫ = �G

⌫µ. A seguir, as componentes de G
µ⌫ serão obtidas, resultando nas relações

constitutivas do meio. Devido à semelhança entre G
µ⌫ e F

µ⌫ , as componentes G
0i e G

ij serão
8O tensor eletromagnético Fµ⌫ foi primeiramente introduzido por H. Minkowski (1864–1909) em 1908 [103].
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associadas à D
i e H

i, respectivamente – de forma similar às relações dadas na Eq. (2.2.5).
A partir da Eq. (2.2.6), pode-se fazer

G
0i =

1

2
�
0i↵�

F↵� , (2.2.8a)

G
0i =

1

2
�
0i0j

F0j +
1

2
�
0ij0

Fj0 +
1

2
�
0imn

Fmn , (2.2.8b)

que pode ser simplificada através da Eq. (2.2.5) e das propriedades dadas na Eq. (2.2.7), resultando
em

G
0i = �1

c
�
0ij0

E
j � 1

2
�
0imn

✏mnkB
k
, (2.2.9)

G
0i = �cD

i
, (2.2.10)

onde se definiu a componente i do campo D como

D
i =

1

c2
�
0ij0

E
j +

1

2c
�
0imn

✏mnkB
k
. (2.2.11)

Implementando agora as redefinições

✏ij ⌘
�
0ij0

c2
, ↵ik ⌘

�
0imn

✏mnk

2c
, (2.2.12)

onde ✏ij é o tensor de permissividade elétrica e ↵ik é o tensor que parametriza a contribuição
magnética no deslocamento elétrico D

i, a Eq. (2.2.11) fornece a relação constitutiva

D
i = ✏ijE

j + ↵ikB
k
. (2.2.13)

Para a componente G
ij, obtém-se a partir de Eq. (2.2.6)

G
ij =

1

2
�
ij↵�

F↵� , (2.2.14a)

G
ij =

1

2
�
ij0k

F0k +
1

2
�
ijk0

Fk0 +
1

2
�
ijmn

Fmn, (2.2.14b)

que pode ser simplificada utilizando-se as equações (2.2.5) e (2.2.7), levando a

G
ij = �1

c
�
ijk0

E
k � 1

2
�
ijmn

✏mnkB
k
. (2.2.15)

Para se obter uma expressão similar à última relação dada na Eq. (2.2.5), inicialmente se efetua
uma contração da Eq. (2.2.15) com ✏ijl, então

✏ijlG
ij = � 2

2c
✏ijl�

ijk0
E

k � 2

4
✏ijl�

ijmn
✏mnkB

k
, (2.2.16)

onde se introduziu o fator (2/2) em cada termo. Esse artifício é útil para que se possa escrever
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uma expressão similar a Fmn = �✏mnkB
k, porém para componentes Gij e H

i. Redefinindo agora
os tensores que multiplicam E

k e B
k como

µ
�1
lk

⌘ 1

4
✏ijl�

ijmn
✏mnk, �lk ⌘

✏ijl�
ijk0

2c
, (2.2.17)

onde µlk é o tensor de permeabilidade magnética e �lk é o tensor que parametriza a contribuição
elétrica no campo magnético H

i. A Eq. (2.2.16) assume a forma

✏ijlG
ij = �2µ�1

lk
B

k � 2�lkE
k
, (2.2.18a)

✏ijlG
ij = �2H l

, (2.2.18b)

na qual definimos a componente l do campo H como

H
l = µ

�1
lk
B

k + �lkE
k
, (2.2.19)

resultando, dessa forma, na relação constitutiva para H. Contraindo agora a Eq. (2.2.18b) com
✏lmn, obtém-se

✏lmn✏ijlG
ij = �2✏lmnH

l
, (2.2.20a)

(�im�jn � �in�jm)G
ij = �2✏mnlH

l
, (2.2.20b)

G
mn �G

nm = �2✏mnlH
l
, (2.2.20c)

G
mn = �✏mnlH

l
, (2.2.20d)

onde se utilizou ✏lmn✏ijl = �mi�nj � �mj�ni e a propriedade G
µ⌫ = �G

⌫µ.
Em suma, o tensor Gµ⌫ possibilita a descrição de um meio material com relações constitutivas,

a priori, gerais, na densidade de Lagrangiana de Maxwell. Para se obter as equações de Maxwell
a partir da densidade de Lagrangiana (2.2.1), pode-se reescrevê-la como

L = �1

8
�
µ⌫↵�

F↵�Fµ⌫ � AµJ
µ
, (2.2.21a)

L = �1

8
�
µ⌫↵� (@↵A� � @�A↵) (@µA⌫ � @⌫Aµ)� AµJ

µ
, (2.2.21b)

L = �1

8
�
µ⌫↵�

@↵A�@µA⌫ +
1

8
�
µ⌫↵�

@↵A�@⌫Aµ +
1

8
�
µ⌫↵�

@�A↵@µA⌫+

� 1

8
�
µ⌫↵�

@�A↵@⌫Aµ � AµJ
µ
. (2.2.21c)

Trocando os índices µ $ ⌫ no segundo e quarto termos da Eq. (2.2.21c) e, depois disso, utilizando-
se �⌫µ↵� = ��µ⌫↵�, resulta em

L = �1

4
�
µ⌫↵�

@↵A�@µA⌫ +
1

4
�
µ⌫↵�

@�A↵@µA⌫ � AµJ
µ
. (2.2.22)
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Tal expressão pode ser simplificada um pouco mais renomeando ↵ $ � no segundo termo e
utilizando a propriedade �µ⌫�↵ = ��µ⌫↵�. O resultado obtido é então

L = �1

2
�
µ⌫↵�

@↵A�@µA⌫ � AµJ
µ
. (2.2.23)

Utilizando agora as equações de Euler-Lagrange,

@L
@A

� @⇢

✓
@L

@(@⇢A)

◆
= 0, (2.2.24)

obtém-se, a partir da Eq. (2.2.23),

@L
@(@⇢A)

= �1

2

�
�
µ⌫↵�

�↵⇢��@µA⌫ + �
µ⌫↵�

�µ⇢�⌫@↵A�

�
, (2.2.25a)

@L
@(@⇢A)

= �1

2

�
�
µ⌫⇢

@µA⌫ + �
⇢↵�

@↵A�

�
, (2.2.25b)

@L
@(@⇢A)

= �1

2

�
�
�↵⇢

@�A↵ + �
⇢↵�

@↵A�

�
, (2.2.25c)

na qual se fez µ ! �, ⌫ ! ↵ no primeiro termo da Eq. (2.2.25b). Utilizando agora ��↵⇢ = �
⇢�↵

e �⇢↵� = ��⇢�↵ no primeiro e segundo termos da Eq. (2.2.25c), respectivamente, tem-se

@L
@(@⇢A)

= �1

2
�
⇢�↵ (@�A↵ � @↵A�) , (2.2.26a)

@L
@(@⇢A)

= �1

2
�
⇢�↵

F�↵ = �G
⇢
, (2.2.26b)

em que foi usada a definição dada na Eq. (2.2.6). Da Eq. (2.2.23), também se obtém

@L
@A

= �J
µ
�µ = �J


. (2.2.27)

Assim, substituindo as expressões (2.2.26b) e (2.2.27) na Eq. (2.2.24), tem-se finalmente

@⇢G
⇢ = J


, (2.2.28)

que representa as equações de Maxwell com termos de fontes (lei de Gauss e lei de Ampère-
Maxwell). As equações de Maxwell homogênas são obtidas via identidade de Bianchi,

@µF̃
µ⌫ = 0, F̃

µ⌫ =
1

2
✏
µ⌫↵�

F↵�, (2.2.29)

em que ✏µ⌫↵� é o símbolo de Levi-Cevita quadridimensional, com ✏0123 = 1 e ✏µ⌫↵� = �✏µ⌫↵�.
A partir da Eq. (2.2.28), as equações de Maxwell na forma vetorial são facilmente obtidas. De
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fato, escolhendo  = 0, encontra-se a lei de Gauss:

@⇢G
⇢0 = J

0 ! @iG
i0 = J

0 ! c@iD
i = c⇢, (2.2.30)

r ·D = ⇢, (2.2.31)

que foi simplificada usando-se a Eq. (2.2.10) e a quadri-corrente, Jµ = (c⇢,J). A lei de Ampére-
Maxwell é obtida tomando-se  = i na Eq. (2.2.28), levando a

@µG
µi = J

i ! @0G
0i + @jG

ji = J
i
, (2.2.32)

1

c
@t(�cD

i)� @j(✏jikH
k) = J

i
, (2.2.33)

em que implementamos as relações (2.2.10), (2.2.20d) e Gµ⌫ = �G
⌫µ. Utilizando agora ✏jik = �✏ijk,

pode-se simplificar a Eq. (2.2.33)

✏ijk@jH
k � @tD

i = J
i
, (2.2.34)

r⇥H� @tD = J. (2.2.35)

As equações de Maxwell homogêneas são obtidas a partir da Eq. (2.2.29). Escolhendo ⌫ = 0, a
Eq. (2.2.29) fornece

✏
µ0↵�

@µF↵� = 0, (2.2.36a)

�✏0ijk@iFjk = 0, (2.2.36b)

✏ijk@i(�✏jklBl) = 0, (2.2.36c)

a qual podemos simplificar utilizando ✏ijk✏jkl = 2�il. Então a Eq. (2.2.36c) resulta em

@iB
i = 0 ! r ·B = 0. (2.2.37)

Escolhendo agora ⌫ = i, a Eq. (2.2.29) produz

✏
µi↵�

@µF↵� = 0, (2.2.38a)

✏
0ijk

@0Fjk + ✏
ji0k

@jF0k + ✏
jik0

@jFk0 = 0, (2.2.38b)

✏ijk@0(�✏jklBl) + 2✏jik@jE
k = 0, (2.2.38c)

�✏ijk@jEk � @0B
i = 0, (2.2.38d)

que resulta na lei de Faraday

r⇥ E+ @tB = 0. (2.2.38e)
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2.3 Relações de dispersão para propagação eletromagnética

Para se analisar a propagação de ondas eletromagnéticas num meio material, é necessário
conhecer as relações de dispersões, que descrevem como momento e frequências se relacionam.
Consequentemente, implementando-se [7]

n =
k

!
, (2.3.1)

pode-se determinar os índices de refração do meio9 como n = +
p
k2/!. Usaremos unidades

naturais a partir daqui, ou seja, c = 1. Para cada índice de refração, há um modo de propagação
para a onda eletromagnética associado, cujo campo elétrico pode ser determinado.

A obtenção de tais polarizações e índices de refração pode ser realizada através de manipulações
algébricas das equações ue governam a eletrodinâmica do modelo, as equações de Maxwell e as
relações constitutivas apropriadas para se descrever o meio. Tal procedimento naturalmente resulta
numa equação matricial da forma

MijE
j = 0, (2.3.2)

onde Mij é a matriz dos coeficientes e E
j é a componente j do vetor campo elétrico. De maneira

geral, os elementos Mij dependem de quantidades associadas à propagação da onda (vetor de onda,
frequência) e ao meio material (parâmetros constitutivos), isto é,

Mij = Mij(k
µ
,�

µ⌫↵�), (2.3.3)

com o quadri-vetor kµ = (!,k)µ.
Considere um meio descrito por

D = ✏E, (2.3.4a)

H =
1

µ
B, (2.3.4b)

J = �E, (2.3.4c)

onde � é a condutividade ôhmica. Utilizando o ansatz de ondas planas, (E,B) / ei(k·r�!t), as
Eqs.(2.2.35) e (2.2.38e), lei de Ampére e lei de Faraday, fornecem, respectivamente

k⇥H+ !D = �iJ, (2.3.5)

B =
k

!
⇥ E. (2.3.6)

9Note que o índice de refração pode ser uma função complexa. Assim, ao invés de empregar-se a norma |k| na
definição do índice de refração (que é não negativa e real), utiliza-se +

p
k2. Além disso, serão considerados, neste

trabalho, índices de refração com parte real não-negativa, o que é indicado explicitamente pelo sinal positivo + na
frente da raíz quadrada, +

p
k2.

33



CAPÍTULO 2. ELETRODINÂMICA CLÁSSICA

Efetuando-se o produto vetorial entre k e a Eq. (2.3.6), obtém-se

k⇥ (k⇥ E)� !k⇥B = 0, (2.3.7)

k
2
E� (k · E)k+ ! (k⇥B) = 0, (2.3.8)

ou, em componentes,

k
2
E

i � kikjE
j + !(k⇥B)i = 0, (2.3.9)

em que usamos a identidade k⇥ (k⇥A) = �k
2
A+ k(k ·A), com k ⌘ |k|. Substituindo agora as

Eqs. (2.3.4) na Eq. (2.3.5), tem-se (em componentes)

(k⇥B)i = �!µ✏Ei � iµ�Ei
, (2.3.10)

(k⇥B)i = �!µ
⇣
✏+ i

�

!

⌘
E

i
. (2.3.11)

Implementando a Eq. (2.3.11) no último termo da Eq. (2.3.9), resulta
h
k
2
�ij � kikj � !

2
µ

⇣
✏+ i

�

!

⌘
�ij

i
E

j = 0, (2.3.12)

ou

MijE
j = 0, (2.3.13)

onde, neste caso,

Mij = k
2
�ij � kikj � !

2
µ

⇣
✏+ i

�

!

⌘
�ij. (2.3.14)

É possível ainda reescrever a Eq. (2.3.12) em termos do índice de refração n. Para isso, basta
implementar ki = !n

i,
h
n
2
�ij � ninj � µ

⇣
✏+ i

�

!

⌘
�ij

i
E

j = 0, (2.3.15)

de tal modo que os elementos Mij agora são representados por

Mij = n
2
�ij � ninj � µ

⇣
✏+ i

�

!

⌘
�ij. (2.3.16)

As soluções não-triviais (modos diferentes do vetor campo elétrico nulo) da Eq. (2.3.13) são obtidas
da condição de que o determinante da matriz dos coeficientes seja igual a zero [7, 102],

det[Mij] = det
h
n
2
�ij � ninj � µ

⇣
✏+ i

�

!

⌘
�ij

i
= 0, (2.3.17)

o que irá fornecer a equação de Fresnel. Uma vez que n = k/!, a Eq. (2.3.17) fornece a equação
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de dispersão, a partir da qual obtêm-se detalhes sobre a propagação de ondas eletromagnéticas no
meio, incluindo o índice de refração. Portanto, o cáculo do determinante dado na Eq. (2.3.17) é
de fundamental relevância no estudo da propagação eletromagnética em diferentes tipos de meios.

Em meios anisotrópicos, o tensor de permissividade é uma função do vetor de onda k, da
frequência !, de campos externos (como o campo mangético B), etc. Assim, a permissividade,
✏ij(!,k,B), pode ser expandida como [46]

✏ij(!,k,B) = ✏
0
ij
+ ↵ijlkl + �ijlBl + .... (2.3.18)

O primeiro termo, ✏0
ij

é a permissividade usual de um dielétrico anisotrópico. O segundo termo,
↵ijlkl é uma assinatura da quebra de inversão espacial (paridade), implicando em atividade óptica
que pode se manifestar através de birrefringência ou rotação do plano de polarização de luz line-
armente polarizada [20]. O terceiro termo, �ijlBl, é associado a um campo (magnético) externo e
conduz a violação de inversão temporal. Tal termo gera atividade magneto-óptica via efeito Fara-
day ou Cotton-Mouton efeito [46]. No exemplo da Eq. (2.3.17), observa-se que ✏0

ij
= (✏+ i�/!)�ij,

no qual as simetrias de inversão temporal e espacial são preservadas, não ocorrendo birrefringência.
Por outro lado, de maneira generalizada, para meios com tensor de permeabilidade magnética

representado por µij = µ�ij, meio magneticamente isotrópico, a equação de Fresnel assume a forma

det
⇥
n
2
�ij � ninj � µ✏̄ij

⇤
= 0, (2.3.19)

onde ✏̄ij é o tensor de permissividade elétrica efetivo, incorporando os parâmetros constitutivos
que advêm das relações constitutivas D = D(E,B) e/ou10

J = J(E,B). Além disso, cenários
de eletrodinâmicas modificadas introduzem quantidades adicionais na densidade de Lagrangiana
dada na Eq. (2.2.1), que podem conter 4-vetores ou escalares. Exemplos conhecidos na literatura
constituem o modelo de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw no vácuo [141] ou em meios11 contínuos [48]
e a eletrodinâmica de Maxwell-Bopp-Podolsky [106–108]. Consequentemente, o tensor ✏̄ij pode
conter termos que violam paridade e/ou inversão temporal, originando efeitos de birrefringência.

Para se construir ✏̄ij deve-se conhecer as equações de Maxwell do modelo de eletrodinâmica
considerado e implementar as relações constitutivas apropriadas para o meio. Depois disso, a
solução de Eq. (2.3.19) irá fornecer a equação de dispersão, da qual se obtém os índices de refração.
O cômputo das polarizações de cada modo de propagação é feito via implementação de cada índice
de refração em Mij e solução da equação MijE

j = 0 para o campo elétrico, Ej.
Uma vez conhecidas as relações de dispersão, propriedades ópticas, como birrefringência (ati-

vidade óptica), atenuação e reflexão, podem ser examinadas de forma relativamente simples. Nos
próximos capítulos, analisar-se-ão tais aspectos.

10Cenários dotados de relações constitutivas do tipo J = J(E,B) tópico serão abordados no capítulo 3.
11Esse modelo será discutido no capítulo 6.
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2.3.1 Birrefringência e atividade óptica

A birrefringência é uma propriedade óptica de materiais anisotrópicos (como a maioria dos
cristais) [20], responsável por gerar modos propagantes com diferentes velocidades de fase através
do meio. Noutras palavras, a birrefringência está relacionada com a existência de índices de
refração distintos12 para cada direção de propagação da onda. Através da equação MijE

j = 0,
pode-se determinar a polarização (direção do campo elétrico) associada a cada índice de refração
e determinar se ocorre birrefringência circular ou birrefringência por defasagem.

Um efeito interessante gerado pela birrefringência circular é a rotação do plano de polarização da
luz incidente linearmente polarizada, efeito que será explicado a seguir. Considere, por exemplo,
uma onda plana linearmente polarizada propagando-se através de um meio ao longo do eixo z.
Assim, o campo elétrico inicial pode ser escrito como

Ei = E0ie
i(kz�!t)

, (2.3.20a)

com o vetor de polarização apontando alo longo da direção do eixo-x. Tal vetor, na notações de
Jones [20], pode ser lido como,

E0i =

0

B@
1

0

0

1

CA =
1

2
E� +

1

2
E+ =

1

2

0

B@
1

�i

0

1

CA+
1

2

0

B@
1

i

0

1

CA , (2.3.20b)

que corresponde à soma de vetores de polarização de modos circularmente polarizados à direita e
esquerda, respectivamente [1, 7]. Após a onda propagar-se por uma distância z no meio, o campo
elétrico final é escrito como uma combinação linear das duas componentes, E+ e E�, com os vetores
de onda k+ e k�, respectivamente [20]. Dessa forma, tem-se

Ef = E+e
i(k+z�!t) + E�e

i(k�z�!t)
,

Ef =
1

2

0

B@
1

i

0

1

CA eik+ze�i!t +
1

2

0

B@
1

�i

0

1

CA eik�ze�i!t
, (2.3.21)

a qual pode ser reescrita na forma

Ef =
1

2
ei e�i!t

2

64e�i✓

0

B@
1

i

0

1

CA+ ei✓

0

B@
1

�i

0

1

CA

3

75 = ei e�i!t

0

B@
cos ✓

sin ✓

0

1

CA , (2.3.22a)

onde as seguintes quantidades foram defenidas

✓ ⌘ �(k+ � k�)z

2
,  ⌘ (k+ + k�)z

2
. (2.3.22b)

12Observe que a velocidade de fase é definida como v = !/k = 1/n, onde n é o índice de refração do meio.
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Note que Eq. (2.3.22a) descreve uma onda linearmente polarizada cujo vetor de polarização está
rotacionado por um ângulo ✓ em relação à configuração inicial. Da Eq. (2.3.22b), tem-se o ângulo,

✓ = �(n+ � n�)z!

2
, (2.3.23)

que caracteriza o efeito da birrefringência circular. Note que foi usado k = !n. Geralmente, os
índices de refração podem ser quantidades complexas, ou seja,

n = Re(n) + iIm(n). (2.3.24)

Assim, pode-se inferir da Eq. (2.3.23)

✓

z
= �!

2
[Re(n+) + iIm(n+)� Re(n�)� iIm(n�)] , (2.3.25)

a partir da qual se define o poder de rotação específico,

� =
✓

z
⌘ �!

2
[Re(n+)� Re(n�)] , (2.3.26)

que mede a rotação do plano de oscilação do campo elétrico da luz linearmente polarizada (por
unidade de comprimento percorrido no meio). Ainda da Eq. (2.3.25), define-se

�d = �!
2
[Im(n+)� Im(n�)] . (2.3.27)

como o coeficiente de dicroísmo, uma medida da diferença de absorção entre os modos circularmente
polarizados à direita e esquerda [46], pelo meio. Os efeitos de birrefringência circular e dicroísmo,
dados através das Eqs. (2.3.26) e (Eq. (2.3.27)), são típicos de meios opticamente ativos: aqueles
que suportam modos propagantes13 RCP e LCP. Note ainda que quando o meio não é birrefringente,
tem-se ✓ = 0 e  = kz. Assim, a configuração inicial de polarização (2.3.20a) é recuperada a partir
da configuração final (2.3.22a).

Quando os modos propagantes são descritos por polarizações diferentes das polarizações cir-
culares à direita e esquerda, o efeito da birrefringência (mais uma vez, manifestado através da
diferença de fase entre os modos propagantes) é medido através do phase shift [15] comunicado
pelo meio aos modos propagantes,

� =
2⇡

�0
d (n+ � n�) , (2.3.28)

onde �0 é o comprimento de onda da luz incidente no vácuo, d é o comprimento da distância
percorrida pela onda no meio considerado.

Em suma, a existência de diferentes índices de refração num meio material gera a birrefringência
e seus efeitos. Desde o ínicio do século XIX, efeitos de atividade óptica de cristais de quartzo já

13RCP - right-handed circular polarization, LCP - left-handed circular polarization.
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eram observados por Arago e Biot [109]. O tratamento formal em termos de polarização foi
realizado pouco tempo depois por Fresnel. A natureza dessa atividade óptica está relacionada
com a quiralidade de certos materiais: um objeto é “quiral” se não é equivalente à sua imagem
espelhada [110]. Tal propriedade é comumente encontrada em moléculas de DNA, proteínas e
açúcares. No contexto do eletromagnetismo de meios materiais, a quiralidade está relacionada
com a quiralidade das moléculas que o constituem. Dessa forma, luz circularmente polarizada pode
também ser dita quiral. O efeito da rotação do plano de polarização segue como consequência de
tal propriedade.

2.3.2 Atenuação e reflexão

Considere o ansatz de ondas planas utilizado na seção 2.3,

E = E0e
i(kz�!t)

ê, (2.3.29)

para uma onda que se propaga ao longo do eixo z, com amplitude E0 e vetor de polarização ê.
Utilizando agora n = k/!, pode-se escrever

E = E0e
i(nz!�!t)

ê, (2.3.30)

que pode ainda ser lida como

E = E0e
�Im[n]z!ei(Re[n]!z�!t)

ê, (2.3.31)

E = E0e
�(�/2)zei(Re[n]!z�!t)

ê, (2.3.32)

onde se definiu [7]

� ⌘ 2!Im[n], (2.3.33)

como o coeficiente de absorção da onda eletromagnética. Observe na Eq. (2.3.32) que a onda
apresenta um fator exponencial decrescente na mesma direção de propagação, o que leva a uma
atenuação da amplitude da onda à medida que se propaga. Assim, o inverso de � atua como medida
do comprimento de penetração da onda eletromagnética no interior do meio, a partir do qual se
define o conhecido skin depth [1,7]. Esse efeito é comumente encontrado em meios condutores, nos
quais o índice de refração é complexo.

As principais definições e ferramentas utilizadas para se estudar a propagação de ondas ele-
tromagnéticas foram brevemente expostas neste capítulo. Dessa forma, novos cenários para pro-
pagação eletromagnética podem ser investigados. No capítulo 3, as consequências clássicas da
condutividade magnética serão abordadas. No capítulo 6, dois modelos de eletrodinâmicas esten-
didas para meios materiais serão discutidos também.
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Efeitos da condutividade magnética na propagação de
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Neste capítulo, será introduzido o conceito de condutividade magnética em meios materiais
através de relações constitutivas não usuais. As consequências dessa propriedade para a propagação
de ondas eletromagnéticas serão discutidas em 4 cenários distintos, os quais empregam diferentes
parametrizações para o tensor de condutividade magnética. Os casos em que a condutividade
magnética, �B, é descrita por matrizes diagonais, efeitos de birrefringência são observados. Nos
cenários em que �B contém elementos off-diagonais, a equação de Fresnel nos fornece relações de
dispersão cujas soluções resultam em índices de refração complexos. Tal propriedade pode ser
utilizada para se determinar coeficientes de absorção para o meio nesses casos, que não ocorrem
nas configurações diagonais. Outras consequências, como reflexão e comprimento de penetração
também serão discutidas. Os resultados apresentados neste capítulo geraram uma publicação no
Physical Review D :
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• P.D.S. Silva, M.M. Ferreira Jr., M. Schreck, and L.F. Urrutia, Magnetic-conductivity effects
on electromagnetic propagation in dispersive matter, Phys. Rev. D 102, 076001 (2020).

3.1 Tensor de condutivadade magnética

Na seção 2.3, apresentou-se a relação constitutiva da lei de Ohm1 ,

J = �E, (3.1.1)

onde � é a condutividade ôhmica do meio. A Eq. (3.1.1) estabelece uma relação de proporciona-
lidade entre a densidade superficial de corrente elétrica num meio e o campo elétrico aplicado ao
mesmo. Tal expressão atua como descrição efetiva de vários materiais condutores, do ponto de
vista macroscópico.

Alguns sistemas apresentam um efeito magnético análogo à Eq. (3.1.1) , isto é, a geração de
corrente elétrica devido à aplicação de um campo magnético. Um exemplo de interesse notável é o
chamado efeito magnético quiral (CME - chiral magnetic effect), no qual a densidade de corrente
é da forma [33,34]

J
i

CME =
e
2

4⇡2
(�µ)Bi

, (3.1.2)

sendo e a carga elementar, B o campo magnético aplicado e �µ ⌘ µR � µL, o potencial químico
quiral, quantidade que expressa a assimetria entre a densidade de férmions quirais de mão direita
e esquerda no sistema, como apontado na Ref. [34]. Esse efeito de origem quântica tem sido objeto
de várias pesquisas em física de partículas, teoria de campos e também em física da matéria con-
densada. Investigações em plasmas de quarks e glúons com potencial químico quiral sob influência
de campo magnético externo podem ser encontradas nas Refs. [115,116]. O CME também é estu-
dado em astrofísica, como forma de explicar a origem dos campos magnéticos intensos (da ordem
de 1015 G) observados em estrelas de nêutrons [117–119]. Em sistemas da matéria condensada, o
CME surge como um importante efeito e sua primeira observação experimental foi realizada em
2014 [120]. Várias outras investigações acerca do CME em diferentes aspectos podem ser encon-
tradas na literatura, tais como: conexões com matéria sujeita à interação eletrofraca [121], CME e
transporte anômolo em semimetais de Weyl [122], supercondutividade quiral [123], etc. É impor-
tante mencionar que uma relação entre o CME e a eletrodinâmica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw
(MCFJ) (em vácuo) também foi reportada [33], indicando conexões entre o CME e teorias com
violação de Lorentz (VL).

O tipo de corrente originada no CME é uma motivação para se investigar meios materiais die-
létricos não-usuais. Uma motivação adicional para esse estudo advém da magnetohidrodinâmica,

1A forma vetorial apresentada na Eq. (3.1.1) foi derivada por Gustav Kirchhoff (1824–1887) [113,114].
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na qual a lei de Ohm para um modelo de plasma pode ser escrita como [124]

(E+V ⇥B)i = ⌘
ij
J
j
, (3.1.3)

onde V é a velocidade média dos elétrons e íons, enquanto J é a densidade de corrente total. A
expressão ⌘ijJ j corresponde a um termo de colisão para elétrons e íons, com ⌘

ij representando um
tensor de resistividade. Embora a Eq. (3.1.3) não pertença a um modelo rigoroso, ela é ampla-
mente utilizada, pois captura os efeitos mais importantes de um modelo magnetohidrodinâmico
ideal. Invertendo a Eq. (3.1.3), obtém-se J

i = �ijE
j + �̃ijB

j, com �ij sendo o inverso de ⌘ij e
�̃ij = �ip✏pqjVq (onde ✏ijk é o símbolo de Levi-Cevita tridimensional) definindo uma condutividade
magnética para esse caso.

A seguir, considere um meio material onde vale relação constitutiva, que equivale a uma gene-
relização da lei de Ohm,

J
i = �ijE

i + �
B

ij
B

j
, (3.1.4)

em que �ij é a condutividade ôhmica e �B

ij
é o tensor de condutividade magnética, aqui conside-

rado completamente independente da condutividade elétrica �ij. Noutras palavras, assumir-se-á
que o tensor �B

ij
caracteriza efetivamente uma propriedade do meio material, do ponto de vista

macroscópico.
No que tante ao comportamento sob simetrias discretas, o tensor de condutividade magné-

tica, �B

ij
, é par sob tranformações de inversão temporal (T ) e conjugação de carga (C), e ímpar

sob transformação de paridade (P ). A tabela 1 ilustra uma análise comparativa entre os tenso-
res de condutividades magnética e ôhmica sob as transformações discretas, revelando diferenças
importantes.

Tabela 1: Comportamento das condutividades ôhmica e magnética, respectivamente,
sob as transformações C, P , and T .

E B J � �
B

C � � � + +

P � + � + �
T + � � � +

Nota-se que o tensor �B

ij
é par sob inversão temporal (T ), uma vez que J e B são ímpares

sob T , indicando um comportamento não usual para a condutividade magnética, em comparação
com a condutividade ôhmica, que é T -ímpar. Esse comportamento é análogo ao do parâmetro
fenomenológico µ (não confundir com a permeabilidade magnética µ) existente no modelo de
supercondutividade de London [123], J = �µ

2
A. O caráter T -par de �B

ij
é típico de processos

não dissipativos [34]. Noutras palavras, tais correntes associadas a condutividades T -ímpares,
como condutividade ôhmica, geram dissipação de energia no sistema, levando a um aumento de
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entropia, caracterizando processos que não podem ser reversíveis (em relação ao tempo). Por outro
lado, condutividades T -pares estão associadas a processos não-disspativos, isto é, reversíveis (vide
Ref. [123]).

Na próxima seção, a equação de dispersão para um meio dotado de condutividade magnética
será obtida considerando-se diferentes cenários de parametrizações para �B

ij
. Suas consequências

para a propagação eletromagnética (em cada caso) são analisadas na sequência.

3.2 Relações de dispersão e modos de propagação

Considerando as equações de Maxwell obtidas a partir da Eq. (2.2.28) e um meio cujas relações
contitutivas são dadas por

D = ✏E, H =
B

µ
, (3.2.1)

e também por

J
i = �E

i + �
B

ij
B

j
, (3.2.2)

pode-se agora aplicar o mesmo procedimento descrito na Seção 2.3, o qual fornece

⇥
k
2
�ij � kikj � !

2
µ✏̄ij

⇤
E

j = 0, (3.2.3)

MijE
J = 0, (3.2.4)

(3.2.5)

com

Mij = k
2
�ij � kikj � !

2
µ✏̄ij, (3.2.6)

✏̄ij(!) =
⇣
✏+ i

�

!

⌘
�ij +

i

!2
(�B)ia✏abjkb. (3.2.7)

Utilizando k = !n, obtemos de forma equivalente

Mij = n
2
�ij � ninj � µ✏̄ij, (3.2.8)

✏̄ij(!) =
⇣
✏+ i

�

!

⌘
�ij +

i

!
(�B)ia✏abjnb. (3.2.9)

Para se obter as relações de dispersão e índices de refração do meio, deve-se avaliar det[Mij] = 0. A
princípio, a forma do tensor de condutividade magnética, �B

ij
, não é conhecida. Todavia, algumas

parametrizações podem ser implementadas, permitindo escrevê-lo em algumas configurações, e,
com isso, o cômputo da relações de dispersão.

Note que na Eq. (3.1.2) o efeito da corrente gerada pela aplicação do campo magnético é
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claramente representada por um tensor de condutividade magnética diagonal isotrópioco, isto é,

�
B

ij
= ⌃�ij, (3.2.10)

com a identificação

⌃ =
e
2

4⇡2
�µ. (3.2.11)

Pode-se agora escrever o tensor de condutividade magnética na seguinte forma

�
B

ij
= ⌃�ij +⌃ij, (3.2.12)

onde ⌃ corresponde a 1/3 do traço da matriz �B = [�B

ij
] e representa a parte isotrópica desse tensor

de condutividade, enquanto ⌃ij representa todas as componentes não diagonais (off-diagonal) de
�
B

ij
. Assim, a parte diagonal do tensor de condutividade está relacionada com o CME e será o

cerne do primeiro caso a ser analisado. Depois disso, o tensor de condutividade magnética será
analisado nos casos exóticos2, ou seja,

J
i = ⌃ijB

j
, (3.2.13)

na qual ⌃ij é composto pela parte off-diagonal e anisotrópica da condutividade magnética.

3.2.1 Caso diagonal isotrópico

Para o caso diagonal isotrópico, o tensor de condutividade magnética é dado pela Eq. (3.2.10).
Inserindo-a na Eq. (3.2.9), obtém-se

✏̄ij(!) =
⇣
✏+ i

�

!

⌘
�ij �

i⌃

!
✏ijbnb, (3.2.14)

no qual o último termo representa a contribuição da condutividade quiral. Note que todos os
efeitos relacionados a anisotropias no meio se manifestam através da forma como a condutividade
magnética é acoplada com os campos. Nesse caso, o tensor Mij dado na Eq. (3.2.8) tem a forma

[Mij] =

0

BBBBBB@

n
2
2 + n

2
3 � µ✏� iµ�

!
�n1n2 + iµn3⌃

!
�n1n3 � iµn2⌃

!

�n1n2 � iµn3⌃

!
n
2
1 + n

2
3 � µ✏� iµ�

!
�n2n3 + iµn1⌃

!

�n1n3 + iµn2⌃

!
�n2n3 � iµn1⌃

!
n
2
1 + n

2
2 � µ✏� iµ�

!

1

CCCCCCA
. (3.2.15)

2O termo exótico para os casos off-diagonal foi escolhido por que não havia casos similares na literatura no
momento de execução desta pesquisa.
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Calculando agora det[Mij] = 0, obtém-se

n
2
± = 4⌥⌃ + µ

⇣
�✏+ i

�

!

⌘
± µ⌃

!

r
2⌥⌃ + iµ

�

!
, (3.2.16a)

2⌥⌃ = µ✏+
⇣
µ

2!
⌃

⌘2

, (3.2.16b)

o qual pode ser dividido nas partes real e imaginária na seguinte forma:

n
2
± = µ✏+

µ⌃

!

✓
µ⌃

2!
±N+

◆
+ i

µ

!
(� ±⌃N�) , (3.2.17a)

onde

N± =

sr
⌥

2
⌃
+
⇣
µ�

2!

⌘2

± ⌥⌃ . (3.2.17b)

A Eq. (3.2.17a) produz dois índices de refração distintos para cada frequência !, a qual é compatível
com a física de um meio dielétrico condutor dotado de birefringência, assim, quando considerado
no interior de um meio com condutividade ôhmica (� 6= 0), a condutividade magnética (3.2.10)
modifica o índice de refração, n, do meio, alterando a velocidade de fase (associada com a parte
real de n) e o coeficiente de absorção ou atenuação (associado à parte imaginária de n).

3.2.1.1 Meio dielétrico não-condutor

No caso em que o meio dielétrico não possui condutividade ôhmica, � = 0, a Eq. (3.2.16a)
fornece dois valores distintos e reais para o indíce de refração quadrático,

n
2
± = 4⌥⌃ � µ✏± µ⌃

!

p
2⌥⌃, (3.2.18a)

n
2
± = µ✏+ 2

✓
µ⌃

2!

◆2

± µ⌃

!

s

µ✏+

✓
µ⌃

2!

◆2

, (3.2.18b)

que caracteriza um dielétrico com comportamento dispersivo e não-condutor. Portanto, o sistema
se comporta como um meio dispersivo birrefringente onde ondas eletromagnéticas se propagarão
sem passar por atenuação (ausência de absorção). Os índices de refração são então dados por

n± =

s

µ✏+

✓
µ⌃

2!

◆2

± µ⌃

2!
. (3.2.19)

O quadrado da Eq. (3.2.19) recupera o resultado da Eq. (3.2.18a). Na presente configuração, é
importante destacar que a condutividade magnética implica em um comportamento típico de um
condutor (para o meio dielétrico) somente quando é definida simultaneamente com a condutividade
ôhmica (� 6= 0, �B 6= 0), como está demonstrado na Eq. (3.2.17a). Quando a condutividade
mangética está definida para um dielétrico não-condutor (� = 0, �B 6= 0), o comportamento do
meio permanece equivalente ao de um meio dielétrico dispersivo sem absorção, como é indicado
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pelo índice de refração da Eq. (3.2.18a). Isso acontece por que N� = 0, quando � = 0.
Alternativamente, os índices de refração podem ser determinados a partir da frequência (como

função do vetor de onda), via a definição n = +
p
k2/!(k). As possíveis frequências ! obtidas

dessa forma são associadas com os modos de propagação do campo elétrico. Implementando-se
n =

p
k2/! na Eq. (3.2.18a), obém-se a equação de dispersão

!
4 � 2!2 k

2

µ✏
+

✓
k
2

µ✏
� µ⌃

2

2✏

◆2

� µ
2
⌃

4

4✏2
= 0, (3.2.20)

com k =
p
k2. Resolvendo para !, tem-se

!
2
± =

k
2

µ✏

✓
1± µ⌃

k

◆
. (3.2.21)

A Eq. (3.2.21) representa dois modos distintos, !+ e !�. Enquanto a frequência !+ é real para
qualquer valor de k, a frequência !� pode ser imaginária se k < ⌃µ. Para garantir que !�

represente a frequência de um modo propagante físico, deve-se exigir k > ⌃µ. A birrefringência
ocorre quando modos de polarização distintos se propagam com diferentes velocidades de fase,
vph = !/k. No meio com � = 0 e �B 6= 0, as velocidades de fase são

vph(±) =
!±

k
=

1
p
µ✏

r
1± µ⌃

k
, (3.2.22)

levando à seguinte diferença de velocidade de fase

�vph =
1

p
µ✏

"r
1 +

µ⌃

k
�
r

1� µ⌃

k

#

' 1
p
µ✏

µ⌃

k
, (3.2.23)

atestando que o traço ⌃ da condutividade magnética isotrópica é responsável pela birefringência.
Portanto, a condutividade �B

ij
isotrópica gera comportamento dispersivo e birrefringente num meio

não-condutor (� = 0).
Analisando agora a velocidade de grupo,

vg(±) =

����
@!±

@k

���� =
1

p
µ✏

1± µ⌃/(2k)p
1± µ⌃/k

, (3.2.24)

observa-se que há um comportamento divergente para momentos pequenos, indicando problemas
com a causalidade clássica (devivo a vg(±) > 1). A causalidade, entretanto, é preservada para a
propagação de ondas no regime de grandes momentos.

É importante mencionar que os índices de refração do meio podem ser obtidos diagonlizando-
se o tensor de permissividade efetivo dado na Eq. (3.2.14) e igualizando cada autovalor a n

2
/µ.
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Considere então a equação de autovalores,

✏̄ije
j

a
= ✏ae

j

a
, (3.2.25)

onde ✏a e ea, com (a = 1, 2, 3), representam autovalores e autovetores, respectivamente. Nesse
caso, obtém-se

✏1 = ✏, (3.2.26)

✏2,3 ⌘ ✏± = ✏± ⌃

!
n, (3.2.27)

os quais podem ser associados aos seguintes índices de refração:

n
2 = µ✏, (3.2.28a)

n
2
± = µ✏± µ⌃

!
n±, (3.2.28b)

que, com a substituição dos índices n± da Eq. (3.2.19), reproduz exatamente a Eq. (3.2.18). Su-
preendentemente, os resultados da Eq. (3.2.28b) reproduzem os índices de refração da Eq. (3.2.19)
que foram obtidos via det[Mij] = 0 e válidos para direção arbitrária de propagação, o que significa
que os autovalores ✏2 e ✏3 correspondem aos índices de refração do meio, n+ e n�, respectivamente.
A determinação dos índices de refração n através da equação n

2 = µ✏a(n), onde ✏a são os auto-
valores da permissividade elétrica efeitiva somente funciona sob o requerimento da ortogonalidade
dos modos propagantes. De fato, para um vetor geral n, o campo elétrico correspondente Ea, que
satisfaz a condição MijE

j

a
= 0 quando respeita a condição de transversalidade, n ·Ea = 0, equivale

aos autovetores ea. Nesse caso, diagonalizar M = [Mij] é equivalente a diagonalizar ✏̄ = [✏̄ij], dado
que o tensor Mij da Eq. (3.2.8) equivale efetivamente a Mij ⌘ n

2
�ij � µ✏̄ij, uma vez que njEj = 0.

O resultado Ea ⇠ ea então se verifica. Essa situação é claramente ilustrada no presente cenário,
onde os três autovetores da permissiviade elétrica efetiva são

e1 =
n

n
⌘ m , (3.2.29a)

e2,3 =
1p

2(m2
1 +m

2
3)

0

B@
m3 ⌥ im1m2

±i(m2
1 +m

2
3)

⌥im2m3 �m1

1

CA , (3.2.29b)

com o versor m definindo a direção de propagação. Observe que os autovetores nas Eqs. (3.2.29a)
e (3.2.29b) são funções da direcão dada por m e independentes dos índices de refração correspon-
dentes. Note ainda que e1 · e⇤2 = e1 · e⇤3 = e2 · e⇤3 = 0, indicando que esses três autovetores são
linearmente independentes. Em particular, e2 e e3 são ortogonais a e1 = m, levando corretamente
aos índices de refração n± da Eq. (3.2.18a) de acordo com o método proposto. Nesse caso, os
modos de propagação do campo elétrico são corretamente descritos pelos autovetores e2 e e3. O
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autovalor ✏1 = ✏ deve ser desconsiderado, ou seja, não pode ser associado a um índice de refração do
meio, pois o autovetor associado, e1, não satisfaz n · e1 = 0 (não constitui um modo propagante).

Pode-se escolher, sem perda de generalidade, m = (0, 0,m). Assim, a Eq. (3.2.29b) simplifica-se
em

e2,3 =
1p
2

0

B@
1

±i

0

1

CA . (3.2.30)

Os vetores e2 e e3, respectivamente, podem ser interpretados como os vetores de polarização de
ondas eletromagnéticas com polarização3 de mão-esquerda (L - left) e mão-direita (R - right).
Logo nL,R ⌘ n±.

Essas polarizações são transversais, isto é, perpendiculares a m. De acordo com a Tabela 1, a
condutividade magnética é ímpar sob transformação de paridade. Enquanto violação de paridade
não aparece em nenhum dos índices de refração da Eq. (3.2.19) através de uma dependência an-
gular, por exemplo, ela se manifesta através dos valores distintos de índices de refração para as
ondas eletromagnéticas com polarizações (L) e (R). Essa é a razão física para a birrefringência.

Como discutido na Seção 2.3.1, um dos efeitos da birrefringência é a rotação do plano de vibra-
ção de uma onda linearmente polarizada. Tal efeito ocorre pois a polarização da onda incidente
pode se dividir em duas ondas circularmente polarizadas que se propagam com velocidades de fase
distintas. Esse fenômeno é quantificado pelo poder de rotação específico, dado na Eq. (2.3.26).
Utilizando então os índices de refração dados na Eq. (3.2.19), obtém-se

� = �µ⌃

2
, (3.2.31)

que corresponde a um poder de rotação específico independente da frequência, configurando uma
assinatura de meio dotado com condutividade magnética isotrópica �B

ij
= ⌃�ij.

Até o momento, não há conexão clara entre o CME e medidas de birrefringência, então se
discute brevemente uma possível forma para se observar tal efeito em meios quirais. Antes de
métodos mais sofistificados serem desenvolvidos, a birrefringência era detectada com um conjunto
de polarizadores lineares cruzados que não permitiam que nenhuma luz cruzasse todo o conjunto.
Se um meio material birrefringente circular fosse colocado entre esses dois polarizadores, causaria
a rotação do plano de polarização da luz que passara pelo primeiro polarizador de tal modo a
assegurar a passagem de uma parcela da intensidade de luz pelo segundo polarizador, proporcional
ao ângulo ✓ de rotação [vide Eq. (2.3.23)]. Entretanto, esse método não é preciso o suficiente para
medir valores pequenos de birrefringência. Além disso, é muito desafiador efetuar medições de
birrefringência de um meio não-homogêneo.

Portanto, uma técnica mais sofisticada foi desenvolvida na Ref. [85]. O sistema a ser utilizado é
constituído por um polarizador, uma placa de um quarto de onda e um analisador. A luz que passa

3Define-se a polarização como mão direita (esquerda) se o vetor de polarização de uma onda plana gira ao longo
de um círculo na direção horária (anti-horária) quando o observador olha a onda se aproximando dele [1, 7].
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pelo sistema é capturada por uma câmera CCD, a partir da qual os dados medidos são avaliados
por softwares num computador. Esse sistema foi comercialmente distribuído sob o nome Metripol.
A intensidade I da luz detectada em qualquer ponto é expressa em termos dos ângulos ⇠ e  que
descrevem a orientação do polarizador:

I =
I0

2
[1� sin(2⇠ � 2 ) sin�], (3.2.32)

onde I0/2 é uma intensidade normalizada (da luz incidente) e � e a diferença de fase entre as
duas polarizações da luz,

� =
2⇡

�0
d (n+ � n�) , (3.2.33)

com d sendo a espessura da amostra do material e �0, o comprimento de onda no vácuo da luz
incidente.

Assim, para se medir a birrefringência de um meio dotado com condutividade magnética, uma
amostra do material de espessura d pode ser colocada no sistema Metripol, que irá determinar o
fator sin�. Esse fator fornece a diferença entre os índices de refração via (�n) ⌘ n+ � n� =

��/(2⇡d). Esse último resultado experimental em combinação com a Eq. (3.2.19) leava ao parâ-
metro da condutividade magnética:

⌃ =
!(�n)

µ
. (3.2.34)

Uma técnica similar para medidas de birrefringência pode ser encontrada na Ref. [126].

3.2.2 Caso diagonal anisotrópico

Nesta seção, será analisado outro caso particular para a condutividade magnética, sendo repre-
sentada por um tensor diagonal que descreve um sistema anisotrópico

⇥
�
B

ij

⇤
=

0

B@
⌃x 0 0

0 ⌃y 0

0 0 ⌃z

1

CA , (3.2.35)

com o conjunto {⌃} = {⌃x,⌃y,⌃z} composto por elementos distintos na diagonal principal, ⌃x 6=
⌃y 6= ⌃z. Uma configuração similar à Eq. (3.2.35) pode ser encontrada em cenários envolvendo
semimetais de Weyl [125]. O tensor de permissividade elétrica efetivo, dado na Eq. (3.2.9), tem
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agora a seguinte forma

[✏̄ij] =

0

BBBBBB@

✏+ i�
!

� i
!2⌃xk3

i
!2⌃xk2

i
!2⌃yk3 ✏+ i�

!
� i
!2⌃yk1

� i
!2⌃zk2

i
!2⌃zk1 ✏+ i�

!

1

CCCCCCA
. (3.2.36)

As relações de dispersão são obtidas calculando-se det[Mij] = 0 onde o tensor Mij é definido pela
Eq. (3.2.8), com ✏̄ij agora dado na Eq. (3.2.36). Então determinando det[Mij] = 0, obtém-se

⇥
!n

2 � µ(i� + ✏!)
⇤2

= ⌦, (3.2.37a)

com a função
⌦ = ⌦(n) = µ

2(⌃x⌃yn
2
3 +⌃x⌃zn

2
2 +⌃y⌃zn

2
1), (3.2.37b)

Note que a Eq. (3.2.37b) é uma expressão complicada, uma vez que envolve explicitamente as
componentes do vetor n = (n1, n2, n3) em vez de n, como no caso isotrópico investigado na seção
anterior. Para se evitar problemas na separação das partes real e imaginárias dos índices de
refração, será considerado que ⌦ � 0. Para se realizar uma investigação conveniente do conteúdo
físico da Eq. (3.2.37a), pode-se adotar a seguinte parametrização [7] para n

n = n(sin ✓ cos�, sin ✓ sin�, cos ✓) ⌘ nm , (3.2.38)

com os ângulo ✓ 2 [0, ⇡] e � 2 [0, 2⇡). Utilizando a Eq. (3.2.38), a Eq. (3.2.37a) é reescrita como

!
2
n
4 �Dn

2 �G = 0, (3.2.39a)

onde

D = 2µ!(✏! + i�) + ⌦̃ , (3.2.39b)

G = µ
2(�2 � 2i✏!� � ✏

2
!
2) , (3.2.39c)

⌦̃ = µ
2
⇥
cos2 ✓⌃x⌃y + sin2

✓ sin2
�⌃x⌃z + sin2

✓ cos2 �⌃y⌃z

⇤
= ⌦/n

2
. (3.2.39d)

A equação de dispersão dada na Eq. (3.2.39a) fornece duas soluções para n,

n
2
± =

D

2!2
± 1

2!2

p
D2 + 4!2G, (3.2.40)

revelando dois valores para qualquer frequência. O comportamento geral dos índices de refração
da Eq. (3.2.40) em termos da frequência e para propagação ao longo do eixo-z (✓ = 0) é ilustrado
nas Figs. 3.1 e 3.2.
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Figura 3.1: Índice de refração n
2
+ da

Eq. (3.2.40) para ✓ = 0. Linhas sólidas repre-
sentam Re[n2

+], enquanto linhas tracejadas in-
dicam Im[n2

+]. Aqui, utilizamos µ = 1, ✏ = 2.
Para as curvas em vermelho, tem-se � = 1,
⌃x = ⌃y = ⌃z = 1. Para as linhas em azul,
vale � = 2, ⌃x = 2, ⌃y = 3 e ⌃z = 1. Nos
plots em verde, tem-se � = 0, ⌃x = 2, ⌃y = 3
e ⌃z = 1.
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Figura 3.2: Índice de refração n
2
� da

Eq. (3.2.40) para ✓ = 0. Linhas sólidas repre-
sentam Re[n2

�], enquanto linhas tracejadas in-
dicam Im[n2

�]. Aqui, utilizamos µ = 1, ✏ = 2.
Para as curvas em vermelho, tem-se � = 1,
⌃x = ⌃y = ⌃z = 1. Para as linhas em azul,
vale � = 2, ⌃x = 2, ⌃y = 3 e ⌃z = 1. Nos
plots em verde, tem-se � = 0, ⌃x = 2, ⌃y = 3
e ⌃z = 1.

Observamos que as partes real e imaginária de n+ apresentam dispersão anômala. Por outro
lado, notamos que a parte real de n

2
� possui dispersão normal, enquanto a parte imaginária de n

2
�

cresce até o valor de frequência no qual a parte real de n
2
� se torna positiva, ou seja, Re[n2

�] > 0.
Assim, enquanto Re[n2

�] cresce, a parte imaginária decresce.

3.2.2.1 Dielétrico não-condutor

No limite onde a condutividade ôhmica é igual a zero, � = 0, todas as partes complexas
(imaginárias) da Eq. (3.2.37a) ou da Eq. (3.2.39) se tornam nulas, e os índices de refração dados
na Eq. (3.2.40) se tornam reais. Algum termo complexo poderia ocorrer na Eq. (3.2.40) se o
discriminante fosse negativo4: �0 = D

2
0 + 4!2

G0 < 0, onde G0 = �✏2µ2
!
2 e D0 = 2✏µ!2 + ⌦̃.

Todavia �0 = ⌦̃
2+4⌦̃✏µ!2

> 0 e, portanto, essa possibilidade não se realiza. De fato, para � = 0,
a Eq. (3.2.37a) simplifica-se em

!
2
�
n
2 � µ✏

�2
= ⌦, (3.2.41)

a partir da qual, obtém-se

n
2
± = µ✏± 1

!

p
⌦. (3.2.42)

4O subescrito zero em �0, D0 e G0 indicam que essas quantidades estão sendo avaliadas para � = 0.
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Aplicando a parametrização da Eq. (3.2.38) na Eq. (3.2.41), pode-se obter

n
2
± = µ✏+

⌦̃

2!2
± 1

2!2

q
4µ✏!2⌦̃ + ⌦̃

2
. (3.2.43)

Utilizando novamente a Eq. (3.2.38) agora na Eq. (3.2.42), obtém-se

n± =
p

2⌥{⌃} ±

p
⌦̃

2!
, (3.2.44a)

2⌥{⌃} = µ✏+
⌦̃

4!2
, (3.2.44b)

de onde se pode verificar facilmente que o quadrado da Eq. (3.2.44a) reproduz os resultados da
Eq. (3.2.43). Assim, para � = 0 e �B

ij
6= 0, o sistema se caracteriza como um meio dispersivo não

condutor, no sentido em que a condutividade ôhmica é nula.
Diagonalizando a permissividade elétrica efeita da Eq. (3.2.36) para � = 0, obtém-se os seguin-

tes autovalores

✏1 = ✏, (3.2.45a)

✏2,3 = ✏± �

!2
, (3.2.45b)

com

�(k) ⌘ !

µ

p
⌦(k/!)

=
q
⌃y⌃zk

2
1 +⌃x⌃zk

2
2 +⌃x⌃yk

2
3. (3.2.45c)

Nesse caso, quando os dois autovalores da Eq. (3.2.45b) são multiplicados por µ, obtém-se µ✏2,3 =

µ✏±, sendo iguais aos valores de n2
± dados na Eq. (3.2.42) calculados através da condição det[Mij] =

0. Essa coincidência numérica constitui um bom exemplo de que embora os autovalores na
Eq. (3.2.45b) forneçam n

2
± = µ✏±, essa igualdade não implica que os autovetores associados a

✏2,3 = ✏± correspondem, necessariamente, aos modos de propagação do campo elétrico. De fato, os
autovetores da Eq. (3.2.45b) são

e1 =

0

B@
k1/k3

k2/k3

1

1

CA , (3.2.46a)

e2 =
1

{

0

B@
i⌃xk2� �⌃x⌃yk1k3

�i⌃yk1� �⌃x⌃yk2k3

{

1

CA , (3.2.46b)
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e3 =
1

{

0

B@
�i⌃xk2� �⌃x⌃yk1k3

i⌃yk1� �⌃x⌃yk2k3

{

1

CA , (3.2.46c)

com

{ = ⌃z(⌃yk
2
1 +⌃xk

2
2)

= !
2
n
2
⌃z(⌃ym

2
1 +⌃xm

2
2) , (3.2.47)

onde se utilizou m definido na Eq. (3.2.38). Note ainda que

e1 · e⇤2 = 1� (k2
1 + k

2
2)⌃x⌃y

{ � i
�k1k2(⌃x �⌃y)

{k3
, (3.2.48a)

e1 · e⇤3 = e
⇤
1 · e2 , (3.2.48b)

e2 · e⇤3 = 1� ⌃
2
x
(�k2 + ik1k3⌃y)2

{2
+
⌃

2
y
(k2k3⌃x + i�k1)2

{2
. (3.2.48c)

Esses resultados mostram que k · ea 6= 0 para todos a = 1, 2, 3 de modo que esses autovetores não
podem descrever os modos de propagação E± do campo elétrico. Para ilustrar esse ponto mais
claramente, os modos de propagação são calculados5 no caso onde k = (k1, k2, 0) = !n(m1,m2, 0)

e então são comparados com os correspondes autovetores da permissividade elétrica efetiva. Os
resultados para os modos de propagação são

E± =

0

B@
�!n±m2/u±

!n±m1/v±

±i!2
⌃z/

p{±

1

CA , (3.2.49a)

com

u± =
µ✏

1⌥ µ⌃x⌃z/
p{±

, (3.2.49b)

v± =
µ✏

1⌥ µ⌃y⌃z/
p{±

, (3.2.49c)

{± = !
2
n
2
±⌃z(⌃ym

2
1 +⌃xm

2
2) . (3.2.49d)

Os índices de refração safisfazem a equação

n
2
± = µ

✓
✏± n±

!

q
⌃z(⌃xm

2
2 +⌃ym

2
1)

◆
, (3.2.50)

a qual é escrita em termos do vetor unitário m. De fato, a Eq. (3.2.50) pode ser obtida fazendo-se
n3 = 0 na Eq. (3.2.37b) e depois a substituindo na Eq. (3.2.42). As funções u± e v± satisfazem a

5Veja o Apêndice B.
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relação

n
2
±

✓
m

2
1

v±
+

m
2
2

u±

◆
= 1, (3.2.51)

que é uma consequência6 da Eq. (3.2.50).
Como �|

k3=0 =
p{± a partir da Eq. (3.2.45c), observa-se que os autovetores nas Eqs. (3.2.46b)

e (3.2.46c), nesse caso, são7

e± ⌘ ±i
p
{e2,3 =

0

B@
�⌃xk2

⌃yk1

±i
p
{

1

CA . (3.2.52)

Observa-se que e± não coincide com os modos de propagação E± dados na Eq. (3.2.49), demons-
trando que, embora os autovalores e± correspondentes reproduzem os índices de refração do meio,
os seus autovetores não descrevem as polarizações dos modos.

Para se ter uma interpretação física mais clara dos modos de propagação dados na Eq. (3.2.49),
pode-se realizar uma simplificação e considerar propagação ao longo do eixo y, ou seja, implementa-
se m = (0, 1, 0). Assim, tem-se n

2
± = u±, via a Eq. (3.2.51), e p{± = !n±

p
⌃x⌃z. Substituindo

então essas expressões na Eq. (3.2.49), obtém-se os seguintes vetores de polarizações normalizados

Ê±|m1=m3=0 =

r
⌃x

⌃x +⌃z

0

B@
1

0

⌥i
p
⌃z/⌃x

1

CA , (3.2.53)

que descrevem modos elipticamente polarizados com índices de refração distintos

n± =

r
µ✏+

µ2

4!2
⌃x⌃z ±

µ

2!

p
⌃x⌃z, (3.2.54)

obtidas da Eq. (3.2.44) e ⌦̃ = ⌦/n
2 = (µ2

/n
2)(⌃x⌃yn

2
3 + ⌃x⌃zn

2
2 + ⌃y⌃zn

2
1) = µ

2(⌃x⌃ym
2
3 +

⌃x⌃zm
2
2 + ⌃y⌃zm

2
1), que para m = (0, 1, 0) simplifica-se em ⌦̃ = µ

2
⌃x⌃z. Os modos associados

a Ê± na Eq. (3.2.53) representam estados de polarização de mão esquerda (L) e direita (R),
respectivamente, pela mesma definição utilizada após a Eq. (3.2.31). É importante chamar a
atenção para o fato de que a propagação associada com a Eq. (3.2.53) ocorre ao longo do eixo y,
enquanto a propagação associada com as polarizações dadas na Eq. (3.2.31) ocorre na direção do
eixo z. Isso explica o sinal oposto que aparece na polarizações da Eq. (3.2.53) em comparação com
os sinais da Eq. (3.2.31).

É fácil perceber que a Eq. (3.2.44) juntamente com a Eq. (3.2.54) incluem o caso isotrópico.
De fato, considerando ⌃x = ⌃y = ⌃z = ⌃, tem-se ⌦̃ = µ

2
⌃ e a Eq. (3.2.44) reproduz exatamente

o resultado da Eq. (3.2.19). Além disso, os modos de polarização circulares, como os descritos pela
6Veja a seção B.2.
7Veja a seção B.1.
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Eq. (3.2.31), são recuperados a partir da Eq. (3.2.53), porém com a propagação ocorrendo num
eixo diferente. Lembre-se de que a propagação associada com os modos da Eq. (3.2.31) ocorrem na
direção do eixo z, enquanto a propagação correspondente às polarizações da Eq. (3.2.53) acontecem
ao longo do eixo y.

Note que ambos os casos isotrópico e diagonal anisotrópico, com � = 0, exibem birrefringência.
Todavia existe uma diferença: no caso isotrópico, os dois índices de refração são independentes da
direção de propagação (definida pelo vetor de onda), enquanto no caso diagonal anisotrópico, uma
dependência nessa direção aparece devido ao fator ⌦̃ presente na Eq. (3.2.43).

Nos dois casos diagonais analisados até o momento, percebe-se que o tensor de condutividade
magnética não é suficiente para estabelecer um comportamento de condutor para o meio quando
� = 0, levando a coeficientes de absorção nulos em ambos os casos.

A seguir, serão discutidos os casos exóticos, constituídos pelos elementos off-diagonal de �B

ij
.

3.2.3 Caso antissimétrico

Para se analisar cenários onde a condutividade magnética �B

ij
é composta por elementos off-

diagonal (o que também confere anisotropia ao sistema), o tensor de condutividade pode ser
parametrizado de maneira conveniente, a princípio, para se ter uma simplificação a partir da qual
as propriedades de propagação de ondas eletromagnéticas possam ser extraídas. Nesse intuito,
adota-se a seguinte parametrização antissimétrica para �B

ij
em termos do tri-vetor b = (b1, b2, b3)

�
B

ij
= ✏ijkbk, (3.2.55)

onde ✏ijk é o símbolo de Levi-Civita em tridimensional, e o vetor b atua como parâmetro cons-
titutivo efetivo responsável pela corrente gerada através da condutividade magética. Inseringo a
Eq. (3.2.55) na Eq. (3.2.9), tem-se

✏̄ij(!) =

✓
✏+ i

�

!
+ i

n · b
!

◆
�ij �

i

!
nibj. (3.2.56)

Implementando agora a Eq. (3.2.56) na Eq. (3.2.8), obtém-se a seguinte forma explícita para a
matriz [Mij]

[Mij] =

0

B@
n
2
2 + n

2
3 � µ✏ �n1n2 �n1n3

�n1n2 n
2
1 + n

2
3 � µ✏ �n2n3

�n1n3 �n2n3 n
2
1 + n

2
2 � µ✏

1

CA

+ i
µ

!

0

B@
�(� + n2b2 + n3b3) n1b2 n1b3

n2b1 �(� + n1b1 + n3b3) n2b3

n3b1 n3b2 �(� + n1b1 + n2b2)

1

CA , (3.2.57)
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para a qual det[Mij] = 0 fornece

h
n
2 � i

µ

!
(b · n)� µ

⇣
✏+ i

�

!

⌘i2
= 0. (3.2.58)

Contrariamente aos casos isotrópico, dado na Eq. (3.2.16a), e diagonal anisotrópico, da Eq. (3.2.39a),
a Eq. (3.2.58) envolve o quadrado de um polinômio de segundo grau nas componentes de n. Assim,
a solução para o índice de refrção é duplamente degenerada e, dessa forma, há apenas um índice
de refração com parte real não negativa. Implementando agora b · n = bn cos ✓ onde b = |b|, a
Eq. (3.2.58) produz o seguinte índice de refração

n =

r
2⌥b + iµ

�

!
+ i⌅b, (3.2.59a)

2⌥b = µ✏� ⌅
2
b
, ⌅b =

µ

2!
b cos ✓. (3.2.59b)

Outra diferença em relação aos casos diagonais surge aqui: a presença do sinal (�) entre os dois
termos que compõem ⌥b em contraste com ⌥⌃ da Eq. (3.2.16b) e ⌥{⌃} da Eq. (3.2.44b). Assim,
será considerado que µ✏ � ⌅

2
b
, garantido que n tenha uma parte real não nula. Decompondo agora

o índice de refração da Eq. (3.2.59a) nas suas partes real e imaginária, tem-se

n = ↵
0
+ + i

�
⌅b + ↵

0
�
�
, (3.2.60)

onde

↵
0
± =

sr
⌥

2
b
+
⇣
µ�

2!

⌘2

± ⌥b. (3.2.61)

Nesse caso, obtém-se um índice de refração complexo que contém contribuições da condutividade
exótica, sendo ainda compatível com um meio condutor. A parte imaginária relaciona-se com
o coeficiente de absorção para a onda eletromagnética, a qual passa por atenuação enquanto se
propaga. Portanto, uma onda eletromagnética não pode se propagar através de um meio com
índice de refração da Eq. (3.2.60), uma vez que a absorção diminui sua intensidade. Então quando
considerado um meio dieétrico condutor, (✏, �, �B), a condutividade magnética modifica as partes
real e imaginária do índice de refração. Isso origina uma alteração no coeficiente de absorção8 que,
neste caso, é dado por ↵̃ = µb cos ✓ + 2!↵0

�, com ↵
0
� dado na Eq. (3.2.61).

Observe ainda que para os casos diagonais (isotrópico e anisotrópico) da condutividade mag-
nética, havia dois índices de refração distintos com partes reais positivas, vide as Eqs. (3.2.19)
e (3.2.44). Assim, a ocorrência de apenas um índice de refração na Eq. (3.2.59) é inesperada no
contexto de um modelo com violação de paridade. Contrariamente aos casos anteriores analisados,
a condutividade magnética dada pela Eq. (3.2.55) não implica em birrefringência. Esses resultados
sugerem que a condutividade magnética antissimétrica leva a uma permissividade elétrica efetiva

8Definido por ↵̃ = 2!Im[n] [7].
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✏̄ij de uma forma que permite apenas um índice de refração com parte real positiva.
Uma transformação de paridade em três dimensões implica em cos ✓ 7! cos(⇡ � ✓) = � cos ✓.

Como a parte real do índice de refração, Re[n], na Eq. (3.2.59) contém apenas o quadrado de
cos ✓, então Re[n] é invariante sob transformações de paridade. Entretanto, observa-se que a parte
imaginária de n exibe propriedades não-invariante sob paridade.

É relevante mencionar que o caso exótico descrito pela condutividade antissimétrica (3.2.55)
foi proposto aqui como forma de viabilizar a análise das propriedades de propagação de ondas ele-
tromangéticas em meios dotados com tal condutividade, pelo menos de um ponto de vista efetivo.
Entretanto, a Ref. [127] faz uma investigação sobre as correntes geradas por uma condutividade
magnética em cristais de TaAs. Dessa forma, a Ref. [127] descreve a realização de uma condutivi-
dade magnética de forma muito similar9 à estrutura proposta na Eq. (3.2.55).

3.2.3.1 Dielétrico não-condutor e modos de propagação

Para um meio dielétrico não-ôhmico e dotado de condutividade magnética (✏ 6= 0, � = 0,
�
B 6= 0), a Eq. (3.2.60) simplifica-se em

n =
p

2⌥b + i⌅b, ⌅b =
µb

2!
cos ✓, (3.2.62)

a qual descreve o comportamento de um meio condutor. Assim, a condutividade magnética off-
diagonal dada na Eq. (3.2.55) origina propriedades de condutor para um material mesmo quando
o meio é um substrato dielétrico puro (✏ 6= 0, � = 0). A seguir, os modos de propagação são
discutidos.

Para se analisar fenomenologicamente o comportamento dos modos de propagação relativos a
esse cenário, pode-se escolher um sistema de coordenadas convenientemente a fim de se simplificar
a análise. Uma vez que n e b definem um plano, configura-se o eixo z apontando ao longo da
direção de n, de tal forma que

n = (0, 0, n) , b = b (0, sin ✓, cos ✓) ⌘ (0, b2, b3) . (3.2.63)

Essa escolha de coordenadas conduz a uma expressão muito simples para matriz dada na Eq. (3.2.57),
ou seja,

[Mij] =

0

B@
n
2 � µ✏� n

iµ
!
b3 0 0

0 n
2 � µ✏� n

iµ
!
b3 0

0 n
iµ
!
b2 �µ✏

1

CA , (3.2.64)

9O trabalho da Ref. [127] foi desenvolvido independentemente do trabalho de pesquisa desta tese. A Ref. [127]
foi colocada na rede (arXiv) apenas alguns dias depois do artigo relacionado a este capítulo. Além disso, outros
aspectos e linha de pesquisa são adotados em [127].
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a partir da qual, det[Mij] = 0 fornece imediatamente a equação de dispersão

✓
n
2 � µ✏� n

iµ

!
b3

◆2

= 0, (3.2.65)

com nb3 = n · b. Note que a Eq. (3.2.65) corresponde exatamente ao resultado da Eq. (3.2.58)
com � = 0. A solução da Eq. (3.2.65) para n é dada pela Eq. (3.2.62).

Lembrando agora que
p
2⌥b =

p
µ✏� ⌅

2
b
, pode-se então obter dois cenários distintos de acordo

com o sinal global dentro da raíz quadrada: i) quando µ✏ � ⌅
2
b
, o índice de refração é puramente

imaginário com parte imaginária positiva, a qual leva a um coeficiente de absorção responsável
pela atenuação durante a propagação; ii), quando µ✏ > ⌅

2
b
, o índice de refração possui parte real

positiva, que pode ser associada com os modos de propagação. Implementado a Eq. (3.2.65) na
Eq. (3.2.64), a condição MijE

j = 0 fornece

E
3 = n

ib2
✏!

E
2
, (3.2.66)

deixando a componente E
1 completamente arbitrária. Note que E

i (i = 1, 2, 3) corresponde a uma
componente do vetor campo elétrico. Utilizando-se dessa liberdade para E

1, pode-se determinar
dois vetores ortogonais que satisfazem a Eq. (3.2.66). Assim, tem-se10

E± =
1p

2(1 +Q2)

0

B@
±
p
1 +Q2

�1

�iQe
i↵

1

CA , Q =
b2N

✏!
. (3.2.67)

Aqui o índice de refração foi reescrito na forma

n = Ne
i↵
, N =

p
n⇤n =

p
µ✏ , (3.2.68a)

tan↵ =
⌅bp

µ✏� (⌅b)2
. (3.2.68b)

Assim, foi possível obter dois modos ortogonais nos quais a propagação é associada com o mesmo
índice de refração. Embora esse resultado seja inesperado (em relação aos casos analisados nas
secções anteriores), o mesmo é análogo ao caso de um dielétrico isotrópico com condutividade
magnética nula, onde duas polarizações lineares são relacionadas com o mesmo índice de refração.

3.2.4 Caso simétrico

Para se investigar mais configurações onde o tensor de condutividade magnética apresenta
elementos off-diagonal, implementa-se a seguinte parametrização simétrica

�
B

ij
=

1

2
(aicj + ajci) , (3.2.69)

10Vide Apêndice C.
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em termos dos vetores ortogonais a e c, ou seja, a · c = 0. Note ainda que essa parametrização
produz um tensor com traço nulo, �B

ii
= 0. Utilizando a Eq. (3.2.69), a permissividade elétrica

efetica efetiva da Eq. (3.2.9) resulta em

✏̄ij =
⇣
✏+ i

�

!

⌘
�ij +

i

2!
(aicn + anci) ✏nbjnb. (3.2.70)

Inserindo agora a Eq. (3.2.70) em Mij da Eq. (3.2.8), obtém-se

[Mij] =

0

B@
n
2
2 + n

2
3 � µ✏ �n1n2 �n1n3

�n1n2 n
2
1 + n

2
3 � µ✏ �n2n3

�n1n3 �n2n3 n
2
1 + n

2
2 � µ✏

1

CA

� i
µ

2!

0

BBBBBBBBBB@

2� + ✏11 n1(a1c3 + a3c1) �n1(a1c2 + a2c1)

�2n3a1c1 +2n2a1c1

�n2(a2c3 + a3c2) 2� + ✏22 n2(a2c1 + a1c2)

+2n3a2c2 �2n1a2c2

n3(a3c2 + a2c3) �n3(a3c1 + a1c3) 2� + ✏33

�2n2a3c3 +2n1a3c3

1

CCCCCCCCCCA

, (3.2.71a)

onde

✏11 = (a1c2 + a2c1)n3 � (a1c3 + a3c1)n2 , (3.2.71b)

✏22 = (a2c3 + a3c2)n1 � (a1c2 + a2c1)n3 , (3.2.71c)

✏33 = (a3c1 + a1c3)n2 � (a3c2 + a2c3)n1 . (3.2.71d)

Calculando-se det[Mij] = 0, obtém-se
h
n
2 � µ

⇣
✏+ i

�

!

⌘
+ i

µ

2!
n · (a⇥ c)

i
⇥
h
n
2 � µ

⇣
✏+ i

�

!

⌘
� i

µ

2!
n · (a⇥ c)

i
= 0. (3.2.72)

Comparado ao caso antissimétrico da Eq. (3.2.55), onde ocorria apenas um índice de refração, a
configuração dada na Eq. (3.2.69) gera dois índices de refração. Utilizando agora n · (a ⇥ c) =

n|a||c| cos', a Eq. (3.2.72) resulta em

n± = ↵
00
+ + i

�
↵
00
� ± ⌅a,c

�
, (3.2.73a)

⌅a,c =
µ

4!
|a||c| cos', (3.2.73b)

↵
00
± =

sr
⌥ 2
a,c

+
⇣
µ�

2!

⌘2

± ⌥a,c, (3.2.73c)

2⌥a,c = µ✏� ⌅
2
a,c
, (3.2.73d)
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com a presença de novos termos imaginários oriundos da condutividade exótica. Observe que a
estrutura do termo contendo a dependência do índice de refração com o ângulo entre k e o trivetor
(a⇥c), ou seja, o termo n·(a⇥c), é análoga ao que ocorre no caso antissimétrico, onde se tem n·b.
Além disso, existe também um sinal negativo entre as contribuições na Eq. (3.2.73d). Assim, para
se ter índice de refração com parte real positiva quando � = 0, considera-se µ✏ � ⌅

2
a,c

. Como os
modos se diferenciam apenas nas suas partes imaginárias, então birrefringência não ocorre. Nesse
caso, apenas a atenuação se diferencia para cada modo.

3.2.4.1 Dielétrico não-condutor e modos de propagação

No caso de um meio dielétrico não ôhmico, � = 0, a Eq. (3.2.73) simplifica-se em

n± =
p

2⌥a,c ± i
µ

4!
|a||c| cos', (3.2.74)

na qual se observa comportamento exótico de absorção para o meio não-condutor (� = 0), com
o coeficiente de atenuação sendo 2↵̃ = µ|a ⇥ c| cos'. Nesse caso, a modificação é proporcional a
|a⇥ c| = |a||c|, indicando que tal efeito está associado aos elementos off-diagonal de �B

ij
em vez do

seu traço.
Note ainda que os cenários simétrico e antissimétrico compõem os cenários exóticos, ou seja,

a condutividade magnética �B contém elementos off-diagonais. Nesses dois casos, comportamento
condutor pode ser atribuído a um meio dielétrico puro.

Para se determinar os modos de propagação, escolhe-se um sistema de coordenadas onde a =

(0, a, 0) e c = (0, 0, c). Dessa forma, Mij da Eq. (3.2.71a) pode ser reescrito na forma

Mij = A�ij � ninj + C (✏klj�i2�k3nl + ✏klj�i3�k2nl) , (3.2.75a)

com

A = n
2 � µ✏, C = �i

µ

2!
ac. (3.2.75b)

Assim, a forma explícita da matriz na Eq. (3.2.71a) simplifica-se em

[Mij] =

0

B@
A� n

2
1 �n1n2 �n1n3

�n1n2 A� n
2
2 �n2n3

�n1n3 �n2n3 A� n
2
3

1

CA+ C

0

B@
0 0 0

�n2 n1 0

n3 0 �n1

1

CA , (3.2.76)

produzindo a seguinte equação de dispersão

�
A

2 � C
2
n
2
1

� �
A� n

2
�
= 0. (3.2.77)
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Uma vez que A� n
2 = �µ✏, as relações de dispersão serão dadas por

A = ±Cn1. (3.2.78)

Implementando-se a solução com sinal positivo, A = Cn1, na Eq. (3.2.76), obtém-se

E
y

+ =
n2

n1
E

x

+, E
z

+ =

✓
Cn1 � n

2
1 � n

2
2

n1n3

◆
E

x

+. (3.2.79)

Consequentemente, o campo elétrico para o modo de propagação (+) é dado por11

E+ = E
(0)
+

�
n1n3, n2n3, Cn1 � n

2
1 � n

2
2

�
, (3.2.80)

onde E
(0)
+ é uma amplitude apropriadamente escolhida. Utilizando agora A = �Cn1, dado na

Eq. (3.2.78), na Eq. (3.2.76), tem-se

E
x

� =
n1

n3
E

z

�, E
y

� = �Cn1 + n
2
1 + n

2
3

n2n3
E

z

�. (3.2.81)

Portanto, o campo elétrico associado é dado por

E� = E
(0)
�

�
n1n2,�(Cn1 + n

2
1 + n

2
3), n2n3

�
, (3.2.82)

com outra amplitude E
(0)
� .

3.3 Consistência das equações de Maxwell

Nessa seção, estende-se a densidade de corrente J na Eq. (2.2.8a) de forma a incluir contribui-
ções de fontes externas Je, ou seja, J = Je + � · E + �

B ·B. Nas seções anteriores, a propagação
eletromagnética foi discutida considerando-se cenários distintos para a condutividade magnética e
na ausência de fontes externas, Je = 0. Uma questão que pode surgir quando se considera Je 6= 0 é
identificar a correspondente densidade de carga ⇢ que mantém o formalismo consistente, isto é, que
para uma escolha arbitrária de correntes, a conservação de carga, @t⇢+r · J = 0 seja preservada.

Utilizando o espaço de momentos com as convencções r 7! ik e @t 7! �i!, efetua-se o produto
escalar entre k e a lei de Ampére, fornecendo

i!k ·D� k · J = 0, (3.3.1)

que juntamente com a lei de Gauss ik ·D = ⇢ leva à identificação

⇢ = k · J/!, (3.3.2)

11Vide Apêndice D.
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com ! 6= 0. Note que a Eq. (3.3.2) é exatamente a equação de continuidade no espaço de momentos.
Dessa forma, pode-se identificar explicitamente a densidade de carga em cada cenário onde se
parametrizou a condutividade magnética. Considerando � = 0, as expressões para a densidade de
carga de cada caso são apresentadas12 a seguir.

Para o caso isotrópico da seção 3.2.1 com J = Je+⌃B, a densidade de carga correspondente é

⇢ = k · (Je +⌃B) = ⇢e, (3.3.3)

uma vez que k ·B = 0 e se definiu ⇢e = k · Je/!.
Para o cenário antissimétrico da seção 3.2.3 com J = Je + b⇥B, tem-se a seguinte densidade

de carga

⇢ = ⇢e + µ✏b · E+
iµ

!
b · Je, (3.3.4)

onde se utilizou algumas equações de Maxwell para se derivar a expressão acima.
No caso simétrico da seção 3.2.4 onde a densidade de corrente é dada por

J = Je +
1

2
[a (c ·B) + c (a ·B)] ,

= Je + a⇥ (c⇥B)� 1

2
(a⇥ c)⇥B, (3.3.5)

a correspondente densidade de carga é escrita como

⇢ = ⇢e �
µ✏

2
(a⇥ c) · E+

1

!
k · [a⇥ (c⇥B)]� iµ

2!
(a⇥ c) · Je. (3.3.6)

3.4 Reflexão e skin depth effect

A presença da condutividade magnética, como um parâmetro material efetivo do meio, é capaz
de modificar os índices de refração do meio, levando a birrefringência e comportamento condutor.
Conforme foi visto, os casos exóticos são particularmente interessantes, pois permitem o surgimento
de uma parte imaginária não-nula nas expressões dos índices de refração. Dessa forma, outros
efeitos relacionados à propagação das ondas eletromagnéticas, como comprimento de penetraçõ e
reflexão em interfaces, também podem ser avaliados. A seguir, esses dois fenômenos são discutidos
para os casos off-diagonal já citados.

3.4.1 Skin depth effect

Quando uma onda eletromagnética incide sobre a superfície de um condutor, uma parte de sua
amplitude penetra parcialmente o material, enquanto outra parte será refletida. O comprimento
de penetração característico dentro do medio condutor define o conhecido efeito de penetração

12Vide Apêndice E.
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(skin depth effect), dado por

�̄ =
1

!Im[n]
, (3.4.1)

onde Im[n] é a parte imaginária do índice de refração. Em casos simples usuais, o comprimento
de penetração é dado por [7],

�̄(!) =

r
2

µ!�
. (3.4.2)

para bons condutores ôhmicos. Note que, neste caso, o comprimento diminui com a frequência.
Para os cenários da condutividade magnética com parametrizações simétrica (S) e antissimétrica

(AS), os respectivos índices de refração (com � = 0) são dados pelas Eqs. (3.2.74) e (3.2.62). Dessa
forma, os comprimentos de penetração associados a esses casos serão

�̄AS =
2

µb cos ✓
, (3.4.3a)

�̄S =
4

µ |a⇥ c| cos' . (3.4.3b)

Portanto, tais efeitos skin depths não exibem dependência com a frequência, o que implica num
mesmo comprimento de penetração para todas as frequências. Comparando as Eqs. (3.4.3a) e
(3.4.2), observamos que o caráter não-dispersivo da Eq. (3.4.3a) não é usual para condutores.

3.4.2 Reflexão

Quando uma onda eletromagnética incide na interface entre dois meios (do meio 1 para o meio
2, por exemplo), parte de sua energia pode ser refletida de volta ao meio 1, e parte de sua energia
também pode ser transmitida para o meio 2. Na literatura [1,7], as conhecidas equações de Fresnel
estabelecem relações para se calcular os coeficientes de reflexão e transmissão, que dependem do
ângulo de incidência e dos índices de refração dos meios. Para incidência normal, sabe-se que

R =

����
µ1n

0
2 � µ2n1 + iµ1n

00
2

µ1n
0
2 + µ2n1 + iµ1n

00
2

����
2

, (3.4.4)

onde n
0
1(2) e n

00
1(2) são as partes reais e imaginárias dos índices de refração dos meios 1 e 2, respec-

tivamente. As quantidades ✏1(2) e µ1(2) representam as permissividades elétrica e permeabilidades
magnéticas dos meios 1 e 2.

Considere um sistema formado por um dielétrico ordinário caracterizado pelo índice de refração
n1 =

p
µ1✏1 e um meio com índice de refração complexo n2 = n

0
2 + in00

2, descrito pelos parâmetros
constitutivos µ2, ✏2 e a condutividade ôhmica �. Para uma onda que se propaga de um dielétrico
e incide sobre a supefície do meio condutor, o coeficiente de reflexão para incidência normal (e
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considerando n1 ⌧ n
0
2) é dado por

R ⇡ 1� 4

✓
µ2

µ1

◆
n1n

0
2

n
02
2 + n

002
2

. (3.4.5)

Nos cenários convencionais da eletrodinâmica, para um bom condutor (�/(!µ2) � 1), tem-se
n
0
2 = n

00
2 =

p
µ2�/(2!). Então o coeficiente de reflexão, para esse caso, da Eq. (3.4.5) fornece

R ⇡ 1� 2

r
2
µ2✏1!

µ1�
. (3.4.6)

Considerando µ1 = µ2, obtém-se então a conhecida fórmula de Hagen-Rubens

R ⇡ 1� 2

r
2
✏1!

�
. (3.4.7)

Pode-se agora derivar uma versão da Eq. (3.4.7) considerando um meio dielétrico (com � = 0) e
dotado de condutividade magnética �B

ij
.

No cenário de uma condutividade mangnética antissimétrica, o índice de refração é modificado
de acordo com a Eq. (3.2.62), a partir da qual se tem

n
0
2 =

r
µ2✏2 �

⇣
µ2

2!
b cos ✓

⌘2

, n
00
2 =

µ2

2!
b cos ✓. (3.4.8)

Implementando a Eq. (3.4.8) na Eq. (3.4.5), obtém-se

RAS ⇡ 1� 4

r
µ2✏1

µ1✏2

s

1� µ2

✏2

✓
b cos ✓

2!

◆2

, (3.4.9)

para n
0
2 real. Este resultado é o análogo da fórmula de Hagen-Rubens para reflexão na superfície

de um meio dotado com condutividade magnética no caso antissimétrico. Note que tal resultado
é muito diferente do coeficiente de reflexão na interface entre dois dielétricos ordinários,

R ⇡ 1� 4

r
µ2✏1

µ1✏2
, (3.4.10)

uma vez que a condutividade magnética introduz um termo dependente da frequência na expressão
para R.

No cenário de condutividade magnética com parametrização simétrica, com índice de refração
dado na Eq. (3.2.74), o coeficiente de reflexão será dado por

RS ⇡ 1� 4

r
µ2✏1

µ1✏2

s

1� µ2

✏2

✓
|a||c| cos'

4!

◆2

. (3.4.11)
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Neste capítulo, será discutida a propagação de ondas eletromagnéticas em meios materiais des-
critos por relações constitutivas lineares estendidas. Inicialmente, abordaremos o caso bi-isotrópico,
em que os parâmetros magnetoelétricos são números. Depois disso, dois cenários para meios bi-
anisotrópicos são considerados: simétrico e antissimétrico. Esses últimos se referem à parametri-
zação escolhida para se escrever as relações estendidas. Aspectos relacionados à birrefringência
e absorção também serão comentados. Além disso, discutiremos como a conservação de energia,
descrita através do teorema de Poynting, estabelece restrições sobre os parâmetros constitutivos
do meio. Os tópicos deste capítulo geraram um artigo publicado no Physical Review A [49]:
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• P.D.S. Silva, M.M. Ferreira Jr., and R. Casana, Symmetric and antisymmetric constitutive
tensors for bi-isotropic and bi-anisotropic media, Phys. Rev. A 106, 042205 (2022).

4.1 Relações constitutivas estendidas

Na Seção 2.1, aspectos gerais sobre as relações constitutivas de um meio foram discutidos, in-
cluindo a classificação dos meios quanto ao tipo de relação constitutiva válida, com alguns exemplos
mencionados.

Relações constitutivas estendidas introduzem respostas (do meio ao campo aplicado) elétrica e
magnética adicionais, escritas como funções do tipo1

D = D(E,B) e H = H(E,B). Restringindo-
se à eletrodinâmica linear, as relações estendidas podem ser escritas pela Eq. (2.1.6), isto é,

D
i = ✏ijE

j + ↵ijB
j
, (4.1.1a)

H
i = µ

�1
ij
B

j + �ijE
j
, (4.1.1b)

sendo ✏ij e µij os tensores de permissividade elétrica e permeabilidade magnética, enquanto os
tensores ↵ij e �ij capturam as respostas magnetoelétricas do meio, ou seja, ↵ij mede a resposta
elétrica devido ao campo magnético aplicado, �ij descreve a resposta magnética ao campo elétrico
aplicado. O cenário mais simples da (4.1.1) é dado por

 
D

H

!
=

 
✏1 ↵1
�1 ⇣1

! 
E

B

!
, (4.1.2)

em que ✏, µ, ↵ e � são parâmetros, e descreve os meios bi-isotrópicos (materiais homogêneos,
isotrópicos e lineares [50, 51]). As relações bi-isotrópicas (4.1.2) foram muito investigadas na li-
teratura [52, 55–60], sendo também importantes, por exemplo, na abordagem de propriedades de
isolantes topológicos [61–68], na eletrodinâmica de axions [69–71], e na construção de isoladores óp-
ticos (a partir de materiais quirais) [72]. No cenário bi-anisotrópico, as relações (4.1.1) encontram
aplicação em sistemas diversos, a exemplo de gás de elétrons relativísticos [73], meios regidos por
parâmetros magnetoelétricos dependentes do tempo [74], semimetais de Weyl [75, 76], materiais
magnetizados [77,78], e relações de dispersão anisotrópicas [79–81].

Os tensores constitutivos (4.1.1) podem depender também da magnitude dos campos eletro-
magnéticos aplicados, dentro de uma abordagem para se descrever birrefringência na eletrodinâ-
mica não-linear [99]. Por exemplo, tensores constitutivos do tipo2

✏̂ = ✏̂(E,B) e µ̂ = µ̂(E,B),
sendo (E,B) as magnitudes dos campos elétrico e magnético, permitem descrever os efeitos Kerr e
Cotton-Moutton em algumas configurações particulares [100].

Outra possibilidade de cenários estendidos surge no contexto da eletrodinâmica modificada por
1Na representação (D,H) em termos de (E,B).
2Aqui, a notação “chapéu” indica uma matriz, ou seja, ✏̂ = [✏ij ].

65

https://doi.org/10.1103/PhysRevA.106.042205


CAPÍTULO 4. MEIOS BI-ANISOTRÓPICOS COM RELAÇÕES SIMÉTRICA E
ANTISSIMÉTRICA

violação da simetria de Lorentz (VL) [35–38], na qual as relações constitutivas são descritas por

 
D

H

!
=

0

B@
✏1 + DE DB

HE µ
�11 + HB

1

CA

 
E

B

!
, (4.1.3)

onde DE, DB, HE e HB são matrizes adimensionais de ordem 3⇥ 3. Essas generalizações con-
duzem a uma eletrodinâmica não usual na qual os parâmetros magnetoelétricos, oriundos da VL,
podem gerar efeitos interessantes potencialmente relacionados à fenomenologia de novos materiais.

Com base nesse vasto cenário, o presente capítulo irá estudar o caso em que a permissividade
elétrica e permeabilidade magnética são dadas por ✏ij = ✏�ij, µ�1

ij
= µ

�1
�ij, enquanto os tensores

magnetoelétricos são descritos por parametrizações simétrica e antissimétrica, que serão discutidos
nas seções (4.3.1), (4.3.2) e (4.3.3). Na seção a seguir, abordaremos a conservação de energia e
suas consequências para os tensores constitutivos.

4.2 Relações para conservação de energia

A conservação de energia eletromagnética é estabelecida pelo teorema de Poynting3 [1]

r · S = � i!

2
(E ·D⇤ �H

⇤ ·B)� (J⇤ · E)
2

, (4.2.1)

no qual o vetor de Poynting é dado por

S =
1

2
(E⇥H

⇤). (4.2.2)

A parte real da Eq. (4.2.1) fornece a conservação de energia para o sistema. Na ausência de fontes
(J = 0) e fluxo de densidade energia (r · S = 0), a lei de conservação de energia simplifica-se em

Re [i! (E ·D⇤ �H
⇤ ·B)] = 0. (4.2.3)

Dependendo da forma das relações constitutivas, é possível obter diferentes expressões restritivas
para os parâmetros constitutivos do meio a partir da Eq. (4.2.3). Considere as relações constitu-
tivas de um meio bi-anisotrópico,

D
i(!) = ✏ij(!)E

j(!) + ↵ij(!)B
j(!), (4.2.4a)

H
i(!) = µ

�1
ij
(!)Bj(!) + �ij(!)E

j(!). (4.2.4b)

3Vide o Apêndice F.
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Substituindo (4.2.4) na Eq. (4.2.3) e utilizando a propriedade Re[z] = 1
2 (z + z

⇤), sendo z um
complexo, obtemos4

⇥
E

i
�
✏
⇤
ij
E

⇤j + ↵
⇤
ij
B

⇤j��
�
⇣
⇤
ij
B

⇤j + �
⇤j
ij
E

⇤j�
B

i � E
⇤i �
✏ijE

j + ↵ijB
j
�
+
�
⇣ijB

j + �ijE
j
�
B

⇤i⇤ = 0,

(4.2.5)

com ⇣ij = µ
�1
ij

. Renomeando os índices i $ j nos terceiro, quinto e sétimo termos, tem-se

�
✏
⇤
ij
� ✏ji

�
E

i
E

⇤j �
�
⇣
⇤
ij
� ⇣ji

�
B

i
B

⇤j + ↵
⇤
ij
E

i
B

⇤j � �
⇤
ij
E

⇤j
B

i � ↵ijE
⇤i
B

j + �ijE
j
B

⇤i = 0, (4.2.6)

que pode ser simplificada utilizando-se novamente i $ j nos terceiro, quarto, quinto e sexto termos,
resultando em

�
✏
⇤
ij
� ✏ji

�
E

i
E

⇤j �
�
⇣
⇤
ij
� ⇣ji

�
B

i
B

⇤j +
�
↵
⇤
ij
+ �ji

�
E

i
B

⇤j �
�
�
⇤
ij
+ ↵ji

�
E

⇤j
B

i = 0. (4.2.7)

Essa equação estabelece a relação geral para a conservação de energia, envolvendo todos os tensores
constitutivos com os campos elétrico e magnético. Uma forma simples de garantir a conservação
de energia é fazer todos os “coeficientes” (contraídos com os campos) iguais a zero, ou seja,

✏
⇤
ij
� ✏ji = 0 ! ✏ij = ✏

T⇤
ij
, (4.2.8)

⇣
⇤
ij
� ⇣ji = 0 ! ⇣ij = ⇣

T⇤
ij
, (4.2.9)

↵
⇤
ij
+ �ji = 0 ! ↵ij = ��T⇤

ij
. (4.2.10)

Na forma matricial, essas relações são escritas como

✏̂ = ✏̂
†
, ⇣̂ = ⇣̂

†
, ↵̂ = ��̂†

. (4.2.11)

Uma vez que as condições (4.2.11) são satisfeitas, a conservação de energia no sistema eletro-
magnético é assegurada. Tal condição será considerada nas seções seguintes.

4.3 Propagação de ondas eletromagnéticas em cenários bi-
isotrópicos e bi-anisotrópicos

Utilizando o ansatz de ondas planas, (E,B) / exp [i(k · r� !t)], as equações de Maxwell são
escritas como (para ⇢ = 0)

k ·D(r,!) = 0 , k⇥H(r,!) + !D(r,!) = �iJ(r,!), (4.3.1a)

k ·B(r,!) = 0 , !B(r,!) = k⇥ E(r,!) . (4.3.1b)

4Note que omitimos aqui a dependência na frequência ! para termos uma notação mais “limpa”.
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Considere um meio homogêneo cujas relações constitutivas são dadas por (4.1.1). Implemen-
tando agora

✏ij = ✏�ij, ⇣ij = µ
�1
�ij, J

i = �E
i
, (4.3.2)

as equações de Maxwell permitem escrever – seguindo o procedimento discutido na Sec. 2.3:

MijE
j = 0, Mij =

⇥
n
2
�ij � ninj � µ✏̄ij

⇤
, (4.3.3)

em que o tensor de permissividade elétrica estendido é dado por

✏̄ij = ✏̃�ij � (↵il✏lmj + �lj✏iml)nm, (4.3.4)

com ✏̃ = ✏+ i�/!.
A seguir, examinaremos os efeitos de propagação de ondas eletromagnéticas em três cenários

distintos, que consideram diferentes parametrizações para os tensores magnetoelétricos ↵ij e �ij.

4.3.1 Caso bi-isotrópico

Iniciamos considerando o caso de parâmetros ↵ij e �ij simétricos e isotrópicos, onde os coefici-
entes das quantidades ↵̂ e �̂ são dadas por

↵ij = ↵�ij, �ij = ��ij, (4.3.5)

com ↵, � 2 C. Aplicando a condição ↵ij = ��†
ij

na parametrização (4.3.5), tem-se

�
⇤ = �↵. (4.3.6)

Nesse caso, as relações constitutivas assumem a forma típica bi-isotrópica (4.1.2),

D = ✏E+ ↵B, H =
1

µ
B+ �E, (4.3.7)

intensamente investigadas na literatura em vários cenários [52,55–60].
Inserindo (4.3.5) na Eq. (4.3.4), obtém-se

✏̄ij = ✏̃�ij + (↵ + �)✏ijknk, (4.3.8)

enquanto o tensor Mij tem a forma seguinte:

[Mij] =

0

B@
n
2
2 + n

2
3 � µ✏� iµ�/! �n1n2 � µ(↵ + �)n3 �n1n3 + µ(↵ + �)n2

�n1n2 + µ(↵ + �)n3 n
2
1 + n

2
3 � µ✏� iµ�/! �n2n3 � µ(↵ + �)n1

�n1n3 � µ(↵ + �)n2 �n2n3 + µ(↵ + �)n1 n
2
1 + n

2
2 � µ✏� iµ�/!

1

CA . (4.3.9)
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Calculando det[Mij] = 0, obtém-se

n
4 � n

2
⇥
2µ✏̃� µ

2(↵ + �)2
⇤
+ µ

2
✏̃
2 = 0, (4.3.10)

a qual fornece os seguintes índices de refração

n
2
± = µ✏̃� 2Z ± iµ(↵ + �)

p
µ✏̃� Z, (4.3.11a)

Z =
µ
2(↵ + �)2

4
, (4.3.11b)

que se simplificam em

n± =
p

µ✏̃� Z ± i
p
Z. (4.3.12)

Os índices de refração podem também ser obtidos através da diagonalização do tensor de
permissividade elétrica efetiva e, então, faz-se cada autovalor igual a n

2
/µ. Os autovalores ✏a(a =

1, 2, 3) satisfazem ✏̄ije
j

a
= ✏ae

i

a
, onde ea representa o autovetor associado a ✏a. Diagonalizando-se a

matriz ✏̄ da Eq. (4.3.9), encontramos os autovalores

✏1 = ✏+ i
�

!
, (4.3.13a)

✏2,4 ⌘ ✏± = ✏+ i
�

!
± i(↵ + �)n, (4.3.13b)

associados aos seguintes autovetores,

e1 =
n

n
, (4.3.14a)

e2(3) =
1

n

p
2(n2

1 + n
2
3)

0

B@
n3n± in1n2

⌥i(n2
1 + n

2
3)

±in2n3 � n1n

1

CA . (4.3.14b)

Os autovalores (4.3.13a) e (4.3.13b) são relacionados com os seguintes índices de refração

n
2 = µ

⇣
✏+ i

�

!

⌘
, (4.3.15)

n
2
± = µ

⇣
✏+ i

�

!

⌘
± iµ(↵ + �)n. (4.3.16)

Nota-se que a Eq. (4.3.15) representa o índice refrativo de um meio isotrópico condutor. Por outro
lado, a Eq. (4.3.16) recupera o resultado (4.3.12), o que significa que somente os autovalores ✏2
e ✏3 podem ser associados com os índices de refração n+ e n� do meio, respectivamente. Essa
abordagem de determinação dos índices de refração via a relação n

2 = µ✏a(n), onde ✏a representa
os autovalores da permissividade ✏̄ij, funciona somente quando o campo elétrico é perpendicular
à direção de propagação. Tal condição é garantida aqui pela lei de Gauss, k · D = 0, na qual o
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deslocamento elétrico, dado por

D = ✏E+
↵

!
k⇥ E, (4.3.17)

leva a k · E = 0. Assim, para um vetor geral n = k/!, o campo elétrico associado, Ea, satisfaz
n · Ea = 0. Dessa forma, a Eq. (4.3.3) simplifica-se em

⇥
n
2
�ij � µ✏̄ij

⇤
E

j = 0, (4.3.18)

ou n
2
�ij = µ✏̄ij, gerando uma correspondência direta entre n

2 e os autovalores de ✏̄ij, isto é,
n
2 = µ✏a(n). Essa é razão pela qual os autovetores (ea) representam os campos elétricos, Ea ⇠ ea.

Além disso, observa-se que n · ea = 0 é satisfeita pelos autovetores da Eq. (4.3.14b), indicando a
transversalidade dos modos propagantes, E2 ⇠ e2, E3 ⇠ e3, cujos autovalores (4.3.13b) produzem
os índices de refração n± [veja a Eq. (4.3.12)]. Em contrapartida, observa-se que n · e1 6= 0, o que
significa que o autovalor ✏1 não gera um índice de refração do meio.

4.3.1.1 Modos de propagação

Para se determinar as polarizações dos modos propagantes, pode-se escolher um sistema de
coordenadas no qual a propagação ocorre ao longo do eixo z, ou seja,

n = (0, 0, n). (4.3.19)

Nesse caso, a matriz (4.3.9) é escrita na forma

[Mij] =

0

B@
n
2 � µ✏̃ �µ(↵ + �)n 0

µ(↵ + �)n n
2 � µ✏̃ 0

0 0 �µ✏̃

1

CA . (4.3.20)

A condição MijE
j = 0 fornece as seguintes soluções normalizadas para o campo elétrico:

E± =
1p
2

0

B@
1

±i

0

1

CA , (4.3.21)

em que E+ e E� representam vetores LCP e RCP, respectivamente. A solução (4.3.21) não depende
da natureza (real ou complexa) dos parâmetros constitutivos ↵ e �, sendo válida para todos os
casos que serão discutidos a seguir.
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4.3.1.2 Efeitos ópticos dos parâmetros magnetoelétricos em dielétricos não-condutores

Para um dielétrico não condutor (� 7! 0), os índices de refração (4.3.12) tomam a forma,

n± =

r
µ✏� µ2(↵ + �)2

4
± i

µ(↵ + �)

2
. (4.3.22)

Naturalmente, no limite em que ↵ + � 7! 0, recupera-se o índice de refração usual para um
dielétrico, n± 7! p

µ✏. A Eq. (4.3.22) assume comportamentos distintos quando os parâmetros
magnetoelétricos são reais ou complexos, ou seja, i) ↵, � 2 C e ii) ↵, � 2 R

No primeiro caso i), ↵, � 2 C e podemos escrever:

↵ = ↵
0 + i↵00

, � = �
0 + i�00

, (4.3.23)

em que ↵0 = Re[↵], ↵00 = Im[↵], �0 = Re[�] e �00 = Im[�]. A condição (4.3.6) implica que

↵
0 = ��0

, ↵
00 = �

00
, (4.3.24)

que leva a ↵ + � = 2i↵00. Portanto, os índices (4.3.22) se tornam

n± =
p

µ✏+ µ2↵002 ⌥ µ↵
00
, (4.3.25)

que são reais, positivos e geram birrefringência. Uma vez que os modos de polarização são LCP e
RCP [vide (4.3.21)], o efeito da birrefringência pode ser avaliado em termos do poder de rotação
(2.3.26) que, para os índices da Eq. (4.3.25), produz

� = µ!↵
00
. (4.3.26)

Tal efeito é uma consequência de (↵+�) = 2i↵00. Portanto, a birrefringência ocorre somente quando
os parâmetros constitutivos possuem uma parte imaginária. No segundo casso ii) ↵, � 2 R, tem-se
� = �↵ e ↵00 = 0. Consequentemente, vale (↵ + �) = 0, e temos apenas n± =

p
µ✏. Logo, não

ocorre birrefringência.

4.3.1.3 Velocidade de fase, velocidade de grupo e vetor de Poynting

Substituindo n = k/! na Eq. (4.3.12), obtém-se

!± =
k

p
µ✏� Z ± i

p
Z
. (4.3.27)

Para avaliarmos as velocidades de grupo e de fase, consideramos a natureza (real ou complexa)
dos parâmetros magnetoelétricos. Assim, temos:
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i) Para ↵, � 2 C, tem-se (↵ + �) = 2i↵00. Logo, Z = �µ
2
↵
002 e

!± =
kp

µ✏+ µ↵002 ⌥ µ↵00
. (4.3.28)

Nesse caso, observamos que !± > 0 para todos os valores de k, garantindo a propagação de
modos físicos. As velocidades de fase e grupo serão iguais

vph(±) =
!±

k
=

1p
µ✏+ µ↵002 ⌥ µ↵00

, vg(±) =

����
@!±

@k

���� =
1p

µ✏+ µ↵002 ⌥ µ↵00
. (4.3.29)

ii) Para ↵, � 2 R, tem-se (↵ + �) = 0. Logo, Z = 0 e

!± =
k

p
µ✏

. (4.3.30)

Consequentemente, as velocidades de grupo e fase são aquelas de um dielétrico homogêneo e
isotrópico, ou seja,

vg(±) =

����
@!±

@k

���� =
1

p
µ✏

, vph(±) =
!±

k
=

1
p
µ✏

. (4.3.31)

Uma vez que vg(±) < 1 em ambos os casos i) e ii), a causalidade clássica é assegurada para a
propagação de ondas eletromagnéticas em todo o domínio de k.

Podemos agora determinar o vetor de Poynting (4.2.2) para o cenário bi-isotrópico. Inicial-
mente, substituímos B = n ⇥ E (obtido da lei de Faraday) na relação constitutiva (4.3.7) para
H,

H =
1

µ
n⇥ E+ �E, (4.3.32)

de modo que (4.2.2) fornece

S =
1

2µ
[E⇥ (n⇥ E

⇤)] +
�
⇤

2
(E⇥ E

⇤), (4.3.33)

S =
1

2µ

⇥
n|E|2 � (n · E)E⇤⇤+ �

⇤

2
(E⇥ E

⇤), (4.3.34)

onde E ⇥ (n ⇥ E
⇤) = n|E|2 � (n · E)E⇤. Na ausência de fontes (⇢ = 0), a lei de Gauss fornece

k · D = 0. Considerando a relação bi-isotrópica D = ✏E + ↵B, temos ✏k · E + ↵k · B = 0, que
implica em

k · E = 0 ! n · E = 0, (4.3.35)
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uma vez que k ·B = 0 e k = !n. Assim, substituindo (4.3.35) na Eq. (4.3.34), obtemos finalmente

S =
1

2µ
n|E|2 + �

⇤

2
(E⇥ E

⇤). (4.3.36)

A parte real do vetor complexo acima5 nos fornece a média temporal do vetor de Poynting [1], ou
seja,

hSi = Re


1

2µ
n|E|2 + �

⇤

2
(E⇥ E

⇤)

�
, (4.3.37)

hSi = 1

2µ
n|E|2 + Re


�
⇤

2
(E⇥ E

⇤)

�
, (4.3.38)

na qual usamos Re[n] = n = nn̂, pois os índices de refração são reais. Utilizando agora a
propriedade Re[z] = (1/2)(z + z

⇤), teremos

hSi = 1

2µ
n|E|2 + 1

4

h
�
⇤(E⇥ E

⇤) + �(E⇤ ⇥ E)
i
, (4.3.39)

hSi = 1

2µ
n|E|2 + 1

4

h
(�⇤ � �)(E⇥ E

⇤)
i
. (4.3.40)

Para simplificar, podemos escrever o campo elétrico como

E = E
0 + iE00

, (4.3.41)

em que E
0 = Re[E] e E

00 = Im[E], sendo E
0 e E

00 reais. Utilizando novamente � = �
0 + i�00, temos

�
⇤ � � = �2i�00, e escrevemos:

hSi = 1

2µ
n|E|2 + 1

4
(�2i�00)

h
(E0 ⇥ E

0)� i(E0 ⇥ E
00) + i(E00 ⇥ E

0) + (E00 ⇥ E
00)
i
, (4.3.42)

hSi = 1

2µ
n|E|2 + 1

2
(�i�00)(�2i)(E0 ⇥ E

00), (4.3.43)

hSi = 1

2µ
n|E|2 � ↵

00(E0 ⇥ E
00), (4.3.44)

onde utilizamos �00 = ↵
00.

Como a lei de Gauss fornece n · E = 0, vale n · E0 = 0 e n · E00 = 0, de modo que E
0 e E

00

estão definidos no mesmo plano ortogonal a n. Portanto, (E0 ⇥ E
00) é paralelo ou antiparalelo a

n. Portanto, no meio bi-isotrópico considerado, o fluxo de energia se propaga na mesma direção
da onda eletromagnética, indepenentemente do parâmetro magnetoelétrico, ↵00, responsável pela

5Segundo o Jackson [1], a convenção adotada é que a média temporal do produto de quantidades complexas é igual
a 1/2 da parte real do produto, ou seja, hAi = (1/2)Re[A], sendo A = C ·F⇤, onde A, C e F são vetores complexos
quaisquer. Um pouco adiante, na p. 265 [1], o Jackson já implementa o fator 1/2 nas quantidades complexas e,
dessa forma, a média temporal das mesmas é obtida apenas tomando-se a parte real delas. Por exemplo, ele define o
vetor de Poynting complexo como S = (1/2)(E⇥H

⇤) em vez de S = E⇥H
⇤, como definido pelo Zangwill p.593 [7]

e o Kong p.48 [50]. Dessa forma, a média temporal do vetor de Poynting, dada por hSi = (1/2)Re[E ⇥ H
⇤] fica

equivalente nas três referências [1, 7, 50].
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birrefringência.

4.3.2 Caso bi-anisotrópico simétrico

Agora exploraremos o cenário onde ↵ij e �ij são tensores simétricos não-diagonais, enquanto a
permissividade elétrica, ✏, e permeabilidade magnética, µ, são constantes. Esses tensores podem
ser parametrizados por meio de um tri-vetor d constante, ou seja,

↵ij = ↵̃didj, �ij = �̃didj, (4.3.45)

de tal forma que as relações constitutivas são escritas como

D = ✏E+ ↵̃d(d ·B), H =
1

µ
B+ �̃d(d · E). (4.3.46)

Os parâmetros ↵ij e �ij na Eq. (4.3.45) representam matrizes 3⇥3 simétricas com traços dados por
↵̃d

2 e �̃d2, respectivamente, contendo elementos off-diagonal que podem gerar anisotropia. Essa
é uma diferença notável em relação à configuração bi-isotrópica (4.3.5), estudada na Sec. 4.3.1.

Por questões de generalidade, supomos ↵ij, �ij 2 C, o que é compatível com d 2 R3 e ↵̃, �̃ 2 C.
Dessa forma, a condição (4.2.11) permite estabelecer

�̃ = �↵̃⇤
, (4.3.47)

o que implica em

↵̃
0 = ��̃0

, ↵̃
00 = �̃

00
, (4.3.48)

sendo ↵̃0 = Re[↵̃], ↵̃00 = Im[↵̃], �̃0 = Re[�̃] e �̃00 = Im[�̃].
Substituindo (4.3.45) no tensor de permissividade elétrica (4.3.4), obtemos (com � = 0)

✏̄ij = ✏�ij �
⇣
�̃✏imnnmdndj + ↵̃✏amjdidanm

⌘
. (4.3.49)

O tensor Mij (4.3.3) é reescrito como

[Mij] = N � µ(T + E), (4.3.50)

com N dado por

N =

0

B@
n
2
2 + n

2
3 � µ✏ �n1n2 �n1n3

�n1n2 n
2
1 + n

2
3 � µ✏ �n2n3

�n1n3 �n2n3 n
2
1 + n

2
2 � µ✏

1

CA , (4.3.51)

enquanto as contribuições dos parâmetros magnetoelétricos estão contabilizadas nas seguintes ma-
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trizes:

T = �(↵̃� �̃)diag (T1, T2, T3) , (4.3.52a)

E =

0

B@
0 ✏12 ✏13

✏21 0 ✏23

✏31 ✏32 0

1

CA , (4.3.52b)

onde

T1 = d1(d2n3 � d3n2), T2 = d2(d3n1 � d1n3), T3 = d3(d1n2 � d2n1), (4.3.52c)

✏12 = ��̃d2(d3n2 � d2n3) + ↵̃d1(d1n3 � d3n1), (4.3.53a)

✏13 = ��̃d3(d3n2 � d2n3) + ↵̃d1(d2n1 � d1n2), (4.3.53b)

✏21 = ��̃d1(d1n3 � d3n1) + ↵̃d2(d3n2 � d2n3), (4.3.53c)

✏23 = ��̃d3(d1n3 � d3n1) + ↵̃d2(d2n1 � d1n2), (4.3.53d)

✏31 = ��̃d1(d2n1 � d1n2) + ↵̃d3(d3n2 � d2n3), (4.3.53e)

✏32 = ��̃d2(d2n1 � d1n2) + ↵̃d3(d1n3 � d3n1). (4.3.53f)

Calculando det[Mij] = 0, obtemos a seguinte relação de dispersão:

✏
�
n
2 � µ✏

�2
+ ↵̃�̃µ

⇥
µ✏d

2 � (n · d)2
⇤
|d⇥ n|2 = 0. (4.3.54)

Utilizando a relação (4.3.47), temos ↵̃�̃ = �|↵̃|2. Implementando n·d = nd cos', a Eq. (4.3.54)
fornece os seguintes índices de refração

n
2
± =

1

s

"
N ± µ|↵̃|d2 sin2

'

r
µ✏+

µ2|↵̃|2d4
4

#
, (4.3.55)

ou

n± =

r
N + µ✏

p
s

2s
±
r

N � µ✏
p
s

2s
, (4.3.56)

na qual

N = µ✏+
µ
2|↵̃|2d4

2
sin2

', s = 1 +
µ

✏
|↵̃|2d4 sin2

' cos2 '. (4.3.57)

O comportamento dos índices de refração (4.3.56) está ilustrado nas Figs. 4.1 e a Fig. 4.2 em
termos de ' 2 [0, ⇡] e |↵̃| 2 [0, 1] (para ilustração). O efeito de anisotropia se manifesta através da
dependência de n± com o ângulo ', definido entre o vetor constitutivo d e a direção de propagação
n. Observamos que o comportamento não-linear de n± acentua-se à medida que o valor de |↵̃|
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aumenta. Notamos ainda que para ângulos ' = {0, ⇡}, n+ assume valores mínimos, enquanto n�

apresenta valores máximos. Por outro lado, para ' = {⇡/2}, n+ expressa valor máximo, e n�

assume valor mínimo. Para ' = {0, ⇡}, percebe-se também que n+ = n�, o que está de acordo
com s = 1 e com a Eq. (4.3.56), que resulta em n± =

p
µ✏ para ' = {0, ⇡}. Tal característica está

ilustrada na Fig. 4.3, na qual notamos que as duas superfícies se encontram somente nas direções
' = {0, ⇡}.

Figura 4.1: Índice de refração n+ da
Eq. (4.3.56). Aqui, utilizamos µ = 1, ✏ = 2 e
d = 1.

Figura 4.2: Índice de refração n� da
Eq. (4.3.56). Aqui, utilizamos µ = 1, ✏ = 2 e
d = 1.

Figura 4.3: Índices de refraçãos n+ (superfície na cor laranja) e n� (na cor verde) da Eq. (4.3.56).
Aqui, utilizamos µ = 1, ✏ = 2 e d = 1.

A seguir, vamos examinar dois casos particulares desse cenário: i) a configuração d-longitudinal
onde d · n = nd; e ii) a configuração d-transversal em que d · n = 0.
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4.3.2.1 Configuração d-longitudinal

Para esse caso, vale ' = 0, N = µ✏ e s = 1, de modo que podemos escrever d = (0, 0, d) e
n · d = nd. Dessa forma, a Eq. (4.3.56) simplifica-se em

n± =
p
µ✏, (4.3.58)

revelando a existência de apenas um único índice de refração, n+ = n�. Consequentemente, não
há birrefringência para essa configuração.

Para obtermos os modos de propagação, escolhemos um sistema de coordenadas onde n =

(0, 0, n). Implementando agora (4.3.58) na Eq. (4.3.54), a condição MijE
j = 0 fornece modos de

propagação genéricos

E =

0

B@
Ex

Ey

0

1

CA , (4.3.59)

que representam campos transversais com polarização não definida (linear, circular ou elíptical). É
interessante observar que somente um índice de refração foi determinado e o mesmo não depende
da direção de propagação, indicando sinal de isotropia no sistema. Isso nos permite interpretar a
direção d como eixo óptico do meio.

4.3.2.2 Configuração d-transversal

Podemos construir o caso d-transversal escrevendo,

d = (d1, d2, 0), n = (0, 0, n), (4.3.60)

que implica em n · d = 0. Assim, teremos s = 1 e N = µ✏ + |↵̃|2µ2
d
4
/2 de forma que (4.3.55) é

lida como

n
2
± = µ✏+

µ
2|↵̃|2d4

2
± |↵̃|d2

r
µ✏+

µ2|↵̃2d4

4
, (4.3.61)

ou

n± =

r
µ✏+

µ2|↵̃|2d4
4

± µ|↵̃|d2

2
. (4.3.62)

Para o cômputo dos modos de propagação, iniciamos implementando (4.3.60) na matriz (4.3.54),
o que fornece

[Mij] =

0

B@
n
2
± � µ✏+⌦n± �µn±(�̃d22 + ↵̃d

2
1) 0

µn±(�̃d21 + ↵̃d
2
2) n

2
± � µ✏�⌦n± 0

0 0 �µ✏

1

CA , (4.3.63)
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em que

⌦ = µ(↵̃� �̃)d1d2 = 2µ↵̃0
d1d2. (4.3.64)

Utilizando agora (4.3.62), reescrevemos a (4.3.61) como

n
2
± = µ✏± µ|↵̃|d2n±. (4.3.65)

Assim, substituindo (4.3.65) na Eq. (4.3.63), a condição MijE
j = 0 resulta em

E± = E0

0

BBB@

1

µ(�̃d21 + ↵̃d
2
2)

⌦ ⌥ µ|↵̃|d2
0

1

CCCA
, (4.3.66)

com E0 sendo uma amplitude apropriadamente escolhida. Para d1 = 0, tem-se

E± = E0

0

BB@

1

⌥ ↵̃

|↵̃|
0

1

CCA =
1p
2

0

BBB@

1

⌥ ↵̃
0 + i↵̃00

|↵̃|
0

1

CCCA
, (4.3.67)

que representa polarizações lineares para ↵0 6= 0, ↵̃00 = 0, ou polarizações circulares para ↵̃0 = 0,
↵
00 6= 0.

A birrefringência é um efeito esperado nessa configuração, uma vez que a Eq. (4.3.62) exibe dois
índices de refração reais e distintos. Os modos (4.3.67) são genéricos, entretanto, não representam
necessariamente vetores RCP ou LCP, de forma que a birrefringência não pode ser sempre descrita
em termos do poder de rotação [vide (2.3.26)]. De fato, para ↵0 6= 0 e ↵00 6= 0, pode-se caracterizar
a birrefringência em termos da diferença de fase �, dada por

� =
2⇡

�0
l(n+ � n�), (4.3.68)

onde �0 é o comprimento de onda (no vácuo) da luz incidente e l é a espessura do meio ou distância
percorrida pela onda. Usando (4.3.62), encontramos a seguinte diferença de fase por unidade de
comprimento:

�

l
=

2⇡

�0
µ|↵̃|d2. (4.3.69)

Para ↵0 = 0 e ↵00 6= 0, os modos da Eq. (4.3.67) simplificam-se em vetores RCP e LCP, situação
em que a birrefringência pode ser avaliada por meio do poder rotação [vide (2.3.26)]. Nesse caso,
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utilizando (4.3.62), obtemos

� = �!µ|↵̃|d
2

2
. (4.3.70)

Como a diferença de fase (4.3.69) e o poder de rotação (4.3.70) dependem do módulo de ↵̃, a
birrefringência ocorre independentemente da natureza dos parâmetros magnetoelétricos (reais ou
complexos). Essa é uma importante distinção em relação ao caso bi-isotrópico da Sec. 4.3.1, no
qual a birrefringência ocorre somente quando a parte imaginária de ↵̃ é não-nula.

4.3.2.3 Configuração d-genérico

Vamos analizar um caso combinado onde o vetor d possui componentes longitudinal e ortogonal
em relação à direção de propagação n, adotada em (4.3.60). Assim, propõe-se

d = (0, d2, d3). (4.3.71)

Os índices de refração (4.3.55) são reescritos na forma

n
2
± =

1

s
(µ✏+ ⇤± sin2

'), (4.3.72)

com s dado por (4.3.57) e ⇤± definido como

⇤± =
µ
2|↵̃|2d4

2
± µ|↵̃|d2

r
µ✏+

µ2|↵̃|2d4
4

. (4.3.73)

A matriz (4.3.54) é dada agora por

[Mij] =

0

B@
n
2
3 � µ✏ �µ�̃d

2
2n3 �µ�̃d2d3n3

+µ↵̃d
2
2n3 n

2
3 � µ✏ 0

+µ↵̃d2d3n3 0 �µ✏

1

CA , (4.3.74)

na qual se utilizou (4.3.71). A Eq. (4.3.72) pode ser lida como

n
2
± = µ✏+

1

⌥±
, (4.3.75)

onde se define

⌥± =
s

µ✏
(1� s) + ⇤± sin2

'. (4.3.76)
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Substituindo (4.3.75) na matriz (4.3.74), o cômputo de MijE
j = 0 fornece

E± = E0

0

B@
1

�µ (↵̃0 + i↵̃00) d22n±⌥±

+(↵̃0 + i↵̃00) d2d3n±/✏

1

CA . (4.3.77)

Diferentemente dos casos particulares d-longitudinal e d-transversal, os modos (4.3.77) são dotados
de uma componente longitudinal, sendo essa uma propriedade dessas soluções gerais para ' 6= 0

ou ' 6= ⇡/2.
A polarização dos modos (4.3.77) é lida a partir do setor transversal da matriz, ou seja, as duas

primeiras componentes. A parte transversal da Eq. (4.3.77) não representa onda LCP nem RCP,
sendo linearmente polarizada (para ↵

0 6= 0, ↵̃00 = 0) ou elipticamente polarizada (para ↵̃
0 = 0,

↵
00 6= 0). Portanto, a birrefringência é avaliada por meio da diferença de fase �. Logo, utilizando

(4.3.56), a Eq. (4.3.68) resulta em

� =
4⇡l

�0

r
N � µ✏

p
s

2s
. (4.3.78)

Na Fig. 4.4, plotamos a Eq. (4.3.78) em termos do ângulo ' e da magnitude do parâmetro mag-
netoelétrico ↵̃, que controlam a anisotropia do sistema.

Figura 4.4: Fator de defasagem (diferença de fase por unidade de comprimento) da Eq. (4.3.78)
em termos de ' e |↵̃|. Aqui, utilizamos µ = 1, ✏ = 2 e d = 1.

Observamos que a birrefringência assume valor máximo para ' = ⇡/2, que corresponde exata-
mente à configuração em que n+ apresenta valor máximo e n� expressa valor mínimo.

4.3.2.4 Velocidade de fase, velocidade de grupo e vetor de Poynting

O cenário bi-anisotrópico simétrico, dado nas Eqs. (4.3.45) e (4.3.46), leva a uma equação
de dispersão anisotrópica, contendo produtos escalar e vetorial entre o vetor d e a direção de
propagação n. Dessa forma, a relação de dispersão se torna dependente das componentes de
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ambos os vetores. De fato, da Eq. (4.3.54) podemos escrever

�
k
2 � µ✏!

2
�2 � µ

✏
|↵̃|2

⇥
µ✏!

2
d
2 � (k · d)2

⇤ ⇥
d
2
k
2 � (d · k)2

⇤
= 0, (4.3.79)

que fornece

!
4 � 2!2

⇢
k
2

µ✏
+

|↵̃|2d2

2✏2
⇥
d
2
k
2 � (d · k)2

⇤�
+

µ

✏

|↵̃|2

µ2✏2
(k · d)2

⇥
d
2
k
2 � (d · k)2

⇤
+

k
4

µ2✏2
= 0. (4.3.80)

Resolvendo em !, obtemos

!
2
± =

k
2

µ✏
+

|↵̃|2d2

2✏2
⇥
d
2
k
2 � (d · k)2

⇤
± |↵̃|

✏

⇥
d
2
k
2 � (d · k)2

⇤
s

1

µ✏
+

|↵̃|2d4
4✏2

, (4.3.81)

!
2
± =

k
2

µ✏
+

|↵̃|
✏

⇥
d
2
k
2 � (d · k)2

⇤
"
|↵̃|d2

2✏
±

s
1

µ✏
+

|↵̃|2d4
4✏2

#
. (4.3.82)

As velocidades de fase de cada modo, !+ e !�, serão dadas por

vph(±) ⌘
!±

k
=

vuut 1

µ✏
+

|↵̃|
✏

h
d2 � (d · k̂)2

i |↵̃|d2
2✏

±

s
1

µ✏
+

|↵̃|2d4
4✏2

!
, (4.3.83)

sendo válidas para o caso geral, onde o vetor d pode possuir componentes longitudinal e ortogonal
à direção de propagação.

Para o caso d-longitudinal, em que d · k̂ = d, temos

v
long.
ph(±) =

1
p
µ✏

. (4.3.84)

Na configuração d-transversal, vale d · k̂ = 0, de forma que a Eq. (4.3.83) resulta em

v
trans.
ph(±) =

s
1

µ✏
+

|↵̃|2d4
4✏2

± |↵̃|d2

2✏
. (4.3.85)

Para se determinar as velocidades de grupo, podemos efetuar uma diferenciação implícita na
(4.3.81), uma vez que a mesma contém o produto escalar envolvendo a direção de propagação, k̂.
Teremos então

2!±
@!±

@ki|{z}
⌘v

i
g(±)

=

✓
2kj

@k
j

@ki

◆
+


d
2

✓
2kj

@k
j

@ki

◆
� 2(d · k)dj @k

j

@ki

� "
|↵̃|2d2

2✏2
± |↵̃|

✏

s
1

µ✏
+

|↵̃|2d4
4✏2

#
,

(4.3.86)
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mas @k
j

@ki
= �ij, então obtemos

2!±v
i

g(±) =
2ki

µ✏
+

|↵̃|
✏

⇥
2d2ki � 2(d · k)di

⇤
"
|↵̃|d2

2✏
±

s
1

µ✏
+

|↵̃|2d4
4✏2

#
, (4.3.87)

v
i

g(±) =
1

!±

(
k
i

µ✏
+

|↵̃|
✏

⇥
d
2
k
i � (d · k)di

⇤
"
|↵̃|d2

2✏
±

s
1

µ✏
+

|↵̃|2d4
4✏2

#)
. (4.3.88)

Note que as velocidades de grupo (4.3.88) dependem das componentes dos vetores d e k e da
direção relativa entre ambos, (d · k). Tal anisotropia não é observada, como esperado, no cenário
isotrópico [vide Eq. (4.3.29)].

Para o caso d-longitudinal, temos k e d apontando na mesma direção. Assim, observamos
que, no segundo termo de (4.3.88), o fator dependente das componentes de d e k simplifica-se em:
d
2
k
i � (d · k)di = d

2
k
i � dkd

i = d
2
kêi � dk(dêi) = d

2
kêi � d

2
kêi = 0, em que êi representa uma

direção de propagação arbitrária. Dessa forma, a Eq. (4.3.82) resulta em

!
2
±(long.) =

k
2

µ✏
! !±(long.) =

k
p
µ✏

. (4.3.89)

Consequentemente a velocidade de grupo (4.3.88) será

v
i(long.)
g(±) =

p
µ✏

k

k
i

µ✏
=

1
p
µ✏

k
i

k
! v

long.
g(±) =

1
p
µ✏

k̂. (4.3.90)

No caso d-transversal, vale d · k = 0. Logo, a Eq. (4.3.82) fornece

!
2
±(trans.) = k

2

"
1

µ✏
+

|↵̃|2d4

2✏2
± |↵̃|d2

✏

s
1

µ✏
+

|↵̃|2d4
4✏2

#
, (4.3.91)

!
2
±(trans.) = k

2

"s
1

µ✏
+

|↵̃|2d4
4✏2

± |↵̃|d2

2✏

#2

. (4.3.92)

A velocidade de grupo (4.3.88) nesse caso será dada por

v
i(trans.)
g(±) =

k
i

!±(trans.)

"
1

µ✏
+

|↵̃2
d
4

2✏2
± |↵̃|d2

✏

s
1

µ✏
+

|↵̃|2d4
4✏2

#
, (4.3.93)

v
i(trans.)
g(±) =

k
i

!±(trans.)

"s
1

µ✏
+

|↵̃|2d4
4✏2

± |↵̃|d2

2✏

#2

, (4.3.94)

que pode ser simplificada utilizando-se a (4.3.92), resultando em

v
i(trans.)
g(±) =

k
i

k

"s
1

µ✏
+

|↵̃|2d4
4✏2

± |↵̃|d2

2✏

#
! v

trans.
g(±) =

"s
1

µ✏
+

|↵̃|2d4
4✏2

± |↵̃|d2

2✏

#
k̂. (4.3.95)
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O comportamento da velocidade de grupo (4.3.95) em termos do parâmetro magnetoelétrico,
↵̃, é ilustrado na Fig. 4.5.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

��̃�

vg
trans.

Figura 4.5: Velocidades de grupo vg(±) do caso d-transversal. A curva azul e ponto-tracejada
representa vg(�), enquanto a curva em vermelho ilustra vg(+). A linha tracejada vertical indica o
valor de |↵̃| = 1, de acordo com (4.3.98), acima do qual vg(+) > 1. Aqui, utilizamos µ = 1, ✏ = 2 e
d = 1.

Notamos que vg(+) > 1 ocorre para determinados valores de |↵̃|, isto é, para |↵̃| > ↵c, sendo ↵c

o valor crítico no qual vg(+) = 1. De forma geral, utilizando a Eq. (4.3.95), podemos determinar
uma relação entre os parâmetros constitutivos que, quando satisfeita, gera vg(+) > 1. Assim, temos

s
1

µ✏
+

|↵̃|2d4
4✏2

+
|↵̃|d2

2✏
> 1, (4.3.96)

que, após algumas simplificações, fornece:

|↵̃| > ↵c, (4.3.97)

em que definimos

↵c =
µ✏� 1

µd2
. (4.3.98)

Portanto, para |↵̃| > ↵c, observamos velocidade de grupo vg(+) > 1. Esse modo está associado ao
índice de refração n� da Fig. 4.2 que, para a configuração transversal ' = ⇡/2, assume valores n < 1

à medida em que o parâmetro |↵̃| cresce. É importante estar atento ao subscritos (±) utilizados
para distinguir n± e vg(±). A associação entre essas quantidades deve ser feita da seguinte forma:
os modos propagantes (±) com índices de refração n± estão relacionados às velocidades de grupo
vg(⌥). Esse detalhe de notação pode ser rapidamente simplificado trocando-se o sinal (±) no último
termo da (4.3.81). Dessa forma, a associação entre as quantidades analisadas aqui ocorre de forma
direta: n± está associado a vg(±).
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A seguir, determinaremos o vetor de Poynting (4.2.2) para o cenário simétrico. Partindo da
relação constitutiva (4.3.46), escrevemos

H =
1

µ
(n⇥ E) + �̃d(d · E), (4.3.99)

na qual utilizamos B = n⇥ E. Substituindo (4.3.99) na (4.2.2), obtém-se

S =
1

2µ
[E⇥ (n⇥ E

⇤)] +
�̃
⇤

2
(E⇥ d)(d · E⇤), (4.3.100)

que resulta em

S =
1

2µ
n|E|2 � 1

2µ
(n · E)E⇤ +

�̃
⇤

2
(E⇥ d)(d · E⇤). (4.3.101)

Substituindo a primeira relação da (4.3.46) na lei de Gauss, temos

✏k · E+ ↵̃(k · d)(d ·B) = 0, (4.3.102)

que, por meio de k = !n e B = n⇥ E, fornece

(n · E) = � ↵̃
✏
(n · d) [d · (n⇥ E)] , (4.3.103)

(n · E) = � ↵̃
✏
(n · d) [E · (d⇥ n)] . (4.3.104)

Assim, o vetor de Poynting (4.3.101) é dado por

S =
1

2µ
n|E|2 + ↵̃

2µ✏
(n · d) [E · (d⇥ n)]E⇤ +

�̃
⇤

2
(E⇥ d)(d · E⇤). (4.3.105)

Para simplificar tal expressão, usamos �̃⇤ = �↵̃ = �↵̃0 � i↵̃00 e

E = E
0 + iE00

, (4.3.106)

sendo E
0 = Re[E] e E00 = Im[E], com E

0 e E00 reais. Implementando então (4.3.106) na Eq. (4.3.105),
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teremos

S =
1

2µ
n|E|2 + ↵̃

0

2µ✏
(n · d)

n
E

0 [E0 · (d⇥ n)] + E
00 [E00 · (d⇥ n)]

o
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� ↵̃
00

2µ✏
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n
E

0 [E00 · (d⇥ n)]� E
00 [E0 · (d⇥ n)]

o
� ↵̃

0

2

h
(d · E0)(E0 ⇥ d) + (d · E00)(E00 ⇥ d)

i
+

+
↵̃
00

2

h
(d · E0)(E00 ⇥ d)� (d · E00)(E0 ⇥ d)

i
+ i

↵̃
0

2µ✏
(n · d)

n
E

0 [E00 · (d⇥ n)]� E
00 [E0 · (d⇥ n)]

o
+

+ i
↵̃
00

2µ✏
(n · d)

n
E

0 [E0 · (d⇥ n)] + E
00 [E00 · (d⇥ n)]

o
� i

2
↵̃
0
h
(d · E0)(E00 ⇥ d)� (d · E00)(E0 ⇥ d)

i
+

� i

2
↵̃
00 [(d · E0)(E0 ⇥ d) + (d · E00)(E00 ⇥ d)] . (4.3.107)

Tomando a parte real da Eq. (4.3.107), encontramos a média temporal do vetor de Poynting, ou
seja,

hSi = 1

2µ
n|E|2 + ↵̃

0

2µ✏
(n · d)

n
E

0 [E0 · (d⇥ n)] + E
00 [E00 · (d⇥ n)]

o
+

� ↵̃
00

2µ✏
(n · d)

n
E

0 [E00 · (d⇥ n)]� E
00 [E0 · (d⇥ n)]

o
� ↵̃

0

2

h
(d · E0)(E0 ⇥ d)+

+ (d · E00)(E00 ⇥ d)
i
+
↵̃
00

2

h
(d · E0)(E00 ⇥ d)� (d · E00)(E0 ⇥ d)

i
. (4.3.108)

Observamos que o fluxo de energia não é paralelo à direção de propagação, n. Depende das direções
relativas entre o vetor constitutivo, d, e a direção de propagação, n, e o campo elétrico. Para os
cenários discutidos anteriormente, temos d⇥ n = 0 para a configuração d-longitudinal, enquanto
para o caso d-transversal, vale n · d = 0. Assim, a Eq. (4.3.109) simplifica-se em

hSi = 1

2µ
n|E|2 � ↵̃

0

2

h
(d · E0)(E0 ⇥ d) + (d · E00)(E00 ⇥ d)

i
+

+
↵̃
00

2

h
(d · E0)(E00 ⇥ d)� (d · E00)(E0 ⇥ d)

i
, (4.3.109)

sendo válida para ambos os casos d-longitudinal e d-transversal.

4.3.3 Caso bi-anisotrópico antissimétrico

Examinaremos a seguir o cenário no qual os parâmetros magnetoelétricos são descritos por
tensors antissimétricos, escritos como

↵ij = ✏ijkak, �kn = ✏knrbr, (4.3.110)

em que a = (ax, ay, az) e b = (bx, by, bz) são, em princípio, 3-vetores complexos fixos, que in-
troduzem direções privilegiadas no sistema, enquanto ✏ijk representa o símbolo de Levi-Cevita
tridimensional. Para que a relação (4.2.11) continue válida, os vetores utilizados em (4.3.110)
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devem satisfazer

b
⇤ = a. (4.3.111)

Dessa forma, as relações constitutivas desse cenário assumem a forma

D = ✏E+ a⇥B, H =
1

µ
B+ b⇥ E. (4.3.112)

Na literatura, relações constitutivas análogas à Eq. (4.3.112) possuem aplicação na descrição de
sistemas de gás de elétrons [73] e na investigação da propagação eletromagnética em meios de-
pendentes do tempo (com acoplamento magnetoelétrico antissimétrico e permissividade elétrica
isotrópica dependente do tempo) [74].

Substituindo (4.3.110) na Eq. (4.3.4), obtém-se

✏̄ij =

✓
✏+ i

�

!
� a · k

!
� b · k

!

◆
�ij +

bikj

!
+

ajki

!
, (4.3.113)

onde observamos o surgimento de termos que dependem de direções, ou seja, (a · k), (b · k), aikj
e ajki, que também contribuem para a matriz [Mij], dada por

[Mij] = N + µ[(a+ b) · n]13⇥3 � µ (A+ B) , (4.3.114)

com N dado em (4.3.51), e

A = diag
⇣
(b1 + a1)n1, (b2 + a2)n2, (b3 + a3)n3

⌘
, (4.3.115)

B =

0

B@
0 b1n2 + a2n1 b1n3 + a3n1

b2n1 + a1n2 0 b2n3 + a3n2

b3n1 + a1n3 b3n2 + a2n3 0

1

CA . (4.3.116)

O cálculo de det[Mij] = 0 resulta na seguinte relação de dispersão (com � = 0)

0 =
⇥
n
2 � µ✏+ µ(c · n)

⇤ n⇥
n
2 � µ✏+ µ(c · n)

⇤
+

µ

✏

⇥
(a · b)n2 � (a · n)(b · n)

⇤o
, (4.3.117)

sendo c = a+ b.
Sendo os vetores a e b complexos, podemos escrever

a = a
0 + ia00

, b = b
0 + ib00

. (4.3.118)

A restrição imposta por (4.3.111) leva a

a
0 = b

0
, a

00 = �b
00
. (4.3.119)

86



CAPÍTULO 4. MEIOS BI-ANISOTRÓPICOS COM RELAÇÕES SIMÉTRICA E
ANTISSIMÉTRICA

Consequentemente, podemos simplificar alguns termos da Eq. (4.3.117), ou seja,

(a+ b) · n = 2(a0 · n), (4.3.120a)

(a · n)(b · n) = (a0 · n)2 + (a00 · n)2, (4.3.120b)

a · b = a
02 + a

002 = |a|2. (4.3.120c)

Iremos supor que o vetor a satisfaz a
0 · n = a

0
n cos', a00 · n = a

00
n cos', sendo a

0 e a
00 paralelos.

Dessa forma, a complicada relação de dipersão (4.3.117) nos fornece

⇥
n
2 � µ✏+ 2µa0n cos'

⇤
= 0, (4.3.121)

⇥
n
2
�
✏+ µ|a|2 sin2

'
�
+ 2µ✏a0n cos'� µ✏

2
⇤
= 0, (4.3.122)

a partir das quais obtemos os índices de refração (positivos), dados por

n(1) = µ

p
a02 cos2 '+ ✏/µ� µa

0 cos', (4.3.123)

n(2) =
1

r

✓q
µ✏+ µ2a02 + µ2a002 sin2

'� µa
0 cos'

◆
, (4.3.124)

com

r = 1 +
µ

✏
|a|2 sin2

', (4.3.125)

em que ' designa o ângulo entre a
0, a00 e a direção de propagação, n.

Nas Eqs. (4.3.123) e (4.3.124), consideramos as soluções (positivas) que reproduzem índices de
refração de um dielétrico ordinário no limite em que os parâmetros magnetoelétricos são nulos, ou
seja, n(1,2) 7!

p
µ✏ quando a

0 7! 0 e a
00 7! 0.

O comportamento dos índices (4.3.123) e (4.3.124) em termos de ' 2 [0, ⇡] e a
0 2 [0, 1] está

representado nas Figs. 4.6 e 4.7, respectivamente, onde consideramos µ = 1, ✏ = 2, a00 = 1. Como
n(1) depende apenas de a

0, não apresentando dependência em |a| ou a
00 (como ocorre em n(2)),

escolhemos a
00 = 1 e implementamos |a|2 = 1 + a

02 em n(2) para construir o gráfico. Dessa forma,
os índices n(1) e n(2) apresentarão dependência apenas em (a0,'), facilitando a comparação entre
os seus perfis gráficos.

O efeito de anisotropia se manifesta através da dependência de n(1,2) com o ângulo '. Observa-
se que ambos n(1,2) apresentam um valor máximo para a direção ' = ⇡. Notamos ainda que, para
a
0 = 0, decorre n(1) 7!

p
µ✏, enquanto

n(2) 7!
1

1 + (µ/✏)a002 sin2
'

q
µ✏+ µ2a002 sin2

', (4.3.126)

o que justifica a o perfil não-linear em n(2) para a
0 = 0 na Fig. 4.7. Isso acontece porque |a|2 =

a
02 + a

002, e escolhemos a
00 = 1 para que os plots das Figs. 4.6 e 4.7 exibissem a dependência de

n(1,2) em a
0. Essa diferença de comportamento em a

0 = 0 é ilustrada na Fig. 4.8.
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Figura 4.6: Índice de refração n(1) da
Eq. (4.3.123).

Figura 4.7: Índice de refração n(2) da
Eq. (4.3.124).
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�

n

Figura 4.8: Comparação entre os índices de refração n(1) e n(2) para a
0 = 0. A linha vermelha

representa n(1), enquanto a curva azul ponto-tracejada indica n(2).

A seguir, investigaremos duas configurações particulares entre a e n: configurações i) a-
ortogonal e ii) a-longitudinal.

4.3.3.1 Configuração a-ortogonal

Para o caso ortogonal, temos a · n = 0 ou ' = ⇡/2. Assim, a relação de dispersão fornece dois
índices de refração,

n(1) =
p
µ✏, (4.3.127)

n(2) =

p
µ✏

q
1 + (µ/✏)|a|2

, (4.3.128)
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que são reais e positivos. Nesse caso, há birrefringência sem ocorrência de absorção.
Para determinarmos os modos propagantes, escolhemos novamente um sistema de coordenadas

em que n = (0, 0, n). Transversal a essa direção de propagação, podemos estabelecer a = (a1, a2, 0),
de forma que a matriz (4.3.114) simplifica-se em

[Mij] =

0

B@
n
2 � µ✏ 0 �µa

⇤
1n

0 n
2 � µ✏ �µa

⇤
2n

�µa1n �µa2n �µ✏

1

CA , (4.3.129)

em que utilizamos b = a
⇤. Utilizando (4.3.127), a equação MijE

j = 0 conduz ao seguinte modo
de propagação transversal:

E(1) =
1

|a|

0

B@
a2

�a1

0

1

CA , (4.3.130)

com |a| =
p

|a1|2 + |a2|2. Substituindo agora (4.3.128) na Eq. (4.3.129), obtemos

0

B@
�µ✏fa 0 �µa

⇤
1n3

0 �µ✏fa �µa
⇤
2n3

�µa1n3 �µa2n3 �µ✏

1

CA

0

B@
Ex

Ey

Ez

1

CA = 0, (4.3.131)

cuja solução é dada por

E(2) =
1

|a|
p
1 + fa

0

B@
a
⇤
1

a
⇤
2

�|a|
p
fa

1

CA , (4.3.132)

onde

fa =
(µ/✏)|a|2

1 + (µ/✏)|a|2 . (4.3.133)

Observe que a Eq. (4.3.132) representa um modo misto, ou seja, dotado de uma parte transversal e
uma componente longitudinal, relativas à direção de propagaçao escolhida n = (0, 0, n). Nesse caso,
não é possível determinar um modo transversal puro para o campo elétrico E(2), pois a componente
longitudinal permance caso a1 = 0 ou a2 = 0. O modo transversal E(1) e o setor transversal de E(2)

podem exibir polarização linear, circular ou elípica. De fato, pode-se escrever as componentes de
a como a1 = (a01 + ia002), a2 = (a02 + ia002). Assim, para a

00
1 = a

00
2 = 0 ou a

0
1 = a

0
2 = 0, a Eq. (4.3.130)

e a parte transversal de (4.3.132) resultam em modos linearmente polarizados. Por outro lado,
para a

0
1 = a

00
2 = 0 ou a

00
1 = a

0
2 = 0, isto é, para (a1 = a

0
1, a2 = ia002) ou (a1 = ia001, a2 = a

0
2), tem-se

polarização elíptica. Modos circularmente polarizados somente ocorrem quando (a01 = a
00
2 = 0 e

a
0
2 = a

00
1) ou (a001 = a

0
2 = 0 e a

0
1 = a

00
2).

89



CAPÍTULO 4. MEIOS BI-ANISOTRÓPICOS COM RELAÇÕES SIMÉTRICA E
ANTISSIMÉTRICA

Uma vez que determinamos os índices de refração, (4.3.127) e (4.3.128), e os correspondentes
modos propagantes, podemos discutir os efeitos físicos na propagação de ondas. No caso em que
os modos são linearmente ou elipticamente polarizados, a birrefringência é avaliada em termos da
diferença de fase,

� =
2⇡

�0
l[n(1) � n(2)]. (4.3.134)

Assim, para os índices (4.3.127) e (4.3.128), a diferença de fase por unidade de comprimento é
dada por

�

l
=

2⇡

�0

p
µ✏

"
1� 1p

1 + (µ/✏)|a|2

#
, (4.3.135)

que, no limite (µ/✏) ⌧ 1 simplifica-se em

�

l
=
⇡µ|a|2

�0
. (4.3.136)

4.3.3.2 Configuração a-longitudinal

Consideremos agora o caso em que o vetor a aponta na mesma direção de propagação, a·n = an.
Consequentemente, a relação de dispersão (4.3.117) é escrita como

�
n
2 + 2µa0n� µ✏

�2
= 0, (4.3.137)

que envolve o quadrado de um polinômio de segundo grau em n. Assim, há um índice de refração
duplamente degenerado, dado por

n =
p
µ✏+ µ2a02 � µa

0
. (4.3.138)

A solução (4.3.138) corresponde exatamente a (4.3.123) e (4.3.124) para ' = 0, como esperado.
Determinamos os modos de propagação considerando n ao longo do eixo z, isto é, n = (0, 0, n),

e a = b
⇤ = (0, 0, a03 + ia003). Dessa forma, a matriz (4.3.114) se torna

[Mij] =

0

B@
n
2 � µ✏+ A 0

0 n
2 � µ✏+ A 0

0 0 �µ✏

1

CA , (4.3.139)

com A = 2µna03. Utilizando (4.3.138), a equação MijE
j = 0 proporciona modos transversais
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genéricos,

E =

0

B@
Ex

Ey

0

1

CA , (4.3.140)

em que Ex e Ey são arbitrários. A solução (4.3.140) pode representar modo de polarização linear,
circular ou elíptico, dependendo da natureza e da relação entre Ex e Ey. Como essa relação
não é fornecida pelas características analisadas até o presente momento, podemos afirmar que
a configuração a-longitudinal permite, em princípio, qualquer tipo de polarização. Além disso,
somente um índice de refração foi obtido, sem sinal de birrefringência. Portanto, concluímos que
a direção a define o eixo óptico do meio.

4.3.3.3 Velocidade de fase, velocidade de grupo e vetor de Poynting

Partindo das relações de dispersão em (4.3.117) e fazendo uso das expressões dadas em (4.3.120),
obtemos expressões do tipo f(!,k) = 0, dadas a seguir:

!
2 � 2

!

✏
(a0 · k)� k

2

µ✏
= 0, (4.3.141)

!
2 � 2

!

✏
(a0 · k)�

✓
1

µ✏
+

|a|2

✏2

◆
k
2 +

(a0 · k)2

✏2
+

(a00 · k)2

✏2
= 0. (4.3.142)

É importante mencionar que a (4.3.141) fornece o índice de refração n(1) da Eq. (4.3.123), enquanto
a (4.3.142) resulta no índice n(2) da Eq. (4.3.124). Uma vez que as equações acima envolvem pro-
dutos escalares entre os vetores constitutivos e a direção de propagação, é necessário certo cuidado
ao se derivar as velocidades de fase e de grupo, tal como fizemos na Seção 4.3.2.4. Resolvendo a
primeira equação de dispersão (4.3.141), temos

!± = ±

s
k2

µ✏
+

(a0 · k)2
✏2

+
(a0 · k)
✏

. (4.3.143)

Observamos que !� < 0, sendo um modo instável, enquanto o modo estável é descrito por !+ > 0.
Consideraremos então !+ e denominaremos !+ ⌘ !(1). A velocidade de fase será dada então por

vph(1) =
!(1)

k
=

s
1

µ✏
+

(a0 · k̂)2
✏2

+
(a0 · k̂)
✏

, (4.3.144)

vph(1) =

s
1

µ✏
+

a02

✏2
cos2 '+

a
0

✏
cos', (4.3.145)
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em que usamos k = kk̂. A velocidade de grupo é calculada fazendo,

v
i

g(1) =
@!(1)

@ki
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2
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a
0j @k
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a
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@k
j

@ki
,

(4.3.146)

que fornece

v
i

g(1) = fa0


k
i
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✏2
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a
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, (4.3.147)

sendo

fa0 =
1q

k2

µ✏
+ (a0·k)2

✏2

. (4.3.148)

A partir da segunda equação de dispersão, dada na Eq. (4.3.142), obtemos

!± = ±

s✓
1

µ✏
+

|a|2
✏2

◆
k2 � (a00 · k)2

✏2
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. (4.3.149)

Sendo assim, consideramos a solução !+, que satisfaz !+ > 0, e também !+ ⌘ !(2).
A velocidade de fase associada será dada por

vph(2) =
!(2)

k
=

s
1

µ✏
+

|a|2
✏2
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. (4.3.150)

Enquanto a velocidade de grupo é obtida fazendo

v
i

g(2) =
@!(1)

@ki
=

1

2

✓
1

µ✏
+

|a|2

✏2

◆
k
2 � (a00 · k)2

✏2

��1/2 ✓ 1

µ✏
+

|a|2

✏2

◆✓
2
@k

j

@ki
k
j

◆
+

�2(a00 · k)
✏2

a
00j @k

j

@ki

�
+

a
0j

✏

@k
j

@ki
, (4.3.151)

que fornece

v
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com
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1r⇣
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k2 � (a00·k)2

✏2

. (4.3.154)

Para os casos particulares estudados anteriormente, teremos:

• Para a-ortogonal onde a
0 · k = 0, a00 · k = 0, a Eq. (4.3.143) fornece:

v
orto.
ph(1) =

1
p
µ✏

, v
orto.
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. (4.3.155)

Para o modo associado a !(2), a Eq. (4.3.149) leva a

v
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O módulo de v
orto.
g(2) será dado por

v
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. (4.3.157)

• Para o caso a-longitudinal, em que a
0 · k = a

0
k e a

00 · k = a
00
k, obtemos
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sendo o módulo da velocidade de grupo dado por

v
long.
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a
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. (4.3.159)

Temos ainda as velocidades para o segundo modo, ou seja,

v
long.
ph(2) =

s
1

µ✏
+

a02

✏2
+

a
0

✏
, v

long.
g(2) = fa00

✓
1

µ✏
+

|a|2

✏2

◆
k� a

00
k

✏2
a
00
�
+

a
0

✏
, (4.3.160)
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O módulo de v
long.
g(2) é dado por

v
long.
g(2) =

s
1

µ✏
+

a02

✏2
+

a
0

✏
. (4.3.162)

É importante mencionar que as velocidade de grupo vg(1,2), em ambos os casos a-ortogonal e
a-longitudinal, são independentes de k e !, sendo uma consequência das configurações adotadas.

O comportamento das velocidades de grupo de ambos os casos longitudinal e ortogonal é
ilustrado na Fig. 4.9 em termos do parâmetro a

0.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

a'

vg

Figura 4.9: Velocidades de grupo dos casos a-longitudinal e a-ortogonal. A curva azul (sólida) re-
presenta v

long.
g(1) da Eq. (4.3.159) e também v

long.
g(2) da Eq. (4.3.162). As linhas em vermelho (tracejada)

e verde (ponto-tracejada) indicam v
orto.
g(1) da última relação da Eq. (4.3.155) e vorto.g(2) da Eq. (4.3.157),

respectivamente. As linhas tracejadas verticais indicam os valores de a
0 2 {1/2, 1} acima dos quais

as velocidades de grupo se tornam maior que 1, como indicado nas Eqs. (4.3.163) e (4.3.165). Aqui
utilizamos µ = 1, ✏ = 2 e a

00 = 1.

Observamos que as velocidades de grupo assumem valores maiores do que 1 para determinada
faixa de valores do parâmetro magnetoelétrico que se inicia acima de determinado valor crítico.
De fato, temos v

long.
g(1,2) > 1 quando

a
0
> a

0long.
c

, (4.3.163)

sendo

a
0long.
c

=
µ✏� 1

2µ
. (4.3.164)

Enquanto v
orto.
g(2) > 1 ocorre para

a
0
> a

0orto.
c(2) , (4.3.165)
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onde

a
0orto.
c(2) =

r
✏

µ
(µ✏� 1)� a002. (4.3.166)

Seguindo nossas análises, determinaremos a seguir a direção do fluxo de energia para o cenário
bi-anisotrópico antissimétrico. Inicialmente, partimos da relação (4.3.112) e escrevemos

H
⇤ =

1

µ
(n⇥ E

⇤) + a⇥ E
⇤
, (4.3.167)

em que usamos b
⇤ = a. Substituindo agora (4.3.167) na Eq. (4.2.2), obtemos
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Em componentes, a (4.3.168) é lida como

S
i =

1

2µ
✏ijkE

j
✏kmnn

m
E

⇤n +
1

2
✏ijkE

j
✏kmna

m
E

⇤n
, (4.3.169)

cuja simplificação leva a
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ou ainda,

S =
1

2µ
(n+ µa)|E|2 � 1

2µ
(n · E)E⇤ � 1

2
(a · E)E⇤

. (4.3.171)

Notamos que a direção do fluxo de energia possui uma componente apontando na mesma direção
do vetor a, indicando que parte da energia se propaga ao longo do eixo óptico do meio. Podemos
simplificar tal expressão utilizando a relação constitutiva para D e a lei de Gauss, k·D = n·D = 0,
ou seja,

n ·D = 0, (4.3.172)

✏(n · E) + n · [a⇥ (n⇥ E)] = 0, (4.3.173)

em que utilizamos B = n⇥ E. A (4.3.173) se torna então
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✏ijka

j
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, (4.3.174)

✏(n · E) = � (�im�jn � �in�jm) a
j
n
i
n
m
E

n
, (4.3.175)

✏(n · E) = �(a · E)n2 + (a · n)(n · E), (4.3.176)
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na qual podemos fazer

(n · E) [✏� (a · n)] = �(a · E)n2
, (4.3.177)

(n · E) = �(a · E)n2
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Substituindo agora (4.3.178) na Eq. (4.3.171), obtém-se
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Simplificando a expressão (4.3.179) por meio de E = E
0 + iE00 e a = a

0 + ia00, encontramos6 a
seguinte média temporal do vetor de Poynting:
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sendo
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Para o caso a-ortogonal onde ' = ⇡/2, a Eq. (4.3.180) resulta em [vide Apêndice G]
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Para o caso a-longitudinal, com ' = 0, obtém-se
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com

F
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�a
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00
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Em ambos os casos a-ortogonal e a-longitudinal, observamos que o fluxo de energia não se
propaga na mesma direção de propagação, n. Uma parte do fluxo se propaga ao longo do vetor

6Vide Apêndice G.
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constitutivo a
0, sendo totalmente independente da direção n. Além disso, a propagação de energia

depende das direções relativas entre a
0, E0 e E

00.
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Capítulo 5
Reversão de quiralidade em meios bi-isotrópicos

induzida pela condutividade magnética
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Na eletrodinâmica linear, sabemos que as relações constitutivas são dadas por

D
i = ✏ijE

j + ↵ijB
j
, (5.0.1a)

H
i = µ

�1
ij
B

j + �ijE
j
, (5.0.1b)

onde ✏ij e µij são tensores de permissividade elétrica e permeabiliade magnética, respectivamente.
Por outro lado, os tensores ↵ij e �ij constituem-se de parâmetros magnetoelétricos que capturam
a resposta elétrica (ou magnética) a um campo magnético (ou elétrico) aplicado ao meio.

Como sabemos, nas últimas décadas, as relações contitutivas bi-isotrópicas, em que os tensores
da Eq. (5.0.1) são dados por ✏ij = ✏�ij, µij = µ�ij, ↵ij = ↵�ij e �ij = ��ij, têm sido intensamente
investigadas [52,55–57,59], sendo importantes na abordagem de isolantes topológicos [61–66,68] e
na eletrodinâmica de axiôns [69–71], como apontamos na introdução do capítulo 4.

98



CAPÍTULO 5. REVERSÃO DE QUIRALIDADE EM MEIOS BI-ISOTRÓPICOS INDUZIDA
PELA CONDUTIVIDADE MAGNÉTICA

Para cenários de meios quirais, os parâmetros constitutivos são descritos por tensores, caracte-
rizando, de maneira geral, meios bi-anisotrópicos quirais [49,58,74,80,81]. Um meio é denominado
quiral quando não possui simetria de inversão espacial (P -ímpar), ou seja, quando não pode ser
superimposto em sua imagem especular. Noutras palavras, o meio é invariante apenas sob trans-
formações da componente1

L0 do grupo de Lorentz [79]. Luz circularmente polarizada de mão
direita (RCP) e mão esquerda (LCP) são exemplos de fenômenos eletromagnéticos quirais, que,
em meios aquirais, propagam-se com a mesma velocidade fase, indicando ausência de anisotropia.
É importante destacar que anisotropia e aquiralidade são propriedades distintas. É possível existir
modos LCP e RCP em meios isotrópicos e birrefringentes, num efeito chamado de birrefringência
isotrópica, descoberto e descrito no artigo [47] gerado por essa tese. Por outro lado, num meio
quiral, as ondas RCP e LCP viajam com diferentes velocidades (relacionadas a índices de refração
distintos), gerando o bem conhecido poder de rotação (PR), o qual fornece uma medida da birre-
fringência (rotação óptica). A rotação óptica de um meio se origina de sua atividade óptica natural
ou pode ser induzida por campos externos, como ocorre, por exemplo, no efeito Faraday [20,82].

Quando o PR depende da frequência, ocorre a dispersão do PR. Se esse último ainda sofre re-
versão, observa-se dispersão anômala do PR [83]. Assim, a análise do PR constitui uma importante
ferramenta na descrição de propriedades ópticas de vários sistemas, tais como cristais [84,85], com-
postos orgânicos [86, 87], plasmas e estrelas de nêutrons [88, 89], gás de moléculas girantes [90, 91]
e metamateriais quirais [92,93].

Nesse contexto, abordaremos agora alguns aspectos relacionados ao PR de meios bi-isotrópicos
dotados de condutividade magnética. As discussões deste capítulo compõem dois artigos [94]
publicado no Physical Review B :

• P.D.S. Silva and M.M. Ferreira Jr., Rotatory power reversal induced by magnetic current in
bi-isotropic media, Phys. Rev. B 106, 144430 (2022).

• P.D.S. Silva and M.M. Ferreira Jr., Erratum: Rotatory power reversal induced by magnetic
current in bi-isotropic media, Phys. Rev. B 107, 179902 (2023).

5.1 Comentário sobre meios de mão-direita e mão-esquerda

A concepção atual de quiralidade de um meio é devido a Lord Kelvin [86]: “I call any geometrical
figure, or group of point, chiral, and say that it has chirality if its image in a plane mirror, ideally
realized, cannot be brought to coincide with itself.”. Essa mesma definição tornou-se padrão na
literatura, vide p. 25 da Ref. [86] e p. 331 da Ref. [83], por exemplo.

Um efeito interessante surge nos meios quirais, a saber: o plano de polarização de luz incidente
linearmente polarizada gira enquanto a onda se propaga através do meio. Essa rotação óptica

1A componente L0 corresponde à identidade. Sendo assim, as transformações conectadas a L0 correspondem
aos boosts e rotações de Lorentz, ou seja, às transformações próprias (det⇤ = 1) e ortócronas (⇤0

0 � 1), sendo
⇤ a matriz de Lorentz, e ⇤µ

⌫ uma de suas componentes. Além dessas, podemos citar outras transformações que
também deixam o sistema invariante, como: invariância sob rotações espaciais para meio isotrópico; e invariância
sob inversão temporal.
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é medida por meio do ângulo de rotação por unidade de comprimento do plano de vibração, o
poder de rotação (PR), discutido na Seção 2.3.1 e apresentado na Eq. (2.3.26). Esse efeito foi
descoberto por Arago (1811) em cristais de quartzo e, alguns anos mais tarde, também por Biot
em soluções de açúcar [96]. A teoria de Fresnel (1824) sobre a polarização da luz e polarização
circular estabeleceu a base para a compreensão da rotação óptica [20]: luz linearmente polarizada
pode ser considerada como superposição de luz RCP e LCP.

É importante ainda estabelecer uma definição ou convenção sobre o que chamamos de meios
de mão-direita e mão-esquerda, uma vez que um meio quiral pode existir em duas formas enanti-
omórficas2. Como apontado na Ref. [96]:

(...) enantiomers may be distinguished by their optical activity. It became
customary to label chiral compounds by the sign of their optical rotation at
a given wavelength (...). It (looking towards the light source) the plane of
linearly polarized light is rotated clockwise by the molecular sample, it is
said to be dextrorotatory (...). If the sample rotates the linearly polarized
light counterclockwise, it is called levorotatory. (Ref. [96], p. 12-13).

Tal afirmação está de acordo com a Ref. [86] (p. 2), que diz: “(...) the source of natural
optical activity is a chiral (handed) molecular or crystal structure. The two distinct forms that can
exist (...) generate optical rotations of equal magnitude but opposite sense at a given wavelength”.
Essas duas formas distintas de moléculas constituem os meios que denominamos de mão-direita
e mão-equerda, que “rotacionam” o campo elétrico de luz linearmente polarizada em sentidos
opostos (horário e anti-horário). Um exemplo notável sobre esse tópico pode ser encontrado nos
experimentos de Pasteur (1848) [86,96,97] com tartarato de sódio e amônio: Pasteur separou dois
tipos de cristais com estruturas distintas, observando que alguns (com certo tipo de estrutura)
giravam luz linearmente polarizada para direita, enquanto outros (com estrutura diferente do
primeiro grupo) giravam a luz para a esquerda.

Assim, uma definição razoável para meio de mão-direita (ou -esquerda) pode ser relacionada
com a sua propriedade óptica de rotacionar luz linearmente polarizada, ou seja, olhando na direção
da fonte de luz, um meio quiral de mão-equerda gira a polarização linear para a esquerda (sentido
anti-horário), enquanto um meio de mão-direita gira polarização para a direita (sentido horário)
[15].

Considerando os pontos destacados acima, podemos relacionar a quiralidade a uma quantidade
mensurável que captura a rotação óptica, isto é, o poder de rotação �. Dessa forma, seguindo a
convenção de sinal usual [15], definimos que:

• Para � > 0, a polarização linear do campo elétrico gira no sentido horário. Assim, o meio
pode ser designado por “mão-direita”, uma vez que rotaciona o plano de vibração de luz
linearmente polarizada rotacionará no sentido horário (para a direita) que se propaga por
ele.

2Os termos “enantiomorfo” e “enantiômero” geralmente são utilizados para objetos macroscópicos e moléculas,
respectivamente [86]. Algumas vezes os dois termos são usados como sinônimos.
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• Para � < 0, a polarização do campo elétrico rotaciona no sentido anti-horário. Dessa forma,
dizemos que o meio é de “mão-esquerda”, pois o campo elétrico de luz linearmente polarizada
é rotacionado no sentido anti-horário (para a esquerda) enquanto se propaga.

5.2 Meio bi-isotrópico dotado de condutividade magnética

Considere um meio cujas relações constitutivas são dadas por (5.0.1) e dotado de condutividade
magnética �B

ij
, descrita por meio da relação

J
i = �

B

ij
B

j
. (5.2.1)

Partindo das equações de Maxwell usuais e seguindo o procedimento da Seção 2.3, obtém-se

MijE
j = 0, Mij = n

2
�ij � ninj � c

2
µ✏̄ij, (5.2.2)

em que c é a velocidade da luz no vácuo e ✏̄ij é tensor de permissividade elétrica efetivo, dado por

c✏̄in = c✏�in +

 
�kn✏imk + ↵ij✏jmn + i

�
B

ij

!
✏jmn

!
n
m
. (5.2.3)

A seguir, iremos examinar o comportamento do poder de rotação do meio bi-isotrópico em dois
cenários que diferem entre si pela configuração da condutividade magnética: i) o caso diagonal
isotrópico e ii) off-diagonal antissimétrico.

5.2.1 Caso de condutividade magnética isotrópica

Consideramos uma configuração totalmente simétrica e isotrópica em que as quantidades ↵ij,
�ij e �B

ij
são descritas por tensores diagonais,

↵ij = ↵�ij, �ij = ��ij, �
B

ij
= ⌃�ij, (5.2.4)

com ↵, � 2 C e ⌃ 2 R. A condição ↵ij = ��†
ij

da Eq. (4.2.11) fornece

�
⇤ = �↵. (5.2.5)

Dessa forma, as relações constitutivas assumem a seguinte forma

D = ✏E+ ↵B, H =
1

µ
B+ �E, J = ⌃B. (5.2.6)
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Nesse caso, implementando (5.2.4) na Eq. (5.2.3), obtém-se

c✏̄ij = c✏�ij �
✓
↵ + � + i

⌃

!

◆
✏ijmn

m
, (5.2.7)

em que o último termo contém a contribuição magnetoelétrica e a condutividade magnética à
permissividade do meio. A matriz [Mij] será dada por

[Mij] =

0

B@
n
2
2 + n

2
3 � c

2
µ✏ �n1n2 � µc

�
↵ + � + i⌃

!

�
n3 �n1n3 + µc

�
↵ + � + i⌃

!

�
n2

�n1n2 + µc
�
↵ + � + i⌃

!

�
n3 n

2
1 + n

2
3 � c

2
µ✏ �n2n3 � µc

�
↵ + � + i⌃

!

�
n1

�n1n3 � µc
�
↵ + � + i⌃

!

�
n2 �n2n3 + µc

�
↵ + � + i⌃

!

�
n1 n

2
1 + n

2
2 � c

2
µ✏

1

CA .

(5.2.8)

Calculando det[Mij] = 0, obtemos a seguinte equação de dispersão

n
4 � n

2
c
2

"
2µ✏� µ

2

✓
↵ + � + i

⌃

!

◆2
#
+ µ

2
✏
2
c
4 = 0, (5.2.9)

que fornece as soluções para n seguintes:

n± = c

p
µ✏� Z ± ic

p
Z, Z =

µ
2

4

✓
↵ + � + i

⌃

!

◆2

. (5.2.10)

Note que, nesse cenário completamente isotrópico (5.2.4), a presença de dois índices de refração
distintos origina-se da forma como os parâmetros magnetoelétricos e de condutividade magnética
se acoplam com os campos nas relações constitutivas (5.2.6). A seguir, discutiremos sobre algumas
propriedades ópticas e os modos de propagação suportados nesse cenário.

5.2.1.1 Modos de propagação

Partindo da Eq. (5.2.10), escrevemos

n
2
± = µ✏± 2ic

p
Zn±, (5.2.11)

que, substituída na matriz [Mij] (5.2.8), fornece os seguintes campos elétricos via Eq. (5.2.2) [vide
Apêndice H]:

E± =
1

p
2n
p

n2 � n
2
1

0

B@
n
2 � n

2
1

±inn3 � n1n2

⌥inn2 � n1n3

1

CA . (5.2.12)
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Considerando o caso específico de propagação na direção do eixo-z, n = (0, 0, n), a Eq. (5.2.12)
resulta em campos elétricos com polarizações LCP (E+) e RCP (E�), ou seja,

E± =
1p
2

0

B@
1

±i

0

1

CA . (5.2.13)

Assim, os modos de polarização circular (5.2.13) permitem a possibilidade de birrefringência cir-
cular no sistema, sendo avaliada (na seção seguinte) por meio do poder de rotação.

5.2.1.2 Efeitos ópticos

Analisaremos o comportamento da rotação óptica considerando a natureza (complexa ou real)
dos parâmetros ↵ e �. Escrevemos inicialmente ↵ e � como

↵ = ↵
0 + i↵00

, � = �
0 + i�00

, (5.2.14)

em que ↵0 = Re[↵], ↵00 = Im[↵], �0 = Re[�] e �00 = Im[�]. A condição (5.2.5) implica em

↵
0 = ��0

, ↵
00 = �

00
, ↵ + � = 2i↵00

. (5.2.15)

Nesse caso, os índices de refração (5.2.10) simplificam-se em

n± = c

s

µ✏+ µ2

✓
↵00 +

⌃

2!

◆2

⌥ µc

✓
↵
00 +

⌃

2!

◆
, (5.2.16)

sendo reais e positivos. A condutividade magnética isotrópica ⌃ surge como uma contribuição
dependente da frequência, a qual atribui comportamento dispersivo ao sistema. Uma vez que os
modos de propagação são descritos por vetores polarizados circularmente (5.2.13), a birrefringência
pode ser examinada através do poder de rotação, que, considerando (5.2.16), é dado por

� =
µc⌃

2
+ µc!↵

00
. (5.2.17)

Observamos que (5.2.17) possui um termo de ordem zero na frequência, o qual recupera o mesmo
poder de rotação obtido na Ref. [47] quando ↵00 = 0. Para ↵00 negativo, o poder de rotação se torna

� =
µc⌃

2
� µc!|↵00|. (5.2.18)

A partir da Eq. (5.2.18), pode-se determinar uma frequência de corte !0,

!
0 =

⌃

2|↵00| , (5.2.19)
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que define o valor no qual ocorre uma reversão no poder de rotação, �. Considerando a convenção
de sinal adotada na Sec. 5.1 (veja tabmbém a Ref. [15]) e a Eq. (5.2.18), destacamos que:

• para 0 < ! < !
0, tem-se � > 0, gerando rotação da polarização linear no sentido horário.

• para ! > !
0, tem-se � < 0, implicando em rotação no sentido anti-horário da luz linearmente

polarizada.

Como essa inversão de poder de rotação (PR) ocorre num valor positivo de frequência, !0
> 0,

é necessário ter ou ⌃ < 0 ou ↵
00
< 0. Assim, iremos considerar ↵00

< 0. A reversão do PR
aqui observada não é usual em dielétricos lineares, nem em meios dielétricos bi-isotrópicos ou
anisotrópicos. Tal efeito também não ocorre em meios dotados de condutividade magnética (sem
contribuições magnetoelétricas). Por outro lado, tal efeito pode ser encontrado em outros cenários,
como plasmas (girantes) [88] e sistemas de grafeno [98]. Além disso, como apontado na Eq. (5.2.18),
esse efeito pode ocorrer em meio bi-isotrópico dotado de condutividade magnética, descrito pelas
relações (5.2.6).

O comportamento geral do PR (5.2.18) como função da frequência é ilustrado na Fig. 5.1 para
alguns valores de ⌃, ↵00 e µ.

�
=
�
'

� '' = 0 � '' � 0
� = 0

� '' � 0
� � 0 � � 0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
-2

-1

0

1

2

�

�

c

Figura 5.1: Ângulo de rotação por unidade de comprimento, dado na Eq. (5.2.18). Aqui, utilizamos
µ = 1, ⌃ = 3 e |↵00| = 2.

Para os casos em que ↵, � 2 R, a condição (5.2.5) implica em ↵ + � = 0, pois ↵00 = 0.
Consequentemente, a Eq. (5.2.16) resulta em

n± = c

r
µ✏+

µ2⌃2

4!2
⌥ µc⌃

2!
, (5.2.20)

que atribui birrefringência ao meio originada apenas da condutividade magnética. O poder de
rotação, nesse caso, será � = µc⌃/2, não sofrendo reversão de sinal.
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5.2.2 Caso antissimétrico

Consideremos agora um substrato dielétrico descrito por parâmetros constitutivos bi-isotrópicos
na presença de condutividade magnética antissimétrica, ou seja,

↵ij = ↵�ij, �ij = ��ij, �
B

ij
= ✏ijkbk. (5.2.21)

Nesse caso, a permissividade elétrica (5.2.3) e a matriz [Mij] (5.2.2) são dadas, respectivamente,
por

c✏̄ij =


c✏� i

!
(b · n)

�
�ij + (↵ + �)✏ijknk +

i

!
nibj, (5.2.22)

[Mij] =

0

B@
n
2
2 + n

2
3 � c

2
µ✏ �n1n2 �n1n3

�n1n2 n
2
1 + n

2
3 � c

2
µ✏ �n2n3

�n1n3 �n2n3 n
2
1 + n

2
2 � c

2
µ✏

1

CA+
iµc

!
(b · n)13 �

iµc

!
B, (5.2.23)

sendo

B =

0

B@
n1b1 �i!(↵ + �)n3 + n1b2 i!(↵ + �)n2 + n1b3

i!(↵ + �)n3 + n2b1 n2b2 �i!(↵ + �)n1 + n2b3

�i!(↵ + �) + n3b1 i!(↵ + �)n1 + n3b2 n3b3

1

CA . (5.2.24)

Determinando det[Mij] = 0, obtemos

n
4 � 2n2


µ✏c

2 � µ
2
c
2

2
(↵ + �)2 � iµc

!
(b · n)

�
+ µ

2
c
2


c✏� i

!
(b · n)

�2
= 0. (5.2.25)

Implementando-se b · n = bn cos ✓, prosseguimos buscando as soluções para n que recuperam
os índices de refração de um dielétrico ordinário, n± 7! c

p
µ✏, no limite em que os parâmetros

magnetoelétricos e a condutividade magnética são nulos, ou seja, ↵+� 7! 0 e b 7! 0. Dessa forma,
encontramos

n± = c

s

µ✏� µ2

4

✓
↵ + � ⌥ b cos ✓

!

◆2

± iµc

2

✓
↵ + � ⌥ b cos ✓

!

◆
. (5.2.26)

As outras duas soluções da Eq. (5.2.25) fornecem n± 7! �c
p
µ✏ no limite de um dielétrico ordinário,

não sendo consideradas aqui. Levando em conta a condição (5.2.5), os índices de refração (5.2.26)
se tornam

n± = c

s

µ✏� µ2

4

✓
2i↵00 ⌥ b cos ✓

!

◆2

⌥ µc↵
00 � iµc

!
b cos ✓, (5.2.27)

105



CAPÍTULO 5. REVERSÃO DE QUIRALIDADE EM MEIOS BI-ISOTRÓPICOS INDUZIDA
PELA CONDUTIVIDADE MAGNÉTICA

que podem ser rescritos separando-se suas partes real e imaginária, isto é,

n± = cA+ icÃ± ⌥ µc↵
00 � iµc

2!
b cos ✓, (5.2.28a)

onde

A =
1p
2

p
|f(!)|

vuut
s

1 +
g2

!2f(!)2
+ sign[f(!)], (5.2.28b)

Ã± = ±sign[g]p
2

p
|f(!)|

vuut
s

1 +
g2

!2f(!)2
� sign[f(!)], (5.2.28c)

f(!) = µ✏+ µ
2
↵
002 � µ

2
b
2 cos2 ✓

4!2
, (5.2.28d)

g = µ
2
↵
00
b cos ✓. (5.2.28e)

É importante mencionar as expressões acima são válidas para o caso de condutividade ôhmica
nula, � = 0.

Para os casos em que a condutividade ôhmica é diferente de zero, deve-se implementar ✏ !
✏+ i�/! na Eq. (5.2.22). Consequentemente, os índices de refração do caso ôhmico são dados por:

n± = cA
0
± + icA

00
± ⌥ µc↵

00 � iµc

2!
b cos ✓, (5.2.29a)

where

A
0
± =

1p
2

p
|f(!)|

vuut
s

1 +
g
2
±

!2f(!)2
+ sign[f(!)], (5.2.29b)

A
00
± = ±sign[g±]p

2

p
|f(!)|

vuut
s

1 +
g
2
±

!2f(!)2
� sign[f(!)], (5.2.29c)

g± = µ
2
↵
00
b cos ✓ ± µ�. (5.2.29d)

5.2.2.1 Modos de propagação

Consideremos um sistema de coordenadas em que a propagação ocorre ao longo do eixo-z,
n = (0, 0, n), com que a Eq. (5.2.23) simplifica-se em

[Mij] =

0

B@
n
2 � c

2
µ✏̃+ iµcn

!
b cos ✓ �2iµc↵00

n 0

2iµc↵00
n n

2 � c
2
µ✏̃+ iµcn

!
b cos ✓ 0

�iµcb1
n

!
�iµcb2

n

!
�c

2
µ✏̃

1

CA , (5.2.30)
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em que ✏̃ = ✏+ i�/!. Podemos agora reescrever (5.2.27) na forma

n
2
± = c

2
µ✏̃± iµc

✓
2i↵00 ⌥ b cos ✓

!

◆
n±. (5.2.31)

Substituindo (5.2.31) na matriz (5.2.30), a equação MijE
j = 0 fornece os seguintes campos elétricos

[vide Apêndice H]:

E± = E0

0

B@
1

±i

�in±(b1 ± ib2)/(!✏̃c)

1

CA , (5.2.32)

em que E0 é uma amplitude apropriadamente escolhida para fins de normalização. Para o caso
especial em que o vetor b é paralelo ou anti-paralelo à direção de propagação n, escrevemos
b = (0, 0, b3), de forma que a Eq. (5.2.32) resulta em

E± = E0

0

B@
1

±i

0

1

CA , (5.2.33)

representando vetores LCP e RCP, respectivamente.

5.2.2.2 Efeitos ópticos

Considerando as polarizações circulares dos modos de propagação (5.2.33), pode-se examinar
a birrefringência através do poder de rotação. Assim, para os índices de refração da Eq. (5.2.28),
obtém-se

� = !µ↵
00
, (5.2.34)

cujo comportamento em termos da frequência é ilustrado na Fig. 5.2.
Observamos que o poder de rotação apresenta comportamento linear em todo intervalo de

frequências. Além disso, não ocorre reversão de sinal, ou seja, o meio não apresenta reversão
de quiralidade nesse cenário anistrópico. Destacamos ainda que o sinal do poder de rotação é
estritamente dado pelo sinal do parâmetro magnetoelétrico ↵00, onde

• para ↵00
> 0, o poder de rotação é sempre positivo, indicando rotação no sentido horário da

polarização linear;

• para ↵
00
< 0, o poder de rotação é negativo, indicando rotação no sentido anti-horário da

polarização linear

Nesse cenário de condutividade ôhmica nula, o coeficiente de dicroísmo relacionado com a
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Figura 5.2: Poder de rotação da Eq. (5.2.34). Utilizamos µ = 1 H m�1, ✏ = 2 F m�1, b = 1 ⌦�1

s�1, ↵00 = 2 F s�1 (linha vermelha) e ↵00 = �2 F s�1 (linha azul).

Eq. (5.2.28) é determinado por

�d = �!
2
(Ã+ � Ã�). (5.2.35)

O comportamento do dicroísmo com a frequência é demonstrado na Fig. 5.3 a seguir.
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Figura 5.3: Coeficiente de dicroísmo da Eq. (5.2.35) em termos de !/(2⇡). As curvas cheias
representam o dicroísmo para cos ✓ = 1, enquanto as linhas tracejadas indicam (5.2.35) para
cos ✓ = �1. Aqui, utilizamos µ = 1 H m�1, ✏ = 2 F m�1, b = 1 ⌦�1 s�1, ↵00 = 2 F s�1 (curvas
vermelhas) e ↵00 = �2 F s�1 (linhas azuis).

Os plots acima indicam que �d|↵00<0 = ��d|↵00>0, um tipo de “simetria especular” associada com
o sinal de ↵00.

Considerando agora o caso ôhmico, � 6= 0, o poder de rotação, agora associado aos índices de
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refração da Eq. (5.2.29) é dado por:

�
ohmic = �!

2

�
A

0
+ � A

0
� � 2µ↵00�

, (5.2.36)

válido em todo o domínio de frequências. Na Fig. 5.4 ilustramos o comportamento do poder de
rotação da Eq. (5.2.36) em termos da frequência.
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Figura 5.4: Poder de rotação da Eq. (5.2.36). As curvas sólidas representam PR para cos ✓ = 1,
enquanto as linhas tracejadas indicam (5.2.36) para cos ✓ = �1. Aqui, utilizamos µ = 1 H m�1,
✏ = 2 F m�1, b = 2 ⌦�1 s�1, � = 4 ⌦�1 m�1, ↵00 = 2 F s�1 (linhas em vermelho) e ↵00 = �2 F
s�1 (curvas em azul). A linha vertical tracejada é dada por !0/(2⇡) = 1/(4⇡

p
6) Hz, definida pela

Eq. (5.2.37).

É importante destacar que para cos ✓ = 1, configuração paralela, o poder de rotação apresenta
comportamento não linear para ! < !0, com !0 definido por

!0 =
1

2

s
µb2 cos2 ✓

✏+ µ↵002 , (5.2.37)

que é obtido fazendo-se f(!) = 0, com f(!) dado na Eq. (5.2.28d). Por outro lado, nesse mesmo
regime de configuração paralela (cos ✓ = 1), observa-se que, para ! > !0, o poder de rotação é
linear com a frequência.

Para a configuração anti-paralela (cos ✓ = �1), o poder de rotação é linear com a frequência.
Dessa forma, nos cenários em que � 6= 0, pode-se distinguir entre os casos de de configuração
paralela e anti-paralela por meio do nível de linearidade do poder de rotação em baixas frequências.

O coeficiente de dicroísmo associado com os índices da Eq. (5.2.29) é determinado por

�d = �!
2
(A00

+ � A
00
�), (5.2.38)

cujo comportamento em termos da frequência é representado na Fig. 5.5.
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Figura 5.5: Coeficiente de dicroísmo da Eq. (5.2.38). As curvas sólidas ilustram o dicroísmo para
cos ✓ = 1, enquanto as linhas tracejadas representam (5.2.38) para cos ✓ = �1. Utilizamos µ = 1 H
m�1, ✏ = 2 F m�1, b = 2 ⌦�1 s�1, � = 4 ⌦�1 m�1, ↵00 = 2 F s�1 (linhas em vermelho) e ↵00 = �2
F s�1 (linhas em azul). A linha tracejada vertical é dada por !0/(2⇡) = 1/(4⇡

p
6) Hz, definida

por Eq. (5.2.37).

No geral, observamos que, no caso isotrópico da Seção 5.2.1, o poder de rotação � sofre uma
inversão de sinal. Tal efeito de reversão somente ocorre quando ⌃ 6= 0 e ↵

00
< 0. No caso

antissimétrico da Secção 5.2.2, o poder de rotação não inverte sinal para nenhuma frequência, em
ambos os casos com condutividade ôhmica nula (� = 0) ou diferente de zero (� 6= 0).

A reversão do poder de rotação não é observada em dielétricos usuais, sendo reportada em
alguns contextos específicos, como plasmas [88] e sistemas de grafeno [98]. Essa característica não-
usual que obtivemos na Seção 5.2.1 pode ser utilizada como ferramenta de distinção entre cenários
bi-isotrópicos com condutividade magnética isotrópica, dada por (5.2.6).

Conforme discutimos anteriormente, quando o poder de rotação � é positivo, o meio é definido
como meio de mão-direita e quando � é negativo, o meio é dito ser de mão-esquerda. Assim,
a inversão do poder de rotação, que obtivemos nas seções anteriores, revela uma reversão de
quiralidade do meio dielétrico bi-isotrópico (com ↵

00
< 0) dotado de condutividade magnética.

Dessa forma, no caso da Seção 5.2.1, para ! < !
0, o meio é de mão-direita, enquanto para ! > !

0,
torna-se um meio de mão-esquerda.

A não ocorrência de reversão de poder de rotação no cenário de condutividade antissimétrica
da Seção 5.2.2 sugere que anisotropias na condutividade magnética de meios bi-isotrópicos podem
prevenir a reversão de poder de rotação (reversão de quiralidade) para o regime de propagação de
ondas LCP e RCP. Tal característica introduz uma possível ferramenta de distinção entre meios
bi-isotrópicos que suportam correntes magnéticas isotrópica e antissimétrica.

110



CAPÍTULO 5. REVERSÃO DE QUIRALIDADE EM MEIOS BI-ISOTRÓPICOS INDUZIDA
PELA CONDUTIVIDADE MAGNÉTICA

5.3 Caso simétrico

Vamos considerar agora um meio bi-isotrópico descrito por

↵ij = ↵�ij, �ij = ��ij, (5.3.1)

e também dotado de condutividade magnética simétrica dada por

�
B

ij
=

1

2
(aicj + ajci), (5.3.2)

onde os vetores a ec satisfazem a relação a · c = 0. Assim, a equação (5.2.3) se torna

✏̄in(!) = ✏̃�in + (↵ + �)✏inmnm +
i

2!
(aicj + ajci)✏jnmnm, (5.3.3)

na qual utilizamos n = k/!. Logo, o tensor Mij, dado por

Mij = n
2
�ij � ninj � µ✏̄ij, (5.3.4)

tem a seguinte forma explícita:

[Mij] =

0

B@
n
2 � n

2
1 � µ✏ �n1n2 �n1n3

�n2n1 n
2 � n

2
2 � µ✏ �n2n3

�n3n1 �n3n2 n
2 � n

2
3 � µ✏

1

CA+

0

B@
0 �n4 ��n2

��n3 0 �n1

�n2 ��n1 0

1

CA

� µ

0

B@

i(n2(a3c1+a1c3)�n3(a2c1+a1c2))
2!

i(2a1c1n3�n1(a3c1+a1c3))
2!

i(n1(a2c1+a1c2)�2a1c1n2)
2!

i(n2(a3c2+a2c3)�2a2c2n3)
2!

i(n3(a2c1+a1c2)�n1(a3c2+a2c3))
2!

i(2a2c2n1�n2(a2c1+a1c2))
2!

i(2a3c3n2�n3(a3c2+a2c3))
2!

i(n3(a3c1+a1c3)�2a3c3n1)
2!

i(n1(a3c2+a2c3)�n2(a3c1+a1c3))
2!

1

CA ,

(5.3.5)

com � = ↵ + �. Calculando det[Mij] = 0, obtém-se (depois de algumas simplificações)

(n2 � µ✏)2 + �
2
µ
2
n
2 +

µ
2

4!2
[n · (a⇥ c)]2 + i

µ
2
�

!

⇥
n
2(a · c)� (a · n)(c · n)

⇤
= 0, (5.3.6)

que se simplifica em

(n2 � µ✏)2 + �
2
µ
2
n
2 +

µ
2

4!2
[n · (a⇥ c)]2 � i

µ
2
�

!
(a · n)(c · n) = 0, (5.3.7)

pois a · c = 0.
Para determinarmos os índices de refração, escrevemos

(a⇥ c) · n = |a⇥ c|n cos', a · n = an cos'a, c · n = cn cos'c, (5.3.8)
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de forma que a Eq. (5.3.7) se torna

n
4 � 2n2

✓
µ✏� S

2

◆
+ µ

2
✏
2 = 0, (5.3.9)

com

S = µ
2
�
2 +

µ
2

4!2
|a⇥ c|2 cos2 '� i

µ
2
�

!
ac cos'a cos'c. (5.3.10)

Resolvendo a Eq. (5.3.9) para n, obtemos

n
2
± = µ✏� S

2
± i

p
S

r
µ✏� S

4
. (5.3.11)

Podemos ainda obter a Eq. (5.3.11) reescrevendo a Eq. (5.3.9) como

(n2 � µ✏)2 + Sn
2 = 0, (5.3.12)

que leva a

(n2 � µ✏)2 = �Sn
2
, (5.3.13)

n
2 � µ✏ = ±i

p
Sn, (5.3.14)

n
2 ⌥ i

p
Sn� µ✏ = 0, (5.3.15)

cujas soluções são

n
±
± = ±i

p
S

2
±1

2

p
�S2 + 4µ✏, (5.3.16)

n
±
± = ±

r
µ✏� S

4
± i

p
S

2
. (5.3.17)

A seguir, iremos considerar as soluções que recuperam o índice de refração de um dielétrico usual
n± 7! p

µ✏ no limite em que o parâmetro magnetoelétrico tende a zero, (� ! 0), e condutividade
magnética nula, tal como adotamos na Ref. [95]. Portanto, os índices de refração para o meio
bi-isotrópico dotado de condutividade magnética simétrica são dados por

n± =

r
µ✏� S

4
± i

p
S

2
. (5.3.18)

Note que o quadrado dessa última expressão recupera o resultado da Eq. (5.3.11).
In the next section, we will determine the polarization vectors of the propagating modes and

the optical effects.
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5.3.1 Modos de propagação

Para determinarmos as polarizações associadas aos modos de propagação, vamos considerar
dois casos particulares acerca das configurações entre os vetores a, c e n.

5.3.1.1 Caso particular 1

Escolhendo um sistema de coordenadas onde

n = (0, 0, n), a = (a1, 0, a3), c = (c1, 0, c3), (5.3.19)

temos

a⇥ c = (0, a3c1 � a1c3, 0), (5.3.20)

e n · (a ⇥ c) = 0. Assim, somente as componentes em x e z de a e c contribuem na equação de
dipsersão daEq. (5.3.7). Implementando aEq. (5.3.19) na Eq. (5.3.7), obtemos

n
2 � µ✏ = ±in

p
S1, (5.3.21)

com

S1 = µ
2
�
2 � i

�µ
2

!
a3c3. (5.3.22)

Para a configuração dada na Eq. (5.3.19), a matriz Mij escreve-se

[Mij] =

0

B@
n
2 � µ✏ �n(µ� + i

µ

!
a1c1) 0

nµ� n
2 � µ✏ 0

0 �i
µ

2!n(a3c1 + a1c3) �µ✏

1

CA . (5.3.23)

Implementando agora a Eq. (5.3.21) na Eq. (5.3.23), a equação MijE
j = 0 fornece

E± = E
0
y

0

B@
1

±i
µ�p
S1

± µ�

2!✏
p
S1
(a3c1 + a1c3)n±

1

CA , (5.3.24)

que descreve vetores de polarização gerais compostos por polarização elíptica no setor transversal
e uma componente longitudinal.
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Fazendo-se a escolha particular c3 = 0, a Eq. (5.3.24) simplifica-se em

E± = E
0
y

0

B@
1

±i

±a3c1
2!✏ n±

1

CA , (5.3.25)

cujo setor transversal é representado por vetores LCP e RCP, respectivamente. É importante
apontar que devido a a ·c = a1c1+a3c3 = 0, a escolha especial c3 = 0 também exige que se escolha
a1 = 0 para que se tenha vetores não-nulos a and c que satisfaçam a · c = 0 e que forneçam modos
de propagação com setores transversais dados por ondas LCP e RCP.

5.3.1.2 Caso particular 2

Escolhendo agora um sistema de coordenadas onde

n = (0, 0, n), a = (a1, 0, a3), c = (0, c2, 0), (5.3.26)

temos

a⇥ c = (�a3c2, 0, a1c2). (5.3.27)

Nesse caso, observa-se que (a⇥c) possui componentes longitudinal e transversal relativas à direção
de propagação.

A partir da equação de dispersão dada na Eq. (5.3.7), encontramos, nesse caso,

n
2 � µ✏ = ±in

p
S2, (5.3.28)

com

S2 = µ
2
�
2 +

µ
2

4!2
a
2
1c

2
2. (5.3.29)

Logo, para o sistema dado na Eq. (5.3.26), a matriz Mij é representada por

[Mij] =

0

B@
n
2 � µ✏+ i

µ

2!a1c2n �µ�n 0

µ�n n
2 � µ✏� i

µ

2!a1c2n 0

i
µ

2!a3c2n 0 �µ✏

1

CA . (5.3.30)

Implementando agora a Eq. (5.3.28) na Eq. (5.3.30), a equação MijE
j = 0 fornece

E± = Ex

0

B@
1

± i

µ�

�p
S2 ± µ

2!a1c2

�

i

2!✏a3c2n±

1

CA . (5.3.31)
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Escolhendo-se a1 = 0, obtemos a partir da Eq. (5.3.27): a⇥ c = (�a3c2, 0, 0), que é perpendi-
cular à direção de propagação. Logo, os vetores de polarização da Eq. (5.3.31) se tornam

E± = Ex

0

B@
1

±i

i

2!✏a3c2n±

1

CA , (5.3.32)

nos quais os setores transversais são representados por vetores LCP e RCP, respectivamente. Note
que escolhendo-se a3 = 0 em vez de a1 = 0, obtemos a ⇥ c = (0, 0, a1c2), o qual é longitudinal à
direção de propagação. Além disso, a partir da Eq. (5.3.31), temos, nesse caso:

E± = Ex

0

B@
1

± i

µ�

�p
S2 ± µ

2!a1c2

�

0

1

CA , (5.3.33)

que representam vetores elipticamente polarizados.

5.3.2 Efeitos ópticos

Considerando o “caso particular 1”, temos a partir da Eq. (5.3.21)

n± =

r
µ✏� S1

4
± i

2

p
S1. (5.3.34)

Lembrando que � = ↵ + � e utilizando Eq.(30) of Ref. [95], obtemos

� = 2i↵00
. (5.3.35)

Usando agora a Eq. (5.3.35) na Eq. (5.3.34), finalmente determinamos (para o caso particular 1):

n± =

r
µ✏+ µ2↵002 � µ2↵00

2!
a3c3 ±

r
µ2↵002 � µ2↵00

2!
a3c3. (5.3.36)

Nesse caso, as polarizações, Eq. (5.3.24), não são dadas por vetores LCP e RCP. Logo, a
birrefringência é avaliada em termos da diferença de fase,

� =
2⇡l

�0
(n+ � n�). (5.3.37)

Observe que, para ↵00
> 0, o segundo termo da Eq. (5.3.36) se torna nulo na frequência !0 dada

por

!0 =
a3c3

2↵00 . (5.3.38)

Essa frequência característica somente ocorre em meios bi-isotrópicos dotados de condutividade
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simétrica.
Para os índices de refração daEq. (5.3.36), a diferença de fase é ilustrada na Fig. 5.6 abaixo:

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
-2

0

2

4

6

8

�
� �

(��)

� �
�
�
×
� �

(��
�)

Figura 5.6: Diferença de fase para os índices da Eq. (5.3.37). Aqui, utilizamos µ = 1, ✏ = 2,
a3 = c3 = 0.5, ↵00 = 2 (linhas em vermelho) e ↵00 = �2 (curvas em azul). A linha tracejada vertical
ocorre na frequência !0 da Eq. (5.3.38) .

Destacamos ainda que escolhendo-se c3 = 0 para se obter ondas LCP e RCP no setor transversal
dos modos propagantes, veja a Eq. (5.3.25), os índices de refração da Eq. (5.3.36) simplificam-se
em

n±|c3=0 =
p
µ✏+ µ2↵002 +±µ|↵00|. (5.3.39)

Consequentemente, o efeito de birrefringência se torna constante nesse caso: � / µ|↵00|, sem a
presença da frequência de corte !0.

Para o “caso particular 2”, podemos obter a partir da Eq. (5.3.28)

n± =

r
µ✏+ µ2↵002 � µ2

16!2
a
2
1c

2
2 ±

r
µ2↵002 � µ2

16!2
a
2
1c

2
2, (5.3.40)

onde utilizamos � = 2i↵00. Nesse caso, a frequência de corte !0 é dada por

!
02 =

a
2
1c

2
2

16↵002 , (5.3.41)

a qual representa uma frequência característica onde não ocorre birrefringência.
Uma vez que os modos propagantes não são representados por polarizações circulares, veja a

Eq. (5.3.31), podemos avaliar a birrefringência em termos da diferença de fase da Eq. (5.3.37), con-
siderando os índices da Eq. (5.3.40). Ilustramos o efeito de birrefringência em termos da frequência
na Fig. 5.7.

Como antes, destacamos que escolhendo-se a3 = 0 para se obter ondas LCP e RCP nos setores
transversais dos modos propagantes, veja a Eq. (5.3.32), os índices de refração da Eq. (5.3.41)
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Figura 5.7: Diferença de fase para os índices da Eq. (5.3.36). Aqui, utilizamos µ = 1, ✏ = 2,
a3 = c3 = 0.5 e |↵00| = 2. A linha vertical tracejada ocorre na frequência !0 da Eq. (5.3.41) .

simplificam-se em

n±|a1=0 =
p

µ✏+ µ2↵002 +±µ|↵00|. (5.3.42)

Dessa forma, o efeito de birrefringência também se torna constante: � / µ|↵00|, sem ocorrência de
frequência de corte !0.
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Eletrodinâmica modificada por termos CPT-ímpar
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6.5.1.1 Modos de propagação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

6.5.2 Cenário puramente spacelike . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

6.5.2.1 Caso U-perpendicular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

6.5.2.2 Caso U-longitudinal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

Uma das bases fundamentais do Modelo Padrão é a simetria de Lorentz, que estabelece equi-
valência entre todos os referenciais inerciais e a inexistência de direções privilegiadas no espaço.
Todavia a violação da simetria de Lorentz (VL) tem sido objeto de estudo nas últimas décadas,
e vários modelos sugerem que tal simetria possa ser quebrada espontaneamente num contexto de
altas energias. Devido a essa possibilidade de violação, Colladay e Kostelecký elaboraram o Mo-
delo Padrão Estentido, que é uma teoria efetiva capaz de descrever todos os efeitos advindos da
violação espontânea da simetria de Lorentz.

Inicialmente alguns aspectos do modelo de Maxwell-Caroll-Field-Jackiw em vácuo e sua apli-
cabilidade de tal modelo em sistemas quirais são brevemente discutidos. Este último ponto de
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discussão motivou em parte a realização dos trabalhos desenvolvidos nesta tese. Ainda neste ca-
pítuclo, serão abordadas duas extensões da eletrodinâmica em meios materiais que incorporam
termos CPT -ímpares de dimensões 3 e 5. As consequências desse cenário para a propagação de
ondas eletromagnéticas serão discutidas. Os resultados desse estudo geraram uma publicação no
Physical Review D :

• P.D.S. Silva, L. Lisboa-Santos, M. M. Ferreira Jr., and M. Schreck, Effects of CPT-odd
terms of dimensions three and five on electromagnetic propagation in continuous matter,
Phys. Rev. D 104, 116023 (2021).

6.1 Simetria de Lorentz

Simetrias são propriedades de sistemas físicos que não mudam sob certas transformações. Por
exemplo, o comprimento de um vetor no plano não muda sob uma rotação. A identificação de
simetrias na Natureza é de importância na Física, pois levam a certas quantidades físicas (como
momento, energia, etc.) que são conservadas, através do teorema de Noether1.

Por muito tempo, a simetria de Galileu (transformações de Galileu), que deixavam a mecâ-
nica newtoniana invariante, foi tomada como sendo exata. Porém, com o advento da teoria de
Maxwell, constatou-se que esse conjunto de simetrias não funcionava para as leis do eletromag-
netismo. Como as equações de Maxwell eram leis físicas consistentes com todos os experimentos,
acreditava-se que deveriam ser invariantes por tais transformações (ou algum outro conjunto de
transformações). Com o advento da Teoria da Relatividade Restrita (TRR), verificou-se que o
conjunto de transformações que mantinha a invariância no eletromagnetismo de Maxwell eram as
transformações de Lorentz [24].

Ao lançar a TRR, Einstein utilizou dois postulados básicos, a saber: as leis da física são as
mesmas para todos os referenciais inerciais e a velocidade da luz no vácuo é a mesma para todos
os referenciais inerciais. Estabelecia-se assim que todos os referenciais inerciais eram equivalentes,
ou seja, não havia referenciais privilegiados na natureza. Sendo as transformações de Lorentz
responsáveis por relacionar as grandezas observadas em diferentes referenciais inerciais através de
mudanças de coordenadas (mudança no sistema de referência escolhido para descrever o sistema),
estabelecendo a simetria de Lorentz.

Atualmente, simetria de Lorentz tem se mantido como exata. Entretanto, trabalhos que surgi-
ram por volta dos anos 1990, buscando teorias quânticas para a gravitação, no contexto das teorias
de cordas2, sugeriram que a simetria de Lorentz pode ser espontaneamente violada em altas esca-
las de energia3. A possibilidade de quebra ou violação da simetria de Lorentz implica numa não

1O teorema de Noether, desenvolvido em 1918 por Emmy Noether (1882-1935), estabelece que simetrias continuas
num sistema levam a cargas conservadas, isto é, se um sistema é invariante sob transformações contínuas, uma
quantidade física relacionada é conservada. Por exemplo, simetria sob translações levam a conservação de momento
linear.

2Em 1989, Kostelecký e Samuel já reportavam a possibilidade de violação de Lorentz [131].
3A simetria CPT, fundamental do Modelo Padrão, também poderia ser violada nessa escala de energia.
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equivalência física entre dois referencias inerciais, isto é, as transformações de Lorentz aplicadas
num referencial não descreveriam mais o mesmo cenário físico que descrevem em outro referencial.
Geralmente esse tipo de efeito ocorre quando existem os chamados campos de fundo fixos (back-
ground fields), gerados como valores esperados no vácuo, permeando todo o espaço. Dessa forma,
as transformações de Lorentz podem ser classificadas em dois tipos [38, 129]: as transformações
de observador (nas quais se realizam transformações no sistema de coordenadas, não se alterando
os pontos do espaço-tempo ou grandezas relacionadas a um evento, como o vetor posição de uma
partícula) e as transformações de partícula (nas quais se mantém o sistema de coordenadas fixo,
transformando-se os pontos do espaço-tempo e grandezas relacionadas às partículas)4. A mudança
de coordenadas não deve alterar os resultados de medidas de grandezas num sistema, isto é, os
resultados (medições de alguma grandeza) não podem depender da escolha de eixos coordenados
usados para descrever o sistema. Assim, a simetria de Lorentz não é violada no referencial onde
se realizam transforamações de observador (mudança de coordenadas). Entretanto, as transfor-
mações no referencial das partículas quebram essa invariância, pois os campos de fundo são fixos
e não se transformam como vetores ou tensores genuínos neste referencial.

Levando em consideração a possibilidade de violação da simetria de Lorentz, Kostelecký e
Colladay [38,130] desenvolveram o Modelo Padrão Estendido.

6.2 A eletrodinâmica de Maxwell-Field-Jackiw

O modelo de Maxwell-Caroll-Field-Jackiw (MCFJ) foi inicialmente proposto em 1990 [141]
explorando uma extensão da eletrodinâmica de Maxwell que mantém a invariância de calibre
(ou gauge) e que viola a simetria de Lorentz. Tal modelo incorpora um termo (VL) e CPT-
ímpar, parametrizado por um campo de fundo V

µ = (V 0
,V) à densidade de Lagrangiana usual de

Maxwell, da seguinte forma

LMCFJ = �1

4
F

µ⌫
Fµ⌫ �

1

4
V↵A�✏

↵�µ⌫
Fµ⌫ � AµJ

µ
. (6.2.1)

Aplicando-se as equações de Euler-Lagrange à (6.2.1), obtém-se as equações de MCFJ:

@µF
µ⌫ = J

⌫ +
1

2
Vµ✏

µ⌫↵�
F↵�, (6.2.2a)

que nos fornece

r · E = ⇢+V ·B, r⇥B� @tE = J+ V0B�V ⇥ E. (6.2.2b)

4A ref. [128] apresenta um exemplo descrevendo um sistema constituído por um elétron e um campo elétrico de
fundo: aplicando transformações de observador, rotacionando-se os eixos coordenados, por exemplo, o vetor posição
do elétron continua perpendicular em relação ao campo elétrico de fundo; aplicando-se transformações de partícula,
ou seja, rotacionando-se o vetor posição do elétron, verifica-se que sua direção não é mais perpendicular ao campo
de fundo.
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A relação de dispersão obtida para essa eletrodinâmica é da forma

p
4 + p

2
V

2 � (p · V )2 = 0, (6.2.3)

com o 4-vetor momento p
µ = (!,k) (no vácuo).

Uma das consequências da VL nesse modelo é o surgimento de atividade óptica para o vácuo
(birrefringência), levando a rotação de ondas eletromagnéticas linearmente polarizadas que viajam
pelo mesmo. Utilizando dados astrofísicos da polarização da radiação emitida por galáxias distan-
tes, S. M. Carroll, G. B. Field e R. Jackiw encontraram um limite superior para a magnitude do
campo de fundo, sendo da ordem de [141]

|V0 � |V| cos ✓| < 1.7⇥ 10�33
eV, (6.2.4)

onde ✓ é o ângulo entre V e k.
A teoria MCFJ também tem sido objeto de investigações em diversos âmbitos nas últimas

décadas. Por exemplo, na análise dos aspectos de consistência (estabilidade, causalidade, unitari-
edade) [142], em acoplamentos com o campo de Higgs [143], em soluções estacionárias do modelo
MCFJ-Proca [145], e também nas contribuições do termo CFJ à anisotropia da radiação cósmica
de fundo [146]. Mais recentemente, um estudo sobre o comportamento eletromagnético de sistemas
quirais foi publicado na Ref. [33]. Nesse artigo, a descrição eletrodinâmica do sistema é realizada
por meio das equações de MCFJ que advêm da Eq. (6.2.1). As componentes do campo de fundo
foram associadas a fenômenos que violam as simetrias P e T , como o efeito magnético quiral (pa-
rametrizado pela componente temporal do campo de fundo), o efeito Hall anômalo e a geração
anômala de carga (ambos conectados com a parte espacial do campo de fundo) . Outros aspectos
interessantes, como efeitos de birrefringência e campos eletromagnéticos gerados por carga pontual
e densidade de corrente estática, também são discutidos na Ref. [33].

É importante mencionar que a Ref. [33] foi uma forte motivação para a realização das inves-
tigações, a nível clássico, da eletrodinâmica em meios materiais, tendo em vista que a Ref. [33]
baseou-se no modelo MCFJ em vácuo. Como resultado das nossas investigações, dois artigos, já
citados nesse trabalho, publicados no Physical Review D compõem os capítulos 3 e 4 desta tese.

Na seção 6.4, aborda-se uma extensão do modelo MCFJ para meios materiais, caracterizados
por relações contitutivas diferentes daquelas utilizadas para o vácuo. Aspectos relacionados à
propagação de ondas eletromagnéticas e propriedades ópticas do meio nesse cenário são discutidos.
Na seção 6.5, efetua-se uma extensão no termo tipo CFJ que incorpora derivadas superiores ao
modelo, com base no Modelo Padrão Estendido não mínimo.
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6.3 Modelo Padrão Estendido

No Modelo Padrão Estendido, são incorporados todos os termos (escalares) que causam viola-
ção de Lorentz5 aos vários setores do Modelo Padrão. Os termos que violam a simetria de Lorentz
apresentam quantidades tensoriais que são interpretados como campos de fundo fixos6, que per-
meiam todo o espaço. Quando a simetria de Lorentz é quebrada, esses parâmetros de violação de
Lorentz assumem valores não-nulos no vácuo (estado de menor energia do modelo), definindo certas
direções no espaço-tempo (anisotropias), o que conduz a referenciais privilegiados, pois algumas
propriedades físicas podem depender das direções desses parâmetros.

O Modelo Padrão Estendido é descrito pelas seguintes densidades lagrangeanas:

LMPE = LMP + LGR + �LLV , (6.3.1)

onde LMP é a densidade lagrangeana que descreve o Modelo Padrão, LGR, descreve a interação
gravitacional e �LLV representa todos os termos que violam a simetria de Lorentz (sendo alguns
CPT-pares, outros CPT-ímpares).

Os termos violadores de Lorentz7, presentes na Eq. (6.3.1), podem ser classificados quanto ao
seu comportamento sob as transformações CPT, sendo chamados de CPT-pares quando não violam
a simetria CPT e CPT-ímpares são quando o fazem. A simetria CPT consiste na invariância de
um sistema físico perante as transformações de conjugação de carga, paridade e reversão temporal.
A conexão entre violação das simetrias CPT e Lorentz é feita via o teorema de Greenberg [132],
que estabelece que violação da simetria CPT implica na violação da simetria de Lorentz.

Em muitas situações, teorias de violação de Lorentz são estudadas, investigando-se os efeitos
que esses termos de violação causam nos sistemas físicos usuais. Alguns dos principais efeitos em
sistemas fotônicos ou fermiônicos podem ser estudados através da deformação das relações de dis-
persão, que relacionam energia e momento de forma não usual. Relações de dispersão modificadas
podem viabilizar processos proibidos no Modelo Padrão usual, tal como o efeito Cherenkov no
vácuo e decaimentos em pares partícula–antipartícula, além de implicar na alteração do threshold
energy de alguns processos, aumentando ou diminuindo o limite de energia mínima [133].

Nos últimos anos, extensões do (MPE) foram propostas e incluem termos com altas derivadas
com dimenões de massa (em unidades naturais) maiores do que quatro [134–136]. Investigações
acerca de aspectos clássicos relacionados à eletrodinâmica (no vácuo) modificada por termos CPT-
ímpar de dimensão cinco e por termos CPT-par de dimensão seis podem ser encontradas na
literatura [42,43].

Sendo assim, o (MPE) apresenta a sua versão mínima (MPE-m), com termos até dimensão8

quatro, e a versão não-mínima (MPE-nm), com termos de dimensão maiores do que quatro.
5Através de contrações tensoriais entre os campos do Modelo Padrão e os parâmetros de violação de Lorentz [48].
6As fontes desses campos de fundo são inacessíveis.
7Na literatura, é comum substituir as expressões “violação da simetria de Lorentz” e “termos violadores da

simetria de Lorentz” por “violação de Lorentz” e “termo(s) violador(es) de Lorentz”.
8Essa dimensionalidade, em unidades naturais, refere-se à dimensão de massa do operador de campo, que é

acoplado com os tensores que parametrizam a (VL).
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6.3.1 Setor de fótons do Modelo Padrão Estendido

O setor de fótons ou setor de gauge do (MPEm) é descrito pela seguinte densidade de Lagrange

L = �1

4
Fµ⌫F

µ⌫ � 1

4
(kF )�µ⌫ F

�
F

µ⌫ +
1

2
(kAF )


✏�µ⌫A

�
F

µ⌫ � J
µ
Aµ, (6.3.2)

em que ✏�µ⌫ é o símbolo de Levi-Cevita quadridimensional, e Fµ⌫ é o tensor eletromagnético usual.
Os elementos (kF )�µ⌫ e (kAF ) representam os parâmetros de violação de Lorentz, onde o primeiro
é CPT-par e adimensional, enquanto o segundo é CPT-ímpar com dimensão de massa igual a 1.
A contribuição CPT-ímpar também é conhecida como termo de Carroll-Field-Jackiw (CJF), pois
foi reportada num trabalho anterior [137] ao desenvolvimento do (MPE).

O setor eletromagnético do (MPE-nm) é descrito por uma densidade de Lagrange similar à da
Eq. (6.3.2), ou seja,

L = �1

4
Fµ⌫F

µ⌫ +
1

2
✏
�µ⌫

A�(k̂AF )Fµ⌫ �
1

4
F�(k̂F )

�µ⌫
Fµ⌫ � AµJ

µ
. (6.3.3)

Os termos CPT-ímpares e CPT-pares, (k̂AF ) e (k̂AF )�µ⌫ , respectivamente, são os análogos de
(kAF ) e (kF )�µ⌫ do (MPE-m). Entretanto, essas quantidades envolvem coeficientes não-mínimos
contraídos com derivadas adicionais na seguinte forma de série infinita:

(k̂AF ) =
X

d odd

(k(d)
AF

)
↵1...↵(d�3)
 @↵1 . . . @↵(d�3)

, (6.3.4a)

(k̂F )
�µ⌫ =

X

d even

(k(d)
F
)�µ⌫↵1...↵(d�4)@↵1 . . . @↵(d�4)

, (6.3.4b)

onde d é a dimensão de massa do operador de campo com o qual o coeficiente está contraído. Os
coeficientes (k(d)

AF
)

↵1...↵(d�3)
 e (k(d)

F
)�µ⌫↵1...↵(d�4) , que controlam a VL, tem dimensão de massa igual

a (4 � d). Por exemplo, na Seção 6.5, estuda-se o termo CPT-ímpar de dimensão 5. Nesse caso,
tem-se d = 5 e a Eq. (6.3.3) apresenta seguinte termo

L � 1

2
✏
�µ⌫

A�(k̂AF )Fµ⌫ =
1

2
✏
�µ⌫

A�(k
(5)
AF

) ↵1↵2


@↵1@↵2Fµ⌫ , (6.3.5)

na qual se utilizou a definição dada na Eq. (6.3.4a) com d = 5 para se obter (k̂AF ). Observe que
o fator A�@↵1@↵2Fµ⌫ , que está contraído com (k(5)

AF
) ↵1↵2


, tem dimensão de massa igual a 5.
Motivações adicionais para o objeto de estudo desde capítulo advêm das conexões entre VL

e propriedades de sistemas da matéria condensada. Por exemplo, como indicado na Ref. [33], as
equações de Maxwell no vácuo modificadas pelo termo CFJ são utilizadas para descrever o efeito
mangético quiral, efeito Hall anômalo e a geração anômala de carga em sistemas de férmions quirais.
Além disso, a eletrodinâmica modificada por termos tipo CFJ também tem papel importante no
estudo de simemetais de Weyl. A descrição desse tipo de material pode ser realizada no contexto
de teoria de campos efetivo, através setor de férmions do MPE acoplado com o campo de gauge
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A
µ [138–140].

Uma vez que este capítulo se restringe a discutir as contribuições oriundas do termo CPT-
ímpar, os termos CPT-pares (dos modelos mínimo e não mínimo) serão considerados iguais a zero,
(kF )�µ⌫ = 0 e (k̂F )�µ⌫ = 0.

6.4 Efeitos do termo CPT -ímpar de dimensão 3 na eletrodi-
nâmica de meios materiais

Para se investigar as possíveis contribuições do termo de violação de Lorentz CPT-ímpar de
dimensão 3 na propagação eletromagnética em meios materiais, escreve-se uma densidade de La-
grange da forma

L = �1

4
G

µ⌫
Fµ⌫ �

1

4
✏
��µ⌫

V�A�Fµ⌫ � AµJ
µ
, (6.4.1)

onde se implementou o termo de Carroll-Field-Jackiw (CFJ) – proporcional a (kAF )✏�µ⌫A�
F

µ⌫

presente na Eq. (6.3.2) – na densidade de Lagrange do eletromagnetismo9 em meios materiais [vide
a Seção 2.2.]. Note ainda que (kAF ) foi reescrito em termos de V

 = (V0,V), por simplicidade
na notação. Utilizando as equações de Euler-Lagrange na Eq. (6.4.1), obtém-se10 as seguintes
equações de Maxwell (não-homogêneas) modificadas pelo campo de fundo V

, ou seja,

@⇢G
⇢ +

1

2
✏
�µ⌫

V�Fµ⌫ = J

. (6.4.2)

A partir da qual, as leis de Gauss e Ampère modificadas podem ser facilmente obtidas, resultando,
respectivamente, em

r ·D�V ·B = ⇢, (6.4.3a)

r⇥H� @tD� V0B+V ⇥ E = J, (6.4.3b)

em que V0 e V são as partes temporal e espacial de V
, respectivamente.

Para se estudar o comportamento do modelo descrito pela Eq. (6.4.1) sob as transformações C
(conjugação de carga), P (paridade) e T (reversão temporal), é importante lembrar que o termo
(CFJ) é CPT-ímpar e que a parte livre (sem fontes) da Eq. (6.4.1) pode ser reescrita como

L � 1

2
(E ·D) +

1

2

h
V

0 (A ·B)� A
0 (V ·B) +V · (A⇥ E)

i
. (6.4.4)

Assim, observa-se que as partes envolvendo V0 são P -ímpar e T -par, enquanto os termos contendo
V são P -par e T -ímpar, de acordo com a Tabela 2. Assim esses termos são responsáveis por induzir

9Adicionando-se o termo (CFJ) na densidade de Lagrange de Maxwell usual (para o vácuo), L = �(1/4)Fµ⌫Fµ⌫ ,
obtém-se a conhecida eletrodinâmica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw (MCFJ).

10Vide Apêndice I.
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uma atividade óptica do meio, na forma de birrefringência ou absorção (dicroísmo).

Tabela 2: Comportamento dos termos VL da densidade de Lagrange dada na
Eq. (6.4.1) sob C, P e T.

E B A0 A V0(A ·B) A0(V ·B) V· (A⇥ E)

C � � � � + + +

P � + + � � + +

T + � + � + � �

Outro aspecto interessante da eletrodinâmica de (MCFJ) consiste no termo V0B, que pode ser
utilizado para representar a densidade de corrente associado ao (CME),

JCME =
e
2

4⇡2
(�µ)B ⌘ ⌃B, (6.4.5)

sendo e a carga elementar, enquanto �µ = µR � µL é conhecido como potencial químico quiral,
designando a diferença entre a densidade do número de férmions de mão-direita e mão-esquerda
do sistema. Na Eq. (6.4.5), ⌃ representa a condutividade magnética isotrópica e tem um papel
equivalente à componente time-like V0 da Eq. (6.4.3b), como apontado pela Ref. [33].

Para se investigar as propriedades de propagação relacionadas à eletrodinâmica modificada,
descrita pela Eq. (6.4.3), será considerado a classe de meios contínuos cujas relações constitutivas
são dadas por

D
i = ✏E

i
, H

i =
1

µ
B

i
, (6.4.6)

em que ✏ e µ são as constantes de permissividade elétrica e permeabilidade magnética do meio.
Note que a escolha feita na Eq. (6.4.6) implica que os parâmetros constitutivos gerais definidos via
o tensor constitutivo �µ⌫↵� [vide a Seção 2.2] foram escolhidos de forma que

✏ij = ✏�ij, (µ�1)ij = µ
�1
�ij, ↵ij = �ij = 0. (6.4.7)

Note que, em relação a esses parâmetros constitutivos, o meio é considerado isotrópico. Dessa
forma, quaisquer efeitos de anisotropia serão originados devido ao campo de fundo V

.
Para seguir o procedimento discutido na Seção 2.3 e, então, obter-se a equação de dispsersão,

implementam-se as relações dadas na Eq. (6.4.6) e também J = �E, onde � é a condutividade
ôhmica, na Eq. (6.4.3b). Por conseguinte, obtém-se

⇥
k
2
�ij � kikj � !

2
µ✏̄ij

⇤
E

j = 0, (6.4.8)

125



CAPÍTULO 6. ELETRODINÂMICA MODIFICADA POR TERMOS CPT-ÍMPAR

onde se definiu

✏̄ij ⌘
⇣
✏+ i

�

!

⌘
�ij �

i

!2
✏iaj (kaV0 � !Va) , (6.4.9)

como o tensor de permissividade elétrico efetivo. O segundo termo do lado direito da Eq. (6.4.10),
✏iajkaV0 viola a simetria P , enquanto o terceiro termo, !Va, quebra a simetria de reversão temporal
T . Ambos são responsáveis pela atividade óptica do meio, que se manifesta via birefringência.

Utilizando agora k = !n, pode-se reescrever a Eq. (6.4.8) na forma

MijE
j = 0, (6.4.10a)

sendo

Mij = n
2
�ij � ninj � µ✏̄ij, (6.4.10b)

com

✏̄ij =
⇣
✏+ i

�

!

⌘
�ij �

i

!
✏iaj(naV0 � Va). (6.4.10c)

As soluções não-triviais para o campo elétrico são obtidas exigindo-se que o determinante da matriz
[Mij] seja nulo, det[Mij] = 0. Isso forncerá as relações de dispersão que descrevem a propagação
das ondas eletromangéticas no meio. A matriz [Mij] é explicitamente dada por

[Mij] = M+ i
µ

!
V , (6.4.11a)

na qual

M =
h
n
2 � µ

⇣
✏+ i

�

!

⌘i
13 �

0

B@
n
2
1 n1n2 n1n3

n1n2 n
2
2 n2n3

n1n3 n2n3 n
2
3

1

CA , (6.4.11b)

V =

0

B@
0 v3 � V0n3 V0n2 � V2

V0n3 � V3 0 V1 � V0n1

V2 � V0n2 V0n1 � V1 0

1

CA , (6.4.11c)

com a matrix identidade 13 de ordem (3 ⇥ 3). Calculando det[Mij] = 0, obtém-se a seguinte
equação de dispersão

✏̃(n2 � µ✏̃)2 � µ

!2

n
µ✏̃
⇥
V

2
0 n

2 +V
2 � 2V0 (n ·V)

⇤
�V

2
n
2 + (n ·V)2

o
= 0, (6.4.12a)

com

✏̃ = ✏+ i
�

!
. (6.4.12b)
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Para o vácuo, µ = ✏ = 1 e � = 0, a Eq. (6.4.12a) resulta11 na conhecida equação de dispersão
do modelo de MCFJ:

p
4 + p

2
V

2 � (p · V )2 = 0, (6.4.13)

com p
µ = (!,k) e V

µ = (V 0
,V), como se esperava.

É possível reescrever a equação de dispersão dada na Eq. (6.4.12a) numa estrutura análoga à
da Eq. (6.4.13). Para isso, definem-se os seguintes quadrivetores

p̄
µ ⌘

✓p
✏̃!,

k
p
µ

◆
, V̄

µ ⌘
✓
p
µV

0
,
Vp
✏̃

◆
. (6.4.14)

Assim, a Eq. (6.4.12a) é reescrita como

p̄
4 + p̄

2
V̄

2 �
�
p̄ · V̄

�2
= 0. (6.4.15)

Nas Eqs. (6.4.15) e (6.4.13), as contrações tensoriais são efetuadas considerando-se a métrica de
Minkowski ⌘µ⌫ = diag (+1,�1,�1,�1). Alternativamente, pode-se introduzir uma uma métrica
efetiva definida por

⌘̃µ⌫ ⌘ diag

✓
✏̃,� 1

µ
,� 1

µ
,� 1

µ

◆
, (6.4.16)

o que permite reescrever12 a Eq. (6.4.15) na forma

(p · ⌘̃ · p)2 + µ

✏̃

h
(p · ⌘̃ · p) (V · ⌘̃ · V )� (p · ⌘̃ · V )2

i
= 0. (6.4.17)

Dessa forma, pode-se interpretar a Eq. (6.4.15) como a equação de dispersão para um modelo
MCFJ generalizado em meios. O quadri-vetor p̄

µ representa um quadri-momento efetivo que
satisfaz uma equação de dispersão análoga à do vácuo quando o campo de fundo é substituído
por V̄

µ. A possibilidade de reescrever a equação de dispersão em termos da métrica efetiva,
dada na Eq. (6.4.16), e do quadri-momento usual pµ é uma forma diferente de se compreender
esse resultado. Noutras palavras, a presença do meio, descrito pelos parâmetros ✏, µ e �, leva
a ondas eletromagnéticas que obedecem uma equação de dispersão similar à do caso de ondas
eletromagnéticas progagando-se no vácuo, mas com a métrica de Minkowski substituída por uma
métrica efetiva.

Para se investigar mais propriedades dessa eletrodinâmica modificada num meio dilétrico, serão
discutidos, a seguir, dois cenários: (i) campo de fundo puramente timelike e (ii) spacelike. Também
será adotado um substrato dielétrico com condutividade ôhmica nula, � 7! 0.

11Vide Apêndice J.
12Vide Apêndice K.
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6.4.1 Cenário puramente timelike

Neste cenário, considera-se o campo de fundo descrito por V µ = (V 0
,0). Assim, a Eq. (6.4.12a)

se reduz a

(n2 � µ✏)2 � µ
2
V

2
0

!2
n
2 = 0, (6.4.18)

a qual fornece dois índices de refração distintos:

n
2
± = µ✏+

µ
2
V

2
0

2!2
± µV0

!

r
µ✏+

µ2V 2
0

4!2
, , (6.4.19a)

ou equivalentemente

n± =

r
µ✏+

µ2V 2
0

4!2
± µV0

2!
. (6.4.19b)

Esse resultado está de acordo com o índice de refração dado na Eq. (3.2.19) para o caso de
meio dotado com condutividade magnética isotrópica. Essa é uma correspondência esperada, uma
vez que o V0 atua como uma parametrização da condutividade magnética. Note que os índices
de refração n± são reais positivos, o que permite que ambos os modos se propaguem em qualquer
frequência. Assim, comportamento de atenuação/absorção não é observado neste cenário timelike.

Além disso, no limite de altas frequências, a Eq. (6.4.19b) fornece n± 7! p
µ✏, recuperando o

índice de refração de um meio com permissividade elétrica ✏ e permeabilidade magnética µ, tal
como é descrito na eletrodinâmica de Maxwell. Esse comportamento é ilustrado na Fig. 6.1 a
seguir, a qual mostra os índices de refração (6.4.19b) em termos do parâmetro adimensional !/V0

para alguns valores de µ e ✏. O modo associado a n+ exibe dispersão anômala, com dn+/d! < 0,
enquanto n� é caracterizado por dispersão normal.
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Figura 6.1: Índices de refração n±(!) da Eq. (6.4.19b) em termos da grandeza adimensional !/V0.
As linhas azuis (decrescentes) representam n+, enquanto as vermelhas (crescentes) mostram n�.
Para as linhas sólidas (linhas cheias), µ = 1 e ✏ = 2; para as linhas tracejadas, µ = 1 e ✏ = 3; para
as linhas ponto-tracejadas, µ = 2 e ✏ = 2.

Para se examinar o estado de polarização dos modos de propagação, reescreve-se inicialmente
a Eq. (6.4.18) como

n
2 � µ✏ = ±µV0

!
n. (6.4.20)

A seguir, essa relação pode ser implementada na Eq. (6.4.11), a partir da qual a condição MijE
j = 0

fornece13 nesse cenário

E± =
1

p
2n
p

n2 � n
2
1

0

B@
n
2 � n

2
1

⌥in3n� n1n2

±in2n� n1n3

1

CA . (6.4.21)

Considerando o caso particular onde n = (0, 0, n), os campos eleétricos normalizados da Eq. (6.4.21)
simplificam-se em

E± =
1p
2

0

B@
1

⌥i

0

1

CA . (6.4.22)

Uma polarização é definida como mão-direita (mão-esquerda) se o vetor de polarização da onda
plana rotaciona ao longo de uma circunferência no sentido horário (ou anti-horário) quando o
observador vê a onda se aproximando [1, 7]. Portanto, E� é interpretado como vetor de polariza-
ção circular de mão-esquerda, enquanto E+ representa polarização cirular de mão-direita. Essas

13Vide Apêndice L.
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polarizações são associadas com os índices de refração n� e n+ da Eq. (6.4.19b), implicando em
velocidades de fase diferentes para os modos físicos. Consequentemente, origina-se uma rotação do
plano de polarização de uma onda linearmente polarizada, como consequência da birrefringência
existente nesse cenário. A birrefringência pode então ser mensurada através do poder rotatório
específico [veja a Eq. (2.3.26) ], que aqui resulta em

� = �µV0

2
, (6.4.23)

a qual é independente da frequência e dependente da componente timelike V0 do campo de fundo
de VL. Esse poder de rotação não-dispersivo é diferente do poder de rotação de um cristal birre-
fringente típico, que é crescente com a frequência, como indicado pela Eq. (2.3.26) para índices de
refração constantes. Dado que os índices de refração da Eq. (6.4.19b) são reais, não há dicroísmo
óptico originado por V0.

6.4.2 Cenário puramente spacelike

O caso puramente spacelike é caracterizado pelo campo de fundo V
µ = (0,V). Nesse caso, a

Eq. (6.4.12a) resulta em

✏(n2 � µ✏)2 � µ

!2

⇥
µ✏V

2 � n
2
V

2 + (n ·V)2
⇤
= 0. (6.4.24)

Implementando n ·V = n|V| cos ✓, obtém-se

(n2 � µ✏)2 � µ
2

!2
|V|2↵2 = 0, (6.4.25)

onde se definiu

↵
2 ⌘ 1� n

2

µ✏
sin2

✓. (6.4.26)

Os índices de refração são dados por

n
2
± = µ✏� µV

2

2✏!2
sin2

✓ ± µ|V|
2✏!2

p
4✏2!2 cos2 ✓ +V2 sin4

✓. (6.4.27)

A seguir, serão considerados duas configurações especiais: (i) o caso perpendicular onde n ·V =

0 e sin2
✓ = 1; (ii) o caso longitudinal onde n · ±n|V| e sin2

✓ = 0. Tais escolhas simplificam o
problema e auxiliam no estudo das propriedades de propagação.
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6.4.2.1 Caso V-perpendicular

Considerando a configuração perpendicular com sin2
✓ = 1, as soluções da Eq. (6.4.24) para n

2

de acordo com a Eq. (6.4.27) são dadas por

n
2
± = µ✏+

µV
2

2✏!2
(�1± 1), (6.4.28)

ou seja,

n+ =
p
µ✏, n� =

r
µ✏� µV2

✏!2
. (6.4.29)

Percebe-se que enquanto n+ é o índice de refração usual da eletrodinâmica de Maxwell em meios,
correspondendo a ↵+ = 0, o índice de refração n� é associado a ↵� = |V|/(✏!), o qual carrega
contribuição do campo de fundo. Para ! > !�, tem-se n2

� < 0 e n� se torna puramente imaginário.
Consequentemente o correspondente modo não se propaga. Assim, define-se a frequência de corte

!� =
|V|
✏

. (6.4.30)

O comportamento geral dos índices de refração é ilustrado na Fig. 6.2, onde os índices de
refração (quadrados) são plotados em termos do parâmetro adimensional !/|V|.
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Figura 6.2: Índices de refração n
2
±(!) da Eq. (6.4.28) em termos de !/V onde V = |V|. Linhas

azuis (horizontal) representam n
2
+, enquanto as linhas vermelhas mostram n

2
�. Para as linhas

cheias, µ = 1 e ✏ = 2; para linhas tracejadas, µ = 1 e ✏ = 3; para linhas ponto-tracejadas, µ = 2
and ✏ = 2.

As linhas horizontais mostram n
2
+, que é constante para todas as frequências. Para o modo

associado a n
2
�, as linhas verticais tracejadas (localizadas em diferentes valores de !�/|V|) separam

a zona de absorção, onde ! < !�, do regime de propagação, onde ! > !�. Além disso, no limite
de altas frequências, observa-se que n

2
� 7! n

2
+ = µ✏.
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Para se obter os modos de propagação, pode-se escolher um sistema de coordenadas onde
n = (0, 0, n). Assim, uma configuração perpendicular para o campo de fundo será V = (V1, V2, 0).
Da Eq. (6.4.25), pode-se escrever

n
2 � µ✏ = ±µ|V|

!
↵. (6.4.31)

Implementando essa relação na Eq. (6.4.11) e utilizando n
2
+ = µ✏, ↵+ = 0, a condição MijE

j = 0

fornece

E+ =
1

|V|

0

B@
V1

V2

0

1

CA ⌘ V̂, (6.4.32)

onde V̂ é o vetor unitário que aponta na direção de V. Utilizando agora n
2
� = µ✏� µV

2
/(✏!2), a

condição MijE
j = 0 leva a14

E� = E
(�)
0

0

B@
V2

�V1

i(V 2
1 + V

2
2 )/(✏!)

1

CA = Ẽ
(�)
0

✓
V̂ ⇥ n̂+ i

|V|
✏!

n̂

◆
, (6.4.33)

na qual E(�)
0 , Ẽ(�)

0 são amplitudes escolhidas apropriadamente e n̂ é o vetor unitário que aponta ao
longo da direção de propagação. Note que a componente longitudinal da Eq. (6.4.33) é suprimida
pela magnitude da direção privilegiada V em comparação com a parte transversal15. Para V2 = 0,
o comportamento dos modos de propagação é ainda mais claro:

E+ =

0

B@
1

0

0

1

CA , E� = Ẽ
(�)
0

0

B@
0

�1

iV1/(✏!)

1

CA . (6.4.34)

Portanto, os índices de refração da Eq. (6.4.29) são associados a modos linearmente polarizados
da Eq. (6.4.34). Embora o vetor E� contenha componentes transversal e longitudinal, no que diz
respeito às propriedades de polarização, ele é interpretado como um vetor linearmente polarizado
e somente sua parte transversal é considerada.

Para se analisar os efeitos de birrefringência gerados neste caso, Considerando o regime de pro-
pagação onde ! > !�, observa-se a existência de dois índices de refração distintos, caracterizando
modos que se propagam com velocidades de fase distintas. Assim, a diferença de fase entre os

14Vide Apêndice L.
15Isso acontece por que a propagação para esse modo ocorre quando ! > !� com !� dado na Eq. (6.4.30). Logo,

|V| < ✏!.
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modos de propagação pode ser utilizada para caracterizar a birrefringência [veja a Eq. (2.3.28) ]:

� =
2⇡

�0
d (n+ � n�) , (6.4.35)

em que �0 é o comprimento de onda eletromagnético no vácuo, e d representa a espessura do
meio ou a distância que a onda percorre no mesmo. Utilizando então os índices de refração da
Eq. (6.4.29), a diferença de fase por unidade de comprimento será

�

d
=

2⇡

�0

p
µ✏

 
1�

r
1� V2

✏2!2

!
, (6.4.36)

que se simplifica em

�

d
'

⇡
p
µ✏

�0✏
2!2

V
2
, (6.4.37)

no limite V/! ⌧ 1. Note que n� é real para ! > !� ou V/! < ✏. Asim, no limite V/! ⌧ 1, a
expressão dada na Eq. (6.4.36) continua real, justificando o resultado dado na Eq. (6.4.37). Esses
resultados indicam que a birrefringência é controlada pela norma quadrada do campo de fundo
V e depende quadraticamente do inverso da frequência !. Tais dependências não são observadas
no cenário puramente timelike [veja a Eq. (6.4.23) para uma comparação simples], tampouco em
dielétricos usuais.

Para ! < !�, n� se torna complexo, enquanto n+ permanece real. Assim, a absorção somente
ocorre para o modo representando pelo sinal (�). Nesse caso, o coeficiente de absorção, � =

2!Im[n], é dado por

� = 2
p
µ✏!

r
�1 +

|V|2
✏2!2

. (6.4.38)

Assim o modo associado à Eq. (6.4.33) é absorvido, enquanto o modo dado na Eq. (6.4.32) se pro-
paga sem atenuação. Portanto, após viajar certa distância no meio, apenas o modo da Eq. (6.4.32)
sobreviverá.

6.4.2.2 Caso V-longitudinal

Agora serão consideradas as configurações onde n · V = ±n|V|, o que implica em sin2
✓ = 0

e ↵2 = 1 na Eq. (6.4.25). Isso significa que n e V apontam ao longo da mesma direção, ou seja,
para n = (0, 0, n), escolhe-se V = (0, 0, V3). Consequentemente, a Eq. (6.4.27) fornece as seguintes
soluções

n
2
± = µ✏± µ|V|

!
. (6.4.39)
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Observa-se imediatamente que n
2
+ > 0, o que significa que o modo associado ao índice de refração

n+ se propaga em todo o domínio das frequências. Por outro lado, o modo associado a n� se
propaga apenas para ! > !�, para o qual n

2
� > 0. Aqui !� é a frequência de corte dada

na Eq. (6.4.30). Essa caracterização é verificada na Fig. 6.3, onde os índices de refração da
Eq. (6.4.39) são ilustrados como funções do parâmtro adimensional !/|V|. Os modos associados a
n
2
+ e n

2
� exibem dispersão anômala e normal, respectivamente, recuperando o valor usual n2

± 7! µ✏

no regime de altas frequências.
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Figura 6.3: Índices de refração n
2
±(!) da Eq. (6.4.39) em termos de !/V where V = |V|. As

linhas azuis representam n
2
+, enquanto as vermelhas mostram n

2
�. Para as linhas cheias, µ = 1

e ✏ = 2; para linhas tracejadas, µ = 1 e ✏ = 3; para linhas ponto-tracejadas, µ = 2 e ✏ = 2. As
linhas tracejadas verticais, da esquerda para a direita, são dadas por !�/V = 1/3 e !�/V = 1/2,
respectivamente, com !� dado na Eq. (6.4.30).

Para a escolha n = (0, 0, n), o campo de fundo longitudinal é escrito na forma V = (0, 0, V3).
Assim MijE

j = 0 fornece16

E± =
1p
2

0

B@
1

±i

0

1

CA , (6.4.40)

onde E+ e E� representam, respectivamente, vetores de polarização para modos circularmente
polarizados de mão-esquerda e mão-direita. Os dois índices de refração da Eq. (6.4.39) também
implicam em birrefringência, que pode ser avaliada através do poder de rotação específico

� = �
p
µ✏

2
!

 r
1 +

|V|
!✏

�
r

1� |V|
!✏

!
. (6.4.41)

16Vide Apêndice L.
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No limite |V|/! ⌧ 1, n� permanece real, assim o poder de rotação específico simplifica-se em

� ' �1

2

r
µ

✏
|V|, (6.4.42)

indicando birrefringência independente da frequência, resultado similar ao da Eq. (6.4.23).
Por outro lado, para |V|/! > ✏, n� se torna puramente imaginário, enquanto n+ permanece

real. Nessa zona de frequência, ambos os modos são absorvidos em graus diferentes. Essa diferenção
é caracterizada pelo coeficiente de dicroísmo definido na Eq. (2.3.27), o qual fornece nesse caso

�d =

p
µ✏

2
!

r
�1 +

|V|
!✏

. (6.4.43)

Com esse último resultado (e os anterioes), concluem-se as análises acerca das propriedades
de propagação do modelo de eletrodinâmica modificada por termo CPT -ímpar de dimensão 3,
descrito na Eq. (6.4.1), num meio material.

6.5 Efeitos do termo CPT -ímpar de dimensão 5 na eletrodi-
nâmica de meios materiais

Após analisadas as propriedades da eletrodinâmica modificado por termo CPT -ímpar de di-
mensão 3 (MCFJ) em meio material, o próximo passo de investigação consiste em estudar uma
extensão do modelo anterior que envolve derivadas superiores. Tais extensões são descritas pelo
MPE não-mínimo da Eq. (6.3.3), que consiste num ferramental teórico para a parametrização das
violações de Lorentz e CPT numa teoria de campos efetiva. Nenhum sinal de VL no vácuo foi en-
contrada até o momento. Entretanto, VL pode ser considerada uma propriedade intrínseca de um
meio material, assim o MPE é suficiente para se representar certas propriedades materiais dentro
de uma configuração de teoria de campos e ainda para se propor novos materiais com propriedades
não usuais.

Nesta seção, será abordado o termo CPT -ímpar de dimensão 5 (d = 5) do MPE não-mínimo
dado na Eq. (6.3.3). Assim, o termo a ser considerado é

1

2
✏
�µ⌫

A�(k̂AF )Fµ⌫ , (6.5.1)

com

(k̂AF ) = (k(5)
AF

) ↵1↵2


@↵1@↵2 . (6.5.2)

Implementando a seguinte parametrização,

(k(5)
AF

) ↵1↵2


= U⌘
↵1↵2 , (6.5.3)
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com o campo de fundo U
 e o tensor métrico de Minkowski ⌘↵1↵2 = diag(1,�1,�1,�1), o termo

de derivada superior da Eq. (6.5.1) se torna

1

2
✏
�µ⌫

A�U⇤, (6.5.4)

onde se introduziu o operador d’Alambertiano ⇤ = ⌘
↵1↵2@↵1@↵2 . A densidade de Lagrange com o

termo de ordem superios (altas derivadas) originada da Eq. (6.3.3) é dado por

L = �1

4
F

µ⌫
Fµ⌫ +

1

2
✏
��µ⌫

U�A�⇤Fµ⌫ � AµJ
µ
, (6.5.5)

o qual envolve a VL parametrizada pelo campo de fundo U
 = (U0,U).

Para se estudar os efeitos desse termo de altas derivadas na propagação de ondas eletromagné-
ticas num meio contínuo, implementa-se agora o tensor G

µ⌫ no termo cinético da Eq. (6.5.5), tal
como na Eq. (2.2.1). Assim, a densidade de Lagrange deste modelo eletrodinâmico novo será

L = �1

4
G

µ⌫
Fµ⌫ +

1

2
✏
��µ⌫

U�A�⇤Fµ⌫ � AµJ
µ
, (6.5.6)

onde o tensor G
µ⌫ é escrito em termos do tensor constitutivo �

µ⌫↵�, definido na Eq. (2.2.6). O
modelo dado na Eq. (6.5.6) fornece uma generalização da eletrodinâmica da Eq. (6.5.5) em meios
materiais.

A densidade de Lagrange da Eq. (6.5.6) envolve uma derivada de terceira ordem no quadri-
potencial Aµ, exigindo então uma equação de Euler-Lagrange dotada de derivadas de derivadas
de variáveis de campo que são da mesma ordem. Em princípio, a ordem da derivada pode ser
reduzida reescrevendo-se a Eq. (6.5.6) na forma

L = �1

4
G

µ⌫
Fµ⌫ �

1

2
✏
��µ⌫

U�(@⌘A�)@
⌘
Fµ⌫ � AµJ

µ
. (6.5.7)

Assim para a densidade de Lagrange da Eq. (6.5.7), é suficiente considerar a equação de Euler-
Lagrange envolvendo derivadas de segunda ordem nos campos, ou seja,

@L
@A

� @⇢

✓
@L

@(@⇢A)

◆
+ @↵@⇢

✓
@L

@(@⇢@↵A)

◆
= 0. (6.5.8)

Aplicando então essa expressão à Eq. (6.5.7), obtém-se17

@⇢G
⇢ + ✏

�µ⌫
U�⇤Fµ⌫ = J


. (6.5.9)

17Vide Apêndice M.
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Nesse cenário, as leis de Gauss e Ampère modificas são, respectivamente, dadas por

r ·D+ 2⇤(U ·B) = ⇢, (6.5.10a)

r⇥H� @tD+ 2⇤U0B� 2⇤(U⇥ E) = J. (6.5.10b)

Essas equações de Maxwell modificadas podem descrever novos efeitos na propagação de ondas
eletromagnéticas em meios caracterizados pelo tensor constitutivo �µ⌫↵�. A seguir, as relações de
dispersão serão, o comportamento dos índices de refração e os modos de propagação serão obtidos
e discutidos. Para isso, as relações constitutivas D = ✏E e H = µ

�1
B serão utilizadas.

Com respeito ao comportamento sob as simetrias discretas, o campo de fundo U
µ na densidade

de Lagrange da Eq. (6.5.6) se comporta da mesma forma que V µ da Eq. (6.4.1), uma vez que os dois
termos CPT -ímpares dessas densidades de Lagrange diferem apenas pela presença do operador
diferencial de segunda ordem, ⇤, que é par sob P e T . De fato, inspecionando os termos VL da
Eq. (6.5.6), Uµ, observa-se que os termos envolvendo a componente timelike (U0) são P -ímpares,
C-pares, T -pares e PT -ímpares, enquanto as contribuições contendo o setor espacial, U, são P -
pares, C-pares, T -ímpares e PT -ímpares, como ilustrado na Tabela 3. Isso significa que os termos
proporcionais a U0 e U atuarão como fonte de atividade óptica do meio considerado para estudo.

Tabela 3: Comportamento dos termos VL da densidade de Lagrange dada na
Eq. (6.5.6) sob C, P e T.

E B A0 A U0(A ·⇤B) A0(U·⇤B) U· (A⇥⇤E)

C � � � � + + +

P � + + � � + +

T + � + � + � �

Para se obter as relações de dispersão, segue-se o mesmo procedimento descrito na Seção 2.3 e
considerando a Eq. (6.5.10), o que leva a

⇥
k
2
�ij � kikj � !

2
µ✏̄ij(!)

⇤
E

j = 0, (6.5.11)

na qual se definiu o tensor de permissividade efetivo ✏̄ij:

✏̄ij(!) =
⇣
✏+ i

�

!

⌘
�ij �

2i

!2
(k2 � !

2)✏iaj(!Ua � kaU0). (6.5.12)

Note que essa quantidade, interpretada também como permissividade elétrica estendida, contém
contribuições originadas do termo de altas derivadas. O termo envolvendo ✏iaj!Ua viola a reversão
temporal, enquanto o termo contendo ✏iajkaU0 quebra a simetria de paridade.

Utilizando agora k = !n, a Eq. (6.5.12) pode ser reescrita na forma

MijE
j = 0, (6.5.13a)
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onde o tensor Mij é dado por

Mij = n
2
�ij � ninj � µ✏̄ij(!), (6.5.13b)

e a permissividade efetiva é escrita como

✏̄ij(!) =
⇣
✏+ i

�

!

⌘
�ij � 2i!(n2 � 1)✏iaj(Ua � naU0). (6.5.13c)

É importante perceber que embora o meio tenha permissividade elétrica isotrópica, ✏�ij, os efeitos
de anisotropia são gerados pelo campo de fundo U

µ, presente nos elementos off-diagonal de ✏̄ij(!)
na Eq. (6.5.13c).

A matriz Mij na Eq. (6.5.13b) tem a seguinte forma explícita

[Mij] = M+ 2iµ!(n2 � 1)W , (6.5.14)

com M dado na Eq. (6.4.11b) e

W =

0

B@
0 U0n3 � U3 U2 � U0n2

U3 � U0n3 0 U0n1 � U1

U0n2 � U2 U1 � U0n1 0

1

CA . (6.5.15)

Calculando-se det[Mij] = 0, obtém-se a seguinte equação de dispersão

✏̃(n2 � µ✏̃)2 � 4(n2 � 1)2µ!2
n
µ✏̃
⇥
U

2
0n

2 +U
2 � 2U0(n ·U)

⇤
�U

2
n
2 + (n ·U)2

o
= 0, (6.5.16)

com ✏̃ dado na Eq. (6.4.12b). Empregando-se o quadrimomento p̄
µ definido na Eq. (6.4.14) e

também

Ū
µ ⌘

✓
p
µU

0
,
Up
✏̃

◆
, (6.5.17)

a equação de dispersão pode ser escrita também na forma18

p̄
4 + 4p4

h
Ū

2
p̄
2 �

�
Ū · p̄

�2i
= 0. (6.5.18)

Lembrando do tensor métrico efetivo da Eq. (6.4.16), pode-se ainda reescrever a equação de dis-
persão (6.5.18) em termos do quadrimomento usual pµ e do campo de fundo U

µ:

(p · ⌘̃ · p)2 + 4 (p · ⌘ · p)2 µ
✏̃

h
(U · ⌘̃ · U) (p · ⌘̃ · p)� (U · ⌘̃ · p)2

i
= 0. (6.5.19)

Note que a Eq. (6.5.18) não pode ser escrita somente em termos do quadrimomento efetivo p̄
µ,

como ocorre no modelo MCFJ em meios descrito na Eq. (6.4.15). O motivo pelo qual pµ surge na
18Vide Apêndice K.
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Eq. (6.5.18) consiste nas duas quadriderivadas adicionais que estão contraídas com os coeficientes
do termo de dimensão 5 na Eq. (6.5.6). Tais derivadas adicionais advêm da Eq. (6.5.2) e da
parametrização adotada na Eq. (6.5.2). A Eq. (6.5.19) também permite dizer que a propagação de
ondas eletromagnéticas no meio é governada por duas métricas: a métrica de Minkowski ⌘µ⌫ e a
métrica efetiva ⌘̃µ⌫ da Eq. (6.4.16). Assim, o modelo de eletrodinâmica tipo MCFJ modificado pelo
termo CPT -ímpar de dimensão 5, definido na Eq. (6.5.7), pode ser chamado de bimétrico nesse
sentido. Dessa forma, é notável que a estrutura do modelo modificado por termo de dimensão 5
em meios é muito diferente do modelo MCFJ generalizado para meios da Eq. (6.4.1).

No vácuo, os parâmetros constitutivos são ✏ = 1, µ = 1 e � = 0. Nesse caso, a equação de
disperão na Eq. (6.5.16) se reduz a

(n2 � 1)2
n
1� 4!2

⇥
U

2
0n

2 �U
2
n
2 +U

2 + (n ·U)2 � 2U0(n ·U)
⇤o

= 0, (6.5.20)

que pode ser convenientemente simplificada19 em

p
4
�
1 + 4

⇥
p
2
U

2 � (U · p)2
⇤ 

= 0, (6.5.21)

com o quadrimomento p
µ e o campo de fundo U

µ = (U0,U). A Eq. (6.5.21) recupera a equação de
dispersão obtida na Ref. [43], onde esse modelo de eletrodinâmica modificado por altas derivadas
foi estudado para o vácuo. É importante apontar que a notável diferença entre a Eq. (6.5.18) e
a Eq. (6.5.21) é suscitada pela presença do meio material, pois os termos de altas derivadas, nas
densidades de Lagrange (6.5.7) e (6.5.5) são correspondentes.

A seguir, serão investigados dois cenários desse modelo de eletrodinâmica com respeito ao
campo de fundo, a saber: cenários i) puramente timelike e ii) puramente spacelike. Além disso,
considera-se também meio cuja condutividade ôhmica é nula, ✏̃ 7! ✏.

6.5.1 Cenário puramente timelike

O cenário puramente timelike é definido considerando U0 6= 0 e U = 0. Nesse caso, a
Eq. (6.5.16) se reduz a

✏(n2 � µ✏)2 � 4µ2
!
2
U

2
0 ✏n

2(n2 � 1)2 = 0, (6.5.22a)

que implica em

n
2 � µ✏ = ±2µ✏!U0n(n

2 � 1), (6.5.22b)

ou equivalentemente

±2µ!U0n
3 � n

2 ⌥ 2µ!U0n+ µ✏ = 0. (6.5.22c)

19Vide Apêndice J.
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Tal equação cúbica em n possui 3 soluções complexas no geral, dadas como funções n = n(!). Essas
soluções se estendem a domínios de frequências definidos de acordo com o sinal do discriminante
da equação cúbica que, para a Eq. (6.5.22c), é dado por

� =
S

2433µ3!4U4
0

, (6.5.22d)

com

S = �✏� µ!
2
U

2
0

⇥
1 + 9µ✏(2� 3µ✏) + 16µ2

!
2
U

2
0

⇤
. (6.5.22e)

Para uma equação cúbica, o sinal de � auxilia na identificação da natureza (real ou complexa)
das três soluções, de acordo com a Tabela 4.

Tabela 4: Sinal do discrimante � da Eq. (6.5.22d) e a natureza das raízes (soluções)
da Eq. (6.5.22c).

Sinal Soluções
� > 0 uma raíz real e duas raízes complexas conjugadas
�  0 três raízes reais (com duas ou todas as três iguais se � = 0)

Uma vez que o denominador da Eq. (6.5.22d) é positivo, é necessário analisar somente o sinal
do numerador, S. Note que S é uma função de quarto grau em !, assim é possível encontrar duas
raízes que fornecem os intervalos de frequências para valores positivos e negativos de �. Dessa
forma, a relação S = 0 estabelece os valores críticos (raízes) que separam os domínios de absorção
(com S > 0) e propagação (com S < 0). Resolvendo S = 0, encontram-se as duas soluções para
!
2, a saber:

!
2
± =

1

32µ2U2
0

h
9µ✏ (3µ✏� 2)� 1±

p
µ✏� 1 (9µ✏� 1)3/2

i
. (6.5.23)

Consequentemente, os três intervalos de frequência associados aos dois cenários distintos (propa-
gação e absorção) são descritos da seguinte forma:

i) Para !� < ! < !+, tem-se S > 0 e � > 0, então a Eq. (6.5.22c) fornece uma função real
n(!) e duas funções complexas conjugadas n(!).

ii) Para ! < !� ou ! > !+, obtém-se S < 0 e � < 0, assim existem três índices de refração
reais n(!).

O primeiro domínio descreve efeitos de absorção, enquanto, no segundo, ondas eletromagnéticas
podem se propagar sem sofrer atenuação. O sinal de S determina a natureza real ou complexa
de n(!) no correspondente intervalo de frequência. Para um índice de refração complexo, pode-
se escrever n(!) = n

0(!) + in00(!), onde Re[n(!)] = n
0(!) é o índide de refração do meio, e

Im[n(!)] = n
00(!) é associado ao coeficiente de absorção do meio � = 2!n00(!) [7].
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Agrupando os cenários descritos acima, conclui-se que:

a) Para ! < !�, existem três soluções reais.

b) Para !� < ! < !+, duas soluções se tornam complexas, enquanto a terceira permanece real.

c) Para ! > !+, as três soluções se tornam reais novamente.

No geral, propagação sem atenuação é associada à parte real do índice de refração, enquanto os
efeitos de absorção são relacionados com a parte imaginária do índice de refração, que geralmente
pode ser complexo. Assim, observa-se que a eletrodinâmica modificada dada pela Eq. (6.5.6)
atribui um comportamento condutor a um substrato dielétrico. Para o cenário timelike, ondas
eletromagnéticas se propagam no meio sem atenuação no intervalo de frequências onde as três
soluções são reais. No intervalo onde soluções complexas para n(!) ocorrem, propagação e absorção
são observadas. Esses efeitos novos e não-usuais são originados pela componente U0 do campo de
fundo acoplado aos campos eletromagnéticos.

Os índices de refração para um meio material com propagação descrita pela Eq. (6.5.22c) são
dados por expressões muito complicadas [raízes da Eq. (6.5.22c)], as quais não serão mostradas
aqui. Em vez disso, essas três funções, ni(!) para i = 1, 2, 3 serão ilustradas graficamente em
termos do parâmetro adimensional !U0. Para isso, escolhem-se os valores ✏ = 2 e µ = 1. Esses
plots são apresentados nas Figs. 6.4, 6.5 e 6.6, onde as linhas cheias representam a parte real de
ni(!), enquanto as pontilhadas indicam a parte imaginária de ni(!).

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
-2
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1

2

3

4

�U0

n

Figura 6.4: Plot de uma raíz real da Eq. (6.5.22c), o índice de refração n1(!), em termos de !U0. Ele é
obtido escolhendo-se os sinais inferiores da Eq. (6.5.22c). A linha cheia representa Re[n1(!)], enquanto a
linha pontilhada mostra Im[n1(!)], que é nula neste caso.
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Figura 6.5: Plot de uma raíz complexa da Eq. (6.5.22c), o índice de refração n2(!), em termos de !U0.
Tal índice provém da Eq. (6.5.22c) com os sinais superiores sendo considerados. A linha cheia representa
Re[n2(!)], enquanto a linha pontilhada ilustra Im[n2(!)].
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Figura 6.6: Plot de uma raíz complexa da Eq. (6.5.22c), o índice de refração n3(!), em termos de !U0.
Ele resulta da Eq. (6.5.22c) com os sinais superiores levados em conta. A linha cheia representa Re[n3(!)],
enquanto a linha pontilhada indica Im[n3(!)].

Os índices de refração, mostrados nas Figs. 6.4, 6.5 e 6.6, são caracterizados por partes reais
positivas. Os três índices de refração restantes, que seguem da equação polinomial de sexto grau
dada na Eq. (6.5.22a), possuem partes reais negativas.

Note que n1(!) é sempre real para todo o domínio de frequências. As funções n2(!) e n3(!) se
tornam complexas no intervalo !� < ! < !+, o que está de acordo com a análise feita previamente
nos itens a), b), c). Combinando todos os três plots na Fig. 6.7, pode-se observar o cenário completo
descrito nos itens anteriores.
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Figura 6.7: Compilação dos índices de refração complexos n(!) das Figs. 6.4, 6.5 e 6.6. As linhas cheias
ilustram as partes reais de n1(!) (azul), n2(!) (vermelho) e n3(!) (verde). Suas correspondentes partes
imaginárias são representadas pelas linhas pontilhadas com a mesma cor da parte real. As linha cheia e
marrom indica que Re[n2(!)] e Re[n3(!)] estão sobrepostas. As linhas pontilhadas (pretas) são utilizadas
sempre que todas as três partes imaginárias ficam sobrepostas.

As linhas tracejadas verticais indicam os valores críticos de frequência da Eq. (6.5.23), ou seja,
!�U0 e !+U0, os quais definem a transição entre os regimes dados nos itens (a) – (c). Outra
característica das Figs. 6.5 e 6.6 é a presença de discontinuidades nas partes reais de n2(!) e
n3(!), nos valores de frequências !±. Note que isso ocorre por que n2(!) e n3(!) se tornam
puramente imaginários para esses valores de frequências.

É importante mencionar ainda que o comportamento físico descrito nesse cenário ocorre somente
para eletrodinâmica modificada por derivadas superiores da Eq. (6.5.6) num meio material. De
fato, no vácuo, a Eq. (6.5.22a) fornece

(n2 � 1)2(1� 4!2
U

2
0n

2) = 0, (6.5.24)

cuja soluções são reais e dadas por:

n = 1, n =
1

2!|U0|
, (6.5.25)

o que mostra ausência de efeitos de absorção no vácuo (para esse modelo de dimensão 5). Esse
comportamento pode ainda ser obtido diretamente da Eq. (6.5.23), uma vez que�! = !+�!� = 0,
para µ = ✏ = 1. Isso corresponde ao desparecimento da janela de frequências onde absorção ocorre.

Além disso, o segundo índice de refração da Eq. (6.5.25) não tem um limite bem definido
para U0 7! 0. No vácuo, tais modos são chamados de espúrios e suas ocorrências são típicas de
teorias com altas derivadas (veja, por exemplo, as Refs. [42,43,136] para investigações detalhadas
no setor eletromagnético do MPE-nm). Entretanto, um U0 finito em meios macroscópicos pode
ser realizável. Assim, o segundo índice de refração não é necessariamente suprimido em meios
materiais e deve ser considerado em pé de igualdade com os outros modos presentes na teoria.
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6.5.1.1 Modos de propagação

Para se examinar os modos de propagação para o cenário puramente timelike, implementa-se
a Eq. (6.5.22b) na matriz da Eq. (6.5.14), o que fornece

[Mij] = �

0

B@
n
2
1 n1n2 n1n3

n1n2 n
2
2 n2n3

n1n3 n2n3 n
2
3

1

CA+ 2µ!U0(n
2 � 1)

0

B@
±n in3 �in2

�in3 ±n in1

in2 �in1 ±n

1

CA . (6.5.26)

Resolvendo MijE
j = 0, obtém-se

Ey =
±in3n� n1n2

n2 � n
2
1

Ex, (6.5.27a)

Ez =
⌥in2n� n1n3

n2 � n
2
1

Ex, (6.5.27b)

o que permite escrever os campos elétricos normalizados E± como20

E± =
1

p
2n
p

n2 � n
2
1

0

B@
n
2 � n

2
1

±in3n� n1n2

⌥in2n� n1n3

1

CA . (6.5.28)

A expressão (6.5.28) coincide exatamente com a Eq. (6.4.21) com os subescritos trocados. Assim,
para a configuração timelike, os campos elétricos dos modelos MCFJ e do modelo tipo MCFJ
modificado por termo de dimensão 5 são os mesmos, embora os índices de refração dessas teorias
sejam diferentes. Note ainda que E± das Eqs. (6.5.28) e (6.4.21) não dependem de U0 e V0,
respectivamente.

O índice de refração ilustrado na Fig. 6.4 é associado ao campo elétrico E� da Eq. (6.5.28),
enquanto os índices de refração das Figs. 6.5 e 6.6 são relacionados a E+. Isso pode ser verificado
através do software Mathematica por meio do seguinte teste: 1) escrever os campos E± e a matriz
[Mij] no caso timelike; 2) fazer as multiplicações ([Mij]E+) e ([Mij]E�); 3) depois utilizar um con-
junto de parâmetros numéricos para µ, ✏,!U0, n2, n3 para que as expressões ([Mij]E+) e ([Mij]E�)

possam ser simplificadas; 4) escrever n1 =
p
n2 � n

2
2 � n

2
3. Assim, as expressões ([Mij]E+) e

([Mij]E�) ficam dependentes apenas de n
2; 5) substituir cada n

2 que é solução da Eq. (6.5.22c) ou
em ([Mij]E+) ou em ([Mij]E�) e verificar se, após tal substituição, as expressões resultam iguais
a zero, satisfazendo a condição MijE

j = 0. Por exemplo, realizando esse procedimento, observa-se
que ao se implementar n2 com n(!) descrito pela Fig. 6.4 em [Mij]E�, obtém-se MijE

j = 0, porém
ao implementá-lo em [Mij]E+, tem-se MijE

j 6= 0. Logo, conclui-se que n da Fig. 6.4 é associado
ao campo elétrico E�.

Para se ter uma interpretação física mais clara desses modos de propagação, pode-se escolher
20Vide Apêndice N.
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um sistema de coordenadas onde n = (0, 0, n), levando a campos elétricos dados por

E± =
1p
2

0

B@
1

±i

0

1

CA , (6.5.29)

os quais representam, respectivamente, vetores de polarização circular de mão esquerda e direita,
típicos de meios com atividade óptica. Tal atividade óptica pode ser expressa em termos do poder
de rotação da Eq. (2.3.26), se os índices de refração são conhecidos.

6.5.2 Cenário puramente spacelike

Agora será considerado o cenário em que o campo de fundo U
µ contém apenas o setor espacial

não-nulo, ou seja, U0 = 0 e U 6= 0. Nesse caso, a Eq. (6.5.16) simplifica-se em

✏(n2 � µ✏)2 � 4(n2 � 1)2µ!2
h
(µ✏� n

2)U2 + (n ·U)2
i
= 0. (6.5.30)

Implementando n ·U = n|U| cos ✓ na Eq. (6.5.30), obtém-se

n
2 � µ✏ = ±2µ!(n2 � 1)↵|U|, (6.5.31)

onde se definiu

↵
2 = 1� n

2

µ✏
sin2

✓. (6.5.32)

Com essa parametrização, pode-se analisar dois casos espciais: (i) configuração perpendicular onde
n ·U = 0 e sin2

✓ = 1; (ii) configuração longitudinal com sin2
✓ = 0 e n ·U = ±n|U| onde o sinal

positivo (negativo) representa n paralelo (anti-paralelo) a U. Essas escolhas permitem um estudo
mais claro sobre o comportamento da propagação de ondas eletromangéticas.

6.5.2.1 Caso U-perpendicular

Para a configuração perpendicular, isto é, n ·U = 0, tem-se sin2
✓ = 1 e a Eq. (6.5.31) se torna

n
2 � µ✏ = ±2µ!(n2 � 1)|U|

s

1� n2

µ✏
, (6.5.33)

que pode ser reescrita como

(n2 � µ✏)
h
4µ2

U
2(n2 � 1)2 + µ✏(n2 � µ✏)

i
= 0, (6.5.34)
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Figura 6.8: Comportamento dos índices de refração n2
± da Eq. (6.5.36) em termos de !U onde U = |U|.

As linhas azuis (acima da linha tracejada horizontal) representam n2
+, enquanto as linhas vermelhas (abaixo

da linha tracejada horizontal) ilustram n2
�. Para linhas cheias, µ = 2 e ✏ = 2; para linhas tracejadas,

µ = 2 e ✏ = 4; para linhas ponto-tracejadas, µ = 1 e ✏ = 2. As linhas verticais tracejadas (cinza) indicam,
respectivamente, !�U = 1 e !�U = 2, onde !� é dado pela Eq. (6.5.37).

a qual implica em n
2 = µ✏ e também

4µ2
!
2
U

2
n
4 + (µ✏� 8µ2

!
2
U

2)n2 � µ
2
✏
2 + 4µ2

!
2
U

2 = 0. (6.5.35)

A primeira solução, n2 = µ✏, corresponde ao índice de refração usual obtida na eletrodinâmica de
Maxwell em meios materiais, o qual será denotado por n0 =

p
µ✏. Por outro lado, a Eq. (6.5.35)

carrega informação oriunda do termo de altas derivadas da Eq. (6.5.4) e do campo de fundo U.
Assim, a Eq. (6.5.35) fornece as seguintes soluções:

n
2
± = 1 + f±, (6.5.36a)

onde

f± =
✏

8µ!2U2

⇣
�1±

p
1 + ⌥

⌘
, (6.5.36b)

⌥ = 16µ2
!
2
U

2

✓
1� 1

µ✏

◆
. (6.5.36c)

O comportamto de n
2
± em termos do parâmetro adimensional !|U| é ilustrado na Fig. 6.8.

Nota-se que n+ é real em todo o domínio de frequência e exibe dispersão anômala. Além disso, a
função n

2
� possui uma raíz !� dada por

!� =
✏

2|U| , (6.5.37)

Tal expressão indica o valor crítico abaixo do qual n� se torna puramente imaginário, cessando a
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propagação eletromagnética. Acima de !�, o índice de refração n� se torna real e, consequente-
mente, ondas eletromagnéticas podem se propagar nesse regime.

A primeira linha vertical tracejada na Fig. 6.8, localizado no valor !�|U| = 1, separa as zonas
de absorção e propagação para o modo representado pela linha cheia vermelha. A segunda linha
vertical, em !�|U| = 2, separa essas zonas para o modo ilustrado pelas linhas vermelhas tracejadas
e ponto-tracejadas. No geral, observa-se que:

• Para 0 < ! < !�: o índice de refração n+ é real e n� é puramente imaginário. Assim,
somente o modo associado a n+ se propaga.

• Para ! > !�: tem-se n
2
± > 0 e ambos os modos se propagam.

• No limite de frequências muito baixas, !|U| 7! 0, vale n+ =
p
µ✏, recuperando o índice de

refração de um meio simples na eletrodinâmica usual.

• No limite de altas frequências, !|U| 7! 1, o comportamento dos índices de refração é dado
por

n± = 1± 1

4!|U|

s

✏

✓
✏� 1

µ

◆
. (6.5.38)

Note ainda que para frequências muito altas, n± 7! 1, o que é diferente do comportamento dos
índices de refração da Eq. (6.4.29) do modelo MCFJ em meios materiais, que, para esse mesmo
limite, levam a n± 7! p

µ✏. Assim a repercussão de uma permissividade e permeabilidade não-
triviais é suprimida no âmbito da teoria tipo MCFJ modificada por altas derivadas, descrita pela
Eq. (6.5.6).

Em relação aos modos de propagação, a Eq. (6.5.32) produz

↵± =

s

1� n
2
±
µ✏

=

s

1� 1 + f±

µ✏
, (6.5.39)

indicando diferentes valores de ↵ para os diferentes índices de refração n± da Eq. (6.5.36). Esco-
lhendo n = (0, 0, n), pode-se escrever U = (U1, U2, 0), de forma que a relação n ·U = 0 continue
válida. Dessa forma, os modos de propagação obtidos tem a seguinte forma21:

E± = E
0
0

0

B@
U2

�U1

�2i!f±(U2
1 + U

2
2 )/✏

1

CA

= Ẽ
0
0

⇣
Û⇥ n̂� 2i!f±

|U|
✏
n̂

⌘
, (6.5.40)

com f± dado pela Eq. (6.5.36b).
21Vide Apêndice N.
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Comparando agora a Eq. (6.5.40) com a Eq. (6.4.33) obtida para o modelo MCFJ em meios,
algumas similaridades intrigantes podem ser observadas. A interpretação adotada [48] é que o modo
único da Eq. (6.4.33) se divide nos dois modos da Eq. (6.5.40) como consquência da natureza de
altas derivadas da teoria dada na Eq. (6.5.6).

Para se entender um pouco melhor esses modos, realiza-se uma expansão em série de Taylor
para U 7! 0 em f± da Eq. (6.5.36b). Assim, tem-se

f+ ' µ✏� 1, f� ' � ✏

4µ!2U2
+ 1� µ✏, (6.5.41)

os quais permitem escrever

n+ 7! p
µ✏, n� 7!

r
2� ✏

4µ!2U2
� µ✏. (6.5.42)

Como consquência, o modo descrito por E+ tem um comportamento bem definido no limite U 7! 0,
enquanto o segundo modo, associado a E�, não o tem22. Tal como ocorreu no cenário puramente
timelike, existe também no cenário spacelike um modo cuja contra-parte no vácuo seria denotado
como espúrio. Todavia, essa situação é contornada em meios materiais, pois |U| pode ter um valor
finito. Assim, tal modo deve ser interpretado como modo propagante regular.

Agora, discute-se a primeira solução n0 =
p
µ✏ da Eq. (6.5.34). Nesse caso, a Eq. (6.5.32)

provém ↵ = 0. Logo, MijE
j = 0 fornece23

E0 =
1

|U|

0

B@
U1

U2

0

1

CA = Û. (6.5.43)

Tal expressão indica um campo elétrico linearmente polarizado e perpendicular à direção de pro-
pagação, relacionado ao índice de refração n0 =

p
µ✏. Além disso, tem-se E0 · E⇤

± = 0, com E±

dado na Eq. (6.5.40). O modo da Eq. (6.5.43) é equivalente àquele da Eq. (6.4.32) obtido para a
teoria MCFJ em meios macroscópicos. Assim, esse modo em particular não sofre alteração devido
à presença de derivadas adicionais no operador de campo tipo CJF da Eq. (6.5.4).

Além disso, mesmo no limite U 7! 0, os campos elétricos E0 e E± ainda são governados pela
direção de U. Assim, as componentes de U atuam também como parâmetros do plano ortogonal
à direção de propagação.

O número de modos físicos na teoria tipo MCFJ definida pela Eq. (6.5.6) é igual a três. Dois
deles se aproximam do comportamento de um meio isotrópico usual no limite U 7! 0. Tais modos
são aqueles associados a n+ da Eq. (6.5.42) e a n0 =

p
µ✏ da Eq. (6.5.34). Note que possuir três

modos de propagação não implicam numa quebra da invariância de gauge da teoria defina na
Eq. (6.5.6). Isso por que o operator da Eq. (6.5.4) é claramente invariante de gauge24. O terceiro

22É ainda evidente que n� se torna puramente imaginário nesse regime.
23Vide Apêndice N.
24Vide Apêndice O.
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modo ocorre devido a presença do operador d’Alambertiano na Eq. (6.5.4), aumentando o grau
polinomial da equação de dispersão. No vácuo, o terceiro modo pode ser denotado como espúrio,
mas esse termo técnico não é bem aplicado no contexto de meios macroscópicos, onde U pode
assumir valores finitos realizáveis.

Como os modos associados não são circularmente polarizados, a birrefringência para esse caso é
caracterizada em termos da diferença de fase por unidade de comprimento, definido na Eq. (2.3.28).
Assim, introduz-se

�a,b

d
⌘ 2⇡

�0
(na � nb), (6.5.44)

onde a, b 2 {0,+,�}. Uma vez que existem três modos de propagação para ! > !�, pode-se definir
as seguintes diferenças de fase adquiridas depois da ocorrência de propagação por uma distância
d:

�±,0

d
=

2⇡

�0

hp
1 + f± �p

µ✏

i
, (6.5.45a)

�+,�

d
=

2⇡

�0

hp
1 + f+ �

p
1 + f�

i
, (6.5.45b)

os quais são válidos no intervalo de frequências onde n� é real, isto é, !|U| > ✏/2. No limite de
altas frequências, (!|U|)�1 ⌧ 1, a Eq. (6.5.45) fornece

�±,0

d
=

2⇡

�0
(1�p

µ✏)± �

2d
, (6.5.46a)

�+,�

d
=
�

d
, (6.5.46b)

com

�

d
⌘ ⇡

�0!|U|

s

✏

✓
✏� 1

µ

◆
. (6.5.46c)

Comparando os modos indicados pelo subescrito (±) com o modo padrão (com subescrito “0”),
nota-se que existe uma contribuição de ordem zero, que envolve somente a permissividade e per-
meabilidade do meio.

Para ! < !� (ou !|U| < ✏/2), n� é puramente imaginário. Então, a partir da Eq. (6.5.36), n�

é reescrito como

n� = i
p

�1� f�. (6.5.47)

Como Im[n+] = 0 para todo o domínio de frequências, somente o modo associado a n� sofre
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atenuação, que é quantificada pelo coeficiente de absorção � = 2!Im[n�], ou seja,

� = 2!

r
✏

8µ!2U2

⇣
1 +

p
1 + ⌥

⌘
� 1, (6.5.48)

com ⌥ dado na Eq. (6.5.36c). No limite de baixas frequências, ! ⌧ 1, Eq. (6.5.48) pode ser
expandida como

� ' 1

|U|

r
✏

µ


1 + 2

✓
1� 2

µ✏

◆
!
2
µ
2|U|2

�
. (6.5.49)

É importante mencionar que o coeficiente de absorção da Eq. (6.5.49) é calculado no limite
!|U| ⌧ 1, enquanto a diferença de fase na Eq. (6.5.46) é determinada no limite oposto (!|U|)�1 ⌧
1. Isso acontece por que atenuação ocorre para n� puramente imaginário e birrefringência surge
quando n� é real. A condição !|U| = ✏/2 estabelece uma frequeência de corte que separa os dois
domínios de frequências para a ocorrência de cada efeito.

6.5.2.2 Caso U-longitudinal

Considerando as confiturações longitudinais, ou seja, n e U são paralelos ou antiparalelos,
tem-se sin2

✓ = 0. Assim a Eq. (6.5.30) resulta em

(1� 4µ2
!
2
U

2)n4 � 2(µ✏� 4µ2
!
2
U

2)n2 + µ
2
✏
2 � 4µ2

!
2 = 0, (6.5.50)

cujas soluções para n
2 são

n
2
± =

µ(✏± 2!|U|)
1± 2µ!|U| . (6.5.51)

O comportamento de n
2
± em termos do parâmetro adimensional !|U| é ilustrado na Fig. 6.9,

considerando alguns valores numéricos para os parâmetros.
Nesse cenário, o modo associado a n+ exibe dispersão anômala e se propaga para todo o domínio

de frequência, uma vez qeu n
2
+ > 0.

O modo associado a n
2
� possui dois ramos. No ramo superior, definido no intervalo de frequência

0 < ! < !0, o modo se propaga, com n
2
� crescendo rapidamente com !. Aqui

!0 =
1

2µ|U| , (6.5.52)

é o valor de frequência para o qual n2
� diverge. Na Fig. 6.9, a primeira linha tracejada vertical, dada

por !0|U| = 1/4, é assintótica às curvas vermelhas cheia e tracejada, onde as funções associadas
possuem singularidades nesse ponto e mudam seus sinais. A segunda linha tracejada vertical ocorre
em !0|U| = 1/2 e é assintótica aos ramos superior e inferior da curva vermelha ponto-tracejada.

Quando ! > !0, tem-se n
2
� < 0 cujo ramo inferior se torna um índice de refração puramente
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Figura 6.9: Plot de n2
± da Eq. (6.5.51) em termos de !U com U = |U|. As linhas azuis, que são positivas

e decrescentes para todo intervalo de frequência, representam n2
+. As curvas vermelhas, constituídas por

ramos superiores e inferiores, ilustram n2
�. Para as linhas cheias, µ = 2 e ✏ = 2; para linhas tracejadas,

µ = 2 e ✏ = 4; para linhas ponto-tracejadas, µ = 1 e ✏ = 3. As linhas verticais tracejadas (em cinza)
indicam os valores de !U 2 {1/4, 1/2, 1, 3/2, 2}.

imaginário, representando um modo não propagante. Esse comportamento ocorre no intervalo
!0 < ! < !�, com

!� =
✏

2|U| , (6.5.53)

o qual representa a raíz da Eq. (6.5.51). A Eq. (6.5.54) estabelece uma frequência de corte acima
da qual o modo associado a n� se propaga. A terceira e a quarta linhas verticais, dadas por
!�|U| = 1 e !�|U| = 1.5, indicam o início do regime de propagação para linha cheia vermelha e
linha tracejada vermelha, respectivamente.

Analisando agora os modos de propagação, observa-se que ↵ = 1 para a configuração longitudi-
nal. Então, escolhendo um sistema de coordenadas onde n = (0, 0, n) e U = (0, 0, U3), os campos
elétricos normalizados são25

E± =
1p
2

0

B@
1

⌥i

0

1

CA , (6.5.54)

que representam ondas circularmente polarizadas de mão direita e esquerda, respectivamente.
Assim, quando U e n apontam na mesma direção, os modos se tornam transversos, de forma que
suas polarizações são perpendiculares a n.

Para se analisar os efeitos de birrefringência, pode-se calcular o poder de rotação implementando
25Vide Apêndice N.
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a Eq. (6.5.51) na Eq. (2.3.26), o que resulta em

� = �µ✏

2
!

"
g+p

1 + 2µ!|U|
� g�p

1� 2µ!|U|

#
, (6.5.55a)

onde

g± =

r
1± 2!

✏
|U|. (6.5.55b)

Note que a expressão (6.5.55) é válide para regiões onde n� é real, isto é, para ! < !0 e ! > !�,
de acordo com a Fig. 6.9. No limite !|U| ⌧ 1, a Eq. (6.5.55) fornece um poder de rotação não
linear na frequência,

� '
r

µ

✏
(µ✏� 1)!2|U|. (6.5.56)

O índice de refração n� é puramente imaginário no intervalo !0 < ! < !�, o que constitui uma
zona de absorção. Assim, tem-se

1

2µ|U| < ! <
✏

2|U| . (6.5.57)

Nesse regime, o índice de refração é dado por

n� = i
p
µ✏

s
1� 2!|U|/✏
2µ!|U� 1

, (6.5.58)

e o correspondente coeficiente de dicroísmo é

�d =

p
µ✏

2
!

s
1� 2!|U|/✏
2µ!|U|� 1

. (6.5.59)
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Capítulo 7
Considerações Finais

Neste trabalho, realizamos um estudo relativamente extenso sobre algumas propriedades ópticas
de sistemas dielétricos em cenários diversos através da Eletrodinâmia de Maxwell, num primeiro
momento, e também por extensões eletrodinâmicas que envolvem violação de Lorentz por meio de
derivadas superiores. No capítulo 2, apresentamos uma breve revisão sobre os principais aspectos
relativos a propagação de ondas eletromagnéticas em meios materiais. Para isso, discutimos sobre
as relações constitutivas e sua utilização na parametrização da resposta eletromagnética de meios
a campos aplicados. Mostramos uma das principais ferramentas utilizadas nesse trabalho: a
equação de Fresnel. Através das equações que governam a eletrodinâmica do sistema considerado
e das relações constitutivas do mesmo, conseguimos construir equações que nos fornecem os índices
de refração do meio e as polarizações correspondentes dos modos de propagação. Depois disso,
apresentamos formas de avaliação da birrefringência (poder de rotação e diferença de fase), absorção
e dicroísmo.

No capítulo 3, estudamos meios dotados de condutividade magnética, descrita pela relação
constitutiva J

i = �
B

ij
B

j. Escolhemos 4 configurações para o tensor de condutividade, obtendo as
quantidades de interesse (índices de refração, polarizações, birrefringência, absorção). É importante
mencionar ainda que o caso isotrópico abrange o efeito magnético quiral (CME). Além disso, a
configuração de condutividade magnética antissimétrica, que apresentamos pioneiramente para fins
de estudo teórico, pode ser realizado em alguns semimetais de Weyl.

Investigamos, no capítulo 4, o comportamento de ondas eletromagnéticas em meios bi-isotrópicos
e bi-anisotrópicos, lineares e homogêneos. Apresentamos várias referências que utilizam rela-
ções constitutivas, motivando, dessa certa forma, nossa investigação. Consideramos cenários
bi-anisotrópicos parametrizados em termos de tensores simétrico e antissimétrico. Para o caso
simétrico, descrito em termos dos parâmetros magnetoelétricos ↵̃, �̃ e do vetor d, determinamos
dois índices de refração distintos, sendo que, no caso em que d aponta na mesma direção de pro-
pagação n, temos apenas um índice de refração, que implica na ausência de birrefringência. No
caso em que d · n = 0, ocorre birrefringência, que pode ser examinada em termos do poder de
rotação quando os modos de propagação são descritos por vetores LCP e RCP, ou em termos da
diferença de fase quando as polarizações não são circulares. Para uma configuração genérica, en-
contramos que a diferença de fase assume valor máximo para ' = ⇡/2, sendo ' o ângulo entre d e
n. Obtivemos ainda as velocidades de grupo, velocidades de fase e o vetor de Poynting. No geral,
observamos que o fluxo de energia eletromagnética não se propaga na mesma direção da onda,
apresentando contribuições que dependem das direções relativas entre o vetor constitutivo d, a
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direção de propagação n e o campo elétrico. Para o caso antissimétrico, as relações constitutivas
estendidas foram escritas em termos dos vetores a e b. No caso a-longitudinal, obtemos apenas
um índice de refração para meio, que suporta campos elétricos com qualquer tipo de polarização.
Na configuração a-ortogonal, observamos birrefrignência, mensurada por meio da da diferença de
fase entre os modos, que podem ser descritos por polarizações linear, circular ou elíptica. Deter-
minamos tabmém que as velocidades de grupo em ambos os casos a-ortogonal e a-longitudinal
são independentes de k e !, sendo uma consequência das configurações adotadas. O cômputo
do vetor de Poynting mostra que o fluxo de energia não se propaga na direção de propagação n,
possuindo uma contribuição apontando na direção do vetor constitutivo a

0 = Re[a] e outras partes
que dependem das direções relativas entre a

0 e o campo elétrico.
No capítulo 5, discutimos a reversão do poder de rotação (PR) � que ocorre em meios bi-

isotrópicos dotados de condutividade magnética. Com esse intuito, estudamos dois casos parti-
culares. No caso de condutividade magnética isotrópica, a reversão de sinal do PR ocorre na
frequência !

0 = ⌃/(2|↵|00), de forma que: i) para 0 < ! < !
0, tem-se rotação da polarização

linear no sentido horário; enquanto para ii) ! > !
0, observamos rotação da luz linearmente pola-

rizada no sentido anti-horário. No caso antissimétrico, o poder de rotação, para todo intervalo de
frequências, não sofre inversão de sinal nos casos de condutividade Ôhmica nula e não-nula. Isso
sugere que anisotropias na corrente magnética podem prevenir a reversão de quiralidade em meios
bi-isotrópicos dotados de condutividade magnética.

No capítulo 6, abordamos a propagação eletromagnética em meios dielétricos governados por
extensões da Eletrodinâmica envolvendo termos que violam as simetrias de Lorentz e CPT. Inicial-
mente consideramos a eletrodinâmica de Maxwell modificada pelo termo CPT-ímpar de dimensão
3, o termo de Carroll-Field-Jackiw (CFJ), descrito por um campo de fundo V

µ = (V0,V). Nesse
caso, derivamos as equações de Maxwell modificadas, que podem ser utilizadas na descrição de
sistemas quirais dotados do efeito magnético quiral, como apontado na Ref. [33]. Depois disso,
obtivemos a equação de dispersão que, na forma de 4-vetores, é dada equivalentemente pelas Eqs.
(6.4.15) ou (6.4.17), o que permite interpretar a propagação de ondas eletromagnéticas num meio
dielétrico obedecendo a uma mesma equação de dispersão de ondas eletromagnéticas no vácuo,
porém com a métrica de Minkowski substituída pela métrica efetiva da Eq. (6.4.16). No cenário
puramente timelike, V0 6= 0 e V = 0, os índices de refração obtidos correspondem com aqueles en-
contrados para um meio dotado de condutividade magnética isotrópica. Os modos de propagação,
nesse caso, podem ser descritos por vetores LCP e RCP. A birrefringência foi calculada através do
poder de rotação, revelando ser constante e independente da frequência. No cenário puramente
spacelike, V0 = 0 e V 6= 0, escolhemos duas configurações particulares para análise: i) caso V-
perpendicular e ii) V-longitudinal. No caso V-perpendicular, o modo associado a n

2
� se propaga

para ! > |V|/✏, enquanto o modo associado a n
2
+ (que é constante) se propaga normalmente em

todo domínio de frequências. A birrefringência, nesse caso, foi examinada através da diferença de
fase da Eq. (6.4.36), uma vez que os modos de propagação são descritos por polarizações não cir-
culares. No intervalo ! < |V|/✏, obtivemos ainda o coeficiente de absorção para o modo associado
a n

2
�. Na configuração V-longitudinal, os modos associados a n

2
+ e n

2
� exibem dispersão anômala
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e normal, respectivamente. A birrefringência foi avaliada, nesse caso, através do poder de rotação
dado na Eq. (6.4.41).

Consideramos ainda um modelo de eletrodinâmica modificada por um termo CPT-ímpar de
dimensão 5 parametrizado por meio do campo de fundo U

µ = (U0,U). Como no modelo anterior,
a equação de dispersão, equivalentemente dada por (6.5.18) e (6.5.19), foi reescrita através de 4-
vetores, revelando que a propagação de ondas eletromagnética no meio dielétrico é governada por
duas métricas: a métrica de Minkowski e a métrica efetiva da Eq. (6.4.16). Assim, o modelo de
eletrodinâmica tipo MCFJ modificado pelo termo CPT-ímpar de dimensão 5 pode ser chamado
de bimétrico nesse sentido. No cenário puramente timelike, U0 6= 0 e U = 0, encontramos uma
equação de dispersão cúbica em n, possuindo 3 soluções complexas, dadas como funcções n = n(!).
Analisando o sinal do discriminante da equação cúbica, conseguimos determinar os íntervalos de
frequências em que os 3 índices de refração ni(!) (com i = 1, 2, 3) são reais ou complexos. De
fato, temos: i) para !� < ! < !+, há 1 índice de refração real e 2 índices de refração complexos
(conjugados); para ! < !� ou ! > !+, os três índices de refração são reais. Aqui !± é dado
pela Eq. (6.5.23). A existência de índices de refração complexos, !� < ! < !+, está relacionada a
efeitos de absorção. Dessa forma, a eletrodinâmica modificada pelo termo CPT-ímpar de dimensão
5 atribui um comportamento condutor a um substrato dielétrico. Esses efeitos novos e não-usuais
são originados pela componente U0 do campo de fundo acoplado aos campos eletromagnéticos.
Para o cenário puramente spacelike, U0 = 0 e U = 0, consideramos os casos particulares U-
perpendicular e U-longitudinal. No primeiro, obtivemos 3 índices de refração distintos, associados
a polarizações cuja parte transversal é descrita por polarização linear. Além disso, determinando
que: i) para 0 < ! < !�, com !� = ✏/(2|U|), apenas o modo associado a n+ se propaga, enquanto
o modo relacionado a n� não o faz; e ii) para ! > !�, os dois modos se propagam. As diferenças de
fase entre os modos de propagação foram determinadas nas Eqs. (6.5.46a) e (6.5.46b), revelando
dependência em (!|U|)�1. No caso U-longitudinal, obtivemos 2 índices de refração distintos, sendo
que n

2
+ apresenta dispersão anômala. Por outro lado, o perfil gráfico de n

2
�, vide Fig. 6.9, revela a

existência de dois ramos: no ramo superior, definido no intervalo 0 < ! < !0, com !0 = (2µ|U|)�1,
n
2
� cresce rapidamente com a frequência; no ramo interior, observamos que, para !0 < ! < !�,

com !� = ✏/(2|U|), n� se torna puramente imaginário, representando um modo não propagante.
Finalmente, para ! > !�, o modo associado a n� se propaga novamente. Os modos propagantes
são representados, nesse caso, por vetores LCP e RCP. Assim, determinando o poder de rotação
dado na Eq. (6.5.55a).

Investigações futuras nesses tópicos de pesquisa podem incluir cenários não-lineares e não-
homogênos, características que podem ser introduzidas por meio da dependência funcional dos
parâmetros constitutivos, por exemplo, considerar ✏ = ✏(r, t, E,B), em que (E,B) indicam a
magnitude dos campos elétrico e magnético. Além disso, é válido questionar (e investigar) os
efeitos ópticos em meios contínuos governados por Eletrodinâmicas modificadas por termos CPT-
pares com derivadas superiores. Por exemplo, pode-se inicialmente investigar a Eletrodinâmica
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descrita por uma densidade de Lagrange da forma

L = �1

4
G

µ⌫
Fµ⌫ + ⌘

2
D�↵@�F

��
@�F

�↵ � AµJ
µ
, (7.0.1)

em que ⌘ possui dimensão de (massa)�1 e o tensor D�↵ é uma quantidade tensorial adimensional,
que representa um tipo de generalização do termo de Podolski [42]. Certamente, eletrodinâmicas
descritas por modelos modificados merecem estudo mais detalhado.
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Apêndice A
Relações de Minkowski para meios bi-isotrópicos

Considere um meio bi-isotrópico no referencial S 0 cujas relações constitutivas são

D
0 = ✏E

0 + ↵B
0
, (A.0.1)

H
0 =

1

µ
B

0 + �E
0
. (A.0.2)

Nesse apêndice, derivaremos as versões relativísticas das relacções constitutivas de um meio
linear, bi-isotrópico, homogêneo e não-dispersivo (no referencial de repouso do meio), que se move
com velocidade uniforme u em relação a um observador. Assim, estamos interessados em obter as
versões completamente relativísticas das relações constitutivas bi-isotrópicas válidas em todos os
referenciais inerciais.

As quantidades com linha são observadas no referencial S 0 de repouso do meio, enquanto as
quantidades sem linha são observadas pelo observador no referencial S, que vê o meio se movendo
com velocidade u. As transformações de Lorentz generalizadas para as quantidades D, H, E e B

são [111,112]

D
0 = �


D� �

� + 1
(D · u) u

c2
+

1

c2
u⇥H

�
, (A.0.3a)

H
0 = �


H� �

� + 1
(H · u) u

c2
� u⇥D

�
, (A.0.3b)

E
0 = �


E� �

� + 1
(E · u) u

c2
+ u⇥B

�
, (A.0.3c)

B
0 = �


B� �

� + 1
(B · u) u

c2
� 1

c2
(u⇥ E)

�
, (A.0.3d)

com o fator de Lorentz � = 1/
p

1� (u/c)2.
Nosso objetivo é encontrar as relações constitutivas relativísticas que capturam os efeitos

eletromagnéticos de um meio em movimento. Então substituímos Eq. (A.0.3a), Eq. (A.0.3c) e
Eq. (A.0.3d) em Eq. (A.0.1); e substituímos também Eq. (A.0.3b), Eq. (A.0.3c) e Eq. (A.0.3d) em
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Eq. (A.0.2), obtendo

D� �

� + 1
(D · u) u

c2
+

1

c2
u⇥H = ✏


E� �

� + 1
(E · u) u

c2
+ u⇥B

�
+

+ ↵


B� �

� + 1
(B · u) u

c2
� 1

c2
u⇥ E

�
, (A.0.3e)

H� �

� + 1
(H · u) u

c2
� u⇥D =

1

µ


B� �

� + 1
(B · u) u

c2
� 1

c2
u⇥ E

�
+

+ �


E� �

� + 1
(E · u) u

c2
+ u⇥B

�
. (A.0.3f)

Fazendo o produto escalar de Eq. (A.0.3e) e Eq. (A.0.3f) com a velocidade relativa, u, encontramos

(D · u)

1� �

� + 1

u
2

c2

�
= ✏(E · u)


1� �

� + 1

u
2

c2

�
+ ↵(B · u)


1� �

� + 1

u
2

c2

�
, (A.0.4)

(H · u)

1� �

� + 1

u
2

c2

�
=

1

µ
(B · u)


1� �

� + 1

u
2

c2

�
+ �(E · u)


1� �

� + 1

u
2

c2

�
. (A.0.5)

Devida a igualdade, 
1� �

� + 1

u
2

c2

�
=

1

�
, (A.0.6)

são válidas

D · u = ✏(E · u) + ↵(B · u), (A.0.7)

H · u =
1

µ
(B · u) + �(E · u). (A.0.8)

Tais relações são igualmente escritas no referencial S 0,

D
0 · u = ✏(E0 · u) + ↵(B0 · u), (A.0.9)

H
0 · u =

1

µ
(B0 · u) + �(E0 · u), (A.0.10)

como resultado do produto escalar de u com Eq. (A.0.1) e Eq. (A.0.2). Essa é uma consequência
do fato das componentes longitudinais dos campos D,E,H,B não serem modificadas sob trans-
formação de Lorentz.

Podemo simplificar Eq. (A.0.3e) e Eq. (A.0.3f) usando as relações (A.0.7) e (A.0.8), assim o
termo em (D · u) no lado esquerdo da Eq. (A.0.3e) é cancelado pelos termos envolvendo (E · u)
e (B · u) no lado direito da Eq. (A.0.3e). O mesmo acontece com o termo em (H · u) no lado
esquerdo da Eq. (A.0.3e), o qual se cancela com os termos em (B · u) e (E · u) no lado direito da
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Eq. (A.0.3f). Com isso, a Eq. (A.0.3e) e Eq. (A.0.3f) produzem as relações de Minkowski,

D+
1

c2
u⇥H = ✏ [E+ u⇥B] + ↵


B� 1

c2
u⇥ E

�
, (A.0.11)

H� u⇥D =
1

µ


B� 1

c2
u⇥ E

�
+ � [E+ u⇥B] , (A.0.12)

correspondendo às versões relativísticas das relações (A.0.1) e (A.0.2). Note que a Eq. (A.0.11) e
Eq. (A.0.12) mesclam todos os campos (elétrico e magnético), como vistos no referencial S. Então,
para se obter expressões para (D,H) em termos somente de (E,B), substituímos H da Eq. (A.0.12)
na Eq. (A.0.11). Analogamente, substituímos D da Eq. (A.0.11) na Eq. (A.0.12), produzindo

D

✓
1� u

2

c2

◆
+

1

c2
(u ·D)u+

1

µc2
u⇥B+

u
2

µc2
E� (u · E)

µc4
u+ �

u⇥ E

c2
� u

2

c2
�B+ �

(u ·B)

c2
u

= ✏E+ ✏u⇥B+ ↵B� ↵
u⇥ E

c2
, (A.0.13)

H

✓
1� u

2

c2

◆
+ (u ·H)

u

c2
� ✏u⇥ E� ✏[�u

2
B+ (B · u)u]� ↵(u⇥B) +

↵

c2
[�u

2
E+ (E · u)u]

=
1

µ
B� 1

µc2
u⇥B+ �E+ �u⇥B, (A.0.14)

onde utilizamos a identidade u ⇥ (u ⇥A) = �u
2
A + (A · u)u, com A representando E, B e D.

Utilizando agora Eq. (A.0.7) e Eq. (A.0.8), obtemos (após algumas simplificações algébricas),

D = �
2

✓
✏� u

2

µc4

◆
E�

✓
✏� 1

µc2

◆⇣
(E · u) u

c2
� u⇥B

⌘

�
✓
↵ + �

c2

◆
(u⇥ E+ (B · u)u) +

✓
↵ +

u
2

c2
�

◆
B

�
, (A.0.15)

H = �
2

✓
1

µ
� ✏u

2

◆
B�

✓
1

µ
� ✏c

2

◆✓
u⇥ E

c2
+

(B · u)u
c2

◆
+

(↵ + �)

✓
u⇥B� (E · u)u

c2

◆
+

✓
↵
u
2

c2
+ �

◆
E

�
. (A.0.16)

As expressões dadas na Eq. (A.0.15) e na Eq. (A.0.16) são as relações constitutivas relativísticas
para (D,H) em termos de E e B, para um meio bi-isotrópico em movimento. Obviamente, fazendo-
se ↵ = � = 0 nas Eqs. (A.0.11), (A.0.12), (A.0.15) e (A.0.16), recuperamos as relações de
Minkowski usuais (para meios isotrópicos) [111,112], isto é,
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D+
1

c2
u⇥H = ✏ [E+ u⇥B] , (A.0.17)

H� u⇥D =
1

µ


B� 1

c2
u⇥ E

�
, (A.0.18)

D = �
2
h⇣
✏� u

2

µc4

⌘
E�

⇣
✏� 1

µc2

⌘ �
(E · u) u

c2
� u⇥B

�i
, (A.0.19)

H = �
2
h⇣

1
µ
� ✏u

2
⌘
B+

⇣
✏� 1

µc2

⌘
((B · u)u+ u⇥ E)

i
, (A.0.20)

O processo de generalização feito neste apêndice mostra que relações constitutivas do tipo (A.0.1)
e (A.0.2) não representam necessariamente violação da simetria de Lorentz. Em vez disso, elas
são apenas formas mais simples (versões vistas no referencial de repouso do meio) das relações
relativísticas (A.0.11), (A.0.12), (A.0.15) e (A.0.16) .
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Apêndice B
Modos de propagação para o caso diagonal

anisotrópico

Para o caso diagonal anisotrópico, temos

[✏̄ij] =

0

BBBBBB@

✏+ i�
!

� i
!2⌃xk3

i
!2⌃xk2

i
!2⌃yk3 ✏+ i�

!
� i
!2⌃yk1

� i
!2⌃zk2

i
!2⌃zk1 ✏+ i�

!

1

CCCCCCA
. (B.0.1)

Para se obter os índices de refração e os modos de propagação correspondentes, precisamos
resolver

MijE
j = 0, (B.0.2)

onde Mij é dado por:
Mij = k

2
�ij � kikj � !

2
µ✏̄ij. (B.0.3)

Escolhendo um sistema de coordenadas onde k = (k1, k2, 0), então

[Mij] =

0

BBBBBB@

k
2
2 � µ!

2
�
✏+ i�

!

�
�k1k2 �µi⌃xk2

�k1k2 k
2
1 � µ!

2
�
✏+ i�

!

�
µi⌃yk1

� i
!2⌃zk2

i
!2⌃zk1 k

2 � µ!
2
�
✏+ i�

!

�

1

CCCCCCA
. (B.0.4)

Calculando det[Mij] = 0, obtemos as seguintes relações de dispersão

k
2
± = µ!

2
⇣
✏+ i

�

!

⌘
± µ

p
{, (B.0.5)

onde
{ = ⌃x⌃zk

2
2 +⌃y⌃zk

2
1. (B.0.6)
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B.0.1 Modo de propagação (+)

Para o sinal (+), a relação de dispersão da Eq. (B.0.4), temos (� = 0)
0

BBBBBB@

k
2
2 � µ!

2
✏ �k1k2 �µi⌃xk2

�k1k2 k
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CCCCCCA

0

BBBBBB@
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1

CCCCCCA
= 0, (B.0.7)

que leva a 8
>>>>>><

>>>>>>:

k
2
2 � µ!

2
✏)Ex � k1k2Ey � iµk2⌃xEz = 0

�k1k2Ex + (k2
1 � µ!

2
✏)Ey + iµk1⌃yEz = 0

iµk2⌃zEx � ik1⌃zEy + µ
p
{Ez = 0

. (B.0.8)

Multiplicando a primeira equação da Eq. (B.0.8) por
p
{ e adicionando o resultado ao produto da

terceira equação da Eq. (B.0.8) com ik2⌃x, obtemos

Ex

�
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2
2
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2
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{ � µk

2
x
⌃x⌃z

�
+ Ey

�
�k1k2

p
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�
= 0. (B.0.9)

Da Eq. (B.0.5), temos k
2
2 � µ✏!

2 = µ
p
{ � k

2
1. Assim, utilizando esse resultado, temos

Ex


µ{ � k

2
1 � µk

2
2⌃x⌃z
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{)

�
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Usando agora a Eq. (B.0.6), obtemos

Ex


µ⌃x⌃zk

2
2 + µ⌃y⌃zk

2
1 � k

2
1

p
{ � µk
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Ex = �k2 (1� µ⌃x⌃z/
p
{)

k1 (1� µ⌃y⌃z/
p
{)Ey. (B.0.12)

Agora podemos substituir a Eq. (B.0.12) na segunda equação da Eq. (B.0.8). Isso produz

� k1k2


�k2 (1� µ⌃x⌃z/

p
{)

k1 (1� µ⌃y⌃z/
p
{)

�
Ey +

�
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2
1 � µ✏!
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Agora da Eq. (B.0.5), substituímos k
2
1 + k

2
2 = µ✏!

2 + µ
p
{, então
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Assim, temos
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Portanto, o modo de propagação (+) será dado por:

E+ =

0

BBBBBB@

�k2
µ✏
(1� µ⌃x⌃z/

p
{)

k1
µ✏
(1� µ⌃y⌃z/

p
{)

i!2
⌃z/

p
{

1

CCCCCCA
. (B.0.21)

Lembrando que estamos tratando o modo (+), temos
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onde se utilizou ki± = n±!mi (i = 1, 2). Dessa forma, a Eq. (B.0.21) se torna
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B.0.2 Modo de propagação (�)

Para o sinal (�) na Eq. (B.0.4), temos (� = 0)
0

BBBBBB@

k
2
2 � µ!

2
✏ �k1k2 �µi⌃xk2

�k1k2 k
2
1 � µ!

2
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� i
!2⌃zk2

i
!2⌃zk1 �µ

p
{

1

CCCCCCA

0

BBBBBB@

Ex

Ey

Ez

1

CCCCCCA
= 0, (B.0.25)

que leva a 8
>>>>>><

>>>>>>:

k
2
2 � µ!

2
✏)Ex � k1k2Ey � iµk2⌃xEz = 0

�k1k2Ex + (k2
1 � µ!

2
✏)Ey + iµk1⌃yEz = 0

iµk2⌃zEx � ik1⌃zEy � µ
p
{Ez = 0

. (B.0.26)

Multiplicando a segunda equação da Eq. (B.0.26) por
p
{ e adicionando o resultado ao produto

da terceira equação da Eq. (B.0.26) com ik1⌃y, obtemos

Ex

�
�k1k2

p
{ � µk1k2⌃y⌃z

�
+ Ey

⇥
(k2

1 � µ✏!
2)
p
{ + µk

2
1⌃y⌃z

⇤
= 0. (B.0.27)

Da Eq. (B.0.5), temos k
2
1 � µ✏!

2 = �µ
p
{ � k

2
2. Assim, utilizando esse resultado, temos

Ex = �Ey

(�µ
p
{ � k

2
2)
p
{ + µk

2
1⌃y⌃z

�k1k2
p
{ (1 + µ⌃y⌃z/

p
{) , (B.0.28)

Ex = Ey

�µ{ � k
2
2

p
{ + µk

2
1⌃y⌃z

k1k2
p
{ (1 + µ⌃y⌃z/

p
{) . (B.0.29)

Utilizando agora a Eq. (B.0.6), obtemos

Ex = Ey

�µ⌃x⌃zk
2
2 � µ⌃y⌃zk

2
1 � k

2
2

p
{ + µk

2
1⌃y⌃z

k1k2
p
{ (1 + µ⌃y⌃z/

p
{) , (B.0.30)

Ex = Ey

�µ⌃x⌃zk
2
2 � k

2
2

p
{

k1k2
p
{ (1 + µ⌃y⌃z/

p
{) , (B.0.31)

Ex = �k2 (1 + µ⌃x⌃z/
p
{)

k1 (1 + µ⌃y⌃z/
p
{)Ey, (B.0.32)

Ey = �k1 (1 + µ⌃y⌃z/
p
{)

k2 (1 + µ⌃x⌃z/
p
{)Ex. (B.0.33)

Agora substituímos a Eq. (B.0.33) na primeira equação da Eq. (B.0.26). Isso produz

Ex

✓
k
2
2 � µ✏!

2 +
k
2
1

p
{ + µ⌃y⌃zk

2
1p

{ + µ⌃x⌃z

◆
= iµk2⌃xEz, (B.0.34)
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Ex


(k2

1 + k
2
2)
p
{ + µ (⌃x⌃zk

2
2 +⌃y⌃zk

2
1)� µ✏!

2 (
p
{ + µ⌃x⌃z)p

{ + µ⌃x⌃z

�
= iµk2⌃xEz. (B.0.35)

Esse resultado pode ser simplificado utilizando-se a Eq. (B.0.6) e k
2
1 + k

2
2 = µ✏!

2 � µ
p
{. Assim

Ex


µ✏!

2
p
{ � µ{ + µ{ � µ✏!

2
p
{ � µ

2
✏!

2
⌃x⌃zp
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p
{)

�
= iµk2⌃xEz, (B.0.36)

Ez =
iµ✏!2

⌃z

k2
p
{ (1 + µ⌃x⌃z/

p
{)Ex. (B.0.37)

Temos então

E =

0

BBBBBBBB@

Ex
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p
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p
{(1+µ⌃x⌃z/

p
{)
Ex

1

CCCCCCCCA

, (B.0.38)

E = � µ✏Ex

k2 (1 + µ⌃x⌃z/
p
{)

0

BBBBBB@

�k2
µ✏
(1 + µ⌃x⌃z/

p
{)

k1
µ✏
(1 + µ⌃y⌃z/

p
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p
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1

CCCCCCA
. (B.0.39)

Portanto, o modo de propagação (�) será dado por:

E� =

0

BBBBBB@

�k2
µ✏
(1 + µ⌃x⌃z/

p
{)

k1
µ✏
(1 + µ⌃y⌃z/

p
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⌃z/

p
{

1

CCCCCCA
. (B.0.40)

Lembrando que estamos tratando o modo (�), temos

{ ! {� = ⌃x⌃zk
2
2� +⌃y⌃zk

2
1�, (B.0.41)

= n
2
�!

2
⌃z

�
⌃xm

2
1 +⌃ym

2
2

�
, (B.0.42)

onde se utilizou ki± = n±!mi (i = 1, 2). Dessa forma, a Eq. (B.0.40) se torna

E� =

0

BBBBBB@

�k2�
µ✏

�
1 + µ⌃x⌃z/
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. (B.0.43)
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Utilizando os resultados obtidos na Eq. (B.0.43) e na Eq. (B.0.24), podemos escrever

E± =

0

BBBBBB@

�k2±
µ✏

�
1⌥ µ⌃x⌃z/

p{±
�

k1±
µ✏

�
1⌥ µ⌃y⌃z/

p{±
�

±i!2
⌃z/

p{±

1

CCCCCCA
. (B.0.44)

Agora definimos as seguintes quantidades

u± =
µ✏

1⌥ µ⌃x⌃z/
p{±

, (B.0.45)

v± =
µ✏

1⌥ µ⌃y⌃z/
p{±

, (B.0.46)

{± = n
2
±!

2
⌃z

�
⌃xm

2
1 +⌃ym

2
2

�
. (B.0.47)

Assim, os modos de propagação (±) para o caso diagonal anisotrópico com k = (k1, k2, 0) são
dados por

E± =

0

B@
�k2±/u±

k1±/v±

±i!2
⌃z/

p{±

1

CA , (B.0.48)

E± =

0

B@
�n±!m2/u±

n±!m1/v±

±i!2
⌃z/

p{±

1

CA . (B.0.49)

B.1 Autovetores da permissividade elétrica efetiva

Sobre a Eq. (3.2.52), temos da Eq. (3.2.46b) e Eq. (3.2.46c)

e2,3 =
⌥i

p
{
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0

B@
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p
{e±, (B.1.1)

de onde podemos definir

e± ⌘ ±i
p
{e2,3 =

0

B@
�⌃xk2

⌃yk1

±i
p
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1

CA . (B.1.2)
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B.2 Verificando a relação entre u± e v±

Da Eq. (3.2.50), temos

n
2
± = µ✏± µ

!
n±

q
⌃x⌃zm

2
2 +⌃y⌃zm

2
1. (B.2.1)

Podemos fazer então
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mas p{± = !n±
p
⌃x⌃zm

2
2 +⌃y⌃zm

2
1. Então
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2
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�
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onde podemos substituir n
2
± = n

2
1± + n

2
2± = n

2
1 + n

2
2, na qual omitimos o sinal ± para se ter uma

notação menos carregada. Além disso, podemos fazer também n
2
±m

2
i
= n

2
i± = n

2
i
, i = 1, 2. Assim,

obtemos

n
2
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2
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p{±

�
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2
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2
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n
2
1

✓
1⌥ µ

p{±
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◆
+ n

2
2

✓
1⌥ µ

p{±
⌃x⌃z

◆
= µ✏. (B.2.8)

Dividindo por µ✏, obtemos

n
2
1

v±
+

n
2
2

u±
= 1, (B.2.9)
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onde utilizamos a Eq. (B.0.45) e Eq. (B.0.46). Como ni = ni± = n±mi, i = 1, 2, teremos

n
2
±
m

2
1

v±
+ n

2
±
m

2
2

u±
= 1, (B.2.10)

n
2
±

✓
m

2
1

v±
+

m
2
2

u±

◆
= 1, (B.2.11)

demonstrando o resultado da Eq. (3.2.51).
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Apêndice C
Modos de propagação para o caso antissimétrico

O índice de refração do caso antissimétrico é dado por (� = 0)

n =
q

µ✏� ⌅
2
b
+ i⌅b, (C.0.1)

onde

⌅b =
µb

2!
cos ✓ =

µb3

2!
. (C.0.2)

Podemos agora reescrever n na forma trigonométrica. Teremos então

|n|2 = n
⇤
n (C.0.3)

|n|2 = µ✏, (C.0.4)

|n| = N, (C.0.5)

onde definimos

N =
p
µ✏. (C.0.6)

Reescrevendo n, temos

n = N (cos↵ + i sin↵) = Nei↵. (C.0.7)

Da Eq. (C.0.1), obtemos

sin↵ =
⌅b

N
, cos↵ =

p
µ✏� ⌅

2
b

N
, (C.0.8)

que nos fornecem

tan↵ =
⌅bp

µ✏� ⌅
2
b

. (C.0.9)
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No geral, a polarização é escrita como

E =

0

B@
E

1

E
2

E
3

1

CA . (C.0.10)

Utilizando a Eq. (3.2.66) e aproveitando a arbitrariedade de E
1, podemos escrever dois vetores da

forma

E± =

0

B@
±E

1

E
2

ib2
!✏
nE

2

1

CA , (C.0.11)

onde utilizamos a Eq. (3.2.66). Utilizando agora a n = Nei↵ e definindo

Q =
b2N

!✏
, (C.0.12)

podemos reescrever a Eq. (C.0.11) como

E =

0

B@
E

1

E
2

iQei↵E2

1

CA . (C.0.13)

Normalizando E±, temos

|E|2 = 1, (C.0.14)

(E1)2 + (E2)2 +Q
2(E2)2 = 1, (C.0.15)

(E2)2
�
1 +Q

2
�
= 1� (E1)2, (C.0.16)

na qual podemos escolher (E1)2 = 1/2, pois E
1 é arbitrário. Então, temos

(E2)2 =
1

2(1 +Q2)
, (C.0.17)

E
2 = ± 1p

2(1 +Q2)
. (C.0.18)

Escolhendo o segundo sinal para E
2 e lembrando que (E1)2 = 1/2 ! E

1 = ±1/
p
2, podemos
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substituir a Eq. (C.0.18) na Eq. (C.0.13), obtendo finalmente

Ê± =

0

BB@

±1/
p
2

� 1p
2(1+Q2)

�i Qei↵p
2(1+Q2)

1
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Ê± =
1p

2(1 +Q2)

0

B@
±
p
1 +Q2

�1

�iQei↵

1

CA . (C.0.20)

Note que, para essas escolhas, as componentes y e z da Eq. (C.0.20) satisfazem a condição imposta
pela Eq. (3.2.66).
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Apêndice D
Modos de propagação para o caso simétrico

Escolhendo um sistema de coordenadas onde a = (0, a, 0) e c = (0, 0, c), podemos reescrever
Mij da Eq. (3.2.8) com ✏̄ij dada na Eq. (3.2.70), ou equivalentemente Mij da Eq. (3.2.71a), na
forma

Mij =
�
n
2 � µ✏

�
�ij � ninj � i

µ

2!
(✏kljaicknl + ✏kljakcinl) , (D.0.1)

Mij =
�
n
2 � µ✏

�
�ij � ninj � i

µ

2!
(✏klja�i2c�k3nl + ✏klja�k2c�i3nl) , (D.0.2)

Mij =
�
n
2 � µ✏

�
�ij � ninj � i

µ

2!
ac (✏klj�i2�k3nl + ✏klj�k2�i3nl) , (D.0.3)

onde utilizamos ai = a�i2 para indicar que a única componente não-nula de a é a componente a2.
O mesmo argumento foi utilizado nos casos similares. Definindo agora as quantidades

A = n
2 � µ✏, C = �i

µ

2!
ac, , (D.0.4)

teremos

Mij = A�ij � ninj + C (✏klj�i2�k3nl + ✏klj�k2�i3nl) . (D.0.5)

Explicitamente, temos

[Mij] =

0
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1 �n1n2 �n1n3

�n1n2 A� n
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2 �n2n3

�n1n3 �n2n3 A� n
2
3

1

CA+ C
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0 0 0

�n2 n1 0

n3 0 �n1

1

CA , (D.0.6)

a partir da qual, det[Mij] = 0 nos fornece

�
A

2 � C
2
n
2
1

� �
A� n

2
�
= 0. (D.0.7)

Como A� n
2 = �µ✏, as relações de dipersão são

A = ±Cn1. (D.0.8)
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D.1 Modo de propagação (+)

Utilizando A = +Cn1 na Eq. (D.0.6), a equação MijE
j = 0 é escrita como

0
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Cn1 � n

2
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CA = 0, (D.1.1)

que produz
8
>>>>>><

>>>>>>:
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2
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2
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(�n1n3 + Cn3)Ex � n2n3Ey � n
2
3Ez = 0

. (D.1.2)

Multiplicando a primeira equação da Eq. (D.1.2) por n2 e adicionando o resultado ao produto da
segunda equação da Eq. (D.1.2) com (�n1), obtemos

n2

�
Cn1 � n

2
1

�
Ex � n1n

2
2Ey � n1 (�n1n2 � Cn2)Ex � n1

�
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�
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2Cn1n2Ex � 2Cn
2
1Ey = 0, (D.1.4)

que resulta em

Ey =
n2

n1
Ex. (D.1.5)

Substituindo agora a Eq. (D.1.5) na terceira equação da Eq. (D.1.2), temos

(�n1n3 + Cn3)Ex �
n
2
2n3

n1
Ex � n

2
3Ez = 0, (D.1.6)

cuja simplificação leva a

n
2
3Ez =

✓
�n1n3 + Cn3 �

n
2
2n3

n1

◆
Ex, (D.1.7)

Ez =

✓
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2
1 � n

2
2

n1n3

◆
Ex. (D.1.8)
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Utilizando as Eqs. (D.1.5) e (D.1.8), teremos
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✓
Ex,
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Ex,

Cn1 � n
2
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2
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Ex

◆
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E+ = E
(0)
+

�
n1n3, n2n3, Cn1 � n

2
1 � n

2
2

�
, (D.1.11)

com uma amplitude apropriada E
(0)
+ .

D.2 Modo de propagação (�)

Utilizando A = �Cn1 na Eq. (D.0.6), a equação MijE
j = 0 fornece

0
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que conduz a
8
>>>>>><

>>>>>>:
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2
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. (D.2.2)

Multiplicando a primeira equação da Eq. (D.2.2) por n3 e adicionando o resultado ao produto da
terceira equação da Eq. (D.2.2) com (�n1), obtemos

�
�Cn1n3 � n

2
1n3
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Ex � n1n
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2
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2
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�
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cuja simplificação resulta em

Ex =
n1

n3
Ez. (D.2.4)

Substituindo a Eq. (D.2.4) na segunda equação da Eq. (D.2.2), temos

(�n1n2 � Cn2)
n1

n3
Ez � n

2
2Ey � n2n3Ez = 0, (D.2.5)
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◆
Ez. (D.2.7)

Utilizando as Eqs. (D.2.4) e (D.2.7), obtemos finalmente

E� =

✓
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2
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E� =
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, (D.2.9)

E� = E
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�

�
n1n2,�(Cn1 + n

2
1 + n

2
3), n2n3

�
, (D.2.10)

com uma amplitude apropriada E
(0)
� .
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Apêndice E
Determinando as densidades de carga

A seguir, iremos utilizar a Eq. (3.3.2) para determinar as densidades de carga correspondentes
de cada cenário onde a condutividade mangética possui uma parametrização específica.

No caso isotrópico, temos

J = Je +⌃B. (E.0.1)

Assim, a densidade de carga será

⇢ =
1

!
k · Je +

⌃

!
k ·B, (E.0.2)

⇢ = ⇢e, (E.0.3)

onde utilizamos k ·B = 0 e definimos

⇢e = k · Je/!. (E.0.4)

E.1 Caso antissimétrico

Para o caso antissimétrico, temos

J = Je + b⇥B. (E.1.1)

Utilizando a Eq. (3.3.2), teremos

⇢ =
1

!
k · Je +

1

!
k · (b⇥B) , (E.1.2)

⇢ = ⇢e �
1

!
b · (k⇥B) , (E.1.3)

onde utilizamos a Eq. (E.0.4) e também k · (b⇥B) = �b · (k⇥B). A lei de Ampère no espaço
de momentos nos fornece neste caso:

ik⇥ B

µ
+ i!✏E = Je + b⇥B, (E.1.4)

k⇥B = �iµJe � iµ (b⇥B)� !µ✏E. (E.1.5)
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Substituindo a Eq. (E.1.5) na Eq. (E.1.3), obtemos

⇢ = ⇢e �
1

!
b · [�iµJe � iµ (b⇥B)� !µ✏E] , (E.1.6)

⇢ = ⇢e +
iµ

!
b · Je + µ✏b · E. (E.1.7)

Podemos verificar que as expressões na Eq. (E.1.1) e na Eq. (E.1.7) naturalmente satisfazem a
equação de continuidade. De fato, no espacco de momentos, a equação de continuidade nos fornece

�!⇢+ k · J = 0. (E.1.8)

Substituindo a Eq. (E.1.1) e a Eq. (E.1.7) na Eq. (E.1.8), devemos verificar se a equação se mantém
válida, ou seja, resulta ser, de fato, igual a zero. Vejamos

�!
✓
⇢e +

iµ

!
b · Je + µ✏b · E

◆
+ k · (Je + b⇥B) = 0, (E.1.9)

�!⇢e � iµb · Je � !µ✏b · E+ k · Je + k · (b⇥B) = 0, (E.1.10)

�!⇢e � iµb · Je � !µ✏b · E+ !⇢e � b · (k⇥B) = 0, (E.1.11)

onde utilizamos a Eq. (E.0.4) para reescrever o quarto termo do lado esquerdo da Eq. (E.1.11) e
k · (b ⇥ B) = �b · (k ⇥ B) para reescrever o último termo. Utilizando agora a Eq. (E.1.5) no
último termo da Eq. (E.1.11), obtemos

�iµb · Je � !µ✏b · E� b · [�iµJe � iµ (b⇥B)� !µ✏E] = 0, (E.1.12)

que é satisfeita imediatamente.

E.2 Caso simétrico

No cenário simétrico, temos

J = Je +
1

2
[a (c ·B) + c (a ·B)] . (E.2.1)

Vamos utilizar as seguintes identidades vetoriais:

A⇥ (B⇥C) = (A ·C)B� (A ·B)C, (E.2.2)

(A⇥B)⇥C = (A ·C)B� (B ·C)A. (E.2.3)

Adicionando-as, obtemos

A⇥ (B⇥C) + (A⇥B)⇥C = 2(A ·C)B� (A ·B)C� (C ·B)A. (E.2.4)
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Identificando agora: A = a, C = c and B = B para o nosso caso e utilizando a · c = 0, teremos

(a ·B)c+ (c ·B)a = �a⇥ (B⇥ c)� (a⇥B)⇥C, (E.2.5)

(a ·B)c+ (c ·B)a = a⇥ (c⇥B) + c⇥ (a⇥B). (E.2.6)

Podemos agora utilizar a identidade de Jacobi:

C⇥ (A⇥B) = �B⇥ (C⇥A)�A⇥ (B⇥C), (E.2.7)

c⇥ (a⇥B) = �B⇥ (c⇥ a)� a⇥ (B⇥ c). (E.2.8)

Então substituindo a Eq. (E.2.8) no segundo termo do lado direito da Eq. (E.2.6), temos

(a ·B)c+ (c ·B)a = a⇥ (c⇥B)�B⇥ (c⇥ a)� a⇥ (B⇥ c), (E.2.9)

(a ·B)c+ (c ·B)a = 2a⇥ (c⇥B)�B⇥ (c⇥ a), (E.2.10)

(a ·B)c+ (c ·B)a = 2a⇥ (c⇥B)� (a⇥ c)⇥B. (E.2.11)

Assim, a Eq. (E.2.1) pode ser reescrita como

J = Je + a⇥ (c⇥B)� 1

2
(a⇥ c)⇥B. (E.2.12)

Utilizando agora a Eq. (3.3.2), obtemos a densidade de carga

⇢ =
1

!
k · Je +

1

!
k ·


a⇥ (c⇥B)� 1

2
(a⇥ c)⇥B

�
, (E.2.13)

⇢ = ⇢e +
1

!
k · [a⇥ (c⇥B)]� 1

2!
k · [(a⇥ c)⇥B] . (E.2.14)

Podemos reescrever o último termo como

k · [(a⇥ c)⇥B] !k
i
✏ijk (a⇥ c)j Bk

, (E.2.15)

= � (a⇥ c)j ✏jikk
i
B

k
, (E.2.16)

= � (a⇥ c) · (k⇥B) . (E.2.17)

Então a Eq. (E.2.14) se torna

⇢ = ⇢e +
1

!
[a⇥ (c⇥B)] +

1

2!
(a⇥ c) · (k⇥B) . (E.2.18)
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A lei de Ampère, neste caso, nos fornece (no espaço de momentos)

ik⇥ B

µ
+ i!✏E = Je + a⇥ (c⇥B)� 1

2
(a⇥ c)⇥B, (E.2.19)

k⇥B = �iµJe � iµa⇥ (c⇥B) +
iµ

2
(a⇥ c)⇥B� !µ✏E. (E.2.20)

Substituindo a Eq. (E.2.20) naa Eq. (E.2.18), obtemos

⇢ = ⇢e +
1

!
[a⇥ (c⇥B)]� iµ

2!
(a⇥ c) · Je �

iµ

2!
(a⇥ c) · [a⇥ (c⇥B)]� µ✏

2
(a⇥ c) · E.

(E.2.21)

Podemos avaliar agora o quarto termo do lado direito da Eq. (E.2.21)

(a⇥ c) · [a⇥ (c⇥B)] = ✏ijk✏imna
j
c
k
a
m(c⇥B)n, (E.2.22)

= (�jm�kn � �jn�km)a
j
c
k
a
m(c⇥B)n, (E.2.23)

= a
j
a
j
c
n(c⇥B)n � (ckak)aj(c⇥B)j (E.2.24)

= a
2
c · (c⇥B)| {z }

0

� (c · a)| {z }
0

[a · (c⇥B)], (E.2.25)

= 0, (E.2.26)

Portanto, a Eq. (E.2.21) é reescrita como

⇢ = ⇢e + F � iµ

2!
(a⇥ c) · Je �

µ✏

2
(a⇥ c) · E, (E.2.27)

onde

F =
1

!
k · [a⇥ (c⇥B)] . (E.2.28)

Podemos agora facilmente verificar que a densidade de carga na Eq. (E.2.27) juntamente com
a densidade de corrente na Eq. (E.2.12) satisfazem a equação de continuidade. De fato, teremos

�!⇢+ k · J = 0, (E.2.29)

na qual substituímos ⇢ e J por (E.2.27) e (E.2.12), respectivamente, obtendo

!⇢e � k · [a⇥ (c⇥B)] +
iµ

2
(a⇥ c) · Je +

!µ✏

2
(a⇥ c) · E+ k · Je + k · [a⇥ (c⇥B)] +

�1

2
k · [(a⇥ c)⇥B] = 0,

(E.2.30)

na qual podemos cancelar o primeiro e quinto termos, pois k · Je = !⇢; podemos ainda cancelar o
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segundo e sexto termos. Utilizando agora k · [(a⇥ c)⇥B] = �(a⇥ c) · (k⇥B), obtemos

iµ

2
(a⇥ c) · Je +

!µ✏

2
(a⇥ c) · E+

1

2
(a⇥ c) · (k⇥B) = 0. (E.2.31)

Substituindo agora a Eq. (E.2.20) no último termo, teremos

iµ

2
(a⇥ c) · Je +

!µ✏

2
(a⇥ c) · E� iµ

2
(a⇥ c) · Je �

!µ✏

2
(a⇥ c) · E+

� iµ

2
(a⇥ c) · [a⇥ (c⇥B)] = 0, (E.2.32)

que é satisfeita imediatamente, uma vez que o último termo é igual a zero – veja o resultado da
Eq. (E.2.26).
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Apêndice F
Teorema de Poynting

O trabalho (por unidade de tempo) realizado pela força eletromagnética sobre um conjunto de
cargas (com densidade de carga ⇢ e densidade de corrente J) é dado por [1, 7]:

dW

dt
=

ˆ
d
3
r (J · E) . (F.0.1)

Uma vez que as quantidades vetoriais de interesse (E, B, J) podem ser complexas, devemos então
considerar a parte real das mesmas, pois os campos físicos são quantidades reais. Assim, devemos
fazer

dW

dt
=

ˆ
d
3
r (Re[J] · Re[E]) . (F.0.2)

Utilizando agora a propriedade Re[z] = 1
2(z + z

⇤), podemos então escrever a Eq. (F.0.2) como

dW

dt
=

ˆ
d
3
r
1

4
(J+ J

⇤) · (E+ E
⇤) , (F.0.3)

dW

dt
=

1

4

ˆ
d
3
r

h
(J⇤ · E) + (J · E⇤) + (J · E) + (J⇤ · E⇤)

i
, (F.0.4)

dW

dt
=

1

2

ˆ
d
3
r

h
Re(J⇤ · E) + Re(J · E)

i
. (F.0.5)

Vamos agora avaliar o valor médio da Eq. (F.0.5) sobre um ciclo de oscilação (com período T = 2⇡
!

)
[7], que podemos chamar de média temporal. Para isso, podemos assumir ansatz de ondas planas
monocromáticas e então escrever

E = Ẽe�i!t
, B = B̃e�i!t

, J = J̃e�i!t
, (F.0.6)

em que Ẽ, B̃ e J̃ são complexos. Assim, a média temporal da Eq. (F.0.5) será
⌧
dW

dt

�
=

⌧
1

2

ˆ
d
3
r

h
Re(J⇤ · E) + Re(J · E)

i�
=

1

2

⌧ˆ
d
3
r Re(J⇤ · E)

�
+

1

2

⌧ˆ
d
3
r Re(J · E)

�
.

(F.0.7)
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Para o primeiro termo do lado direito de (F.0.7), temos

1

2

⌧ˆ
d
3
r Re(J⇤ · E)

�
=

1

2

1

T

ˆ
T

0

ˆ
d
3
r Re(J⇤ · E)dt, (F.0.8)

1

2

⌧ˆ
d
3
r Re(J⇤ · E)

�
=

1

4

1

T

ˆ
T

0

ˆ
d
3
r

h
(J⇤ · E) + (J · E⇤)

i
dt, (F.0.9)

1

2

⌧ˆ
d
3
r Re(J⇤ · E)

�
=

1

4

1

T

ˆ
T

0

ˆ
d
3
r

h
(J̃⇤ · Ẽ) + (J̃ · Ẽ⇤)

i
dt, (F.0.10)

1

2

⌧ˆ
d
3
r Re(J⇤ · E)

�
=

1

4

ˆ
d
3
r

h
(J̃⇤ · Ẽ) + (J̃ · Ẽ⇤)

i

⇢

⇢

⇢

⇢
⇢>
1

1

T

ˆ
T

0

dt, (F.0.11)

1

2

⌧ˆ
d
3
r Re(J⇤ · E)

�
=

1

2

ˆ
d
3
r Re

⇣
J̃
⇤ · Ẽ

⌘
. (F.0.12)

Para o segundo termo da (F.0.7), obtemos

1

2

⌧ˆ
d
3
r Re(J · E)

�
=

1

4

1

T

ˆ
T

0

ˆ
d
3
r

h
(J̃ · Ẽ)e2i!t + (J̃⇤ · Ẽ⇤)e�2i!t

i
dt, (F.0.13)

1

2

⌧ˆ
d
3
r Re(J · E)

�
=

1

4

ˆ
d
3
r(J̃ · Ẽ) 1

T

ˆ
T=2⇡/!

0

e2i!tdt
| {z }

=0

+
1

4

ˆ
d
3
r(J̃⇤ · Ẽ⇤)

1

T

ˆ
T=2⇡/!

0

e�2i!t
dt

| {z }
=0

,

(F.0.14)
1

2

⌧ˆ
d
3
r Re(J · E)

�
= 0. (F.0.15)

Assim, utilizando (F.0.15) e (F.0.12) na Eq. (F.0.7), obtemos
⌧
dW

dt

�
=

⌧ˆ
d
3
r(Re[J] · Re[E])

�
=

⌧
1

2

ˆ
d
3
r

h
Re(J⇤ · E) + Re(J · E)

i�
=

1

2

ˆ
d
3
r Re

⇣
J̃
⇤ · Ẽ

⌘
.

(F.0.16)

Portanto, a média temporal do trabalho (por unidade de tempo) realizado pela força eletromag-
nética é dado por (1/2) da parte real do produto (J̃⇤ · Ẽ), ou seja,

⌧
dW

dt

�
=

1

2

ˆ
d
3
r Re

⇣
J̃
⇤ · Ẽ

⌘
. (F.0.17)

Vamos agora escrever esse resultado numa forma de lei de conservação. Para isso, consideramos
novamente os campos elétricos e magnéticos com dependência temporal do tipo e�i!t [1]. Assim,
as equações de Maxwell são escritas como

r · D̃ = ⇢, r⇥ H̃+ i!D̃ = J̃, (F.0.18)

r · B̃ = 0, r⇥ Ẽ� i!B̃ = 0. (F.0.19)
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Substituindo a lei de Ampère, segunda relação da (F.0.1), no integrando da (F.0.18), obtemos

1

2

ˆ
d
3
r

⇣
J̃
⇤ · Ẽ

⌘
=

1

2

ˆ
d
3
r

⇣
r⇥ H̃

⇤ � i!D̃⇤
⌘
· Ẽ, (F.0.20)

1

2

ˆ
d
3
r

⇣
J̃
⇤ · Ẽ

⌘
=

1

2

ˆ
d
3
r

2

64 Ẽ · (r⇥ H̃
⇤)| {z }

=H̃⇤·(r⇥Ẽ)�r·(E⇥H̃⇤)

� i!D̃⇤ · Ẽ

3

75 , (F.0.21)

1

2

ˆ
d
3
r

⇣
J̃
⇤ · Ẽ

⌘
=

1

2

ˆ
d
3
r[�r · (Ẽ⇥ H̃

⇤) + H̃
⇤ · (r⇥ Ẽ)| {z }

=i!B̃

� i!D̃⇤ · Ẽ], (F.0.22)

1

2

ˆ
d
3
r

⇣
J̃
⇤ · Ẽ

⌘
= �1

2

ˆ
d
3
r r · (Ẽ⇥ H̃

⇤)� i!

2

ˆ
d
3
r

⇣
D̃

⇤ · Ẽ� H̃
⇤ · B̃

⌘
, (F.0.23)

na qual definimos o vetor de Poynting complexo

S =
1

2

⇣
Ẽ⇥ H̃

⇤
⌘
=

1

2
(E⇥H

⇤), (F.0.24)

uma vez que as exponenciais se cancelam na segunda igualdade, ou seja, (E ⇥H
⇤) = (Ẽe�i!t) ⇥

(H̃⇤ei!t) = Ẽ⇥ H̃
⇤. Assim, a Eq. (F.0.23) se torna
ˆ

d
3
r r · S = � i!

2

ˆ
d
3
r (D̃⇤ · Ẽ� H̃ · B̃)� 1

2

ˆ
d
3
r (J̃ · Ẽ), (F.0.25)

da qual, podemos extrair

r · S = � i!

2

⇣
D̃

⇤ · Ẽ� H̃
⇤ · B̃

⌘
� (J̃⇤ · Ẽ)

2
, (F.0.26)

sendo equivalentemente dado por

r · S = � i!

2
(D⇤ · E�H

⇤ ·B)� (J⇤ · E)
2

, (F.0.27)

que estabelece a lei de conservação de energia eletromagnética. Isso acontece pois a Eq. (F.0.27)
é uma forma de equação de continuidade. De fato, utilizando @t ! �i!, a Eq. (F.0.27) é escrita
como

r · S+ @tuEM = �(J⇤ · E)
2

, (F.0.28)

onde definimos a diferença de densidades de energias elétrica e magnética uEM como

uEM =
1

2
(D⇤ · E�H

⇤ ·B) . (F.0.29)

É importante mencionarmos que a definição do vetor de Poynting (F.0.24) segue a mesma
convenção do Jackson [1]. Dessa forma, “sobram” fatores (1/2) nos outros termos da Eq. (F.0.27).
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Tendo esse detalhe sutil em mente, a convenção para a média temporal da Eq. (F.0.27) é obtida
apenas tomando-se a parte real da mesma, o que parece contradizer o resultado que obtivemos na
Eq. (F.0.18), isto é, “a média temporal de um produto de quantidades vetoriais complexas é igual
a (1/2) da parte real do produto entre um dos fatores e o complexo conjugado do outro fator”.
Essa aparente contradição só ocorre por que o Jackson define o vetor de Poynting contendo o fator
1/2. Assim, ele convenciona as médias temporais simplesmente tomando a parte real. Em outras
referências, como Zangwill [7] e Kong [50], o vetor de Poynting é definido sem o fator 1/2, ou seja,

S
Zangwill, Kong = E⇥H

⇤
. (F.0.30)

Assim, a equação de conservação de energia (F.0.27) é dada por

r · SZangwill, Kong = �i! (D⇤ · E�H
⇤ ·B)� (J⇤ · E), (F.0.31)

cuja média temporal será igual a (1/2) da parte real da mesma. Em suma, temos

• Na convenção do Jackson:

S =
1

2
(E⇥H

⇤), hSi = 1

2
Re(E⇥H

⇤). (F.0.32)

• Na convenção do Zangwill e Kong :

S = E⇥H
⇤
, hSi = 1

2
Re(E⇥H

⇤). (F.0.33)

Dessa forma, as médias temporais ficam equivalentes em ambas as convenções.
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Apêndice G
Simplificando o vetor de Poynting para meio

bi-anisotrópico com relação antissimétrica

Obtivemos na Eq. (4.3.179) o vetor de Poynting dado por

S =
1

2µ
(n+ µa)|E|2 + 1

2
(a · E)


n
2

µ✏� µ(a · n) � 1

�
E

⇤
. (G.0.1)

Utilizando agora a = a
0 + ia00, escrevemos

a · n = a
0
n cos'+ ia00n cos', (G.0.2)

em que consideramos (a0,00 ·n) = a
0,00
n cos'. Implementando (G.0.2) e E = E

0+iE00 na Eq. (G.0.1),
teremos

S = J +
1

2

h
(a+ ia00) · (E0 + iE00)

i 
n
2

µ✏� µa0n cos'� iµa00n cos'
� 1

�
(E0 � iE00), (G.0.3)

em que

J =
1

2µ
n|E|2 + a

0

2
|E|2 + i

a
00

2
|E|2. (G.0.4)

Da Eq. (G.0.3), obtemos

S = J +
1

2

h
(a0 · E0) + i(a0 · E00) + i(a00 · E0)� (a00 · E00)

i
⇥

⇥


n
2(µ✏� µa

0
n cos'+ iµa00 cos')

(µ✏� µa0n cos')2 + µ2a002n2 cos2 '
� 1

�
(E0 � iE00), (G.0.5)

S = J +
1

2


(µ✏� µa

0
n cos')(n2 � µ✏+ µa

0
n cos')� µ

2
a
002
n
2 cos2 '

(µ✏� µa0n cos')2 + µ2a002 cos2 '
+

+i
µa

00
n
3 cos'

(µ✏� µa0n cos')2 + µ2a002n2 cos2 '

�
⇥
h
(a0 · E0)E0 + (a0 · E00)E00 + (a00 · E0)E00+

� (a00 · E00)E0 � i(a0 · E0)E00 + i(a0 · E00)E0 + i(a00 · E0)E0 + i(a00 · E00)E00
i
. (G.0.6)
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APÊNDICE G. SIMPLIFICANDO O VETOR DE POYNTING PARA MEIO
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Vamos definir as seguintes quantidades:

F1 =
(µ✏� µa

0
n cos')(n2 � µ✏+ µa

0
n cos')� µ

2
a
002
n
2 cos2 '

(µ✏� µa0n cos')2 + µ2a002n2 cos2 '
, (G.0.7)

F2 =
µa

00
n
3 cos'

(µ✏� µa0n cos')2 + µ2a002n2 cos2 '
. (G.0.8)

Então (G.0.6) é reescrita como

S = J +
F1

2

h
(a0 · E0)E0 + (a0 · E00)E00 + (a00 · E0)E00 � (a00 · E00)E0

i
+

+ i
F1

2

h
� (a0 · E0)E00 + (a0 · E00)E0 + (a00 · E0)E0 + (a00 · E00)E00

i
+

+ i
F2

2

h
(a0 · E0)E0 + (a0 · E00)E00 + (a00 · E0)E00 � (a00 · E00)E0

i
+

� F2

2

h
� (a0 · E0)E00 + (a0 · E00)E0 + (a00 · E0)E0 + (a00 · E00)E00

i
. (G.0.9)

A média temporal do vetor de Poynting acima será dada então por

hSi = 1

2µ
(n+ µa

0)|E|2 + F1

2

h
(a0 · E0)E0 + (a0 · E00)E00 + (a00 · E0)E00 � (a00 · E00)E0

i
+

� F2

2

h
� (a0 · E0)E00 + (a0 · E00)E0 + (a00 · E0)E0 + (a00 · E00)E00

i
, (G.0.10)

hSi = 1

2µ
(n+ µa

0)|E|2 + 1

2
(a0 · E0) (F1E

0 + F2E
00) +

1

2
(a0 · E00) (F1E

00 � F2E
0)+

+
1

2
(a00 · E0) (F1E

00 � F2E
0)� 1

2
(a00 · E00) (F1E

0 + F2E
00) , (G.0.11)

hSi = 1

2µ
(n+ µa

0)|E|2 + 1

2
(F1E

0 + F2E
00)
h
(a0 · E0)� (a00 · E00)

i
+

+
1

2
(F1E

00 � F2E
0)
h
(a0 · E00) + (a00 · E0)

i
. (G.0.12)

Para o caso a-ortogonal, temos ' = ⇡/2. Logo,

F
orto.
1 =

n
2 � µ✏

µ✏
, F

orto.
2 = 0. (G.0.13)

Então (G.0.12) resulta em

hSiorto. = 1

2µ
(n+ µa

0)|E|2 + (n2 � µ✏)

2µ✏

h
(a0 · E0)E0 + (a0 · E00)E00 + (a00 · E0)E00 � (a00 · E00)E0

i
.

(G.0.14)
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Para o caso a-longitudinal, temos ' = 0. Então

F
long.
1 =

(µ✏� µa
0
n)(n2 � µ✏+ µa

0
n)� µ

2
a
002
n
2

(µ✏� µa0n)2 + µ2a002n2
, (G.0.15)

F
long.
1 =

µ✏(n2 � µ✏+ 2µa0n)� µa
0
n
3 � µn

2(a02 + a
002)

µ✏(µ✏� 2µa0n) + µ2n2(a02 + a002)
. (G.0.16)

Lembrando que n
2 � µ✏ + 2µa0n = 0 de acordo com a Eq. (4.3.137) e (a02 + a

002) = |a|2 [vide
Eq. (4.3.120c)]. Assim (G.0.16) resulta em

F
long.
1 =

�a
0
n
3 � µ

2
n
2|a|2

µ✏(µ✏� 2µa0n| {z }
=n2

) + µ2n2|a|2 , (G.0.17)

F
long.
1 =

�a
0
n� µ|a|2

✏+ µ|a|2 . (G.0.18)

Para F2, teremos

F
long.
2 =

µa
00
n
3

µ2✏2 � 2µ2✏a0n+ µ2n2(a02 + a002)
=

µa
00
n
3

µ✏(µ✏� 2µa0n| {z }
=n2

) + µ2n2|a|2 , (G.0.19)

F
long.
2 =

a
00
n

✏+ µ|a|2 . (G.0.20)

Portanto, a média temporal do vetor de Poynting para o caso a-longitudinal será dado por

hSilong. = 1

2µ
(n+ µa

0)|E|2 + 1

2

⇣
F

long.
1 E

0 + F
long.
2 E

00
⌘ h

(a0 · E0)� (a00 · E00)
i
+

+
1

2

⇣
F

long.
1 E

00 � F
long.
2 E

0
⌘ h

(a0 · E00) + (a00 · E0)
i
. (G.0.21)
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Apêndice H
Modos de propagação para meios bi-isotrópicos

dotados de condutividade magnética

H.1 Caso isotrópico

Da Eq. (5.2.10), podemos escrever

n
2
± = µ✏± 2ic

p
Zn±. (H.1.1)

Substituída (H.1.1) na matriz [Mij] (5.2.8), a equação MijE
j = 0 é lida como

0

B@
±2ic

p
Zn± � n

2
1 �n1n2 � 2c

p
Zn3 �n1n3 + 2c

p
Zn2

�n1n2 + 2c
p
Zn3 ±2ic

p
Zn± � n

2
2 �n2n3 � 2c

p
Zn1

�n1n3 � 2c
p
Zn2 �n2n3 + 2c

p
Zn1 ±2ic

p
Zn± � n

2
3

1

CA

0

B@
Ex

Ey

Ez

1

CA = 0, (H.1.2)

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

h
±2ic

p
Zn± � n

2
1

i
Ex +

h
�n1n2 � 2c

p
Zn3

i
Ey +

h
�n1n3 + 2c

p
Zn2

i
Ez = 0

h
�n1n2 + 2c

p
Zn3

i
Ex +

h
±2ic

p
Zn± � n

2
2

i
Ey +

h
�n2n3 � 2c

p
Zn1

i
Ez = 0

h
�n1n3 � 2c

p
Zn2

i
Ex +

h
�n2n3 + 2c

p
Zn1

i
Ey +

h
±2ic

p
Zn± � n

2
3

i
Ez = 0

. (H.1.3)

Multiplicando a segunda equação de (H.1.3) por [±2ic
p
Zn± � n

2
3] e somando o resultado ao

produto entre a terceira equação de (H.1.3) e [n2n3 + 2c
p
Zn1], obtemos

Ex

h ⇣
�n1n2 + 2c

p
Zn3

⌘⇣
±2ic

p
Zn± � n

2
3

⌘
+
⇣
�n1n3 � 2c

p
Zn2

⌘⇣
n2n3 + 2c

p
Zn1

⌘i
+

+Ey

h ⇣
±2ic

p
Zn± � n

2
2

⌘⇣
±2i

p
Zn± � n

2
3

⌘
+
⇣
�n2n3 + 2c

p
Zn1

⌘⇣
n2n3 + 2c

p
Zn1

⌘i
= 0,

(H.1.4)

Ex

h
⌥2ic

p
Zn±n1n2±4ic2Zn±n3�2c

p
Z(n3

3 + n
2
1n3)� 2c

p
Zn

2
2n3�4c2Zn1n2

i
+

+Ey

h
�4c2Z(n2

± � n
2
1)⌥ 2ic

p
Zn±(n

2
3 + n

2
2)
i
= 0, (H.1.5)
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na qual podemos simplificar os termos destacados em cores correspondentes e substituiremos
(n2

3 + n
2
2) = n

2 � n
2
1 no último termo. Assim, teremos

Ex

8
><

>:
⌥2ic

p
Z[nn1n2 ⌥ in3(n

2
3 + n

2
1)| {z }

=n2�n
2
2

⌥ in2
2n3]� 4c2Z (n1n2 ⌥ inn3)

9
>=

>;
+

+Ey(n
2 � n

2
1)
h
�4c2Z ⌥ 2ic

p
Zn

i
= 0, (H.1.6)

Ex

n
⌥2ic

p
Zn(n1n2 ⌥ inn3)� 4c2Z(n1n2 ⌥ inn3)

o
+ Ey(n

2 � n1)
⇣
�4c2Z ⌥ 2ic

p
Zn

⌘
= 0,

(H.1.7)

Ex(n1n2 ⌥ inn3) + Ey(n
2 � n

2
1) = 0, (H.1.8)

Ey =
±inn3 � n1n2

n2 � n
2
1

Ex. (H.1.9)

Substituindo (H.1.9) na primeira equação de (H.1.3) fornece

Ex


±2ic

p
Zn± � n

2
1 +

⇣
�n1n2 � 2c

p
Zn3

⌘✓±inn3 � n1n2

n2 � n
2
1

◆�
+ Ez

⇣
�n1n3 + 2c

p
Zn2

⌘
= 0,

(H.1.10)

2

64
⇣
±2ic

p
Zn± � n

2
1

⌘
(n2 � n

2
1)| {z }

=n
2
2+n

2
3

+ (�n1n2 � 2c
p
Zn3)(±inn3 � n1n2)

3

75Ex+

+Ez(n
2 � n

2
1)(�n1n3 + 2c

p
Zn2) = 0, (H.1.11)

Ez(n
2 � n

2
1)(�n1n3 + 2c

p
Zn2) = (�1)

h
±2ic

p
Znn

2
2�n

2
1n

2
3⌥inn1n2n3+2c

p
Zn1n2n3

i
Ex,

(H.1.12)

Ez(n
2 � n

2
1)(�n1n3 + 2c

p
Zn2) = (�1)

h
⌥inn2

⇣
n1n3 � 2c

p
Zn2

⌘
� n1n3

⇣
n1n3 � 2c

p
Zn2

⌘i
Ex,

(H.1.13)

que finalmente fornece

Ez =
⌥inn2 � n1n3

n2 � n
2
1

Ex. (H.1.14)
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Utilizando (H.1.9) e (H.1.12), podemos escrever

E± =
Ex

n2 � n
2
1

0

B@
n
2 � n

2
1

±inn3 � n1n2

⌥inn2 � n1n3

1

CA . (H.1.15)

Normalizando E±, ou seja, fazendo |E±|2 = 1, obtemos

E
2
x

(n2 � n
2
1)

2

⇥
(n2 � n

2
1)

2 + (±inn3 � n1n3)(⌥inn3 � n1n2) + (⌥inn2 � n1n3)(±inn2 � n1n3)
⇤
= 1,

(H.1.16)

que, após algumas simplificações, fornece

Ex =

p
n2 � n

2
1

n
p
2

. (H.1.17)

Portanto, a Eq. (H.1.15) se torna

E± =
1

p
2n
p

n2 � n
2
1

0

B@
n
2 � n

2
1

±inn3 � n1n2

⌥inn2 � n1n3

1

CA . (H.1.18)

H.2 Caso antissimétrico

Considerando n = (0, 0, n), a matriz (5.2.23) se torna

[Mij] =

0

B@
n
2 � c

2
µ✏+ iµcn

!
b cos ✓ �2iµc↵00

n 0

2iµc↵00
n n

2 � c
2
µ✏+ iµcn

!
b cos ✓ 0

�iµcb1
n

!
�iµcb2

n

!
�c

2
µ✏

1

CA . (H.2.1)

Da Eq. (5.2.27), podemos escrever agora

n
2
± � µ✏c

2 = ±iµc

✓
2i↵00 ⌥ b cos ✓

!

◆
n±. (H.2.2)

Então implementando (H.2.2) na matriz (H.2.1), a equação MijE
j = 0 fornece

0

B@
±iµc

�
2i↵00 ⌥ b cos ✓

!

�
n± + iµcb cos ✓

!
n± �2iµc↵00

n± 0

2iµc↵00
n± ±iµc

�
2i↵00 ⌥ b cos ✓

!

�
n± + iµcb cos ✓

!
n± 0

�iµcb1
!

n± �iµcb2
!

n± �µ✏c
2

1

CA

0

B@
Ex

Ey

Ez

1

CA = 0,

(H.2.3)
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8
>>>>>><

>>>>>>:

n±
⇥
±iµc

�
2i↵00 ⌥ b cos ✓

!

�
+ iµcb cos ✓

!

⇤
Ex � 2iµ↵00

cn±Ey = 0

2iµc↵00
n±Ex + n±

⇥
±iµc

�
2i↵00 ⌥ b cos ✓

!

�
+ iµcb cos ✓

!

⇤
Ey = 0

�iµcb1
!

n±Ex � iµcb2
!

n±Ey � µ✏c
2
Ez = 0

. (H.2.4)

Da primeira equação de (H.2.4), temos

Ey =
±iµ

�
2i↵00 ⌥ b

!
cos ✓

�
+ iµ b

!
cos ✓

2iµ↵00 Ex, (H.2.5)

Ey =


±i� b cos ✓

2↵00!
+

b cos ✓

2↵00!

�
Ex, (H.2.6)

Ey = ±iEx. (H.2.7)

Substituindo (H.2.7) na segunda equação de (H.2.4), obtemos
⇢
2iµ↵00 +


±iµ

✓
2i↵00 ⌥ b cos ✓

!

◆
+

iµb cos ✓

!

�
(±i)

�
Ex = 0, (H.2.8)

⇢

�
�
��2iµ↵00
⇠⇠⇠⇠⇠�2iµ↵00

H
H
H
H

HH

±µb cos ✓

!

H
H
H

H
HH

⌥µb cos ✓

!

�
Ex = 0, (H.2.9)

a qual é identicamente nula, isto é, considerando (H.2.7), a segunda equação de (H.2.4) é satisfeita
para valores arbitrários de Ex.

Substituindo agora (H.2.7) na terceira equação de (H.2.4), tem-se

cµ✏Ez =
h
�i

µ

!
b1n± � i

µ

!
b2n±(±i)

i
Ex, (H.2.10)

Ez = � i

!c✏
n± (b1 ± ib2)Ex. (H.2.11)

Portanto, utilizando (H.2.7) e (H.2.11), obtemos finalmente

E± = Ex

0

B@
1

±i

�i n±
!c✏

(b1 ± ib2)

1

CA . (H.2.12)
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Apêndice I
Obtenção das Equações de Maxwell modificadas por

termo CPT-ímpar de dimensão 3 em meios

O modelo de eletrodinânamica em meios contínuos modificado pelo termo de (CFJ) pode
ser obtido como uma extensão da teoria de Maxwell-Carrollf-Field-Jackiw (MCFJ) padrão que
implementa o tensor consitutivo �µ⌫↵�, isto é, tal eletrodinâmica modificada é descrita pela seguinte
densidade de Lagrange:

L = �1

4
G

µ⌫
Fµ⌫ �

1

4
✏
��µ⌫

V�A�Fµ⌫ � AµJ
µ
, (I.0.1)

onde V
µ = (V0,V) é o campo de fundo responsável pela (VL). Lembrando que

G
µ⌫ =

1

2
�
µ⌫↵�

F↵�, (I.0.2)

então

�1

4
G

µ⌫
Fµ⌫ = �1

8
�
µ⌫↵�

F↵�Fµ⌫ , (I.0.3)

�1

4
G

µ⌫
Fµ⌫ = �1

8
�
µ⌫↵� (@↵A� � @�A↵) (@µA⌫ � @⌫Aµ) , (I.0.4)

�1

4
G

µ⌫
Fµ⌫ = �1

8
�
µ⌫↵�

@↵A�@µA⌫ +
1

8
�
µ⌫↵�

@↵A�@⌫Aµ +
1

8
�
µ⌫↵�

@�A↵@µA⌫+

� 1

8
�
µ⌫↵�

@�A↵@⌫Aµ, (I.0.5)

na qual podemos renomear os índices (⌫ ! µ, µ ! ⌫) no segundo e quarto termos da Eq. (I.0.5)
e, depois disso, podemos usar �⌫µ↵� = ��µ⌫↵�, resultando em

�1

4
G

µ⌫
Fµ⌫ = �1

4
�
µ⌫↵�

@↵A�@µA⌫ +
1

4
�
µ⌫↵�

@�A↵@µA⌫ , (I.0.6)

que pode ser simplificada fazendo-se a substituição (� ! ↵, ↵ ! �) no segundo termo da
Eq. (I.0.6) e então usando �µ⌫�↵ = ��µ⌫↵�. Assim, obtemos

�1

4
G

µ⌫
Fµ⌫ = �1

2
�
µ⌫↵�

@↵A�@µA⌫ . (I.0.7)
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Portanto, a Eq. (I.0.1) pode ser reescrita na forma

L = �1

2
�
µ⌫↵�

@↵A�@µA⌫ �
1

4
✏
��µ⌫

V�A�Fµ⌫ � AµJ
µ
. (I.0.8)

Utilizando agora as equações de Euler-Lagrange,

@L
@A

� @⇢

✓
@L

@(@⇢A)

◆
= 0, (I.0.9)

obtemos

@L
@A

= �1

4
✏
��µ⌫

V���Fµ⌫ � �µJ
µ = �1

4
✏
�µ⌫

V�Fµ⌫ � J

. (I.0.10)

@L
@ (@⇢A)

=
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@ (@⇢A)


�1

2
�
µ⌫↵�(@↵A�)(@µA⌫)�

1

4
✏
��µ⌫

V�A� (@µA⌫ � @⌫Aµ)

�
, (I.0.11)

@L
@ (@⇢A)

= �1

2
�
µ⌫↵�
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1
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1

4
✏
��µ⌫

V�A�(�µ⇢�⌫ � �⌫⇢�µ), (I.0.12)

@L
@ (@⇢A)

= �1

2
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@↵A� �
1

4
✏
��⇢

V�A� +
1

4
✏
��⇢

V�A�, (I.0.13)

na qual podemos renomear os índices (↵ ! ⌫; � ! µ) no segundo termo; e utilizar ✏��⇢ = �✏��⇢

no quarto termo. Então

@L
@ (@⇢A)

= �1

2
�
µ⌫⇢

@µA⌫ �
1

2
�
⇢⌫µ

@⌫Aµ �
1

2
✏
��⇢

V�A�, (I.0.14)

onde podemos fazer �µ⌫⇢ = �
⇢µ⌫ no último termo; e também �

⇢⌫µ = ��⇢µ⌫ no segundo termo.
Assim, temos

@L
@ (@⇢A)

= �1

2
�
⇢µ⌫ (@µA⌫ � @⌫Aµ)�

1

2
✏
��⇢

V�A�, (I.0.15)

@L
@ (@⇢A)

= �1

2
�
⇢µ⌫

Fµ⌫ �
1

2
✏
��⇢

V�A�, (I.0.16)

@L
@ (@⇢A)

= �G
⇢ � 1

2
✏
��⇢

V�A�. (I.0.17)

Podemos usar agora ✏��⇢ = �✏�⇢� = ✏
⇢�� = �✏⇢�� = ✏

⇢�� no segundo termo, então
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@ (@⇢A)

= �G
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2
✏
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Portanto, substituindo a Eq. (I.0.18) e Eq. (I.0.10) na Eq. (I.0.9), obtemos

�1

4
✏
�µ⌫

V�Fµ⌫ � J
 � @⇢


�G

⇢ � 1

2
✏
⇢��

V�A�

�
= 0, (I.0.19)

@⇢G
⇢ +

1

2
✏
⇢��

V�@⇢A� �
1

4
✏
�µ⌫

V�Fµ⌫ = J

. (I.0.20)

Notamos agora que

✏
�µ⌫

V�Fµ⌫ = ✏
�µ⌫

V� (@µA⌫ � @⌫Aµ) , (I.0.21)

✏
�µ⌫

V�Fµ⌫ = ✏
�µ⌫

V�@µA⌫ � ✏
�µ⌫

V�@⌫Aµ, (I.0.22)

onde podemos renomear (µ ! ⌫; ⌫ ! µ) no primeiro termo, assim

✏
�µ⌫

V�Fµ⌫ = ✏
�⌫µ

V�@⌫Aµ � ✏
�µ⌫

V�@⌫Aµ, (I.0.23)

e usando agora ✏�⌫µ = �✏�µ⌫ no primeiro termo novamente, temos

✏
�µ⌫

V�Fµ⌫ = �2✏�µ⌫V�@⌫Aµ. (I.0.24)

Substituindo a Eq. (I.0.24) no terceiro termo da Eq. (I.0.20), obtemos

@⇢G
⇢ +

1

2
✏
⇢��

V�@⇢A� +
1

2
✏
�µ⌫

V�@⌫Aµ = J

, (I.0.25)

na qual podemos usar ✏⇢�� = �✏⇢�� = ✏
�⇢� no segundo termo e renomear (⌫ ! �;µ ! ⇢) no

terceiro termo. Assim, teremos

@⇢G
⇢ +

1

2
✏
�⇢�

V�@⇢A� +
1

2
✏
�⇢�

V�@�A⇢ = J

, (I.0.26)

@⇢G
⇢ +

1

2
✏
�⇢�

V�@⇢A� �
1

2
✏
�⇢�

V�@�A⇢ = J

, (I.0.27)

@⇢G
⇢ +

1

2
✏
�⇢�

V� (@⇢A� � @�A⇢) = J

, (I.0.28)

@⇢G
⇢ +

1

2
✏
�⇢�

V�F⇢� = J

, (I.0.29)

ou equivalentemente,

@⇢G
⇢ +

1

2
✏
�µ⌫

V�Fµ⌫ = J

. (I.0.30)

De posse da Eq. (I.0.30), podemos obter as leis de Gauss e Ampère modificadas. Fazendo  = 0
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(para se obter a lei de Gauss), obtemos então

@⇢G
⇢0 +

1

2
✏
0�µ⌫

V�Fµ⌫ = J
0
, (I.0.31)

@iG
i0 +

1

2
✏
0imn

ViFmn = J
0
, (I.0.32)

mas F0i = E
i = �Fi0, G0i = �D

i = �G
i0, Fmn = �✏mnkB

k e J
µ = (⇢, j). Então a Eq. (I.0.32)

resulta em

@iD
i � 1

2
✏
0imn

✏mnkViB
k = ⇢, (I.0.33)

mas ✏µ⌫↵� = �✏µ⌫↵�, ✏0ijk = ✏ijk e Vi = �V
i. Assim

@iD
i +

1

2
✏imn✏mnk(�V

i)Bk = ⇢, (I.0.34)

@iD
i � 1

2
2�ikV

i
B

k = ⇢, (I.0.35)

@iD
i � V

i
B

i = ⇢, (I.0.36)

r ·D�V ·B = ⇢. (I.0.37)

Escolhendo agora  = i (Lei de Ampère) na Eq. (I.0.30), obtemos

@⇢G
⇢i +

1

2
✏
i�µ⌫

V�Fµ⌫ = J
i
, (I.0.38)

@0G
0i + @jG

ji +
1

2
✏
i0mn

V0Fmn +
1

2
✏
ij0k

VjF0k +
1

2
✏
ijk0

VjFk0 = J
i
, (I.0.39)

onde podemos utilizar ✏ij0k = �✏ijk0 e F0k = �Fk0 no quarto termo. Então

@0G
0i + @jG

ji +
1

2
✏
i0mn

V0Fmn + ✏
ijk0

VjFk0 = J
i
, (I.0.40)

mas G
0i = �D

i, Gji = �✏jikHk e Fk0 = �E
k. Assim

�@tDi � ✏jik@jH
k � 1

2
✏
i0mn

✏mnkV0B
k � ✏

ijk0
VjE

k = J
i
, (I.0.41)

✏ijk@jH
k � @tD

i +
1

2
✏i0mn✏mnkV0B

k + ✏ijk0(�V
j)Ek = J

i
, (I.0.42)

✏ijk@jH
k � @tD

i � 1

2
✏0imn✏mnkV0B

k + ✏0ijkV
j
E

k = J
i
, (I.0.43)

onde utilizamos ✏ijk0 = �✏ij0k = ✏i0jk = �✏0ijk. Então a Eq. (I.0.43) finalmente resulta em

r⇥H� @tD� V0B+ (V ⇥ E) = J. (I.0.44)
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Apêndice J
Simplificando equações de dispersão para o vácuo

J.1 Obtenção da Eq. (6.4.13)

NNo vácuo, os parâmetros constitutivos são dados por µ = 1, ✏ = 1 e � = 0. Então a
Eq. (6.4.12a) do modelo modificado por termo CPT -ímpar de dimensão 3 se torna

�
n
2 � 1

�2 � 1

!2

⇥
V

2
0 n

2 +V
2 � 2V0(n ·V)�V

2
n
2 + (n ·V)2

⇤
= 0, (J.1.1)

onde podemos utilizar n = k/!. Assim

✓
k
2

!2
� 1

◆2

� 1

!2


V

2
0

k
2

!2
+V

2 � 2
V0

!
(k ·V)� V

2
k
2

!2
+

1

!2
(k ·V)2

�
= 0, (J.1.2)

✓
k
2 � !

2

!2

◆2

� 1

!4

⇥
V

2
0 k

2 + !
2
V

2 � 2!V0(k ·V)�V
2
k
2 + (k ·V)2

⇤
= 0, (J.1.3)

⇥
�
�
!
2 � k

2
�⇤2 � V

2
0 k

2 � !
2
V

2 + 2!V0(k ·V) +V
2
V

2 � (k ·V)2 = 0, (J.1.4)

na qual, podemos adicionar e subtrair o termo !2
V

2
0 , levando a

�
!
2 � k

2
�2

+!2
V

2
0 � V

2
0 k

2�!2
V

2 � !
2
V

2
0 + 2!V0(k ·V)+V

2
k
2 � (k ·V)2 = 0, (J.1.5)

�
!
2 � k

2
�2

+
�
!
2 � k

2
�
V

2
0 �V

2
�
!
2 � k

2
�
� !

2
V

2
0 + 2!V0(k ·V)� (k ·V)2 = 0, (J.1.6)

�
!
2 � k

2
�2

+
�
!
2 � k

2
� �

V
2
0 �V

2
�
�
⇥
!
2
V

2
0 � 2!V0(k ·V) + (k ·V)2

⇤
= 0. (J.1.7)

Podemos ainda simplificar a Eq. (J.1.7) utilizando os 4-vetores pµ = (!,k) e V
µ = (V0,V). Assim,

a Eq. (J.1.7) pode finalmente ser reescrita na forma usual encontrada na literatura:

p
4 + p

2
V

2 � (p · V )2 = 0, (J.1.8)

onde utilizamos

(p · V )2 = (!V0 � k ·V)2 = !
2
V

2
0 � 2!V0(k ·V) + (k ·V)2. (J.1.9)
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J.2 Obtenção da Eq. (6.5.21)

Para o modelo modificado por termo CPT -ímpar de dimensão 5, temos

✏̃(n2 � µ✏̃)2 � 4(n2 � 1)2µ!62
n
µ✏̃
⇥
U

2
0n

2 +U
2 � 2U0(n ·U)

⇤
�U

2
n
2 + (n ·U)2

o
= 0. (J.2.1)

Para o vácuo, implementamos µ = 1, ✏ = 1 e � = 0. Assim, a Eq. (J.2.1) se reduz a

(n2 � 1)2
n
1� 4!2

⇥
U

2
0n

2 +U
2 � 2U0(n ·U)�U

2
n
2 + (n ·U)2

⇤o
= 0, (J.2.2)

na qual podemos utilizar k = !n. Assim, teremos

✓
� 1

!2

◆2

(!2 � k
2)
n
1 + 4

⇥
�U

2
0k

2 � !
2
U

2 + 2!U0(k ·U) +U
2
k
2 � (k ·U)2

⇤o
= 0. (J.2.3)

Vamos agora adicionar e subtrair o termo !2
U

2
0 :

(!2 � k
2)2

n
1 + 4

⇥
�U

2
0k

2 + !
2
U

2
0 � !

2
U

2
0�!2

U
2 + 2!U0(k ·U)+U

2
k
2 � (k ·U)2

⇤o
= 0,

(J.2.4)

onde agrupamos os termos destacados, levando a

(!2 � k
2)2

n
1 + 4

⇥
(!2 � k

2)(U2
0 �U

2)�
�
!
2
U

2
0 � 2!U0(k ·U) + (k ·U)2

�⇤o
= 0. (J.2.5)

Utilizando agora os quadrivetores

p
µ = (!,k), U

µ = (U0,U), (J.2.6)

temos

p
2 = !

2 � k
2
, (J.2.7)

U
2 = U

2
0 �U

2
, (J.2.8)

(p · U)2 = !
2
U

2
0 � 2!U0(k ·U) + (k ·U)2. (J.2.9)

Substituindo então essas expressões na Eq. (J.2.5), obtemos finalmente

p
4
�
1 + 4

⇥
p
2
U

2 � (p · U)2
⇤ 

= 0. (J.2.10)
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Apêndice K
Equações de Dispersão dos modelos CPT -ímpar de

dimensões 3 e 5 em termos de quadrivetores

K.1 Modelo CPT -ímpar de dimensão 3

Para o modelo descrito pela Eq. (6.4.1), obtivemos a seguinte equação de dispersão

✏̃(n2 � µ✏)2 � µ

!

2 n
µ✏̃
⇥
V

2
0 n

2 +V
2 � 2V0 (n ·V)

⇤
�V

2
n
2 + (n ·V)2

o
= 0. (K.1.1)

Utilizando agora k = !n, podemos reescreer a Eq. (K.1.2) na forma

⇣
� µ

!2

⌘2
✓
✏̃!

2 � k
2

µ

◆2

� µ

✏̃!2

⇢
µ✏̃


V

2
0 k

2

!2
+V

2 � 2
V0

!
(k ·V)

�
� V

2
k
2

!2
+

1

!2
(k ·V)2

�
= 0.

(K.1.2)

Vamos agora definir o quadri-vetor p̄µ como

p̄
µ ⌘

✓p
✏̃!,

k
p
µ

◆
, (K.1.3)

em analogia com o quadri-vetor usual pµ = (!,k). Note ainda que

p̄
2 = ✏̃!

2 � k
2

µ
, (K.1.4)

que equivale exatamente ao primeiro termo da Eq. (K.1.2). Assim, teremos

p̄
4 � !

2

µ✏̃

⇢
µ✏̃


V

2
0 k

2

!2
+V

2 � 2
V0

!
(k · v)

�
� V

2
k
2

!2
+

1

!2
(k ·V)2

�
= 0, (K.1.5)

p̄
4 +


�V0k

2 � !
2
V

2 + 2!V0 (k ·V) +
1

µ✏̃
V

2
k
2 � 1

µ✏̃
(k ·V)2

�
= 0, (K.1.6)

onde podemos simplificar o segundo e quarto termos dentro dos colchetes:

�!2
V

2 +
1

µ✏̃
V

2
k
2 = �V

2

✏̃

✓
✏̃!

2 � k
2

µ

◆
= �V

2

✏̃
p̄
2
. (K.1.7)

198



APÊNDICE K. EQUAÇÕES DE DISPERSÃO DOS MODELOS CPT -ÍMPAR DE
DIMENSÕES 3 E 5 EM TERMOS DE QUADRIVETORES

Substituindo a Eq. (K.1.7) na Eq. (K.1.6), obtemos

p̄
4 +


�V

2

✏̃
p̄
2 � V

2
0 k

2 + 2!V0 (k ·V)� 1

µ✏̃
(k ·V)2

�
= 0. (K.1.8)

Vamos agora adicionar e subtrair o termo V
2
0 !

2
µ✏̃:

p̄
4 +


�V

2

✏̃
p̄
2 � V

2
0 k

2+V
2
0 !

2
µ✏̃� V

2
0 !

2
µ✏̃+ 2!V0 (k ·V)� 1

µ✏̃
(k ·V)2

�
= 0, (K.1.9)

na qual podemos simplificar segundo e terceiro termos dentro dos colchetes

�V
2
0 k

2 + V
2
0 !

2
µ✏̃ = V

2
0 µ

✓
✏̃!

2 � k
2

µ

◆
= V

2
0 µp̄

2
. (K.1.10)

Substituindo essa última expressão na Eq. (K.1.9), teremos

p̄
4 +

⇢
�V

2

✏̃
p̄
2 + V

2
0 µp̄

2 �

V

2
0 !

2
µ✏̃� 2!V0 (k ·V) +

1

µ✏̃
(k ·V)2

��
= 0, (K.1.11)

p̄
4 +

⇢
p̄
2

✓
µV

2
0 � V

2

✏̃

◆
�

V

2
0 !

2
µ✏̃� 2!V0 (k ·V) +

1

µ✏̃
(k ·V)2

��
= 0. (K.1.12)

Vamos agora definir o quadri-vetor V̄ µ como

V̄
µ ⌘

✓
p
µV0,

Vp
✏̃

◆
, (K.1.13)

em analogia a V
µ = (V0,V). Note ainda que

V̄
2 = µV

2
0 � V

2

✏̃
, (K.1.14)

e também que

�
p̄ · V̄

�2
=

 
p
µ

p
✏̃!V0 �

k ·V
p
µ
p
✏̃

!2

= !
2
V

2
0 µ✏̃� 2!V0(k ·V) +

(k ·V)2

µ✏̃
. (K.1.15)

Assim, utilizando as Eqs. (K.1.14) e (K.1.15) na Eq. (K.1.12), obtemos finalmente

p̄
4 + p̄

2
V̄

2 �
�
p̄ · V̄

�2
= 0. (K.1.16)

Vamos agora reescrever a Eq. (K.1.16) em termos dos quadri-vetores p
µ e V

µ. Esse procedi-
mento nos permitirá redefinir a métrica de forma que a mesma incorpore os parâmetros constitu-
tivos do meio.
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Do primeiro termo da Eq. (K.1.16), podemos fazer

p̄
2 = p̄

µ
p̄µ,

= p̄
µ
⌘µ⌫ p̄

⌫
,

= p̄
0
⌘00p̄

0 + p̄
i
⌘iip̄

i
, (K.1.17)

na qual podemos utilizar a definção dada na Eq. (K.1.3). Assim, teremos

p̄
2 = !(✏̃⌘00)! + k

i
⌘ii

µ
k
i
, (K.1.18)

de onde iremos definir o tensor métrico efetivo ⌘̃µ⌫ com as seguintes componentes

⌘̃00 ⌘ ✏̃⌘00 = ✏̃, ⌘̃ii ⌘
⌘ii

µ
= � 1

µ
�ij. (K.1.19)

Assim, temos

⌘̃µ⌫ ⌘ diag

✓
✏̃,� 1

µ
,� 1

µ
,� 1

µ

◆
. (K.1.20)

Como p
µ = (!,k), a Eq. (K.1.18) se torna agora

p̄
2 = p

0
⌘̃00p

0 + p
i
⌘̃iip

i
, (K.1.21)

p̄
2 = (p · ⌘̃ · p) . (K.1.22)

Manipulando agora o segundo e terceiro termos da Eq. (K.1.16), teremos
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2
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2 �
�
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i
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, (K.1.23)

na qual utilizamos as definições dadas na Eq. (K.1.3) e na Eq. (K.1.13). Assim, teremos
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�
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=

✓
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µ
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µ
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µ
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✏̃
k
i

!2

. (K.1.24)

Podemos por em evidência os fatores (µ/✏̃) a partir do segundo termo entre parênteses e (
p
µ/

p
✏̃),

200



APÊNDICE K. EQUAÇÕES DE DISPERSÃO DOS MODELOS CPT -ÍMPAR DE
DIMENSÕES 3 E 5 EM TERMOS DE QUADRIVETORES

do terceiro termo entre parênteses. Consequentemente, teremos
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�
p̄ · V̄

�2
=

✓
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i
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. (K.1.25)

Para simplificar agora, utilizamos a definição do tensor métrico efetivo, dada na Eq. (K.1.20), e
também p

µ = (!,k) e V
µ = (V 0

,V). Dessa forma, a Eq. (K.1.25) resulta em

p̄
2
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�
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(K.1.26)

p̄
2
V̄

2 �
�
p̄ · V̄

�2
=

µ

✏̃

h
(p · ⌘̃ · p) (V · ⌘̃ · V )� (p · ⌘̃ · V )2

i
. (K.1.27)

Substituindo agora a Eq. (K.1.27) e a Eq. (K.1.22) na Eq. (K.1.16), a equação de dispersão, dada
pela Eq. (K.1.2) ou equivalentemente pela Eq. (K.1.16), pode ser reescrita como

(p · ⌘̃ · p)2 + µ

✏̃

h
(p · ⌘̃ · p) (V · ⌘̃ · V )� (p · ⌘̃ · V )2

i
= 0, (K.1.28)

com o tensor métrico efetivo ⌘̃µ⌫ definido na Eq. (K.1.20).

K.2 Modelo CPT -ímpar de dimensão 5

Para o modelo descrito pela Eq. (6.5.1), obtivemos a seguinte equação de dispersão
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Utilizando k = !n, podemos reescrevê-la como
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(K.2.2)
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�
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na qual podemos utilizar

p̄
2 = ✏̃!

2 � k
2
/µ, p

2 = !
2 � k

2
, (K.2.4)
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com p̄
µ dada pela Eq. (K.1.3) e p

µ = (!,k). Assim, teremos

p̄
4 � 4p4
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2 + 2!U0 (k ·U)� 1

µ✏̃
(k ·U)2

�
= 0, (K.2.7)

onde utilizamos a Eq. (K.2.4). Vamos agora adicionar e subtrair o termo !2
U

2
0µ✏̃, o que nos permite

escrever

p̄
4 + 4p4


�p̄

2U
2

✏̃
+ U

2
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!
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= 0, (K.2.8)
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��
= 0, (K.2.9)

de onde podemos definir

Ū
µ ⌘

✓
p
µU0,

Up
✏̃

◆
. (K.2.10)

Com essa definição, temos

Ū
2 = µU

2
0 � U

2

✏̃
, (K.2.11)

e também

�
p̄ · Ū

�2
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p
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p
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p
µ
p
✏̃

!2

= !
2
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0µ✏̃� 2!U0 (k ·U) +
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(k ·U)2 . (K.2.12)

Assim, podemos simplificar a Eq. (K.2.9) e obter finalmente

p̄
4 + 4p4

h
p̄
2
Ū

2 �
�
p̄ · Ū

�2i
= 0. (K.2.13)

Vamos agora reescrever a Eq. (K.2.13) em termos dos quadri-momento usal pµ e do campo de
fundo U

µ. Seguindo a mesma abordagem realizada entre as Eqs. (K.1.17) e (K.1.22), temos

p̄
2 = (p · ⌘̃ · p) , (K.2.14)
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com o tensor métrico efeito ⌘̃µ⌫ dado na Eq. (K.1.20). Manipulando agora os outros termos da
Eq. (K.2.13), teremos

p
2 = p

µ
pµ = p

µ
⌘µ⌫p

⌫ = p · ⌘ · p. (K.2.15)

E também
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. (K.2.17)

Utilizando agora a Eq. (K.2.10) e a Eq. (K.1.3), obtemos
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onde utilizamos p̄
µ = (

p
✏̃!,k/

p
µ), Ūµ = (

p
µU0,U/

p
✏̃), pµ = (!,k) e U

µ = (U0,U). Podemos
agora por em evidência os fatores (µ/✏̃) a partir do segundo fator entre parênteses, e (

p
µ/

p
✏̃) a

partir do terceiro termo entre parênteses. Assim, obtemos
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, (K.2.20)

4p4
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2
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2 �
�
p̄ · Ū

�2i
= 4

µ

✏̃
(p · ⌘ · p)2

⇥
(p · ⌘̃ · p) (U · ⌘̃ · U)� (p · ⌘̃ · U)2

⇤
, (K.2.21)

onde utilizamos o tensor métrico efetivo dado na Eq. (K.1.20). Substituindo agora a Eq. (K.2.21),
Eq. (K.2.14) e Eq. (K.2.15) na relação dada na Eq. (K.2.13), a equação de dispersão é finalmente
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reescrita na forma

(p · ✏̃ · p)2 + 4
µ

✏̃
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Apêndice L
Modos de propagação do modelo CPT -ímpar de

dimensão 3

A seguir, iremos calcular explicitamente os vetores de polarização que descrevem os modos de
propagação dos cenários timelike e spacelike do modelo descrito pela Eq. (6.4.1).

L.1 Caso timelike

Vamos calcular os modos de propagação para o caso puramente timelike, V0 6= 0; V = 0. Da
Eq. (6.4.18), temos

n
2 � µ✏̃ = ±µV0

!
n. (L.1.1)

Substituindo a Eq. (L.1.1) na Eq. (6.4.11a), obtemos
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Assim MiaE
a = 0 se torna
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que leva a
8
><
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. (L.1.4)

Vamos multiplicar a segunda equação da Eq. (L.1.4) por [±(µ/!)V0n� n
2
3], depois multiplicar

a terceira equação da Eq. (L.1.4) por [n2n3 + i(µ/!)V0n1]. Assim, somando esses dois produtos,
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os termos em EZ se cancelam, resultando apenas
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onde podemos utilizar n
2
3 + n
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2 = n
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1 no último termo. Assim
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no qual podemos usar novamente n
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a qual fornece
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Substituindo a Eq. (L.1.12) na primeira expressão da Eq. (L.1.4), obtemos
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onde iremos colocar o fator ±inn2 em evidência a partir dos termos destacados em azul; e iremos
colocar em evidência também o fator �n1n3 dos termos destacados em vermelho. Assim, obtemos

(n2 � n
2
1)

✓
n1n3 � i

µV0

!
n2

◆
Ez =


±inn2

✓
n1n3 � i

µV0

!
n2

◆
� n1n3

✓
n1n3 � i

µV0

!
n2

◆�
Ex,

(L.1.16)

que finalmente nos fornece
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Portanto, utilizando a Eq. (L.1.12) e a Eq. (L.1.17), obtemos
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Normalizando esses vetores, teremos

|E±|2 = E
⇤
±E± = 1, (L.1.19)
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que pode ser simplificada utilizando-se (n2 � n
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3, então teremos
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onde podemos utilizar novamente (n2 � n
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da qual escolhemos
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Therefore the normalized propagating modes are given by

Ê± =
1

p
2n
p

n2 � n
2
1

0

B@
n
2 � n

2
1

⌥in3n� n1n2

±in2n� n1n3

1

CA . (L.1.29)
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L.2 Caso spacelike

A seguir, calculamos os vetores de polarização dos casos V-perpendicular e V-longitudinal do
cenário spacelike, V0 = 0 e V 6= 0. Lembrando que no cenário spacelike temos

n
2 � µ✏ = ±µ|V|

!
↵, (L.2.1)
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Considerando um sistema de coordenadas onde n = (0, 0,m), a Eq. (6.4.11a) simplifica-se em
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L.2.1 V-perpendicular

Nesse caso, temos sin2
✓ = 1 e V = (V1, V2, 0). Além disso, os índices de refração obtidos são

dados por

n
2
+ = µ✏, n

2
� = µ✏� µV

2

✏!2
. (L.2.4)

Dessa forma, teremos dois valores de ↵:

↵± =

s

1� n
2
±
µ✏

. (L.2.5)

Para o modo (+), temos

↵+ = 0, (L.2.6)

o que leva a

n
2
+ � µ✏ = 0. (L.2.7)

Substituindo a Eq. (L.2.7) na Eq. (L.2.3), a condição MijE
j = 0 leva a

0

B@
0 0 �iµV2/!

0 0 iµV1/!

iµV2/! �iµV1/! �µ✏

1

CA

0

B@
Ex

Ey

Ez

1

CA = 0. (L.2.8)
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Resolvendo esse sistema de equações, obtemos

Ez = 0, Ey =
V2

V1
Ex. (L.2.9)

Assim, teremos o campo E+ dado por

E+ =
Ex

V1

0

B@
V1

V2

0

1

CA . (L.2.10)

Normalizando E+, ou seja, E+ · E⇤
+ = 1, obtemos

E
2
x

V
2
1

(V 2
1 + V

2
2 ) = 1 ! Ex =

V1

|V| , (L.2.11)

onde |V| =
p

V
2
1 + V

2
2 . Assim, o modo (+) tem polarização descrita por

E+ =
1

|V|

0

B@
V1

V2

0

1

CA ⌘ V̂, (L.2.12)

onde V̂ é o vetor unitário que aponto ao longo da direção do campo de fundo V.
Para o modo (�), temos

↵� =
|V|
✏!

. (L.2.13)

Assim,

n
2
� � µ✏ = ±µV

2

✏!2
. (L.2.14)

Substituindo a Eq. (L.2.14) na Eq. (L.2.3), a condição MijE
j = 0 é escrita como

0

B@
±µV

2
/(✏!2) 0 �iµV2/!

0 ±µV
2
/(✏!2) iµV1/!

iµV2/! �iµV1/! �µ✏

1

CA

0

B@
Ex

Ey

Ez

1

CA = 0, (L.2.15)

que leva a
8
><

>:

±µV
2

✏!2 Ex � iµ
!
V2Ez = 0

±µV
2

✏!2 Ey + iµ
!
v1Ez = 0

iµ
!
V2Ex � iµ

!
V1Ey � µ✏Ez = 0

. (L.2.16)

Vamos multiplicar a primeira expressão da Eq. (L.2.16) por V1 e depois somar esse produto com o
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produto da segunda expressão com V2. Assim os termos em Ez se cancelam, restando

±µV
2

✏!2
V1Ex ±

µV
2

✏!2
V2Ey = 0, (L.2.17)

Ey = �V1

V2
Ex. (L.2.18)

Substituindo agora a Eq. (L.2.18) na terceira expressão da Eq. (L.2.16), obtemos

Ez =
i

✏!

V
2

V2
Ex. (L.2.19)

Logo, o campo E� será dado por

E� =
Ex

V2

0

B@
V2

�V1

iV2
/(✏!)

1

CA = E
(�)
0

0

B@
V2

�V1

iV2
/(✏!)

1

CA , (L.2.20)

onde E
(�)
0 é uma amplitude escolhida apropriadamente.

L.2.2 V-longitudinal

Neste caso, temos sin2
✓ = 0 e V = (0, 0, V3). Assim, teremos da Eq. (L.2.2)

↵± = 1. (L.2.21)

Consequentemente, a Eq. (L.2.1) simplifica-se em

n
2
± � µ✏ = ±µ|V|

!
. (L.2.22)

Implementamos agora a Eq. (L.2.22) e V = (0, 0, V3) na Eq. (L.2.3), asssim MijE
j = 0 nos

fornece
0

B@
±µ|V|/! iµV3/! 0

�iµV3/! ±µ|V|/! 0

0 0 �µ✏

1

CA

0

B@
Ex

Ey

Ez

1

CA = 0. (L.2.23)

Resolvendo o sistema de equações, encontramos

Ey = ±iEx, Ez = 0. (L.2.24)

211



APÊNDICE L. MODOS DE PROPAGAÇÃO DO MODELO CPT -ÍMPAR DE DIMENSÃO 3

Assim, os vetores de polarização serão dados por

E± = Ex

0

B@
1

±i

0

1

CA , (L.2.25)

que, após normalizados, resultam em

E± =
1p
2

0

B@
1

±i

0

1

CA . (L.2.26)
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Apêndice M
Obtenção das Equações de Maxwell modificadas por

termo CPT -ímpar de dimensão 5 em meios

Podemos reescrever a Eq. (6.5.7) na forma

L = �1

2
�
µ⌫↵�

@↵A�@µA⌫ �
1

2
✏��µ⌫U�(@⌘A�)@

⌘
Fµ⌫+

�AµJ
µ
, (M.0.1)

onde utilizamos a Eq. (I.0.7), e também fizemos

1

2
✏
��µ⌫

U�A�@⌘@
⌘
Fµ⌫ = @⌘

✓
1

2
✏
��µ⌫

U�A�@
⌘
Fµ⌫

◆
� 1

2
✏
��µ⌫

U�(@⌘A�)@
⌘
Fµ⌫ , (M.0.2)

da qual negligenciamos a quadridivergência total. Agora, podemos seguir e utilizar a equação de
Euler-Lagrange dada na Eq. (6.5.8), para obtermos as equações de Maxwell modificadas. Teremos
então

@L
@(@⇢A)

=
@

@(@⇢A)


�1

2
�
µ⌫↵�

@↵A�@µA⌫

�
+

@

@(@⇢A)


�1

2
✏
��µ⌫

U�(@⌘A�)@
⌘
Fµ⌫

�
, (M.0.3)

@L
@(@⇢A)

= �G
⇢ � 1

2
✏
�µ⌫

U��⌘⇢��@
⌘
Fµ⌫ = �G

⇢ � 1

2
✏
�µ⌫

U�@
⇢
Fµ⌫ , (M.0.4)

e também

@L
@(@⇢@↵A)

=
@

@(@⇢@↵A)


�1

2
✏
��µ⌫

U�(@⌘A�) (@
⌘
@µA⌫ � @

⌘
@⌫Aµ)

�
, (M.0.5)

@L
@(@⇢@↵A)

= �1

2
✏
��µ⌫

U�(@⌘A�)⌘
⌘⇢
@µ↵�⌫ +

1

2
✏
��µ⌫

U�(@⌘A�)g
⌘⇢
�⌫↵�µ, (M.0.6)

@L
@(@⇢@↵A)

= �1

2
✏
��↵

U�@
⇢
A� +

1

2
✏
��↵

U�@
⇢
A� = �✏��↵U�@⇢A�. (M.0.7)
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Substituindo agora as Eqs. (M.0.4), (M.0.7) e @L
@A

= �J
 na Eq. (6.5.8), teremos

�J
 � @⇢


�G

⇢ � 1

2
✏
�µ⌫

U�@
⇢
Fµ⌫

�
+ @⇢@↵

⇥
�✏��↵U�@⇢A�

⇤
= 0, (M.0.8)

@⇢G
⇢ +

1

2
✏
�µ⌫

U�⇤Fµ⌫ � ✏
��↵

U�⇤@↵A� = J

, (M.0.9)

mas

✏
��↵

U�⇤F�↵ = ✏
��↵

U�⇤@�A↵ � ✏
��↵

U�⇤@↵A�, (M.0.10)

✏
��↵

U�⇤F�↵
(1)
= ✏

�↵�
U�⇤@↵A� � ✏

��↵
U�⇤@↵A�, (M.0.11)

✏
��↵

U�⇤F�↵ = �2✏�↵�U�⇤@↵A�, (M.0.12)

onde redefinimos, no passo (1), (�! ↵,↵ ! �) no primeiro termo do lado diretio da Eq. (M.0.11).
Utilizando a Eq. (M.0.12) na Eq. (M.0.9), obtemos

@⇢G
⇢ +

1

2
✏
�µ⌫

U�⇤Fµ⌫ +
1

2
✏
��↵

U�⇤F�↵ = J

, (M.0.13)

que pode ser simplificada fazend-se (� ! µ,↵ ! ⌫) no terceiro termo do lado esquerdo da
Eq. (M.0.13). Então utilizando ✏�µ⌫ = �✏�µ⌫ = ✏

�µ⌫, finalmente a Eq. (M.0.13) nos fornece

@⇢G
⇢ + ✏

�µ⌫
U�⇤Fµ⌫ = J


. (M.0.14)

A lei de Gauss modificada é obtida escolhendo-se  = 0, levando a

@⇢G
⇢0 + ✏

�0µ⌫
U�⇤Fµ⌫ = J

0
, (M.0.15)

@iG
i0 + ✏

i0mn
Ui⇤Fmn = J

0
, (M.0.16)

@iG
i0 � ✏i0mnUi⇤Fmn = J

0
, (M.0.17)

onde utilizamos a propriedade ✏
µ⌫↵� = �✏µ⌫↵�. Utilizando agora G

i0 = D
i, Fmn = �✏mnkB

k,
obtemos finalmente

@iD
i � ✏i0mn(�U

i)⇤(�✏mnkB
k) = ⇢, (M.0.18)

@iD
i + ✏0imn✏mnk⇤U

i
B

k = ⇢, (M.0.19)

r ·D+ 2⇤ (U ·B) = ⇢, (M.0.20)

onde utilizamos ✏0imn✏mnk = ✏imn✏mnk = 2�ik. A lei de Ampère modifica pode ser obtida fazendo-se
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 = i na Eq. (M.0.14):

@⇢G
⇢i + ✏

�iµ⌫
U�⇤Fµ⌫ = J

i
, (M.0.21)

@0G
0i + @jG

ji + ✏
0imn

U0⇤Fmn + ✏
ji0k

Uj⇤F0k + ✏
jik0

Uj⇤Fk0 = J
i
, (M.0.22)

@0G
0i + @jG

ji + ✏
0imn

U0⇤Fmn + (�✏ij0k)Uj⇤(�Fk0) + ✏
jik0

Uj⇤Fk0 = J
i
, (M.0.23)

�✏jik@jHk � @t(�D
i)� ✏

0imn
✏mnk⇤U0B

k � 2✏jik0⇤V
j
E

k = J
i
, (M.0.24)

mas ✏0imn
✏mnk = �✏0imn✏mnk = �✏imn✏mnk = �2�ik e ✏

jik0 = �✏jik0 = �✏0jik = ✏0ijk = ✏ijk.
Portanto, a Eq. (M.0.24) se torna

✏ijk@jH
k � @tD

i + 2�ik⇤U0B
k � 2⇤✏ijkU j

E
k = J

i
, (M.0.25)

r⇥H� @tD+ 2⇤U0B� 2⇤ (U⇥ E) = J. (M.0.26)

Por questãos de completeza, mostraremos que as mesmas equações modificadas dadas na
Eq. (M.0.14) podem ser obtidas da densidade de Lagrange original dada na Eq. (6.5.6). Para
isso, reescrevemos a Eq. (6.5.6)

L = �1

2
�
µ⌫↵�

@↵A�@µA⌫ +
1

2
✏
��µ⌫

U�A�@�@
�(@µA⌫ � @⌫Aµ)� AµJ

µ
, (M.0.27)

L = �1

2
�
µ⌫↵�

@↵A�@µA⌫ +
1

2
✏
��µ⌫

U�A�@�@
�
@µA⌫ �

1

2
✏
��µ⌫

U�A�@�@
�
@⌫Aµ � AµJ

µ
, (M.0.28)

na qual podemos fazer (µ ! ⌫; ⌫ ! µ) no terceiro termo, levando a

L = �1

2
�
µ⌫↵�

@↵A�@µA⌫ +
1

2
✏
��µ⌫

U�A�@�@
�
@µA⌫ �

1

2
✏
��⌫µ

U�A�@�@
�
@µA⌫ � AµJ

µ
, (M.0.29)

onde podemos utilizar ✏��⌫µ = �✏��µ⌫ . Assim, obteremos finalmente

L = �1

2
�
µ⌫↵�

@↵A�@µA⌫ + ✏
��µ⌫

U�A�@�@
�
@µA⌫ � AµJ

µ
. (M.0.30)

Observarmos que a densidade de Lagrange da Eq. (M.0.30) apresenta um termo com derivada de
terceira ordem nos campos. Assim, para obtermos as equações de Maxwell modificadas, devemos
utilizar a equação de Euler-Lagrange apropriada para densidades de Lagrange com derivadas de
terceira ordem, ou seja,

@L
@A

� @⇢

✓
@L

@(@⇢A)

◆
+ @�@⇢

✓
@L

@(@⇢@�A)

◆
� @⌧@�@⇢

✓
@L

@(@⌧@�@⇢A)

◆
= 0. (M.0.31)

Utilizando a Eq. (M.0.30), podemos calcular facilmente cada termo da Eq. (M.0.31), obtendo

@L
@A

= ✏
�µ

U�@�@
�
@µA⌫ � J


, (M.0.32)
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@L
@(@⇢A)

= �G
⇢
, (M.0.33)

@L
@(@⇢@�A)

= 0, (M.0.34)

@L
@(@⌧@�@⇢A)

=
@

@(@⌧@�@⇢A)

⇥
✏
��µ⌫

U�A�@�(⌘
�↵
@↵)@µA⌫

⇤
,

@L
@(@⌧@�@⇢A)

= ✏
��⇢

U�A�⌘
⌧�
. (M.0.35)

Substituindo as Eqs. (M.0.32), (M.0.33), (M.0.34) e (M.0.35) na Eq. (M.0.31), obtemos

✏
�µ⌫

U�@�@
�
@µA⌫ � J

 � @⇢(�G
⇢)� @⌧@�@⇢

⇥
✏
��⇢

U�A�⌘
⌧�
⇤
= 0, (M.0.36)

@⇢G
⇢ + ✏

�µ⌫
U�⇤@µA⌫ � ✏

��⇢
U�@⌧ (@�⌘

⌧�)@⇢A� = J

, (M.0.37)

onde podemos fazer (⇢! ⌫; �! µ) no terceiro termo. Então teremos

@⇢G
⇢ + ✏

�µ⌫
U�⇤@µA⌫ � ✏

�µ⌫
U�⇤@⌫Aµ = J


. (M.0.38)

Utilizando agora ✏�µ⌫ = ✏
�µ⌫ , obtemos finalmente

@⇢G
⇢ + ✏

�µ⌫
U�⇤Fµ⌫ = J


. (M.0.39)
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Modos de propagação do modelo CPT -ímpar de

dimensão 5

N.1 Cenário timelike

Vamos calcular os modos de propagação para o caso puramente timelike, U0 6= 0; U = 0. Da
Eq. (6.5.22a), temos

n
2 � µ✏ = ±2µ!U0n(n

2 � 1). (N.1.1)

Para o caso timelike, temos

[Mij] =

0

B@
n
2 � n

2
1 � µ✏ �n1n2 + 2iµ!U0n3 (n2 � 1) �n1n3 � 2iµ!U0n2 (n2 � 1)

�n1n2 � 2iµ!U0n3 (n2 � 1) n
2 � n

2
2 � µ✏ �n2n3 + 2iµ!U0n1 (n2 � 1)

�n1n3 + 2iµ!U0n2 (n2 � 1) �n1n3 � 2iµ!U0n1 (n2 � 1) n
2 � n

2
3 � µ✏

1

CA .

(N.1.2)

Implementando agora a Eq. (N.1.1) na equação matricial MijE
j = 0, obtemos

8
>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>:

[±2µ!U0n (n2 � 1)� n
2
1]Ex + [�n1n2 + 2iµ!U0n3 (n2 � 1)]Ey+

+ [�n1n3 � 2iµ!U0n2 (n2 � 1)]Ez = 0,

[�n1n2 � 2iµ!U0n3 (n2 � 1)]Ex + [±2µ!U0n (n2 � 1)� n
2
2]Ey+

+ [�n2n3 + 2iµ!U0n1 (n2 � 1)]Ez = 0,

[�n1n3 + 2iµ!U0n2 (n2 � 1)]Ex + [�n2n3 � 2iµ!U0n1 (n2 � 1)]Ey+

+ [±2µ!U0n (n2 � 1)� n
2
3]Ez = 0.

(N.1.3)

Agora, vamos multiplicar a terceira expressão da Eq. (N.1.3) por [n2n3 � 2iµ!U0n1 (n2 � 1)], e
multiplicar a segunda expressão da Eq. (N.1.3) por [±2µ!U0n (n2 � 1)� n

2
3]. Depois disso, adici-
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onamos esses dois produtos um ao outro. Assim, os termos em Ez se cancelam, restando

⇥
n2n3 � 2iµ!U0n1

�
n
2 � 1

�⇤
.
⇥
�n1n3 + 2iµ!U0n2

�
n
2 � 1

�⇤
Ex+

+
⇥
n2n3 � 2iµ!U0n1

�
n
2 � 1

�⇤
.
⇥
�n2n3 � 2iµ!U0n1

�
n
2 � 1

�⇤
Ey+

+
⇥
±2µ!U0n

�
n
2 � 1

�
� n

2
3

⇤
.
⇥
�n1n2 � 2iµ!U0n3

�
n
2 � 1

�⇤
Ex+

+
⇥
±2µ!U0n

�
n
2 � 1

�
� n

2
3

⇤
.
⇥
±2µ!U0n

�
n
2 � 1

�
� n

2
2

⇤
Ey = 0, (N.1.4)

Ex

h
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2
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2
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�
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�
+ 2iµ!U0n

2
1n3

�
n
2 � 1

�
+ 4µ2
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2
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2
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�
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2 � 1

�
+⌥4iµ2

!
2
U

2
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�
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2
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⇤
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(N.1.5)

Cancelando alguns termos, temos

Ex

⇥
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�
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� �
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2
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3
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+ Ey

h
�4µ2

!
2
U

2
0

�
n
2 � 1

�2 �
n
2
1 � n

2
�
+

⌥2µ!U0n
2
2n
�
n
2 � 1

�
⌥ 2µ!U0n

2
3n
�
n
2 � 1

�⇤
= 0,

(N.1.6)
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h
2iµ!U0

�
n
2 � 1

�
n3n

2 ⌥ 2µ!U0n1n2n
�
n
2 � 1

�
+ 4µ2

!
2
U

2
0

�
n
2 � 1
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(⌥in3n+ n1n2)

i
+

+Ey
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n
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2
1

� h
⌥2µ!U0n

�
n
2 � 1

�
+ 4µ2

!
2
U

2
0

�
n
2 � 1

�2i
= 0,

(N.1.7)
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2µ!U0n

�
n
2 � 1

�
(in3n⌥ n1n2) + 4µ2

!
2
U

2
0

�
n
2 � 1

�2
(⌥in3n+ n1n2)

i
+

+Ey

h�
n
2 � n

2
1

� h
4µ2

!
2
U

2
0

�
n
2 � 1

�2 ⌥ 2µ!U0n
�
n
2 � 1

�ii
= 0, (N.1.8)

Ex

�
2µ!U0

�
n
2 � 1

� ⇥
n (in3n⌥ n1n2) + 2µ!U0

�
n
2 � 1

�
(⌥in3n+ n1n2)

⇤ 
+

+2µ!U0

�
n
2 � 1

� �
n
2 � 1

� ⇥
2µ!U0

�
n
2 � 1

�
⌥ n

⇤
Ey = 0, (N.1.9)
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da qual podemos escrever

Ey =
�2µ!U0 (n2 � 1) [n (in3n⌥ n1n2) + 2µ!U0 (n2 � 1) (⌥in3n+ n1n2)]

2µ!U0 (n2 � 1) (n2 � n
2
1) [2µ!U0 (n2 � 1)⌥ n]

Ex, (N.1.10)

Ey =
� [⌥n (n1n2 ⌥ in3n) + 2µ!U0 (n2 � 1) (⌥in3n+ n1n2)]

(n2 � n
2
1) [2µ!U0 (n2 � 1)⌥ n]

Ex, (N.1.11)

Ey =
� (n1n2 ⌥ in3n) [⌥n+ 2µ!U0 (n2 � 1)]

(n2 � n
2
1) [2µ!U0 (n2 � 1)⌥ n]

Ex, (N.1.12)

que finalmente nos fornece

Ey =
±in3n� n1n2

n2 � n
2
1

Ex. (N.1.13)

Substituindo agora a Eq. (N.1.13) na primeira expressão da Eq. (N.1.3), teremos

⇥
±2µ!U0n

�
n
2 � 1

�
� n

2
1

⇤
Ex +

⇥
�n1n2 + 2iµ!U0n3

�
n
2 � 1

�⇤ ±in3n� n1n2

n2 � n
2
1

�
Ex+

+Ez

⇥
�n1n3 � 2iµ!U0n2

�
n
2 � 1

�⇤
= 0, (N.1.14)

��
n
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2
1

� ⇥
±2µ!U0n

�
n
2 � 1

�
� n

2
1

⇤
+
⇥
�n1n2 + 2iµ!U0n3

�
n
2 � 1

�⇤
(±in3n� n1n2)

 
Ex+

�
�
n
2 � n

2
1

� ⇥
n1n3 + 2iµ!U0n2

�
n
2 � 1

�⇤
Ez = 0,

(N.1.15)

na qual podemos utilizar (n2 � n
2
1) = n

2
2 + n

2
3 no primeiro termo. Assim

�
n
2 � n

2
1

� ⇥
n1n3 + 2iµ!U0n2

�
n
2 � 1

�⇤
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��
n
2
2 + n

2
3

� ⇥
±2µ!U0n

�
n
2 � 1

�
� n

2
1

⇤
+

+
⇥
�n1n2 + 2iµ!U0n3

�
n
2 � 1

�⇤
(±in3n� n1n2)

 
Ex,

(N.1.16)
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� ⇥
n1n3 + 2iµ!U0n2

�
n
2 � 1

�⇤
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�
±2µ!U0n

2
2n
�
n
2 � 1

�
�n

2
1n

2
2±2µ!U0nn

2
3

�
n
2 � 1

�
+

�n
2
1n

2
3 +⌥in1n2n3n+n

2
1n

2
2⌥2µ!U0n

2
3n
�
n
2 � 1

�
+

�2iµ!U0n1n2n3

�
n
2 � 1

� 
Ex, (N.1.17)

onde os termos destacados em vermelho e azul se cancelam. Colocando agora o fator (⌥in2n) em
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evidência a partir dos termos destacadas em verde, obtemos

�
n
2 � n

2
1

� ⇥
n1n3 + 2iµ!U0n2

�
n
2 � 1

�⇤
Ez =

�
⌥in2n

⇥
n1n3 + 2iµ!V0n2

�
n
2 � 1

�⇤
+

�n
2
1n

2
3 � 2iµ!U0n1n2n3

�
n
2 � 1

� 
Ex, (N.1.18)

�
n
2 � n

2
1

� ⇥
n1n3 + 2iµ!U0n2

�
n
2 � 1

�⇤
Ez =

�
⌥in2n

⇥
n1n3 + 2iµ!U0n2

�
n
2 � 1

�⇤
+

�n1n3

⇥
n1n3 + 2iµ!V0n2

�
n
2 � 1

�⇤ 
Ex, (N.1.19)

�
n
2 � n

2
1

� ⇥
n1n3 + 2iµ!U0n2

�
n
2 � 1

�⇤
Ez = (⌥in2n� n1n3)

⇥
n1n3 + 2iµ!U0n2

�
n
2 � 1

�⇤
Ex,

(N.1.20)

que finalmente nos fornece

Ez =
⌥in2n� n1n3

n2 � n
2
1

Ex. (N.1.21)

Utilizando agora a Eq. (N.1.21) e Eq. (N.1.13), obtemos

E± = Ex

0

BBBBBB@

1

(±in3n� n1n2) / (n2 � n
2
1)

(⌥in2n� n1n3) / (n2 � n
2
1)

1

CCCCCCA
. (N.1.22)

Normalizando esses vetores, temos

|Ex|2

1 +

(⌥in3n� n1n2) (±in3n� n1n2)

(n2 � n
2
1)

2 +
(±in2n� n1n3) (⌥in2n� n1n3)

(n2 � n
2
1)

2

�
= 1, (N.1.23)

|Ex|2

1 +

n
2
3n

2 ± in1n2n3n⌥ in1n2n3n+ n
2
1n

2
2 + n

2
2n

2 ⌥ in!n2n3n± in1n2n3n+ n
2
1n

2
3

(n2 � n
2
1)

2

�
= 1,

(N.1.24)

|Ex|2

1 +

(n2
2 + n

2
3) (n

2 + n
2
1)

(n2 � n
2
1)

2

�
= 1, (N.1.25)

que pode ser simplificada utilizando-se (n2 � n
2
1) = n

2
2 + n

2
3, o que nos fornece

|Ex|2

1 +

n
2 + n

2
1

n
2
2 + n

2
3

�
= 1, (N.1.26)
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|Ex|2

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2
2 + n

2
3 + n

2 + n
2
1

n
2
2 + n

2
3

�
= 1, (N.1.27)

|Ex|2


2n2

n
2
2 + n

2
3

�
= 1, (N.1.28)

onde podemos utilizar novamente (n2 � n
2
1) = n

2
2 + n

2
3, logo

|Ex|2


2n2

n2 � n
2
1

�
= 1 ! |Ex|2 =

n
2 � n

2
1

2n2
, (N.1.29)

da qual podemos escolher convenientemente

Ex =

p
n2 � n

2
1p

2n
. (N.1.30)

Portanto os modos de propagação normalizados serão dados por

Ê± =
1

p
2n
p

n2 � n
2
1

0

B@
n
2 � n

2
1

±in3n� n1n2

⌥in2n� n1n3

1

CA . (N.1.31)

N.2 Cenário spacelike

Para o cenário spacelike, obtivemos de forma geral

n
2 � µ✏ = ±2µ!(n2 � 1)|U|↵, (N.2.1)

onde

↵ =

r
1

µ✏
(µ✏� n2 sin2

✓). (N.2.2)

A seguir, iremos calcular as polarizações para os dois casos considerados, isto é, casos perpen-
dicular e longitudinal.

N.2.1 Caso U-perpendicular

Para a configuração onde U é perpendicular a n, podemos escolher convenientemente

n = (0, 0, n), (N.2.3)

U = (U1, U2, 0). (N.2.4)
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Nesse caso, a matriz [Mij] tem a seguinte forma

[Mij] =

0

B@
n
2 � µ✏ 0 2iµ!(n2 � 1)U2

0 n
2 � µ✏ �2iµ!(n2 � 1)U1

�2iµ!(n2 � 1)U2 2iµ!(n2 � 1)U1 �µ✏

1

CA . (N.2.5)

Como nesse caso temos sin2
✓ = 1, a Eq. (N.2.2) se reduz a

↵ =

r
1

µ✏
(µ✏� n2). (N.2.6)

Lembrando agora que os índices de refração do caso perpendicular são

n
2
0 = µ✏, (N.2.7)

n
2
± = 1 + f±, (N.2.8)

podemos então determinar as polarizações associadas a cada índice de refração.

1) Para n
2
0 = µ✏

Para o índice de refração n
2
0 = µ✏, temos ↵ = 0 conforme a Eq. (N.2.6). Então implementando

essas quantidades em Eq. (N.2.5), a condição MijE
j = 0 fornece

0

B@
0 0 2iµ!(n2

0 � 1)U2

0 0 �2iµ!(n2
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0 � 1)U1 �µ✏

1

CA

0

B@
Ex

Ey

Ez

1

CA = 0, (N.2.9)

que nos fornece

Ez = 0, Ey =
U2

U1
Ex. (N.2.10)

Assim, utilizando a Eq. (N.2.10), o campo elétrico associado a n
2
0 = µ✏ será

E =
Ex

U1

0

B@
U1

U2

0

1

CA , (N.2.11)

que normalizado se escreve como

Ê =
1

|U|

0

B@
U1

U2

0

1

CA = Û, (N.2.12)

com |U| =
p

U
2
1 + U

2
2 .
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2) Para n
2
± = 1 + f±

Para os índices de refração dados na Eq. (N.2.8), observamos que os mesmos levam a ↵± 6= 0.
Dessa forma, implementando essas quantidades na Eq. (N.2.5), a equação MijE

j = 0 é lida como

0

B@
±2µ!(n2

± � 1)↵±|U| 0 2iµ!(n2
± � 1)U2

0 ±2µ!(n2
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1

CA

0

B@
Ex

Ey

Ez

1

CA , (N.2.13)

que nos fornece
8
><

>:

±2µ!(n2
± � 1)↵±|U|Ex + 2iµ!(n2

± � 1)U2Ez = 0

±2µ!(n2
± � 1)↵±|U|Ey � 2iµ!(n2

± � 1)U1Ez = 0

�2iµ!(n2
± � 1)U2Ex + 2iµ!(n2

± � 1)U1Ey � µ✏Ez = 0

. (N.2.14)

Vamos somar o produto da primeira expressão da Eq. (N.2.14) com U1 ao produto da segunda
expressão com U2. Isso eliminará os termos em Ez, deixando apenas

±2µ!(n2
± � 1)↵±|U|U1Ex ± 2µ!(n2

± � 1)↵±|U|U2Ey = 0, (N.2.15)

cuja simplificação fornece

Ey = �U1

U2
Ex. (N.2.16)

Substituindo a Eq. (N.2.16) na terceira expressão da Eq. (N.2.14), obtemos

µ✏Ez = �2iµ!(n2
± � 1)U2Ex � 2iµ!(n2

± � 1)
U

2
1

U2
Ex, (N.2.17)

Ez = �2i
!

✏
(n2

± � 1)

✓
U

2
1 + U

2
2

U2

◆
Ex, (N.2.18)

Ez = �2i!

✏
f±

|U|2

U2
Ex, (N.2.19)

onde utilizamos a Eq. (N.2.8). Então, utilizando a Eq. (N.2.16) e Eq. (N.2.19), os campos elétricos
associados a n

2
± serão

E± =
Ex

U2

0

B@
U2

�U1

�2i!f±(U2
1 + U

2
2 )/✏

1

CA , (N.2.20)

E± = E
0
0

0

B@
U2

�U1

�2i!f±(U2
1 + U

2
2 )/✏

1

CA , (N.2.21)
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com uma amplitude apropriada E
0
0.

N.2.2 Caso U-longitudinal

Para a configuração com U longitudinal ao vetor n = (0, 0, n), podemos escolher U = (0, 0, U).
Sendo assim, teremos sin2

✓ = 0 de acordo com a Eq. (N.2.6). Utilizando essas informações, a
matriz [Mij] tem a seguinte forma

[Mij] =

0

B@
n
2 � µ✏ �2iµ!(n2 � 1)U 0

2iµ!(n2 � 1)U n
2 � µ✏ 0

0 0 �µ✏

1

CA . (N.2.22)

Os índices de refração deste caso, dados por

n
2
± =

µ(✏± 2!|U|)
1± 2µ!|U| , (N.2.23)

satisfazem

n
2
± � µ✏ = ±2µ!(n2

± � 1)U, (N.2.24)

onde utlizamos ↵ = 1 e |U| = U . Sendo assim, implementando a Eq. (N.2.24) na Eq. (N.2.22), a
condição MijE

j = 0 é escrita explicitamente como

0

B@
±2µ!(n2

± � 1)U �2iµ!(n2
± � 1)U 0

2iµ!(n2
± � 1)U ±2µ!(n2

± � 1)U 0

0 0 �µ✏

1

CA

0

B@
Ex

Ey

Ez

1

CA = 0, (N.2.25)

que nos fornece

Ez = 0, Ey = ⌥iEx. (N.2.26)

Logo, os campos elétricos associados a n
2
± serão

E± = Ex

0

B@
1

⌥i

0

1

CA , (N.2.27)

que normalizados resultam em

Ê± =
1p
2

0

B@
1

⌥i

0

1

CA . (N.2.28)
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dimensão 5

A eletrodinâmica modificada por termo de altas derivadas CPT -ímpar de dimensão 5 em meios
materiais é dada pela Eq. (6.5.6), ou seja

L = �1

4
G

µ⌫
Fµ⌫ +

1

2
✏
�µ⌫

A�U⇤Fµ⌫ � AµJ
µ
. (O.0.1)

Considerando a transformação de calibre

Aµ 7! A
0
µ
= Aµ + @µ�, (O.0.2)

temos

F
0
µ⌫

= Fµ⌫ , G
0µ⌫ = G

µ⌫
. (O.0.3)

Assim, a densidade de Lagrange na Eq. (O.0.1) se transforma da seguinte forma

L0 = �1

4
G

µ⌫
Fµ⌫ +

1

2
✏
�µ⌫(A� + @��)U⇤Fµ⌫ � AµJ

µ � (@µ�)J
µ
, (O.0.4)

L0 = L+
1

2
✏
�µ⌫(@��)U⇤Fµ⌫ � @µ(�J

µ) + �(@µJ
µ). (O.0.5)

Vamos simplificar agora o segundo termo da Eq. (O.0.5). Teremos então

✏
�µ⌫(@��)U⇤Fµ⌫ = @�(✏

�µ⌫
�U⇤Fµ⌫)� ✏

�µ⌫
�U⇤@�Fµ⌫ . (O.0.6)

Percebemos agora que o segundo termo do lado direito da Eq. (O.0.6) é nulo. De fato:

✏
�µ⌫

@�Fµ⌫ = ✏
�µ⌫

@�@µA⌫| {z }
�!µ;µ!�

� ✏
�µ⌫

@�@⌫Aµ| {z }
⌫!�;�!⌫

, (O.0.7)

= ✏
µ�⌫

@µ@�A⌫ � ✏
⌫µ�

| {z }
=✏µ�⌫

@⌫@�Aµ, (O.0.8)

= ✏
µ�⌫

@�(@µA⌫ � @⌫Aµ), (O.0.9)

= ✏
µ�⌫

@�Fµ⌫ (O.0.10)

✏
�µ⌫

@�Fµ⌫ = �✏�µ⌫@�Fµ⌫ ! ✏
�µ⌫

@�Fµ⌫ = 0. (O.0.11)
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Dessa forma, podemos utilizar as Eqs. (O.0.11), (O.0.6) e a conservação da quadri-corrente para
simplificar a Eq. (O.0.5). Obteremos então

L0 = L+ @�

✓
1

2
✏
�µ⌫

�U⇤Fµ⌫ � �J
�

◆
. (O.0.12)

Dessa forma, observamos que a densidade de Lagrange difere apenas por uma quadri-divergência
total. Consequentemente, tal termo pode ser desprezado na ação do modelo considerando uma
função � que se anule no infinito.
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