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Resumo

Neste trabalho, investigamos aspectos da eletrodinamica quantica (QED) es-
tendida, incorporando a violacao da simetria de Lorentz em seu arcaboucgo. Dentre os di-
versos modelos que descrevem tais teorias, destacamos o modelo padrao estendido (SME).
Uma abordagem alternativa,a violagao de Lorentz é introduzida através de um acopla-
mento nao minimo, que adiciona termos de interagao novos, em sua maioria, represen-
tados por operadores de dimensao 5. Neste contexto, propomos um novo acoplamento
nao minimo representado pela derivada covariante D, = 0, + ieA, + % (Kor) wap Y F B
que é de carater CPT-par. Essa derivada covariante modifica a equacao de Dirac, sendo
possivel investigar seus efeitos no limite nao relativistico, rendendo uma série de efeitos
utilizados para imposicao de limites restritivos sobre a magnitude dos parametros de vi-
olacdo da simetria de Lorentz (LV). Também temos uma modificagdo no vértice béasico
da teoria, afetando os cédlculos de amplitudes de espalhamento. Esse efeito, pode ser
considerado através da implementacao de uma regra de Feynman adicional x — iAVp =

A(KJF)

wwap?q”, além da regra usual ¢ — —iey* . Como um exemplo, nés conside-
ramos o espalhamento et + e~ — p* + g~ no limite ultra relativistico. A partir da
secao de choque obtida e dos dados experimentais, pode-se determinar um limite para a
magnitude do coeficiente de LV. Ainda, consideramos as corregoes quanticas associadas
a este novo acoplamento. No setor dos fétons, essas correcoes sao representadas pelo
tensor de polarizacao do vacuo. Durante os calculos, percebemos que uma nova interagao
é gerada a um loop, induzindo um termo do tipo (Kr) wap B r el sendo este o bem
conhecido termo CPT-par do setor de gauge da eletrodinamica estendida do SME. Como
uma ultima investigagao, consideramos a quantizagao do campo de gauge no contexto do
SME, onde nos concentramos no termo anisotrépico de paridade par k*”. A quantizagao
deste modelo se mostra probleméatica no gauge de Lorenz. Porém, a implementagao da
condigdo (¢"” + k") 0, A, leva a uma quantizacdo bem sucedida, utilizando-se o método

de Gupta-Bleuler.

Palavras-chaves: Quebra de Lorentz, secao de choque, acoplamento nao minimo, limite

nao relativistico, correcoes radiativas, método de Gupta-Bleuler.



Abstract

In this report, we investigated aspects of an extended quantum electrody-
namics (QED) which incorporates Lorentz-violation in its structure. Among the many
models describing such Lorentz-violating field theories, we highlight the standard model
extension (SME). An alternative approach to introduce Lorentz violation is through the
use of a non-minimal coupling which includes new interaction terms, mostly represented by
dimension-five operators or higher. In this context, we have proposed a new non-minimal
coupling introduced in the covariant derivative D, = 0, +1ieA, +% (Kor) wwop V' E @3 The
term (Kor),,05 7" L @¥ which is CPT-even. This covariant derivative modifies the Dirac
equation, making possible to investigate its effects for example, in non-relativistic limit,
where it yields new effects allowing to impose restrictive upper-bounds on the magnitude
of Lorentz violating parameters (LV). A second application was to investigate such ef-
fects on the scattering amplitudes in QED environment. Such effects are analyzed by
implementing an additional Feynman rule x — iAVz = M K,p)wapoq® besides the
usual ¢ — —iey”. As an example, we consider the scattering e™ + e~ — u™ + p~ in
ultra-relativistic limit. The obtained cross section and the experimental data, allow to
determine an upper-bound on the magnitude of the LV coefficients. The following study,
still within the nonminimal coupling context, we consider quantum corrections produced
by it in the photon sector, i.e., we compute the vacuum polarization tensor. It is shown

that a term type (Kr) Fr FP (the well-known CPT-even abelian gauge term) of

prap
the SME electrodynamics is generated radiatively at 1-loop order. Other important as-
pect of SME electrodynamics is consider its covariant quantization. This way, we focus
on the anisotropic parity-even term x** belonging to the CPT-even and parity-even sec-
tor. The quantization of this model becomes problematic in the Lorenz gauge, however,

the implementation of a modified Lorenz condition (¢*” + ") d,A, leads to a successful

implementation of the Gupta Bleuler quantization.

Keywords: Lorentz Break, cross sections, non-minimal coupling, non-relativistic limit,

radiative corrections, Gupta-Bleuler method
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1 Introducao

Explicar ou entender o funcionamento da natureza tem sido o grande desafio
da humanidade, desde que se tem noticia. Desde os gregos, estabelecer regras que expli-
cassem o funcionamento das coisas, tais como objetos em queda livre e 0 movimento dos
planetas, foi algo almejado. A fisica aristotélica foi uma dessas tentativas, que buscava dar
essas explicagoes a partir de um conjunto de postulados basicos. Com o desenvolvimento
do método cientifico e das observacoes feitas com telescopio, entre outros, esses postu-
lados basicos foram sendo em parte ou totalmente derrubados. O principal responsavel
pelo desenvolvimento do método cientifico foi Galileu, dando a ciéncia o patamar que
possui hoje. Suas ideias como o principio de inércia e o de referenciais inerciais, servi-
ram de base para o desenvolvimento do que veio a ser a mecanica newtoniana. Para
a sustentacao desta teoria, algumas simetrias eram necessarias, como: o tempo ser ab-
soluto, a invariancia por referenciais inerciais sendo, os referenciais inerciais, atribuidos
as estrelas fixas no céu. Esse conjunto de simetrias chamamos simetrias de Galileu. A
mecanica newtoniana foi severamente testada por anos e, juntamente a Termodinamica e
Eletromagnetismo, pareciam explicar todos os fenomenos da natureza. A ideia de que se
tinha alcangado uma teoria do todo, veio por terra com o problema da radiagao do corpo
negro e outros fenomenos. Este problema foi tratado por Planck, com a introdugao de
quantas de energia. Essa ideia marcou o nascimento da mecanica quantica e foi usada
posteriormente por Bohr, em seu modelo para o atomo de hidrogénio, e também por
Einstein, para explicar o efeito foto elétrico. Por tras das ideias utilizadas por Planck
e Einstein, estd a natureza dual da luz. A ideia de dualidade foi logo estendida por de
Broglie para o elétron. A medida que a mecanica quantica se consolidava como uma teoria
cientifica, ficava clara a limitacao da mecanica newtoniana a escala macroscopica. Com o
nascimento da teoria da relatividade de Einstein, ficou claro o papel restrito da mecanica
newtoniana a fenomenos de baixa velocidade. A juncao entre a mecanica quantica e a
teoria da relatividade restrita de Einstein, foi conseguida pela teoria de campos, que é a
base para o modelo padrao das particulas elementares. Este também é sustentado por
principios de simetria, tais como: paridade, conjugacao da carga, inversao temporal, con-

jugacao da carga-paridade, invariancia por CPT e invariancia de Lorentz. Sabe-se que,
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algumas destas simetrias, sao violadas por algumas interagoes fundamentais, por exemplo,
a interagao fraca viola a paridade, como pode ser observado no experimento de Wu [1].
Em sistemas de kadns neutros, uma pequena violagao de CP é observada[2]. Uma possivel
observacao de violagao de CPT acarretaria também, pelo Teorema CPT [3], em uma vi-
olagao da simetria de Lorentz. Porém, nao se tem dados conclusivos sobre a violacao
da simetria de Lorentz e de CPT. Entre outros principios que sustentaram o desenvolvi-
mento do modelo padrao, também temos o principio da renormalizabilidade e invariancia
de gauge. O modelo padrao das particulas elementares inclui, em seu arcabouco, apenas
trés das quatro interacoes fundamentais, que sao elas: eletromagnetismo, interacao fraca
e interacao forte, todas renormalizaveis. Uma das dificuldades de incluir a gravitagao,
neste contexto, vem do fato de esta teoria nao ser quantizada de maneira tao satisfatoria
quanto as outras. Na tentativa de se obter uma teoria de gravitacao quantica, algumas
teorias foram desenvolvidas, tais como gravitacao quantica em loop e também a teoria de
cordas. Neste cendrio, alguns resultados apontam para a possibilidade da violacao, tanto

da simetria de Lorentz, quanto da simetria CPT [4].

O modelo padrao estendido (SME) é um grande arcabougo tedrico que inclui
termos de violagdo de Lorentz e CPT na estrutura do modelo padrao usual [5, 6, 7.
Este modelo foi proposto depois da verificacao da possibilidade da quebra espontanea
da simetria de Lorentz, no contexto de teorias de cordas [4]. Os termos de violagao de
Lorentz (VL) s@o gerados como valores esperados no vacuo de quantidades tensoriais,
mantendo a invariancia sob transformagoes de coordenadas da teoria estendida [8]. Este
modelo foi examinado em muitos aspectos nos 1ltimos anos, incluindo estudos dos setores
fermionicos e de gauge, além de uma extensao da gravitagao [9, 10]. O setor dos férmions
8, 11] foi muito examinado, principalmente com relagao a testes de violagdo da simetria
CPT, impondo fortes limites sobre a magnitude dos termos de VL[12] tratando, também,
outros aspectos interessantes, como os encontrados na referéncia [13, 14, 15, 16, 17, 18]. O
setor de gauge abeliano do SME é composto de um setor CPT-impar [19] e um setor CPT-

par, ambos intensivamente investigados nos tltimos anos [20, 21, 22, 23, 25, 26, 53, 27, 28].

Além das investigacoes empreendidas na estrutura do SME, alguns outros tra-
balhos foram propostos para examinar violacao de Lorentz desenvolvidas fora deste cenario
mais amplo. Alguns deles envolvendo termos de acoplamento nao-minimo, que modifi-
cam os vértices de interacao entre os férmions e o campo de gauge. Os acoplamentos

)\vuiw“wﬁ m e )\bMTE")/g,’)/#’QDF m - de carater CPT-impar, foram ha algum tempo considera-
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dos no contexto da equacgao de Dirac com interessantes consequéncias em seu limite nao
relativistico, envolvendo fases topoldgicas [29], [30, 31] e corregdes ao espectro do dtomo
de hidrogénio [32]. Tais acoplamentos nao minimos, foram reexaminados em suas im-
plicagoes com relagdo ao problema de Aharonov-Bohm-Casher [33], a se¢ao de choque do
processo Bhabha [34], além de outros [35]. Recentemente, outros tipos de acoplamentos
nao minimos foram propostos também, no contexto da equacao de Dirac, para investigar

a geracao de fases topoldgicas e geométricas [36].

Estudos tedricos sobre o calculo da se¢ao de choque, na presenca de termos
de VL, foram realizados por alguns autores [11] procurando estabelecer um procedimento
para o calculo de processos de espalhamento em geral. Muito recentemente, alguns autores
executaram um estudo do espalhamento Bhabha [34], determinando os efeitos induzidos
pelos acoplamentos nao minimos CPT-impar e na formula da secao de choque total.
Comparando os resultados com alguns dados experimentais [37], foi possivel determinar

um limite superior de |\v,| < 1072 (eV) ™.

Neste trabalho, consideramos um novo acoplamento nao minimo, o qual se
diferencia dos anteriores, principalmente por ser CPT-par (Capitulo 9). Em uma das
aplicagoes deste novo termo, reavaliamos um conhecido processo da eletrodinamica quantica:
processo e~ + e" — pu~ + uT na presenca deste novo termo de VL (Capitulo 10). Para
o desenvolvimentos dos calculos, consideramos as regras de Feynman, implementando
um vértice modificado pelo termo de acoplamento nao minimo CPT-par. Considerando
um espalhamento nao polarizado, implementamos o truque de Casimir e, apds a inte-
gragao sobre o angulo sélido, obtemos a férmula para a segao de choque total. Seguindo
o procedimento encontrado nas referéncias [34] e [37], obtemos um limite superior de
A (K,r)] < 1072 (eV)™". Outra aplicacio foi também desenvolvida, no contexto da
equacao de Dirac. Tomando o limite nao relativistico da equacao de Dirac modificada
(Sec@o 9.1), explicitamos as novas contribuigoes ao hamiltoniano de Pauli modificado. Es-
tes novos termos, tém implicagoes diretas em correcoes ao momento magnético anomalo;
um tipo de efeito Zeeman no espectro do atomo de hidrogeénio, associado ao campo elétrico
atomico e; um termo de acoplamento do tipo Rashba. Esses efeitos sao usados para im-
por um limite superior na magnitude do acoplamento nao minimo e, os coeficientes de
VL, ficam limitados a 1 parte em 10 (eV)™". Além disso, também foram estudados
efeitos da polarizagdo do vécuo associado a esse novo acoplamento (Capitulo 11). Es-

tes efeitos, contidos no tensor de polarizacao do vacuo sao pecas chave na construgao
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de uma acgao efetiva para os fétons. Como resultado, obtemos a geracao radiativa do
termo CPT-par Kr do SME. Uma tltima investigacao, foi realizada no contexto da quan-
tizagdo do setor de Gauge do SME (Capitulo 12). Concentrando-nos nas contribuigoes
anisotropicas de paridade par, mostramos que uma quantizagao covariante, consistente
com o método de Gupta-Bleuler, pode ser desenvolvida ao fixarmos o gauge de Lorenz
generalizado d,A" + k#0, A, = 0 e, explicamos o problema da incompatibilidade com
o gauge de Lorenz usual. No desenvolver desta tese também é feita uma revisao com o
intuito de apresentar os procedimentos que servirao de base para a parte original desta
tese. Além da didatica, essa revisao também tem o papel de estabelecer uma série de con-
vengoes que serao adotadas no decorrer da tese. A revisao inicia-se com uma muito breve
introdugao a quantizagao candnica dos campos (Capitulo 2) onde se faz desde um estudo
do campo escalar (Secao 2.3) passando pelo campo de Dirac (Segao 2.4) e terminando
com o campo de calibre (Se¢ao 2.5). Nesse desenvolvimento sao apresentados objetos
como os o comutadores e propagadores bem como as devidas solucoes em ondas planas
das equagoes de movimento. A colocarmos os campos em interagao (Capitulo 3), apre-
sentamos um conjunto de técnicas para calcularmos de forma perturbativa os elementos
da matriz de espalhamento para um processo em particular, sendo estas, generalizadas
no Capitulo 4. Neste capitulo ainda fazemos o calculo da secao de choque do processo
e” +et — p~ + pt(Capitulo 5) em nivel de drvore. Como uma alternativa ao método
canonico de ainda apresentamentos de forma bem rapida o método do funcional gerador
Capitulo 6. Ainda fazemos o calculo do tensor de polarizacao do vacuo a um loop no

Capitulo 7 encerrando-se ai a etapa de revisao
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2 Quantizacao Canonica

2.1 Primeira quantizacao

A quantizacao canonica surge no contexto de teorias, onde temos um nimero finito de
graus de liberdade, como em sistemas de particulas. A quantizacao candnica desses sis-

temas ¢ feita mediante a implementacao da relacao de comutacao!,

[A> B]:I: = Z.{AvB}PB- (2'1)

Onde, a relagao de comutagao (anti-comutacao) entre dois operadores na mecanica quantica
se relacionam com os parénteses de Poisson da teoria nao quantizada (Classica). Este pro-

cedimento, revela que

(2", 27] = i{2", 27} pp = 0, (2.2)
[, ) = i{z’, p’} pp = 167, (2.3)
', '] = i{p", ' }pp = 0. (2.4)

Este tipo de relacao de comutagao, nos dara a relacao correta de incerteza de Heisenberg
[38] e, tem muitas aplicagoes em varios problemas da mecanica quéantica, como o oscilador
harmonico quantico e o atomo de hidrogénio. Contudo, ela falha quando existem vinculos
entre as variaveis de momento e posicao. Neste caso, o problema pode ser resolvido imple-
mentando o algoritmo de Dirac e usando os parénteses de Dirac no lugar dos parénteses
de Poisson.

[A7B]:t = i{AaB}DB- (25)

2.2 Segunda quantizacgao

A segunda quantizacao, também chamada de quantizagao da teoria de campos, é uma
generalizagao da mecanica quantica convencional. Ela é adequada para tratarmos sistemas
com infinitos graus de liberdade. Um dos problemas da primeira quantizagao é que, espaco

e tempo, sao tratados de forma distinta, ou seja, enquanto o tempo desempenha o papel

lUsaremos o sistema de unidades naturais, onde i = ¢ = 1
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de parametro de evolugao da teoria, a variavel de posi¢ao ganha status de operador. Isso
deixa de ser um problema na linguagem de segunda quantizacao, pois o objeto quantizado

agora ¢ o proprio campo, e nao as coordenadas do espago tempo.

Assim como na primeira quantizacao, na quantizacao canéonica do campo par-
timos das relagoes de comutacao da teoria cldssica e usamos comutadores semelhantes
para obtermos sua versao quantica. Ao lidarmos com teorias de gauge, esbarramos nova-
mente nos vinculos que podem ser tratados usando o algoritmo de Dirac. Entre outras
alternativas, ainda podemos adicionar um termo de quebra da simétria de gauge local,

que deve ser restabelecida de alguma forma posteriormente.

2.3 Quantizacao Canonica do Campo Escalar

2.3.1 Aspectos classicos

Comecamos nosso estudo sobre a quantizacao canonica com o campo escalar
por se tratar do campo mais simples. Também, nao consideraremos a possibilidade de

vinculos. Nosso ponto de partida é a acao

5= [datp.0%). (2.6)
onde £ é a densidade de lagrangiana. A condicao de minimizacao da acdo nos fornecera
a equacao de Euler-Lagrange?

68 = /d4:1: [a—L&P—l— oL
dp

oLt

53“90] . (2.7)

Considerando que o operador 9, que é a variacao funcional do campo e a derivada O
comutam, podemos isolar o termo d¢ realizando uma integragao por partes, considerando
dp nulo na fronteira, ou seja

0L 0L
— 4 _
0S = /d x [&p 8N88/‘g0] dep. (2.8)

A condicao de minimizacao da acao é 6S = 0, de modo que devemos ter:

oL oL
= o = 0. 2.
2 0 90 0 (2.9)

Zusamos a notagiao de soma de Einstein e também adotaremos métrica g" = g, = (1,—1,—1,-1) .
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Para seguirmos em direcao a quantizacao canonica, devemos passar ao formalismo hamil-

toniano. Computaremos o momento canonico da seguinte forma:

0L
==, (2.10)
¢
e introduzimos a densidade hamiltoniana usando uma transformacao de Legendre
H=rp— L. (2.11)

Fazendo a variagao de (2.11) com respeito as varidveis m, ¢ e d'¢ como independentes,

temos
OH _ -
9 — ¥
OH _ 8L
B = “5g (2.12)
OH AL
00t — 00ip’

Combinando com as equagoes acima (2.12), (2.10) e (2.9), obtemos as equagoes de Ha-

milton para o campo escalar.

a9t _
I (2.13)
o _ oot =—r
(o)) 00 :
O hamiltoniano sera, entao, definido em termos da integral
H = | dZ3. (2.14)

3

Em termos deste e das derivadas funcionais®, as equacoes de Hamilton assumem a forma

mais simples.

SH _
S =¥
0H
5

(2.15)

= —T.

Qualquer funcional das varidveis de campo ¢ e 7 tém sua dinamica especificada da seguinte

forma:
. OF OF oF
F=— dr | —p+ —m ). 2.16
6t+/ $(5¢¢+5w”> (2.16)
Substituindo as equacoes de Hamilton na expressao anterior, encontramos
. OF OFOH J0FOH
F=— dr | ——— —— | . 2.1
0t+/x<5g057r 571‘5(,0) (2.17)

Definiremos os parénteses de Poisson da seguinte forma:

L[{0AOB ObAIB
(4B = [ a7 (50 - 550 ). (2.13)
dp om  om dp
3Derivadas funcionais sdo comumente definidas em fisica como M — Jim Lle@)tedz—y)]-Flp()]
ey £50 €
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o qual nos permite simplificar (2.17) como:

oF

F= 5 T HY . (2.19)

Podemos verificar as seguintes relagoes:

{‘10 (t>f) 790(t’g)}PB = 07 (2'20)
{90 (tvf%ﬂ(tvg)}PB = (5(f_g)> (2'21)
{ﬂ- (t7 f) , T (t7 g)}PB =0. (2-22>

2.3.2 Quantizacao do campo escalar livre.

Para sairmos da teoria classica para a sua versao quantica, promovemos as
variaveis de campo a operadores, cujos comutadores sao definidos fazendo a correspondéncia
[,] = i{, }pp. O sinal de menos, se justifica na estatistica obedecida por particulas esca-
lares que sao bosons de spin 0, satisfazendo a estatistica de Bose-Einstein. As equacoes

(2.20), (2.21) e (2.22) , d&o as relagdes canodnicas de comutacao

[‘10 (t> f) T (ta ZJ)] =0, (2'23)
[p (%), 7 (t,9)] = i6 (T — ), (2.24)
[ﬂ- <t7 f) i <t7 Zj)] =0, (2.25)

enquanto que a equagao (2.19) corresponde a equagao de Heisenberg

[F, H] =i (F — %—f) : (2.26)

Para o caso particular do campo escalar livre, sua densidade lagrangiana é

1 1
L= 3 L0 — §m2<,02. (2.27)
O momento canodnico serd simplesmente
=g, (2.28)

e, em termos da transformacgao de Legendre, temos a densidade hamiltoniana.

1 1. . 1
H= 572 + 58%@8%0 + §m2g02 (2.29)
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(2.30)

e , consequentemente, a energia
L 5 5
—-m T | .
2

1 1.
H = /d?’f (57'('2 + 581@81@ +

Implementando a equagao (2.26) temos as equagdes de movimento
[p, H| = i, (2.31)
(7, H] = iT. (2.32)
(2.33)

Agora, considerando as relagoes (2.23), (2.24) e (2.25),
[, H] =i (V> = m?) ¢

Combinando (2.28), (2.32) e (2.33),
it =i (V> —m?) g, (2.34)

de modo que podemos reescrever a equacao da seguinte forma:
(2.35)

95 = <v2 - m2) 2
que ainda pode ser rearranjada na forma conhecida da equacao de Klein-Gordon
(O+m?) ¢ =0. (2.36)

Podemos resolver a equagao anterior usando o método de transformacao de Fourier, onde
(2.37)

se escreve o campo escalar da seguinte forma:
1 3 =~ /= iD-T
d’pp (p,t) e™,

<t7 f) =
(2m)?
ou, de maneira inversa,
S 1 3 -\ —ipE
(p,t) = = | T (t,7)e P". (2.38)
(2m)2
Para que as relagoes canonicas de comutacao sejam satisfeitas, devemos ter:
[2(B.1), 8" (0'.1)] =0, (2:39)
[p (@) " (7,1)] =id (p— 1), (2.40)
[p (B,t), &' (7, 1)] = 0. (2.41)
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Substituindo a transformacao de Fourier na equacao de movimento, podemos encontrar

uma solugao para @ (p,t) da seguinte forma:

(a(p)e ™ +a' (—p)e™), (2.42)

5 (p.t) = —
V2E
onde temos a relacao de dispersao E = 4/ |ﬂ2 +m?2. Os operadores a e af, satisfazem as
relagoes de comutacao tipicas de operadores de criacao e destruicao
la(p),a’ ()] =0 —p),
[a(p),a(@)] = [a’ (p),d" ()] = 0.

De fato, os operadores a' (p) sao operadores de criacio, enquanto que os operadores a (p)

(2.43)

sao operadores de destruicao
[H.a" ()] = E(p)a" (§), (2.44)
[H,a(p)] = —E(p)a(p). (2.45)

Em termos destes operadores, o hamiltoniano se escreve deslocando os niveis de energia

para que o vacuo possua energia nula, da seguinte forma:

Hoy =: H := /dSﬁE (p) a' (P) a (p), (2.46)

onde o efeito do ordenamento normal é o de reposicionar os operadores de criagao a

esquerda.

Definindo-se o vacuo como sendo o estado aniquilado pelos operadores de des-
truigdo a (p) |0) = 0, qualquer auto estado da energia pode ser construido pela aplicagao
sucessiva dos operadores de criacao sobre o vacuo. Esses estados sao identificados como

estados de multiplas particulas pela relagao

In) = C/d3ﬁ1d3ﬁ2...d3ﬁnf (P1, Doy oy T) @' (1) @' (P2) ...a’ (7,) |0). (2.47)

2.3.3 Microcausalidade

Nossos pontos de partida para a obtencao da versao quantizada da teoria
foram as relagoes canonicas de comutacgao, que sao tomadas em tempos iguais. De posse
das relagoes de comutacao para os operadores de criacao e destruicao, podemos construir
relagoes de comutagao entre os campos que sejam validas para qualquer instante de tempo.

Essa relagao de comutacao é dada da seguinte forma

[p (x), ¢ (2")] = iApy (z —2'). (2.48)
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A fungao Ap; () que caracteriza a relagao de comutacao anterior é conhecida como fungao

de Pauli-Jordan

1 1 (! v
iApy(x—2') = @y /d?’ﬁﬁ (e_’p (@=aD), _ gt x)u) : (2.49)

Pode-se demonstrar que, as relagoes de comutacao canonicas, podem ser obtidas das
propriedades da funcao de Pauli-Jordan. Outra importante propriedade da funcao de
Pauli-Jordan é a de que a mesma constitui uma func¢ao invariante de Lorentz, sendo ela
nula para intervalos tipo espago. Na Figura 2.1, a fungao de Pauli-Jordan apresenta

valores nao nulos apenas na regiao sombreada.

ct A

<Y

Figura 2.1: A funcao de Pauli-Jordan é nula fora do cone.

Essa importante propriedade, conhecida como microcausalidade, reflete nao so-
mente as propriedades fundamentais da teoria quantica como também do proprio espago-

tempo.

2.3.4 Campo escalar carregado

A teoria desenvolvida até aqui, refere-se ao campo escalar e as particulas associadas a
esse campo nao possuem carga. A teoria do campo escalar complexo pode ser obtida
da teoria do campo neutro se considerarmos que as componentes reais e imaginarias do
campo complexo satisfazem a equacgao de Klein-Gordon. Podemos, entao, tratar as partes
real e imagindria do campo escalar complexo como dois campos independentes, porém,
ao invés de fazer isso, é util considerar que ¢ e ¢* sao independentes. Neste caso, temos
a densidade lagrangiana

L = 0,p" 00 — m*p*o. (2.50)
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A quantizagao do modelo é feita impondo as relagoes de comutacao a tempos iguais:
o (43) .7 (67) = [ (67), 7 (L)) = i6 (7 — 7)., (2.51)
onde 7 = ¢f e 71 = ¢ . O campo escalar complexo satisfaz a equacio de Klein-Gordon
(O+m*) =0, (O+m?) ¢"=0. (2.52)

Podemos escrever a solucao em termos de ondas planas

1 By

o= 7 | g @AY @) ), (25
1 3y

(b(p) e " +al (p) e®"*r) | (2.54)

ol (z) =

(2%)% V2E

donde se extrai as seguintes relagoes de comutacao nao nulas:

[a(p),a" ()] =[b(p),b" )] =6(—71). (2.55)

Para este caso, o hamiltoniano é escrito como

1= [ E5E @) (@ @)+ (b (). (2.56)
Uma corrente conservada pode ser construida para o campo escalar complexo
JH =1 (ng@“go — a“nggo) , (2.57)

com

8, J" = 0. (2.58)

Verifica-se que uma quantidade conservada pode ser construida em nivel quantico em

termos da componente J° da corrente

Q =: /d%JO = /d?’ﬁ(aT (P a(p)—b P)b() :. (2.59)

Nao é tarefa dificil mostrar que [@Q, H] = 0, sendo @, o operador de carga ,uma constante
do movimento. Pode-se interpretar os operadores a' (p) e b' (p) como operadores que
criam particula com carga + e carga —, respectivamente, enquanto que a (p) e b(p) sao
operadores de destruicao. Um comutador generalizado, pode ser construido em termos

da funcao de Pauli-Jordan

[go (z), " (x')} =ilApy(x —1a'). (2.60)
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2.3.5 Propagador de Feynman do campo escalar

A funcao de Pauli-Jordan nao é a tnica funcao invariante de Lorentz que se
pode construir para o campo escalar. Outra funcao de grande importancia é o propagador
de Feynman. O propagador de Feynman estabelece a amplitude de probabilidade de uma
particula criada, em certo ponto do espaco, num dado instante de tempo, ser absorvida
ou aniquilada em outro instante de tempo e outra posi¢ao. Pode-se definir o propagador

de Feynman da seguinte forma:
—iAp (x —a') = (0]Tp (z) ¢' (2) |0), (2.61)

onde o simbolo T" denota ordenamento temporal. Em termos da expansao em ondas

planas dos campos ¢ e ¢!, obtemos uma forma integral para o propagador de Feynman

1 —1 , / 1 - /
A — 2 = d4 —ipt(z—a'),, _ /d4 A —iph(z—z )u.
rlz=7) (27r)4/ P —m+ie)° Gnyt ] TP e
(2.62)

Pode-se mostrar que o propagador de Feynman satisfaz a equagao nao homogénea:
(O+m?) Ap(z—2) =6 (z—2'). (2.63)

O propagador de Feynman assume uma forma particularmente simples no espaco de Fou-
rier quando nao existem interagoes. Quando temos interacoes, porém, essa forma pode
ser alterada. No calculo do propagador exato se utiliza métodos perturbativos, onde o

propagador livre desempenha um papel crucial.

2.4 Campo de Dirac

Em nossas segoes anteriores, consideramos o caso do campo escalar real e
complexo. Ao tratarmos do campo escalar complexo, observou-se a possibilidade de cons-
truirmos uma corrente conservada J*. A partir da componente J°, definimos o observavel
@, que é interpretado como a carga, nao sendo a mesma positiva definida. Nos primérdios
do desenvolvimento da mecanica quantica relativistica, uma das primeiras tentativas de
generalizar a equacao de Schrodinger foi feita em termos da equagao de Klein-Gordon,
porém, o fato de J° nao ser positivo definido, dificultava a interpretacao probabilistica.
Dirac notou que o problema era causado pela derivada temporal, que era de segunda

ordem e, entao, buscou uma equacao relativistica que fosse de primeira ordem no tempo.
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Essa equacao ficou conhecida como equagao de Dirac
iyt o —may =0, (2.64)
onde 1) é o spinor de Dirac de quatro componentes e as matrizes v* satisfazem
YA 4 At = 2g*. (2.65)

Na representacao de Dirac, essas matrizes sao expressas em blocos:

ol , yi= st 7 (2:66)

ol = . . : (2.67)
10 0 0 —1

Diferente da equacao de Klein-Gordon, a equacao de Dirac descreve particulas de spin
1/2, que devem satisfazer a estatistica de Fermi-Dirac. A equacdo de Dirac pode ser

obtida pelo método variacional, a partir da seguinte lagrangiana:
£ = (79, — m) ¥, (2.68)

Onde 1 = 1'% e 9 sdo tratados como independentes. Em termos do campo v ,temos a
equacao

— i0, YY" — map = 0, (2.69)

onde se utilizou a propriedade de que ¥ = 7%v#1°. Pode-se mostrar que é possivel

construir uma corrente conservada

T =y, (2.70)

cuja componente J° é positiva definida, admitindo-se assim, uma interpretacao proba-

bilistica para a equagao de Dirac.

A interagao da particula de spin 1/2 com o campo eletromagnético externo, é

feita mediante a prescricao de acoplamento minimo, onde se faz
8, — D, = (0, +icA,). (2.71)

O limite nao relativistico da equacao de Dirac pode ser obtido escrevendo o spinor de

quatro componentes da seguinte forma:

p=|--"--- et (2.72)
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onde a componente inferior do spinor é considerada fraca em comparacao a superior.
Substituindo a prescrigdo acima na equagao de Dirac temos, considerando |Dgy| < |mx|

temos

o= o (~i9 = ed) (<19 - ed) - 25 B) veg| v @7

2m

que corresponde a equacao de Pauli, com S = %5 sendo o operador de spin. O spinor de
duas componentes y descreve também o grau de liberdade de spin, mostrando assim que
a equagao de Dirac descreve uma particula de spin 1/2. Particularizando para o caso de

um campo magnético homogéneo, podemos escrever

B=VxA, A=-2FxB,. (2.74)

1 N o
iy = |——Vv2 - & (L + 25) By + e x, (2.75)
2m 2m
onde L = —iZ x V é o operador de momento angular orbital. Da expressao anterior,

vemos que o fator giro magnético correto surge naturalmente no limite nao relativistico
da equagao de Dirac. Em uma secao posterior, trataremos do limite nao relativistico com

um pouco mais de detalhes.

2.4.1 Segunda quantizacao campo de Dirac

O fato da equacao de Dirac ser de primeira ordem no tempo, resolve os proble-
mas com a interpretacao probabilistica da teoria de Dirac, porém, causa problemas com
o método de quantizacao canonica. Ao passarmos ao formalismo hamiltoniano, encontra-

mos as seguintes restricoes:*

_OL T (D
(m)e = 550 = W6 (7 )par (276)
(rs), = 2 =0 |

Ya T ogy
mostrando que as variaveis my, 1, Ty, 1Y) ndo sdo mutuamente independentes, como se ve-

rifica no caso do campo escalar. Um hamiltoniano pode ser calculado da forma padrao
H =Y (75), + Y (my), = £ =¥ (=10 + m) ¥, (2.77)

H= / dPTH = / Pz (—iv'0; + m) 1. (2.78)

4Para a obtencdo das equacdes a seguir, foi considerado o carater anti-comutativo do campo fermionico

P (z) — 9 (x;) C; em termos de varidveis grassmannianas C; .
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Propondo que a dinamica das variaveis canonicas seja obtida a partir dos parénteses de

Poisson, obtemos o seguinte resultado:

b ={,H}pp, (2.79)

, . Sty OH SH 6y Sty OH SH 6y,
= dz | — — - — — =
v Z/ T, 00 67,000 3 (mg), 00 6 (mg), 00

Verifica-se, da expressao anterior, que os parénteses de Poisson foram adaptados para

(2.80)

variaveis anti-comutantes. A equacao de movimento obtida para v em termos do hamil-
toniano canoénico (2.78) e dos parénteses (2.80), ndo descreve a dinamica correta para
o campo de Dirac. Para resolver este tipo de situacao, Dirac propos adicionar ao ha-
miltoniano canonico as restrigoes obtidas inicialmente. Essas restricoes serao chamadas
vinculos primarios e, o hamiltoniano canonico mais os vinculos primérios, foi chamado
hamiltoniano primario

Hp=H + /d3f (Cmy + (my +ity”) D) . (2.81)
Observa-se que, quando os vinculos primarios sao satisfeitos, os hamiltonianos H, e H
sao equivalentes. Em seguida, considerando que a evolucao temporal do sistema ¢é regida
pelo hamiltoniano primario, observa-se que a evolucao temporal dos vinculos primérios
sao '

iy + 10y° = 100y + map 4+ iC~° = 0,

| (2.82)
= — (=i7'0; + m) ¢ — iv°D = 0.

s

Ny

Nessa tltima expressao, o simbolo ~ significa fracamente nulo °. O tltimo par de equacoes
serve para fixar os valores das constantes arbitrarias C e D e nao temos mais outros
vinculos. Seguindo adiante, agora nds dividimos os vinculos em duas classes. Aqueles que
possuem parénteses de Poisson fracamente nulos, com todos os outros, sao chamados de
vinculos de primeira classe e, aqueles que possuem parénteses de Poisson nao nulo, com
pelo menos um dos outros vinculos, sao chamados vinculos de segunda classe. Definindo-se

o conjunto dos vinculos como

SA = {my + iy, 75}, (2.83)

verificamos que os vinculos constituem um conjunto de segunda classe

0 A

5 (% — 7)) (2.84)
70

AP = (A5 =

5Devido & forma funcional da densidade lagrangiana, as solucdes das equacdes de movimento estdo
restritas a orbitas contidas em uma regiao especifica do espago de fase. O simbolo de = designa, neste

caso, uma igualdade valida apenas nesta regiao.
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Em seguida, definimos um parénteses generalizado chamado parénteses de Dirac da se-

guinte forma:

{A,B}Y 5 ={A, B} pp — /dzdw {A, 54 (2)},, M7 (z,w0) {4 (w) , B} .. (2.85)

Podemos mostrar que os parénteses de Dirac, entre qualquer variavel e um vinculo, é
identicamente nulo. Partindo do hamiltoniano canonico e usando os parénteses de Dirac

no lugar dos parénteses de Poisson, conseguimos a equacao de movimento correta

Y= {, H} pp = —i7" (—in'0; +m) ¥, (2.86)
(iv"0, —m) 1 = 0. (2.87)

Para sistemas com vinculos, a quantizacao é feita mediante a correspondéncia entre os
)
parénteses de Dirac e os comutadores ou anticomutadores da mecanica quantica. Nesse

caso, que temos para o campo de Dirac

[7]j: :i{a}DB' (288)
Podemos escrever alguns resultados:

{wa (tv f) » Y <t7g)} = {%Ea (tv f) ﬂzb (ta .7])} =0,

i (2.89)
{a (1, 2) 900 (1,9) } = 100° (& — 7).

Podemos resolver a equacgao de Dirac usando o método de transformagao de Fourier, onde

escrevemos o campo de Dirac da seguinte forma

—

: > / d* by (8, 7) ux (7) €7, (2.90)

(27

Y (t,7) =
onde os objetos uy (p) sao autovetores da matriz v° (—v'p; + m), de modo que

V0 (=7'pi+m) un (5) = anux (5) (2.91)

onde temos que a; = ap = E = /m?+p? e a3 = ay = —F = —y/m? + p? sao os

autovalores e, explicitamente, os autovetores sao dados por

X+ X—
u (p) =vVE+m BT Jug (P) = VE +m srra B

—o-PX+ —0PX—
us (F) = VE T || ) = yE T | B

X+ X—
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onde (y,)" = ( 10 ) e (x_) = < 0 1 ) e, consequentemente, u} (5) uy (7) = 2Edy

. Ainda podemos fazer de forma inversa.

- 1 L
tp) = [ e m e (299)
2F (2m)>2
Para satisfazermos as relagoes de comutacao propostas inicialmente, devemos ter:
7 7 =AY G VA 7t -\ [ _
{¢>\ (taﬁ) Qb\’ (t,p )} - {wA (tvﬁ) ¢,\/ (tvp )} - 07 (294>
_ - 1 .
T — _ , 3 (=_ 7
{Or &9 (4.5)} = gz0md® (F-7). (2:95)

Substituindo (2.90) na equagao de Dirac temos a solucao

Ui (t,P) = —iant, (2.96)

\/;_EC)\ (p)e

Novamente, para garantirmos as relacoes de comutagao iniciais, devemos ter

{ex @ ex (0)} =0,

P 3(=_ (2.97)
{C,\ () ey (P )} = 00 (p —p).
Deste modo, a solugao em ondas planas se escreve como
1/}( , L 2 Z/ C)\ ]7) U (ﬁ) e —tat pr (298)
)

Substituindo a soluc¢ao (2.98) no hamiltoniano canénico

H=Y" [ @ @) er (). (299)

H = / @B (@ er @) +d @ e (@)~ d (P es ()~ @) (2100

A interpretacao usual dos operadores ¢l () e ¢y (), em termos de operadores de criagio
e destruicao é problematica neste caso, pois para A = 3,4 esses operadores criariam
e destruiriam um quanta de energia negativa. O hamiltoniano, para esse caso, nao ¢
positivo definido. Para resolvermos esse problema, utilizamos a teoria dos buracos de
Dirac, onde uma particula de energia negativa pode ser vista como uma antiparticula de

energia positiva. Isso equivale a fazer

.y () =dia(—p). (2.101)

Fazendo essa substituicao e empurrando os niveis de energia para que o vacuo possua

energia nula, temos:

Hyo = H = Z/dspE () e () + i, (7) s (7)) (2.102)
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onde os operadores 01’2 (p) e c12 (p) criam e aniquilam particulas, enquanto que db (p)
e di 2 (p) criam e aniquilam antiparticulas. Em termos desses novos operadores, temos a

solugao em onda plana

Y (¢, T d*p H\/ﬁ ex (B) uy () e + dl (§) vy (P) eip”““> . (2.103)
onde
G-PX+ FPx—
fvl(ﬁ'):\/E_i_m M , U2<m:\/E+m M , (2.104>
X+ X—

e observamos as relacoes de ortogonalidade

l_L)\U)\/ = 2m(5>\7)\/, (2105)
ﬂ)ﬂ])\/ = @AUA’ == O, (2106)
V\Uy = —2m5,\/\/, (2107)
além das relacoes de completeza
2
> uniy = p+m, (2.108)
A=1

2
D uata=p-m. (2.109)

A=1
Os spinores unitarios também satisfazem as equacoes de Dirac no espago dos momentos:
(p—m)uy =0, uy(p—m)=0, (2.110)

(p+m)vy =0, v\(p+m)=0. (2.111)

2.4.2 Microcausalidade e propagador de Feynman

Partindo da expansao em ondas planas, podemos calcular as relagoes de anti-

comutacgao para qualquer instante de tempo

1 1 TS (ol
(Ve (00D = 00+ ) 5 [ @y (e — e 2

{va (@), 00 ()} pp = (i@ + m) oy ips (z — ) = i (Sps),, (x — 7). (2.113)
Mais uma vez encontramos que as relacoes de comutacao, para qualquer tempo, sao

escritas em termos da funcao invariante de Pauli-Jordan, que se anula fora do cone de

luz, mostrando que medidas separadas por intervalos tipo espago sao independentes.
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O propagador de Feynman também pode ser calculado partindo-se das ex-

pansoes em ondas planas dos campos.
iSap (x = 2') = (0|70 () 1y (") |0) (2.114)

Considerando que no ordenamento temporal precisamos levar em conta o carater antico-

mutativo das varidveis, a expressao anterior se reescreve como:
iSap (x — 2') = © (w0 — 25) (Oa () ¥y (') [0) — © (g — o) (O]t (a”) ¥4 (2) |0). (2.115)

Explicitando em termos dos operadores de criagao e destruicao, chegaremos ao seguinte

resultado:
1 B+may  iprear 5 —ipt(a—a’
Sa x—az':—/d4 L ab_miptlemal), /d4 Sap (p) e P @=y,
b ( ) (27‘(’)4 pr _ m2 + ie (27‘(’)4 p b (p)
(2.116)

Podemos identificar o propagador de Feynman no espaco dos momentos

~ +m

Sap (p) = bt m), (2.117)

_pz—m2+i€'

2.5 Campo de Maxwell

Em adicao as particulas de spin 0 e spin %, tratadas em termos do campo
escalar e do campo de Dirac, temos as particulas de spin 1 que também desempenham
um papel relevante em fisica. Nas proximas secgoes, vamos discutir um pouco o campo
eletromagnético, representado pelo vetor potencial A* que estd associado aos fétons, que
sao particulas nao massivas de spin 1. No desenvolvimento da quantizacao do campo
de Maxwell, nos deparamos com algumas complicagoes formais. Essas complicagoes estao
associadas ao fato do campo eletromagnético estar sobrerrepresentado em termos do vetor
potencial (quatro graus de liberdade), enquanto que o campo eletromagnético possui na
realidade apenas dois graus de liberdade. Essa representagao excedente se manifesta na
teoria em termos da liberdade de gauge e, na existéncia de vinculos, quando passamos
ao formalismo hamiltoniano. Nas secoes que se seguem, vamos abordar a quantizacao do
campo eletromagnético de duas formas: pelo método de Dirac e pelo método conhecido

como método de Gupta-Bleuler.
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2.5.1 Meétodo de Dirac

Um dos maiores obstaculos para derivacdo do formalismo hamiltoniano, a
partir do formalismo lagrangiano, é a existéncia de vinculos. No caso do campo ele-
tromagnético, vinculos surgem naturalmente da estrutura da lagrangiana. A densidade

lagrangiana do campo eletromagnético livre é

1
L= _ZFWF’“” (2.118)
onde o tensor F* é definido em termos do vetor potencial como segue
Fr = 0FAY — 0" A*. (2.119)

Da forma como se define o tensor F'* | verifica-se facilmente que o mesmo ¢é invariante
)
pela transformacao A* — A* + 0"« que constitui uma transformagao de gauge. As com-

ponentes do tensor F'* estao associadas as componentes do campo elétrico e magnético.

0 —-E, —E, —E.
E, 0 —B. B,
E, B. 0 -B,
E. -B, B, 0

P = (2.120)

A partir da variacao da acgao, determinamos a equacao de movimento para o campo

eletromagnético

0, F" =0, (2.121)
que corresponde a duas das quatro equacoes de Maxwell

V-E=0, ﬁxé:%—f. (2.122)

O outro par de equagoes € obtido a partir do tensor dual

1
Fr — 55“”°‘5Faﬁ. (2.123)

As componentes do tensor dual F**¥ sao obtidas a partir das componentes do tensor F*,

a partir da correspondéncia £ —+ Be B — —F

0 —-B, —B, —B.
B, 0 E. —-E,
B, -E. 0 E,
B. E, —E, 0

o = (2.124)
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Da definicao do tensor F*”, em termos do quadrivetor potencial e da definicao do tensor

dual, observamos que o tensor dual satisfaz a equacao
O F™ =0, (2.125)

que corresponde ao outro par de equacoes de Maxwell.

0B

V- B = V x B = ———_. 2.12
v 0, V x o (2.126)

Podemos entao, tentar implementar o método de quantizagao canonica, passando inicial-
mente do formalismo lagrangiano ao formalismo hamiltoniano, calculando os momentos

canonicos

o
oA,

Observa-se que, a invariancia de Gauge, nos leva a 7° = 0, o que constitui um vinculo

"

= —F%, (2.127)

primario. Podemos definir o hamiltoniano canonico da maneira usual
H = /d?’f (A — ), (2.128)

. 1 . 1 ..
H= / 7 <mau40 — T+ ZF”E-j) : (2.129)
Seguindo o formalismo de Dirac, definimos o hamiltoniano primério, adicionando ao ha-

miltoniano candnico os vinculos primarios
Hp=H + / d*7Cr°. (2.130)
Avaliamos a evolucao temporal do vinculo primario , obtemos
i = 0'm; ~ 0, (2.131)

que constitui um vinculo secundario. Devemos entao incluir esse novo vinculo ao hamil-

toniano

Hp=H + / 4’z (Cn° + Doyr') (2.132)

onde o hamiltoniano Hg inclui todos os vinculos. Avaliando-se a evolugao temporal do
vinculo secundario, verifica-se que, de fato, ndao ha mais vinculos. A distincao entre
vinculos primarios e secundarios nao é relevante, mas sim a distin¢ao entre vinculos de
primeira classe e de segunda classe. Dado que os vinculos encontrados possuem parénteses

de Poisson nulos, os mesmos formam um conjunto de primeira classe.
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No caso estudado anteriormente, também possuiamos vinculos primarios, que
deveriam ser incluidos no hamiltoniano juntamente com termos, em principio, arbitrarios.
Ao considerarmos a evolucgao temporal daqueles vinculos, encontramos um conjunto de
equacoes que servia para fixar os termos em principio arbitrarios. O mesmo ja nao se
observa para o caso do campo eletromagnético, como se pode ver fazendo a evolucao

temporal dos campos:

Ay =0C, (2.133)
Al = -7l — D, (2.134)

De onde notamos que a dinamica do campo A* permanece arbitraria. Esse problema
pode ser resolvido explorando a liberdade de gauge do eletromagnetismo. Podemos impor
condicoes sobre os campos de modo a fixar os termos arbitrarios C' e D . Do algoritmo
de Dirac, sabemos que devemos fixar duas condigoes de Gauge, uma para cada vinculo.

No caso do campo eletromagnético livre, essas condi¢oes podem ser:
A’ =0, (2.135)

9A =0, (2.136)

que corresponde a resolvermos as equacoes de movimento no gauge de Coulomb para na
auséncia de carga. Essas equagoes nos levam a tomarmos C'=0e D =0 . As condigoes
de gauge, juntamente com o conjunto de primeira classe, formam um conjunto de segunda
classe

>4 = {AO, ;A" 7, aﬂri} ) (2.137)

A matriz dos parénteses de Poisson entre os vinculos é

0 0 1 0

0,07
M (@) = (S0 @), S = | sy, (@13
-1 0 0 O

0 —90;0°" 0 0
onde temos os parénteses de Poisson
0F 0G  OF 6G
F = r — : 2.1
Gl pp / o (Mu om,  om, 5Au) (2.139)

A partir de (2.138), define-se os parénteses de Dirac.

{A, B} = {A, B} ppp — Z/dzdw (A4 ()}, (MY (z0) {25 (w),BY .

(2.140)
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Como alguns casos especiais dos parénteses de Dirac, observamos que os parénteses entre

qualquer quantidade e um vinculo, ou condicao de Gauge, é nulo
B
{A, 2P} =0 (2.141)
Também verificamos os parénteses nulos
{A A} ={r" "}, =0, (2.142)
(2.143)

g D'
OOk

e os parénteses nao nulos
('@ 7 = (87~ 55 ) 0 e =),

Prosseguindo, vamos fazer a quantizacao canonica impondo as seguintes relacoes de co-
(2.144)

mutacao a tempos iguais
[AZ <t7 f) 7Aj (tv Zj)] = [ﬂ-i (ta f) 77Tj (t7 :‘7)] = 07
A7), m )] =i (60— 20 s 2.145
[ (,x),wj(,y)}—z j_akak (l'—y), ( )
e o hamiltoniano deve respeitar os vinculos.
s 1 Loy
As equagoes de movimento para os campos fisicos sao
Al = -7t (2.147)
;= 0'0;A;. (2.148)

(2.149)

Combinando as ultimas duas equacoes
AF 4+ 9'9,AF =0AF = 0.

Essa equacao pode ser resolvida em analogia ao que ja foi feito para o campo escalar real.
() e ™ +af (B ) h () (2.150)

—

3
2

iy RS 3 1
A(t,x)z@ﬂ) )\z_;/dp\/ﬁ(a,\

Onde p* = (E,p) e E = |p]. Os vetores de base &} (p) satisfazem as relagoes
(2.151)

pigi,z (p)=0
(2.152)

e ()€l (p) = gov
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: - r'Y
> e p)el(p) =07 — 5 (2.153)
1 |71
Para que as relagoes de comutacao canonicas sejam satisfeitas, devemos ter:
ax (@) ax (7)) = |a} ().}, (7)) = 0. (2.154)
[aA (p), al, (15’)] =00’ (F—7). (2.155)

O hamiltoniano se escreve como em termos do ordenamento normal
3
Hyo= =" [ d'5E @) a (s (7). (2.156)
A=2

onde interpretamos os operadores a' e ay como operadores que criam e aniquilam
A

féton com polarizagao linear A e energia F .

2.5.2 Microcausalidade e propagador de Feynman

De posse dos comutadores entre os operadores de criagao e destrui¢ao, podemos

encontrar relacoes de comutagao entre os campos para qualquer instante de tempo
[A¥ (z) , A (2")] = 8'6% [A" (z) , A7 ()] . (2.157)
Substituindo a expressao em ondas planas

g i9J
[A* (x) , A" (2")] = 6} 0F (5” — gkgk> iApy(x—2a'), (2.158)

ou de outra forma, considerando que [(JAp; = 0 para particula sem massa

01” — §19R°0 — 5100
0 — 999,

[AF (), A (2)] = (—g“” + ) iApy(x—2a'). (2.159)

Embora o resultado anterior nao seja covariante, podemos obter uma relacao de comutacao

que é covariante para o campo F*

[Fo (), PP (2)] = (=g 00 + g"P 070" + g™ 0P 0" — g°P0"0") ilpy (x — 2') .
(2.160)

Podemos, ainda, calcular o propagador de Feynman
(0|T A" (x) A” () |0) = 6¥6% (0| T A* (z) A7 () |0), (2.161)
onde

(0|TA* () A7 (27)|0) = © (o — () (0] A" (2) A7 (27) |0) + © (2 — o) (0| TA? (2") A" () 0).
(2.162)
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Substituindo as solucoes em ondas planas

, , 1 -1 y inl e
<O|TAZ (IE) A] (IE,) |O> = —1 (27T>4 /d4pm (5” — ]]jk—];jk) e P (@—z )”. (2163)

Definimos a funcao

DM (z —y) = — / d*pDH (p) e~ Py, (2.164)
(2m)
onde
D (p) = =04y LN A Lpzp7 . (2.165)
Oppi p2ie Y prp*
Podemos escrever
v / - v / 5556 4 /
(0| T A (z) A (2')]0) = iD" (x — 2") — 2m5 (x —2'). (2.166)
ke

2.5.3 Meétodo de Gupta Bleuler

Embora o método de Dirac consiga tratar dos vinculos que surgem devido a
estrutura da lagrangiana e da invariancia de gauge, o mesmo nao produz resultandos
covariantes, no sentido de que as componente A° e A’ recebem tratamento diferente no
processo de quantizacao. Um dos grandes problemas para a quantizacao covariantes
do campo de gauge, ¢ que a lagrangiana escrita em termos do tensor F* nao possui
dependéncia no termo A%, o que estabelece o vinculo 7° = 0 . No tratamento dos vinculos
usando o método de Dirac, fixamos as condicoes A° = 0 e 9;A* = 0 o que coloca toda
dinamica em termos apenas da componente espacial do quadrivetor. Uma alternativa
para se conseguir uma quantizacao covariante para o eletromagnetismo ¢é partimos da

seguinte lagrangiana modificada

1 1
- —_ v - o

onde o parametro £ pode ser escolhido em principio livremente. Fazendo a variacao da

acao, temos a equacao de movimento para o quadripotencial
aff 1 B A«
Ou F' 7 + Eaaa A =0. (2.168)
Tomando a derivada desta equacao, temos

%D@a/la 0. (2.169)
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Podemos encontrar uma solucao formal para esse tipo de equagao pelo método de Green
Op = j. (2.170)

Temos a solucao formal
o(r) = j[ds; (p ()G (o', x) — I (2) MG (a:',x))—{—/d%’G (', 2) 5 ("), (2.171)

onde (VG (', z) = §* (¢/ — x). Para condigoes de contorno de Cauchy com j (z') = 0,

— 7z _
g0‘hipersurperf‘lcie - 07 nua w’hipersurperﬁcie = 0. (2172)
Se o campo vai a zero na fronteira espacial, é o mesmo que dizer:
_ /0 _
(p‘t/:to — 07 a SO’t/:t() - 0, (2173)

de modo que ¢ (z) = 0. Entdo, se temos a condigao 9, A*[,_, = 0e 30, A%,_, =0,

teremos 0,A“ = 0, o que estabelece um vinculo. Essa é a chamada condi¢ao de Lorentz.

Diferentemente da condicao imposta no método de Dirac, onde tinhamos
0;A" = 0, também chamada de gauge de Coulomb, o gauge de Lorentz estabelece uma
condi¢ao de gauge covariante para o eletromagnetismo. Chama-se entao o termo adici-
onal, acrescentado a lagrangiana (2.167) de termo de fixacao de gauge. Observa-se que
para £ = 1, a equagao de movimento (2.168) se reduz a uma equagao onde, cada com-
ponentes do quadrivetor potencial, é solu¢ao da equacao de Klein-Gordon nao massiva.
Para esse valor em particular, chamado gauge de Feynman, a lagrangiana (2.167) pode

ser convertida, apds uma integragao por partes, em
Loy v
L= —58 AY0,A,. (2.174)

Seguiremos o procedimento de quantizac¢ao candnica a partir da lagrangiana (2.174). In-

cialmente, calculamos os momentos conjugados

_ 98 (2.175)
0A,

T
O hamiltoniano pode ser calculado de maneira padrao
3= 1 v s 1 Loi v
H= [ d&z| A, + 58“14 0,A, | = [ &% —§7T“7TM + 58 AY0 AL ), (2.176)

H= / >z (—%ﬂ“m + %aiA”aiAy> : (2.177)
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Dado que nao temos vinculos entre as variaveis de campo e seus momentos canonicamente

conjugados, a quantizacao pode ser feita mediante os parénteses de Poisson

LI=i{}pp: (2.178)

onde temos
[A* (t, %), AP (t,7)] = [=*(t, @), 7" (t,7)] =0, (2.179)
[A“ (t,Z) 7% (t,2)] = ig*P8* (& — &), (2.180)

de onde tiramos as equagoes de movimento
it = [r", H] = i0;0" A", (2.181)
iAM = [AF, H] = —imh. (2.182)
Combinando as duas ultimas equacoes, temos a equacao de movimento
— AP = 9,0" AF, (2.183)
OA" = 0. (2.184)

Podemos propor uma solucao para essa equacao similarmente ao que ja foi feito anterior-

mente

AR (t, &

d*p a e~ 4 gl e"p”“> ek (p), 2.185
P (0 @) ), 1)

onde, uma alternativa para os vetores de polarizagao €4 (p) pode ser construida em termos

de um vetor tipo tempo u* e do quadrimomento p* da seguinte forma:

€0y (p) = ", (2.186)
TN
ety (p) = =2 (2.187)
a 2_ 2
(upa)” —p

e £y (p) € &3 (p) sdo dois quadrivetores tipo espaco, tais que &(; )€, 3 = 0 . De modo

geral temos:

5’(&)%@/) =g (2.188)
Z INNENED = 9" (2.189)
A

Em um referencial em que u# = (1, 6), temos 5?1) = % 0,p) e 5?273) = (0,&53) onde &3

sao os mesmos usados em (2.150). Para que as relagoes de comutagao (2.179) e (2.180)
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sejam satisfeitas, precisamos que os operadores a (p) e ai (p) satisfagam as relagoes de

comutacao

x (@) a ()| = —gnd®(

o100 (7)] = 9.4 ()

Substituindo a solu¢ao em ondas planas e, considerando o ordenamento normal, temos o

—7), (2.190)
}

(2.191)

hamiltoniano

How = — ; / EFE (7) al.(7) ax (7) gan, (2.192)

Hon = / P*PE (7) (—ag (B ao (7) + > al () ax (ﬁ)) . (2.193)

Uma série de problemas podem ser observados aqui quando fizermos a interpretagao dos
operadores ay (p) e af\ (p), como operadores que aniquilam e criam fétons. O primeiro

deles pode ser observado ao construirmos um estado de um féton com polarizacao 0

|10) =/d3ﬁf () af () ]0). (2.194)

Como se pode ver, esse vetor possui norma negativa

(Lol|1o) = — / ) (2.195)

Tomando-se o valor esperado da energia para o vetor (2.194), obtemos o seguinte resultado

(Hon) = (lo|How|Lo) = / FE ()| f () (2.196)

de onde vemos a possibilidade de estados associados a probabilidades negativas e, conse-

quentemente, com valores esperados negativos da energia.

A maioria dos problemas encontrados, até aqui, estao associados ao fato de
que, durante a quantizagao covariante, deixamos alguns ingredientes de lado. O primeiro
deles, estda associado a termos quatro estados de polarizacao para o féton, quando que,
experimentalmente, observamos fétons apenas em dois estados de polarizacao transver-
sais. De alguma forma, precisamos eliminar os dois graus de liberdade espurios, que
permanecem no processo de quantizagao covariante. Poderiamos, entao, imaginar que a
condigao de Lorentz nao imposta até aqui poderia resolver o problema. Porém, a condi¢ao
0, A" = 0 nao é compativel com as relagoes de comutagao (2.179) e (2.180), como se pode

ver

[0,A% (t,2),A° (t,7)] =i6° (Z—&). (2.197)
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Dado que nao se pode impor a condi¢ao de Lorentz em nivel de operador, podemos entao
propor que a condicao de Lorentz deve ser imposta sobre os vetores de estado. Somente

sao admitidos aqueles que satisfazem
(|0, A1) = 0. (2.198)

Se separamos o campo em uma parte de frequéncia positiva, associada aos operadores
de destruigao A+ e, uma parte de frequéncia negativa A, associadas a operadores de

criacao,

A= A7+ AL (2.199)
A condicao (2.198) pode ser satisfeita se impormos a condi¢ao mais fraca
O“AL|Y) =0, (2.200)

(Yo% A, = 0. (2.201)

Se essa equagao ¢ satisfeita, temos que a condigao (2.198) é automaticamente satisfeita,
ou seja:

(10" Aalv)) = (V] (0"AL +0%A7) [v) = 0. (2.202)

Explicitando a expressao (2.200),, em termos da expansao em ondas planas, temos:

2t = I 3 [ e g @, 2

1

zp“:p#

B, AP*|y) = B

1
o) VaE

2.200) seja satisfeita, devemos ter

— ipt (a0 (7) — a1 () [¥). (2.204)

Para que a condicao

(a0 (P) — ar (9)) [¥) = 0. (2.205)

Essa é conhecida como condi¢do de quantizacdo de Gupta-Bleuler [39, 40]. Uma con-

sequéncia imediata sobre estados que satisfazem a condicao de Gupta-Bleuler é

(Wlab (5) ao (9) [) = (W]a] (B) ar (§) ). (2.206)

Podemos construir um estado genérico de um féton, que satisfaz a condicao de Gupta-

Bleuler
1) = [ @ (f @ (b )~ al ) + 3 1 (P a <m> 0. (207
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Como se pode verificar, a norma desse vetor é positiva.

(1|[1) = Z/d?’ | ()] > 0. (2.208)

Para esse estado, o valor esperado da energia é positivo

(Honl1) = Y [ 5B () A G > 0. (2.209)

de onde se vé que somente a parte associada a estados de polarizacao transversal contri-
buem para o valor médio da energia. Nao é dificil mostrar que o vacuo satisfaz a condig¢ao

de Gupta-Bleuler
(ap (p) — a1 (p)) |0) = 0. (2.210)

Podemos, entao, construir um estado misto
0) =10} + [ @57 3 (o} 7) ~ ol () 0} (2.211)
Observa-se que, para esses dois casos
(0]0)=(0]0) (2.212)

(0|Hon|0) = (0|Hon|0) = 0. (2.213)

Tomando o valor esperado para o campo nesses estados, termos:

(0|A*(0) = 0, (2.214)
(0]4#]0) = 9", (2.215)
onde '
a_7i§/fkwﬁ<”%¢@—f@wmﬂa (2.216)
satisfazendo

O = 0. (2.217)

Da equacao anterior, se vé que os estados ‘(~)> e |0) sao fisicamente equivalentes. De modo
geral, pode-se mostrar que dado um estado |¢)) que satisfaz a condi¢ao de Gupta-Bleuler,

pode-se mostrar que podemos construir um estado equivalente |¢’) da seguinte forma
)= (14 [ e oo+ [ e e Gr @), e

onde LT = ag — ai , com mesmo valor esperado para a energia e com

(VA1) = (YA [¢) + 0% a. (2.219)



2.5 Campo de Maxwell 40

Esses estados devem ser entendido como equivalentes. Podemos entao fixar essa liberdade

de gauge residual, escolhendo apenas estados que satisfazem

(v]ag (B) a0 (7) [¥) = (¥la} () ar (7) [¢) = 0. (2.220)

Para esses estados, o hamiltoniano pode efetivamente ser escrito apenas em termos dos

graus de liberdade fisicos

Hox = [ 7B ) a7 ax (). (2.221)

Microcausalidade e propagador de Feynman

De posse das relagoes de comutacao entre os operadores al (7) e ay (), pode-

mos encontrar relagoes de comutacao generalizadas entre os operadores A*

1 1 A , , ,
7 Vi — puv 3> —ipt(z—a'), _ ipt(z—a’),
(A (z) , AY (2")] (27r>3g /d Pog <e e ) : (2.222)
[A* (z), AY (2)] = —ig"" Apy (z — ). (2.223)

Da mesma maneira, calcularmos o propagador de Feynman
(0|TA* (x) A (2)|0) = iD" (x — y), (2.224)

onde temos no espaco das posicoes

D (o= y) = [ dpD™ (e e (2.225)
(2m)
€ No espaco dos momentos
~ —g/“’
D" = . 2.226

O propagador de Feynman desempenha um papel importante nos célculos
perturbativos que serao desenvolvidos em segoes posteriores, representando, na linguagem
da teoria quantica de campos, as contribuicoes das particulas virtuais as amplitudes de

espalhamento ou taxas de decaimento.
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3 Campos em interacao

A teoria desenvolvida, até aqui, considerou-se apenas campos livres. Porém,
muitos dos processos descritos por particulas requerem interacao. Um exemplo muito ilus-
trativo e importante, de como isso é feito, pode ser observado na eletrodinamica quantica.
Em uma teoria com interacao, as equagoes de movimento consideradas anteriormente

homogéneas, passam a equagoes nao homogéneas
OA® — o*9,AY = J*, (3.1)

onde o termo inomogéneo é uma corrente que age como fonte para o campo. Se nés
estamos interessados em estudar a interagao entre o campo eletromagnético e o campo de

Dirac, podemos intuir uma forma simples para a corrente J*,

Jh=e iy, (3.2)

A equagao de movimento (3.1) pode ser obtida da lagrangiana, que envolve os dois campos

além de um termo de interacao.
_ _ 1.
L=y ("0, —m)y —e:yp: AF — ZF“ F. (3.3)

Na presenca da interacao eletromagnética, a equacao de Dirac toma a j& antes apresentada
forma.

(iv* (0, +ieA,) —m)y = 0. (3.4)

E costumeiro fazer o acoplamento eletromagnético por meio da prescri¢ao de acoplamento
minimo, onde se faz 0, — 0, + ieA, . E importante observar, porém, que uma série de
outros termos de interacao mais complicados poderiam ter sido propostos para acoplar o
campo de Dirac e o campo eletromagnético. Na verdade temos, em principio, uma infi-
nidade de termos. Sabendo-se que esses termos de interacao podem ser constituidos de
produtos de mais de dois campos no mesmo ponto do espago-tempo, dadas as relacoes de
comutagao canonicas, essas interagoes se tornam muito singulares, o que nos leva a proble-
mas de natureza matematica. Esses problemas vao se manifestar em termos de integrais
divergentes no céalculo de elementos da matriz de espalhamento. O tratamento dessas
divergencias pode ser feito mediante a implementagao de uma técnica chamada renorma-

lizacao, onde as divergéncias encontradas sao resolvidas em termos de uma redefinicao
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dos parametros da teoria. Para que as técnicas de renormalizacao possam ser aplicadas
em uma teoria representada por uma lagrangiana, contendo um ntumero finito de ter-
mos, nem todo tipo de termo sera permitido; nao serao permitidos termos cuja constante
de acoplamento possua dimensao de massa negativa. Combinando os termos permitidos
pelas simetrias ao critério de renormalizagao, os unicos termos permitidos envolvendo
o campo de Dirac e o campo eletromagnético, sao os encontrados em (3.3). O grande
sucesso das predicoes da eletrodinamica quantica levou os fisicos a usarem o critério de
renormalizagao como um guia na construgao de todo modelo padrao, porém, nos iltimos
anos, foi questionado se realmente o critério de renormalizacao é algo fundamental. Uma
das principais motivagoes para isso veio das sucessivas falhas em se obter uma teoria de
gravitagao que fosse renormalizavel. De fato, teorias nao renormalizaveis encontram uma
série de aplicacoes, como em modelos de teorias efetivas. Uma teoria efetiva de interacao

entre barions e o campo eletromagnético, pode conter um termo do tipo

MY [V A F . (3.5)

Dado que a lagrangiana deve possuir dimensao de massa 4 em 143 dimensoes espaco
temporais, que o campo spinorial tem dimensdo de massa 3/2 e que o tensor Fj,, tem
dimensao de massa 2, a constante de acoplamento A\ deve possuir dimensao de massa
-1. Observa-se que o termo (3.5) nao pode ser obtido da lagrangiana de férmions livres,

utilizando a prescricao de acoplamento minimo.

Por enquanto, restringiremo-nos & lagrangiana (3.3), onde adicionaremos, as-
sim como feito antes, um termo de fixacao de calibre. Passando ao formalismo hamilto-

niano, obtemos a seguinte densidade hamiltoniana.
. 1 1. _
H =1 (—w’(?,- + m) Y — 57#’“77“ + 58%4”81-14” +e iy AX, (3.6)

onde os campos satisfazem as relagoes de comutacao:

{va (6,2) 0 (1,37)} = {Wa (1:2) ;00 (1, 9) } = 0, (3.7)
{va (£.2) . 00 (.9) } = 70" (T = 7), (3.8)

[A~ (¢, %), AP (t,7)] = [=*(t, %), 7" (t,7)] =0, (3.9)
[A“ (t, %), 7% (t, )] = ig*’8® (¥ — &) (3.10)

Nas proximas segoes, vamos mostrar como calcular alguns processos da eletrodinamica

quéantica a partir do hamiltoniano (3.6), no contexto da teoria de perturbagoes.
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3.1 Matriz S

Nas secoes anteriores, indicamos uma teoria para a interacao entre férmions e o
campo eletromagnético. Quando temos interacao, as equagoes antes homogéneas passam

a equacoes nao homogéneas

OA* = J*, (3.11)
(iy"0u —m) ¥ =, (3.12)
W (—iv“gu - m) =1, (3.13)

onde J* | n e 1 sao polinomios definidos em termos dos campos. Para resolucao das
equagoes (3.11), (3.12) e (3.13), o melhor que podemos fazer, em principio, é implemen-
tar métodos perturbativos. Antes de darmos seguimento a resolugao, mesmo que formal,
para essas equacoes, uma questao deve ser levantada: o que fazer com essa solugao? Sa-
bemos que nao necessariamente os campos que queremos medir sao observaveis. Num
processo de espalhamento, por exemplo, nés temos um conjunto de particulas cujas ener-
gias, momentos e spins sao conhecidos e, estamos interessados em saber a probabilidade
de encontrarmos o sistema em uma configuracao das energias, momentos e spins apés
uma interacao que acontece em uma regiao finita do espago-tempo. Para esse tipo de
processo, a quantidade de interesse é um elemento da matriz de espalhamento, que nos
da a probabilidade de que a transicao ocorra. A colecao de todos os elementos de matriz,

associada a todas as transigoes possiveis, chamamos de matriz de espalhamento

Sev = (@ [ V), (3.14)

onde 1) é o estado inicial do sistema e |¢) é um auto estado de um conjunto de observéaveis
compativeis, que desejamos determinar ao final. Um exemplo desse tipo de processo é o
de aniquilacao de par et +e~ — put + . Onde temos, no estado inicial, um par elétron
e positron com energias, momentos conhecidos e queremos determinar a probabilidade de
encontrarmos um par muon anti-muon no estado final'. Dado que o que conhecemos sao
as configuracoes em um instante de tempo inicial t, =& —oo e a configuracao final em
um instante {; — oo, podemos considerar que os estados representam particulas livres.
Assim, esses estados podem facilmente ser construidos pela aplicacao dos operadores de

criagao e destruigao sobre o vécuo [Q)

) = T () T (1) |, (3.15)

A QED pura descreve a interacdo entre, elétron, mion, tau e suas antiparticulas com o féton
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(o] = (QeSy (7)) dS* () (3.16)

onde os operadores de criagao e destruicao podem ser isolados em termos dos campos

CAj = /d%u/\p (x) o (t,2), (3.17)
d;,ﬁ:/dgfvi,ﬁ(x) Yo (), (3.18)
onde
A T) = ;u)\ efip“:pu .
u (z) V25! () : (3.19)
vy (z) = 0 A (B) e, (3.20)

V 2E(27T)
E fécil verificar que wx (z) e v} (z) satisfazem a equagao de Dirac. Substituindo (3.15),

m (3.14)temos:

Spp = (QUS 3y et T 192). (3.21)

A2,P2

Substituindo (3.18) em (3.21) temos:

Spp = lim [ d*%y <Q|c§\?tq A3t v (5) 1 () cf@pl 12) . (3.22)

to——o00 217 p2

Podemos usar a identidade:

—00 t——o00

/ Aty (] = Jim [.] — lim [.]. (3.23)

e que nao temos elétrons no estado final, e que vgj (z2) e ¥ (z9) satisfazem a equagao
de Dirac homogénea e inomogéneo, respectivamente. Temos, apds uma integracao por

partes,

S — / 30 (52) Dpee Q51 A28 e (22) 71 1), (3.24)

onde ﬁmec = (i7"09, — 1m),_.. Continuando, procedemos de forma similar, temos
S‘P¢ =4 lim d4l‘2d3flﬁg\;e (1‘2) Dx2€C<Q|CKQ/1Lt—« ds? —-r ’QZ)C (Ig) ’QZ)T (1‘1) (ZEl) |Q> (325)
Antes de implementar a identidade (3.23), consideremos que

Hm ) (22) 7 (21) = Tim (O (t2 — t1) Yo (w2) YT (21) — O (t1 — t2) T (1) e (22))

t1——o0 t1——o0

= lim T (¢ (x2) 0 (a1))

t1——o0

(3.26)
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Combinando (3.26), (3.25) e a identidade (3.23) e, procedendo de forma similar

ao que fizemos anteriormente

SW/J = (—z‘)2fd4w2d4x1@2755x266<9\ciﬁ‘fﬁ dii’gﬁé ('ch(e) (.2132) &d(e) (1’1)) |Q> DxldfuLf. (327)

1

Seguindo o mesmo procedimento obtemos

— —
N4 4 PN = = _ a 1o
ngp = <_Z) fd (562,1'1,1'2,371) UQ,eul’,thQecDx’lhaGabcd (£K1,$2,Z’2,$1) Da:ébng1df/U2’,gu1,f7

(3.28)
onde u; = u]’;ll (1) , vy = v;é" (x4) e similarmente para o restante, além de
Gaod (71, 7, 2, 1) = (AT (Vo (1) P (25) Ve (22) Ya (1)) 1) (3.29)

sendo este ultimo objeto também chamado de funcao de Green de quatro pontos.

3.2 Formula de Gell-Mann Low

Na ultima se¢ao, nés montamos um elemento para a matriz de espalhamento
do processo e~ + et — u~ + pt, em termos do valor esperado para o vacuo do pro-
duto ordenado temporalmente dos operadores de campo. Esses campos, sao solucao das
equacoes de movimento com interacao. Fazendo uso da teoria de perturbacoes, podemos
calcular esse valor esperado em termos de objetos da teoria livre. Inicialmente, retornemos

a densidade hamiltoniano (3.6) de onde tirados o hamiltoniano

H=H,+Hy+H, (3.30)
onde temos
Hy = /d% (¢ (=70 + m) ¥], (3.31)
3= 1 1 i AV
Hy= | d°F —§7r“7ru + 58 AY0;A, |, (3.32)
= / BT [e : Pyap - A (3.33)

A maneira como dividimos o hamiltoniano nao é uinica, porém, nao focaremos nos detalhes
envolvidos nesta separacao. Na representacao de Heisenberg, o campo evolui no tempo

segundo a equacao de Heisenberg

i = [¢, H], (3.34)
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com a condicao inicial ¥ (0,Z) = g (0, ), podemos escrever uma solucdo formal para a

equacao de Heinsenberg

Y (t,Z) = e hapy (0, 7) e, (3.35)

O campo da teoria sem interagao evolui no tempo segundo o hamiltoniano (3.30). Sem o

termo de interacao,

Yo (1, F) = Moty (0,7) ot (3.36)

onde Hy = Hy + H,. Substituindo (3.36) em (3.35) temos

¥ (t,2) = Ut ()9 (D) U (1), (3.37)

onde definimos o operador U () = e'fote=*Ht  Derivando com relagao ao tempo o operador

U (t), temos a seguinte equagao diferencial
i0,U (t) = HU (t), (3.38)

onde definimos H; = e'Hot He~#ot o hamiltoniano de interacdo na picture de interacio.
Com a condigao de contorno U (0) = 1, a solucao da equacao (3.38) pode ser dada da

seguinte forma

U (t) = Te ' Jo i), (3.39)

A partir do operador dado em (3.39), definimos U (¢,#') = U (t) UT ('), que pode ser dado

de forma similar a expressao anterior

U (t,t) = Te " Jo dt"Hi(t"), (3.40)

O proximo passo é obtermos uma expressao que relacione o vacuo da teoria livre e o vacuo
da teoria com interacdo. Para isso, observemos o resultado da aplicacao do operador e*f*

sobre um vetor arbitrario

e!'lg) = 10)(Qllp) + /dE|E><E|€iEt|90>~ (3.41)
Nos limites em que t — 00, a integral tende a zero devido ao forte cancelamento

lim e*|) = |2) (). (3.42)

t—+oo
Se escolhemos agora |p) = |0), temos a relagao
lim et]0)

_ t—*oo
) = S (3.43)
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Considerando ainda que ef|Q) = |Q) e ¢0!|0) = |0) , que ¢ a condicdo de estabilidade

do véacuo, podemos reescrever a expressao anterior

i T
i U7 0) 0

Q) = . 3.44
= o) .
Substituindo as expressoes (3.44) e (3.37) em (3.29), temos
—i [ d*xH 1,0 (7 \ 10 (0] 240 7,0
G ubed (xllv QU/Q; To, .731) _ <0|T6 ¢a (ml) % (:E2> 1/%; (xQ) ¢d (‘Tl) |O> (345>

<0‘€fifd4xfl‘0> !

que é um resultado particular da férmula de Gell-Mann Low.

3.3 Valor esperado no vacuo do ordenamento tempo-

ral de operadores

Dando seguimento, para calcularmos as fungoes de Green generalizadas, pre-
cisamos calcular o valor esperado no vacuo do ordenamento temporal dos operadores de
campo. Como mostrado nas secoes inicias, podemos decompor os campos em uma parte
de criacao e outra de destruicao. A acao dos operadores de destruicao sobre o vacuo é
leva-lo no vetor nulo. Ao regularizarmos a energia dos campos livres, utilizamos o or-
denamento normal, que consiste em reordenarmos os produtos dos campos de modo que
os operadores de destruicao fiquem a direita dos operadores de criacao. Podemos mos-
trar que, existe uma relacao entre o ordenamento normal, o ordenamento temporal e os
valores esperados para o vacuo de produto de operadores, através de regras conhecidas
como teorema de decomposicao de Wick. Para o produto ordenado de dois operadores

bosonicos, por exemplo, temos a relagao
| —|
T(AB)=: AB: + AB, (3.46)

| |
onde a contragao entre os campos ¢ definida por AB = (0|T'AB|0). Para o produto de

trés campos, temos o resultado

T (ABC) =: ABC : +ABC +B AC + ABC. (3.47)

O mesmo deve valer para operadores fermionicos, apenas considerando os fatores de per-

mutacao, devido a estatistica. Podemos, por inducao, generalizar a férmula (3.47). Para



3.3 Valor esperado no vacuo do ordenamento temporal de operadores 48

o caso de quarto campos temos, por exemplo,

T (ABCD) =
:ABCD : +

— — —
+epAB:CD : +ep AC : BD : +ep AD : BC':
— — (3.48)
+ep BC : AD : +ep BD : AC :

—
4+epCD : AB : +

] |1 1 ] L 1 ] L 1
+ABCD+ ACBD + AD BC,
onde o termo €p, estd associado a permutacao entre operadores fermionicos ou bosonicos.
Para o caso de haver ordenamento normal, dentro do argumento do ordenamento tem-
poral, excluimos as contracoes entre os campos ordenados normalmente. O resultado das
contragoes ira depender dos campos envolvidos. Por exemplo

1 | p—

DU = o1t = i = QAT = T A = YAT = PAF = Y} = ). (3.49)

Para dois tipos diferentes de férmions ou bdson também teremos contracao nula. As

contracoes nao nulas sao

P = —ilAp, (3.50)

para o campo neutro. Para o campo escalar carregado temos

—
ool = —iAp. (3.51)
Para o campo fermionico
[
Yy =S (3.52)
E para o campo de gauge
—
AFAY =DM, (3.53)

Assim, estabelecemos a relacao entre produtos dos campos e os propagadores,

que sera indispensavel para desenvolvermos calculos posteriores.
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4 Secao de choque

Desenvolvemos, até aqui, uma técnica que permite calcularmos um elemento
da matriz S em termos do valor esperado no vacuo do produto temporalmente ordenado
dos campos. Desenvolvemos, em termos perturbativos, uma maneira de calcularmos esses
valores esperados em termos dos campos da teoria livre e do vacuo da teoria livre. Dado
que precisamos calcular o valor esperado sobre muitos campos, precisavamos de uma
maneira de fazer isso sistematicamente. Essa maneira veio do teorema de Wick. Nesta
secgao, iremos desenvolver a férmula de Gell-Mann Low em ordem mais baixa e mostrar
que a funcao de Green generalizada pode ser calculada fazendo uso do teorema de Wick.
Além disso, sera feita a conexao entre a amplitude de espalhamento e uma quantidade

mensuravel. Voltando para a expressao (3.45),

(O[T e oy () of) (h) 42 (x2) & (1) |0)

Ga C ! y ! 5 5 - — , 4.1
em ordem 0 temos:
GO (o, a0) = (070 () 0F (ah) 40 (22) 09 (1) |0). (4.2)

Usando o teorema de Wick e que os campos nas variaveis com linha se referem a muons

e que a varidvel sem linha a elétron, temos!.

Gg%)cd (2}, ), To, 1) = 1Sap (¥ — 15) 1Seq (19 — 1) . (4.3)
Em ordem 2,

G((j))cd (xllv xIQ’ Z2, Il) =

+iSap () — 24) 1Seq (T2 — 1) +

+(—ie)*iSu () — b) [ drdyiD"™ (x — y)iSee (T2 — &) Yueri Sty (T — Y) VugniSha (y — 1)
+(—ie)? [ dxdyiD" (x — y) iSag (27 — Y) YogniShy (Y — x5) iSee (T2 — ) YyuefiSta (x — 1)

+ (- ze) Sea (xg — x1) [ drdyiD" (x — y) iSae (¥) — &) VuefiSte (T — Y) YugniSno (y — ).
(4.4)

LA contracao entre o campo do muon e do elétron de deve ser nula.
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Substituindo a expressao para a fungao de Green generalizada na expressao do elemento
de matriz S, obtemos

Sep =
N4 — _ . . v _ .
(=) [ d*Z1d a0, gy (1) (i) Yutia, i (1) DM (1 = 24) U, (2) (—ie) Yy, (1)
(4.5)
Explicitando as bases, temos que o propagador de Feynman para o féton tem o elemento

de matriz S no espaco dos momentos
iSpp = (2m)" nonani b, M&* (pa + pr — ph — 1), (4.6)

onde M ¢é algumas vezes chamado de amplitude de Feynman e temos os fatores de nor-

1
malizagao n; = ((2%)3 2F;) ?. Também,
—iM = Ty i, [—i€7,] U, 5 DM (p2 + p1) Uy gz, [—iev,] vz, (4.7)

A 1ltima etapa que nos resta, é fazer uma conexao entre o elemento da matriz de es-
palhamento calculado e alguma quantidade mensuravel. Essa quantidade serd a segao
de choque. Um elemento da matriz de espalhamento tem o significado de amplitude de
probabilidade que determinado processo ocorra. A probabilidade de que esse processo
ocorra sera dado pelo médulo da matriz de espalhamento. Obviamente, encontramos um

problema nesse ponto, que esta associado a termos quadraticos envolvendo a funcao delta
[Seul* = (27)° (nananinb)* (M| 6 (0) 8* (p2 + p1 — 1 — Ph) - (4.8)

Na ultima expressao, foi usada a propriedade da fungao delta f(z)d () = f(0)d(z) .
Esse problema esta associado a uma idealizagao inicial, onde tinhamos o campo expan-
dido em uma representacao em ondas planas distribuidas sobre todo espaco. Conside-
rando agora que nosso sistema esta contido em uma caixa de volume V' e que os estados
assintéticos sdo obtidos para os tempos finitos, porém grandes com T' < vV, podemos

reescrever o termo espurio da expressao (4.8) em termos do limite

1
~ lim VT (4.9)
(27‘(‘) V. T—o0

5(0) =

Dentro dessa caixa, as normalizacoes devem ser redefinidas para
1 R 1
\/ (2r)*2E, VV2Ei

De modo que temos a probabilidade de Transicao

n; = (4.10)

1Seul? = (21)" (nanann)* (M VTS (p2 + p1 — 9y — ph) - (4.11)
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Podemos definir a taxa de transicao por unidade de volume em termos da expressao
anterior

S ? ! ! / /
W= | ‘}ng - (277)4 (n2n1n1n2)2 M| 64 (p2 + p1 — P} — 15) - (4.12)

O ndmero de estados com momento p dentro de um volume d3p é dado por dn =

Vdip/ (27r)3. Como temos duas particulas no estado final, o numero total de estados

sera,
dN = V? Py &P, . (4.13)
(2m)* (27)°

Um diferencial de se¢ao de choque é dado por

dANW

do = —
|UR|

V2, (4.14)

Esse tipo de férmula é desenvolvida em detalhe na referéncia [42]. Combinando as ex-
pressoes (4.14), (4.13) e (4.12), temos

(2n)°

do = ————
4E1E2 |’UR‘

‘ 2 d3271 d3p’2

. = (4.15)
2F; (2m)° 2E% (2m)

6% (po +p1 — Py — ph) IM

Ainda podemos escrever, levando em conta que os feixes incidentes devem ser colineares:

E\E, ’UR| = \/(pl 'p2)2 - m2M2, (4-16)
com 1Sso:

27T4 d3—r ds—r
2m) 5 (py — ph + po — p) [ M —2 D14

do = . 53— e
4\/ (p1 - p2)? — m2M? 2F! (2r)% 2E) (27)

(4.17)

que é um diferencial de secao de choque para o espalhamento considerado.

4.1 Regra de ouro

A equacgdo (4.17), algumas vezes chamada regra de ouro, nos did uma forma
geral para calcularmos a se¢ao de choque diferencial para um caso mais geral de espalha-
mento do tipo:

1+2—>3+4+5+...+n, (4.18)

e a formula é:

om)* S By
) O tp—ps—pi— =) MP ][ oo, (419)
4/ (pr - pa)? — m2M? % 2B, (27)
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onde neste caso, S representa um fator estatistico (1/j!) para cada grupo de particulas
idénticas. Para o caso de duas particulas e, escolhendo o centro de massa para os
célculos, onde p; = (E1,p) e po = (E,—p) sdo, respectivamente, os momentos inici-
ais das particulas e, p| = (E1,p}) e py = (E}, phy), os momentos finais ao final as particulas
néo precisam ser do mesmo tipo). Neste caso, (py - p2)* — m2M? = (Ey + E»)* |p]°.
(2m)* d°py d°py
4(Ey + E») |p] 2F! (2m)° 2F} (2m)°

Integrando em p), obtemos as relacdes —ph, = py, = ¢ , B}, = \/m2+ |p|’e Ef) =

M2+ |7

do = 5 (Ey + By — E, — EY) & (7, + ) |IM]? (4.20)

(2)"
4(Er + By) |7

Chamamos atengao para o fato de que do = [ dod*pl,, onde optamos por manter o mesmo

’ 2 d3ﬁ

do = S
AEEY (2m)

0 (Er+ By — By — Ey) (M

(4.21)

simbolo. Continuando, temos:

2n)’ , | d 17| d2

do = § (B, + By — E] — E) IM|” ————. 4.22
1B+ B TR AR AE|E} (2m)° 422
Aqui, fazemos uma mudanca de variavel do tipo
B+ By = \Jm? + [P + /M2 + P, (4.23)
d(E] + ES o' | d |p
El + Ej ELE}
de modo que
2m)* | d (B} + Ej) d
do = (2m) Ip' § (B, + Ey — E| — Eb)IM)? (1 + E3) - (4.25)
4(Ey + E3) |p] 4(E1 + Ey) (2m)
Integrando em (E}] + EY), encontramos
d ~
9 _ 7| M. (4.26)

dY - (87)° (B + Ez)’ |1l

4.2 Regras de Feynman

Embora nosso resultado para secao de choque seja vélida para qualquer tipo
de espalhamento, nossa amplitude M esta particularizada para o caso de espalhamento
de férmions. Para um espalhamento Compton, por exemplo, as pecas que compoem a
amplitude sao outras. E possivel montar a amplitude M, usando um conjunto de regras
conhecidas como regras de Feynman. Os processos da QED sao representados por diagra-
mas de Feynman. De posse destes diagramas, montamos a amplitude de espalhamento.

Vejamos como funciona:



4.2 Regras de Feynman 53

1. Escreva todos os momentos externos (py, pa, ...) , internos (¢, ga...) ,€ 0s spins (1, Sa...).

Utilize setas para determinar se as particulas estao chegando ou saindo.

2. As linhas externas contribuem com os seguintes fatores:

Elétron Elétron  chegando
( ) u
Elétron saindo
( ) u
Pésitron Pésitron  chegando
(/ ): U
Pésitron saindo
( ): v
Foton Foton chegando
(f'[r ):et
Féton saindo (J'rr‘ ):
eh*
3. Os vértices contribuem com:
— g, (4.27)

em nosso sistema de unidades g, = e.

4. As linhas internas contribuem com .5, caso sejam elétrons ou pésitrons, e com i DH”

caso sejam fotons.

5. Para garantir a conservacao do quadri-momento, a cada vértice devemos adicionar

uma funcgao delta de Dirac do tipo:

(2m)* 0% (ky + ko + ks) (4.28)

6. Integre sobre todos os momentos internos e escreva para cada um deles um fator:

d4
i (4.29)
(27)
7. O que restar, estard multiplicado por um fator (27) §* (p; + p2 — ...pn), sendo este

fator, indentificado como —iM.
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5 A amplitude de Feynman para o
espalhamento e~ + et — u= +put

Neste capitulo, usaremos as regras de Feynman para escrever e calcular a am-
plitude de espalhamento e se¢ao de choque do espalhamento elétron-pésitron, resultando
em muon e anti-mdon, e~ +et — p~ 4. Deste modo, neste capitulo estaremos revisando
alguns desenvolvimentos facilmente encontrados nas Refs. [43],[44],[45],[46], [47],[48],[49],
[50].

Figura 5.1: Processo de espalhamento elétron-pésitron a nivel de drvore (”tree-level).

Usando as regras de Feynman lidas da Figura 5.1, escrevemos a amplitude do espalha-

mento como:

R1 R1 R1 R1
— — . —~ —
T ; ; = / : v /
/ 7 (p2)Zigent w * (p1)iDy (9) 0 (D) Zigen”, v _°* (0'2) %
h2 Ry 12 Rra  R2 R3 2
44 d¢d (g / d'q
X (2m)°6" (p1 + po—q)(2m) 0" (p'y +p2—q)/(27T)4 (5.1)
R R5 ——
R6

Integrando no momento interno, obtemos ¢ = p; + py = p+ph, e a amplitude resulta

igual a:
— €0 (p2) 7"u” (p1) Dy (@) @ (1) 770" (9)) (27)" 0 (D2 +p1 — 0y —1h)  (5.2)
Usando a regra (7), encontramos

M = 0" (p2) v"u™ (p1) Dy (@) @ (9)) 770 (1)) - (5-3)
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Na pratica, é comum estudarmos processos onde as particulas nao possuem polarizacao

determinada. Neste caso, a secao de choque sera:

do _ 7] 2
m - (871')2 (El 4 E2)2 |]7| <|M| >7 (54)

onde

(Ivel”) Z > I (5.5)

81 52 51 52
é uma média sobre os spins iniciais e uma soma sobre os spins finais do sistema, ou seja,
como os estados de polarizacao de spin sao desconhecidos, todas as possibilidades sao

consideradas.

5.1 Truque de Casimir

O truque de Casimir consiste em um procedimento para calcular a quantidade
<|M|2> sem calcular cada amplitude individualmente. Vejamos como funciona: sabemos
que |M[* = MM*, de modo que primeiro calculamos M*:

M = €[5 (p2) 7w (1)) D (0)° [@% (01) 170" (05)] (5.6)

onde

[0°2 (p2) y*w* ()] = (2 (p2))" (+°) =" (p1) 7" ()"0 (p2),  (5.7)

_._
/N
|
V)
A
)
=
o~
SN—
—
—

[0°2 (p2) v ()] = @ (1) 7° (7°)' %0 (p2). (5-8)
Usando a Eq. (5.8) na Eq. (5.6), temos:

/

M = €2 (p1) 70" (p2) Dap ()" 0% (p) 77u (p}). (5.9)

Lembrando que M estd dado pela Eq. (5.3), escrevemos

IM[* = €0 (p2) v"u®" (p1) Dy (q) @ (P)) 7702 (ph) X

X @ (p1) Yt (py) 4 (p2) YPu (phy) . (5.10)

Reorganizando os termos da equacao acima

M* = €' Dy (4) Dag (a)" [0%% (p2) 76 (p1) @ (1) 7*0** (p2)] X

x |0 () 7Pt () @t () 770 (0] (5.11)
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Aqui usaremos a seguinte relacao:
a'Mb = tr (Mba') (5.12)
0 que nos leva a
IMP = €Dy (6) D (@)" tr (7™ (1) T (1) 170 (p2) 7 (p)) %
Xtr (7”1)5/2 (ph) 0 (p) 7wt (pf) @t (pﬁ)) : (5.13)

Uma vez escrita a amplitude quadratica, \M\z , podemos encontrar a amplitude quadratica

média tomando-se a soma (média) sobre os estados de spin, ou seja:

1, = ~ * 51 —s1 a, 82 7582
(M) = Z€4D“” (q) Dog (q) Z Z tr (y'u™ (p1) @’ (p1) Y™ (p2) 02 (p2)) X
xtr (7”@8’2 (Ph) % (ph) YPut (ph) u (p’l)) - (5.14)

Considerando-se as somas nos spins (2.108) , (2.109) e implementando a relagao de com-

pleteza, resulta:
(IMP) = 6D, (0) Dy (0)" tr (3 -+ m) 1" (o — m)
xtr (v (b — M)’ (b + M), (5.15)

o que pode ser escrito simplificadamente como

(M%) = igff?uu (9) Dag (q)7 LM, (5.16)
onde definimos:
L = tr (7" (P + m) v (P2 — m)), (5.17)
M =t (v (fy — M)~ () + M)). (5.18)
Efetivamente, teremos
(Jv*) = 46—;L““Mm. (5.19)

5.2 Secao de choque para o espalhamento ¢~ +e¢™ —
— +
T
Usando as regras de traco das matrizes gama, podemos mostrar que

LF = Alphpt + piips — ¢"* (m® + p1 - p2)], (5.20)

MYP = 4[phrpi® + piFph™ — g" (M? + ply - pb)]. (5.21)
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Deste modo, a contragao presente na Eq. (5.19) no referencial do CM é dada por:
LH Mo = 32{(p1-15) (P2 1)+ (p1-1y) (D2~ P5) + M (p1-pa) +m? (pl - ) +2m* M?}, (5.22)
onde vale a conservacao do 4-momento total:
p1+p2 =Py + b, (5.23)

essa expressao também pode ser escrita como:

pL—py = Ph—po, (5.24)

p1—Py = py—pa (5.25)

Quadrando cada uma dessas expressoes, obtemos as relagoes:

P1-p2 = P/1 'plza (5-26)
pLopy = P2-Pi (5.27)
pr-py—m® = py-ph— M (5.28)

Para calcularmos a se¢ao de choque, é preciso escolher um referencial. Escolhemos o
referencial do centro de massa,onde p; = (E,p), po = (E,—=p), p) = (E,P) e ph =

(E,—p), e a condicio |p]° = |F|> + M? —m? garante a conservacio da energia. Com isso:

prope = 2E*—m? (5.29)
P vy = 2E* - M? (5.30)
pr-py = pa-pi=E>+[pl|p| cos, (5.31)
pL-py = p1-p)=E*—|p||p| cosb, (5.32)

¢ = AE? (5.33)

Substituindo estes resultados na Eq. (5.22), temos

LF*M,o = 64[E* + (M? + m?) E* 4+ (E* — (M? +m?) E* + M*m®) cos®6].  (5.34)
Montamos, assim, a seguinte amplitude quadréatica média:

(M) = 2—1[]54 + (M?+m?) B? + (E* — (M? + m?) E* + M*m?) cos®0].  (5.35)

Se temos M > |p'|, a amplitude quadratica média é lida como

(IM[*) = ¢ (2 + %22) : (5.36)
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enquanto a secao de choque reduz-se a:

do 2\’ |7 m2
— = —(24+—]. 5.37
a0 (167rM) 7] ( * M?) (5:37)
Se consideramos ainda M > m, a secao de choque passa a valer
do et \' 17|
— =2—] — —0. 5.38
a5 (167TM) M (5.38)

Tomando agora o limite ultra-relativistico na expressao (5.35), decorre
(M) = e* (1 + cos?6) , (5.39)

e a secao de choque fica

do e? 2
—=—— (1 20) . 40
70 (167r|ﬁ’|) (1+ cos®6) (5.40)

Mostramos assim, como obter a secao de choque do espalhamento elétron + pésitron-mion
anti-muon (para feixe nao polarizado), partindo-se das regras de Feynman, usando-se o

truque de Casimir e o propagador de Feynman para o campo de gauge.
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6 Integracao funcional e Funcional Gerador

Nos capitulos anteriores, consideramos a representacao de Heisenberg para
campos livres e a representacao de Dirac para campos em interagao. Podemos mostrar
como valores esperados podem ser calculados em termos de integrais funcionais. Em
mecanica quantica, podemos trabalhar definindo uma base |o,ty) de um dado operador
hermitiano. Tal que

00‘0, t0> = O|O, to), (61)

onde Oy é o operador num instante de tempo inicial. Podemos determinar o espectro
desse operador, num instante de tempo posterior mediante a aplicacao do operador de

evolucao temporal, onde temos
O (t) |o,t) = o|o, 1), (6.2)

em que a base do operador evoluido no tempo, se relaciona com a base inicial pela aplicacao

do operador de evolucao temporal
lo,t) = U (t,t0) |o, to). (6.3)

Um grande nuimero de problemas em mecanica quantica, consistem em determinar a

amplitude de transicao
(o, ts]]o,to) = (0, to|U (ts,to) |o, to). (6.4)
Introduzimos a identidade em termos dos autokets de posigao,
(o', tsllo, to) = /dQNdQMO’,toHQNMQN\U(tfyto) |90 {ol|0, to), (6.5)
de modo que, o objeto basico que devemos calcular, é amplitude de transicao
{gn|U (ts,t0) [0)- (6.6)

Dado que operador de evolucao temporal satisfaz a lei de composigoes, podemos reescrever

a expressao anterior da seguinte forma

(an|U (ts,t0) lq0) = (an| HU (ti, tim1) [0)- (6.7)

=1
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Considerando a completeza, podemos inserir identidades entre os operadores de evolucao

temporal
N-1

{qn|U (tn,t0) o) = /qu_l...dql T (@alU (tia, i) las). (6.8)

i=0
Precisamos agora calcular a quantidade (g;1|U (ti41,%;)|q;). Para isso, introduzimos a

identidade em termos do auto ket de momento linear. Além disso, vamos considerar que

os instantes de tempo sao muito préximos

<qi+1|U(ti+17ti)|qi>%/dpi+1<qi+1llpi><pi|(1 it — 1) H) |ga)- (6.9)

definindo
(pilHl|qi) = (pillai) H (pi> i) » (6.10)

resulta,

(@i |U (tig1, ts) las) = /dpi+1<Qi+1Hpi><pi||Qi> (1 —i(tisa —t) H (piv1,@)) . (6.11)

Agora, inserimos o objeto abaixo em (6.11)

| .
<Qi+1‘|pi> = Ee Gi+1Pi (6.12)
tal que
Gir1|U (tix1, t) |@i) = %ei[qmi*mm’xm(ti“*t"), 6.13
2T
onde definimos
. qi+1 — G;
¢ = ti——t (6.14)
Teremos ao final
dp; o
(ax10 (e o) fao) = [ dar...da H / Hlan-Hoaltn =) (6.15)

Tomando o limite de (t;41 —t;) — 0, podemos definir as medidas de integracao:

fDq = fdQN—L--dCh,

(6.16)
po H f dp1+1 )
Ao final, teremos, ap6s uma integracao sobre as variaveis de momento,
i i [ Lat
(an|U (tn,t0) [0) = N [ Dge’Jo ™. (6.17)
q0

A equagao (6.17)representa a integral de caminho de Feynman. Ela nos fornece a ampli-

tude de transicao em termos da soma de todos os caminhos possiveis entre duas condig¢oes
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dadas. Embora o limite tomado para essa expressao encontre algumas complicacoes, de
modo geral, essa formulacao nos permite uma interpretacao da mecanica classica como
limite da mecanica quantica. De fato, vemos que a maior contribuicao para a amplitude,
vem dos caminhos que minimizam a acao. As contribuicoes quanticas sao vistas como

flutuagoes em torno do caminho classico.

6.1 Ordenamento temporal do produto de funcoes

A representacao em termos da integral de caminho de Feynman nos permite
calcular amplitudes de transi¢ao do tipo dado em (6.17). Tambem, estamos interessados

em elementos de matriz do tipo

(@ trlg (() g (") g (t') |o, to), (6.18)

onde em fisica, o produto de fungoes costuma aparecer ordenado no tempo. Podemos
mostrar que, utilizando o formalismo de integrais de caminho, também podemos colocar
a funcao de correlacao (6.18) em termos de uma integral funcional. Para o caso de apenas

um operador, temos

ar ot
(@', trlq (') o, to) :N/ Daq (t') ¢ i F, (6.19)
q0

Podemos utilizar a mesma técnica e mostrar que para produtos ordenados temporalmente,
/ " ’ o " ’ z’ftf Ldt
(@ tATa () a(¢)o.to) =N [ Dag (¢ (@) 1. (6:20)
q0

E possivel generalizar esse resultado para um sistema com vérios graus de liberdade da

seguinte forma:
(Q't5|Tqi (t") q; (') 1Q, to) = N/DQ% (") q; () ¢iho L, (6.21)

onde temos a medida D@ = Dgq;...Dq,

6.2 Integral de Caminho na teoria quantica de cam-

pos

Considerando agora o caso de um campo escalar, podemos mostrar que o

mesmo conjunto de técnicas podem ser aplicadas para a teoria de campos. Para isso,
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consideremos o caso do campo escalar real ¢,, (o, ¥) e um autovetor |®, ty), tal que
Pop (Lo, T) | P, t0) = ¢ (to, ) [P, Lo)- (6.22)
Na picture de Heisenberg, o operador ¢, (¢, ) terd seus autovetores dados em termos dos
autovetores de ¢, (to, ¥) pela equagao
1D, 1) = UT (¢, t0) |®, to). (6.23)
Podemos, entao, escrever a amplitude de transicao entre dois estados
(D, ]|@, to) = (D', 20|U (2. t0) |, to). (6.24)

Em total analogia ao que foi feito antes, um campo pode ser entendido como um sistema
com infinitos graus de liberdade, onde cada grau de liberdade é rotulado pelo indice

espacial. Sendo assim, podemos escrever (6.24) em termos de uma integral funcional
? i [ Lat
(1| D 1) N/ Dyt i Bt (6.25)
¢

e, da mesma forma, podemos calcular o produto temporalmente ordenado de campos.

Para o caso de dois campos, por exemplo, temos
. R 4.0/ R 5 oty
(@' te| Ty (t”,m”) © <t’,x/> |D, to) = N/ Dy (t",x”) © (t',x’) el Bt (6.26)
©
Podemos entao, aplicando técnicas semelhantes as ja utilizadas em outros capitulos, es-

crever o valor esperado para o vacuo do produto temporalmente ordenado dos campos,

em termos de amplitudes como a (6.26). Para isso, retornemos a expressao (3.42)

lim e"|p) = [2)(Qlp), (6.27)

t—+oo

onde Q) é o estado de véicuo da teoria e |p) um estado qualquer. Podemos entao escrever
@, 00) = [(Q|®, 1). (6.29)

Substituindo na expressao (6.26), temos
N[ D (#,7) o (1, 07) ! o 1t

QT (t”,fﬂ) (t’,:?) Q) = ¢ . 6.30

) e n ) 1 (@ 1 10) (0], ) (630
Novamente, de (6.28), (6.29) e (6.25), temos
ff/ D <t”, x7’> o (t’, 5,) i %5, Lat

f;O’ Dgpei [0, Lat ’

Para uma fungao de Green genérica, podemos escrever de forma conveniente

(QUT e (z1) . (2") () [Q) = N/Dcpcp (™) .o (2") ¢ () et diat, (6.32)

sendo esta, uma abordagem alternativa para o cdlculo das fungoes de Green.

(QITy (t ;E") o (t’, 5) Q) = (6.31)
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6.3 funcional Gerador

Um objeto fundamental definido em teoria de campos, é o funcional gerador
das funcgoes de Green. Sua importancia, estd no fato de podermos determinar todas as
fungoes de Green, por meio de derivadas em relacao as fontes externas. Para o caso do

campo escalar, o funcional gerador define-se como se segue
2.(J) = (QTe S 7'#72|Q). (6.33)

E possivel escrever o funcional gerador Z em uma série de poténcias como

Z(J)= ZO a/d‘lx(o)...d"‘x( )J (33(0)) o (:17( )) G™ (:)3(0), ol )) : (6.34)
Por esse motivo, ele é chamado de funcional gerador das fungoes de Green completas.
oz (J
G (20, . 2™) = (QTp (2) ..o (z™) |Q) = L) (6.35)

T (@) i (™M) |,

Costuma-se definir, ainda, o funcional gerador das fungoes de Green conexas
2(J) = ™), (6.36)

ou de outra maneira,

W (J) = —iln (2 (J)). (6.37)

As fungoes de Green conexas, sao obtidas da seguinte forma:

ng) (a:(o), ...,x(”)) = 0"iW (J)

61T (29) 60T (z(m) (6.38)

J=0
A partir de uma transformacao de Legendre, define-se o funcional gerador das funcoes

1-PI (irredutiveis de uma particula)

L) =W () = [ dtod (2) pu (o), (6.39)

onde ¢ (x) é obtido como se segue

P (1) = ‘?f ((;)). (6.40)

O funcional gerador das funcoes 1-PI é, por vezes, chamado de acao efetiva. Dado que, em
uma expansao em série de poténcias, os primeiros termos estao associados a acao cléssica

e, os termos restantes, carregam as contribuicoes do vacuo ou correcoes quanticas.

Voltando para o funcional gerador das fungoes de Green completas, sabemos

que, se conhecemos Z (J), podemos determinar todas as fungdes de Green ou, de maneira
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inversa, se conhecemos todas as funcoes de Green podemos determinar o funcional gerador
Z (J). Na segao anterior, vimos como representar as fungoes de Green em termos de
integrais funcionais, o que permite uma expressao para o gerador Z (J) em termos de

uma integral funcional

2.(J) = N/Dgpeifd“x‘”% (6.41)

Embora o funcional gerador calculado aqui, remeta apenas ao campo escalar, a gene-
ralizagao para o campo de gauge e o campo de Dirac pode ser feita introduzindo uma
integracao sobre cada campo, além de considerarmos uma fonte externa para cada um

deles. Para a QED, temos o funcional gerador.
Z(J.7m) = /,DA.Dw.Dweifd%(—}lFWFW—2158“AH+¢(iﬁ—m)¢+J“AH+ﬁw+¢n)' (6.42)

Deve-se ressaltar que, devido a estatistica dos férmions, o campo de Dirac deve ser descrito
por varidveis anti-comutativas ou grassmannianas, justificando a quantizacao realizada
em anteriormente na Secao 2.4. O funcional gerador das funcoes de Green conexas,
serd calculado da mesma forma que em (6.37), sendo que seu resultado serd o mesmo
calculado pelo método de Gell-Mann-Low. A acao efetiva também serd calculada de

maneira analoga, apenas introduzindo as fontes para os respectivos campos.
r=w-— /d4l‘ (JHAMCZ + ﬁwcl + @chn) . (643)

Num primeiro momento, pode-se acreditar que nao exista vantagens entre um método e
outro, mas devemos nos lembrar que somente foi possivel realizar a quantizacao covari-
ante, do campo de gauge, para £ = 1 , devido a incompatibilidades entre o formalismo
operatorial e o gauge de Lorenz que serd discutida mais a frente. J4 no formalismo
de integracao funcional, os campos sao c-nimeros, em distingao aos operadores que sao
g-numeros. Deste modo, podemos proceder com o cédlculo das funcoes de Green para
qualquer valor arbitrario de £ . De fato, as vantagens de trabalharmos com o método
de integracao funcional, se tornam ainda maiores quando estamos lidando com teorias de
gauge nao abelianas. Porém, o objetivo desta secao é apenas apresentar alguns objetos

que serao utilizados em se¢oes futuras.
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7 Polarizacao do vacuo

Em capitulo anterior, calculamos a secao de choque em ordem mais baixa na
teoria de perturbagoes, representado pelo diagrama (5.1). Se quisermos calcular corregoes
de ordem maior, podemos expandir a formula de Gell-Mann-Low, até a ordem desejada,
e desenvolver uma série de termos utilizando as contracoes de Wick. Uma 6tima alter-
nativa é também o uso do funcional gerador, de onde se pode obter perturbativamente,
os valores esperados em termos de integrais de Feynman. Seguindo por qualquer um dos

caminhos, considerar os termos de ordem maior, significa calcular termos que podem ser

Z (10)
Eﬁ

(

representados por diagramas
}§ E
() ? E ©
(3) ()

Figura 7.1: Diagramas que representam o espalhamento elétron-pésitron — miion-

)
(8)

antimion. A figura nimero (1), é um diagrama de segunda ordem, enquanto os outros

sao de quarta ordem.

Os diagramas da Figura 7.1, sao os que devemos considerar caso desejemos
calcular a secao de choque até quarta ordem. Aqui, nos deparamos com uma dificuldade
que existe nao apenas na QED, mas que acompanha toda teoria quantica de campos.
Diagramas que deveriam contribuir com pequenas corregoes, acabam se tornando infini-
tamente grandes. Apresentaremos aqui, superficialmente, a técnica utilizada para lidar

com esse problema, técnica esta conhecida como renormalizagao.

Considerar as contribuicoes de ordem quatro no processo de espalhamento

et+e” — ut+p~ , consiste em escrever e calcular cada amplitude de Feynman que tenha
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elétrons e pdsitrons no estado inicial e, mions e antimiions no estado final'. Alguns desses
diagramas podem ser reagrupados, de modo que os mesmos consistem em corregoes aos
propagadores ou, ao vértice da teoria. Um exemplo desse tipo de diagrama ¢ representado
pelo gréfico (7.1).(6). Ao somarmos esse diagrama ao diagrama de ordem dois (7.1).(1),
percebemos que, efetivamente, estamos trocando o propagador da teoria livre, calculado
a ordem zero, pelo propagador a um loop. A um loop, podemos escrever o propagador do

féton
iD" (x —y) =iD" (x —y) + (7.1)
—( —ie)? / d*ud*viD" (z — u)iD"? (y — v) tr [iS (v — u) VaiS (u — v) Y] (7.2)
No espaco dos momentos, temos
iD" (q) = iD" (q) + iD" (q) [~illag ()] iD*" (—q) , (7.3)
que pode ser representado pelos diagramas da Figura 7.2:

AMVWW =\VVWWW + MO

Figura 7.2: Propagador perturbado em segunda ordem.

O objeto —ill,z (¢) é denominado tensor de polarizacao do vacuo. O tensor de polarizagao
do vacuo, vai carregar a influéncia da criacao e aniquilagao de particulas virtuais sobre o

propagador do féton. Este objeto, é definido em termos da integral

(2n)"

il (@) = g [ d'ptr [iB ) (mienn) S @) (mienn)] . (T)

ou explicitamente

—i62 ¢_|_m ﬂ—{—ﬁ—i‘m :|
HO( = d4 t . (67 ’ 75
s (q) (27r)4 / ptr LDQ —m? 4+ zzz7 (q —|—p)2 —m? 4+ 2.575 (7:5)

Neste ponto, devemos nos atentar para possiveis problemas com a expressao (7.5). Para

isso, vamos considerar agora, uma expressao mais extensa para o propagador (Figura 7.3).

\ANVVWW —VWWW -+ VOV

FINCEDW AN DWW AINCE W -
+ MWOVOW ...

Figura 7.3: Graficos que representam o propagador perturbado até ordem 4.

'Quando temos particulas idénticas, o numero de gréficos aumenta devido a indistinguibilidade das

particulas.
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Ainda poderiamos ter considerado o diagrama da Figura 7.4:

Figura 7.4: Grafico do tipo tadpole.

Porém, o ordenamento normal nos dara resultado nulo para esse tipo de di-
agrama. Voltando para a figura anterior, notemos que podemos agrupar alguns subdia-
gramas da seguinte forma: podemos classificar os 32, 4° e 52 diagramas como compactos
e 0o 62 como nao compacto. Da soma de todos os diagramas compactos (Figura 7.5),

associamos a polarizacao —ill,,, .
ANVVWW =AWV AN NN

Figura 7.5: Grafico do propagador em termos dos diagramas compactos.

Onde o circulo cheio representa as contribuigoes do vacuo (Figura 7.6).

Q=0+ 1+ +D ..

Figura 7.6: Gréficos que compoem o diagrama compacto.

No espaco dos momentos, temos a expansao para o propagador perturbado,
iD= D 4 i D [—iTl,g] iDP + i DM [—ill,g) i D [—iTla,) iD¥” - ... (7.6)
Expandido a polarizacao do vacuo em poténcias de ¢, temos:
Mo = ~agap + bapxd® — Caprsd™d’ + .. (7.7)

Substituindo o propagador nao perturbado do féton e, considerando o limite para peque-

nos momentos transferidos,

, 2 3
= —igh” —a —a —a
D = 1— — N I 7.8
' q* +ie ( {qz—i-ia] * {qz —i—z’s} {q2+i5] * > (7.8)

Podemos reagrupar a expressao como segue

iD=
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Em comparacao ao propagador do campo escalar, vemos que a expressao anterior corres-
ponde ao propagador do féton que agora possui uma massa y/a. Outro ponto importante
é que, ao calcularmos o valor de a , temos como resultado

e (0)  —ie? /d4 —2p* + m?
a = = .
4 (2m)? (p2 — m? +ie)”

(7.10)

Uma analise da divergéncia superficial para valores grandes de p , nos mostra que o
comportamento da integral é quadraticamente divergente.

2p2 _m2 A
/d4p( ? N/ pdp ~ A2 (7.11)
0

p? —m? +ie

Aqui, ndés vemos que, além de possuir massa, essa massa ainda deve ser muito grande.
Um fato notavel sobre o féton é o de que, experimentalmente, temos limites muito res-
tritivos sobre sua massa [51]. Isso se reflete na lei de Coulomb e no grande alcance da
forca eletromagnética. De fato, a invariancia de gauge ilustrada na Secao 2.5, requer que
o féton seja nao massivo. Dado que a teoria original é invariante de gauge, o resultado in-
consistente obtido aqui, se explica pelo fato de a expressao (7.5) nao ser matematicamente
bem definida, possuindo algumas ambiguidades. Existem diversas maneiras de contornar
esse problema e fazer a integral se tornar convergente. A esses mecanismos, chamamos

de regularizagao.

7.1 Regularizacao dimensional

Dentre os métodos de regularizacao mais populares, destacamos o método de
regularizacao dimensional. Esse método, consiste em trocarmos as integrais originalmente
na forma I = [d”pf (p) onde D coincide com a dimensionalidade do espago tempo, por
um valor que pode ser ligeiramente menor. Para o nosso caso, trocaremos o valor original
de D = 4 por D = 4 — 2¢ sendo, os resultados finais, expandidos em torno de ¢ = 0. E
comum considerar que a algebra das matrizes gama também ¢ afetada por essa alteracao
mas aqui, vamos sem comprometimento de nossos resultados, considerar que a algebra
das matrizes gama permanece inalterada. A expressao regularizada para o tensor de

polarizacao do vacuo se escreve da seguinte forma
—ie’pt" +m +d+m
Haﬁ(q)=—“D/detr{ 5 ]é —"a ! Qq —s] - (7.12)
(2m) p*—m*+i1e  (p+q)° —m?+ie

O fator p é uma constante com dimensao de massa introduzida, para que a constante

de acoplamento possua a mesma dimensao de massa que a original. A partir daqui,
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utilizaremos uma série de procedimentos matematicos tipicos deste tipo de problema.

Um deles é a parametrizacao de Feynman. Ela consiste em explorar a identidade

1 ! 1
S / du N (7.13)
$182 0 (s14 (82— s1)u)

Substituindo s; = (p* — m? + ic),s9 = ((p + q)2 —m?+ ie) e reagrupando os elementos,

temos
2 4-D
o= =28 [ f o

Podemos transladar o momento p — p — qu e simplificar o denominador

Moy (g) = Z62u4 D/ du/detr{ —u¢i+m>%(¢+(1—u>¢i+m)w} (7.15)

(p® + q2u (1 — u) — m? +ic)?

(p+m)va (P+d+m)p
(0 + qu)® + Pu (1 —u) — m? + i)’

(7.14)

Dado que o numerador é uma funcao par, ainda podemos simplificar um pouco mais

s (q) = _162” o / du / - (7.16)

p —C’—Hs)

onde temos as quantidades

Nog = tr [Prapprys — u (1 — ) dradys + m*vas) , (7.17)
C=m?—q¢u(l—u). (7.18)

Uma ultima propriedade 1til dessas integrais D dimensionais é:

I= /p“p”f (p*) d”p = gg p’f (p°) d” (7.19)

o que nos permite fazer p*p” — p?g"’ /D na expressao (7.17). Desenvolvendo os tracos

das matrizes gama, ficamos com

2—D
Nosg =4 {(sz + C)} Gap + 8u (1 —u) (q2ga5 — qaqg) . (7.20)

Podemos escrever o tensor de polarizagao da seguinte forma

ag (9) = agas + b (¢°9as — ¢ats) (7.21)
onde temos as integrais:
boogpttP 2 — D) D~ p?
0= —462/ dut— /de( ) P ch, (7.22)
o (2m) (p?2 — C + ie)

1 4-D
b= —82'62/ duu (1 — u) a 5 /de ! —- (7.23)
0 ) (p? = C +ie)
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essas integrais possuem valores bem conhecidos em torno de € = 0.

a=0 (7.24)
b= A~ (g2am?) (7.25)
T l2m T g '
Onde, A. = 1 +1In (%) —ve f(z)= 6f01 duu (1 —u)In (1 —4zu (1 —u)) . Podemos

ainda, representar a fungao f graficamente (Figura 7.7).

flq"2/4m"2) | A

|
|
|
e T IR TN EERT 4
2.0 -15 -1.0 0.5 0.5 1o 1.5 2.0

I q2/4m"2
|

4 u
|
|
|

27T |
|
\

® Im(f(x)
@ Re(f(x))
Figura 7.7: Gréfico da fungao f(x)
Deste modo , temos
2
e
g (9) = 972 (A = f (¢*/4m?)) (¢°Gas — Gads) - (7.26)

Usando a regularizacao dimensional, conseguimos resolver o problema de gerarmos uma
massa infinita para o féton. Isso fica implicito, ao calcularmos a integral (7.22) que possui,

originalmente, divergéncia quadratica, tornando-se nula neste cenério de regularizacao.

Ainda resta, porém, a integral (7.23) que possui divergéncia superficial lo-
garitmica. Ao utilizarmos regularizacao dimensional, essa divergéncia foi isolada em ter-
mos do parametro A, . Verifica-se facilmente, que o tensor de polarizagao do vécuo (7.26)
satisfaz a propriedade

qMHuV = qunuu = 0. (727)

Embora tenhamos realizado nossos cédlculos apenas em segunda ordem na teoria de per-
turbagoes, essa propriedade deve se manifestar a todas as ordens, estando a mesma re-

lacionada a invariancia de gauge. Pode-se esperar que o tensor de polarizagao do vacuo



7.1 Regularizacao dimensional 71

possua a seguinte estrutura a todas as ordens

Mg (q) = T1(q) (4°9as — Gads) - (7.28)

Podemos entao, substituindo a expressao(7.28) em (7.6) , mostrar que o propagador per-

turbado se escreve da seguinte forma:

_ -1 1 qﬁqu qéqu
-D&/ e ov ) 92
q? ((1+H(Q)) <g ¢ )+ ¢ (7.29)

Esse propagador, sera utilizado no lugar do propagador nao perturbado. Podemos escrever

a amplitude de um processo de espalhamento de férmions, como se segue

| 1 Qulv Quv \
M = euy'u— <— (g , — = ) + 22 @y 7.30
Z\arng) U e )T (7.30)

Por causa da conservagao da corrente, efetivamente teremos

-1 1
M = euy'u—

Z mﬂ'%u'. (7.31)

Neste ponto, teremos um problema. No limite em que ¢ — 0 , ainda nos resta uma
divergéncia associada ao tensor de polarizacao do vacuo. Na ordem de perturbacao em

que estamos trabalhando, temos

1) = . 7.32
Para contornarmos esse problema, fagamos a seguinte manipulacao.
e -1 1 .,
= ———uyu— 'y, (7.33)
14+ 11(0 2 11(¢)—T1(0)
+ 11(0) q (1 X fiT(m)
Faremos a seguinte redefini¢ao
e
eR = —F——, 7.34
B /T (0) (7.34)
11 (q) —11(0)
% (q) = —F———= 7.35
o que resulta na amplitude,
— —1 1 —/ /
M = epuy'u— ——5—u' 0. (7.36)

¢* (1+117(q))
Vemos claramente, que no limite em que ¢> — 0 , a amplitude (7.36) se torna a mesma
calculada em nivel de arvore, sendo apenas uma redefinicao na constante de acoplamento.
Dado que esse tipo de processo pode ser utilizado para determinar o valor da constante

de acoplamento, vemos que a longas distancias, o que de fato medimos, é a constante
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de acoplamento renormalizada eg, enquanto que a constante de acoplamento nua e, nao
é observavel. Dado que as interacoes nunca podem ser desligadas, o que sempre vamos
observar sera a carga renormalizada, cujo valor experimental serd determinado experimen-
talmente, sendo este, um caminho elegante para resolvermos o problema da divergéncia.
Agora, considerando o limite contrario, onde temos grandes momentos sendo transferidos,
as contribuicoes do tensor de polarizacao do vacuo contribuem com efeitos observaveis.

Combinando as equagoes (7.36), (7.35) e (7.26), temos

— 1
M = equy u—s- 'yl (7.37)

D) 2
7 (1 ke f (g2 4m?))
Essa amplitude de espalhamento é a mesma calculada em nivel de arvore, trocando apenas

a carga renormalizada por uma carga efetiva, que depende do momento transferido.

-1
M= egfffw“u?ﬂ'yﬂu', (7.38)
onde
2 e%
eeff = 82 5 5 . (739)
1 - 12§2f(q /4m )

Para grandes momentos, podemos escrever aproximadamente,

2
R

2
eorp = = o (7.40)
1 - 55 In z
m2e3
Graficamente (Figura 7.8), temos
2
“r A
e,z2 /’_’_’_________,///
1.0000
0.9995 T
0.9990 T
0.9985 T,
0.9980
: : : : : : : : : S
00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20
-q* /4 m

B (1-(e12p)(x)(-1/2)
m (1-(e/12p))In(-4x/exp(5/3))M-V2)

Figura 7.8:
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Como podemos ver, para valores grandes do momento transferido, a funcao
f(x) se comporta como logaritmo, de modo que seu valor cresce lentamente. Embora
esse crescimento seja lento, esse efeito pode ser mensurado [52]. De maneira realista, essa
variacao na constante de acoplamento pode ser influenciada por todas as particulas que
podem aparecer no loop, incluindo todos os férmions e hadrons. Embora nosso célculo seja
simplista, nos permite perceber que, para algum valor suficientemente grande do momento
transferido, a constante de acoplamento deixa de ser pequena de fato: a mesma, se torna
infinita para algum valor do momento transferido. Podemos estimar esse valor para algo

em torno de
VvV —q% ~ 10%%V. (7.41)

Resultados mais precisos indicam que, se considerarmos nao apenas elétrons e mais lo-
ops, esse valor deve ser em torno de 10**e¢V o que, apesar de bem menor, ainda é um
valor extremamente grande. Em teorias como a QCD, verificamos o efeito contrario, sua
constante de acoplamento se torna pequena quando aumentamos a energia. Esse efeito

denomina-se liberdade assintdtica.

O problema da renormalizacao pode ser também tratado em nivel de lagran-
giana. A ac¢ao que nés utilizamos como ponto de partida, foi adquirida diretamente da
teoria cldssica, porém, nada nos diz que a mesma nao pode ser alterada a nivel quantico.
De fato, os célculos feitos até aqui, indicam possiveis mudangas nos parametros da teoria
que podem ser acrescentados em nivel de lagrangiana. Podemos considerar que, termos
adicionais sao considerados a cada ordem na teoria de perturbacao a lagrangiana original,
modificando os parametros da teoria. Esses termos adicionais sao chamados contratermos.

A acao total deve ter a seguinte forma:
S =5+ AS. (7.42)

Os contra termos sao definidos de forma que algumas condi¢oes sejam obedecidas. Uma

dessas condigoes ¢ a de que o propagador satisfaca a seguinte condicao:

5 5
lim —¢° (gw, - ngy) DV = (52 1ot ) . (7.43)

q—0 q2

Essa condicao é consistente com a transversalidade do tensor de polarizacao do véacuo, o

que garante a manutencao da simetria de calibre e com a condicao de que

limIT (¢) = 0. (7.44)

q—0
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Para o objeto original, isso nao é verdade mas, ao substituirmos II (¢) — 11 (¢), temos que
I12 (q) satisfaz essa condicdo, acarretando na renormalizacio da constante de acoplamento.
Podemos, entao incluir um contratermo que resolva essa condigao, possuindo a seguinte

forma no espaco dos momentos:
S = 3024 [ 3 (<0) (g — 10) (). (7.45)
Esse termo adicional altera o propagador para
D71 = _2¢ 5 —¢*¢*P — 62 (q2gw, — quql,) . (7.46)

Da equagao (7.6), temos que

Dy} — T, = Dy}, (7.47)

deste modo, o propagador inverso sera
—¢°g*" — (11(q) + 62) (¢*9as — 1ats) = D). (7.48)

Essa alteracao corresponde a fazermos
II(q) = I (q) + 6Za. (7.49)
Teremos I1(0) = 0, se 674 = —%Ae . De fato, um contratermo desse tipo pode ser

gerado por uma renormalizacao do campo original. Consideremos a lagrangiana

1
LD —ZFB’“’FBW. (7.50)

Reescreveremos o campo nu em termos do renormalizado A? = /Z4A®. Teremos:

LD —iZAFR’““FRW. (7.51)
Podemos simplesmente reescrever:
LD —iFR“”FR,,M — 411 (Za—1) FF" Fp,,,. (7.52)
O termo adicional, é equivalente no espago dos momentos ao termo (7.45), de onde iden-
tificamos ,
(Za—1) =624 = —#AE. (7.53)
Sendo esta a constante de renormalizacao Z4 = 1— #;Ag. Uma série de outros diagramas

da QED estao associados a objetos que exibem a mesma dificuldade que o tensor de
polarizacao do vacuo. Esses objetos, podem ser encontrados ao calcularmos a auto-
energia do elétron e as correcoes ao vértice. Em todos os casos, podemos utilizar uma
lagrangiana efetiva como a (7.52) para resolvermos o problema das possiveis divergéncias
que restam apds o uso da regularizacao e, fixar os parametros da teoria a aqueles que sao

realmente observados.
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8 Violacao de Lorentz e o acoplamento nao
minimo

Até aqui, fizemos uma revisao da literatura visando apresentar o ferramental
que sera devidamente generalizado no desenvolvimento original desta tese. A partir daqui,
trataremos de modelos que consideram a possibilidade de violacao da simetria de Lorentz,
sendo um deles o modelo padrao estendido. O modelo padrao estendido (SME) [5, 6, 7, 4],
tem sido o cendrio usual para investigagoes da violagao da simetria de Lorentz em sistemas
fisicos. O SME é o cenario natural de estudo das propriedades de sistemas fisicos com
violacao da simetria de Lorentz, dado que inclui termos em todos os setores do modelo
padrao que possibilitam a violacao desta simetria. Neste contexto, os coeficientes de
violagdo da simetria de Lorentz (LV) sdo gerados como valores esperados no vacuo de
tensores definidos em uma alta escala de energia. O SME é entao, uma teoria efetiva,
que permite investigar os efeitos da violacao da simetria de Lorentz, tendo inspirado
uma grande quantidade de investigagoes no ultimos anos. Essas investigagoes englobam:
sistemas envolvendo férmions e corregdes radiativas [8, 11, 13, 14, 15, 16, 17, 18] e testes
de violagao de CPT [12] , tendo o setor eletromagnético sido investigado tanto em seus
coeficientes de natureza CPT-impar [20, 21, 22, 28], como também CPT-par [23, 25, 26].
Recentemente, alguns estudos foram direcionados a termos nao normalizaveis, associados
a operadores envolvendo termos de altas derivadas e, reportados com grande interesse
em [27, 53, 54, 55, 56]. Considerando uma QED estendida advinda do modelo padrao
estendido, o setor fermionico e fotonico é posto em interacao utilizando a prescricao de
acoplamento minimo, sendo que, nesta versao, temos que os propagadores livres e os
vértice da teoria sdo alterados. E possivel mostrar que nem todos os termos de violacao
propostos de maneira genérica, proporcionam real violacao da simetria de Lorentz, sendo
alguns deles eliminados por uma redefini¢cao dos campos ou por uma mudanca no sistema
de coordenadas [57]. Ha algum tempo, foi proposta uma nova maneira de estender a QED
usual para que comporte a violagao da simetria de Lorentz. Nesta nova abordagem, os

férmions e os fotons sao postos a interagir, utilizado uma prescricao de acoplamento nao
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minimo [29)].

A
D, =0, +ieA, + zEeMWUAFW, (8.1)

O termo adicional encontrado na derivada covariante é responsavel por violagao da sime-
tria de Lorentz e também da simetria CPT, no contexto da equacao de Dirac, (iv*D,, —
me) = 0, onde o spinor do férmion é 1, enquanto v* = (v°, ¥) é um quadrivetor de fundo
fixo, e A é a constante que mede a intensidade deste novo acoplamento, proporciona uma
série de novos efeitos, tais como a geragao de termos tipo éter finito [13] . Anélises do
limite nao relativistico, revelam que esse acoplamento propicia um momento magnético
(AU ) para particulas nao carregadas [29], ao mesmo tempo que uma fase de Aharonov-
Casher em sua funcao de onda. Foi também mostrado, que esse acoplamento nao minimo
induz o surgimento de fases topoldgicas em contextos mais gerais [31]. Seus efeitos sobre
o espectro do dtomo de hidrogénio foram estudados na referéncia [32], enquanto que, sua
influéncia na dinamica do problema de Aharanov-Bohm-Casher, foi analisado em [33]. Re-
centemente, este acoplamento foi considerado no contexto do espalhamento de férmions
no regime ultra relativistico. Neste trabalho, foi considerado tanto o acoplamento nao
minimo vetorial apresentado no inicio desta secao, como também um acoplamento nao

minimo pseudo-vetorial, representado pela derivada covariante
Dy = O + ieA, + i Apes 2
p = Ou+ieAy +i5Emags0 . (8.2)

Nos dois casos, as correcoes correspondentes a secao de choque proporcionaram o es-
tabelecimento de um limite superior de 1 em 10'? para a magnitude da interacao [34].
Outro trabalho recente neste contexto foi desenvolvido envolvendo aspectos relacionados
ao efeito Hall e aos niveis de Landau [35]. Versoes generalizadas do acoplamento nao
minimo tém sido propostas para examinar a indugao de um grande ntimero de tipos de

fases topoldgicas e geométricas. [36].

No tépico seguinte, nés apresentaremos um novo acoplamento nao minimo, que
se diferencia dos anteriores por violar apenas a simetria de Lorentz, sendo de carater CPT-
par. Este novo acoplamento, conectando os campos fermionicos e de gauge, serd estudado
inicialmente no contexto da equacao de Dirac. Considerando o limite nao relativistico
da equagao de Dirac modificada, nds calculamos explicitamente as novas contribuicoes
ao hamiltoniano nao relativistico. Esses novos termos, implicam correcoes diretas ao
momento magnético, um tipo de efeito Zeeman elétrico ao espectro atomico e uma espécie

de acoplamento tipo Rashba. Esses efeitos sao, entao, usados para impor limites superiores
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a magnitude dos coeficientes de violacao de Lorentz, que serao inferiores a 1 parte em 10*¢

[58).

Em secoes posteriores, também consideraremos o contexto do espalhamento
de férmions no regime ultra relativistico, onde no calculo da secao de choque em nivel
de arvore teremos que adicionar a nova interacao ao vértice usual da teoria. Através dos
resultados obtidos, também podemos impor limites superiores para os coeficientes de LV

[59).

Ainda no contexto deste acoplamento nao minimo, serao estudadas algumas
contribuicoes a um loop deste acoplamento. Sera calculado o tensor de polarizacao do
vacuo. Por causa da natureza especial do acoplamento entre o campo fermionico e o
campo de gauge neste modelo, a constante de acoplamento adicional possuird dimensao
de massa negativa. E esperado entao, que as integrais de loop calculadas sejam mais
divergentes que as usuais. Devido as simetrias impostas ao tensor de fundo e a simetria
de gauge, as integrais possuirao apenas divergéncia logaritmica, assim como na QED
usual. Verifica-se, a partir da estrutura do tensor de polarizacao do vacuo, que uma nova
interacao devera ser adicionada ao setor dos fotons para a possivel renormalizacao a um
loop do modelo. Esta interacao é o bem conhecido termo CPT-par do modelo padrao

estendido [60].
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9 Um acoplamento nao minimo CPT-par

Nos consideraremos um acoplamento nao minimo, envolvendo férmions de Di-

rac e o campo eletromagnético no contexto da equacao de Dirac,
(i7" Dy — m ) =0, (9.1)

onde (¢ é o spinor do elétron, interpretado como funcao de onda de quatro componentes

e a derivada covariante com acoplamento nao minimo sera:

. @) i
DM :0“+16AM+T(KUF)WQBV F 6. (92)

onde, para nossos propdsitos, o tensor (K,p) uvap POSSUIrA a mesma estrutura tenso-
rial que o termo CPT-par (KF)uuaﬁ da eletrodinamica do SME, enquanto que A ¢
a constante de acoplamento ndao minimo do elétron. O tensor (K, r) jwap POSSUITE, ao

todo, 19 componentes independentes, exatamente como (Kp) cujas propriedades

praf o

e efeitos foram examinados em [23]. O tensor de fundo (KF),,,s possui as mesmas

simetrias do tensor de Riemann, (KF)WaB = (Kp)aﬁlw , (Kp)umﬁ = —(KF)VWﬁ ,
(KF) s = — (KF),,p, € duplo trago nulo (Kr)," = 0, além de satisfazer a iden-
tidade de Bianchi (Kr), .5 + (KF),p0 + (KF)u0p, = 0, implicando em um total de

19 componentes . Este tensor, pode ser reescrito em termos de quatro matrizes 3 x 3

KpE, KDBs KHE, FHB, definidas na referéncia [23] como:

(HDE)ij =2 (KF)Oin )

(KHB)mn = % (KF)ijkl €0ijm50kln7 (93)

(kpB); ' = (KF)oijn e = — (”HE)i
As matrizes simétricas kKpg, kgg, contém as componentes de paridade par e possuem
juntas 11 componentes independentes, enquanto que as matrizes de trago nulo kpg, kyg,
possuem juntas 8 componentes independentes, representando o setor de paridade impar

do tensor (Kr) A equagao de Dirac (9.1), pode ser escrita explicitamente como

purap "
()
2

iv'o, — ey A, + (KF) o o FP — | p© =0, (9.4)
onde
ot

2[7“, 7). (9.5)

— )
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A lagrangiana relacionada ao elétron serd
()

NG A . )
Loy =9 (w"au — e Ayt T (Kp) g " — m) o (9.6)

Um caminho facil para ver que o termo de acoplamento nao minimo é de natureza CPT-
par, é observar, que o mesmo, acopla objetos com a mesma quantidade de indices de
Lorentz ¢(9a#q)(¢) ¢ F*8  sendo ambos pares perante CPT. Outros acoplamentos nao
minimos, encontrados na literatura, acoplam objetos com quantidade de indices de Lorentz
diferentes, como ()€ e FoB ou 1p(ysyteh(©) e F8 sendo o primeiro termo fmpar
e, o segundo par, em cada caso. Em ambos os casos, o termo de interagao gerado sera
impar perante CPT, diferentemente do proposto em (9.6), que é par. Usaremos a mesma

parametrizacao (9.3) para o tensor (K,r) e obteremos:

prap o

(K)o 0 FF = 210’ ((spp)y; BV + (hop); 'B) + 25 ((eam) B + (ki) By )

(9.7)

pvaf

Estes resultados sao calculados de forma explicita na representacao das matrizes-y adotada

CO1MoO:

ol = , D Y : (9.8)
Podemos fazer uso da seguinte notagao para simplificarmos a expressao (9.7)

(KF) g " F* = 2ic (B! + B) — 257 (B + B/ ). (9.9)

uraf
Onde nés introduzimos as seguintes definigoes:

]Ek = (KDE)]C]‘ Ej, Bk = (K/DB)kj Bj,

- ) (9.10)
]Ek = (FGHE)kq Eq, Bk = (RHB)k:p Bp,

No espago dos momentos, fazemos a correspondéncia,id, — p,. A equacao de Dirac

correspondente se torna

100 = [a(p — eA)' + eAg + mey°

o o (9.11)
@i (BT + BY) + A0k (Ek + Bkﬂ we©,

9.1 Limite nao relativistico

Para seguirmos com nossas investigagoes sobre esse acoplamento nao minimo,

nos vamos tomar o limite nao relativistico da equagao de Dirac. Escrevendo o spinor 1
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em termos de suas componentes forte ¢ e fraca x temos,

P = . (9.12)

A equagao de Dirac (9) se torna em um par de equagoes, acopladas em termos das duas

componentes,
[E —eAy—m.+ LV1] ¢ — [o'(p — eA) — LV2] x = 0, (0.13)
[oi(p — eA) + LV2] ¢ — [E — eAg +m, — LV1] y = 0, '
com
LV1 = —\©gk (E’f + Iéak) ,
SN (9.14)
LV2 =i\®o7 (E + B7).
Neste ponto, nés identificamos o momento canonico definido como se segue
= (p—eA)". (9.15)

No limite nao relativistico, podemos escrever EFyr = EF — m,.. Neste limite, Enygp < m, €

a componente fraca se escreve em termos da componente forte da seguinte forma

o] [o'n" + LV2] ¢. (9.16)

Substituindo na equagao (9.13), nos resta
[E—er—me—i—LVl] ¢:
= ;} [(o'n" - ) — LV2] [(o'n") + LV?2] ¢.

T [2me

(9.17)

Em primeira ordem, nos parametros de violagao de Lorentz, o hamiltoniano nao rela-

tivistico se escreve da seguinte forma:

e — 1 [<? _ 62)2 _ e (7 . ?)} +eAp+ )\(e)gi(E —HE%)Z

X9 (B4 B)(F x P)+LL (B4 B) (T x A) (9.18)
+§7fn) [@-Ei + ;B +z‘?~(7xﬁ) 1o (? % ﬁ)] _

No caso de termos campos uniformes, o hamiltoniano se torna

HEO - 1 [<? B 62)2 —e (7 . ?)} +eAy+ )\(e)gi(E —HB%)z’

2Me

29 (g B (T x P+ (E+B) (7 x Ay

me

(9.19)

Este hamiltoniano induz uma série de novos efeitos. Notemos que o termo (E) (o x )’
é uma generalizacdo do acoplamento de Rashba av’(d x p)' [24], enquanto Ao (I@) ',
implica uma contribuigdo ao momento magnético anémalo do elétron. Outro exemplo é
o termo \®)¢? <]E>Z, que rende uma espécie de efeito Zeeman elétrico na total auséncia de

campo magnético.
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9.1.1 Efeitos nao relativisticos

Nesta secao, nés analisaremos alguns efeitos fisicos induzidos pelos termos de
corregao encontrados em (9.18). Neste sentido, nés particularizaremos este hamiltoniano
para algumas configuracoes especiais dos campos elétrico e magnético. Além disso, temos
- inicialmente - particular interesse nos coeficientes que nao sao suprimidos pela massa do

elétron que, no limite nao relativistico, é considerada grande.

Nos comegamos nossas discussoes pela correcao induzida ao espectro do atomo
de hidrogénio. A fim de computarmos a contribuicdo associada ao termo A\(®¢? (E)l,
envolvendo o operador de spin, é necessario trabalharmos explicitamente com as solugoes
do hamiltoniano nao perturbado |n, j, m;,, s), que é adequada para a situagao onde existe
adicao de momento angular ( J = L+ 5) com n, j, m;, [, s, sendo o conjunto de nimeros
quanticos associados ao problema. Neste caso, a correcao a energia é dada da seguinte

forma:

AE =X, j, my, 1, 5|0’ (E)Zm, 4, my, 1, s). (9.20)

Agora, nés adotamos uma configuracao em que S, esté orientado na direcao z, tal que
o <JE) — (kip)y; 0-Ej, (9.21)

com E; sendo as componentes do campo elétrico e (kpg),;, as componentes nao nulas do

357

elemento de matriz (kyg) . Logo,
AE =\ (/{HE)gj Ei(n, j, mj, I, s|o,|n, j, m;, 1, s). (9.22)

Para completarmos este calculo, é necessario escrever as solugoes na base de auto estados

do operador de spin |+) e |—) , de forma que temos a expansao para j = [ + %

: [l+m;+1/2 l—m;+1/2
|77,, Js Mg, l73>: %J—H’+>’n7l7m]_1/2>+ Z/T‘_>‘nal7mj+1//2>a

(9.23)

o que nos fornece
m;
204+ 1

AE =2\ (kyp),, E; (9.24)

Para o caso em que j =1 — 1/2, teremos

| [—m; +1/2 [[+m;+1/2
n, j, my, l,8) = %J—H|+>|”=l7mg‘ —1/2) — W!—Hn,l,mj +1/2),

(9.25)
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e, consequentemente, teremos

AE = —2)\© ol 2
(ktre)s; Bigr7 (9.26)

onde teremos sinal positivo para 7 = [ 4+ 1/2 e negativo quando j = [ — 1/2, respecti-
vamente. A dependéncia em mj;, proporciona uma separacao em (2j + 1) linhas, repre-
sentando um tipo de efeito Zeeman elétrico (devido a presenga de um campo elétrico,
que pode ser externo ou atomico).As corregoes da QED usual aos niveis do atomo de
Hidrogénio sdo chamadas de Lamb shift [62]. Neste trabalho [63], essas corregoes ao nivel
de energia mais baixo, sao calculados com um precisao melhor que 1kHz , que corresponde
a um valor inferior a 10~ eV . No que diz respeito a possibilidade de limitarmos os coefi-
cientes de LV a partir de (9.24), consideraremos que essa corregao deve ser razoavelmente
inferior a 1071%V . Trabalhando com um campo elétrico atomico tipico, cuja magnitude
é dada em unidades naturais como sendo aproximadamente (F) = 1.2 x 10% (eV)? para o

estado fundamental 1.5/, , temos entao o seguinte limite:
AN (kpg)y By < 1070V (9.27)
O que nos fornece um limite superior
IND (kpp)y| <8 x 10717 (eV) 1. (9.28)

Outro efeito encontrado no hamiltoniano (9.18), estd associado ao momento anémalo
magnético do elétron. Um estudo feito sobre a influéncia da violagao de Lorentz, neste
contexto, é encontrado em [61]. O momento magnético do elétron é ﬁ = —gus, com p =
e/2me e, para o elétron, g = 2 é seu fator giromagnético. O momento magnético anomalo
do elétron é dado por (g —2) /2 = a, com a = 0.00115965218073 [64], representando o
desvio em relagao ao caso usual. Neste caso, a interacao magnética é H' = —pu (1 + a) &B.
Em concordancia com as medidas muito precisas e os cdlculos da QED pura [64], o fator de
correcao é determinado tal que o desvio entre o valor previsto ,considerando-se apenas a
QED pura, e o valor encontrado é menor que Aa < 3-107!*. No nosso caso, o hamiltoniano
(9.18) propicia uma corregao em nivel de arvore em termos do coeficiente de LV ao fator

giromagnético, que nao pode ser maior que a. A interacdo magnética total em (9.18) é
m (? : ?) + 2@ (IE: + ]]3%) . (9.29)

Para um campo magnético na direcao do eixo z e um spin polarizado também na direcao

z, a interagao assume a forma

)

1427 o] (080, (9.30)
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©) < § . .
com ’\T (kmB)33 representando uma correcao em nivel de arvore decorrente do coeficiente
de LV, que deve ser menor que a . Fazendo essa consideragao, nés obtemos o seguinte
limite superior:

A (kp)as] < 9.7x 107 (eV) ™ (9.31)
HB)33| =~ 7- ) :

onde nds usamos p = 8.36 x 1078 (V)" .

9.2 Conclusoes da secao

Nesta se¢ao, nés introduzimos um novo acoplamento nao-minimo, responsavel
por violar a simetria de Lorentz, porém, sem violar a simetria CPT. Este acoplamento
de carater CPT-par, acopla o termo ®o*”1) de dimensao de massa 3 e o tensor F'* de

dimensao de massa 2 através do tensor (K, r),,qs, andlogo ao tensor (Kr) da eletro-

prof
dinamica CPT-par do modelo padrao estendido. Dado que este acoplamento é classificado
como sendo de dimensao 5, sera necessaria a introducao de uma constante de acoplamento,
cuja dimensao de massa serd negativa. Ao considerarmos este acoplamento no contexto
da equacao de Dirac, o limite nao relativistico nos revelou uma série de novas interagoes,
como um tipo de efeito Zeeman elétrico, correcoes ao momento magnético anomalo do
elétron e um acoplamento do tipo Rashba. Os efeitos mais sensiveis sao aqueles associa-
dos a termos nao suprimidos pela massa do elétron. A partir do efeito Zeeman elétrico,
podemos estimar um bom limite superior ‘)\(e) (/{HE)3j) < 8x107Y (eV)™", enquanto que
as correcoes a0 momento proporcionaram um limite superior em torno de 1 em 10'° . Este
e outros resultados foram publicados na referéncia [58](R. Casana, M. M. Ferreira Jr, E.

Passos, F.E.P. dos Santos, E.O. Silva . PRD 2013), onde ¢ discutida a possibilidade de

impormos limites ao outros coeficientes, utilizando as interagoes restantes.
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10 Acoplamento nao minimo no

espalhamento elétron-pésitron

Na se¢ao anterior, nés estudamos a influéncia do acoplamento nao minimo no
contexto da equacao de Dirac. Ao tomarmos o limite nao relativista, vimos seus efeitos a

baixas energias, associados ao atomo de hidrogénio.

Como foi dito em secoes anteriores, além das investigagoes realizadas na es-
trutura do SME, alguns outros trabalhos propuseram uma maneira alternativa para in-
vestigar violacao da simetria de Lorentz fora deste quadro mais amplo. Alguns deles,
envolveram acoplamentos nao minimos, que modificam o vértice de interacao entre os
férmions e os fétons. Acoplamentos CPT-impar, onde adicionamos a derivada covari-
ante termos como gvuﬁ e g'y5buﬁ # - foram considerados ha algum tempo, no contexto
da equacao de Dirac, com interessantes consequéncias no limite nao relativistico, envol-
vendo fases topoldgicas [29], [30, 31] e corre¢oes ao espectro do dtomo de hidrogénio
[32]. Tais acoplamentos, também mostraram ter conexao e implica¢oes com o problema
de Aharonov-Bohm-Casher [33] e, mais recentemente, para investigar a geragao de fases

topoldgicas e geométricas [36].

Estudos tedricos sobre o calculo de se¢oes de choque, na presenca de termos
de violagao de Lorentz, foram realizados por alguns autores [11], procurando elucidar o
procedimento para que se possa calcular secoes de choque para processos de espalhamentos
gerais. Recentemente, alguns autores desenvolveram um estudo sobre o espalhamento
Bhabha [34]. A partir da segdo de choque obtida e, em comparacao com alguns dados
disponiveis sobre tal espalhamento [37], foi possivel impor um limite superior |gv,| <

10712 (eV) 7"

Nesta secao, nés vamos considerar um bem conhecido processo da eletro-
dinamica quantica, o espalhamento e + e~ — u™ + = na presenga do novo aco-
plamento ndo minimo [58], envolvendo férmions e o setor de gauge. Primeiramente, nds
calculamos as amplitudes de espalhamento considerando novos diagramas de Feynman, em
decorréncia do novo vértice da teoria. Para que possamos calcular a segao de choque total,

comegamos escrevendo as amplitudes quadraticas do espalhamento nao polarizado usando
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o truque de Casimir. Por simplicidade, nos atentamos aos subsetores de paridade par e
fmpar do tensor de fundo. Ao final, seguindo a abordagem das referéncias [34] e [37], nds
comparamos a se¢ao de choque obtida com os dados experimentais, ajustando um limite

para a magnitude do novo acoplamento para algo da ordem de |\ (Kp)| < 10712 (eV)™".

10.1 Modelo tedrico para o calculo do espalhamento

Nos estamos interessados em analisar aspectos da eletrodinamica modificada,

onde a lagrangiana dos férmions é escrita da seguinte forma:
Ly = 99" D, — m)o. (10.1)

Onde a derivada covariante usual é suplementada pelo termo CPT-par, de acoplamento

nao minimo, tal que,
. A v raf

onde (Kor) .5 ¢ um tensor de fundo andlogo ao tensor (K,r),,,g do setor de gauge do

pra

SME. Usando as simetrias do tensor (K,r),,,s Da lagrangiana (10.1), nés obtemos

. A -
Ly =1 (w“@u —ey" A, + B (Kop) s o FP — m) 0. (10.3)

O novo acoplamento representado por (AK,r),vag, possui dimensao de massa [AK,p] =
—1, o que leva a uma teoria nao renormalizavel por contagem de poténcia. Esse aspecto
nao representa nenhum problema nesta investigacao, dado que estamos interessados em

analisar o espalhamento em nivel de arvore.

Agora, nés apresentamos a lagrangiana da QED modificada,
Lmodqep = Lqep + L1V, (10.4)

onde Lqpp ¢ a lagrangiana usual da QED e, L1V representa a nova integragao produzida

pelo termo de acoplamento nao minimo, a ser considerada

by _
LIV = §(KUF)HVQ5¢0“"¢FW. (10.5)

A teoria representada pela lagrangiana (10.1) possui, além do vértice usual o — —iey*

um vértice adicional associado a LV, representado por

X — Z/\Vﬂ = /\(KF),waga’“’qo‘, (106)
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no espaco dos momentos, sendo ¢¢ o momento transferido.

Nos estamos interessados em analisar como o espalhamento elétron-pésitron,
et +e” — put 4+ p, é alterado pelo novo vértice. Este processo pode ser descrito pelos

seguintes diagramas de Feynman de nivel de arvore (Figura 10.1):
W pto pow pho o
e ete” ete” ete” e’
Figura 10.1:

Para isso, nds usaremos a seguinte parametrizacao:

1
(KUF))\uép _ 5 [g)\él%yp _ gutSHJ)\p + gVPH/\E _ g)\p/_ﬂué] ) (107)

Que é conhecida por representar as 9 componentes nao birrefringentes do tensor (Kr) do

SME, onde k" = (KF) " é uma matriz simétrica de trago nulo. Em nosso caso,

K = (Kpp) M (10.8)

«

Motivos adicionais para limitarmos nossos calculos a essas componentes sao dados na
conclusao desta segdo. Em termos desta parametrizacao, a lagrangiana de interagao (10.5)
é reescrita como

L0 = Nk, gba ) F,P, (10.9)
que implica no seguinte vértice:
INVE = \¢® (K" og, — Kygo™) . (10.10)

As componentes do tensor podem ser classificadas por suas propriedades de paridade. As

componentes kg, k;; sao de paridade par, enquanto kg; ¢ de paridade fmpar.

10.2 A secao de choque

Nesta secao, nos calcularemos a secao de choque diferencial e secao de choque total para
0 processo,

et +e = put+pu, (10.11)
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onde as particulas rotuladas com momento e varidvel de spin como et (p1; s1) , e~ (p2; S2)
T (p/l; 5/1) e u” (p/z; 3/2) Nés trabalharemos no referencial do centro de massa (CM),
onde as varidveis de momento se tornam p, = (E,p) , p» = (E,—p) , p, = (E, ) e
p; = (E,—p'), com py, ps e p’l, p'2 representando os momentos das particulas incidentes e
emergentes, respectivamente. O momento transferido (¢ = p1 + p2) é ¢° = (\/s, 0), sendo

Vs a energia no CM. Neste referencial, também temos ‘]51|2 = |p” — m; +mZ, e

P2 =P =0 = " = A0, (10.12)

com my, m. representando a massa do muon e do elétron, respectivamente. As compo-

nentes do vértice sdo VY =0 e
Vi = \/5 (liooO’Oi — Iiz'jO'Oj — IinO'ij) . (1013)

Cada parte do vértice pode ser classificada com relacao a paridade

Vi=Vi+ Vi, + V2, (10.14)
onde Vi, = \/skooo” ¢é a parte isotrépica de paridade par, V, = —/sk;;0% estd relacio-
nando a parte anisotrépica de paridade par, e V' = —/sko;07 = \/sk;0" é a contribuigao

decorrente da componente de paridade impar.

Neste cenario, a secao de choque diferencial é dada por

do 7]

0 s IM)*. (10.15)

A amplitude de espalhamento pode ser lida dos diagramas de Feynman, de modo que

—So s1 1 _gl AV
M=) [7°2(pa) T, u (Pl)]?[u Hp)T @) w* (p2)]; (10.16)
a,b
onde
[lgy = —ie”, T}y =iAV", (10.17)

correspondendo ao vértice usual e ao novo vértice. Também temos que , u*'(p1) e v°2(p2),
sao os spinores de elétron e pdsitron, enquanto 7 (pll) , V52 (p;) , representam o muon e
antimuion. Para avaliarmos a secao de choque do processo nao polarizado, a quantidade
relevante é (|M|?) , definida como |M|* = 37 MM*, onde a soma é feita sobre os indices de

spin s1, Ss, 5'17 5'2 . Esta amplitude quadratica, pode ser calculada utilizando-se o truque
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de Casimir, baseado na relagao de completeza e propriedades das matrizes gama. E sabido
que

1

M= D [a ()T (pa)] 517 2 () Ty ™ (p)) (10.18)

a,b

A amplitude quadrada é escrita como

(IMP?) = 302 22 0% (p2) Tl (p1)@™ (p1) gy 0% (p2) X
, ) , - ) (10.19)
X1 (1)1 (0)u°2 (p2) V%2 (P2) T (2 ™ (py)-

Onde f“(‘i) = ’yOF’(‘J) Y e a soma é feita sobre os indices de spin e sobre os indices a, b, ¢, d.

Usaremos a relacao

%2 (pa) Ty u’t (p1) @ (p1) Ty 0% (p2)

’ (10.20)
= tr(Dyu™ (p1)u™ (p1)I, v (p2) 0™ (p2)).-
A soma sobre os indices de spin nos fornece
(M) = 7L (M) (10.21)
4t T N o '
onde
7 2 177

L L( )—l—L( )+L( )+L( 1) (10.22)

com
L = tr[Th) (b +me) T, (b — me))] (10.23)

— /
M(ab),uy - Z571[1—‘(a)u (162 6) (]é + me)]
Notemos que os indices latinos entre os parénteses (a, b) podem assumir somente dois va-
lores, 0 ou 1, correspondendo ao vértice usual e o novo vértice nao minimo, propriamente

definidos nas equagoes (10.17).

Em seguida, para facilitar nossos calculos e melhor discutir nossos resultados,
nos propomos a separacao das contribuicoes vindas dos setores de paridade par e paridade

impar.

Contribuicoes do setor de paridade impar

Para calcularmos as contribuigoes do setor de paridade fmpar a secao de choque, nés

restringiremos o vértice (10.14) a

V= \/so"k;, (10.24)
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onde k! = (K)¥¥ . Usando as técnicas de traco de matrizes gama. e usando a identidade
F 5 9

(10.12), podemos mostrar

Lz{n) - szlo) = Mg,y = Mg,

gy =M, =0. (10.25)

Os termos nao nulos dos tensores (10.23) sao

Liky = ety iy’ — miy'yi),

Ly = Ntr[Vip Vg, — m2Vivi, (10.26)
My, = trly i — m2rind),
My = Ntr[Vg Vg, — m2Vivi).
Enquanto que L?g b = Lé‘fb) = M(Oa‘;)) = M(‘fl %) = 0 . Estes ultimos termos, estao explicita-
mente representados da seguinte forma:
Ll =& (2567 — 8pip), My = ¢ (235” _ 8p’ip’j) , (10.27)
Lij — 8)\2S€ikm€jln n mkkkl’
() e (10.28)
M(Zil) — 8)\28€zkm€j lnp np mkkkl'
A amplitude quadratica é
2
12 = 75 (it Moy + Ly Mitoy + ity My + Ly Midy ) - (10.29)

A sec@o de choque diferencial é obtida substituindo este resultado na equagao (10.29) e

na equagao (10.15). A secao de choque total é obtida por integragao,

_ 7] 2
= s /<|M| ) dQQ. (10.30)

Tomando o vetor de fundo como fixo, nés integramos somente nas variaveis angulares das

particulas espalhadas, de modo que

JAMP) d = g [LG [ Migd2+ L, [ M€

o St (10.31)
+ Lgy [ MyldQ + LY, [ M1d€] .
Essa integral proporciona
J M9 = S (s — am) (595 = )

onde foi usado [ pip7dQ = 3 (s —4m?) m6". No limite ultra relativistico, nés fazemos

me =m, =0 . A secdo de choque resultante (até segunda ordem) é

1
o=o0qep |1+ @)\2 (3s|R]* -4 R)?)| . (10.33)
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O resultado, pode ser particularizado de duas maneiras com relagao a orientagao do feixe
em relacao ao vetor de fundo x%: para o caso do feixe ser perpendicular ao vetor de fundo
K-p =0, nds temos

0= 00ED ( + —>\2\ R > (10.34)
J& para o caso em que o feixe é paralelo ao vetor de fundo, i - p'= |K|1/s/2 , a se¢ao de
choque total é dada por

o = oomp (1 + _v & |) (10.35)

Os dados experimentais vindos de [37] para o processo de espalhamento et + e~ —

uw + p~ nos fornecem

0 — 0QED 2s
_ YQED i— 10.36
OQED 1\2 ’ ( )

onde /s =29 GeV e A, = 170 GeV com 95% de nivel de confian¢a. Comparando (10.34)

e (10.35) com (10.36) , nés obtivemos o seguinte limite:

IAE| <3 x 1072 (eV) ™t (10.37)

Contribuicoes de paridade

No6s comecamos considerando a contribuigao isotropica, a qual estd associada

ao vértice V{; = \/skooo”.Neste caso, os elementos dos tensores (10.23) sao

Ligy) = €*trly"pry"p2 — mgyy",
Ligy = ieXtr[y'pi VY — 4"Vl
Lﬁyo) —ieXtr[Vihy” — Vi pel,

Ll(Alyl - )‘2”[‘/ Iﬁlvﬁﬂb val Jlrll]

(10.38)

As componentes do tensor M (“ ", sao escritas da mesma maneira, trocando p;, ps, m, por
ab)’ I ) I

’ ’
D1, P2, my. Neste caso,

Lo — o

oy = Liany = Mty = Mgy = 0, (10.39)

restando as componentes nao nulas dos tensores Ll(fl b M@b), dadas por

L’(] o1 = Lz o) = = 4eAkgysm0Y,

M(” o = M( o = = deXkgosm,, 0,
Lty = 85A2 (k0)” (m26Y + pip)

M(Zfl) = 85\2 (kgo)” (mié” +p”'p'j) .

(10.40)
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A amplitude quadratica se torna

<|M| > 452 (L(OO) + 2L(Ol) + L(11)>

(10.41)
1j ij
X <M<o o) +2MGg, + M(u))

Seguindo com as integracoes e, tomando o limite ultra relativistico (m. =m, =0), a

segao de choque total (em segunda ordem) é

o = oomp (1 + 2 Ao ) (10.42)
Comparando o resultado com (10.36), temos

|Argo] < 2% 10712 (eV) " (10.43)

Nos continuamos agora com a contribuicao anisotrépica de paridade par, cujo vértice
relacionado é Vi, = —/sk”0%. Tomaremos, desde o inicio, o limite ultra relativistico

(me =m, =0). Os tensores (10.23) sdo reescritos como

Ligyy = €*tr[y"p17"pa,

(10.44)
LiYyy = Ntr[VE i Viapol,

com as componentes do tensor M, (”“ ) lidas de maneira similar pela troca de p;, ps, m, por

/ ’ .
D1, Pa; My, de onde temos explicitamente

Op 10 Op  _ aqn0
Liayy = Liary = Miar) = Mapy =0,
L?u) = 8sA 2k Rilplpk, (10.45)
My = SNk,
implicando em
1 17 17 ik 1
(M) = 5 [E6bMi + 8 ()™ ()7 (0" MG + Ligw"p™) | (10.46)

Desenvolvendo a integragao no angulo sélido, alcangamos o resultado

/ (M) 16” {Hf—;(s (,.@2)"’44(%%)2)}, (10.47)

onde (k?)" = k“k?". Escolhendo a diregao do feixe, tal que £”p; = 0' e, inserindo na

secao de choque, nés obtemos

)\28 i
0 = 0QED (1 + F ( 2) ) 5 (1048)

'Uma parametriza¢do comum para a componente anisotrépica de paridade par é k¥ = [ (u'v? + uiv')

com u'v) =0 .
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implicando no seguinte limite superior:
M| < 5 x 1072 (eV) L. (10.49)

Notamos que, o limite superior sobre os parametros de paridade par e impar, possuem a

mesma ordem de grandeza.

10.3 Conclusoes da secao

Nesta secao, nos estudamos a influéncia da violagao da simetria de Lorentz através do
acoplamento nao minimo CPT-par, especificamente sobre o processo de espalhamento
et +e” — pu™ + p~ . Esse novo acoplamento, implica a insercao de um novo vértice,
aumentando o numero de diagramas que representam o processo em nivel de arvore.
Nos efetuamos o calculo das contribuicoes deste novo acoplamento a secao de choque
do processo de espalhamento nao polarizado usando o truque de Casimir. Este calculo,
foi desenvolvido com relativo detalhamento para os coeficientes de paridade par e impar
no limite ultra relativistico (m. = m, = 0) e ao final, comparamos os resultados obtidos
com os dados sobre o espalhamento encontrado na literatura [37]. Nés tivemos sucesso
em impor o limite superior a um nfvel de 107'% (V)™ sobre os coeficientes A (), ,
de violacao de Lorentz, representando uma boa rota para restringir a intensidade deste
novo acoplamento em um ambiente relativistico [59] (R. Casana, M.M. Ferreira, Jr., R.
V. Maluf, and F. E. P. dos Santos . PRD 2012). E importante mencionar que esses
limites nao podem ser comparados diretamente aos limites superiores impostos sobre

o coeficiente CPT-par (Kp) do setor de gauge do SME encontrado nas referéncias

puraf
23], [25], que é uma quantidade adimensional. Os limites impostos aqui, foram sobre
uma quantidade dimensional A (K, r) wap » Tepresentando um limite sobre o acoplamento
CPT-par entre os férmions e o campo de gauge. Dado que utilizamos a parametrizagao

nao birrefringente do tensor (Kr) deixamos de considerar 10 das componentes do

praf o
tensor (K, p) uvod também. O ponto é que, esses coeficientes, contribuem a secao de
choque modificada também em segunda ordem, implicando os mesmos limites obtidos
anteriormente. Por este motivo, nés podemos entao estender os limites conseguidos para

-1

todas as suas componentes, de modo que |\ (K,r)| < 10712 (eV) ", sem a necessidade de

mais calculos.

Uma investigacao interessante consiste na possivel conexao entre este acopla-
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mento nao minimo, que é de dimensao 5, e os termos de dimensao superior encontrados
na referéncia [53], que discute termos de dimensao superior no setor fotéonico. Em nivel
de arvore, este operador de dimensdo 5 nao estd contido neste cenario [53]. A conexao
comegca a aparecer quando tomamos as correcoes radiativas geradas por este acoplamento
nao minimo. De fato, a avaliacao do tensor de polarizacao do vacuo a um loop do féton,
conduz a operadores de dimensao 4 e 6. O operador de dimensao 4 é exatamente como
o termo CPT-par (Kp),upe " F*? . O operador de dimensao 6 é, em segunda ordem em
MK, r e, pode ser englobado na referéncia [53]. O fato de ser possivel a geracao radiativa
do operador de dimensao 4, provavelmente possibilita uso dos limites existentes sobre o
termo CPT-par (Kr) ,wap Para impor limites melhores sobre a magnitude da quantidade

A KF) Na secao seguinte, iremos proceder com a andlise desta questao.

prafB -
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11 Tensor de polarizacao do vacuo

Durante as ultimas secoes, nés temos investigado a influencia da violacao da
simetria de Lorentz em alguns sistemas fisicos como o atomo de hidrogénio , onde foi
tomado o limite ndo relativistico [58] e também no processo de espalhamento et + e~ —
ut 4+ p~ em nivel de drvore onde foi tomado o limite ultra relativistico [59] . Para isto,
foi considerada a inser¢do de novos termos de interagao (termos LV de acoplamento néo
minimo) na lagrangiana. Esta abordagem, que difere da usual foi investigada em um
estudo pioneiro encontrado na referéncia [29], onde foi proposta a inser¢ao da violagao
de Lorentz através de um acoplamento nao minimo envolvendo férmions e o campo de
gauge D, = 0, + ieA, + i%suAa,gv’\Faﬁ no contexto da equacao de Dirac. A constante
A que mede a intensidade do acoplamento, possui dimensao de massa negativa, [A\] =

mass’l .

Este tipo nao renormalizavel de teoria, tem sido estudada em varios cenarios
distintos em nivel de &rvore [32, 33, 34, 35, 36]. Outra questdao muito interessante que
tem sido examinada na literatura, ¢ a geracao radiativa dos termos de violagao de Lorentz
pertencentes ao SME. Este tépico foi primeiramente encontrado no final dos anos 90 nas
referencias [65], onde foi argumentado que o termo CPT-impar ou termo de Carroll-
Field-Jackiw e"?? (kar) u A F,,, pertencente a eletrodinamica do SME ¢ radiativamente
induzido pelo termo b/ﬂﬁfy“%w do setor dos férmions. Este processo conduz, a um loop,
ao tensor de polarizacao do vacuo, 11" = /ﬁé“”aﬁbaqﬂ , cujo coeficiente x depende da
prescricao da regularizacao usada. Tal ambiguidade desencadeou uma grande polémica

sobre a possibilidade do termo de CFJ poder ser gerado ou nao, dado que uma prescri¢ao

invariante de gauge, em principio, proporcionaria £ = 0 [15, 66].

Outro desenvolvimento na geracao radiativa, incluindo a induc¢ao da acao tipo
Chern-Simons em uma extensao LV da QED nao massiva, efeitos de temperatura finita e

divisao tripla, sdo encontrados na referéncia [18].

Na referéncia [13] foi demonstrado que um termo de violagao de Lorentz CPT-
par tipo éter [14, 67], pode ser gerado propriamente quando o acoplamento adequado com

o campo spinorial é considerado.

No primeiro trabalho da ref. [56] o primeiro termo de derivada superior (di-
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mensao-5) CPT-impar da QED estendida proposta em [53] foi radiativamente induzido

pelo termo envolvendo o coeficiente g***.

A geracao radiativa de outros termos de di-
mensao superior, incluindo-se o de Myers-Pospelov, foi conseguida no segundo trabalho da
ref. [56], partindo de uma QED modificada por um acoplamento nao minimo CPT-impar
da ref. [29]. Um estudo interessante sobre um modelo para QED também modificado por
acoplamento nao minimo €,,57"0* F*® foi desenvolvido na ref. [16], onde foi mostrado
que as corregoes quanticas a um loop ao propagador do féton podem proporcionar dois
termos de violacao de Lorentz ao setor dos fétons: o termo CPT-impar usual de Carroll-
Field-Jackiw e um termo CPT-par tipo éter b,b,F*’F*  primeiramente gerado em na
primeira referéncia de ref. [13]. Este termo tipo éter descreve algumas cas componentes do

termo CPT-par usual (Kp) mas nao sua estrutura completa. Na referéncia [17], uma

pvap
investigagao similar foi desenvolvida com, considerando uma versao quiral deste acopla-
mento €u)\a,3"}/5"}/ub)\F @8 com resultados andlogos. Novos termos gerados radiativamente
foram recentemente encontrados na ref. [18]. Algumas pistas sobre a geragao radiativa

da parte nao birrefringente do tensor CPT-par, (Kp)? ., = (cu + ¢u)/2, a partir do

ppv
termo c,,, setor dos férmions pode ser encontrado na referéncia [68]. Notemos entretanto,
que as contribuigoes até aqui, geram somente uma parte do tensor (Kg) completo. Como
previamente apontado nas se¢oes anteriores, propomos um novo acoplamento nao minimo
CPT-par de dimensao 5 acoplando o setor fermionico e o campo de gauge representado

pela derivada covariante modificada (9.2) e investigamos seus efeitos no limite nao rela-

tivistico e também efeitos de um espalhamento em nivel de arvore.

Nesta se¢ao, nés vamos mostrar que o termo CPT-par da eletrodinamica do
SME pode ser gerado radiativamente em sua estrutura completa. Para isso, vamos uti-
lizar a regularizacao dimensional e partir dos termos de interacao. Em conclusao, nos
discutiremos como esses resultados podem melhorar os limites previamente encontrados

a magnitude do acoplamento do novo acoplamento

11.1 Acao efetiva

O modelo para QED que consideraremos, é o apresentado em (10.4). Primeiramente nds

estamos interessados nas contribui¢oes do campo fermionico modificado com a interagao de
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acoplamento nao minimo, a acao efetiva do campo eletromagnético. O funcional gerador

sera

2, (J’ 7, 77) — N / DwDTEDAeifd4x(LQED-‘FL’ILew—&-J“AH-&—ﬁlﬂ-H/;n), (111>

onde Lopp é dado em (3.3) e L7 em (10.5). A contribui¢do completa do campo
fermionico a agao efetiva do campo de gauge é obtida integrando sobre o campo fermionico

na auséncia de fontes externas
eireff(A) _ N/D¢D1;€ifd4x(LQED+L?ew)' (112>

Esta expressao pode ser posta em termos de um determinante funcional

oTerr(4) det(i — B —m) (11.3)
det(ip —m)
onde o termo B é definido como
B =eA— MKsr)papo™ 0" AP, (11.4)

Nos estamos interessados na contribuicao quadratica no campo de gauge vinda da equacao
(11.3), o que é equivalente as contribui¢oes até segunda ordem em e e A. Utilizado as

propriedades dos determinantes e dos tracos, podemos reescrever,
iLepr(A) =trin (6 (z —y) — e (iPy — m)~' B (z)6 (z — Y)) - (11.5)

Vale ressaltar que o trago na expressao anterior é tomado no espaco das coordenadas e
também sobre as matrizes de Dirac. Levando em conta que devemos expandir em e e A

,0 termo (11.5) serd reescrito até segunda ordem como:

2

iLesy (A) = —etr / d'yS (y —y) B(y) — %tr / d'zd'yS (x —y) B(y) S (y — x) B (z).
(11.6)
Para passarmos de (11.5) para (11.6) levamos em conta que o trago no espago das coorde-
nadas foi explicitado em termos das integrais e (i@, —m) ™" B (z)6 (z —y) = S (z — y) B (y)
, onde S (z) é a fungao de Green da equagao de Dirac. O primeiro termo da expansdo
estd associado a um diagrama do tipo tadpole e é possivel mostrar que seu valor é nulo.

Ficamos apenas com:

2

iToys (A) = —%tr/d4xd4y5 (x—y)By)S(y—2)B ). (11.7)

Podemos realizar esta integral no espago dos momentos:

62

Teps (4) = =5 ety [ ardeS O B@S -0 Bl0),  (18)
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ptq

p

Figura 11.1: Digrama associado a polarizacao do vacuo

onde podemos explicitar B (¢) = (75 +i2 (Kor) yyag o a) AP (q) = V5 (q) AP (q). Com

urap
isso temos:
Loy (4) = 5 [ dlad () Tlas () 4 (0). (119
onde
—ﬁu%—@;4/d%w(vw%m—@wéwn—wwm@uéw—qn, (11.10)

E o tensor de polarizacao do véacuo, diagrameticamente representado na Figura 11.1.

11.2 Polarizacao do vacuo a um loop

A fim de calcularmos as correcoes a um loop associadas ao tensor de polarizacao
do vécuo, utilizaremos uma série de procedimento, alguns destes ja implementados no
célculo de (7.26). O primeiro destes procedimentos é a utilizacao da parametrizagao
Feynman. Explicitando os propagadores no espago dos momentos temos.

Hw:_ﬁi/ﬁ%w(fd—@@+mﬂhwﬂﬁ—¢ﬂm>' 1L1)

(2m)* p? —m?+ig) ((p — q)* — m? + ie)

Fazendo uso da parametrizacao de Feynman,

&mr< >@+nww<>w—g+m>>. (1L.12)

du 5
((p— qu)’ + (1 — u) ¢?u — m? + ie)

Podemos transladar o momento p — p + qu e simplificar o denominador

s (TR TV @0 (g

du —
(p? + (1 — u) Pu — m? + ie)

(11.13)
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Noés iremos reescrever a expressao (11.13) como uma soma:

™ (q) = > T, (11.14)
(a,b)

onde II{; ;) (¢) ¢ identificado como

v a,b
Wa,p) (@) (2r)? / / (p? —(C’—fizs) ' (11.15)

Esta expressao é obtida considerando que o numerador é uma funcao par tal que N (’2 ”b) é

Nl = tr | Vi (=a) (0) Vi (@) (B) + Vigy (=a) (du+m) Vi, (q) (m — (1 —u)4)|
(11.16)
com (a,b) =0 ou 1, representando respectivamente o vértice usual e modificado,
— eV (q) = —ievs, — i€V (q) = AN(Kor) 05 0" ¢ (11.17)

A integral em (11.15) é quadraticamente divergente por contagem de poténcias e requer
alguma técnica de regularizacao. Em nosso caso, iremos utilizar regularizacao dimensio-

representa a contribuicao usual ao tensor de polarizagao do

I, o)

nal. Em nossa notacao, H(o 0)

vécuo. As contribuicoes 117 representam as contribuicoes em primeira ordem

(0,1)7

no parametro A enquanto que H(ll’ D ¢é de segunda ordem. Nos iremos calcular os termos

H’&;’ 1y I .. Nao é muito dificil verificar que H’(ﬁ = H’{f o) » entao nés iremos calcular

(1,0)°

apenas o primeira delas. A integral associada sera

2 4-D
I, (q) —Ze“ / du/ N - (11.18)
7 p — C +ig)?
E temos
» IAm o
N, 1) = T(KJF)“ ’Bqa% (11.19)

onde foram consideradas as técnicas de traco de matrizes gama. Ficamos com

4-D pl
v . auﬁ /-/L 1
Hﬁ),l) (q) = —i8eAm (Kg)" %%W/D du/de —C+ ie)Q' (11.20)

A integral D dimensional possui como resultado

(/;:)l; /de(zﬂ —Cl'—l—z'e) 16;2 (1 i (4?2) ot O(5>) - (2

Substituindo esse resultado e integrando em u, temos:

1

nz _
o (@)= 5

2
em (K,p)"™ qags (As -9 (q—>) : (11.22)

4m?
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em termos da fungao g (x) = fol duln (1 —4zu (1 — u)) que tem um comportamento simi-

lar a funcdo f(x) definida anteriormente (Figura 11.2).

o@24m2) A

05T

\
\
\
|
} + } + } + } + + } + i + } + H—
0 1.5 2.0
q"2/4m"2
—0.57

_1 'O—_

—1.5T

-2.0T

Im(g(q"2/4m"2)
Re(g(q"2/4m"2)

Figura 11.2: Gréfico da fungao g(x)

Inserindo a tltima expressao na acao efetiva, alcancamos o resultado :

]- 1 v t . .~ .
Lerr(A) = ﬁeAmAs / d*qA, (—q) (Kor)"*? gagqsA, (¢) + contribuicdes finitas.
(11.23)
Este resultado revela que uma nova interacao é gerada no setor dos fétons. De fato, para

cancelar as contribuigoes divergentes, um termo como (Kr) Frvpef que é termo

uraf
CPT-par do setor de gauge SME, precisa ser posto na lagrangiana original. Vemos que
este ¢ um termo permito, pois embora nao seja invariante de Lorentz é invariante de

gauge. Precisamos entao, que nossa lagrangiana possua os termos

1 1
£o—; (Kp)i o PR FRo8 — 107 (Kp)p o P F1P (11.24)

O contra termo adicional é equivalente no espago dos momentos ao termo divergente em
(11.23), de onde identificamos que a contribui¢ao divergente do tensor de polarizacao do

vacuo serd cancelada se

1
87 (K p)fHers = SaeAmA, (K )" ? (11.25)

. . R
Isso serd possivel se tomarmos (K )™ = cedm (K,p)"*? | sendo ¢ uma constante

adimensional e

57— L A (11.26)

2m2c
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. - R
onde assumimos para fins de andlise que todas as componentes do tensor (Kg)™ 0B

renormalizam da mesma forma. Dado que temos os limites muito restritivos (Kp) < 10717

, podemos por hipotese considerar ¢ ~ 1 o que leva a um novo limite melhor que
A (K p)? < 1072eV. (11.27)

Outra maneira de tratarmos o termo divergente pode ser feito adotando-se um corte, onde
trocamos as integrais fooo — fOA e A é um parametro de corte ultravioleta. Neste cendrio,
fazemos também a correspondéncia (A, — In (A%/m?)) . assim, o termos gerado se torma

me . (A2

Sz ) (Kor) yas F*F. (11.28)

m?
Se tomarmos o cutoff infinito, estamos gerando um termo CPT par infinito, o que esta

em contra-arcordo com a experiéncia |Kp| < 10717,

Se tomarmos um cutoff da ordem de (~ GeV) e confrontarmos com os nossos

bounds recentes (|\K,r| < 107'2eV 1), devemos ter:

me A2
(s

<3x107® (11.29)

Este ultimo resultado, embora nao negue o valor experimental, nao estd em
total acordo. Também podemos observar que este resultado varia lentamente com o
corte(escala logaritmica), o que nos leva a crer que um bound mais ajustado para A\Kp
deveria ser pelo menos 10~Y menor, o que nos leva novamente a algo em torno de|]A\K, p| <
1072'eV 1. Para confirmar esta hipétese, é necessario considerar toda renormalizacao da
teoria a um loop, trabalho este que ja esta em andamento. Por fim, a partir da equagao
(11.22), podemos mostrar explicitamente que o tensor de polarizacdo do vacuo é um

objeto transverso.

qu11{g 1) (q) =0 (11.30)

Sendo preservada a invariancia de gauge. As contribuigoes vindas de T .| (¢) também

(1,1)
possuirao essa propriedade e suas contribuigoes divergentes induzirao operadores de di-

mensao 6 no setor dos fétons. Esse resultado pode ser encontrado em [60].

11.3 Conclusao da secao

Nesta secao nds estudamos as contribuigoes a acao efetiva do campo eletro-

magnético induzidas pelo acoplamento nao minimo de dimensao 5 A (K, ) wvop F Bapoha).



11.3 Conclusao da secao 101

Focamos especialmente nos termos quadréticos gerados a um loop. Como principal re-
sultado, verificamos que tais contribuicoes geram o termo CPT-par da eletrodinamica
do modelo padrao estendido (Kg),.,.F* F?°. [60] (R. Casana, M. M. Ferreira Jr, R.V.
Maluf, F.E.P. dos Santos, PLB 2013) Nossas analises mostraram que, em primeira ordem
no parametro de LV, existe uma conexao entre o tensor de polarizacao do vacuo e termo
CPT-par do SME, como apresentado em (11.23). Isto implica que a eletrodinamica de
Maxwell deve ser estendida para conter esta nova interagao regida pela densidade lagran-
giana —%F””FW — %(KF)WWF“”FP". Como uma consequéncia, nés podemos propor o
uso da mesma fenomenologia usada para limitar o tensor (Kp) com limites muito for-
tes [23, 25, 26, 69] para impormos melhores limites sobre a magnitude da quantidade

A K,F) 5 em pelo menos quatro ordens de grandeza. As componentes associadas aos

pra

termos ndo birrefringentes terfio seus limites melhorados para |\ (K,p)| < 107! (V)"

associado ao correspondente acoplamento nao minimo entre o elétron e o féton. Um ar-
gumento similar pode ser usado para estimar os limites existentes sobre as componentes
birrefringentes |Kp| < 10737, 0 que nos leva a |\ (Kyz)| < 107* (eV)™" para este caso.
Algumas questoes adicionais ainda permanecem sob investigacao. A renormalizacao deste
modelo constitui uma sensivel questao fisica para que possamos considerar esse modelo
como uma alternativa tedrica sélida. Para isto, devemos juntar ao calculo do tensor de
polarizacao do vacuo, a auto-energia do elétron, correcoes ao vértice e ainda a funcao de

Green de quatro pontos. Como resultado preliminar temos

Auto-energia do elétron

e? e? eAT emA\T

Y (p) = — Yp,p" — PP+ finit 11.31
9 167r25¢ + Anze + 2anze PP gnze TP + finito ( )
Corregao ao vértice
AP / _ e p __emAT o ,.p el p / v
(p 7p) = " Tonze | 8mle H57 + 24n2e V' (p _'_p) + (11 32)
eANT . Vo ’ exT . [qvet ’ .. ’
— St (B0)" 0 (= 1), + 162t (KJp)™" e (p = 1), + finito
Funcao de quatro pontos
L Me .
AW (p,p ,q,q> =5 28/#“’ + finito (11.33)
s

Um grande numero de partes do SME sao geradas nestas interagoes, como o termo
ey, Dy em que D, é a derivada covariante usual e ¢ ¢ a parte simétrica do ten-

sor geral encontrado no SME, que é sua parte relevante.
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Independentemente da renormalizacao a um loop deste modelo, ele pode ser
considerado como uma teoria efetiva de baixa energia, uma vez que um corte ultravioleta
for adotado. Em tal caso, as ordens mais altas se tornam irrelevantes e a nao renorma-
lizabilidade torna-se uma questao nao essencial, o que justifica a proposta de tal modelo

como uma opgao tedrica preliminar.
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12 Médodo de Gupta-Bleuler e
Eletrodinamica CPT-par do modelo padrao

estendido

Na secao anterior, foi estudada as correcoes a um loop a auto-energia do féton.
Como resultado principal, observamos que o termo CPT- par do (SME) [5, 6, 7], composto
de um termo CPT-impar [19] e uma parte CPT-par [23, 53], foi gerado radiativamente.
Estudos sobre o setor CPT-impar, envolvendo analises de consisténcia (causalidade, es-
tabilidade e unitariedade) foram inicialmente desenvolvidos em [20, 28, 22]. Uma analise
similar, agora fazendo referéncia ao setor CPT-par, baseado no calculo do propagador de
Feynman, foi desenvolvida para os setores de paridade par e paridade impar na referéncia
[70]. O setor de paridade impar nao birrefringente foi também investigado em referéncia
[71], que contem uma ampla analise incluindo a base de vetores de polarizagao, acopla-
mento com os férmions e analise de alguns processos tipicos da QED. Uma analise similar
foi desenvolvido para o setor de gauge CPT-par birrefringente do SME [72]. Porém, para
tornar possivel o tratamento de divergéncias infravermelhas que assolam a QED mesmo
quando estendida pelo termo CPT-par do SME, um termo de massa para fétons foi in-
troduzido [27]. Aspectos da quantizagao e consisténcia também foram investigados no
contexto das teorias com viola¢do de Lorentz com operadores de dimensoes superior [55].
A quantizacao covariante do setor fotonico CPT-par foi tratada na referéncia [73], onde
foi discutida a quantizagao no contexto de um espaco de Hilbert com métrica indefinida.
Também foi discutida a implementacao do método de Gupta-Bleuler. A quantizacao cova-
riante do setor de gauge CPT-par foi recentemente discutida nas refs. [74, 75], na presenga
de um termo massivo para o foton a fim de evitar algumas incompatibilidades apontadas
entre o método de Gupta-Bleuler e a condicao de Lorenz, tornando o procedimento de

quantizacao livre de contradigoes.

Nas secoes seguintes, nés discutiremos uma maneira de estabelecer a quan-
tizacao de Gupta-Bleuler para o setor fotonico de paridade par anisotrépico da eletro-

dinamica estendida CPT-par do SME, na auséncia de um termo massivo para o foton.
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Inicialmente nods voltaremos ao cenario usual, onde apresentaremos uma regra para jus-
tificar a quantizacao bem sucedida via método de Gupta-Bleuler da eletrodinamica de
Maxwell no gauge de Lorenz. Identificando a falha do método de Gupta-Bleuler no gauge
de Lorenz, 9,A" = 0 , para a teoria sem massa LV, argumentamos que o método de
Gupta-Bleuler pode ser aplicado de forma satisfatoria, escolhendo uma condi¢ao Lorentz
modificada, 9,A" + k**9,A, = 0 , onde k" representa a violagao de Lorentz no setor
de fotons. Fazendo uso de uma expansao em ondas planas para o campo de gauge, cu-
jos vetores de polarizacao sao determinados resolvendo um problema de autovalor, e da
condi¢ao de Gupta-Bleuler, nés obtemos um hamiltoniano quantico positivo definido em
termos de operadores de criacao e aniquilacao. A relacao de comutacao dos campos é
escrita em termos de funcoes de Pauli-Jordan modificadas, revelando que a microcausali-
dade é preservada para parametros de violacao de Lorentz suficientemente pequenos. Este

procedimento funciona mesmo a segunda ordem (limite birrefringente)

12.1 QED estendida do SME para um lépton

Um tnico lépton pode ser descrito pela extensao minima da QED do SME a

partir da seguinte lagrangiana simplificada

_ 1 1
L= (iv'D, +ic"v,D,, —m) ¢ — ZFWFW - §/<¢VpF“”Fup, (12.1)

que constitui uma pega interessante do SME. Aqui, D,, = 0, +ieA, ¢é a derivada covariante
usual. O tensor simétrico de trago nulo £ = (kg)" Py 3, representa as 9 componentes nao

birrefringentes em primeira ordem do tensor CPT-par (kp)**”

, enquanto que o tensor
simétrico c*” afeta o setor CP'T-par na lagrangiana dos férmions. Este modelo estd contido
na extensao minima da QED do modelo padrao estendido, representando a densidade
lagrangiana de um unico tipo de férmion, que é invariante de gauge renormalizavel por
contagem de poténcias [28, 68]. Na auséncia de interacao, os parametros de LV " e ¢*¥
nao implicam em violagao de Lorentz real, dado que os mesmos podem ser removidos da
teoria por uma redefini¢do dos campos ou absorvidos (totalmente ou em primeira ordem)
por uma escolha adequada de sistema de coordenadas [8, 9, 10, 57, 76].No entanto, na

presenca de interacao, ambos os tensores ganham significado fisico: se tentarmos eliminar

kM do setor de fotons, este termo de violagao de Lorentz ressurge modificando o tensor
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™ no setor dos férmions, e vice-versa. Na verdade, apenas a diferenca 2¢*” — xk#*” pode

ser fisicamente observada em uma das referencias de [23] e em [77, 78, 79].

Nosso propésito é entao analisar a quantizagao canonica da eletrodinamica de
Maxwell modificada pelo coeficiente £ contido no tensor CPT-par (kz)"**# completo do
SME sem a necessidade de adicionarmos um termo de massa para este fim. Sem perda de
generalidade, vamos considerar que o setor fermionico nao é influenciado por coeficientes

de LV.

12.2 Quantizacao de Gupta-Bleuler do eletromagne-

tismo LV e CPT-par

Consideraremos o seguinte eletromagnetismo CPT-par pertencente ao SME descrito pela
densidade lagrangiana
1 1

L=~ FuF" = Sr, P E,L. (12.2)

A equacao de movimento para o campo de gauge é
(O + k%0,0,) AP+ DK;BPAP — /@’Bpap&an — 0% (0, A + kY0, A,) =0, (12.3)
com o ultimo termo, sugerindo uma condicao fixagao gauge generalizada
0 A“ 4+ K0, A, =0, (12.4)

no lugar da condigao habitual de Lorentz [27]. Assim, a equac¢ao de movimento é reduzida

para

(O + k°0,0,) A? + Ok A, + K77 k00,0, A, = 0. (12.5)

Os coeficientes isotrépicos e anisotrépicos de paridade-par sao kg € k;; , respectivamente,
enquanto que kg; sao as componentes de paridade-impar .Seguiremos entao com imple-

mentacao da quantizagdo de Gupta-Bleuler usando a condicao de gauge (12.4).

Uma prescricao para quantizacao covariante que é conhecida por quantizacao
de Gupta-Bleuler foi desenvolvida em [39, 40], e se mostrou problemética no contexto de
teorias com violagao de Lorentz [74, 75]. O procedimento de Gupta-Bleuler consiste em
introduzir a densidade lagrangiana, um termo responsavel por quebrar a invariancia de

gauge local, mas sem eliminar nenhum grau de liberdade do campo de gauge.
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Por exemplo, na eletrodinamica de Maxwell, o termo de fixacao de calibre,

(0, A*)?/2¢ | funciona bem no gauge Feynman (§ = 1) [80].

A densidade lagrangiana para a eletrodinamica de Maxwell no gauge de Lorenz

1 1
L=—"F"F,, — —
4 26

. . : M) 7
o que rende a seguinte equacao de movimento, no espaco dos momentos, Ofw ) Av (p) =0,

(0" AL, (12.6)

onde definimos o tensor

O;(f\u/[) = p29w/ - (1 - 571) Pubv, (127)

cujo determinante ¢ —¢&~* (p2)4 e fornece a relacao de dispersao p* =0 . E fcil verificar

, - tem dimensao 3. Explicitamente
p?=0

O/(J,]y)‘pQZO = - (1 - 571) PuDv- (128)

que para £ # 1, o espaco nulo da matriz' O,Sy)

Para pertencer ao espaco nulo, o quadrivetor deve satisfazer v*p, = 0 . Escrevendo o
quadrimomento como p* = F (1,0,0, 1) , podemos conseguir no méximo trés vetores line-
armente independentes que satisfazem a equagao (12.8): ¢ = (1,0,0,1), €5 = (0,1,0,0)
tem

p2=0
dimensao 4, pois a mesma se torna a matriz nula. A ideia por tras desta observacao é que,

um conjunto de vetores pertencentes ao espaco nulos da matriz 095’

e eh =(0,0,1,0) . Por outro lado, para £ = 1, O espago nulo da matriz O,(f,\f)

Y pa’ra’ Y g = 1 J
p?=0
Constituem o conjunto de vetores de polarizagao, permitindo para a expansao em ondas
planas do campo de gauge. Com um conjunto bem definido de vetores de polarizacao que
satisfazem a relagao de dispersao, a implementacao da quantizacao Gupta-Bleuler segue

naturalmente.

Vamos agora usar esta regra para justificar a falha do método Gupta-Bleuler
no contexto da eletrodinamica LV definido pela Eq. (12.2),para a condigdo de Lorentz
no gauge de Feynman, como relatado recentemente [74, 75]. Partimos da densidade
lagrangiana (12.2) na presencga do termo de gauge de Lorenz,

1 1 1

[J = _ZFMVF,LW — élﬁpr'ij#p — 25

onde k,, ¢ parametrizado como

(0"A,)?, (12.9)

K = (w0, + u,v,), (12.10)

!Dada uma transformacao linear 7' : V — U entre dois espacos vetoriais, V e U , define-se o espaco
nulo ou nicleo da transformagao linear o conjunto de todos os vetores v € V tal que T'(v) = 0 , sendo
neste caso 0 o vetor nulo em U . A expressao espaco nulo é preferivel pois a palavra nticleo é comumente

utilizada para se referir as funges de Green.
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e uy, , v, sao quadrivetores tipo espago , u, = (0, @) , v, = (0, ¥) , com @ e ¥ sendo vetores

ortonormais, onde £ = 4 /tr((x?) ,,)/2, com (HQ)W = k,”kp, . No gauge de Feynman, § =1

, a equacao de movimento do campo de gauge proporciona O,(UL,F) (p) A” (p) =0 , onde
OLF) (p) = (P* + Kapp™P”) G + P*Kpw — Dukivpd” — Dutkipp”. (12.11)

A condigao det O(LF (p) = 0 fornece
- () BB E) =0 (12.12)

Onde
B (p) = p* + £*’paps = 0,
X (p) = (1 —£2) p* + k*%paps + (k2)* paps = 0,

A relacao de dispersao p? = 0 possui multiplicidade 2, sendo uma relacao de dispersao

(12.13)

nao fisica, enquanto as outras duas tém multiplicidade 1 e sao as relacoes de dispersao

fisicas. Pode-se verificar, utilizando alguma ferramenta, que a dimensao do espaco nulo de

OL,L,F) , é 1, isto é., temos apenas um vetor de polarizagao associado a relagao de dis-
p?=0
persao p? = 0 . O mesmo vale para as outras relacoes de dispersao: a dimensao do espaco
nulo de O(LF e O,(UL,F) sdo ambas 1. Os espagos nulos do tensor (12.11),tomados
= ®=0

em todas as relagoes de dispersao, proporcionam um total de trés auto vetores. Assim,
o método de Gupta-Bleuler nao pode ser satisfatoriamente aplicado nesta eletrodinamica
modificada, para a condicao usual de Lorenz no gauge de Feynman. Outros valores
possiveis de £ nao resolvem o problema. Nos resolvemos esse problema, selecionando a
condicao de gauge (12.4) o que representa uma generalizagao LV da condigao de Lorentz.
Isto ira se revelar uma escolha adequada para implementacao bem sucedida da quantizacao
de Gupta-Bleuler neste modelo. Assim, a densidade lagrangiana (12.2) torna-se

1 1 1
L= _ZFWF/W - §’€VPFWFutp N i(auA# + “uyauAV)Q' (12.14)

Ao trabalhar no gauge de Feynman, ¢ = 1 , a equacao de movimento no espago dos

momentos para o campo de gauge se torna
Ouw (p) A” (p) =0, (12.15)
com O, definido por
O () = Guw (P° + £°°paps) + K’ + Kuakipup™p”, (12.16)

Cujo determinante é — [B (p)]* X (p) . Aqui, nés também identificamos as duas relacdes

de dispersao fisicas indicadas em (12.13). O espaco nulo de O,, , quando a relacdo de
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dispersao K (p) = 0 é satisfeita , é 1 proporcionando um vetor de polarizagao. Por outro
lado, a dimensao do espago nulo O, |g_, ¢ 3, isto é., existem trés vetores de polarizacao
associadas a relagao de dispersao X (p) = 0, um deles é fisico e os outros dois ndao. Assim,
a condicao de gauge (12.4), com & = 1 , fornece 4 vetores de polarizacao associados a
essa relacao de dispersao, preenchendo as condi¢oes necessarias para a implementacao da

quantizacao Gupta-Bleuler.

O momento conjugado canonico é
™= — (g™ + k") A,, (12.17)
que permite impor as seguintes relagoes de comutagao canonicas
A, (%), 7 (1, )] = 18,5 (x — ). (12.18)

enquanto as outras sao nulas.

A condigao de Lorenz modificada, d,, (A* + k*'A,) = 0, permite definir quatro
vetores de polarizacao que podem ser utilizados para propor uma solucao para a Eq.

(12.15) como uma expansdo em ondas planas,

N d'p
Au( )_ g/ /(27r)32E()‘)

os operadores de aniquilagao e criagao sao descritos por ay) (p) e aIA) (p) , respectivamente.

—ix-pN) iz-pN)
oy @) e e aly () V| <D ), (12.19)

Os vetores de polarizagao 5,9) (p) satisfazem a seguinte equagao de autovalor:
O eXN = qW) (g 4 ) gD, (12.20)
Os autovalores o™ sdo

a® = o® = o® = p? 1 kP, (12.21)

/{V,uu_}_ /12 LoV
a® = p? + “ppl_(p)“”pp. (12.22)

rendendo os quatro vetores de polarizagao

0= (15), 4= (0,40,

(12.23)
£ — (O, 5‘52)) , P = ((), 553)> ;
com
o =i, e =0 (43) i (122

e, =n® [(dw),, Papowi — (Pawa) pi] ,
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onde w; = €;u;vy , € n sdo constantes de normalizacdo. Os vetores de polarizacdo
satisfazem a condicao de normalizacao dada por ef[\) (" + kM) W = = ¢™', e também a

relagao de completeza
Zg”e N =(g+r), (12.25)
A energia associada a cada vetor de polarizacao é

= |91 \/1 = ugpiy [,
RijiPi + ),L (3
=7 \/1_ Jp? oy i

que estao em conformidade com as relagoes (12.13),e as relagoes de dispersao obtida na

(12.26)

ref.[70]. As energias sdo nimeros reais sempre que os parametros de violagao de Lorentz
forem suficientemente pequenos. Agora devemos comentar sobre as polarizagoes fisicas
deste modelo, representadas por 5&2) , 5&3) . Como estes modos sao associados a relagoes
de dispersao e velocidades de fase distintas (até segunda ordem) , este eletrodinamica

se torna birrefringente em segunda ordem (sendo nao birrefringente apenas em primeira

ordem).

A fim de satisfazer a relagdo de comutagao canonica (12.18),0s operadores de

criacao e aniquilacao deve satisfazer as relagoes de comutagao padrao,

MA) () apo) (D] = g d® (F— @) , (12.27)

Sendo as outras nulas. O objetivo de nossa escolha para as polarizagoes (12.23) é a de
expressar o hamiltoniano quantico como uma soma explicita das contribuigoes de cada

modo de polarizagao, como requerido,
3
=-> / PpgnENV NN, (12.28)
A=0

onde NV = az/\)a( ») € o operador niimero que conta o modo (). Apesar de o hamiltoniano
poder ser expresso de uma forma simples, nao é definida positiva Além disso, em nivel do
operador, a condicao de gauge 9, A" + k*¥0,A, = 0 nao é compativel com a relagao de
comutacao (12.18).e a partir da Eq. (12.27),0bserva-se que os operadores de criagao azo) e
aniquilacao a(g , satisfazem a relacao de comutagao com sinal trocado, levando a estados
com norma negativa. Estes problemas podem ser resolvidos de uma forma covariante,

impondo a condi¢ao de Gupta-Bleuler [39, 40], isto ¢, os estados fisicos |p) sao aqueles

que fornecem valor esperado nulo para a condicao de gauge modificada,

(l(g" + K")0, AL lp) (12.29)
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Esta é uma condicao forte. Os estados fisicos podem ser selecionados impondo uma

condi¢ao mais fraca,

(g + k)9, A7) (12.30)

onde o campo de gauge foi decomposto em frequéncias positivas e negativas, A, = Aff) +
AEL_) , respectivamente. Vamos agora implementar explicitamente a condigao fraca (12.30)

na expansao em ondas planas (12.19) do campo de gauge, chegando em

3 / dSﬁ
2| =
=0’ y/(2n)*2EM
(2) 3)

Verifica-se que as contribui¢oes provenientes das polarizagoes €, e €, s@o nulas. As

—izpN) v v
P [p;(f) (" + kM) 6(A)] aple) = 0. (12.31)

v

polarizacoes restantes retornam pfj\) (g" + k") eV = (—1)’\ EW para A =0, 1, com

E®M = EO® | que permite alcancar a seguinte restricao sobre os estados fisicos:

[a0) — aw] le). (12.32)

A 1ltima expressao vincula o valor esperado do niimero de fotons escalares e longitudinais,

(IN@ ) = (pINWp), (12.33)
Essa condigao suplementar (12.32) resolve o problema relativo as contribuicoes de energia
negativa no hamiltoniano (12.28).

Uma vez que tenhamos quantizado com sucesso esta eletrodinamica de viola-
dora de Lorentz, também podemos calcular as relagoes de comutacao generalizadas para

o campo de gauge

i(z—y)p™ efi(xfy)'P(A)) QAAT;%)’ (12.34)

[&(@Ad@]/éﬁ(e(

onde T = M(p) eM (p) . Usando as relagoes de dispersao e a relacgdo completeza

(12.25),0 resultado é
[Au(x), Ay(y)] = T (i0)iAD (z —y) = [(9+ K)o + T2 (i0)] iAP (z —y),  (12.35)

com A® (z — y) e A® ( — y) sendo as funcdes Pauli-Jordan generalizadas definidas por

e (z0) 8 ((x0)2 - (d(;)) mj)

5]

27‘('\ /det (d(ﬁ))

(12.36)
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com

(de),, = 05 — iy (d@;)ij = Gij + Rij. (12.37)
Assim, toda a estrutura microcausal da relagdo de comutagao (12.36) esta totalmente
determinado pela funcio de Pauli-Jordan modificada A(®) (z) . Isso mostra claramente
como a violagao de Lorentz modifica a secao espacial do cone de luz . Em outras palavras
, ela transforma uma esfera 22 +4%+ 22 = 1 em uma elipséide \; 2%+ \oy> + X322 = 1, onde
A; 820 os autovalores de d(; (dados por 1, %_é, %M) ou d(_?)% (dados por 1, 1—¢, 1+¢). Tais
modificagoes da secao espacial sao garantidas porque as matrizes d(; e dé% sao definidas
positivas para valores suficientemente pequenos de ¢ , isto é , x;; . A microcausalidade
pode ser estudada, mostrando que AP () se anula para vetores tipo espago. Para tal
fim, usaremos, sem perda de generalidade, o vetor z* = (0, Z) , Entao a funcdo de Pauli

-Jordan modificada tera resultado nulo se e somente se
i -1 i
© (d(ﬁ)%j 7 >0, (12.38)

para z‘nao nulo . A positividade de 2 (d(_ﬂl)> ' é garantida se as matrizes (d(_ﬁl)) - 880
1] )
definidas-positivas o que é conseguido quando os parametros de violagao de Lorentz k;;

sao suficientemente pequenos.

Abaixo, nas figuras (12.1), (12.2) e (12.3), as deformagoes do cone de luz sao
mostradas explicitamente considerando uma parametrizacao explicita para os vetores de
fundo LV:

u=(1,0,0), v=(0,1,0). (12.39)

Explicitamente a secao espacial dos cones de luz deformados dao as seguintes elipsdides
para d(}% e d(’z,s
24 2xyl+y? + 22 — RZ,

1= (12.40)
2% 4+ 2xyl +y? + 2% = R?,

respectivamente. Em ambos os casos, a projecao no plano- zy sao elipses cujo eixo esta

rotacionada de 45 ° .

A projecao do cone de luz deformado é mostrada abaixo em planos espaciais
. Em todas as figuras, o lado esquerdo representa o cone de luz deformado associado a

) 3

polarizacao ¢, , e o lado direito para a polarizagao ¢;

Também temos que os cones amarelos representam a deformacao produzida
pela violacao de Lorentz e os vermelhos sao os cones de luz na auséncia de Lorentz-

violagao.
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32

Figura 12.1: A deformagao do cone de luz no plano-zy.

A Figura 12.1 mostra a se¢ao plana- zy com (z = 0) do cone de luz deformado, torna-se

notével a deformacao em comparacao ao usual para ambas as polarizagoes.

s s

Figura 12.2: A deformacao do cone de luz no plano-zz.

A Figura 12.2 descreve a deformacao do cone de luz na segao plana-xz com (y = 0) , neste
(2)

caso s ocorre uma ligeira deformacao para a polarizagao ¢;~ . Por outro lado, a projecao

®3)

%

s o

Figura 12.3: A deformagao do cone de luz no plano-yz.

do cone de luz para a polarizacao ;" permanece inalterada neste ponto de vista.

Por ultimo, a Figura 12.3 representa a se¢ao plana- yz com (x = 0) do cone de luz

deformado. Da mesma forma que a projecao em no plano-zz plane, somente ocorre uma
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i

suave deformacao para a polarizacao ;' enquanto que a projecao do cone de luz para a

3)

polarizacao ;" permanece inalterada neste ponto de vista.

12.3 Observagoes e conclusoes da secao

Nés desenvolvemos nossas analises a partir da densidade lagrangiana (12.2),que
fornece as relagoes de dispersao fisicas dadas pelas Equagoes (12.13). Em primeira or-
dem, a densidade lagrangiana (12.2), com £ = 1 , pode ser escrita simplesmente como,
L= %A“gyﬁgmaﬂamﬂ, onde §ua = Gua+Kua ¢ uma métrica efetiva. Depois de uma trans-
formacao de coordenadas adequada, esta densidade lagrangiana pode ser transformada
na de Maxwell, no gauge de Feynman,de modo a que a quantizacao de Gupta-Bleuler
poderia ser aplicada como usual. Em segunda ordem, no entanto, a equivaléncia entre
a lagrangiana de Maxwell e a com violagao de Lorentz (12.2) nao pode ser atingida por
qualquer transformagao de coordenadas ou redefinicao do campo. Mesmo a este nivel, o
processo que desenvolvemos permite implementar o método de Gupta-Bleuler, incluindo
também birrefringéncia [41] (R. Casana, M.M. Ferreira, Jr., and F.E.P. dos Santos, PRD
2014).

Lembrando que este modelo é birrefringente em segunda ordem, sua estrutura
causal serd governada por dois cones de luz-deformados decorrentes da expressao (12.36).
Em primeira ordem (limite nao birrefringente), nés temos d(s) = d3), de modo que estes
cones de luz degeneram em apenas um. Neste regime, existe pelo menos um sistema de
coordenadas em que a deformacao do cone de luz desaparece, recuperando o padrao usual
de Maxwell. No regime birrefringente, no entanto, nao é possivel eliminar a violacao de
Lorentz de ambos os cones de luz: uma transformacgao de coordenadas que elimina os

efeitos de LV de um cone de luz, nao necessariamente elimina os efeitos de LV no outro.

O nosso principal resultado é entao a implementacao bem sucedida do método
de Gupta-Bleuler para a eletrodinamica de paridade par anisotrépica (12.2),mesmo no
limite birrefringente, sem a necessidade de uma pequena massa para o campo do foton
127, 75]. Este procedimento dd uma visdo clara de como implementar a quantizagao
Gupta-Bleuler para outros setores do tensor kr , envolvendo inclusive os birrefringentes,
uma vez que a condicao de gauge apropriado ¢é fixada. Este método também pode ser

aplicado para modelos com os operadores kr de ordem superior na primeira referencia de
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[53].

Em relagao ao modelo (12.1), alguns comentdrios ainda sdo bem vindos. Na
auséncia de LV no sector de fétons, a sua quantizagao segue o procedimento usual, en-
quanto o sector férmion modificado é quantificado tal como proposto em Ref. [8, 79]. Se os
termos de LV estao presentes em ambos os setores, a quantizacao dos fétons modificados
poderia seguir o procedimento implementado aqui, enquanto a quantizagao dos férmions
segue a prescrigao de Ref. [8, 79]. Ambos os procedimentos levam a uma quantizagao
operatorial bem definida em nivel de arvore em ambos os setores, de modo a que em nivel
de arvore os espacos Hilbert tornam-se bem definidos, tal como na auséncia de violacao de
Lorentz. O préximo passo é a quantizagao perturbativa do modelo (12.1) que pode entao
ser feita de forma consistente.Nossos resultados também podem ser verificados através
do método de quantizacao de Dirac para sistemas vinculados, como previamente inves-
tigados em Ref. [81]. Este formalismo mostra que o gauge temporal, ndo é compativel
com o gauge de Coulomb habitual nesta eletrodinamica com LV, mas com uma versao

modificada do gauge de Coulomb , como serd relatado em outra referéncia [82]
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13 Conclusoes finais e perspectivas

Neste trabalho, fizemos uma investigacao sobre a influéncia da violacao da
simetria de Lorentz, representada por um acoplamento nao minimo CPT-par e também
aspectos da quantizacao covariante do setor fotonico da eletrodinamica CPT-par do mo-
delo padrao estendido. Primeiramente é feita uma revisao da literatura, onde iniciamos
com conceitos basicos da teoria classica de campos, passando & quantizacao canonica. A
quantizacao canonica foi discutida inicialmente para o campo escalar, que é o mais simples.
Ainda no contexto do campo escalar, é discutido brevemente o conceito de microcausali-
dade e apresentado o propagador do campo escalar em nossa convencao. Ao passarmos
ao campo de Dirac, a quantizacao é desenvolvida aplicando o método de Dirac para sis-
temas vinculados. Nesta oportunidade, o campo de Dirac é tratado como uma variavel
anticomutativa ja em nivel classico, sendo a quantizacao feita mediante o paréntese de
Dirac. Dentre os resultados obtidos nesta secao, temos a apresentacao de algumas con-
vencgoes que foram reutilizadas em secoes posteriores, como: as matrizes gama, matrizes
de Pauli e o propagador do férmion. Ao chegarmos ao campo de gauge, novamente im-
plementamos o método de Dirac. Embora o método de Dirac propicie uma quantizagao
valida para o campo eletromagnético, ao tratarmos de forma diferenciada as componentes
temporal e espacial do quadrivetor potencial, os resultados perdem a covariancia explicita
o que constitui um grande inconveniente. A quantizacao é refeita implementando desta
vez o método de Gupta Bleuler, produzindo resultados explicitamente covariantes. Como
resultados desta secao, mais uma vez apresentamos algumas convengoes que foram reutili-
zadas adiante, como: as expansoes em ondas planas e o propagador do campo de Maxwell
no gauge de Feynman. Ao colocarmos os campos em interagao, foi apresentada uma
série de procedimentos matematicos para obtermos resultado mediante o uso da teoria de
perturbacoes, passando pela picture interativa, chegando a férmula de Gell-Mann-Low.
Através das contragoes de Wick, chegamos a expressao para a funcao de quatro pontos
envolvendo muons e elétrons, sendo feita em seguida a conexao com a matriz de espalha-
mento. E tratado um espalhamento em particular, o bem conhecido e™ +e~ — ut + p~
para particulas nao polarizadas, sendo necessario o uso do truque de Casimir e a técnica

de trago de matrizes gama. Embora os resultados tenham sido focados em um processo
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em particular, através da regra de ouro de das regras de Feynman, é possivel calcular qual-
quer processo da QED em nivel de arvore, sem ter que repassar por trabalhosos calculos.
Também, é feito um breve comentario sobre uma maneira alternativa de se calcular as
fungoes de Green através do uso de integracao funcional. Ao comentarmos sobre processos
de ordem superior, discutimos o tensor de polarizacao do vacuo, peca chave para a QED.
No calculo do tensor de polarizacao do vacuo, utilizamos técnicas como a regularizacao
dimensional e parametrizacao de Feynman. O tensor de polarizagao do vacuo possui uma

indesejavel divergéncia, que é tratada no contexto da renormalizacao.

Iniciamos a segunda parte do trabalho investigando a violagao de Lorentz no
contexto do acoplamento nao minimo CPT-par. E estudado o limite nao relativistico da
equacao de Dirac, considerando a derivada covariante modificada representada por um
operador de dimensao 5, e cuja magnitude é dada por uma constante de acoplamento
com dimensao de massa negativa, sendo esta, uma teoria nao renormalizavel por con-
tagem de poténcia. O hamiltoniano nao relativistico obtido foi estudado no contexto
do atomo de hidrogénio, sendo sua rica fenomenologia utilizada para impor limites res-
tritivos sobre a magnitude dos parametros de violacao. Dentre esses diversos efeitos,
identificamos uma série de novas interagoes como: um efeito do tipo Zeeman elétrico, um
termo de correcao em nivel de arvore ao momento magnético anémalo do elétron, além
de um acoplamento do tipo Rashba. No limite nao relativistico, os efeitos mais sensiveis
sao aqueles associados a termos nao suprimidos pela massa do elétron. A partir destes
efeitos, foi possivel a obtencao de um limite superior para a magnitude dos coeficientes
)/\(6) (KHE)?,J“ < 8 x 107 (eV) ™", no caso do efeito Zeeman elétrico e, em comparacio
com os dados de grande precisao para medi¢cao do momento anémalo do elétron, impor um
limite de ‘)\(e) (/<;HE)3J-‘ < 8 x 1077 (eV)™" para este outro coeficiente. Como resultado
desta pesquisa, foi possivel o desenvolvimento de um trabalho [58] j& publicado, onde
também ¢é discutida a possibilidade de obtermos limites a partir dos outros termos de

interacgao.

Ainda no contexto do acoplamento nao minimo, estudamos novamente o es-
palhamento et + e~ = ut + p~. Neste contexto, é feita a inser¢cdo de um novo vértice
para representar a nova interacao. KEsse novo vértice ainda é subdividido, separando-se
a influencia das contribuicoes isotrdpicas e anisotrépicas de paridade par, e também a
contribuicao de paridade impar. Assim antes, foi calculada a secao de choque para o

processo nao polarizado, onde os conhecimentos advindos da revisao bibliografica se fa-
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zem muito uteis. Apds a obtencao da secao de choque diferencial e da integragao sobre o
angulo solido, a secao de choque total obtida é entao comparada aos dados experimentais.
Este procedimento, que foi repetido para cada contribuicao separadamente, proporcio-
nou um limite sobre as componentes nao birrefringentes do tensor de fundo da ordem de
A (Kor)| < 10712 (eV)™'. A partir desta investigacio foi possivel o desenvolvimento de
um trabalho ja aceito e publicado [59]. Nesta publicagao, além de serem apresentados os
resultados aqui mencionados, também ¢é dado um claro insight sobre a geracao radiativa
do termo CPT-par do setor de gauge abeliano do modelo padrao estendido, com a expec-
tativa de serem utilizados dados experimentais para impor limites superiores em nosso

cenario a partir daqueles obtidos no SME.

Seguindo a linha proposta no trabalho anterior, analisamos a possibilidade
da geracao radiativa do termo CPT-par do SME. Este estudo é feito considerando as
contribui¢oes do acoplamento nao minimo a acao efetiva quadratica para o campo eletro-
magnético. Neste calculo, é mais uma vez identificado o tensor de polarizacao do vacuo,
associado a auto-energia do féton. Similarmente ao desenvolvimento anterior, sao utiliza-
das as mesmas técnicas, como: regularizagao dimensional, parametrizacao de Feynman,
integrais tipicas de loop e técnicas de traco de matrizes gama. A partir do resultado
obtido, observamos que a divergéncia usualmente logaritmica apds a implementacao da
regularizacao, também se mantém logaritmica para este outro caso e que, além de trans-
verso, o tensor de polarizacao do vacuo revela em sua estrutura uma nova interagao, que
induz o termo CPT-par do modelo padrao estendido. Esta é a primeira vez que o termo
CPT-par foi gerado em sua estrutura completa, dado que os tensores k,r € Kp possuem
as mesmas simetrias e nimero de componentes. Estes resultados sao apresentados na
publicagao [60]. Nesta publicacdo, também é discutida a possibilidade de melhora dos
limites para até |\ (r,r)| < 1072 (eV)™" para as componentes ndo birrefringentes e de
até |\ (kop)| < 10741 (eV) ™" para as componentes birrefringentes. Ainda neste traba-
lho, é apresentado termos de dimensao 6, que também sao gerados radiativamente pelo

acoplamento nao minimo.

Saindo do contexto do acoplamento nao minimo para um cendrio mais genérico
que é o SME, investigamos a quantizacao da eletrodinamica anisotrépica de paridade par,
parte do SME. A quantizacao covariante de tais modelos foi recentemente estudada e
mostrou algumas complicacées no gauge de Lorenz. A solugao encontrada até entao foi

introduzir uma massa para o foton, com o propdsito de regularizacao de infravermelho.
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Noés também atacamos este problema, buscando inicialmente explicar a incompatibilidade
entre a quantizacao covariante, e a teoria com violacao de Lorentz. A resposta veio do
proprio cenario usual, onde o método de Gupta-Bleuler funciona apenas no gauge de Feyn-
man. Para conseguirmos implementar com sucesso o método de Gupta-Bleuler é preciso
um conjunto de quatro vetores de polarizacao. Estes vetores de polarizacao pertencem
ao espaco nulo de um determinado operador, quando cada uma das relagoes de dispersao
é satisfeita. Este operador, que por sua vez estd associado a equacao de movimento no
espaco dos momentos, depende da condi¢ao de gauge fixada. Para o gauge de Lorenz
usual, somente encontramos trés vetores de polarizacao. Fixando-se uma condicao de
Lorenz generalizada, encontramos quatro vetores de polarizacao e a quantizagao segue
sem problemas. A lagrangiana para esta condi¢ao de gauge modificada apresenta termos
de segunda ordem em violacao de Lorentz e, estes termos, sao responsaveis por birre-
fringéncia, que se manifesta na existéncia de dois cones de luz, um associado a cada modo
fisico de propagacao do féton. Estes resultados podem ser encontrados em um trabalho

recentemente publicado [41].

Como perspectiva, ainda temos a averiguagao de outros processos da eletro-
dinamica quantica, tais como: efeito Compton e, também, a renormalizacao a um loop
da eletrodinamica modificada por acoplamento nao minimo. No contexto da quantizacao
de Gupta-Bleuler, verificar a extensao deste procedimento para o tensor CPT-par geral

além de estudar extensoes envolvendo termos de derivada superior.
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