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Resumo

Nesta tese introduz-se uma nova classe de defeitos topologicos em (D,1)-dimensées chamados
de p-balls. Os defeitos sdo construidos, na auséncia da interagdo gravitacional, por M > 1
campos escalares que dependem radialmente de p dimensbes espaciais, com 2 < p < D — 1.
Mostra-se que os defeitos sao estéveis por perturbacoes radiais e angulares, analisando de forma,
geral a localizagdo de uma particula de spin-0 nos defeitos. A particula é descrita por um campo
escalar ® suficientemente fraco para nao perturbar a configuracao do defeito, mas ligado a ele
por meio de um termo de acoplamento na Lagrangeana. Apds uma decomposicao conveniente
de ®, verifica-se que sua amplitude radial satisfaz uma equacao do tipo Schrédinger, a partir da
qual é possivel investigar numericamente a existéncia de estados ligados ou estados ressonantes.
Particularizando, sdo considerados exemplos com um, dois e trés campos, procurando investigar
de que forma a estrutura do defeito, nimero de dimensdes radiais e constante de acoplamento
entre os campos estao relacionadas com a ocorréncia daqueles estados. Em seguida, é abordada
a localizagdo de particulas de spin-1/2 em p—balls geradas por dois campos escalares ¢ e x
em (3,1) dimensoes. Considera-se um acoplamento geral de Yukawa entre o defeito e o campo
fermionico do tipo nF(¢,x)y. Finalmente investigam-se colisdes kink (K) - antikink (/K) em
modelos gémeos. Modelos gémeos sao caracterizados, quando consideradas solucoes estaticas,
por apresentarem os mesmos perfis de campo e de densidade de energia. Determina-se de que
forma o espectro de excitacoes lineares em torno das solucoes sao responsaveis por distinguir
a estrutura de colisio KK em modelos gémeos aos da teoria A¢*.

Palavras-chave: Defeitos topolégicos, localizagdo de particulas e colisdo de defeitos.



Abstract

In this work it is introduced a new class of topological defects in (D,1)-dimensions dubbed
p—Dballs. The defects are constructed, in the absence of gravitational interaction, by M > 1
scalar fields depending radially of p spatial dimensions, with 2 < p < D — 1. It is shown that
the defects are stable under radial and angular perturbations. It is analyzed in full generality
the issue of localization of a spin—0 particle in the defects. One particle is described by a
scalar field @ sufficiently weak in order not to disturb the defect configuration. The field ® is
attached to the defect by a coupling term in the Lagrangian. After a convenient decomposition
of &, it is verified that the radial amplitude obeys a Schrodinger-like equation. From this it is
possible to investigate numerically the existence of bound or resonant states. Particularizing,
are considered examples with one, two and three scalar fields, trying to investigate the way the
defect structure, number of radial dimensions and coupling constant between the fields, are
related to the occurrence of such states. Next it is studied the localization of spin—1/2 particles
in p—balls generated by two scalar fields in (3,1) dimensions. It is considered a general Yukawa
coupling between the defect and the fermionic field as nF(¢,x)¥1. Finally it is investigated
the dynamics of kink(K) - antikink(K) collisions between a in twin models. Two twin models
are characterized, when static solutions are considered, by the same scalar field and energy
density profile. It is determined the way the spectrum of linear excitations around the solutions
are responsible by the structure of KK collisions in twin models from the ¢* theory.

Palavras-chave: Topological defects, localization of particles and collision of defects.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de defeitos topolégicos em teoria de campos cobre uma vasta area da Fisica,
desde a aplicagdo em fisica da matéria condensada, como ocorre com paredes de dominio
em materiais ferromagnéticos, & cosmologia, como no estudo da formacdo de tais defeitos
decorrentes de transicoes de fases em um Universo primordial [1]. A possibilidade de defeitos
aparecerem em nosso Universo depende do entendimento do mecanismo de quebra espontinea
de simetria e das transicoes de fases cosmologicas [2]. Essa transicdo ocorreu no Universo
primordial, quando a temperatura chegou a um ponto critico para o qual o campo assume
um valor esperado de vacuo degenerado, que por sua vez, contribuiu para o surgimento das
estruturas topoldgicas.

Podemos elucidar o mecanismo de quebra espontanea de simetria através de exemplos com
carater meramente ilustrativo, permitindo uma melhor compreensao desse fendomeno. O jogo
de roleta no cassino ¢ um bom exemplo que nos possibilita entender o processo de quebra
espontanea de simetria. No inicio, colocamos a bola na roleta, que se encontra em movimento
circular. Interessante notar que os espacgos a serem ocupados pela bola sdo iguais, por isso,
independente do angulo que observamos a roleta, a simetria serd sempre mantida. Com o
passar do tempo, a bola perde parte de sua energia com sucessivas colisdes com a roleta, entao
em um dado instante de tempo, a bola preenche um buraco, mas note que todos os espagos
possuem inicialmente a mesma probabilidade de serem ocupados. Portanto, podemos concluir
que houve uma quebra espontanea de simetria originando um novo vacuo fundamental nao
simétrico e degenerado.

Um outro bom exemplo é o de uma vareta colocada na posi¢do vertical sobre uma mesa.

Ao ser aplicada uma forca sobre a vareta, a mesma se movimentara de forma aleatéria para



qualquer um dos lados, ou seja, ocasionando a quebra de simetria. Nao apenas em exemplos
do cotidiano encontramos quebras de simetria. Em sistemas ferromagnéticos, os vetores de
magnetizacdo podem ficar alinhados em uma Unica direcao até uma certa drea de transicao
marcada pela mudanca na direcao desses vetores, assim cria-se um defeito chamado parede de
energia de dominio magnética, mantendo desconectadas duas regioes com a mesma energia. Os
varios tipos de defeitos formados dependem exclusivamente do tipo de simetria que é quebrada,
e da natureza da transicao de fase.

A simetria da lagrangiana é importante pois caracteriza a estrutura dos estados de vacuo da
teoria. Por exemplo, uma lagrangiana com simetria U(1) é invariante sobre uma transformagao
da forma ¢(z) — ¢'(z) = e~¢p(z) [3], onde a coordenada € nos permite o estudo de dois tipos
de simetrias. A primeira delas é a global, que ocorre quando 6 nao depende da coordenada do
espaco-tempo e assume um valor fixo. Ao contririo da global, existe a simetria local, onde a
coordenada € depende do espaco-tempo, 6 = 0(z). Ha ainda outros tipos de transformagoes,
como por exemplo, a simetria Zy (¢ — —¢), onde o modelo mais simples que apresenta esse
fenomeno é o A¢*. A quebra acontece em virtude do potencial da teoria passar a ter dois
estados de minima energia, ao invés de um estado de vacuo.

A ideia matematica que se tem de defeitos é simplesmente uma soluc¢ao com energia finita
alcancada a partir de uma equacgdo diferencial nao linear. Quanto & visao Fisica, sao definidos
como a regido de transicao entre diferentes vacuos do sistema. Assim, em Teoria de Campos
os defeitos sao conhecidos como solugoes classicas da equacdo de movimento que possuem uma
topologia nao trivial. A topologia é uma ramo da matematica que estuda o comportamento
assintotico, podemos identificar a divisdo das solugdes em dois grupos, as topologicas e nao
topologicas [5]. A primeira classe de solugbes citadas, possui limites assintoticos diferentes
(gf)(—oo) = (;51) e (¢(+oo) = <;32), um exemplo desse defeito sdo os kinks. A solugdo ndo
topolbgica por sua vez, apresenta os mesmos limites assintéticos (gf)(:l:oo) = ¢0), € como
exemplo temos os lumps [6].

Nos ultimos anos, houve uma crescente no estudo da imersao de solugdes topologicas em
estruturas com dimensao espacial superior [7]-[8]. A proposta de mundo brana consiste em
considerar o nosso Universo 4-dimensional imerso em um meio de dimensdes espaciais maior

chamado bulk. Uma importante caracteristica relacionada ao cenario das dimensoes extras é

o

que todos os campos de matéria sdo confinados dentro da membrana, enquanto a gravidade

livre para propagar em todas as dimensoes |9, 10].



No que se refere a Fisica de mais baixa dimensionalidade, hé investigacoes interessantes
envolvendo, por exemplo, a construcao de defeitos topolégicos com campos escalares contor-
nando o Teorema de Derrick [1, 5, 11]. E certo que modelos em (1 4 1)-dimensdes, apesar
de seu cardter mais simples, sofrem uma grande restricdo no que tange a descricdo de siste-
mas mais realisticos. Seria interessante encontrarmos, para mais dimensoes espaciais, solucoes
do tipo soliton em modelos envolvendo apenas campos escalares. No entanto, o Teorema de
Derrick afirma que solucdes estiveis estaticas e ndo singulares ndo podem existir para D > 2
[1, 16]. Assim, o teorema impde restricoes quanto a dimensionalidade do espago para defeitos
topologicos construidos apenas com campos escalares; consequentemente, teriamos solucoes
independentes do tempo de energia finita apenas em D = 1.

A premissa do teorema assume uma estrutura padrao da lagrangiana com o potencial que
é ndo negativo [17]. E conhecido que as solucdes com D > 2 colapsam e sdo portanto instaveis
[18]. No entanto, esta dificuldade pode ser evitada por meio de alternativas as premissas do
Teorema de Derrick [6]. Dentre elas, podemos considerar a inclusao de termos de derivadas
de ordem superior na lagrangiana [19], a adi¢cdo de campos de gauge construindo defeitos em
(3,1)-dimensoes - modelo de Yang-Mills [20], introducdo da dependéncia temporal, resultando
em solu¢es nao dissipativas [16], inclusao de vinculos entre os campos, como no caso do modelo
O(3) néo linear [21], sistemas com divergéncia na energia total, contornada por um cutoff na
distancia devido & existéncia de um outro defeito [22] e dependéncia explicita com a distancia
no potencial [11].

No que segue, é estabelecida a divisao estrutural deste trabalho.

No Capitulo 2, é feita uma revisdo quanto a formacao dos defeitos topologicos em con-
sequéncia da quebra esponténea de simetria. Como ponto de partida, iniciamos o estudo de
defeitos com um campo escalar em (1 + 1)-dimensao. Dentro desse quadro, demonstramos
como obter as equagdes de movimento, e mostrando como o método de Bogomol'nyi reduz
a ordem das equagoes de movimento (formalismo BPS). Também analisamos a estabilidade
linear das solugoes estaticas. Descrevemos alguns exemplos de defeitos conhecidos na litera-
tura, tais como os construidos com os modelos ¢* e ¢%. A secdo 2.2 corresponde & revisao do
modelo com dois campos escalares reais acoplados. A inclusio de mais um campo escalar esté
interligado ao surgimento de estrutura interna no defeito [23]. Em seguida, sdo reproduzidas as

solucdes topologicas do modelo BNRT (modelo estendido ¢*) a partir do Método das Orbitas

[6].



No Capitulo 3, introduz-se as p-balls como defeitos topolégicos em (D,1)-dimensoes cons-
truidos com M > 1 campos escalares que dependem radialmente de p dimensoes radiais, com
2 < p < D —1. Primeiramente, é apresentado o formalismo geral, que leva a solucées BPS
localizadas em p dimensoes radiais. Demonstramos a estabilidade das p-balls por perturbacées
radiais e angulares. Analisamos a localizagdo de particulas de spin-0 caracterizadas por um
campo esclar @, considerando um acoplamento geral com os campos escalares que formam o
defeito. Estuda-se defeitos para modelos de um, dois e trés campos, observando alguns as-
pectos de localizacao de campo de spin-0 em cada sistema, e investigando numericamente a
ocorréncia de estados ligados e ressonéncias.

No capitulo 4, consideramos p-balls com M =2, D = 3 e p = 2, caracterizando os defeitos
com estrutura tipo tubo. Consideramos a localizacao de campos fermibénicos conectadosao
tubo por meio de um acoplamento de Yukawa. Uma decomposicao dos campos fermionicos
estabelece um conjunto de equacdes de primeira ordem para as componentes de mao direita e
esquerda. Apds uma nova decomposicao das amplitudes, obtém-se um equagao de Schrédinger
cujos autovalores sdo as massas dos estados fermionicos. E importante notar que a barreira
de potencial construida a partir de um modelo de dois campos nos leva ao aparecimento de
um defeito com estrutura interna, que contribuird para o surgimento das ressonéncias. Em
modelos de branas que lidam com localizacdo de férmions, observamos que as ressonincias sao
caracterizadas pelo vazamento dos estados massivos ap6s um tempo suficiente grande dentro
do defeito. Na ultima parte deste capitulo, descrevemos os resultados numéricos, em particular,
com interesse em ressonancias.

No capitulo 5, revisamos teorias com dinfmica generalizada com um campo escalar em
(1 + 1)-dimensdes, construindo defeitos topolégicos conhecidos como k-defects [24]-[26]. A es-
tabilidade linear de uma estrutura de defeito por meio da introducao de flutuacées em torno
da solugdo também é estudada de forma generalizada, nos levando a uma equagdo de Schro-
dinger independente do tempo. A estabilidade é garantinda se os autovalores forem positivos
ou iguais a zero, caracterizando a auséncia dos modos taquidnicos. No entanto, a andlise dos
autovalores depende do potencial do modelo especifico em questdo [24]. Em seguida, é feita
uma descri¢do de um modelo modificado chamado de ALTW [26]. A analogia entre o modelo
com termo cinético ndo canénico com o modelo com din&mica padrao é a caracteristica cen-
tral desse problema. Podemos encontrar mesmas propriedades fisicas descritas por diferentes

modelos, sendo essa semelhanca intitulada como teoria gémea, ou seja, quando duas teorias



distintas resultam na mesma solucdo e densidade de energia.

No capitulo 6 revisamos colisoes de defeitos topologicos. Essa é uma linha de pesquisa que
contém trabalhos interessantes, como podemos observar em [27]-[36]. O modelo sine-Gordon é
um exemplo classico de teoria com solucao tipo soliton, pois ap6s o choque, os kinks reaparecem
sem qualquer deformagao, apenas com uma mudanca de fase [30]. As principais diferencas em
relacdo aos demais modelos encontram-se em sua integrabilidade e na presenca de apenas um
estado fundamental (modo translacional). O modelo ¢* ¢ ndo integravel e possui um estado
ligado, que o diferencia grademente do modelo sine-Gordon (SG). A existéncia de modos
ligados extras contribuem para o armazenamento de energia durante o impacto, fornecendo
comportamentos interessantes [32]. A analise feita em [28] mostra que diferentes velocidades
iniciais dos kinks levam a diferentes comportamentos, com destaque para os bions e as janelas
de bounces. O comportamento bion também é conhecido como breathers, e é caracterizado
pelas colisoes que perduram indefinidamente, com emissao de radiagdo. O namero de bounces
corresponde ao ntimero de batidas entre o par kink-antikink (K K) antes da sua completa
separacao.

O capitulo 7 aborda de que forma o processo de colisdo de kink-antikink pode ser usado
para distinguir modelos gémeos, caracterizados no capitulo 6. Como vimos, sao modelos di-
ferentes com a mesma, solucao e densidade de energia. Em particular, é investigado sobre
quais aspectos a presencga de um termo cinético ndo canoénico na lagrangiana pode ser revelado
durante a colisao. Estudamos algumas diferencas entre os modelos gémeo; tais como, seus
estados ligados Finalizamos com resultados numeéricos de espalhamento KK e sua depedéncia
com um parametro do modelo gémeo.

As principais conclusdes desse trabalho estao descritas no capitulo 8. O apéndice A descreve

o método numérico utilizado no processo de colisao de kinks.



Capitulo 2

Campos Escalares

Neste capitulo vamos analisar defeitos topolégicos em modelos com campos escalares em
1+ 1 dimensoes. Na secdo 2.1 a investigacao consistird do estudo de modelos com apenas um
campo real. Em seguida, estudamos modelos de dois campos escalares acoplados. Utilizamos
o método de Bogomol'nyi-Prasad-Somerfeld para a solu¢ao da equacdo de movimento. Com
isso, podemos verificar que para uma certa classe de potenciais as solucoes de equacdes de
primeira ordem também sao solugbes das de segunda ordem, as quais sdo estaveis e minimizam

a energia do sistema.

2.1 Modelos com um campo escalar

Uma enorme gama de sistemas fisicos sao descritos pelos mais variados tipos de campos.
Podemos citar por exemplo, a interagao entre cargas e correntes elétricas descrita por um
campo eletromagnético vetorial. H4 ainda os campos tensoriais e os espinoriais, sendo todos
caracterizados por suas leis de transformacgoes. Quanto aos campos escalares, sua simplicidade
é observada devido a sua invaridncia seguindo as leis de transformagtes. Destaca-se ainda que
as equagoes de movimento podem ter solucoes classicas conhecidas como defeitos topologicos,
que aparecem em modelos capazes de suportar a quebra espontinea de simetria.

A acao cléssica que descreve o sistema de um campo escalar em D dimensoes é dada por

S = /dthx (ﬁ[@@,@]), (2.1)

onde L é a densidade Lagrangiana. Uma exemplo de £ que descreve a dindmica de um campo
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escalar real ¢ é dada por

L= 19,00" V(o) 2.2)

onde V(¢) é o potencial que determina a forma como o campo interage e a lagrangiana é
invariante ao aplicarmos a simetria ¢ — —¢.

A equacdo de movimento assume a forma
00" P+ 04V =0, (2.3)

onde 0,V (¢) corresponde a derivada em relacao a ¢. Em (1,1)-dimensdes, ou seja, ¢ = ¢(x,t),

a equacao dindmica do campo se resume a

&Fo o dV(p)
R R readt (2.4)

uma equagao diferencial parcial de segunda ordem com um termo nao linear devido & derivada
do potencial. O objetivo principal nesse quadro é alcancar uma solucdo para a equacao de
movimento. Temos o caso onde as configuracées de campo sdo constantes, o que resulta em
uma solucao trivial. No entanto, solucoes nao triviais podem ser obtidas a partir do uso de
solucoes que independem do tempo, ou seja, configuragoes estaticas. Sendo assim, para campos
estaticos, ¢ = ¢(z), a equacdo € levada a seguinte forma
d’¢ AV
0 g
identificada como uma equacao ordindria nao linear de segunda ordem.
Aplicando o método da quadratura na Eq. (2.5), obtemos uma equacao de primeira ordem

que resolve a equacgdo de segunda ordem por uma simples derivacdo. Portanto, a Eq. (2.5)

pode ser fragmentada em [37]

% =2V (¢) +C ou % =—2V(¢)+C, (2.6)

e as equacoes sao resolvidas apds integracdo. Impomos o valor nulo & constante C' assegurando

o cardter finito da energia das solugdes.
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2.1.1 Equagao de Bogomol’nyi

A busca por solugoes das equagoes diferenciais de segunda ordem foi o principal objetivo do
método proposto por Bogomol'nyi-Prasad-Somerfeld (BPS) na década de 70 [86]. As solugoes
BPS sao definidas por uma classe de modelos constituidos por potenciais cujos zeros sao os
pontos de minimo, ou seja, definem os estados de minima energia, identificando os setores

topolégicos do sistema. Considerando potenciais limitados inferiormente, podemos escrever
Lo o
V(6) = W2, (27)

onde Wy = dW/dp e W(¢) é uma funcao suave denominada de superpotencial quando associ-
ado a teorias supersimétricas (Ref. [38]-[39]). Nesse caso as solugdes conectam os minimos do
potencial, mas nem todos os potenciais precisam ser da forma como foi colocado acima. H&
modelos descritos por potenciais que nao sao limitados inferiormente e cujas solucoes conectam
os pontos de inflexao [40].

O tensor energia momento tem a seguinte forma

1
Ty = qu@,,qb — Nuv 58a¢aa¢ —V(9)|, (2.8)

onde a componente Ty = p(x,t) é conhecida como densidade de energia do sistema. Portanto, a

energia do sistema para configuragoes estaticas de campo consiste na integracao da componente

p(z)

o /_ ::O dz p(z) = /_ :o E <Zi> Yy V(qﬁ)] da. (2.9)

Na Ref. [41], Bogomol'nyi escreveu a energia em uma forma quadrética e fechada. Utili-

zando a Eq. (2.7), temos

B 1 [+ do 2 +00 do

As solugbes fisicamente aceitaveis sfo as de energia finita, por isso o campo deve assumir

um valor de modo que a energia seja minima, entao temos

d¢
— =4 2.11
=W, (211)
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assim a primeira integral na Eq. (2.10) deve ser nula, e consequentemente a energia minima

do sistema é dada por

também conhecida como energia de Bogomol’'nyi. As equagoes de primeira ordem sao chamadas
de equagoes de Bogomol’yni e as solugoes destas equagdes sdo conhecidas como estados BPS.
Portanto, o método de Bogomol’'nyi, além de possibilitar a obtencao da equagao de primeira
ordem, ainda permite escrever a energia das configuragoes estaticas.

De modo geral, segundo suas caracteristicas topolégicas, podemos classificar as solugoes

BPS. Com isto em vista, introduzindo a corrente topologica [6]
. L.,
=560, (2.13)

onde i, v = 0,1 e €, € o tensor de Levi-Civita (em 1+ 1 dimensées, temos e’ = 1). Devido ao
carater antissimétrico do tensor, é evidente que a corrente é conservada 9,,j* = €70,0,¢ = 0.

A densidade de carga associada a Eq. (2.13) nos leva a uma carga conservada

+o0
Q- ;/Oo %dw _ ;{gt(—koo) — ¢(—o00)|. (2.14)

A carga @ possui dependéncia apenas das propriedades assintdticas do campo, dessa forma,
podemos especificar os tipos de solugoes. As solugbes nao topologicas (vacuo trivial) com
@ = 0 conectam um minimo a ele mesmo, ou seja, ¢(+00) = ¢(—o0). Além disso, existem as
solugdes topologicas @ # 0, as quais interligam dois pontos criticos distintos do potencial, ou
seja, ¢(+00) # ¢(—00).

Além de concluirmos que as solugoes que satisfazem o limite de Bogomol’nyi possuem carga
topolégica diferente de zero, também poderemos afirmar que tais solugdes sdo estaveis, questao

que sera discutida em seguida.

2.1.2 Estabilidade Linear

A anélise abordada nessa sec@o refere-se a estabilidade linear das solugdes estaticas da

equacao de movimento. A ideia em torno desse estudo € identificar que as solugdes da equagao
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de movimento

Ry 02 dV

o "9z g 219

sdo estaveis. Com essa concepcao, é necessario entender o que ocorre nas proximidades da
solucdo estatica. O procedimento consiste da introducao de pequenas perturbacgoes de primeira

ordem em torno das solucoes |6, 43]. Assim temos

gb(l’,t) = ¢S($) + n(wat)v (2'16>

onde ¢s(xz) é a solucdo estatica e n(x,t) uma pequena flutuacdo em torno da solucao. A
subtitui¢ao da equacdo acima na Eq. (2.15), resulta em
d>n  d’n  dP¢, AV

—_— = 0. 2.1
dt?2  dx?  dz? + do | —, 0 (2.17)

Expandindo em série de Taylor em Vy4(¢) = Vy(és + 1) e preservando apenas os termos de

primeira ordem, obtém-se

d*n d*n
27 = 2.1
V=20, (218)
sendo V(z) = % o potencial da equacgao diferencial. Substituimos n(x,t) = p(z)T'(t) na
p=s

Eq. (2.18), em seguida dividimos por p(x)T'(t), alcancamos

1 d°p()

1 d?T(t)
p(x) dx? '

+V(z) = T ae

(2.19)

O lado esquerdo da equacao depende apenas da varidvel x, enquanto o lado direito depende
apenas de t. Igualamos ambos os lados a uma constante de desacoplamento, obtendo como
resultado um par de equacoes diferenciais ordinarias

_ Pp(x)

o5 V@) = wip(a), (2.20)

a primeira equacao é do tipo oscilador harménico simples e sua solugao é dada por

T(t) = Tp cos(wnt). (2.21)
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Quanto a Eq. (2.20)(b), trata-se de uma equagdo de autovalor do tipo Schrédinger, que

pode ser escrita da seguinte forma [44, 45]

Hp(z) = wppn(@), (2.22)

2

> os autovalores e py, ()

onde H = —% + V(z) é o correspondente operador Hamiltoniano, w

representa o conjunto de autofuncdes do operador H. Se tivermos w? < 0, w, é imaginario,

2

= > 0, temos wy, real, resultando em uma

teremos uma solucao instével. No entanto, se w
solucio estavel. Com w2 = 0, ¢5(x) & estavel com perturbagio constante no tempo. Portanto,
o problema de estabilidade linear é assegurado se o operador H for nao negativo, ou seja, os
autovalores devem ser positivos ou iguais a zero (w2 = 0 denominado modo zero).

Para verificarmos que H é ndo negativo basta analisarmos se o operador Hamiltoniano
pode ser escrito na forma Hy = S”:Ttﬁi Para esse fim, vamos considerar os modelos descritos

por potenciais limitados inferiormente
1 W2

Substituindo a equagdo de V(¢) em H , ficamos com a seguinte expressao para o Hamiltoniano

. d?
H = *@ + <W£¢ + W¢W¢¢¢>

(2.24)

bs(x)
O operador pode entao ser fatorado como um produto dos operadores S’lS’i definidos por

A d
lZ*@iWw

A d
; Si = df
¢s(z) X

+ W (2.25)

¢s()

onde S’l é o conjugado hermitiano de S [44]. A vista disso, podemos assegurar que H
é positivo definido. Tal afirmacao pode ser verificada a partir da Mecinica Quéantica, que

considera os autovalores como o valor esperado do Hamiltoniano [45]

{pnlH|pn) = {pnlwp|pn),

{pnlSL8%1pn) = (pulw?|pn),

introduzindo o operador identidade I =37, |pm){pm|, obtemos w2 = ]<pm\§i\pn>]2 >0,
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e consequentemente o operador Heé positivo ou nulo, pois o resultado mostra que o operador
Hamiltoniano associado ao autoestado tem um autovalor maior ou igual a zero. Desse modo,
as solucdes BPS em sistemas com um campo escalar descrito por potenciais limitados inferi-
ormente sdo linearmente estaveis mediante pequenas perturbagoes [46]. Além disso, pode ser
calculado o modo zero py(x), que corresponde ao autoestado com autovalor wy = 0.

A seguir serd aplicado o método de Bogomol'nyi em alguns exemplos de modelos com um

campo escalar. Inicialmente sera discutido a classe de modelos ¢* e posteriormente o ¢5.

2.1.3 Exemplo de Defeitos
Modelo ¢*

A discussdo sobre a existéncia das solugdes topologicas foi discutida mostrando que é ne-
cessario um potencial limitado inferiormente e que este possua mais de um minimo. Nesse

sentido, consideramos o potencial para o modelo ¢*

V(9) = J(a? ), (2.26)

onde )\ e a sdo constantes positivas. Este potencial, que pode ser visto na Fig. 2.1, apre-
senta simetria Zs (¢ — —¢) e minimos em ¢ = +a. Podemos reescrevé-lo em termos do

superpotencial

W(¢) = ﬁ(@% - 1¢3>, (2.27)

\ Vi(g) » i

Figura 2.1: Potencial do modelo ¢* com constantes A = a = 1.



13 2.1. Modelos com um campo escalar

A partir da equagdo de Euler-Lagrange, obtemos a equagdao de movimento
9o = —2X%¢(a® — ¢?),

e para configuragoes de campos estaticos em (1,1)-dimensoes

d%¢
-5 = —2V0(a” — ¢%),

onde podemos encontrar solugoes BPS utilizando as equacoes de primeira ordem

d
LTi = Wy = £VA(a® — ¢?).

Apos integracdo, obtemos

¢(x) = fatanh (a\r)\(:r — x0)),

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

onde x( caracteriza o centro do kink. A solucdo com sinal positivo é o chamado kink, enquanto

a solugdo com sinal negativo é conhecida como antikink. O perfil do kink é apresentado na

Fig. 2.2.

Figura 2.2: Solucao do modelo ¢* com constantes A = a = 1.

Nota-se a partir da Fig. 2.2 a convergéncia do kink para os vicuos do potencial, ou seja, as

solucdes de campo conectam os minimos do sistema. Como exemplo, temos o kink apresentando

o seguinte comportamento assintotico ¢(+o00) — +a = £1. Outra importante observacao esta

em torno da espessura do defeito. O pardmetro A estéd inteiramente associado & questao da

largura das solugoes. Dessa forma, quanto maior o valor de A, mais abrupto torna-se o kink
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(antikink), i.e., o ¢(x) alcanca seus vacuos mais rapidamente; consequentemente menor serd a
espessura do defeito.

A energia do kink para configuragoes estaticas pode ser obtida integrando a densidade de

energia [47]

E = /+OO [)\a4sech4 (a\/X(x — x9)) | dz = 4a3\ﬂ. (2.32)

3

—00

A partir desse resultado, verificamos que a energia de fato é finita. Podemos obter a energia
atraveés da utilizacao do superpotencial W (¢) e as condicoes assintéticas do campo. Ou seja,

fazendo uso da Eq. (2.12) temos

a3
E = +{W(a) — W(-a)} = 4\/§ | (2.33)

O carater topologico é uma caracteristica preponderante das solucoes discutidas acima.
Como ja foi visto, os tipos de solugoes podem ser especificadas por meio da carga topologica.

Portanto, temos

a, (2.34)

Q
I
[
=
+
g
!
=
|
g
I

como consequéncia do resultado de Q) # 0, a solucdo é dita topologica. Assim, os resultados

confirmam que estamos diante de uma setor BPS.

U(x)

et s P L i S R

Figura 2.3: Potencial de Schrodinger de estabilidade linear para o modelo ¢* para A = a = 1
(trago-ponto preto). Valor do modo zero (linha vermelha) e primeiro estado excitado (tracejado
azul).

A estabilidade linear pode ser abordada com base na equagdo de Schrédinger, onde apés
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u(x) U(x)

o - 1

Figura 2.4: Potencial de Schrodinger de estabilidade linear para o modelo ¢* para A = a = 1
(linha vermelha). Autoestado do (a) (esquerda - linha azul) modo zero (wg = 0) e (b) (direita
- linha azul) do primeiro estado excitado (w? = 3).

uma simples algebra, obtemos

d2

—o= Aa® (4 — 6sech? (aV Az — x0))) | pn = w2 pn. (2.35)

O potencial da Eq. (2.35) é conhecido como Poschl-Teller modificado [48]. O grafico do
potencial estd na Fig. 2.3. Como ja é conhecido da literatura, esse potencial apresenta dois
autovalores discretos wy = 0 e w1 = v/3\ [27] e também possui autovalores no espectro continuo
w2 = k?+2m?. Nas Figs. 2.4(a)-(b) estdo apresentados graficamente o modo zero e o primeiro
estado de excitagdo. Os dois modos sdo de grande relevincia para o processo de colisao de
defeitos, assunto que serd abordado posteriormente. Dentro desse quadro, o autovalor wgy é
chamado de modo translacional e o w; é chamado de modo vibracional [28].

A autofuncao correspondente ao modo zero pode ser obtida utilizando a equacao de Schro-

dinger com o autovalor nulo (w3 = 0)

po(z) = \/isechQ(z), (2.36)
onde z = avA(z — zp).

Modelo ¢°

Para o modelo ¢, a teoria é definida pela densidade de energia [49]

L= 50,00" — S8 (8 — 1), (2.37)
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onde as constantes foram igualadas a 1 (a = A = 1). O modelo é caracterizado por trés vacuos,
ou seja, possui trés minimos, em ¢ =0 e ¢ = £1 (Fig. 2.5).

A equacao de movimento para configuracoes de campos estéticos é

P’y 2 2
— = ¢(1—¢7)(1—3¢%). (2.38)
dx
.i 0.6 '
i i
I‘ 13 fl
i i
i i
\ 1.4 i
1 i
! V() a3 !
i I
\ ]
l1. 02 |
1 i
: 0.l i
I _ - _ i
\ o 7 -\.\ e i . I’-
L - r-/ NS

Figura 2.5: Potencial do modelo ¢® com constantes A = a = 1.
Podemos encontrar solugdes desta equagdo de segunda ordem a partir das equagoes de
primeira ordem abaixo:

= +6(¢? — 1). (2.39)

Nesse modelo existem dois setores topologicos, o primeiro interliga os minimos —1 a 0 e
o segundo 0 a +1, respectivamente chamados de setor negativo e positivo [49]. A Eq. (2.39)
com o sinal positivo admite duas solugoes do tipo kink, uma para o setor positivo e outra para

0 negativo

b = \/ % (1 + tanh(:c)), br_ = —\/ % (1 + tanh(x)), (2.40)

o sinal negativo da equacao de primeira ordem também contribui para duas solugdes nos
distintos setores. Usando a simetria discreta (z — —z) sobre as solucOes anteriores, temos as

solucoes antikink

by = \/; <1 - tanh(x)), b = —\/; (1 - tanh(x)), (2.41)
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os defeitos do setor negativo atravessam do vacuo 0 até o minimo —1, ao passo que no setor

positivo, os kinks caminham entre 0 e 1.

A carga topologica é dada por

(2.42)

associada ao kink do setor positivo. A energia para configuragdes estaticas do modelo abordado

é finita e dada por

E = 1/+OO Kdd’f + (p(e* — 1))2] de = 7.
(2.43)

Flutuagoes em torno das solucgoes estaticas que interpolam entre os vacuos do potencial sao

caracterizadas por

o(x,t) = ps(x) + nett. (2.44)

Substituindo ¢(z,t) acima na equagao de movimento, encontramos uma equagao de campo

linearizada —92n, + V(2)n, = w2n,, cujo potencial do tipo Schrédinger é dado por

V(z) =1—12¢% 4 15641, (2.45)

Figura 2.6: Potencial da equacdo de estabilidade do modelo ¢°® (tracejado preto) e o modo

zero (linha vermelha).

O modo zero é o tinico modo que pode ser encontrado nesse modelo, ou seja, nao ha
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estados localizados para um kink no modelo ¢°. Consequentemente, temos auséncia de modos

vibracionais [29]. Resolvendo a equagdo de Schrédinger com autovalor nulo (wg = 0)

d*ny, 5 3 15 5
_ _ 21 %tanh ~Z tanh = 2.4
72 + 1 + 2tan (x) + 1 tanh®(x) |n, = 0, (2.46)

o estado fundamental pode ser encontrado:

mo(x) = ! (2.47)

/1 + tanh(z) cosh?(x)’

A Fig. 2.6 mostra o potencial de Schrodinger (Eq. (2.45)) utilizando como solugdo o kink

oK+ Ainda nesse grafico, observamos o estado translacional (Eq. (2.47)).

2.2 Modelo com dois campos escalares

A inclusdo de mais um campo escalar, dependendo do modelo, esta associada ao surgimento
da estrutura interna no defeito [50]. Em vista disto, consideramos um sistema com dois campos

escalares, a partir da densidade lagrangiana abaixo

1 1
L= 50u00"¢ + 50ux"x = V(dX), (2.48)

onde V(¢,x) é o potencial do modelo. As equagoes de Euler-Lagrange para os campos ¢ e x

nos indicam as equacoes de movimento no espaco-tempo bidimensional

2 ¢ dV
2 2
Ox_Ox dv_, (2.50)

o2 ox2 ' dy

Notamos que o sistema de equagoes de segunda ordem sao acopladas e ndo lineares, por isso,
a busca por solucoes nesse cenario se torna complicado. Entretanto, assim como o modelo
de um campo real, podemos reduzir a ordem das equacdes diferenciais por meio do método

apresentado na Ref. [51]. As equagbes de movimento tornam-se

2é  dV
a9 _ 2.51
0 = Ao (2.51)
2y dV

X_2r (2.52)

dz? ~ dy’
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quando trabalhamos com campos estaticos.
De modo anélogo ao que foi apresentado para modelos de um campo, escrevemos a energia

do sistema para configuracdo de campos estaticos

to ] fdgp\? 1 [/dy\>
E= - = = \% dx. 2.53
[ (@) (@) ven)e 29
Vamos ainda considerar uma classe de potenciais com dois campos escalares, cujos zeros

sdo os pontos de minimo de V(¢,x) [52]
Lo 1o

substituindo o potencial acima e aplicando o método de Bogomol'nyi, ficamos com a seguinte
expressao para a energia

1 [t [/de 2 ldx 2 +oo g dx
E==Z ~ 4+ o = s
2/_ [(dw W¢> + <dm WX> }dm$/ [deqs—i- d:rWX] dz,

o0 —00

(2.55)

sendo os dois primeiros termos positivos definidos. Consequentemente temos as equacoes de

primeira ordem

d¢ dx

b S Xy 2.

o W, . Wy, (2.56)
e a energia minima (conhecida como limite Bogomol'nyi) é Ein = |AW(¢,x)|. Novamente

vale a pena salientar que a energia minima depende apenas dos pontos assintéticos, i.e, dos
valores criticos do potencial. Solucdes para tais configuragdes de campo sdo denominadas

estados BPS.

2.2.1 Estabilidade Linear

O problema da estabilidade linear sera tratado de forma semelhante & abordagem com

um campo escalar. Como foi destacado, a busca por solugdes estaveis inicia ao introduzirmos
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pequenas perturbagoes em torno da solucdo indepente do tempo

gb(ﬂ?,t) = ¢s(x) + n(xat)v (257>

X(:U,t) = Xs(x) + {(m,t), (258)

onde n(z,t) e £(z,t) sdo perturbagdes em torno da solucdo. Substituimos ¢(z,t) e x(x,t) nas

equacoes de movimento, obtemos

_ _ T =0 2.59
dt?2  da?  dx?2  dg 'PsXs ’ (2:59)
¢ d*¢ &Py, dV

_ — S 4 2 =0. 2.
dt2 d$2 d$2 dX Ds,Xs 0 ( 60)

Expandindo em série de Taylor as derivadas do potencial e preservando apenas os termos de

primeira ordem para n e £, temos

12;7 12;7

dt? dz? Moo £ 24 0, (2'61)
d2§ d2§ 174 V.

dt2 2 MVxx § xo = 0. (2'62>

Podemos ainda escrever o sistema de equacoes na forma matricial

—03+ Voo Vi nl_ |
=0
Vo —02 + Vi 3 £
Aplicando o método de separacao de varidveis
n(zt) =¢(@)F(t) e &(zt) = ((2)K (1), (2.63)
obtemos como resultado um sistema de equacgoes ordinéarias
d*F 2 F 2
vl +w, F=0 e HVY,(z)=w,V,(z), (2.64)
onde
d2
. - +V, V.
i L4 Vg 2 X e U, (x) = (G
Ve — i + Vi ¢

Mais uma vez estamos diante de um oscilador harmonico para a primeira equagao diferencial
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e caso w2 < 0, F(t) explode com t — +o0o. A estabilidade linear é analisada em torno da
equacao de autovalor Eq. (2.64), ou seja, o problema se restringe ao fato do Hamiltoniano
possuir ou nao autovalores negativos. Para que sejam obtidas solugoes estaveis para os campos
escalares & necessario que w2 > 0. Entdo, temos a necessidade de escrever o Hamiltoniano na
forma H = SLS} Para isso, consideramos o potencial para dois campos dado na Eq. (2.54),

cujas derivadas sao dadas abaixo

Voo = Wj(i) + W)?QS + WyWees + W W, (2.65)
Vi = Wo + W2+ WeWeyy + Wy Wy, (2.66)
Vox = Vio = WexWos + WsWopy + Wiy Wyg + Wy Wy (2.67)

A partir disso, podemos escrever o operador H em termos do operador Sy e seu conjugado S’I_L

como

d

az — Wee  —Woy
d d

—Wxo Tdz WXX _Wx¢> dz Wxx

dessa forma, o operador Hamiltoniano possui carater positivo. Essa afirmacao tem suas bases
fixas dentro da Mecanica Quéntica [44], ao considerarmos o valor esperado do H. Aqui faremos
o tratamento com integrais, diferente ao que foi feito para um campo escalar real. Entao temos

[53]

w%-/@,ﬁﬁ@ndx - /ﬂ(ﬂ&)(ﬁndﬂff—/(ﬁiq)vl)Tgi‘I’ndx—/‘fn‘zdw'

(2.68)

onde &, = S, ®,,. Isso permite afirmar que os autovalores possuem apenas valores positivos ou
nulos. Desse modo, mesmo para dois campos, sdo obtidas solugdes BPS estaveis.

Finalizada a abordagem sobre estabilidade linear, a questdo agora apoia-se sobre a investi-
gacao das solucoes do tipo BPS. A principio, o desacoplamento das equacoes de Bogomol'nyi
irdo nos proporcionar defeitos topolégicos. Um ponto que merece destaque em modelos de dois
campos é o aparecimento de estrutura interna nas solucoes, contrario ao que acontece com

solucoes de um campo escalar.
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2.2.2 Modelo BNRT

Solugdes com estrutura interna podem ser obtidas com o modelo BNRT [52]. Esse mo-
delo pode ser visto como uma extensdo do ¢*. Entdo, consideramos o superpotencial que foi

introduzido e estudado em [52]-[66],
1
W) =A( 0~ 36* — sn?). (2.69)

onde a e A sdo pardmetros reais e s € o pardmetro que controla a forma como os campos

interagem. O potencial para esse sistema é escrito como (Fig. 2.7)

Figura 2.7: CountorPlot do potencial do modelo BNRT com A = a = 1 para o s = 0.05
(esquerda) e s = 0.45 (direita).

As equagbes de primeira ordem sido dadas por

d d
d% =Wy = £X(a® — ¢* — sx?) e ﬁ = =W, = F2As0Xx, (2.71)

notamos que as equagdes de Bogomol’'nyi formam um sistema nao linear e como sabemos,
as solugdes nao triviais conectam dois estados diferentes de vicuo. Os minimos do potencial
podem ser investigados para dois casos: (i) para s < 0 temos (¢ = *a, x = 0) e (ii) para

s > 0, temos

(p==+a,x=0) e (¢p=0,x=+xa/Vs). (2.72)
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Para encontrarmos solugoes BPS no modelo BNRT basta nos preocuparmos com os setores
que apresentam Eppg # 0. Por exemplo, o setor (¢ = 0, x = ta/+/s), consiste de uma energia
nula (Epps = AW = 0), consequentemente nao apresenta defeito do tipo BPS conectando os
vacuos do potencial. Portanto, a partir dessa discussdo, utiliza-se o Método das Orbitas [6],
que tem como objetivo encontrar as solugoes topologicas dos setores. O método consiste em:
(i) escolher uma érbita para os campos ¢ e x; (ii) identificar se satisfaz os vacuos do setor em
questao; (iii) utilizar a orbita para desacoplar as equacoes de movimento.

Podemos escolher uma Orbita responsével por conectar os minimos de uma forma mais
geral, dada por

%+ ax? = d?, (2.73)

supomos que « > 0. Diferenciando a equagao acima em relagdo a z, temos

d*dp  dxPdx _

WL rait_y, (2.74)
substituindo as equacoes de primeira ordem, obtém-se
Ap(a? — ¢ — sx?) — 2haspx> (2.75)
Assumindo A = a = 1, escrevemos
¢% + s(1+ 2a)x? =0, (2.76)
que comparada com a Eq. (2.73), leva a
a:s(1—|—2a):>a:1_828. (2.77)
Aqui estamos levando em conta o caso onde s > 0. Entdao, 1 —2s > 0, ou seja, s < 1/2.
A orbita pode ser escrita como
¢+ ——x*=d”. (2.78)

1—-2s
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o(x)

T i
5 1n

14

Figura 2.8: Corresponde a solugao do tipo kink (linha solida preta) e a solugao do tipo lump
(traco-ponto vermelho). Fixamos A =a =1e s = 0.25.

Substituimos o campo sx? na Eq. (2.71), e obtemos

9

el £2sA(a® — ¢?), (2.79)

que ao ser integrada fornece a solucao para ¢, dada por
¢(z) = £atanh(2Aasx). (2.80)

Substituimos a solu¢ao para o campo ¢ na Eq. (2.78), e finalmente

x(x) = =ay/ é — 2sech(2\asx), (2.81)

para 0 < s < 0.5. As solugdes estdo graficamente representadas na Fig. 2.8. A linha continua
na cor preta representa a solugao do tipo kink (Eq. (2.80)) interpolando entre os minimos —1
e +1, e o defeito do tipo lump (Eq. (2.81)) é exibida na cor vermelha (trago-ponto). O gréfico
foi obtido com A = a =1 e s = 0.25. Importante destacar que com s = 0.5, temos y =0 e
consequentemente, resgatamos o modelo ¢* para um campo.

Neste capitulo foram abordadas as configuracoes de modelos com um e dois campos escala-
res reais. A busca por solugoes topoldgicas que resolvam as equacgoes de primeira ordem foram
discutidas. Dessa maneira, revisamos o método de Bogomol’nyi, encontrando a expressao para
a energia total e as equacgoes de primeira ordem, cujas solucdes correspondem aos estados BPS.
Definimos também a corrente topoldgica, que associada a carga @), especifica o tipo de solugao.

Outro ponto que merece destaque é quanto a investigacdo da estabilidade linear realizada atra-
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vés da introducdo de pequenas perturbagoes em torno da solugao estatica. Estudou-se ainda
um modelo com dois campos escalares. Para encontrarmos solu¢ées BPS para o modelo BNRT,
utilizou-se 0 Método da Orbitas, responséavel pelo desacoplamento eficiente das equacdes de
primeira ordem.

No proximo capitulo abordaremos a localizacdo de particulas de spin-0 em defeitos topo-

logicos p-balls em (D,1)-dimensdes.



Capitulo 3

Armadilhamento de particulas de

spin-0 em p-balls em (D,1)-dimensoes

O estudo de defeitos topologicos |5, 47| é importante devido a suas propriedades matema-
ticas e conexao a diversas areas da fisica tais como o confinamento de quark [67], cosmologia
[68] e matéria condensada [69]. Do ponto de vista dos espacos multidimensionais, podemos
citar, por exemplo, o vortice [70] para fisica de supercondutores em (2,1)-dimensoes, mono-
polo magnético [20] conectado & cosmologia em (3,1)-dimensdes e modelos de branas [71] em
(D,1)-dimensdes. O exemplo mais simples de defeito topologico é o kink [72], onde as solugoes
interpolam entre dois vacuos diferentes. O kink é estendido ao conceito de branas com uma
dimensao extra [73]-[82], onde a estrutura de brana advém de uma a¢do com um campo escalar
dindmico. A tentativa de resolver os problemas de hierarquia e da constante cosmoldgica com
uma dimensao extra sempre enfrentou um problema de ajuste fino [71]. Algumas tentativas de
contornar este problema incluem a consideracdo de mais dimensoes extras. A literatura tem
diversos exemplos importantes de defeitos topologicos com elevado ntimero de codimensoes.
Em 6 dimensdes, com codimensao 2, podemos citar a localizagdo da gravidade em cordas [83]
e branas baby-Skyrmion [84]. Defeitos topologicos com altas codimensdes sdo estudados em
[85].

Em geral, modelos de branas com codimensdo-1 podem ser facilmente tratados usando o
formalismo de primeira ordem [73]. Em tais casos, o potencial do campo escalar e a métrica
podem ser descritos por equagoes diferenciais de primeira ordem em termos de uma funcao
W denominada de superpotencial. Este nome refere-se ao anélogo no espaco-tempo plano

onde um verdadeiro superpotencial é introduzido para encontrar os estados BPS [86]. O
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formalismo BPS para alguns defeitos com simetria radial, construidos com um campo escalar,
foi introduzido nas Refs. [11, 87]. Recentemente, inspirado em modelos brana com codimensao-
2, tais estudos foram estendidos para o caso de dois campos escalares acoplados em (3,1)-
dimensoes com o objetivo de investigar, na auséncia de gravidade, ressonancias e localizagao
de particulas com spin-0 [88] e spin-1/2 [89] em defeitos topolégicos simétricos axiais. Essas
analises mostraram resultados similares a trabalhos anteriores que tratam sobre localizacao e
ressonédncias de particulas e gravidade em branas com codimensdo-1 [7, 23, 50, 90, 91].

Na presenca de gravidade, a auséncia de um formalismo de primeira ordem para mode-
los brana com codimensdo maior que 1 faz a andlise de localizacdo de campo e ressonancia
muito mais complicada, necessitando em geral de uma andlise numérica com o objetivo de
encontrar os campos escalares em funcao das dimensdes extras. Contudo, negligenciando os
efeitos da gravidade, neste trabalho mostramos que é possivel implementar o formalismo de
primeira ordem para descrever os defeitos topologicos gerados por campos escalares com pura
dependéncia radial. Consequentemente, analisamos os efeitos de armadilhamento de campos
de spin-0 devido a um maior codimensao do defeito topoldgico.

Neste capitulo apresentamos na se¢ao 3.1 o formalismo de primeira ordem para um espaco-
tempo plano em (D,1)-dimensoes onde M > 1 campos escalares dependem radialmente em p
dimensoes espaciais, com 2 < p < D — 1. Na se¢ao 3.2, consideramos o tratamento geral da
localizagao de particulas de spin-0 em p-balls. Em seguida, aplicamos o formalismo das se¢oes
3.2 e 3.3 para um certo ntimero de casos especificos. Entao, nas secoes 3.4 e 3.5 consideramos
os defeitos formados respectivamente por modelos de um, dois e trés campos, olhando para
alguns aspectos de localizagdo de spin-0 em cada sistema, e investigando numericamente a

ocorréncia de estados ligados e efeitos ressonantes.

3.1 Formalismo geral para construgao de p-balls em (D,1)-dimensoes

Iniciamos com a acao
M 1 . 4
S = /dthx<Z iaagbzﬁagbl — V(¢>1,...,¢>M)>, i=1,..,M, (3.1)
i=1

com a = 0,...,D. As coordenadas cartesianas (D,1)-dimensoes serao separadas em D — p-

dimensées (z1,22,....2P~P). onde os campos podem ser localizados, e em p dimensdes transver-
M ) b ? )

sas (zP7P*1 .. 2P), com 2 < p < D — 1, onde o defeito sera formado.
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O potencial é escolhido como

M
1 2
V(oo™ =55 ) (W), (3.2)
=1
onde usamos a notacdo simplificada
ow 0w
Wy =—, Wyo = ——— 3.3
?i 8¢z ’ ¢z¢] a¢la¢]7 ( )
e assim por diante. A dependéncia explicita do potencial em r, onde
r= (3.4)

acompanha e generaliza para M campos escalares a construgao das Refs. [11, 87|, inicialmente
motivada para evitar o teorema de Derrick-Hobart [17, 18, 50]. Supomos ainda que os campos
escalares ¢’ dependem somente de r.

As equagbes de movimento dos campos escalares sao

M
) 1 .
06"+ v 2 WoilWorgr =0, i = LM, (3:5)
=

e assumem também a forma estatica,
' M
V2(Z5Z Z d)] W¢]¢7 7/ — 17...7./\/[, (36)

onde V2 ¢é o laplaciano p-dimensional, definido por

vig= 1 4 <rp—1w> : (3.7)

rP—1 dr dr

A densidade de energia é dada por

f: [ (V6)} + ¢ (W) ] : (3.8)

=1

l\')\}—t

.

e a energia total do defeito no volume transverso é

E = /dJ:DpH...de p(r). (3.9)
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3.1.1 O formalismo de primeira ordem

De modo a descrever o sistema via equagoes diferenciais de primera ordem, implementamos

o formalismo BPS, tal que a energia total pode ser escrita como

27rp/2 . 1 2 dg
_ Z/d PP [(:F?Mmi) imﬁww : (3.10)

Definindo como nulo o termo quadratico, obtemos um conjunto de equagoes diferenciais de

primeira ordem
de’
dr ~ TN

Wiyi = 1,0 M, (3.11)

cujas solucdes rotulamos como ¢’ (r). Sempre que estas equagdes forem satisfeitas e, usando

(3.3), a energia total sera dada por

27rp/2 b1 1 odw
Z/ T (3.12)

Neste ponto observamos que o integrando pode ser transformado em uma derivada total se

N = 2p — 2. Desse modo, a energia BPS é

g =2y W(r=0 3.13
BPS_I-\(p/)’ (T_>OO) (T— )|? ( )

com as correspondentes equacoes BPS (3.11) sendo lidas como

do' B
dr

1 .

Um resultado similar sobre o pardmetro N pode ser obtido considerando propriedades
de scaling dos campos escalares na densidade de energia (3.9). Primeiramente, definimos
08 vetores q? = (¢'..,0M) e 7 = (2P7P+L 2P). Fazemos a transformacio de escala,
¥ — A e gi_;(f“) — gi_;()\f), correspondendo a uma mudanca na energia, £ — E*, e impo-
mos (OFEM)/(0N)|x=1 = 0. Isto leva & seguinte restricio em N e p: i) para p = 1, N = 0; ii)
para p = 2, N = 2. Além disso, impondo a igualdade das partes gradiente e potencial de F,
obtemos iii) para p > 3, N = 2p — 2. Um resultado similar foi encontradado em [11], para o
caso onde D = p.

Um modelo especifico pode ser construido de modo a ter pelo menos dois conjuntos {¢'}
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de vacuos satisfazendo 8V/8¢k‘{¢i > 0, para k,j =

=@y = 0 ¢ P00 4y
1,...M, com V(¢',4%,....6M) = 0. Dois destes conjuntos, {#} e {#°.}, correspondendo
ar = 0er = oo, respectivamente. Consequentemente, as configuracbes de campo em
r = 0 obedecem lim, o ¢" = @}, lim,_o %i = 0, enquanto o superpotencial W(r = 0) =
lim, o W (¢',4%,...,0™M) = W(@},82,...,031) ¢ fixo. Similarmente, no infinito, os campos satis-
fazem lim, o &' = ¢, lim, 00 %i = 0, sendo o potencial W (r — 00) = lim, o W (é',¢?,...,
M) = W(oL,, o2 ..., 02, também fixo. Em outras palavras, o modelo especifico deve ter
pelo menos um campo interpolando entre dois diferentes estados de vacuo, ou seja, q_ﬁf) #* égo,

para pelo menos um valor de i. Entéo, a energia Egpg, dada pela Eq. (3.13), é fixa e torna-se

um verdadeiro limite BPS topoldgico.

3.1.2 Carga topolégica

O carater topolégico das solucoes {gbﬁt} pode ser demonstrado seguindo a Ref. [11], com
a diferenca que 14 temos p = D. Para (1,1)-dimensdes temos M correntes conservadas j* =
e O,¢t, com p=0,1ei=1,.M. Isto resulta em M quantidades conservadas o' = d¢'/dx,
tal que p = > ,(0%)? ¢ a energia da configuragio de campo [93]. Isso pode ser usado para
definir a carga topoldgica Qr = ffooo dxp = AW como também a energia total da solucdo.
No entanto, para uma classe de defeitos descritos aqui deve-se estar em (D,1)-dimensdes com
D > 3, com os campos escalares dependendo p > 2 dimensoes espaciais. Para um caso
minimo, com D = 3 e p = 2 temos M tensores de corrente j#1H2 —= 6“1“2“36M3¢i, onde

cada pq,pe,u3 pode assumir os valores 0,1,2. Noés temos (9,“]'“‘1“2 = 0. Para cada campo

escalar isto gera um conjunto de duas densidades conservadas o1 = %1 onde k; = 1,2.
A quantidade escalar p = oy, 0% = jior, jOF = €0k, k, €OF1K3OR2 010y, 61 = — . (dot /dr)?
pode ser usada para definir a carga topologica como Qp = [ drp = —QAW, que coincide com

a energia do defeito no volume transverso. Finalmente, em geral para (D,1)-dimensées com
p > 2 dimensoes transversas, temos M tensores de corrente j*H1H2-Hp = etih2-lpkp1, @t

com 5Mji“1“2"'“P = 0. Isto rende, para cada campo escalar, um conjunto de p densidades

ikiks.hp1 — jiOkika.kpo1 gikike. kp1

conservadas o A quantidade escalar p = ok ky.. 5,y
(=1)P(p — 1)!'Y,(d¢?/dr) leva a carga topolégica Qr = [dip = (—1)P(p — 1)!Q,AW, que
coincide com a densidade de energia do defeito no volume transverso.

Note que a presenca de AW em Qr revela o carater topologico dos defeitos, no sentido

que eles conectam os setores caracterizados pelos dois indices topolégicos diferentes, isto é,
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valores independentes do tempo de {¢}} (relacionados a W(r = 0)) e {¢’,} (relacionados a
W (r — 0)). Estes setores sdo topologicamente nao conectados no sentido que os campos nao
podem ser perturbados continuamente sem violar o requisito de energia finita [6]. Portanto,
mostramos que o sistema (3.6) admite solugdes topologicas obtidas a partir do conjunto de

equagoes auto-duais (3.14) que minimizam a energia do sistema (3.9).

3.1.3 Estabilidade sob perturbacoes radiais

No que se segue, mostramos que as solugoes {qﬁﬁk(r)} sao estaveis sobre flutuagoes radiais
e dependentes do tempo. Para tal proposta, seguimos o processo realizado na Ref. [65] para

paredes de dominio com dois campos escalares. Entdo, construimos as funcoes
¢F(rit) = ¢ (r) + > mi(r)ent, k=1,.,.M. (3.15)
n

Substituindo na Eq. (3.5) e mantendo somente os termos lineares nas flutuagdes 1% (r), ficamos

com

1
<—V2 + 22 M) Nn = W2, (3.16)

onde temos definida a matriz M e o autovetor n,, por

V¢1¢1 V¢1¢2 . V¢1¢M 7’]711
V21 Viage ... Viaum 77721
M — ¢ ¢ ¢ = ‘ (3.17)
Vomgr Vomge oo Vimgm !
Verificamos que
1 dG  p—-1 2
—M=+—+ . A
s Z+lc+c (3.18)

Nesta secao, sinais superiores e inferiores sao para, respectivamente, solucoes BPS ¢! da Eq.

(3.14). Ainda definimos a matriz G

W¢1¢1 W¢1¢2 [ W¢1¢M

1 W21 W22 W2M
o L | e 26 s | (3.19)
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Agora, a equagdo anterior na Eq. (3.16) leva a uma ttil fatoracao
A\iginn = Wi, (3.20)

onde os operadores sao definidos como

7 d (»—1)
Ay =-1—5G-+—"1 21
+ dvﬂﬁG " (3.21)
e
B-1%=+¢ (3.22)
£ =1--FG. .

Note que, para um campo escalar (ou seja, M = 1), esta fatoracdo difere a partir da apresen-
tada em Ref. [11]. A vantagem é que agora podemos verificar explicitamente que os operadores

sdo tais que 211 = B4, ou seja, em p dimensoes espaciais

/ drrP Y (Apy) Ty = / drrP~ 1t By, (3.23)
desde que impomos a condi¢do de fronteira
Pt = 0, (3:24)

uma condigdo valida se 1 sdo estados ligados quadrado-integraveis (ndo estados de espalha-

mento). A partir dessa analise n6s podemos reescrever a Eq. (3.20) como

BLBin, = winn, (3.25)

2

= 320 autovalores de um operador nao negativo BlBi. Isso prova que

que significa que o w
autovalores negativos sdo ausentes e que as p-balls que satisfazem o conjunto de equagoes de
primeira ordem dadas pela Eq. (3.14) sdo estaveis.

O menor estado ligado é dado pelo modo zero, identificado como Einn = 0, que fornece

nt = cWyi para o M componentes de 7, onde ¢ é a constante de normalizagao, tal que

/drrp_lnlnn =1. (3.26)

Além disso, note que a presenca de uma dependéncia explicita com r em A4 e sua auséncia
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em B (compare Egs. (3.21) e (3.22)) introduz uma assimetria necessaria para a condigao
;11 = Bi ser valida. Dessa forma, h& uma extensdo da forma simétrica usual de fatoragao
para problemas com p = 1, o kink (1,1)-dimensional sendo o arquétipo (olhar Eq. (3.5) da Ref.

[65]). Fatoracoes especificas do hamiltoniano foram também obtidos em outros contextos, por

exemplo, para sistemas quanticos com massas dependentes da posicao [94].

3.1.4 Estabilidade sob perturbacoes angulares

Como mais um ponto de analise, podemos mostrar que as solugdes ¢’ () s@o estéveis com

respeito as perturbagoes angulares. Com esse proposito, construimos a funcao (96, 97|
O (trp,0%,...,0°72) ) + Zan]nn Y, (p,0",...07 )™t k=1, M.  (3.27)

onde ay,j sao constantes, Yj(gp,Hl,...,@p_z) sa0 os harmonicos esféricos generalizados em p-
dimensoes e 7 é relacionado aos autovalores do momento angular (para mais detalhes veja Sec.
3.2). Substituindo na Eq. (3.5) e mantendo somente os termos lineares nas flutuagoes 7% (r),

obtemos

L 1
BBy + 737(] +p—2)| N0 = T, (3.28)

com Bl = A, e Ay e By sdo dados pelas Eqs. (3.21) e (3.22). O segundo operador acima
pode ser escrito como

N
CtC = S +p-2), (3.29)

. Entao a equacao para flutuacoes torna-se

com € = Of = Y2072

(Blf?i el (5) Tn = @21, (3.30)

Por outro lado, ja provamos que BB & um operador nao negativo com autofunc¢ao {n,} e
autovalores {w2}. Agora tomando o produto escalar de (3.30) com 7, segue que w2 é sempre
positivo,

w2 =Wk 4 ||Cnall® > 0. (3.31)

Contudo, da &lgebra linear conhecemos que o operador auto-adjunto com autovalores positivos
é um operador positivo definido [98]. Dessa maneira, a equagao para flutuagoes descrita pelo

operador positivo definido BJr B. + CtC possui autovalores positivos w?. Isto implica que o
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defeito é estavel sobre perturbacoes angulares gerais.

3.1.5 Aspectos gerais das solugoes radiais

Agora vamos retornar & busca das solugbes explicitas para a dependéncia na dimensio
radial dos campos escalares. Um caminho conveniente para resolver a Eq. (3.14) é realizar

uma mudanga de variaveis d¢ = 1/rP~1dr, ou equivalentemente

£(r) =In(r/ro), p =2 (3.32)

ou

1 1 1
= — =34,.... 3.33
€0)= 15t s )p =9 (3.33)

Essa transformacao de coordenada torna a Eq. (3.14) em

¢ _

= We (3.34)

Apos resolver esta equacao para ¢(§), e voltar para a variavel r, expressoes explicitas para o
campo escalar e densidade de energia podem ser facilmente alcangadas. Agora, para formar um
defeito topologico devemos escolher uma fungao W (¢!,¢2,...¢™) com W (r — co0) # W (r = 0).
Uma escolha conveniente é um campo ¢' com um perfil do tipo kink em 7 em torno de um valor
finito 7o e o restante outros campos ¢’, j # i com perfil kink ou forma de sino (bell-shape) em
torno do mesmo valor de r. Em uma terminologia a partir da literatura podemos dizer que o

campo ¢' forma o defeito enquanto os outros campos sao responsaveis pela estrutura interna.

3.2 Localizacao de particulas de spin-0 em p-balls

Como vimos, a partir do espago tempo D + 1-dimensional, o defeito topolégico vive em p-
dimensoes. Agora, queremos considerar como as particulas de spin-0 vivendo no espago tempo
completo D + 1-dimensional podem ser efetivamente armadilhadas pelo defeito topoldgico na
forma de estados ligados e/ou estados ressonantes. Entdo, consideramos um campo escalar @
na regido onde ¢ formado um defeito radial construido com M campos escalares ¢'. Na presente
anélise, negligenciamos a backreaction no defeito topologico considerando que a interagao entre
os campos escalares é suficientemente pequena em comparagdo a auto-interagdo que gera o

defeito. Em seguida, designamos ® como o campo fraco e ¢, i = 1,2,..., M, os campos fortes.



35 3.2. Localizacao de particulas de spin-0 em p-balls

Escrevemos a seguinte acao descrevendo o sistema
1
Sy = / dthm(Qaﬂ(I)aﬂq) — ZF(¢1,...,¢M)¢2>. (3.35)

com g = 0,1,....D. Aqui F(¢1,...,¢M) ¢ o acoplamento entre o campo fraco ® e o defeito

topologico. A equacao de movimento do campo escalar ® é
0" ® — V3 + nF(¢',...,0™M)® = 0, (3.36)

onde na expressio anterior, decompomos o d’Alembertiano D + 1-dimensional entre o D — p-
dimensional longitudinal e o p-dimensional transverso, ou seja, 9,0" = U, com u = 0,....D—pe
V% é um laplaciano p-dimensional. Agora, considerando que os campos fortes ¢!,...,¢ depen-
dem somente da direcdo radial, nés temos o acoplamento F(¢',...,¢) = F(r). Restringimos
nossa discussao para funcoes F(r) finita para todos os valores de r,com 7 lim,_,o F'(r) = 0.

Decompomos o campo escalar ® como
O(tata?,al) =) &ytat .z ), ()Y (0,00, 0070 = Dy, (3.37)
ny ng

onde j é relacionado ao autovalor do momento angular.

Mudamos as coordenadas transversas (z” P! ... 2P) a partir das cartesianas para as co-

ordenadas esféricas generalizadas (r,p,0",...,0P~2), com r definido anteriormente e

¢ = tan (aDP2/g PPt (3.38)
01 = tan (/@D P 4 (2Dp )R [P (3:39)
(3.40)

2 = tan (@D (D02 aP), (341

O laplaciano p-dimensional é dado por

1 1 ~
2 _ —1 2
CT = 77117_187-(7417 87«> — 72 Lp’ (342)

onde Ep é o operador momento angular p-dimensional, dado por (definimos 6! = 6,6? = w
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para facilitar a notagao)

Ly = -3, (3.43)
~ 1 1

2 _ 2 .
L = [sinQ 98 v+ Smea@(sm 60p) |, (3.44)
~ 1 1
2 = - Oy (sin? wdy, 02 Oy (sin 0y) | . 3.45
4 sin? w { (sin”wd) + sin26 % + sin @ b(sin 9)] ( )

Em geral, para p > 3 temos

. p p 1 1 o
Li = — |:Z< H ) S =2 o agz. (Slnl_2 01897):| . (3.46)

)
1n ;
=2 Njzip1 S 0;

Agora o campo &, (t,21,..., 2P 7P) satisfaz a equagdo de Klein-Gordon (D — p) + 1-dimensional
(O+ M) ny(tat ... a”7P) =0, (3.47)

e a amplitude ¢,,(r) satisfaz a equa¢do do tipo Schrédinger radial

-1
—-d@(r)—-g7j—<ﬁﬂr)+—véde)9u(r)ZZAQZQU(T% (3.48)

com o potencial de Schrédinger dado por

()+p—2)

Vien(r) = 25—+ nF (r), (3.49)

Exigindo que a Eq. (3.48) defina um operador diferencial auto-adjunto em r € [0, +00),

a teoria de Sturm-Liouville estabelece a condicao de ortonormalidade para as componentes

Sny(T)
/dr PG, (1)) (1) = S (3.50)

Os harmoénicos esféricos de grau 7 satisfazem (veja Ref. [99] para um tratamento geral dos

harmonicos esféricos com nimero geral de dimensoes)
L2Y,(0.0",...007%) = 3+ p — 2)Y,(p,0",...0"?) (3.51)

e sdo polinémios de grau j com variaveis restritas na (p — 1)-esfera de raio unitério. Os
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harménicos esféricos generalizados satisfazem a condigdo de ortonormalidade

Sp—1 Yv]l(QD’GIa~--70[)_2)}/](307017“"91)_2) = 039" (352)

0 que significa que os harménicos esféricos de diferentes ordens sdo ortogonais. Dado um valor

particular de p, a Eq. (3.51) é resolvida por separagao de variaveis. Alguns exemplos sdo

ime

e Parap=2 53=m=0,12,...eY, =c¢ Isso significa que Y, é associado com

2

o autovalor m* e carrega momento angular m. O indice m rotula as representagoes

irredutiveis de SO(2).

e Parap=3,7=(=0,12,..¢ Ye(0,0) = 32° __, Yo (0,0), com Yy, (0,0) = O (6) Uy (i0).

Aqui U,,(p) = ™% e Oy, () satisfaz a seguinte equacio diferencial

2 m?
cot 6 d(?l((f) ;@ 6?629) + <e(e +)- 9)@(9) 0. (3.53)

Isso significa que Yy, é associado com o autovalor ¢(¢ + 1) e carrega momento angular
\/m . O indice /¢ rotula as representacoes irredutiveis de SO(3) enquanto m rotula
as correspondentes representagoes do subgrupo SO(2). Para cada ¢ existem 2¢+1 harmo-
nicos esféricos linearmente independentes correspondendo aos varios valores de m. Por-
tanto, as representacoes irredutiveis de SO(3) baseados em Yy, sdo (2¢+ 1)-dimensional

[100].

Para o caso geral, as representagdes irredutiveis de SO(p) baseados em harmonicos hipe-

resféricos tém dimensdo dada por [101]

(3.54)

e temos um conjunto ortonormal de harmonicos hiperesféricos que tém indices extras rotulados

de representacoes irredutiveis da seguinte cadeia de supergrupos SO(p):

SO(p) D SO(p—1)... D SO(2). (3.55)

Iremos ilustrar como isso funciona com mais um exemplo. A generalizacao para grandes valores

pares de p exige trabalho adicional, mas segue esse mesmo roteiro.
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e Para p = 4 um conjunto ortonormal de harmoénicos hiperesféricos tém indices extras que

sao rotulados de representagoes irredutiveis da seguinte cadeia de subgrupos SO(4):
SO(4) D SO(3) D SO(2). (3.56)

Nos temos Y, (p,0,w) = >3, an:_g Y im(p,0,w), com as seguintes construcdes especi-

ficas:

i) 7=0 = dim = 1. Entao £ = 0,m = 0 que leva Y, = ¥p 0,0
ii) y=1 = dim = 4. Entao se { =0 entdo m = 0. Se £ =1 entao m = 0, £ 1. Isso
leva a quatro possibilidades para Y, .
iii) y=2 = dim = 9. Entao se { =0 entao m = 0. Se £ =1 entdo m = 0, + 1. Se
¢ =2entao m =0, £ 1, £ 2. Isso leva a nove possibilidades para Y.
iv) Em geral, dado 3, temos ¢ = 0,1,...,7 (7 + 1 possibilidades) e m = —£,....0 (20 + 1

possibilidades), resultando em dim = (5 + 1)? construgdes possiveis para Y.

Podemos fazer a decomposicao Y)s, = Wie(w)Yem (0,¢), onde Yy, (6,¢) sdo os harmonicos

esféricos usuais descritos no caso p = 3, e Wy (w) satisfaz seguinte equacao diferencial
2 cot Wig(w) -+ Wig(w) = (0 + 1)Wye(w) = 55+ DWye(w), (357)

onde a linha significa derivada em relacdo ao argumento.
Agora, a a¢do dada pela Eq. (3.35) pode ser integrada nas (z”~P*+! ... xP)-dimensdes,

resultando em
1
S1 = / dtdml...da:D_p(Z 5 Ou Py 0" Py = M%(I)i]). (3.58)
ng

Isso mostra que ®,, é um campo de Klein-Gordon massivo (D —p+1)-dimensional com massa
M,,.

De modo a investigar numericamente os estados massivos, primeiramente vamos considerar
a regiao proxima a origem (r < rp). Uma vez que estamos considerando apenas fungbes nF'(r)

finitas, a equagdo do tipo Schrédinger para j = 0 fica

-1
= o (r) = Pl (1) = (M = V) quolr), (3.59)
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onde V(©) = lim,_,qnF(r), cuja solucio nao-singular em r = 0 &
Sno(r) = rl_%Jg_l <7“ M2, — V(0)> . (3.60)

Por outro lado, para 3 > 1 o potencial do tipo Schrédinger é dominado pela contribuicao

do momento angular proporcional a 1/r2,

+p—2
Vsen(r) = j(j:;)ﬂ“ <o

e as solugoes nao-singulares em r = 0 sdo dadas por
_1
§T(£) (’I") =r! 2pJ[%(2j+p—2)](Mnjr)7 )= 1 (361)

Ambas as funcoes (3.60) e (3.61) sao usadas como um input para o método numeérico. Por
meio dessa aproximagao podemos calcular (rmin) € ds/dr(rmin), a fim de utilizarmos o método
de Runge-Kutta para determinar ¢(r) a partir da equagao do tipo Schrodinger. Definimos a
probabilidade de encontrarmos modos escalares com massa M,,, e momento angular dentro da
p—ball de raio rg como [50]

Jon dr P e (r)?

P = Tmin
meaw dr ,r_p,1 ’gn] (’I”) ’2 9

Tmin

onde 7, <K 19 € usado como condicado inicial e ry,4, € 0 comprimento caracterfstico da caixa
usada no processo de normaliza¢do, sendo um valor onde os potenciais de Schrédinger sado
proximos a zero e onde os modos massivos ¢(r) oscilam como ondas planas. Ressonancias sao
caracterizadas por picos nos plots de P como funcao de M,,. Quanto mais fino o pico, maior
¢ o tempo de vida da ressonéncia

Isso finaliza a parte do formalismo geral. De agora em diante, iremos resolver alguns
exemplos especificos com um, dois e trés campos escalares.

O nimero de parametros envolvidos nos modelos considerados aqui nos levou a fazer al-
gumas restri¢oes na ordem de identificar melhor o efeito do nimero de dimensdes transversais
para a ocorréncia de estados ligados e/ou ressonancias. Por exemplo, identificamos que o au-
mento no j reduz a possibilidade de ocorréncia de estados ligados. O caso 7 = 0 é especial, pois
temos lim, o Vsep(r) € finito ou mesmo nulo, em oposi¢ao a lim,_,o Vi, (r) = oo para 3 > 1.

Entao, sem perda de generalidade escolhemos estudar estados com 3 =0¢ 73 = 2.
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3.3 Um modelo de um campo

Nesta se¢ao iremos considerar o modelo [11]

We(9) = A(qb(q-”/q — ¢<q+1>/Q>, (3.62)

com ¢ = 1,3,5.... A equagao de primeira ordem, descrita pela Eq. (3.34), tem solugdo dada

por

#(§) = tanh?(A{/q). (3.63)
. . p=3 p=4
1 1 // — 1 //,__
0.5 0.5 lll /// 0.5 I/
| // ’I —
| i ~
0 0 o 0 1 o 0 -
[i [
[i Ji
-0.5 0.5 l,' 0.5 !,’
| _/Il’ B ]'l

Figura 3.1: Modelo de um campo para p—balls em (D,1)-dimensoes: fungio ¢(r). Fixamos
ro =1, A\=30. Temos a) p=2,b) p=3ec) p=4. Curvas sao para ¢ = 1 (linha preta), 3
(tracejado vermelho), 5 (trago-ponto verde) e 7 (trago longo azul).

O caso g = 1 corresponde a solucio kink usual do modelo ¢* na variavel £. Retornando
a variavel r, expressoes explicitas para o campo escalar e densidade de energia podem ser

facilmente alcancadas:

¢(r) = tanhi(np), (3.64)
)\2
pr) = s tanh®~2(n,)scch (1),
com
A
Ny = 55(7") (3.65)

com &(r) dado pela Eq. (3.32), para p = 2 ou (3.33), para p = 3,4,....
A Fig. 3.1 mostra o grafico de ¢(r) para A, ro fixos e varios valores de ¢ e p. O campo
escalar ¢(r) interpola entre —1 e ¢., com i) ¢. = 1 para qualquer ¢ = 1 ou p = 2 e ii)

¢c = tanh?[\/(q(p — 2)rg_2)] para ¢ > 1 e p # 2. Para ¢ # 1 quanto maior é p, menor é ¢.
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Figura 3.2: Modelo de um campo para p-balls em (D,1)-dimensdes: funcao p(r). Fixamos
ro =1, A\ =30. Temos a) p=2,b) p=3ec) p=4. Curvas sdo para ¢ = 3 (linha preta), 5
(tracejado vermelho), 7 (trago-ponto verde) e 9 (trago longo azul).

Notamos a partir da figura que a configuracao de ¢(r) é agora de dois kinks conectados em
r = rg com uma regiao plana em torno de rg que cresce com ¢q. O kink interno vai de r = 0
& r =7 e tem um carater compacton enquanto o kink externo vai desde r =rg ar — oo e é
um semi-compacton. Quando p cresce, observamos que o kink interno (para r < rg) tem sua

espessura reduzida enquanto o kink externo (para r > rg) tem sua espessura aumentada.

2009 |

1504

V100

2007

1504

V1004

2004

V1004

Figura 3.3: Modelo de um campo para p—balls em (D,1)-dimensoes: potenciais de Schrodinger
V parayj=2,79 =1, p=2e q=1 (linha preta), ¢ = 3 (ponto azul), ¢ = 5 (tracejado-ponto
marrom), ¢ = 7 (trago longo verde). Plots sdo para a) n = 30, A =100, b) n =30, A =30 ¢
c) n =100, A = 30.

A Fig. 3.2 mostra o gréfico da densidade de energia p(r) para A, rg fixos e varios valores
de ¢ > 3 e p. A partir das figuras, percebemos que a densidade de energia é caracterizada por
dois picos: um maior e fino, centrado em r < rg e um menor e espesso, centrado em r > rg.
A distancia entre os picos cresce com ¢, ampliando a regido em torno de r = rg onde p ~ 0,
e reduzindo a altura dos picos. Para ¢ fixo, o efeito do crescimento de p é o crescimento da
altura e espessura do pico em r < rg e um correspondente decrescimento do pico em r > 7.
A densidade de energia para ¢ = 1 é caracterizada por um pico centrado em torno de r = rg,

e ndo depende sensivelmente em p. Aqui vamos considerar o acoplamento F(¢) = ¢*, que



42 3.3. Um modelo de um campo

corresponde ao potencial do tipo Schrédinger

2
V_J(J+p )

= =g +ntanh®(y),p = 23,.... (3.66)

2009 <) 2009 °
|

1504
Vo104 i 4

\ v 100 Y v 1004
Y X

Figura 3.4: Modelo de um campo para p—balls em (D,1)-dimensoes: potenciais de Schrodinger
Vpararg=1,p=2,¢g=>5¢ 7= 0 (linha preta), 3 = 2 (ponto azul), y = 4 (trago-ponto
marrom), J = 6 (traco longo verde). Plots sao para a) n =30, A =100, b) n =30, A =30 e c)
n =100, A = 30.

A Fig. 3.3 mostra alguns graficos para V (r) para valores fixos de p ,rp e 7 e varios valores
de g, 7 e A\. Notamos que os potenciais sdo estritamente positivos, com V(r — 0) = oo e
um minimo em torno de r = rg. A estrutura do potencial mostra que existe a possibilidade
de estados ligados, investigados numericamente. Comparando as Figs. 3.3a-c nés vemos que
o aumento de ¢ ou decrescimento de A aumenta a regido em torno do minimo local, favore-
cendo o aparecimento de estados ligados. Além disso, o aumento de 7 torna o minimo mais
profundo, também favorecendo estados ligados. Isto é confirmado com os autovalores obtidos

numericamente, apresentado na Tabela 3.1.
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A Fig. 3.4 mostra alguns gréficos para V(r) para valores fixos de p, 7o e ¢ e varios valores
de 5, n e A\. Esta figura mostra que, para pardmetros fixos, um aumento em j decresce a
possibilidade de ocorréncia de estados ligados. Isto é confirmado a partir dos resultados nas
Tabelas 3.1 e 3.2. O caso j = 0 é especial uma vez que nao ha possibilidade de ressonancias.
Para valores maiores de 3, h4 um aumento do maximo local em torno de r = rg, aumentando
a possibilidade de ocorréncia de estados ressonantes.

q=3

2007 | 200 |2

1509 |3 1501 |y

V 1004 v 1004

e —————— -

Figura 3.5: Modelo de um campo para p—balls em (D,1)-dimensoes: potenciais de Schrédinger
V para g =2,r9 =1, 7= 100, A = 30 e p =2 (linha preta), p = 3 (ponto azul), p = 4 (ponto-
trago marron), p = 5 (trago longo verde) e p = 6 (traco vermelho). Os graficos sdo para a)
g=3,b)g=5bec)qg=T.

A Fig. 3.5 mostra V(r) para valores fixos de n, A, rg e 7 e varios valores de ¢ e p. Compa-
rando as Figs. 3.5a-c observamos que, para parametos fixos, o aumento de p reduz o valor de
V(r — o0). Por outro lado, isto ocorre simultaneamente com o aumento da regido em torno
do minimo local (mais evidente para ¢ grande). No que diz respeito & ocorréncia de estados
ligados, o cardter anterior reduz a probabilidade, enquanto este tltimo, aumenta. Entao, ha
uma competicdo entre ambos os efeitos. Em particular, a Fig. 3.5¢c mostra que para ¢ = 7
e p = 6 o minimo do potencial desaparece e nao héa possibilidade de estados ligados. Isto
indica que para valores grandes de ¢ (i.e., ¢ ~ 7), valores intermediarios de p sao melhores para
obtermos mais estados ligados. Esta ocorréncia é confirmada na Tabela 3.2, que mostra que,
para ¢ = 5 a ocorréncia de estados ligados é mais frequente para p = 4 e p = 5 enquanto que

q = 7 isso ocorre para p = 3 e ¢ = 4.
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3.4 Um modelo de dois campos

Nesta secao vamos considerar o modelo

W (¢,x) = A(qb - %dﬁ - 8¢x2)- (3.67)

Com a escolha de W, o potencial V(¢,x) = (1/2)(W£ + W2) foi introduzido na Ref. [52] para
construir as paredes de Bloch. O limite s — 0.5 transforma o problema de dois campos em
apenas um campo, recuperando o modelo de parede de Ising. Isso pode ser melhor visto nas
solugbes explicitas ¢(€) e x(§) abaixo. A equagao de movimento para os campos escalares, Eq.

(3.14), é reescrita, ap6s uma mudanca de variavel d¢ = 1/rP~'dr, como

do
. Ws, (3.68)
dx
com solucao
#(€) = tanh(2As), (3.70)

x(€) = \/é—QSGCh(2)\S§). (3.71)

Retornando para a varidvel r, expressoes explicitas para os perfis dos campos escalares e

consequentemente para a densidade de energia podem ser facilmente obtidas. Temos, para

p=2,
¢(r) = tanh(r), (3.72)
x(r) = 4/ é — 2sech(7p), (3.73)
2
p(r) = (f228)2 sech4(7'p) {1 + <i — 2) sinhz(Tp)} .
onde

Tp = 2As¢(r) (3.74)

e {(r) dado pela Eq. (3.32), para p = 2 e pela Eq. (3.33), para p = 3/4,....
A Fig. 3.6 mostra o grafico de ¢(r) e x(r) para A, ro fixos e varios valores de s e p. O campo

escalar ¢(r) interpola entre —1 e ¢, com ¢, = 1 para p = 2 e ¢, = tanh[2As/((p — 2)7"6’72)]
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s=0.1

b)

Figura 3.6: Modelo de dois campos para p—balls em (D,1)-dimensoes: fungoes ¢(r) (tipo kink,
linhas solidas) e x(r) (tipo lump, tracejado). Fixamos ro = 1, A = 30. Temos a) s = 0.06 e b)
s =0.1. Curvas sao para p = 2 (preto), 3 (vermelho), 4 (verde) e 5 (azul).
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Figura 3.7: Modelo de dois campos para p—balls em (D,1)-dimensoes: densidade de energia
p(r) pararg =1 e X =30, s =1/60 (linha preta), s = 0.03 (ponto azul), s = 0.1 (trago-ponto
marrom), s = 0.3 (traco longo verde), s = 0.5 (tracejado vermelho). Plots s@o para a) p = 2,
b)p=3,¢c)p=4andd) p=_8.
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A=30 A=50 A=100
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Figura 3.8: Modelo de dois campos para 2—balls em (D,1)-dimensées: densidade de energia
p(r) pararg =1, p=2e s =1/60 (linha preta), s = 0.03 (ponto azul), s = 0.1 (trago-ponto
marrom), s = 0.3 (traco longo verde). Plots sdo para a) A =30, b) A =50 e c¢) A = 100.

para p # 2. O campo escalar x(r) interpola entre zero e y., com x. = 0 para p = 2 e
Xe = v/(1/s) — 2sech[2As/((p — 2)7"8_2)] para p # 2. Comecando de p = 2, quanto maior p,
menor é ¢, e maior é x.. Isso significa que com o aumento de p as configuragoes ¢(r) e x(r)
sao, respectivamente, mais afastadas das configuracdes kink e lump usuais em 7, centrado em
r = ro. Comparando as Figs. 3.6a e 3.6b vemos que, para todos os outros parametros fixos,
valores maiores de s fazem o perfil de ¢(r) ser quase indistinguivel de um defeito tipo kink fino
centrado em 7 = rg. Verificamos que valores maiores de A tornam o defeito mais fino e também
¢c € Xc proximos a 1 e 0, recuperando os perfis kink e lump para ¢(r) e x(r), respectivamente.

A Fig. 3.7 mostra o grafico da densidade de energia p(r) para A, 7o fixos e varios valores
de s para p = 2,3,4 e 8. A partir da Fig. 3.7a notamos que para p = 2 o comportamento da
densidade de energia muda de um lump centrado em r = 0 (s = %) para um pico centrado
em torno de rg (s = 0.5). Comparando as Figs. 3.7a-d observamos que os picos para s ~ 0.5
nao dependem do namero de dimensoes transversas p. Contudo, para valores menores de s o
comportamento de p(r) altera sensivelmente. Além disso, para s pequeno o lump centrado em
r = 0 ocorre somente para p = 2. Para p > 3 aparece um pico largo centrado em 0 < r < rg.
Quanto maior p, maior e mais fino é este pico. Para p > 6, o pico para s pequeno passa a ser
maior em comparacao aqueles ocorrendo para valores maiores de s. A Fig. 3.7d mostra esse
efeito para p = 8. A influéncia de A na densidade de energia pode ser vista na Fig. 3.8 para
p = 2. Note que o aumento de A torna a densidade de energia mais centrada em r = rg. Ao
mesmo tempo isto reduz o méximo relativo da densidade de energia para valores menores de s
em comparacao com os niveis mais altos. Notamos um comportamento similar com a variacao

de \ para p = 3.
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Figura 3.9: Modelo de dois campos para p—balls em (D,1)-dimensdes: potenciais de Schrodin-
ger Vi(r) (esquerda) e Va(r) (direita) para y =2, 7o = 1, n = 30, A = 30 e p = 2 (linha preta),
p = 3 (ponto azul), p = 4 (trago-ponto marrom), p = 5 (traco longo verde). Plots sdao para
s =0.06e s=0.1.

A seguir, vamos considerar separadamente os acoplamentos Fi(x) = x? e Fa(¢,x) = (dx)>.

Os correspondentes potenciais do tipo Schrédinger sao

-2 1

o= R (L)), p - 23 (3.75)
-2 1

Vo = j(]—bg) - 77<s B 2> tanhZ(Tp)SeChz(Tp)W = 2,3, (3.76)

A Fig. 3.9 mostra alguns gréficos para Vi(r) e Va(r) para valores fixos de n,A,r9,) e varios
valores de p. Para todos os valores de p os potenciais sdo estritamente positivos. Também,
para p = 2 temos Vi(r — o0) = 0 e Vo(r — oo) = 0, mostrando que estados ligados sao
ausentes. Para p > 3 temos Vi(r — 00) = nFi(¢pe,xc) # 0 e Va(r = 00) = nFa(de,xe) # 0 e

podemos investigar a existéncia de estados ligados.
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2000 4 500
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Figura 3.10: Modelo de dois campos para p—balls em (D,1)-dimensoes: Potenciais de Schro-
dinger a) Vi(r) (esquerda) e b) Va(r) (direita) para 3 = 2, ro = 1, n = 100, A = 30, s = 0.06
e p = 2 (linha preta), p = 3 (ponto azul), p = 4 (trago-ponto marrom), p = 5 (trago longo
verde).

Inicialmente, consideramos o caso 3 = 2. Para os potenciais mostrados na Fig. 3.9, e
também para valores grandes de p, a existéncia de estados ligados foi investigada e alguns
resultados podem ser encontrados de acordo com a Tabela 3.3. Para s = 0.06 e s = 0.1 nao
podemos encontrar estados ligados nem para Vi nem para Vo quando p = 2,3,4. Estados
ligados aparecem para p > 5 para s = 0.06 e p > 7 para s = 0.1. Os resultados mostram que
valores menores de s sdo melhores para a ocorréncia de estados ligados. Como explicado acima,
s — 0.5 recupera o modelo de um campo ¢. Entao, a presenca de um segundo campo escalar
X contribui para o armadilhamento de particulas de spin-0. Em outras palavras, p—balls com
mais estrutura interna sao mais capazes de armadilhar particulas escalares. Também, para s
fixo e um namero grande de dimensoes transversais p, estados ligados ocorrem com valor de
massa maior para o potencial V; em comparagao com o potencial V.

Isto mostra que, para o mecanismo de armadilhamento, o acoplamento de segundo grau
x? & melhor que o de quarta ordem ¢?y?. Além disso, um p-ball multidimensional com maior
p € um mecanismo de melhor armadilhamento, como Vi(r — oo) e Va(r — o0) cresce com p.
Isso é confirmado na Tabela 3.3. Certamente, quanto maior é p, maior é o niimero de estados
ligados. Também, os valores assintoticos Vi(r — oo) e Va(r — o0) crescem com A e 7. Isto
indica que para crescer a probabilidade de ocorréncia de estados ligados, devemos ter n,\ > 1
e decrescer a razao A/7n. Isso pode ser visto na Fig. 3.10 onde A/n = 3/10 (compare com a Fig.
3.9 onde A\/n = 1). Os correspondentes autovalores sao descritos na Tabela 3.4. A partir dos
resultados para A = 30 vemos que para A/n = 3/10 e s = 0.06 ocorrem estados ligados para
p > 4 (compare com os resultados da Tabela 3.3 para A/n = 1 onde estados ligados aparecem

para p > 5).
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Figura 3.11: Modelo de dois campos para p—balls em (D,1)-dimensoes: potenciais de Schro-
dinger a) Vi(r) (esquerda) e b) Va(r) (direita) para 3 = 2, rg = 1, n = 30, A = 100, s = 0.06
e p = 2 (linha preta), p = 3 (ponto azul), p = 4 (trago-ponto marrom), p = 5 (trago longo
verde).

Note agora que os potenciais para o acoplamento F} sdo caracterizados pelo méximo local
em r = rg enquanto que para F5 h4 um minimo local em r = rg cercado por dois méaximos
locais. O maior pico local para Vi em comparacao aos dois para Vo sugere que, com 0 mesmo
conjunto de parametros, estados ressonantes sao mais proviveis com o acoplamento quadrético
F1 em relagdo ao acoplamento quéartico Fb. Isso estd de acordo com o comportamento dos
acoplamentos relativo a ocorréncia dos estados ligados. Noés também vemos que a altura do
maximo local cresce com o decrescimento de s, favorecendo o aparecimento de ressonancias.
Entao, esperamos que a presenca de um segundo campo escalar x influencie o crescimento no
nimero e tempo de vida das ressonéncias. Também encontramos que para todos os outros
pardametros fixos, a melhor escolha para reduzir o valor assintético de Vj e simultaneamente
crescer a diferenca entre o méaximo e o minimo local é manter n,A > 1 e crescer a razao A/7.
Isso pode ser visto na Fig. 3.11, para A\/n = 10/3 (compare com a Fig. 3.9, onde A\/n =1 e com
a Fig. 3.10, onde A\/n = 3/10). Contudo, torna a barreira mais fina. Entao, esperamos que
um crescimento de \/n aumente as chances para obtermos um nimero maior de ressonancias,
porém com menor tempo de vida.

A influéncia da variagdo do momento angular j pode ser vista na Fig. 3.12, onde apresen-
tamos alguns graficos para o potencial Vi. Os potenciais para 3 > 0 sdo caracterizados por
um minimo e maximo local cuja separacao decresce com j. Isso indica que o aumento de )
reduz a possibilidade de ocorréncia de estados ligados e ressonantes. O caso 3 = 0 é especial
uma vez que temos V3 = 0 em r = 0, sendo o caso com a maior possibilidade de ocorréncia de
tais estados. No que diz respeito aos estados ligados, é confirmado a partir dos resultados da

Tabela 3.3 ¢ 3.4, onde podemos comparar os casos 7 =0 e 7 = 2. Assim, as analises anteriores
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Figura 3.12: Modelo de dois campos para p—balls em (D,1)-dimensoes: potenciais de Schro-
dinger Vi(r) paraa) p=2,b)p=5,¢c)p=Terg=1,n=30, A =30, s =0.06, 7= 0 (linha
preta), 7 = 2 (ponto azul), y = 4 (trago-ponto marrom), 7 = 6 (trago longo verde).

e conclusdes do potencial de Schrédinger e estados ligados para 3y = 2 também se aplicam para
valores gerais de 7. Andlises similares para o potencial V5 levam a mesma conclusao: valores
menores de 7 sdo favoraveis a ocorréncia de estados ligados e ressonantes.

Agora, iremos considerar especificamente o efeito do niimero de dimensoes longitudinais e
transversais sobre o efeito de ressonancias. Para os acoplamentos F} e Fy, As > 1/2 ey > 1 os
potenciais Vi, para r < rg sdo dominados pela contribui¢do do momento angular proporcional
al/r?

g+ p—2)

Vi)~ T (3.77)

e solugoes nao singulares em r = 0 sdo dadas pela Eq. (3.61), usada para calcular a probabili-
dade relativa P.

A Fig. 3.13 representa P (reescalado para facil comparacao) em funcao de M,, = M
para varios valores de p e s, correspondendo aos potenciais de Schrodinger da Fig. 3.9. Os
graficos mostram varios picos de ressonincias, seguidos por um plateau para grandes valores
de massas onde P = rg/rpq. Por meio da figura, notamos que massas menores correspondem
a picos finos, ou ressonincias de maior tempo de vida. As ressonéncias de menor massa sao
mais dificeis de serem obtidas numericamente, devido a exigéncia de um grande nimero de
digitos de precisao. Comparando as Figs. 3.13a e 3.13c ou Figs. 3.13b e 3.13d vemos que
valores menores de s correspondem a um ntmero maior de picos ressonantes. Além disso,
a separacdo do pico é reduzida para valores menores de s. Isso mostra que para pequenos
valores de s sfo mais efetivos para obter ressonincias. O efeito do aumento no ntumero de
dimensoes extras p é um deslocamento na posicao do pico para maiores massas, mantendo a

separacado da massa entre os picos quase inalterada. As Figs. 3.13b e 3.13d mostram os picos



55 3.4. Um modelo de dois campos

5=10.06 5=0.06

P A/
[p—1+P|

2= :

[p71+P]2*—-—-—-.—-—E‘*-— : [p—1+P

d)

Figura 3.13: Modelo de dois campos para p—balls em (D,1)-dimensoes: (p—1)+ P em funcao
de M para o acoplamento Fi(x) (esquerda) e Fy(¢,x) (direita) para y = 2, 1o = 1, n = 30,
A =30, e p =2 (linha preta), p = 3 (ponto azul), p = 4 (trago-ponto azul), p = 5 (traco longo
verde). Os plots sdo para s = 0.06 e s = 0.1, e correspondentes potenciais da Fig. 3.9.

de ressonancia para o acoplamento Fh(¢,x). Comparando isto com as Figs. 3.13a e 3.13c
(relacionado & Fi(x)), observamos que para o acoplamento Fy(¢p,x) o niimero e as massas
das ressonéancias sao fortemente reduzidos em comparagio ao caso do acoplamento Fj(x). Na
verdade, mesmo para s = 0.06, a Fig. 3.13b mostra um par de picos vizinhos, com somente
uma probabilidade relativa proxima a um. A sequéncia de picos quase igualmente espacados
para o acoplamento Fi(x) (correspondendo a Fig. 3.13a) agora estd ausente. Isso mostra que
o acoplamento F»(¢,x) é menos efetivo para ocorréncia de ressonancias.

A Fig. 3.14 mostra alguns picos de ressonéncias correspondendo a n = 30 e A = 100.
Comparando com as Figs. 3.13, notamos que as ressonincias observadas sdo obtidas mais
facilmente, mas também mais espessas, significando menor tempo de vida. Isto estd de acordo
com as analises da influéncia do razao \/n para os potenciais do tipo Schrodinger.

Com relagdo ao setor de momento angular da decomposi¢do do campo escalar fraco, o
nimero de dimensbes extras é o ponto chave. No restante desta secdo, iremos considerar
separadamente algumas escolhas especificas do nimero D de dimensbes espaciais até D = 5.

O procedimento para valores maiores de D é direto.
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Figura 3.14: Modelo de dois campos para p—balls em (D,1)-dimensoes: (p—1)+ P em fungao
de m para o acoplamento Fj(x) (esquerda) e Fy(¢,x) (direita) para 3 = 2, ro = 1, n = 30,
A = 100, s = 0.06 e p = 2 (linha preta), p = 3 (ponto azul), p = 4 (trago-ponto marrom),
p =5 (traco longo verde). Os plots correspondem aos potenciais da Fig. 3.11.

3.4.1 p—balls em (3,1)-dimensoes

A escolha mais simples é considerar p—balls em (3,1)-dimensoes. Neste caso, a Unica
possibilidade é construir um defeito radial com p = 2 dimensoes radiais. Este é um defeito do
tipo tubo e foi estudado nas Refs. [88, 89]. A exigéncia de p(r) finito em r = 0 restringe os
parametros a satisfazer s > 1/2 quando A > 1. Para grandes valores de A, existe um valor
sp de modo que para % < s < 8g, 0 efeito do campo x é maior e o defeito aparece com uma
estrutura do tipo tubo espesso cujo centro é localizado entre a origem e rg. A decomposi¢io

do campo escalar fraco ®(t,x!,2?) é

@(t,xl,r,gp) - ané(taxl)gn,é(r))?(@)y (378)
nl
onde o harménico esférico é Yy(p) = €% e Sne(r) satisfaz uma equacao de Klein-Gordon

(2,1)-dimensional.

3.4.2 p—balls em (4,1)-dimensoes

Neste caso, temos duas possibilidades: 1) construir um defeito radial com p = 2 dimensoes
transversas espaciais e (2,1) dimensdes longitudinais, ou ii) contruir um defeito radial com p = 3
dimensoes transversas espaciais e (1,1) dimensoes longitudinais. Em seguida, consideraremos

estas duas possibilidades separadamente.
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p—balls em (4,1)-dimensoes com p = 2 dimensoes transversas

O defeito é caracterizado por um potencial que gera, respectivamente, soluces do tipo
kink e lump para os campos escalares ¢(r) e x(r), bem como a densidade energia Tyo(r) com
o mesmo perfil encontrado para o caso analisado na Sec. 3.4.1 para (3,1)—dimensoes. Isso é
esperado uma vez que nos temos o mesmo nimero (dois) de dimensoes transversas. Deve-se
seguir o mesmo como na Sec. 3.4.1: a decomposi¢cdo dos harmoénicos esféricos Yy, potenciais
do tipo Schrédinger Vi, e probabilidade relativa P. A diferenca é que no presente caso de
(4,1)—dimensoes temos (2,1) dimensoes longitudinais. Isso se reflete na parte longitudinal &,

da decomposi¢io do campo escalar fraco ®(t,2!,22),

(I)(t,fL’l ,1‘2,7",80) = Z gnf(taxl ’1‘2)9”7((’[‘)}/((30), (379>
nt

que agora satisfaz uma equacao de Klein-Gordon (2,1)-dimensional.

p—balls em (4,1)-dimensées com p = 3 dimensoes transversas

O defeito é uma esfera 3-dimensional. Para valores maiores de A e s, os defeitos aparecem
como bolas finas em torno de rg e o campo ¢ tém forte contribuicdo para a densidade de
energia. Por outro lado, quando temos valores maiores para A e menores para s sao formados
picos entre a origem e o 79, que resulta em grande contribui¢do do campo x e o defeito tem

uma estrutura espessa. Os harmonico esférico é Yy(p,0) = Z{Z Yom (p,0).

3.4.3 p—balls em (5,1)-dimensoes

Nesse caso temos trés possibilidades: i) contruir um defeito radial com p = 2 dimen-
sOes transversas espaciais e (3,1) dimensoes longitudinais. O procedimento para as dimensoes
transversas é andlogo a Sec. 3.4.1, com a excecao que agora a parte longitudinal &,; da decom-
posicdo do campo escalar fraco ® satisfaz uma equagao de Klein-Gordon (3,1)—dimensional.
ii) construir um defeito radial com p = 3 dimensoes transversas espaciais e (2,1) dimensoes
longitudinais. O resultado para as dimensoes transversas é analogo a Sec. 3.4.2, com exce-
¢do que agora a parte longitudinal &, da decomposicao do campo escalar fraco ® satisfaz
uma equacao de Klein-Gordon (2,1)—dimensional. iii) construir um defeito radial com p = 4

dimensoes transversas espaciais e (1,1) dimensées longitudinais.
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3.5 Modelos de trés campos

Nessa se¢do vamos considerar alguns modelos de trés campos. A anélise numérica de
estados ligados e ressonantes segue a mesma prescricao feita nas duas se¢Oes anteriores e nao
iremos prosseguir nesta dire¢do aqui, focando principalmente nas andlises dos potenciais do

tipo Schrodinger. Comegamos com uma simples extensao do modelo anterior, dado por [102]

Wono) =A(6- 36° = sox? + o)) (350

onde s é um parametro real. A equagado de movimento para os campos escalares, Eq. (3.14) é

reescrita, ap6s uma mudanca de varidveis d¢ = 1/rP~!dr, como

d¢
— = W 3.81
s b (3.81)
dx
— = W 3.82
df X ( )
do
4o _ 3.83
o (3.59)
Uma solucao que conecta os minimos (£1,0,0) do potencial [102]
#(&) = tanh(2Asf), (3.84)

x() = \/7—2005 )sech(2As€), (3.85)
§) = \/%—2sin(19)sech(2/\s§). (3.86)

com 0 < 5 <0.5e0 <9 < 2w, onde agora ¥ é um novo pardmetro do modelo. Voltando
& variavel r, expressoes explicitas para os perfis de campos escalar e consequentemente para

densidade de energia podem ser obtidas facilmente. Nos temos, para p > 2,

¢(r) = tanh(r,), (3.87)

— — 2cos(¥)sech(p), (3.88)

o(r) = —28111 )sech(p), (3.89)

i

o(r) = (22‘9)223%114(7,7) {1 + <1 _ 2) Sinhz(Tp)}.

r2 s
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Figura 3.15: Potencial do tipo Schrédinger Vy para 3 = 2, 79 = 1, n = 30, A = 30, s = 0.06
e a = 0,b =2 (linha preta), a = 0,b = 1 (ponto azul), a = 1,b = 1 (trago ponto marrom),
a = 1,b = 0 (trago longo verde), a = 2,b = 0 (trago vermelho). Plots sao para p = 3 (esquerda)
e p =4 (direita).

com 7, dado pela Eq. (3.74). Podemos interpretar o campo ¢ com uma hiperesfera, com
os campos x e o dando sua estrutura interna. O equilibrio dos campos internos é dado pelo
parametro s. Podemos também considerar os campos escalares reais xy e o como parte real e

imaginaria de um campo escalar complexo ¢, com o modelo dado por

W(0.0) = M0~ 36° — solcP) (3.90)

Um acoplamento simples é I3 = |(|? = (x?+0?). As solugdes explicitas x(r),o(r) mostram que
este acoplamento recupera os resultados obtidos para Fi(x) da Sec. 3.4. Outro acoplamento
é Fy = ag? + bix? + byo?, com a,by,by > 0. Casos a = by = 0,by = loua=0,b; =by =1

recuperam o acoplamento Fj. Para o acoplamento Fy, o potencial do tipo Schrédinger é

Vi = W + na tanh?(7,) + nb(i - 2> sech?(7,),p = 2,3,..., (3.91)
com b = by cos?(¥9) + by sin?(¥9). A Fig. 3.15 mostra o potencial Vj para p = 3, p = 4 e vérios
valores de parametros a,b. A partir da figura observamos que um parametro b # 0,a = 0
resulta em um méximo local em torno de r = rg que cresce com b. Com b # 0, um valor a # 0
contribui para um pequeno aumento do pico de V4 em torno de r = rg. Para b = 0,a # 0
o maximo local desaparece e somente estados ligados sdo possiveis. As anéalises mostram que
um parametro b # 0 (significando um acoplamento quadrético com campos y ou o) é crucial
para a ocorréncia de ressonincias. Também um acoplamento quadratico com o campo ¢ é

de importancia secundéaria, quando comparado com o efeito de acoplamentos similares com os
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outros dois campos que formam o defeito. Um acoplamento quadrético com apenas o campo
¢ nao tem efeito no que diz respeito a ressonancias. Isso ilustra a importincia dos campos
secundéarios y,o que dao ao defeito uma estrutura interna.

Comparando as Figs. 3.15a e 3.15b vemos que para p = 3 temos uma maior possibilidade
de encontrarmos estados ressonantes em comparacao a p = 4. O aumento de Vy(r — oo) com
p mostra que um valor intermediario de p é melhor para alcancar estados ligados, em uma
conclusdo similar & obtida na Sec. 3.3 para modelos de um campo. Para p = 2 o potencial Vj
é uma fun¢do monotonicamente decrescente, e ndo ha nem estados ligados ou ressonantes.

Outros acoplamentos podem ser considerados, mas para ilustrar ainda mais a generalidade
da construcao das p-balls, aqui nés escolhemos considerar outro modelo, restrito a uma simetria

Zy X Zy nos eixos x e o [102]:

W(gx.0) = A(qﬁ — 28 =503 +0%) + rgoz). (3.92)

Para s > 0 e —1 < g < 1 o potencial correspondente V(¢,x,0) tém seis minimos dados por

(em unidades de &)

v = (£1,0,0), (3.93)
1
V34 = <0, + \/?,0), (394:)
1 2
vse = |90, F g(l -g%) ). (3.95)

Para s # 0 a tunica solu¢ao conectando o minimo v12 ¢ o limite de um campo dado por
X =0 = 0e ¢ = tanh({). Solucdes nao triviais para trés campos escalares podem ser

obtidas conectando os minimos vs 4 & v 6 e sdo dadas, com sg? = 1, por [102]

0() = 51+ tanh(¢/g)), (3.96)
\© = 120 /) (3.97)

7(©) = +31/1 (01— g)(1+ tanh(e/g)) (3.98)

Retornando a variavel r, e para p > 2, podemos obter as seguintes expressoes para 0s campos
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Figura 3.16: 2—balls em (D,1)-dimensoes para trés campos escalares: fungdes ¢(r) (linha
preta), x(r) (trago vermelho) e o(r) (traco-ponto verde). Fixamos 19 =1 e A = 30 e acopla-
mentos sg? = 1. Temos s = 1.01 (linha fina), s = 5 e s = 10 (linha espessa).
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Figura 3.17: p—balls em (D,1)-dimensoes para trés campos escalares: funcoes ¢(r) (linha
preta), x(r) (traco vermelho) e o(r) (traco-ponto verde). Fixamos g =1e A =30, s =2e
592> = 1. Temos p = 2 (linha fina), p =4 e p = 8 (linha espessa).

escalares:

o(r) = 501+ tanh(€(r)/9)). (3.99)
) = 25y /H0 - (/) (3.100)
o(r) = Eg\/~(1—g2)(1 + tanh((r)/s), (3.101)

com £(r) dado por Eq. (3.32), para p = 2 ou (3.33), para p = 2,3,.....

A Fig. 3.16 mostra graficos de ¢(r), x(r) e o(r) para p = 2 e A, ¢ fixos e varios valores de
s. A partir da figura observamos que todos os trés campos tém uma estrutura tipo kink em
torno de r = ry. Note que um aumento em s (e correspondentemente um decrescimento em g)
resulta em um defeito fino. O mesmo efeito ocorre com o aumento de p, como pode ser visto
a partir da Fig. 3.17.

Para o acoplamento F5 = a¢? + b1 x? + byo?, com a,by,bs > 0, o potencial tipo Schrédinger
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_ 2
Vi = W + nagz(l + tanh(£(r)/9))?
+nb£(1 — tanh(¢(r)/g))* + nci(l — ¢*)(1 + tanh(¢(r)/9)*,p = 2.3,...,

(3.102)

que pode também ser investigado para uma possivel ocorréncia de estados ligados e ressonantes.
No capitulo a seguir iremos considerar a localizagao de férmions em p-balls em (3,1)-

dimensoes.



Capitulo 4

Armadilhamento de férmions de Dirac
em p-balls gerados por dois campos

escalares em (3,1)-dimensoes

Cenérios mundo-brana tém suas origens na tentativa de solucionar problemas importantes
da Fisica teorica, a exemplo da constante cosmolégica e hierarquia de gauge [71, 103]. Na
formulacao original de branas finas, os campos de matéria sdo por construgdo localizados
na brana com a densidade de energia descrita pela fun¢ao delta [104], enquanto a gravidade
propaga-se em todas as dimensfes. A lei de Newton usual pode ser reproduzida na brana
dependendo do fator de deformacdo da métrica (warp factor), alcancado apés resolver as
equacoes de Einstein. Logo varias extensoes surgiram, com branas espessas suaves construidas
por dois campos escalares [73]-[82]. Uma compreensivel revisao sobre este topico pode ser
encontrada na Ref. [82].

Em geral, branas espessas sao possivelmente capazes de armadilhar gravitons e campos es-
calares. Para férmions, contudo, a introducao do acoplamento férmion-escalar é uma condicao
necessaria para assegurar os modos zeros normalizaveis. Esta é uma propriedade conhecida
e demonstrada por Jackiw e Rebbi na Ref. [105] para paredes de dominio. Para alguns mo-
delos, h4a um vazamento dos estados fermidnicos massivos da brana, mas estes permanecem
por um tempo suficiente onde sdo caracterizados como ressonancias [90]-[92]. Em particular,
na Ref. 9], foi analisada a localizagdo de campos de matéria nas branas construidas a partir

do campo escalar acoplado ao dilaton. Na Ref. [10], a localizacdo e o espectro de massa de
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varios campos de matéria em branas espessas AdS foram investigados. Para modos fermidnicos
Kaluza-Klein, estados ligados para ambas as quiralidades foram encontrados. Na Ref. [23], os
autores investigaram a presenca de modos massivos para os férmions de mao direita e esquerda
em branas com estrutura interna construida por dois campos escalares acoplados & gravidade
pela introducdo de um simples acoplamento de Yukawa.

Consideramos p-balls em (3,1)-dimensoes com simetria axial, formados por dois campos
escalares. Os defeitos formados tém a forma de um tubo cilindrico infinito com p = 2 dimensdes
transversais. Estudamos aspectos de localizacdo de campos fermionicos nesse sistema, com

particular interesse nos efeitos de ressonéncia.

4.1 Tubo em (3,1)-dimensoes

Vimos na secao 3.4.1 que a realizacao mais simples de p-balls com dois campos escalares
sdo tubos com p = 2 dimensdes radiais em (3,1)-dimensdes. As equacoes 3.1 e 3.2 para dois

campos escalares ¢, x resultam em

Stuse = [atd®s (30460%6 + L0m@*x - V(6.0 (@.1)

com

V(o) = 55(W3 +W2). (42)

Usamos as letras maiusculas A, B,... para todas as (3,1)-dimensions. A dependéncia explicita
de r = \/y? + 22 generaliza para dois campos a constru¢ao da Ref. [11, 87] para evadir do
Teorema de Derrick-Hobarts [6, 17, 18].

X

B

Y

Figura 4.1: Defeito do tipo tubo.

Notamos que a construcao quebra a invaridncia translacional, que é também presente nos
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cenarios da Cromodinamica Quéantica. Por exemplo, nas investigacées que trabalham com
supercondutividade de cor, o emparelhamento com quarks com diferentes potenciais quimi-
cos resulta em quarks cristalinos que quebram espontaneamente a invaridncia translacional e
rotacional, e inclui pares de Cooper de spin-0 [106, 107]. Nas Refs. [108, 109], a densidade
lagrangiana efetiva descrevendo color-flavor locked (CFL), simetria de fase da Cromodinamica
Quantica em altas densidades, tem campos dependendo da velocidade dos férmions nao mas-
sivos de Dirac. Com o modelo lagrangiano efetivo glueball, a quebra de invaridncia de Lorentz
induzida pelo potencial quimico do quark, afeta a temperatura critica para o inicio do estado de
supercondutividade [110]. A quebra de invariancia translacional também ocorre em problemas
que lidam com intersec¢oes de branas [111, 112], teoria de campo nao comutativa [113, 114] e
Fisica da matéria condensada [115, 116].

As equagbes de movimento para solucoes estéaticas sao

1d [ do 1
1d [/ dy 1

A partir desse momento, nos restringimos a configuragoes com simetria radial, i.e., os campos
¢ = ¢(r) e x = x(r) dependendo apenas de r. Podemos mostrar que as solugoes das equagoes

de primeira ordem [11]
@ 1 dx

1
- = AW 4.
dar _r ¢ dr r X (4.5)

sdo também solucoes das equagoes de segunda ordem (4.3) e (4.4). A mudanca de variaveis
d¢ = (1/r)dr efetivamente transforma o modelo 2-dimensional em um modelo 1-dimensional,

uma vez que as Eqs. (4.5) podem ser reescritas como

d d
Wy, Xy (4.6)

d¢ ¢
Assim, para gerar solu¢oes tipo tubo consideramos [52]
1
W) =A (0~ 36 s, (@)

A escolha de W (¢,x) com o potencial V(¢,x) = (1/2)(W§ + W?) foi estudado na Ref. [52]. O

potencial V (¢,x) tem minimo em (+1,0) e (0,4+/1/s), com s > 0, e as equacdes de movimento
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possuem solucoes estéticas conectando o minimo (+1,0) como o defeito com estrutura interna
conhecido como paredes de Bloch. O limite s — 0.5 torna o problema de dois campos em
um modelo de um campo com solugoes conhecidas como paredes de Ising. Veja também nas
Refs. [66, 117| para outras solugbes. A extensdo dessa construcio para (4,1)-dimensoes leva
a branas de Bloch apresentadas em Ref. [80]. A rica estrutura das branas de Bloch criticas
e degeneradas foram propostas em Ref. [118]. Na Ref. [80] foi mostrado que a presenca do
campo X seria crucial para o aparecimento de estrutura interna & brana. Nesse capitulo a
presenca do campo x também contribui para gerar uma estrutura interna no tubo formado.
Veremos que isto é crucial para localizar férmions com um simples acoplamento de Yakawa.

A escolha dada pela Eq. (4.7) gera solugdes 1-dimensionais para as Eqs. (4.6)

¢(&) = tanh (2)\55) ,

(4.8)
1
X&) = %4/ 5 2sech (2As€),
onde 0 < s < 1/2. Retornando para a variavel r, temos
o(r) = tanh(Z)\sln(r/ro)),
(4.9)

x(r) = :ty/%—2sech(2)\sln(r/rg)),

que tem um perfil tipo anel e rq identificado como o raio do anel da sec@o transversal do tubo.

A densidade de energia do defeito 2-dimensional é

Too = (2A§)2sech4 [2)\5111 <T>] (4.10)

foe (-2 2]}

Aqui consideramos Ty finito em r = 0, que restringe os parametros a satisfazer As > 1/2
quando A > 1. As Figs. 4.2(a)-(b) mostram a densidade de energia Tpo(r) para ro = 1 fixo
e alguns valores de A\ e do acoplamento constante s. Notamos que para valores fixos A > 1 e
% <s < %, o comportamento da densidade de energia muda de um lump centrado em r =0
(s = 1/2)) para um pico centrado em 7y (s = 1/2). Para s fixo, a amplitude maxima de Ty

cresce com A, entao valores grandes de A produzem resultados mais interessantes. Para valores
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grandes de A, existe um valor sy de modo que, para % < s < 50, os efeitos do campo x sdo
fortes e o defeito aparece como uma estrutura de tubo espessa cujo centro é localizado entre a
origem e ro. Por outro lado, para sp < s < % é clara a predominancia do campo ¢ e o defeito

assemelha-se a um tubo fino centrado em torno de rq.

Figura 4.2: Densidade de energia Tpo(r) para ro = 1: (a) (esquerda) A = 10, s = 0.05
(linha grossa preta), s = 0.09 (linha fina tracejada azul), s = 0.15 (linha fina ponto-tracejada
marrom), s = 0.25 (linha fina verde), s = 0.45 (linha grossa tracejado longo vermelha); (b)
(direita) A = 30, s = 1/60 (linha grossa preta), s = 0.03 (linha fina tracejada azul), s = 0.1
(linha fina ponto-tracejada marrom), s = 0.2 (linha fina verde), s = 0.27 (linha grossa tracejado
longo vermelha).

Isso significa que para valores largos de A, podemos caracterizar o defeito como um anel
em um plano-yz 2-dimensional, ou como um tubo cilindrico em um espaco 3-dimensional,
orientado ao longo do eixo x. A influéncia de grandes valores de s mostram que o campo x é
responsavel pelo processo de geracao do tubo espesso. A energia total no plano-yz é dado por

E =8w\/3, que pode ser identificado com a massa do anel M.

4.2 Localizacao de Férmions

Estamos interessados na localizagao de férmions (1,1)-dimensionais em um tubo infinito
cuja secao transversal € um anel 2-dimensional. O tubo em questdao foi analisado na secdo
anterior. Ao considerarmos estados fermionicos em um defeito tipo tubo, devemos observar que
as anélises sobre a existéncia ou nao dos modos zero fermionicos foram também consideradas
em outros contextos. Podemos citar férmions em um campo de solugdes vortexr abeliano e nao
abelianos [119]-[121] e, mais especificamente, modos zero de neutrinos em cordas eletrofracas

[122]-[124].
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Entao, apds negligenciar a backreaction no tubo, consideramos a agdo fermidnica
S ferm = / dtdxdydz[ ITA940 — nF(ng,X)\II‘I/}, (4.11)
onde I'’.I'! sdo matrizes definidas como
% =iy? =ioh, It =iyt =62, (4.12)

enquanto I'2, I sdo convenientemente escolhidas com intuito de fornecer as equacoes de Schro-
dinger no plano-yz cujos potenciais sdo parceiros supersimétricos. Aqui F(¢(r),x(r)) = F(r)
é uma funcao dos campos escalares ¢(r) e x(r) que rendem a solugao do anel nas Eqgs. (4.9) e
7 é a constante de acoplamento.

Um importante ponto a ser notado é que, em (3,1)-dimensoes, usualmente os espinores
de Dirac e as matrizes v sdo objetos de quatro componentes. Contudo, devido & simetria
cilindrica do tubo, ocorre uma redugao dimensional efetiva para uma teoria (2,1), e os espinores
de Dirac e as matrizes podem ser tomadas por meio de duas componentes. Este processo é
bem conhecido em problemas envolvendo vortices desde o trabalho de Jackiw e Rossi [121].
Um processo similar foi realizado por Witten no contexto de cordas supercondutoras [125].

Apos a transformacido do plano-yz em coordenadas polares, a equacdo de movimento para
¥ é encontrada

. 87‘ + %69 0
iv' 0,V + ' VU —nFV¥ =0, (4.13)

" =o%= , T/=i1= . (4.14)

Desacoplamos as coordenadas (¢,x) a partir de (r,0) fazendo a seguinte decomposi¢ao

R, (1,0) Y, (t,2)
U (t,x,y,z) = . 4.15
(h:02) zn: Ly, (r,0) ¥, (t.x) ( )

Em seguida, consideramos as coordenadas do campo fermionico como (2°,2') = (¢,2) e as

coordenadas do anel como (22,23) = (y,2).
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Impomos que ¥g, e ¥y, sdo as componentes do férmion massivo satisfazendo a equagao

de Dirac (1 + 1)-dimensional

‘;[]Rn
(i'yua,u - Mn) wn = 07 wn = ) (4'16)
\I’Ln

podemos reescrever a Eq. (4.13) em um conjunto de equagoes para as amplitudes L, (r,0) e

R, (r,0)
(ar - 169> L,+nFL, = MyR,, (4.17)
r
Agora fazemos a decomposi¢ao
Lo(rf) = > An(r)e™, (4.19)
l
Ra(r0) = Y one(r)e, (4.20)
l

onde ¢ € Z e as fungoes A,y , one s8o finitas em r» = 0. Outras decomposicoes sao usadas em
outros contextos, veja por exemplo nas Refs. [126]-[128]. Combinando as Eqs. (4.17) e (4.18)

alcangamos as equagoes de Schrodinger para os modos escalares Apy(1) e 0, (1)

A .

— — Ve Ae = HIy A = My A, (4.21)
dr
d?ons .

—— 5 T VenMene = Hgyon = Mon, (4.22)

onde os potenciais sdo dados por

1
Vin(r) = W;) + 2n£§ = (0:F) +n°F?, (4.23)
0(0—1 F
VE (r) = (7“2) + 2775? + 7(0.F) + n*F?. (4.24)

Portanto, transformamos a equagdo para os férmions em um conjunto de equagdes de
Schrédinger independentes para as amplitudes A,y e 9,0, permitindo a obtencao do nosso
objetivo, ou seja, encontrar os modos massivos e analisar suas propriedades de localizacdo. As

Egs. (4.21) e (4.22) permite-nos adotar a interpretagao probabilistica de modo a encontrar
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os modos massivos de ambas as componentes do tubo. No momento estamos interessados em
estados ressonantes.
Os Hamiltonianos, definindo as equagoes de Schrodinger, (4.21) e (4.22), podem ser rees-

critos em termos dos operadores conjugados Ae A
A=—4-4nF , A =—— 4+~ 49F, (4.25)
r ror

como sendo I{Ifch =A"Ae ﬁﬁh = /Al/lf, garantindo que os autovalores m?2 sejam nio negativos.
Dessa forma, é proibida a existéncia dos modos taquidnicos.
Uma vez que as Egs. (4.21) e (4.22) formam um par do sistema de Sturm-Liouville,

as autofuncoes A,s e one, respectivamente, estabelecem um conjunto completo de funcoes

ortonormais satisfazendo

/ dr ApeAne = Omn, (4.26)
0

/ Ar 0meOnt = Omn. (4.27)
0

Além disso, note que a a¢ao Sferm dada pela Eq. (4.11) pode ser integrada em (y,z)-dimensoes
obtendo uma acdo para as componentes de mao esquerda e de mao direita dos férmions de

Dirac

Sterm = / dtdry ~ Cronn U}, [i (00 — 01) Ui — My gy

- (4.28)
+/dtd:v Z DV, [0 (00 4+ 01) Yy — MV,
onde definimos as matrizes simétricas
Con = 2772/000 dr rAeAn, (4.29)
l
Dy = ZWZ/OOO dr 7 0meOne- (4.30)
l

Nesse caminho, a acdo dada pela Eq. (4.28) fornece as equagoes de movimento para as com-
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ponentes de mao esquerda e direitra do espinor v,

i(8o— )Wy — MyUp, = 0, (4.31)

) (80 + 81) Up,— MV, = 0, (4.32)

como exigido na Eq. (4.16).

Por outro lado, ao exigirmos hermiticidade da acdo (4.28), obtemos Cy,y, = Dyn, levando

Sferm = /dtdxz Crmn [r&mzfyuauwn - Mn@mwn] ) (433)

m,n
que apos a redefinicdo do campo fermionico representa uma acdo descrevendo uma torre de
férmions massivos de Dirac.

Agora consideramos as questoes de existéncia do modo zero xo que é obtido a partir de
Axo = 0. (4.34)

Na Mecanica Quantica, e para valores fixos de £, o hamiltoniano HZ

sch © Ulll parceiro su-

persimétrico do hamiltoniano H chh com superpotencial
l
W= - +nF. (4.35)
T

Assim, a solugdo para o modo zero é

Yo < 7 “exp {—n / ' dr'F (r')} . (4.36)

0

Em nossas analises consideramos o acoplamento de Yukawa, F'(¢,x) = ¢(r)x(r). Portanto,

pelo fato da integral /Zir'F(T’) possuir carédter finito para todo r, o modo zero revela-se nao
0

normalizével para qualquer £. Desde que o modo zero de H chh ¢ nao normalizavel, concluimos

que os espectros de H chh e H Slih sao idénticos devido & quebra espontinea de supersimetria

nesse sistema de Mecanica Quantica [129, 130].
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4.3 Resultados Numeéricos

Para nossa proposta consideramos o acoplamento de Yukawa, F(¢,x) = ¢x. Interessantes
consideracoes para este e outros acoplamentos em modelos de dois campos escalares podem
ser encontrados na Ref. [131].

As solucdes compativeis com (Af|g) = <f\121Tg> devem ser nulas em r = 0. De modo a
investigar os estados massivos numericamente, primeiramente consideramos a regiao préxima

a origem, r < rp, onde

F(r)~—2 1—2<r>2m. (4.37)

S To
Entdo para As > 1/2, as fungdes F/r, 0,F e F? sio finitas e os potenciais VL, (r) e VL, (r)

S

sdo dominados pelas contribui¢des do momento angular proporcional a 1/r2. Dessa maneira,

o potencial para a componente de mao esquerda é reduzido para

e+ 1)

Vien(r) = =5~ (4.38)

Isso resulta que, na vizinhanca da origem, devemos ter

Anf(r) = \ﬁJQ_%(mnT) , £>0, (4.39)

Ape(r) = \/77Ye+% (myr) , €< —1. (4.40)

Para a componente da direita, temos

. 2y
Vo (r) ~ : (4.41)

£ ,,,_2

e a partir do mesmo argumento das solugoes nulas em r = 0, temos

Qné(r) = \/’F‘][—%(mn’r) , £>1, (442)

one(r) = VrY,_i(mar), £<0. (4.43)

_1
2
Consequentemente, para cada valor de ¢, Eqs. (4.39)-(4.40) ou (4.42)-(4.43) s@o usadas
como um input para o método de Runge-Kutta-Fehlberg, que produz uma solugdo precisa de
quinta ordem.

Podemos definir a probabilidade de encontrar férmions dentro do tubo de raio rg como na
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Figura 4.3: Potenciais de Schrédinger VL, (esquerda) e VA (direita) para ¢ = 2. Fixamos
ro =1, e n = 30. Noés temos (a) A = 30 (figuras superiores) e (b) A = 50 (figuras inferiores).
Em todas as figuras s = 0.1 (linha fina azul), s = 0.15 (linha preta), s = 0.3 (linha grossa
vermelha).

Ref. [50], ou seja

o
/ dr [one(r)
i (4.44)

Ptubo = Tmaz ;
[l
.

min

onde @nr = App,0ne. Aqui i < 1o € usado como condic¢do inicial e Ty, € 0 comprimento
da caixa usado para o processo de normalizacao, sendo este o valor onde os potenciais de
Schrédinger sdo proximos a zero e onde os modos massivos oscilam como ondas planas.

Por meio das consideragoes da densidade de energia nas Figs. 4.2(a)-4.2(b), grandes valores
de X favorecem a existéncia de um potencial de Schrédinger com estrutura similar a uma
barreira em r = r9. A Fig. 4.3 indica os potenciais de Schrédinger Vsﬁh(r) e %Ijh(r) para
¢ =2, A=30,50, n =30 fixo e rg = 1. Os potenciais em geral divergem em r — 0, assumem
a forma de uma barreira em torno de r = r¢ e assintotam a zero com r — oo, indicando a
possivel presenca de ressondncias. O incremento de 71 torna a barreira de potencial maior,
enquanto o aumento de A a torna mais fina. Notamos que ¢ influencia o comportamento do
potencial para r < rg, mas nao tem influéncia sensivel na barreira e, também observamos que
o incremento de ro aumeta a largura da barreira de potencial.

As Figs. 4.4(a)-(f) mostram os resultados de Py, em funcdo de m para os férmions
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Piubo Piubo i 41 Prubo

= ————————

T ) m

Pf.ubo 8 | Pfubo Pt‘u.bo |

_Lx_LU_ ,_‘”b’ :. .JL;,UUU__I

T TrL T

Figura 4.4: Py como fungdo de m para férmions de esquerda (linha vermelha) e direita
(pontos) com £ =2, 19 = 1 n =30, A = 30, (a) s = 0.03, (b) s = 0.08, (¢c) s = 0.10, (d)
s =0.15, (e) s =0.30, (f) s = 0.45.

direita e esquerda. O comportamento de Py é caracterizado pela presenca de alguns picos.
Quanto mais fino é o pico, maior é o tempo de vida da correspondente ressonincia. As massas
das ressonéncias para as componentes de esquerda e direita sao aproximadamente as mesmas
(para o parametro usado, melhor do que uma parte em 10%), como pode ser visualizado na
figura. Os plots sdo para £ = 2, g = 1, n = 30 e A = 30 e para varios valores de s.
Usamos Tymin = 1078, 7mae = 2 € passo em 7 igual a Ar = 1073, Para o intervalo de massa
considerado, nos verificamos que as posi¢oes dos picos ndo dependem da escolha do Tz 2 2.
Os plots mostram picos finos de ressonancias, seguidos por um plateau (valor em torno de
Piupe ~ 7T0/Tmaz) para massas grandes m > m* onde m* é o valor de massa caracterizando
o inicio do plateau. Notamos que o valor de m* decresce com o aumento de s, reduzindo o
intervalo vélido das massas para o possivel aparecimento das ressonancias. Entao, parece que
os grandes valores de s favorecem o surgimento das ressonéncias com massas mais leves.
Notamos que para s = 0.03, ndo encontramos picos de ressonincias. Enquanto que para
s = 0.08, ha mais picos ressonantes com maior tempo de vida, sendo igualmente espagados,
em comparac¢ao com s = 0.1. A mesma conclusdo se aplica para o crescimento de s para 0.15
e para 0.3. Para s > 0.3, temos um regime menos nitido de ressonéncias em comparagdo com
s = 0.3, ou seja, perda do completo carater ressonante, como visto na Fig. 4.4(f) para s = 0.45.

Note também que para s = 0.15 e s = (0.3, as ressondncias menos massivas com maior
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Figura 4.5: Py como fungdo de m para férmions de esquerda (linha vermelha) e direita
(pontos) com £ =2, 179 = 1 n =30, A = 30 e s = 0.08, correspondendo ao zoom de alguns
picos da Figura 4.4(b).

probabilidade relativa possuem maior tempo de vida, que esta de acordo com a literatura [50],
[132]-[133] obtida em cenarios de branas. Também, para s = 0.08 e s = 0.1 temos a presenca
de alguns picos com probabilidade relativa mais baixa que seguem o mesmo padrao quando
comparados de forma separada. Como exemplo, representamos na Fig. 4.5 alguns plots para
s = 0.08 que correspondem ao zoom a partir dos picos da Fig. 4.4(b). Note que os picos
do lado direito tém Py, ~ 1, enquanto os picos do lado esquerdo apresentam probabilidade
relativa menor Py, ~ 0.5. Desse modo, os resultados das Refs. [50], [132]-[133] devem ser
interpretados separadamente para estes dois conjuntos de picos.

Isto pode ser explicado com base na discussao da secao 4.2. Noés observamos que valores
menores de s contribuem a uma maior influéncia do campo x. Da Fig. 4.2(b), constatamos
que para s 2 0.27 temos uma densidade de energia caracteristica de um tubo cilindrico. Essa
energia € continuamente deformada com a reducao de s, e um efeito evidente de tal deformacao
para s = 0.08 e s = 0.1 ¢ a perda de uma estrutura bem organizada de ressonancias.

Outro ponto importante é que em geral as massas das ressonéncias myes crescem gra-
dualmente para valores menores de s, mas a relagdo Mying < Myess f01 sempre verificada,
garantindo a condigdo de ndo backreaction dos férmions no tubo. O maior tempo de vida dos
modos coincide com as correspondentes barreiras mais largas do potencial de Schridinger em

torno de r = ry (compare com a Fig. 4.3). Esta propriedade de Vi, também é responsavel
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pela presenca dos modos ressonantes, em geral, mais massivos para os valores menores de s
(s — i) que sdo relacionados a grande influéncia do campo x na estrutura interna do defeito.
Contudo, neste limite o nimero de ressonéncias é reduzido pois as massas néo podem ter valor
superior ao da barreira do tubo. Dessa maneira, para encontrarmos ressonancias com maior
tempo de vida, deve haver um compromisso fisico entre a espessura do tubo (valores maiores
de s que prejudicam a presenca do campo x) e o acoplamento de Yukawa ¢x (valores menores
de s relacionado a maior influéncia do campo ).

No capitulo seguinte faremos uma revisao sobre as caracteristicas dos defeitos topologicos

em teorias de campo escalar com termos cinéticos generalizados.



Capitulo 5

Defeitos topologicos em teorias de
campo escalar com termo cinético

geral

Neste capitulo estudaremos modelos descritos por um campo escalar com termo cinético
geral. O estudo de tais teorias tem ganho forca em diversas areas da Fisica, como por exemplo,
sua implementacdo em cendrios cosmolégicos, que tem como objetivo contribuir no entendi-
mento da expansao acelerada do Universo [134]. Algumas dessas teorias podem gerar defeitos
topoldgicos, nesse caso conhecido como k-defeitos. Apds obter a equagdo de movimento e
as componentes do tensor energia momento, distinguimos a estabilidade linear destas teorias.

Finalizamos com a caracterizacdo das chamadas teorias gémeas.

5.1 Modelos com termo cinético geral

Partimos da agao

S = /d2x£(¢,X), (5.1)

onde X = %ﬁuqﬁ@“qﬁ (v = 0,1). A métrica considerada é (+,—) e os campos sdo todos
adimensionais.

As equacgtes de movimento podem ser encontradas ao aplicarmos o principio de Hamilton.
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Temos [95]

5S = /dtdx 9L 5x + 954 (5.2)

0X 0¢

- / dtdz | Lx 0" 0, (64) +£¢5¢]

_ / dtdz |0, <EX8“¢6¢> — 8, (ﬁxa%) 56+ Lo

A integral do primeiro termo da direita é nula. Assim o principio de minima ac¢ao nos

fornece a equagao de movimento do sistema [24, 135]
Oy <EX8“¢> =Ly. (5.3)
Podemos reescrevé-la explicitamente
Lx$0,00"d + Lxx0, X0 P+ Lx0,0"p = Ly, (5.4)
onde 9,X = 0, <%8a¢60‘<b> = 0,,0,00%¢, de modo que temos
Lx30u00" ¢ + Lx x 0" p0% 90,000 + LxUOp = Ly, (5.5)

sendo Lx = 0L/0X, Ly = OL/I¢ e o O corresponde ao d’Alembertiano.
A procura por estruturas de defeitos nos leva a considerarmos configuracoes de campos

estaticos, ¢ = ¢(x). Assim a equacao de movimento pode ser reescrita como

(2XLxx +Lx)¢" =2XLxy — L. (5.6)

Para configuracdes estaticas, utilizamos X = —1/2¢/2. A Eq. (5.6) pode ser escrita a partir
de uma simples forma

(£-2XLx) =0. (5.7)

O resultado da integracdo da equagdo de movimento rende

L-2XLx =C, (5.8)
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onde C ¢é a constante de integracdo. Para configuragoes estaticas a Eq. (5.8) torna-se

L+¢?*Lx =C.

Como veremos a seguir, a constante nada mais é do que a componente 771 do tensor energia
momento.

O tenso de energia-momento é dado por

Ty = Lx0,00,¢ — g L. (5.9)

As suas componentes sdo dadas explicitamente por

To = Lx¢*—L, (5.10)
1 = ﬁx(ba + L, (5.11)
Ti=Tn = Lx¢¢, (5.12)

onde Tpg = p corresponde a densidade de energia e T1; = p a pressao [24]. Comparando
a constante de integracdo da equagdo de movimento com a pressdo, verificamos que 777 é
constante para configuracoes estéticas.

A partir da integracio da densidade de energia com a configuracao de campo descrevendo

solucoes estaticas, ¢ = ¢(x), podemos obter a expressao para a energia total

+0o0 +oo
E:/ deooz/ L(¢,X) dz, (5.13)

a qual se identifica como a massa de repouso da estrutura do defeito [24].

5.2 Estabilidade Linear

Nesta secdo serda discutido a estabilidade linear. KEssa anélise demonstra que solucdes
topologicas, mesmo ap6s uma pequena perturbagao, nao perdem seu carater topologico [47].
Consideramos flutuagoes ao campo escalar ¢(z,t) = ¢s(z)n(z,t), onde ¢s(x) constitui o campo

estatico e n(z,t) representa uma pequena flutuagdo em torno da solucdo [24]|. Dessa maneira,
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X também sera alterado da seguinte forma

1 1 1
X = 50, (¢s +1)0" (s + 1) = 3 Oubs0" 65 + 0u850"n + 0um0"n = X + X (),

(5.14)
onde X, corresponde a X para a solugdo estatica. Com isso geramos a acao
Sl = /dQJLC((bs + T],XS + X(%,t))

Expandindo em série de Taylor:

10%L

oL oL
S1= /dzx |:£(¢57X8) + %‘¢:¢S" + 58752|¢:¢5772 + 87|X=Xs (X — X) +

1 9%L

1 0°C
Taaxz vl

[e— 2 P —

6 00X - X.).

1 1
Si = / d*x |:['(¢57X8) + Lyn + §E¢¢n2 + Lx (8,@58"77 + 2(%778’“‘77) +

1 1 S| 1
+§£XX (a,u¢sau77 + 28,u778u77> + §£¢>X (a,u¢sau77 + 281L778M77>:| .

Mantendo apenas as contribugoes de segunda ordem em 7 e realizando uma pequena &lgebra,

obtemos

1 1
Sy = / Pzl + / d*x [z;z, — o <£Xaﬂ¢>]n+ / dzx{2£¢¢n2 + 5 Lx0umdn +

1 1
- §EXX5M¢3“ 1000”1 + 277£¢X3u¢5“7l] -

O ultimo termo da equacao acima satisfaz

/ d*x [ncd)xamaﬂn] =— / d*x [aﬂ <£¢Xa”¢> n2], (5.15)
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implicando em

Sy = / >xlL + / 42z [[,(,, Y <£x8u¢>]77 + % / d2w{ [£¢¢ — o~ (Q&X@d’)]’f +

+ Lx0unotn+ Exxamf?“n@awan}-

O segundo termo de S corresponde & equacao de movimento, dessa maneira podemos reescre-

ver a agao
1
Sp =8+ 3 / dzx{ [£¢¢ — o+ (@,Xamﬂ n? — o [zxaun + Eanuqﬁ@aqﬁ@an} n}.
Impondo S; = S, obtemos a equacdo de movimento para 7 [24]
o* |:,Cxa,u77 + ,CXXauqf)aa(ﬁaaT]] = |:,C¢¢ — o <L¢X8u¢>]n. (5.16)
Uma vez que ¢ seja uma solucao estética, reescrevemos a Eq. (5.16)
/ / /
Lxij)— <£X77,> + <£XX¢/277,> = [ﬁ¢¢ + (£¢X¢/> ]77-
Usando ¢? = —2X, temos

exii= | (£x + 2X£XX)77’]/ — [Cos+ (£ax0)) } 7 (5.17)

Supomos a seguinte expansao 7(x,t) = >, nn(x) cos(wyt). Substituindo na Eq. (5.17)

/ /
- |:<£X + 2X£XX>774 = [ﬁ¢¢ + <£¢X¢/> +W721£X] M (5.18)
!/ !/
— [Azﬁxn;] = [£¢¢ + (ﬁ¢x¢/> +w721,/_,‘x:| Mn, (5.19)
onde
2X
A2 — 2XLxx +Lx (5.20)

Lx ’
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a Eq. (5.18) pode ser escrita de uma forma mais simplificada

= la@)n’)" = b(x)n, (5.21)
a(x) = Lx+2XLxx, (5.22)
bx) = Lsp+ <£¢X¢,> + wzﬁx. (5.23)

Com o0 objetivo de tornar a investigacdo mais simples, fazemos uma mudanga de varidveis

24, 23]
dr =Adz e n= u , (5.24)
LxA
a contribuicao dessa alteracao para o campo pode ser vista como
¢ = %;% = %qﬁz, (5.25)
implicando em
b(x) = Loy + % <£‘f’j¢z)z +wily. (5.26)
entao, a Eq. (5.21) pode ser vista como
1 ,
(et} =btom
—%% - % an] b(z)n,
22 < .= aj'z)nz 22 anz. = b(x)n,
derivando a Eq. (5.24) em termos de z, temos
= “_(VExA),, (5.27)
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e sua derivada segunda

Uz 7uz( [,XA)Zi u(vLxA), 7uz( EXA)Ziu( LxA),,
T VIxA T (VExA?  (VExAY. | (VExAR  (J(Lx A2

portanto, podemos escrever

1[ Uss _2uz(m)z 2u[(vVLxA)>  u( EXA)ZZ]Q

CAVIA (VAP (VLxAP  (\/(LxA)
1 G,AZ Uy U
_A2<az A ) [\/EXA B (\/ﬁXA)Q( £XA)Z] = bn, (5.28)
sendo
A2:Cﬁ?jm:\/§v (5.29)
e ainda,

1 a, 1+/aA,
(EXA>: 0= 1ve

2VaA 2 /A3’
1 /Afa, daA,
= 3 a{A_A?}' (530)

Assim temos

=2 (5.31)

A partir disso, o segundo e quinto termos da Eq. (5.28) cancelam-se mutuamente, como pode

ser visto abaixo:

1 2u,(VExA).] 1 ad.\ u
||l )

1 0
5 1f{a; A1\ _adz N Cadr a4,
“\21a 4 A )T “ma )T\ A )
Entao, a Eq. (5.28) multiplicada por /Lx A resulta em

1 A zz 1 E z

A LxA A\ A
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Fazendo uso novamente de 47 = Ly, encontramos

— . + U(2)u = w?u, (5.32)

com o potencial

U(z) =

VExA)ee 1 [5¢¢+1<£¢X¢2)Z]. (5.33)

TxA  Lx A\ A

A Eq. (5.32) é uma equagao do tipo Schrédinger independente do tempo com potencial quan-
tico U(z). Solucdes estaveis sdo caracterizadas por w? > 0. Essa analise, contudo, depende da

forma do potencial U(z) para cada modelo especifico considerado.

5.3 O modelo ALTW

Na Ref. [26], foi introduzido um modelo (conhecido como ALTW) com termo cinético
modificado. A ideia do artigo se baseia na investigacdo dos defeitos topoldgicos em teorias
com campos escalares com termos cinéticos ndo canodnicos, conhecido como k-defeito. A partir
disso, varios trabalhos foram desenvolvidos, como é o caso da Ref. [25]. Ao longo da secdo
serd introduzido o modelo ALTW e investigacoes a respeito das caracteristicas topologicas
serdo analisadas. A principal caracteristica, como veremos, no estudo das teorias com termo
cinético nao canonico, é a analogia com as teorias com termo cinético canonico, i.e., podemos
obter as mesmas propriedades fisicas descritas por diferentes modelos. Na literatura esse tipo
de semelhancga é conhecida como teoria gémea, quando possuimos duas teorias distintas com
potenciais diferentes, no entanto, obtemos a mesma solugdo e densidade de energia.

O modelo modificado introduzido em Ref. [26] é descrito pela seguinte densidade lagran-

giana

£:M2—M2<1+U(¢)) 1—%, (5.34)

onde M? é o parametro de massa. A lagrangiana pode ser modificada quando a escala de

massa M2 tende ao infinito

L=X-U(¢)+ # (;XQ + U(¢)X>. (5.35)
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Um ponto que merece destaque é que, quando 1/M? — 0, retornamos a densidade la-

grangiana da teoria padrao. Com base no que foi apresentado na tltima segdo, a equagao de

/ 2X

movimento pode ser vista como

O

()
2X
- M2

ou ainda de forma mais explicita

1 8“¢8”d>) Uy
nul/ 4 a 8V¢ = - 5.37
(3mT z )T g 30

Considerando o caso das configuragoes estaticas, ¢ = ¢(x), a equagdo de movimento pode

ser escrita por

( 1 ¢/2 ) Vi Ug
—1+———— )¢ =—
M2 ¢’ U(g)’
1+ M? L+ M?

(Z)// B Ud)
T ] OK (5.38)
M? M2
Integrando a equagdo acima, temos

U(9)

1+ 55
1f——JQ;:c, (5.39)

1+ 25

onde C' é uma constante de integragdo. Esta tltima equacgdo pode ser reescrita fornecendo a

equacao de primeira ordem

2 2 of 1+ (g\(;g) ’
=M+ M —2) . 5.40
. war () (5.40)
O tensor energia momento tem a forma
1+ 4lo) U() 2X
T = — M2 prggVe — gtV | M2 — M?( 1 1— = 41
2 oo - | A N (5.41)
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e a densidade de energia 7% pode ser escrita

T = p(z) = —M? + M2<1 + lﬁ\(j;)) \/ 1+ ;\ZZ (5.42)

A Eq. (5.39) nos ajuda a reescrever a equacdo da densidade de energia

p(z) = —M? + M? (1 — C) <1 - ]‘\ZIZ) (5.43)

Uma vez que estamos trabalhando com campos estaticos, a componente 7! do tensor é igual
a constante C. Além disso, segundo a Ref. [24], a obtencdo de solugdes estaveis necessita que

a constante seja nula (C' = 0). Dessa forma temos

U(9)
M?2

p(z) = —M2+M2(1+ )2—2U(q§)—|—. (5.44)

Fazendo também C' = 0 na equagao de primeira ordem (5.40), temos

U2

¢ =20(6) + 15 (5.45)

como pode ser observado, as expressoes da densidade de energia e da equacao de primeira
ordem sdo idénticas. A analogia entre as teorias, a ¢* com a lagrangiana padrido e o modelo
ALTW, caracteriza essas teorias como gémeas.

A explicagao em torno da condicao necesséaria para estabilidade da solugao estatica (C' = 0)
¢ entendida pelo Teorema de Derrick. A partir de um redefinicio da solucio estatica ¢ (z) =

¢(Ax), chega-se a seguinte expressao para a energia
E*=— / dPzL(p(Az), \2X (\x)), (5.46)
ainda, fazendo y = Az, temos

BN = — / h dPy P L(p, N X). (5.47)

—o0
E facil observar que E*\—; = E, portanto E*/O\ é minimizada com \ = 1, assim

OEN

8 :/ dPy(DL —2LxX) = 0. (5.48)

—0o0

A=1
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Com D =1, tém-se L — 2LxX = 0, dessa maneira, apenas configuracoes estaticas e sem
pressao sao estaveis.

O potencial do k-defeito também pode ser obtido da Eq. (5.39). Entao o correspondente

U(p) = —M?* + M?*y/1 + ;\ZIZ (5.49)

Mediante a discussao realizada sobre teorias gémeas, vamos supor que o modelo padrao

potencial é dado por [25]

possua a mesma solucdo do modelo k-defeito. Dessa forma, os potenciais seriam relacionados

da seguinte maneira [26]
(5.50)
onde V(¢) corresponde ao potencial da teoria padrao e U(¢) é relacionado ao potencial do

modelo modificado. A equac@o de movimento para o termo cinético canoénico é dada na forma

UU
8,06 + Uy + V‘j = 0. (5.51)

Para solucoes estaticas, a equagao de movimento se reduz a

"= (1 + U;\(;;))qu (5.52)

Substituindo o potencial acima no tensor energia momento, temos
T — gy — v (X - () — U (5.53)
2M2)’

podemos agora escrever a densidade de energia para configuracoes de campos estaticos e o

tensor T

1, 1 U?

p(z) = §¢2 +U(¢) + BYVER (5.54)
1 1U?

T = 5(;5’2 ~U(®) - 577 (5.55)
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Sabemos que quando trabalhamos com campos estaticos estaveis, 7' = C = 0, assim a
equagao acima torna-se

U2

¢ =2U(o) + L (5.56)

ou seja, a equagao obtida é a mesma Eq. (5.45). Portanto, o resultado obtido entre os modelos
padriao e ALTW indica que ambos possuem a mesma estrutura de defeito e a mesma densidade
de energia |25, 26.

A equacao de primeira ordem (Eq.(5.56)) possui solugoes as quais também sdo solugoes da
equacao de movimento. As equagdes diferenciais de segunda ordem possuem uma dificuldade
maior na busca pelas solugoes dos modelos em consideracdo, e em muitos casos as solucoes nao
podem ser encontradas analiticamente. De fato, a reducdo na ordem da equacdo diferencial
proporciona a obtencao de algumas solugoes. O procedimento utilizado para o decrescimento da
ordem das equacoes diferenciais é denominado formalismo de primeira ordem e foi apresentado
na Ref. [135].

A equacdo de primeira ordem no caso geral tem a forma [135]
Lx¢ = Ws. (5.57)

Quando trabalhamos com o caso padrao, temos a densidade lagrangiana da forma £ = X —
V(¢). Assim, a derivada de £ em fun¢do de X nos fornece a seguinte equacao de primeira

ordem
¢ = Wy. (5.58)
Além disso, observamos o caso com termo cinético modificado

TR
[y = -2 (5.59)

— 2y =, (5.60)
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elevando ao quadrado a expressdo acima, obtemos
2
ws

5 .
w2
<1 + l?\%) o Mq;

Para que essa equagao seja compativel com a Eq. (5.40), com C = 0, reescrevemos o potencial

P = (5.61)

como segue

2

W,
U(d) = —M> + M?*([1+ ﬁﬁ (5.62)

a substituicdo do potencial na Eq. (5.40) resulta em
¢ =W (5.63)

Dessa forma, fica facil o tratamento da energia total, a qual é obtida a partir da integracao da
densidade de energia. Em relagdo a isso, podemos notar um interessante detalhe: a densidade

pode ser escrita em termos da derivada do campo, ou seja, p(z) = ¢, isso nos leva a [25]

_dAWdé W

2
= = T ="__ .64
portanto, a energia total pode ser vista como
+oo
Jo / da p(x) = [ (+00) — W(—00)| = |ATV]. (5.65)

Como comentado no Cap. 2, a energia depende dos valores assintoticos da solugdo de campo
e ndo da forma explicita de ¢(x).
Para finalizar, ¢ importante salientar a expansio do potencial para o termo 1/M? < 1.

Com isso, o potencial se torna o mesmo potencial do modelo padrao
Lo o
U@) = 3W5 =V(9), (5.66)

a partir disso, chega-se & conclusdo que mesmo com formas diferentes para os potenciais, ha
um superpotencial que controla ambos os modelos, o usual e o modelo k-defeito [25].

Nesse capitulo abordamos defeitos topologicos em teorias de campo escalar em (14-1)-D com
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termos cinéticos nao canonicos (k-defeito). Investigamos a estabilidade linear apos introducao
de pequenas flutuacdes em torno da solucdo, que nos levou a uma equacao de autovalores
com potencial quantico. Por fim, foram analisadas as principais caracteristicas topologicas do
modelo com termo cinético modificado (modelo ALTW).

No préximo capitulo abordaremos o estudo sobre as colisoes kink-antikink.



Capitulo 6

Colisoes kink-antikink

Neste capitulo sao discutidas algumas das principais caracteristicas sobre a dinamica dos
kinks. Ao longo das ultimas décadas percebeu-se um crescente estudo sobre as solugbes solitons
em teorias de campo ndo linear, nas quais tais defeitos sdo conhecidos por possuirem solucées
estaveis localizadas.

Ao abordarmos a colisdo de defeitos, podemos perceber que solitons sao estaveis mesmo
ap6s colisdes. Esse comportamento é denominado de colisdo eldstica, e um bom exemplo é
fornecido pelo modelo sine-Gordon. Este modelo possui uma solu¢do da equacao de Bogo-
mol’nyi cuja energia total é localizada e permanece estidvel mesmo com introdugdao de pe-
quenas flutuac¢oes em torno da solucdo [27]. Além do modelo sine-Gordon, a equagdo de
Kortweweg — de Vries e a equacao cubica de Schridinger, também admitem solugdes tipo
soliton. No entanto, ha tipos de solucdes que representam colisoes inelasticas, ou seja, a coli-
sdo entre os defeitos topologicos apresenta diferentes resultados. O modelo ¢* ¢ um exemplo
no qual o espalhamento é ineléstico.

O desenvolvimento desse capitulo constituird de uma revisdo sobre o processo de colisdo
dos principais modelos existentes na literatura. O primeiro modelo que iremos tratar serd
o sine-Gordon (SG) [30]. A principal diferenga em relacao aos demais modelos estid em sua
integrabilidade. Somado a isso, ainda podemos destacar a presenca de um tnico estado, o
estado fundamental, conhecido como modo translacional. A auséncia de mais modos ligados
influencia diretamente no comportamento dos kinks ao abordarmos o processo de colisao.
Além desse modelo estudaremos o modelo ¢* [27, 28|, o qual possui um estado ligado extra
capaz de armazenar certa quantidade de energia durante a colisdo, fornecendo comportamentos

interessantes. Os sistemas nao integraveis possuem o modo trivial e ainda o modo vibracional,
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também conhecidos como modo interno.

6.1 Modelo Sine-Gordon

Dentre alguns sistemas que possuem equacdes do tipo Klein-Gordon nao linear se destaca
o modelo sine-Gordon, o qual foi foco de algumas investigacoes [30].
Para iniciarmos a anélise, consideramos a teoria de um campo escalar 1-dimensional com

o potencial dado por

V(¢) =1 — cos(¢). (6.1)

Podemos observar que o potencial possui uma quantidade infinita de minimos. A densidade

lagrangiana que define o sistema é
L= L0u606 — V() (6.2
A partir disso, obtemos a equacao de movimento
D2 — 92¢ +sin(¢) = 0. (6.3)
Utilizando os procedimentos do Cap. 2, a solucao para o modelo SG pode ser encontrada
¢(x) = 4arctan(e”). (6.4)

E importante salientar a solucdo para o kink em movimento com velocidade v ao longo da

direcdo
¢(x) = 4arctan (67(””_95“_”75)), (6.5)

ondey =1/ V1 — 2 corresponde ao fator de Lorentz e o g a posicio do defeito. Uma solucio
antikink é obtida atraves da reflexdo espacial x — —x, e assim, temos ¢z = —dx.

Como caracterizado acima, o modelo integravel SG é constituido por apenas um estado
ligado também chamado de modo trivial ou translacional. A busca pelos modos internos do

kink envolve a introducdo de pequenas perturbagoes dependentes do tempo em torno da solugao
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estatica

¢(x) = ¢s(x) +n(x,t), (6.6)

onde ¢s(x) corresponde a solugao de onda estatica e n(x,t) a perturbagdao. Substituindo a
expressao na equacao de movimento e mantendo apenas termos lineares em 7, obtemos
d*n  dn d*U

W - ﬁ + UW o =0. (67)

Definimos ainda, n(x,t) = n(z)e™!, obtendo uma equacio de autovalores

d’n
~ + V(z)n = w?n, (6.8)

2

que é uma equacao do tipo Schrédinger. O autovalor é representado por w* e o potencial tipo

Schrédinger V(x) é dado por

U

V(z) = deQ

—cos (4arctan(e”) ). (6.9)

O modelo abordado apresenta apenas um simples estado de frequéncia nula, caracterizado
por w? = 0. Dessa forma, resolvendo a equacido de Schrédinger para w? = 0, encontramos a

expressao para o modo zero

eiE

= —. 6.10
1+622? ( )

n(x)

A Fig. 6.1 faz referéncia ao potencial juntamente com seu estado trivial asssociado.

Iremos agora trabalhar de fato com o processo de colisdo entre os solitons encontrados. A
premissa garante que a auséncia dos estados internos impossibilita a troca de energia entre os
modos [32]. A explicagdo em torno da troca de energia serd feita com mais abrangéncia na
proxima secdo ao tratarmos o modelo ¢*.

As simulacoes necessitam de suas condi¢Oes iniciais, que por sua vez, correspondem aos
kinks separados por uma disténcia razoavel no intuito de que nenhuma interacdo seja sentida

por eles no inicio da evolucao temporal. As condic¢oes iniciais utilizadas sdo dadas por

d(x,0) = o (x + 20,vini,0) — P (X — T0, — Vins,0), (6.11)
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Figura 6.1: Potencial de Schrodinger (tracejado preto) e o modo zero (linha vermelha).

e a derivada de ¢(z,t) em fungao do tempo
$(2,0) = bk (@ + 20,0ini,0) — Sk (¥ — To, — Vini,0). (6.12)

A expressdo acima é responsavel pela configuracio inicial, onde K (kink) e K (antikink) irdo
se mover um em direcdo ao outro até um ponto de colisdo. A evolucdo temporal foi estudada
numericamente invocando o método pseudospectral em uma grade com 2048 nds e condigoes
de fronteiras periédicas. A posicdo inicial é dada por xg = 15 e definimos um x4, = 120.

A Fig. 6.2 é identificada como o resultado da colisdo entre os kinks do modelo SG. Os
kinks se deslocam em direcdo a um ponto de colisdo, e apés uma batida, as ondas solitarias
retrocedem com uma mudanca de fase, o que é caracteristica de soélitons. Outro ponto de
destaque, a velocidade dos kinks nesse modelo é constante, ou seja, a mesma velocidade inicial
dos kinks é observada durante sua separacao. A Fig. 6.2 mostra ¢(z,t) para uma velocidade

inicial de valor 0.20 (v,; = 0.20).

6.2 Modelo ¢*

Talvez o modelo ¢* seja o de maior destaque dentro do quadro das colisdes de defeitos.
Por ser nio integravel e ainda possuir um estado ligado discreto, o modelo ¢* diferencia-se
do sistema SG, proporcionando um comportamento mais complexo. A estrutura formada em
funcao da colisdo depende diretamente da velocidade inicial dos kinks, destacando-se os estados
bion e as colisdes seguidas de reflexdo dos pares conhecidas como bounces.

Na presente secdo serd abordado o estudo das principais caracteristicas do processo de
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Figura 6.2: Colisao do modelo SG com v;,; = 0.20.

colisio do modelo ¢* com base nas Refs. [28] e [31]-[34]. Campbell e seus colaboradores foram
08 primeiros a iniciarem os estudos dessa interacao. Além desses autores, também merece
destaque o de Peter Anninos e seus colaboradores. O potencial do sistema, com o objetivo de

iniciarmos a analise das interacdes da teoria ¢* nao integravel em 1-dimensdo, ¢ dado por

N | >

V() =51 -6 (6.13)

Esse potencial possui limite inferior e minimos localizados em =1, que correspondem aos vAcuos

do potencial. A densidade lagrangiana resulta na equac¢do de movimento
—— = —— = 2X¢(1 — ) = 0. (6.14)
x

Utilizando o procedimento do Cap. 2, a equacao de primeira ordem fornece a solucao que

também serd solucao da equacao de segunda ordem. Entao a partir da equagao de Bogomol’yni

% =+Wy = £VA(1 — ¢?), (6.15)
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podemos encontrar as solucdes estaticas
#(z) = +tanh(VAz), (6.16)

onde o sinal positivo corresponde ao kink K e o sinal negativo ao antikink K. A solucdo

movendo-se com velocidade v ao longo do eixo z é alcangada apés um boost da Eq. (6.16)
¢(x,t) = +tanh (\ﬁy(:c — vt)), (6.17)

com v = 1/v/1 — v? representando o fator de Lorentz.
Para a construcao da configuracao inicial, os kinks partem de uma certa distancia um do
outro. Essa separacao corresponde aos dados iniciais que sdo implementados no programa, e

sdo dados pelo perfil do campo dados por
d(2,0) = ¢ (T + T0,0ini,0) — o (T — To, — Vini,0) — 1, (6.18)
e a derivada do campo em funcao de ¢
$(2,0) = Gk (z + £0,0ini,0) — Px (¥ — T0, = Vini,0), (6.19)

onde o parametro xg representa a distancia inicial dos defeitos do ponto de colisdo x = 0. Em
seguida, a equacao que descreve a dindmica da colisdo deve ser aproximada numericamente.
Utilizamos novamente o método pseudospectral (Apéndice A) com condigdes de fronteiras
periodicas. Nas simulagoes utilizamos a posi¢ao do kink com valor igual a 15 (zg = 15),
a grade possuindo tamanho de 2048 nés e definimos &y, = 120.

Em seguida, mostraremos o output dos principais resultados obtidos baseados na analise das
interacoes entre os defeitos. Como destacado anteriormente, o comportamento das colisdes tem
grande sensibilidade com a velocidade inicial dos defeitos. Essa evidéncia fez com que fossem
considerados muitos valores para este parametro, de modo a ganhar um entendimento geral
das colisoes.

Nesse sentido, para alguns valores de velocidade, o par K K apresenta um comportamento
final de reflexdo dos defeitos, enquanto que para outra faixa de velocidades, observamos apenas

o seu armadilhamento. O estado armadilhado pode ser formado se os kinks tiverem tempo
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suficiente para perder energia durante a colisdo, por isso, espera-se a captura dos kinks para
baixos valores de velocidade. Em contrapartida, velocidades altas geram interacoes inelésticas,
ou seja, a velocidade inicial possui valor superior em relacao a velocidade final. De fato, por si

s6 a natureza nao integravel da teoria implica na diferenca entre as velocidades final e inicial

(v 7 vini) [28]-

®(0,t)
@(0,t)

o
%3
o
o
S
7
o
n
=
S
S}
%3
o
o
S
wu
o
N
=
S

Figura 6.3: Campo escalar no centro de massa ¢(z = 0,t) em fun¢io do tempo ¢ para a)
Vini = 0.18 (bion) e b) v;p; = 0.2411 (bion) .

O fenémeno conhecido como two-bounces € observado em alguns sistemas nao integraveis,
onde o par KK escapa para o infinito apés baterem por duas vezes. O comportamento bion
é representado pelas oscilacoes que perduram indefinidamente apds a colisao. Apds a colisdo,
ha um vazamento de energia por radiacio, e desse modo os estados bion sao formados. Como
demonstrado na Fig. 6.3, podemos visualizar que ap6s o impacto inicial os kinks imediatamente
voltam a colidir infinitamente, ndo sendo capazes de recuperar a configuracao inicial.

As Figs. 6.4 demonstram os comportamentos de reflexdo e two-bounce respectivamente.
Primeiramente os kinks se aproximam, logo em seguida uma colisdo é sentida, sendo represen-
tada pelo salto na figura e por fim, os kinks se separam. Observe que durante a aproximagao
do par, eles se encontram em um dos minimos do potencial (4+1) e ja na colisao, eles passam
pelo outro vacuo (—1). A Fig. 6.4(b) representa a dupla interacao dos defeitos.

As simulacoes s2o colocadas na Fig. 6.5 para valores de velocidade 0.17 < vy < 0.28.
Para v;,,; < 0.1926, estados armadilhados sdo sempre encontrados, ja para v;,; > v, = 0.2598
(v representa a velocidade critica), os kinks interagem apenas uma tnica vez seguido de uma
reflexdo para o infinito. O principal comportamento estd entre as regies citadas, onde sdo
formados estados bion alternando com two-bounces. A regido com valor inferior a v, é conhecida
como janelas de reflexdao. Essas janelas de escape representam uma faixa de velocidades as quais

0s kinks se separam ap6s a segunda colisao.
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Figura 6.4: Campo escalar no centro de massa ¢(z = 0,t) em fun¢io do tempo ¢ para a)
Vini = 0.27 (one — bounce) e b) vy = 0.20 (two — bounce) .

Os dados alcancados nessa se¢ao confirmam os resultados obtidos na literatura [28], [31]-
[36]. De fato, para velocidades com valor inferior & velocidade critica, observa-se janelas de
ressonancias, enquanto que velocidades superiores a v., os pares refletem-se. Esse compor-
tamento pode ser verificado na Fig. 6.5, a qual mostra o nimero de bounces em relagdo a

velocidade inicial.

Np
T
.

0,18 0,2 0,22 0,24 0,26 0,28

Figura 6.5: Ntmero de bounces em funcio da velocidade inicial para o modelo ¢*.

A explicaciio desse comportamento é divida em duas partes. Durante a primeira colisao
parte da energia cinética é removida e armazenada no modo vibracional dos kinks. Com a se-
gunda colisao, uma parte da energia armazenada retorna ao modo translacional, permitindo as-
sim o escape do par. Este processo é denominado de mecanismo de troca de energia ressonante.
Para o alcance desse mecanismo, é necessario obtermos os modos internos do modelo através
da introdugao de pequenas oscilagdes dependentes do tempo n(z,t) (qﬁ(w,t) = ¢s(x) + n(m,t)),

onde ¢4(x) indica a solucdo estatica. Substuindo essa equagdo na Eq. (6.14) e coletando
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apenas os termos lineares de 7, a expressao obtida tem a seguinte forma

d>v

0%n  0*n 0%°¢, d*V
+ =7
. do?

o2 9z2  ox2 | do?

= 0. (6.20)
=05

P=¢

Introduzimos ainda 7(z,t) = n(x)e™?, assim é obtida uma equacdo do tipo-Schrédinger, dada

por

d2
_ chZ +V(2)n = w?n, (6.21)

onde o potencial da equacao de autovalor é

_dV

Y@ =Gz|,

= 64 — 2¢ = 4 — 6sech?(z), (6.22)

com A = 1. Como ja discutido no Cap. 2, o espectro da equagdo de Schrodinger possui dois
modos discretos com frequéncia wy = 0 e w; = v/3 e ainda um continuo com autofuncdes que
se comportam como ondas planas dispersivas no infinito com frequéncia angular wy = vV k2 + 2
[28].

O modo de frequéncia nulo corresponde ao modo translacional do kink, e o modo wy é
identificado como a deformacdo em volta do kink sendo conhecido fisicamente como internal
shape mode oscillation, ou seja, modo de oscilacao interna do kink ou ainda simplesmente como
modo vibracional [31], sendo este altimo responsével pelo armazenamento da energia cinética
durante o processo de colisao [27].

Portanto, o mecanismo de troca de energia pode ser melhor elucidado. Com o primeiro
impacto, os modos internos possuem mais energia em comparagao ao modo trivial, por isso
o par KK forma um estado ligado. A partir da segunda colisio, ha um caminho inverso da
energia, e entdo o modo translacional tem energia suficiente para que os kinks se separem da

atragdo mitua. Quantitativamente, tal mecanismo obedece a seguinte relagao
wiT = 27mn + 6, (6.23)

que corresponde & condicao de restauracao da energia cinética do kink-antikink entre os modos
trivial e interno apos as duas colisoes [28], [31]-[36], onde T' corresponde ao periodo entre as

duas colisdes, wy é a frequéncia, e tem-se uma mudanca de fase § e um nimero inteiro n que
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representa as janelas de two-bounces. A energia é armazenada no modo discreto wy durante o
primeiro impacto, consequentemente os kinks nao escapam, mas na verdade voltam a colidir.
A partir disso, caso a Eq. (6.23) seja satisfeita, uma por¢ao da energia do modo vibracional
retorna ao trivial, libertando o par de novas interacdes.

Outro ponto que merece destaque s20 as janelas de ressonancias, assunto que foi brevemente
comentado acima. Na Fig. 6.5, onde sao colocadas vérias simulagdes em relacao a velocidade
inicial, &€ notéria a diminuicdo da largura das janelas de two — bounces a medida que essa
velocidade aumenta, porém ao alcancar a velocidade critica, o seu comportamento é alterado
para apenas one — bounce. Na Tabela 6.1 podemos observar, a partir do trabalho numérico
realizado, a informacao referente as janelas de two — bounces. Implementamos os valores das
oito primeiras janelas, onde tais valores estao em acordo com Ref. [33]. As colunas da tabela
sao definidas por m, o nimero inteiro indicando o nimero das janelas, v; e vy respectivamente

o primeiro e ultimo pontos de velocidade e Av representa a largura, ou seja, Av = vg — vy.
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Figura 6.6: Campo escalar no centro de massa ¢(z = 0,t) em fun¢ido do tempo ¢ para a)
Vini = 0.1926 (two — bounce), b) vin; = 0.2245 (two — bounce) e ¢) vi; = 0.238 (two — bounce).

O papel da velocidade de impacto possui um grau elevado de importancia dentro do pano-
rama das colisdoes de defeito, onde a mudanca desse valor contribui para um comportamento
diferente, que por sua vez, acarreta, em uma complicada transicdo entre os estados armadi-

lhados e as reflexdes. Por meio desse caminho, as janelas de duas interagdes sao formadas, e
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V1 Vg Av = vy — 1
0.1926 0.2034 0.0108
0.2241 0.2288 0.0047
0.2372 0.2396 0.0024
0.2440 0.2454 0.0014
0.2481 0.2489 0.0008
0.2507 0.2513 0.0006
0.2525 0.2529 0.0004
0.2538 0.2541 0.0003

|~ o ot x| w| | || B

Tabela 6.1: As colunas v; e vy correspondem ao primeiro e tltimo pontos da velocidade da
janela, o inteiro m faz referéncia a janela e Av corresponde a largura da janela. Os dados
representam as 8 primeiras janelas de two-bounces e estao de acordo com a Ref. [33].

precisou-se introduzir algum mecanismo que pudesse diferencid-las. A maneira descrita pela
Ref. [28], foi definir o nimero da janela pela quantidade de oscilagbes entre os picos de bounces.
Por exemplo, na Fig. 6.6(a), apenas verificou-se uma pequena oscilagao entre os picos de coli-
sao, portanto, esta figura refere-se a primeira janela de ressonéncias, de acordo com a Tabela
6.1. As Figs. 6.6(b) e (c), correspondem as segunda (m = 2) e terceira (m = 3) janelas de
two — bounces, respectivamente. Dessa maneira, os plots sdo diferenciados apenas pelo maior
intervalo de tempo entre as colisoes, onde m caracteriza essa diferenca e pode ser relacionado
ao numero de oscilagbes M, da seguinte maneira, M = m + 2, ou seja, o valor de m = 1 da
Fig. 6.6(a) equivale a M = 3, o que caracteriza trés oscilagoes, sendo dois largos picos e um

outro de menor amplitude.

L L L
0,22 0,23 0,24 0,25
Vin

Figura 6.7: Janelas de three-bounces observadas ap6s um zoom em uma faixa de velocidades
para o modelo ¢?.

Além disso, podemos ainda fazer um breve comentario sobre a estrutura fractal obtida

nesse modelo. A Fig. 6.7 mostra que entre as janelas de two-bounces existem colisdes com
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Figura 6.8: Colisdo three-bounces para o modelo ¢* com velocidades (a) vip; = 0.2298 e (b)
Vins = 0.24325.

trés interagoes. Um zoom obtido em uma certa faixa de velocidade apresenta uma estrutura
auto-similar caracterizando a conhecida estrutura fractal. Perceba que da mesma maneira que
as janelas de two-bounces decrescem com o aumento da velocidade, as janelas de three-bounces
também sofrem a mesma diminui¢do em sua largura, isso pode ser observado nas vizinhangas
das colisoes de two-bounces. Portanto, a ideia bésica do comportamento fractal é descrito
como uma sucessao infinita de janelas de n-bounces de alta ordem com diminuicdo da largura
e separagdes convergindo para as bordas das janelas de (n — 1)-bounces [28]. Colocamos ainda
alguns plots referente as janelas de three-bounces. As Figs. 6.8(a)-(b) ilustram esse perfil para
as velocidades v;,; = 0.2298 e v;,; = 0.24325, respectivamente. Para essas velocidades, nota-se
que os kinks colidem por trés vezes até a sua completa separacao.

Discutimos nesse capitulo a colisao de alguns modelos que sao destaque na literatura. Foram
abordadas as diferencas entre os modelos, como por exemplo, integrabilidade do modelo sine-
Gordon nos leva a um comportamento trivial de mudanca de fase ap6s o processo de interacao.
Contrario a esse caso, o modelo nio integravel ¢* possui um resultado complexo baseado no
mecanismo de troca de energia ressonante, o que proporciona as janelas de two-bounces.

No capitulo seguinte consideramos um estudo das colisoes kink-antikink para modelos gé-

meos.



Capitulo 7

Colisoes kink-antikink para Modelos

(zémeos

Neste capitulo consideramos colisoes kink-antikink para algumas classes de modelos nao
integraveis (1,1)-dimensional. Como sabemos, o processo de colisdo para sistemas integréveis
tem uma simplicidade intriseca, com as ondas solitarias colidindo com apenas uma mudanca de
fase. Apesar da simplicidade, resultados analiticos para a maior parte dos modelos integraveis é
nao trivial. Como exemplo, os estudos do espalhamento kink-antikink para modelos integraveis
usando andlises perturbativas podem ser encontrados nas Refs. [136, 137|. Para resultados
recentes nessa diregao, ver Refs. [138]-[140|. O efeito de uma troca de fase no processo de colisao
de um modelo integravel pode ser confrontado com a riqueza dos modelos ndo integraveis, onde
a maior parte da andlise é feita numericamente. Como mostrado na Ref. [28] para a teoria Aot
para velocidades iniciais suficientemente pequenas, o par de kinks é capturado e um estado bion
¢ armadilhado. Por outro lado, para velocidades maiores, uma simples interacao ocorre, e apos
o contato, o par de defeitos refletem-se em direcao ao infinito. Para velocidades intermediarias,
a estrutura de colisdo é mais complexa, com janelas de two-bounces aparecendo no final da
sequéncia entre a larga regido de bion e a de one-bounce. Uma estrutura auto-similar é revelada
se é feito um zoom préximo as regioes de two-bounces. De fato, ao refinarmos a velocidade
inicial proximo a interface entre as janelas de two-bounces e bion, observamos o surgimento
de uma sequéncia de janelas de three-bounces. Este processo continua com um ntumero alto
de bounces sendo observados, porém, um limite é alcancado devido a perda de energia por
radiacdo. A enorme quantidade de bounces aparecem juntamente com o alto numero de modos

de oscilagoes internas. As diferentes janelas sao relacionadas pela relacao entre a espessura da
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janela de velocidade e o nimero de modos de oscilagdes internas.

O carater intrigante desta alternancia de regides conflita com a expectativa ingénua de que
estados bions nao podem ser formados para altas velocidades. A teoria semi-fenomenoldgica
que conta com a presenca de janelas de two-bounces é liderada por [31]. Também aqui, o
comportamento de two-bounces é descrito por dois momentos. Na primeira interacao, a energia
é tranferida a partir do modo translacional para o modo interno do kink (internal shape mode
oscillation). Na segunda, se os kinks satisfazem um critério de ressonancia [31, 33|, a energia
no modo vibracional volta ao modo fundamental, e o par de kinks é liberado de sua atracao
mutua. A equacao que obedece essa simples relacao ja foi apresentada no Capitulo 6 pela
Eq. (6.23). Dessa forma, quanto maior wy, menor ¢ o tempo de intervalo entre os bounces,
indicando uma maior dificuldade na transferéncia de energia entre os modos.

O simples processo de espalhamento de uma interacao ocorre em virtude da velocidade
inicial do kink possuir valor maior que a velocidade critica v.. Uma expressdo para a relagdo

entre T e v para janelas de two-bounces é apresentada na Ref. [34], dada por

T x Ve —v, v <, (7.1)

a qual também pode ser usada para entender quantitativamente a variagao de n [34], com a
sucessiva diminui¢do da espessura das janelas acumulando préximo a v = v..

O escape do par kink-antikink de sua atracdo mitua é verificada quando a energia do modo
vibracional ¢ menor que a energia cinética dos kinks [34]. Frequentemente, usa-se coordenadas
coletivas para obter o potencial Uy de interacio KK como fungdo da separagio do par
[27, 35]. O potencial Uy pode ser intuitivamente entendido como a energia de configuragao
do campo estatico consistindo de um kink em +Z e um antikink em —Z [36]. Por sua vez, se
o tempo de duragdo das oscilacoes internas for acompanhado pelo vazamento de energia por
radiacdo maior que a energia cinética, um estado bion KK sera formado [34].

As andlises das colisoes kink-antikink podem ser encontradas na literatura por meio de
interessantes exemplos de modelos nao integraveis. Na verdade, além do ja citado modelo \¢?
[28], existem ainda os modelos de sine-Gordon modificado [32] e 0 ¢°® [29]. A maior parte dos
modelos ndo integraveis possuem modos internos de oscilagoes, responsaveis pelo espalhamento
ressonante. Contudo, ha uma excecao no modelo ¢°, onde apesar da auséncia do modo vibraci-

onal, o espalhamento ressonante foi encontrado [29]. Um potencial para perturbagoes lineares
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tém um poco central largo e a energia pode ser tranferida do modo fundamental para o estado
meson residindo neste potencial [29]. Naturalmente, o pogo central permite varios autovalores
discretos que correspondem aos estados ligados [49]. Isto é contrario ao que acontece para
os modelos ¢* e sine-Gordon, onde os mesons podem passar através dos kinks sem reflexdo,
somente com uma mudanga de fase [49]. No caso #%, as janelas de two-bounces satisfazem a
mesma relacao dada pela Eq. (6.23), mas com w; definido como a frequéncia do menor modo
coletivo. Algumas interessantes discussoes relacionadas a este topico podem ser vistas na Ref.
[56].

Nossa proposta aqui é investigar em que medida o processo de colisio K K pode ser usado
para distinguir os modelos gémeos, ou seja, uma classe de defeitos topolégicos com o mesmo
perfil de campo escalar e densidade de energia [26]. Para alguns resultados recentes nesse
sentido, veja as Refs. [57, 58]. Estamos particularmente interessados em teorias k-defects,
devido ao seu uso para explicar a expansdo acelerada do Universo [134, 141]. O processo de
colisao kink-antikink ¢ util para a Cosmologia em teorias com uma dimensdo extra [142], como
na proposta ekpyrotic para colisdo de brana [59]. Igualmente, podemos citar as teorias no
cenario mundo brana com din&mica generalizada [60, 25]. O estudo de bolha cosmologica tém
sido objeto de um renovado interesse uma vez que isto pode ser levado a possiveis caminhos
para provar o panorama de cordas [61]. Colisao de bolhas cosmicas no regime de alta taxa de
nucleagao pode ser estudado ignorando a expansao e a curvatura do Universo [62]. Apesar da
usual aproximacao feita em redes de simulagoes em (3,1)-dimensoes [63], em especial situagoes
de bolhas com simetria SO(2,1), uma colisdo em velocidades altas de duas bolhas é equivalente,
dependendo da configuragio de vécuo, a uma colisao KK (1,1)-dimensional [64]. Isso mostra
que o estudo da interagdao em teorias gémeas pode ser interessante para cenarios cosmolégicos.

Nesse capitulo, como ponto de partida focamos em teorias de campos escalar (1,1)-dimensional
no espaco-tempo de Minkowski. Apesar da simplicidade da proposta, mostraremos que nossos
resultados levam a interessantes ideias sobre a influéncia das k-dynamics em algumas carac-
teristicas de colisdo, ou seja, a presenca de two-bounces. No capitulo 5 foram avaliados o
formalismo de primeira ordem para teorias gémeas, bem como a anélise de estabilidade. A
secdo 7.1 discute o modelo ¢* e sua teoria gémea. O espectro discreto de flutuacoes é obtido
para o parametro de massa 1/M? << 1 e em seguida comparado com os resultados conhecidos
da teoria ¢*. Sera mostrado que o aumento do parametro 1/M? cresce o gap entre os modos

zero e excitado. Isso é confrontado com nossos resultados numéricos, apresentado na se¢do 7.2.
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7.1 O Modelo ¢* e sua parte Gémea

Nessa parte serd considerada a comparacao de algumas propriedades dos dois modelos gé-
meos especificos. O conjunto de estados ligados obtidos a partir da analise de estabilidade ira
nos fornecer informacdes que serdao confrontadas com a analise numérica das colisdes. E impor-
tante notar que, para o modelo considerado, a auséncia de modos taquidénicos é demonstrado
na segao II da Ref. [25]. Além disso, a analise numérica discute seus automodos podendo
ser encontrados de duas maneiras diferentes nas Refs. [25, 26]. Consideramos a densidade

lagrangiana com um potencial ¢*, onde
Wy =1-¢% (7.2)
A solugao kink da equacao de movimento de primeira ordem é
¢s(z) = tanh(z — x¢) (7.3)

onde xg é uma constante, indentificada como centro do kink. Note que como consequéncia
da construcao do modelo gémeo, a expressao anterior também corresponde a solugao ¢, ()
alcancada para a teoria k-defect modificada. O primeiro passo na investigagdo do processo de
colisdo kink-antikink é investigar o espectro de flutuacdes para ambos os modelos. Os modos
de flutuagoes em torno do kink sdo descritos como ¢(x,t) = ¢g(x) + Y, anfn(x) cos(wyt).

Para a lagrangiana padrao, uma equacao de Schrodinger é obtida

— 1 (%) + Vo(@)n(x) = win(z) (7.4)
com o potencial
Vq(x) = Wq%qg + W¢W¢¢¢ = 2(3 tanhQ(:L') — 1). (75)

Para o modelo k-defect gémeo, uma equagdo de Schrédinger
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Uq(,:) ’

Figura 7.1: Potencial de Schrédinger U,(z) para 1/M? — 0 (linha vermelha), 0.1 (linha
tracejada preta) e 0.2 (linha ponto-tracejada azul).

é possivel apos uma mudanca de varidveis [135]:

W2\ ~3
do = (1 + Mﬁ) dz, (7.7)
w2 i

Expressoes analiticas para o potencial U, (z) podem ser obtidas no regime 1/M? < 1. Para

o caso particular W, = 1 — ¢? considerado, tem-se [25]
1
U,(2) = 4 — 6sech?(2) + W[leechz(z) + 14sech?(z) — 21sech®(2)). (7.9)

Vemos que para 1/M? — 0 temos potenciais idénticos Vi) (2) = Uy (2) para as teorias pa-

drao e k-defect, com potencial de Schrédinger sendo um Posh-Teller modificado. Este potencial,

2

analisado em Sugiyama [27] no contexto das colisdes K K, tém dois autovalores discretos w:

com a correspondente autofuncao u;(z):

W =0, up(z) = \/isech(z)2 (7.10)

wi=3, u(z) = \/gtanh(z)sech(z), (7.11)

seguido pelos modos continuos. O primeiro estado excitado é uma excitacao armadilhada no
kink, crucial para a formacao dos estados de two-bounces [27].
Agora, a partir da Fig. 7.1 observamos que o aumento de 1/M? leva aos potenciais V,(2)

e Uy(z) a se diferenciarem um do outro, com o potencial de Schrodinger da teoria k-defect
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’ 1/M? ‘ (wgl))2 ‘ (wgl))fmm ‘ relative error ‘
0 3 3.0000013 | —4.3 x 107

0.01 | 3.016 |3.0159773 | 7.5x10°°
0.1 | 316 |3.1574820 | 8.0x 10*

Tabela 7.1: Energia do primeiro estado excitado. Na segunda coluna comparamos (wil))Q,

dado pela Eq. (7.14) obtida com a teoria de perturbagao independente do tempo. A terceira
coluna mostra a energia obtida numericamente com o método de elementos finitos. A quarta
coluna nos indica o erro relativo entre os resultados das segunda e terceira colunas.

com potencial mais profundo e fino. A teoria de perturbacdo nao degenerada em primeira
ordem no parametro 1/M? < 1 pode ser usada para alcancarmos a energia dos autovalores e
as autofunc¢oes da teoria k-defect gémea. A Eq. (7.9) pode ser escrita como Uy(z) = V,(z) +

Upert(2)/M?, onde o potencial de perturbagao ¢
Upert = 4sech?(z) + 14sech®(2) — 21sech®(2). (7.12)
A energia do estado fundamental é invariante sobre tal perturbacao

1 (e.0]
@7 = bty [ ) ) =0 (7.13)

—0o
Isso significa a presen¢a do modo translacional para o correspondente modelo. A energia do
primeiro modo excitado é alterada para

1 1 [ 8 1
(w§ ))2 = w% + W/ dz’ul(Z)PUpert(Z) =3+ gW (7.14)

A tabela 7.1 mostra, para alguns valores de 1/M? o autovalor do modo interno a partir
da Eq. (7.14) e a soluc¢do numérica correspondente da equacdo de Schrodinger. Nos vimos na
tabela que o erro relativo cresce com 1/M?, com um aceitével valor ~ 10~° para 1/M? = 0.01.
O aumento de 1/M? por uma ordem de grandeza cresce o erro relativo 100 vezes. Entfo,
1/M? = 0.1 parece ser um valor muito grande para a que aproximacao seja valida. Além disso,
a partir das Eqgs. (7.13) e (7.14), observamos que ha um grande gap entre o modo zero e o
primeiro estado excitado por meio do aumento do parametro 1/M?. Essa propriedade é muito
importante para o processo de interagdo, uma vez que a transferéncia de energia translacional
para o modo vibracional ocorre no nucleo da colisao. Se o gap cresce, como consequéncia, mais

dificil se torna a troca de energia entre os dois modos, desfavorecendo a existéncia dos estados
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bion e as colisdes n-bounces com n > 2 e o alargamento da taxa de velocidades com colises

de one-bounces.

7.2 Resultados Numéricos

Aqui sera descrito nossos principais resultados a respeito do numero de bounces como
funcio da velocidade inicial do kink em uma colisao K K simétrica. Iremos considerar a teoria
padrdo ¢* e as teorias gémeas com crescimento do parametro 1/M?. Nossos resultados serdo

confrontados com as previsdes teéricas realizadas nas secGes anteriores.

7.2.1 Teoria \¢*
Primeiramente revisamos a teoria A¢*. A equacdo de movimento é

p—¢" +Vy=0 (7.15)

onde os pontos e as aspas significam as derivadas com respeito a t e x, respectivamente.
Estudamos uma colisio KK simétrica, com uma configuracio inicial onde o par de kinks esta
separado suficientemente para que a solugao livre seja ttil como condicao inicial (kink com
velocidade vy, antikink com velocidade —v;y,).

Usamos o método pseudospectral (Apéndice A) em uma grade com 2048 nos e condicoes de
fronteira peridédicas. Nos fixamos xg = 15 como posicao inicial do kink e definimos o limite da
grade em %, = 120. Reproduzimos alguns resultados do modelo ¢* a partir da literatura 28]
relacionado ao surgimento das janelas de two-bounces. Para uma particular velocidade inicial
Vin, a estrutura de bounces pode ser facilmente verificada com um plot do campo escalar no
centro de mass ¢(0,f) como uma funcao de t. Alguns exemplos podem ser vistos nas Figs.
7.2, onde noés temos um bion (7.2)(a), two-bounces (7.2)(b) e one-bounce (7.2)(c). Como é
conhecido, a dependéncia do nimero de bounces com o médulo da velocidade inicial vy, do
par é intrincado. Para wv;, baixas, um estado bion é formado, enquanto que para altas v;,,
tém-se um espalhamento ome-bounce. Para velocidades intermediarias, aparecem janelas de
two-bounces separadas por regides de estados bion.

Construimos um processo para identificar o niimero de bounces N, para o processo de
interacao no intervalo de tempo 0 < t < T = 200s. Noés definimos um bounce conectado

a mudanga de sinal da solugdo centro de massa ¢(0,t). Desse modo, Fig. 7.2(b) e 7.2(c)
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®(0,t)
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t

Figura 7.2: Campo escalar ¢(0,f) no centro de massa em funcao do t para a) v;, = 0.18 (estado
bion), b) vy = 0.20 (colisao two-bounces) e ¢) vy, = 0.28 (colisao one-bounce).

mostram colisbes com N, = 2 e N, = 1, respectivamente e 7.2(a) mostra o estado bion.
Em nossa anélise, um valor muito grande de N, corresponde ao estado bion. A Fig. 7.3(a)
revela o comportamento de N como funcao de v;,. Note a partir dessa figura a mudanca
do padrdo para colisdes em torno de vy, ~ 0.26. A presenca de grande namero de bounces
para v;, < 0.26 caracteriza estados bion, enquanto que ha regides intermediarias com N, = 2.

Estados com Ny, = 1 aparecem para v, =

~

0.26. A estrutura de janelas de two-bounces podem
ser caracterizadas pelo inteiro m rotulado pelo nimero de oscilagoes em ¢(0,t) entre bounces.
Por exemplo, na Fig. 7.3(a) a primeira janela corresponde a m = 1 (ver detalhes em Ref. [28]).
A espessura decresce com m acumulando em torno de v, ~ 0.26, o limite acima da qual a
velocidade inicial é suficientemente maior para o espalhamento com uma interacdo. A tabela
7.2 mostra algumas caracterisitcas da espessura das primeiras quatro janelas de fwo-bounces.
Essa tabela mostra como o aumento em m reflete na reducao das janelas. Isto pode ser melhor
visto na Fig. 7.4 (Ref. [34]).

Também refinamos os dados de entrada das velocidades iniciais em torno da borda entre
as janelas de two-bounces e bion, assim, vé-se uma cascata de janelas de three-bounces, como
visto na Fig. 7.3(d). Note que as janelas de three-bounces se acumulam em torno da borda das
janelas de duas interagbes, repetindo o efeito de reducao de espessura e separacao das janelas

que ocorre na Fig. 7.3(a), e mostrando o padrao fractal das colisdes KK para o modelo ¢?.
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s
z z z
1 1+ 1
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Figura 7.3: Namero de bounces em funcdo da velocidade inicial vs,, a) para o modelo ¢*
(superior esquerdo) e b) para o modelo gémeo com 1/M? = 0.01 (superior centro) e 1/M? =
0.05 (superior direito), mostrando a presenca das janelas de two-bounces. Apds o zoom no
intervalor, janelas de three-bounces podem ser vistas, para d) o modelo ¢* (inferior esquerdo),
e) modelo gémeo com 1/M? = 0.01 (inferior centro) e f) modelo gémeo com 1/M? = 0.05
(inferior direito).

‘ V1 V2 Av H T voT AUT ‘ ‘
0.1926 0.2034 0.0108 || 0.1757 0.1872 0.0115
0.2241 0.2288 0.0047 || 0.2095 0.2145 0.005
0.2372 0.2396 0.0024 || 0.2233 0.2259 0.0026
0.2440 0.2454 0.0014 || 0.2305 0.2320 0.0015

Al w |+ B

Tabela 7.2: Separacdo em velocidades das primeiras quatro janelas de two-bounces. m cor-
responde a janela de two-bounces (igual ao niumero de oscilagoes de ¢(0,t) entre os bounces).
Para o modelo ¢*, as colunas v, e vy correspondem aos primeiro e altimo pontos da velocidade
da janela e Av corresponde a largura (os resultados numeéricos estao de acordo com a tabela
I1 da Ref. [33]). Para o modelo twin k-defect com 1/M? = 0.01, colunas a direita mostram
informacoes similares identificadas por vir, ver € Avp.
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Figura 7.4: Intervalo de velocidades dentro do qual o par KK escapa apos uma colisio two-
bounces como fungao de m, o nimero de pequenas oscilagoes de ¢(0,t) entre as duas interagoes
a) para o modelo ¢* (cruz vermelha), b) para o modelo gémeo com 1/M? = 0.01 (bola preta)
e ¢) para o modelo gémeo com 1/M? = 0.05 (quadrado azul).

7.2.2 Teoria Gémea

A teoria gémea no regime 1/M? < 1 tém a seguinte equagdo de movimento
. 1 g .o 1
¢—¢" + W(‘W + ¢ —20¢'¢) + Uy — T200s =0. (7.16)

No regime 1/M? < 1, e negligenciando os termos de O(1/M*) nés temos

1 LW
U(p) = W2 — gﬁﬁ. (7.17)

Substituindo esta na Eq. (7.16), podemos facilmente verificar que ¢ (z,t) = tanh(y(x—uvt))
é a solucao para o kink propagando livremente. Como esperado, essa é a mesma solugdo ja
mostrada para o modelo ¢*. Isto significa que as condicdes iniciais utilizadas serdo as mesmas.
De fato, somente o processo de colis@o distinguird ambas as teorias. Além disso, como feito
anteriormente para a teoria ¢*, essa solucdo analitica também pode ser utilizada como primeiro
teste para a solucao numeérica das teorias gémeas. Nas Figs. 7.5 apresentamos alguns resultados
para ¢(0,t) da teoria gémea com 1/M? = 0.01. Comparando essas figuras com a Fig. 7.2, vemos
que mesmo para valores pequenos de 1/M? o comportamento ¢ alterado sensivelmente. Por
exemplo, para vy, = 0.2, temos colisdes de two-bounces com m = 1 para o modelo ¢* (Fig.
7.2)(b) e bion para o modelo gémeo (Fig. 7.5)(b). Igualmente, para v, = 0.18 observamos

bion para o modelo ¢* (Fig. 7.2)(a) e two-bounces com m = 1 para modelo gémeo (Fig.

7.5)(a). Nossos resultados de N;, em funcio de vy, para 1/M? = 0.01 sdo colocados na Fig.
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(0
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Figura 7.5: Campo escalar ¢(0,t) no centro de massa em funcao de ¢ para a) v;, = 0.18 (colisao
two-bounces), b) vy, = 0.20 (estado bion) e ¢) vy, = 0.28 (colisdo one-bounce) para o modelo
gémeo com 1/M? = 0.01.

7.3(b). O mesmo efeito de aparecimento de janelas de duas interacdes conhecido na teoria ¢*
é apresentado para o modelo gémeo. Na teoria gémea, contudo, colisao de one-bounce ocorre
para v, > 0.246, inferior ao modelo ¢* que acontece em torno de vy, > 0.26. Um crescimento
de 1/M? mostra o mesmo padrdo, como pode ser visto na Fig. 7.3(c) para 1/M? = 0.05, onde
agora colisdes one-bounces ocorrem para v;, =~ 0.20. Essa ampliacdo da regiao onde ocorre
apenas uma dnica interacdo esta diretamente relacionado ao crescimento do gap entre os modos
translacional e vibracional, como discutido no fim da secao anterior.

A tabela 7.2 mostra a separacdo das velocidades das primeiras quatro janelas de two-
bounces para os modelos ¢* e gémeo para 1/M? = 0.01. Podemos ver uma diferenca minina
na espessura das janelas, ocorrendo para velocidades menores no modelo gémeo em compracao
ao ¢*. Isso pode ser melhor entendido na Fig. 7.4, onde também é incluido o caso 1/M? =
0.05. Ainda podemos observar que similarmente a ¢*, para o modelo gémeo, a espessura
da velocidade é reduzida continuamente com m, enquanto que v;, cresce e assintota a uma
velocidade minima v}, para ocorréncia de colisao de one-bounce. Também percebemos a partir
da figura que quanto maior 1/M?2, menor é a v

Para o modelo gémeo, refinamos os dados de entrada das velocidades iniciais em torno da
borda entre a janela de two-bounces e bion, obtendo os resultados das Figs. 7.3(e) e 7.3(f).

Novamente identificamos a presenca de uma cascata de janelas de three-bounces, acumulando
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Figura 7.6: Tempo para a primeiro (linha preta), segundo (trago longo vermelho) e terceiro
(traco curto azul) bounces em uma colisio KK, como funcio da velocidade inicial para a) ¢*
e b) gémeo com 1/M? = 0.01.
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Figura 7.7: Tempo entre os bounces em funcao de n = m + 2, onde m é o nimero das janelas
paraa) 1/M? = 0 (preta), b) 1/M? = 0.01 (vermelha), ¢) 1/M? = 0.05 (azul) e d) 1/M? = 0.08
(verde). Para fixos 1/M?, circulos representam os resultados numeéricos, enquanto que a linha
é um ajuste por meio dos minimos quadrados.

em volta da borda das janelas de two-bounces, repetindo o efeito de reducao da espessura e
separacao das janelas que ocorrem nas Figs. 7.3(b) e 7.3(c), demonstrando que ha o padrao
fractal das colisbes K K para o modelo gémeo de forma similar ao j& verificado ¢* (compare
com as Figs. 7.3(a) e 7.3(d)).

As Fig. 7.6(a)-(b) mostram o tempo t dos primeiros trés bounces como fun¢ao da velocidade
inicial v;;,. Nossos resultados com 1/M? = 0.01 (Fig. 7.6)(b) apresentam claramente que existe
um deslocamento das janelas para as regioes de menores velocidades em comparacdao com a
Fig. 7.6)(a) (modelo ¢*). Isso pode ser interpretado como um sinal de fraqueza da interacio
KK para o modelo gémeo, em comparacio com a teoria ¢*.

Ainda investigamos se a relagao fundamental dada pela Eq. (6.23) é sustentada no modelo
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’ 1/M? ‘ 27r/(w§1)) ‘ a ‘ relative error

0 3.63 3.65 0.55%
0.01 3.62 3.66 1.1%
0.05 3.58 3.69 3.0%

Tabela 7.3: Coeficiente angular teérico 2w/ (wgl)) versus coeficiente angular a obtido pelo
método dos minimos quadrados a partir da Fig. 7.7.

gémeo modificado. Na Fig. 7.7 plotamos o tempo entre os bounces em fungdo de n = m + 2,
onde m é o numero da janela. O inteiro n é construido na ordem para obtermos uma mudanca
de fase § entre 0 e 2. Notamos por meio da figura que os pontos numeéricos podem ser descritos
com boa aproximacdo pela linha reta. A tabela 7.3 compara os coeficientes angulares pelos
minimos quadrados (least-squares) com o tedrico 27 /w1, previsto pela Eq. (6.23). Pela tabela,
observa-se que para 1/M? = 0 o coeficiente angular 277/(w§1)) é menor, mas comparavel ao valor
numeérico obtido pelo método dos minimos quadrados, como ja notados na Ref. [28]. Ainda
na tabela 7.3, mostramos que o coeficiente angular numérico cresce com o aumento de 1/M?2.
Este é um carater intrigante, uma vez que pela Eq. (6.23) era esperado um decrescimento
desse coeficiente, como mostrado na segunda coluna da tabela 7.3. Visto que nao encontramos
nenhuma explicacio fisica para tal comportamento, devemos tratar esses resultados numeéricos
de forma mais cautelosa, pelas seguintes razoes: i) deve-se notar que a Fig. 7.7 considera
nimero muito grande de janelas (m ~ 35). A medida que cresce o nimero de janelas, também
aumenta o erro numérico das simulagoes. Em outras palavras, uma analise numérica consistente
das janelas de two-bounces ¢ mais facil do ponto de vista computacional. ii) A Eq. (6.23)
foi proposta por Campbell et all na Ref. [31], como uma boa simplificacao de um processo
intrincado de interacao entre dois objetos estensos. Se quisermos testar uma expressao de forma
qualitativa, ndo devemos ser tdao rigorosos na concondancia quantitativa. iii) Ndo podemos
considerar um valor tdo grande de 1/M? como uma aproximacido valida de uma teoria gémeo.
Poderfamos assumir 1/M? = 0.05 como um limite superior para a andlise de uma janela
de two-bounces, mas esse valor pode ser ainda menor para um maior namero de bounces.
Neste capitulo, todos as andlises e resultados numéricas a respeito das janelas de two-bounces
mostraram ser compativel com a interpretagao da Eq. (6.23). A aplicabilidade dessa equagcao
pode ser confirmada também pela Fig. 7.7 e tabela 7.3 no sentido que o comportamento da
linha reta foi verificado e os coeficientes angulares sao em linhas gerais comparaveis, como feito

na Ref. [28] para o modelo ¢*.



Capitulo 8

Conclusao

O foco central desse trabalho se baseia no estudo dos defeitos topologicos. Destacamos
a localizacao de campos em defeitos com simetria radial construidos a partir da dependéncia
explicita da distancia na lagrangiana e a colisdo entre defeitos do tipo kink.

No capitulo 3 foram introduzidas p-balls como defeitos topolégicos em (D,1)-dimensoes
construidas com M > 1 campos escalares que dependem radialmente de 2 < p < D — 1
dimensoes espaciais. Tais defeitos sdo inspirados em fisica de branas com D — p dimensées
extras e p dimensoOes espaciais transversais. Foram encontradas solucées BPS em torno das p
dimensoes transversais e foi provado sua estabilidade. Em seguida, considerou-se uma classe
de modelos onde as p-balls sdo formadas com um, dois e trés campos escalares. Para modelos
de um campo, foi considerado uma regiao de pardmetros onde um grande nimero de estados
ligados sao formados. O modelo de dois campos escolhido se assemelha ao modelo de brana de
Bloch, onde sao considerados dois tipos de acoplamentos, um de segunda x? e outro de quarta
ordem ¢?x?. Importante destacar que a presenca do segundo campo escalar contribui com o
aumento do armadilhamento de particulas de spin-0. Observa-se ainda em modelos de dois
campos, que o aumento no valor do pardmetro p contribui para um maior niumero de estados
ligados; em contrapartida, a quantidade de picos ressonantes é aproximadamente a mesma.
No que diz respeito & influéncia de 7, a probabilidade de ocorréncia dos estados ligados com
7 =0 é maior em comparagdo aos estados com valores maiores de j. Quanto as ressonincias, o
potencial de Schrédinger mostra que o comportamento depende do modelo. Por exemplo, no
modelo de um campo, a ocorréncia de tais estados aumenta a medida que cresce o valor de 3.
Por sua vez, para o modelo de dois campos, o niimero de ressonincias parece acompanhar a

tendéncia dos estados ligados, com uma diminui¢do em ntimero com o aumento de 5. Por fim,
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¢ importante observar que o ntimero de codimensodes estd diretamente ligado ao processo de
localizagao, uma vez que o aumento das dimensoes totais D reflete apenas na parte longitudinal
da decomposicao do campo escalar.

O capitulo 4 estudou a localizacao de campos fermiénicos p-balls construidas a partir de dois
campos escalares em (3,1)-dimensoes. Consideramos um acoplamento geral entre o defeito e
o campo fermidnico, capaz de fornecer uma descricdo quantica supersimétrica das amplitudes
relacionadas as componentes de mao esquerda e direita do fermion. Consequentemente, os
hamiltonianos descrevendo tais amplitudes sao parceiros supersimétricos proibindo a presenca
de modos taquiénicos. Para um acoplamento de Yukawa, foi mostrado que o modo zero é nao
normalizdvel e o espectro de ambas as componentes sao idénticos devido & quebra espontéanea de
supersimetria. Importante destacar ainda, que a presenca do campo escalar adicional colabora
para um melhor processo de localizacdo de férmions no defeito, sendo este responséavel pelo
surgimento de estrutura interna no defeito.

No capitulo 7 consideramos as colisoes kink-antikink para teorias gémeas. Estavamos par-
ticularmente interessados na diferenca de comportamento que a presenca de um termo cinético
geral na lagrangiana poderia revelar no processo de colisdo. Partimos de uma lagrangiana
geral L£(X,$) e consideramos uma decomposi¢ao conveniente das flutuacoes. Apos a revisao
do formalismo de primeira ordem das teorias gémeas, consideramos a teoria ¢* e uma classe de
teorias gémeas dependendo do parametro de massa M. No regime onde 1/M? << 1, obtivemos
o espectro de excitagoes com dois estados ligados: um modo zero que corresponde ao modo
translacional e um modo vibracional, crucial para colisbes com two-bounces. Mostramos que
o gap entre os estados ligados é maior para o modelo twin, e cresce com o aumento de 1/M?2,
Uma analise numérica detalhada reproduziu os resultados da colisao KK da teoria ¢*, sendo
confrontados com os resultados do modelo twin. Os resultados numeéricos estdao de acordo com
a expectativa teérica de que, no processo de colisdo, o aumento de 1/M? reduz a possibilidade
de formacao de um estado bion.

Podemos destacar aqui as principais perspectivas. A primeira delas esté relacionada a ques-
tdo do armadilhamento de campos escalares e fermiénicos em defeitos topologicos. A inclusio
de férmions em defeitos p-balls corresponde a uma motivacao direta. Outro ponto que merece
destaque, sao as colisdes de defeitos topolégicos devido a presenca de mais estados vibracio-
nais, que consequentemente, nos leva a resultados bem mais complexos. Assim, espera-se que

o aumento do nimero dos estados ligados possa nos fornecer uma mudanca no comportamento
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das janelas de two-bounces.



Apéndice A

Método Pseudospectral

A solugao das equagoes diferenciais parciais surgem como um grande problema encontrado
pelos cientistas em quase todas as dreas da engenharia, ciéncia e modelagem climética. A maior
parte dessas equacOes ndo possuem soluces analiticas; assim, os pesquisadores sdo levados a
realizar célculos numéricos. Dentre os métodos mais utilizados, podemos destacar os Métodos
de Diferengas Finitas, Volumes Finitos, Elementos Finitos e os Métodos Espectrais [143].

Os métodos cléssicos, por exemplo, diferencas finitas, nao sdo suficientes para resolver
problemas com alta ordem de precisao devido aos seus erros de truncamento. Entretanto, nos
métodos espectrais, essa alta precisao se caracteriza como uma das principais razoes pela qual
sao altamente atrativos. Por exemplo, os métodos espectrais provém solugoes convergentes
para casos suaves com um vantagem adicional de praticamente nenhum erro de fase [144].

Em meados dos anos 70, o desenvolvimento dos métodos transformados (transformacoes
entre os espagos fisico e espectral - Fast Fourier Transform-FFT ) proporcionaram o surgimento
dos métodos espectrais. Dois elementos-chave para o densenvolvimento desse método sao as
funcoes de aproximacao e as fungoes teste. Desse modo, tais métodos sao caracterizados pela
expansao da solugao em termos de uma série truncada de funcdes de aproximagoes globais, por
exemplo, séries de Fourier, polinomios de Chebyshev ou Legendre [145]. Assim, esses métodos
numéricos aproximaimn as derivadas espaciais por meio de expressoes algébricas relacionando
a solugdo global em uma malha. Os métodos espectrais podem ser diferenciados a partir da
escolha das funcoes teste, onde os mais comuns sao: Galerkin, Tau e Colocacdo (também
conhecido como pseudospectral). O objetivo principal dessas fungdes é o de assegurar que a

equacao diferencial seja aproximada com enorme exatidao pela série truncada.
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A.1 Meétodo de Colocacao

A procura por solugoes de equactes diferenciais parciais e ordinarias pode ser desenvolvida
por meio dos métodos espectrais. Esse método é baseado por uma expansdo da solugao u(x)

em termos de uma série truncada de fungdes de base ortogonais globais ¢ ()

N
un () = i(x), (A1)
k=0

onde ¢ (x) sdo ainda conhecidas como fun¢des de aproximagao [146]. Os coeficientes iy devem
ser calculados de modo que a equacdo diferencial seja satisfeita nos pontos de colocacao x;.
Alguns autores rotulam o método de colocacao espectral de método pseudospectral [147].
Uma vez que sejam tratados problemas periédicos, é natural aproximarmos as solucoes
com um polinémio de Fourier. Para derivar o método de colocagdo, aproximamos as solucées
usando os interpoladores, os quais satisfazem as equacoes exatamente nos pontos de colocacao.
Ou seja, encontramos as equagdes necessarias para determinar as N incognitas exigindo que a
solucdo aproximada satisfaca a equagdo diferencial em cada um dos N pontos da grade. Por

exemplo, considerando uma equacao
Lu=f, (A.2)
onde £ é o operador diferencial. Exigimos que o residual [144]
Ry (x;) = Lun(z;) — f(z4), (A.3)
decai nos pontos da grade, Ry(z;) = 0. Entao, temos
Lun(x;) = f(z;), i=1.N—1. (A.4)

A escolha dos pontos de colocacdo x; e a fungoes bases ¢ influenciam de maneira direta os
resultados de aproximacao pelo método de colocagdo. Por exemplo, para problemas periédicos,
as funcoes trigonométricas de Fourier sao as mais apropriadas, enquanto que em problemas
nao periédicos, utiliza-se os polinémios de Chebyshev ou de Legendre.

Para exemplificar, vamos utilizar o método de colocagdo espectral de Fourier. Caso u(z)

seja uma fungao perioddica [0,27], entdo satisfaz u(xg = 0) = u(zy = 27). Para o polinémio
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de Fourier, temos o seguinte ponto de colocagdo associado [146]-[148]

A funcao u(z,t) é representada por

N-1
u(@t) =Y gnl@)un(t), (A.6)
n=0

onde uy,(t) = u(xn,t) e gn(x) é o polindomio trigonométrico de ordem N, sendo definido por

gn(z) = %sm [];f(x - xn)] cot [x _2”5”] : (A7)

dessa forma, a derivada segunda de u(z,t) nos pontos de colocacao de Fourier é calculada

derivando analiticamente o polindmio trigonométrico. Assim temos
N-1
u'(@t) = Y gn(xs)un(t) = Du;. (A.8)
n=0

As expressoes para as derivadas D podem ser encontradas nas Refs. [147, 148§|

—1)tc; yp—1 -1 . .
(ot -ogt), i

ij N N (p)
=2 =042 Dij > i =7,

0) ., .. . . . . - - .
onde Dz(j) é a matriz identidade. Agora, iremos ilustrar a aproximacao da equacao de sine-

Gordon como exemplo da aplicagdo do método
Ut = Upy — SINU. (A.9)

A preparacao da equacao para a solu¢do numeérica requer a introduc¢do de uma varidvel auxiliar

v = u¢. Assim, obtemos um sistema de equacoes de primeira ordem

u = v, (A.10)

U = Uge — Sinu, (A.11)

utilizando a Eq. (A.8) para a derivada segunda em x na equagao acima, obtemos uma equagao
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diferencial para ser integrada no tempo para cada ponto da grade u;, onde as somas represen-

tam multiplicagoes matriz-vetor, assim podemos escrever

?lj = vy, (A.12)

b; = D%u; —sinu;. (A.13)

Por fim, basta integrarmos no tempo o sistema de equacoes diferenciais.
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