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RESUMO

Neste trabalho, vamos estudar a estabilidade dos sistemas hamiltonianos lineares
bem como alguns tépicos da Mecanica Celeste, como as configuracoes centrais e as solucoes
homogréficas, com o objetivo de tratar da estabilidade paramétrica em um problema
restrito do tipo Sitnikov. Vamos analisar essa estabilidade no plano dos parametros do
problema e, com o auxilio do teorema de Krein-Gel’fand-Lidskii e do método de Deprit-

Hori, construir curvas nesse plano que separam as regioes de estabilidade e instabilidade.

Palavras-chave: Problema Restrito, Problema de Sitnikov, Estabilidade Paramétrica.



ABSTRACT

In this work, we will study the stability of linear hamiltonian systems such as some
Celestial Mechanics topics, besides core settings and homographic solutions, in order to
handle the parametric stability in a restricted problem in a kind of Sitnikov. We will
analyze this stability in the plan of parameters of the problem and, with the aid of Krein-
Gel’fand-Lidskii theorem and the Deprit-Hori method, we will create curves in this plan

which separate the regions of stability and instability.

Keywords: Restricted Problem, Sitnikov Problem, Parametric Stability.
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Introducao

A Mecanica Celeste é um ramo da Astronomia e da Matematica que estuda a
dinamica dos corpos celestes utilizando as leis da mecanica. FEssa area, como se co-
nhece hoje, inicia-se no século XVII, com a publicacao de Philosophiae naturalis principia
mathematica, de Isaac Newton, em 1687. O interesse pelo movimento dos astros, porém,
¢ bem mais antigo. Civilizacoes como a egipcia, grega e babilonica ja construiam ta-
belas com informagoes do movimento didrio dos corpos, e eram capazes de prever, por
exemplo, a apari¢ao de eclipses. Desde o surgimento da Mecanica Celeste muito se foi
estudado e grandes nomes da Matematica, Fisica e Astronomia se dedicaram a ela, entre
eles: Newton, Leibniz, Euler, Clairaut, D’Lambert, Cauchy, Lagrange, Laplace, Liouville,

Weierstrass, Poincaré e Lyapunov [12].

O problema de P corpos é um problema classico da Mecanica Celeste. Consiste
no seguinte: sao dadas as posicoes e as velocidades de P corpos num certo instante,
e o objetivo é determinar a posicao e a velocidade dos corpos para um outro instante
qualquer, conhecendo-se as massas dos corpos e supondo que a unica for¢a agindo sobre
eles é a atragao gravitacional mitua. Entao, num instante ¢, € R, dadas as posicoes r;(to)
e velocidades %(to) de todas as particulas, j = 1,2,--- , P, com ry(to) # r;(to) se k # 7,

o problema de P corpos consiste em estudar o sistema de equagoes:

d’r; ry —1r;
mj—; = g Gmmy,——— 3 (1)
di . [re — x|
k=1k#j
para j = 1,2,---, P, onde G ¢ a constante de gravitagao universal e m; ¢ a massa da j-

ésima particula. Observe que (1) é a combinagao da Segunda Lei de Newton com a Lei da
Gravitacao Universal para a particula j-ésima. Para o problema de dois corpos, quando o
momento angular é nao nulo, as érbitas descritas pelas particulas sao conhecidas: elipses
ou hipérboles ou parabolas. Para o problema de trés corpos héa varios estudos de casos
particulares, e abordaremos neste trabalho um deles: o problema restrito de trés corpos,

com o intuito de apresentar o problema de Sitnikov.
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Esta dissertacao é uma pesquisa bibliografica, que tem por objetivos principais
estudar um problema da Mecéanica Celeste e os resultados apresentados no artigo [2].
Entre as motivacoes para os estudos na Mecanica Celeste, podemos citar as aplicagoes
desse ramo em diversas areas. Buscando cumprir as metas do trabalho, foram consultados

livros, artigos, notas de aula e trabalhos de conclusao de curso.

De maneira geral, vamos analisar a estabilidade de um sistema hamiltoniano
relacionado a um problema restrito: um corpo de massa infinitesimal se move sob a acao
de P primarios de massas iguais, e ao longo de uma linha reta perpendicular ao plano
de movimento deles; os P primérios se movem em uma solucao homografica eliptica do
problema de P corpos, e o corpo de massa infinitesimal passa pelo foco comum das elipses.
Quando P = 2, o problema é conhecido como problema de Sitnikov. A dissertacao foi

organizada como segue.

O primeiro capitulo tem por objetivo expor alguns resultados introdutérios para
o estudo do artigo [2]. Nele descrevemos o problema restrito de trés corpos e o problema
de Sitnikov e, além disso, apresentamos os conceitos de configuracao central e solugao
homografica. As defini¢oes de sistema hamiltoniano e matriz simplética também compoem

esse capitulo.

O capitulo 2 trata da estabilidade dos sistemas lineares com coeficientes cons-
tantes e periddicos e do caso em que esses sistemas sao hamiltonianos. Definimos forma
normal de um sistema e fazemos algumas consideragoes a respeito da normalizacao para
o caso de sistemas com um grau de liberdade. Por fim, apresentamos o problema da res-

sonancia paramétrica, definimos sistema parametricamente estavel e exibimos o teorema

de Krei-Gel’fand-Lidskii.

No capitulo 3, apresentamos o problema presente no artigo [2], juntamente com
seu hamiltoniano. Analisamos o sistema linear associado a esse hamiltoniano nos casos em
que € = 0 e € # 0, mas préximo de zero. Calculamos os pontos ressonantes e, com o auxilio
do teorema de Krein-Gel’fand-Lidskii e do método de Deprit-Hori, construimos curvas que

partem de alguns desses pontos e separam regioes de estabilidade e instabilidade.

O tltimo capitulo é dedicado as consideragoes finais do trabalho.



1 Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos elementares que serao necessarios
no decorrer deste trabalho. Comecamos com o problema restrito de trés corpos e, tendo
como referéncia o trabalho de Lhotka [3], falamos a respeito do problema de Sitnikov.
Também apresentamos os conceitos de configuragao central e solugao homografica, com
base no trabalho de Silva [8]. Nas ultimas duas segdes, definimos sistemas hamiltonianos,
mostramos resultados acerca dos sistemas hamiltonianos lineares, e falamos de trans-
formacoes simpléticas, que tem grande importancia por preservarem a estrutura hamilto-
niana das equacoes, e, para a construcao dessas secoes, consultamos o trabalho de Vidal

em [11].

1.1 O Problema de Sitnikov

O problema de Sitnikov foi formulado pelo matemético russo Kirill Alexandro-
vitch Sitnikov. Antes de o descrevermos, precisamos definir o problema restrito de trés
corpos. Para isso, consideremos a Equacao (1). Fazendo P = 3, nés temos o seguinte

sistema de equagoes:

d2r1 Gm1m2 GmlmS

mq a2 = rgl (I‘2 — I'l) + T—gl(r:; — I'l) (11)
d?r Gmaom Gmaom

My— = ———1 (1 — Ip) + ——— (13 — I2) (1.2)
dt T35 T35

d’r3  Gmgmy Gmsme
M3~ = = (ri —r3) + r—gg(rQ —13). (1.3)

O problema restrito de trés corpos tem por objetivo estudar o movimento do corpo
de massa infinitesimal mg (isto é, m3 =~ 0), que nao influencia o0 movimento dos corpos

de massas m, e my, chamados primarios, mas, de forma que ainda sofre influéncia deles.
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De (1.3), nés temos que a equagao do movimento do corpo de massa ms sera:

d2r3 Gm1 Gm2
W = ﬁ(rl — 1'3) —+ ng (I‘2 — I'3).

Como o corpo de massa ms tem uma influéncia desprezivel no movimento dos primarios,
podemos estudar tal movimento através do problema de dois corpos, que pode ser encon-
trado nos trabalhos de Rangel [7], Szebehely e Mark [9], e Meyer e Offin [6]. Se p ¢é a
distancia entre os corpos de massas m; e msy, temos

do
a = (1.4)

P e ecost’ @t p?’

2

o) © ¢ a norma do momento angular, G é a constante de gravitagao

onde ¢ =
universal, € é a excentricidade da conica definida pelos primérios, e 6 é a anomalia verda-
deira. Com algumas manipulac¢oes, que omitiremos nesse texto, conseguimos a seguinte

expressao para c:

c=+va(l - e)(G(my +my)), (1.5)

onde a é o semi-eixo maior da conica.

Definicao 1.1. O problema restrito é dito eliptico quando os primarios se movem em

orbitas elipticas.

Definicao 1.2. Dizemos que o problema restrito de trés corpos é planar se o corpo
de massa infinitesimal m3 permanece no plano de movimento dos primarios para todo
tempo. Se, para algum tempo, o corpo de massa mg sai desse plano, o problema restrito

¢ chamado espacial.

O problema de Sitnikov é um problema restrito eliptico e espacial. Consiste no
seguinte: um corpo de massa infinitesimal se movimenta ao longo de uma reta perpendi-
cular ao plano de movimento dos primarios, estes com massas iguais e se movimentando

em Orbitas elipticas antissimétricas.

Com a notacao apresentada acima, considere como primarios os corpos de massas
my € ma, seu plano de movimento sendo o XY, o terceiro corpo se movimentando no eixo
Z, e a origem coincidindo com o centro de gravidade. Sejam m = m; = my e X 0 eixo

que contém os focos (veja Figura 1.1).
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——— N

my

&

Figura 1.1: Problema de Sitnikov

Consideremos r; = (x;,y;,2;) 0 vetor posicao do corpo de massa m;, com i =

1,2,3. Como os primarios se movem em érbitas antissimétricas, temos

ri(t) = —r2(t) = (z1,41,0),

para todo ¢, e por (1.1), (1.2) e (1.3), obtemos as equagoes

d?x; B Gmaz; d*y, Gmiy
= — 3 = -7
R L S (€ Ok
que descrevem o movimento de um dos primarios e,
d*z 2Gmz
T S (1.6
(21 +yi + 23)°

que descreve o movimento do corpo de massa infinitesimal. A partir de agora, usaremos

x,y, 2z para denotar x,y;, z3, respectivamente. Seja r? =%+ y2. Temos

q ?

— _— = —_— = 1 —_ 2

" Tt+ecosd 17 2maG ol =€)
do c 2Gm 9
@~ \waoap e’

onde a é o semi-eixo maior de um dos primarios, e as novas expressoes que surgem Sao

obtidas de (1.5).

Tendo em vista esse valor de r = r(t), a Equagao (1.6) do terceiro corpo é da forma
d?z 2Gmz

ar T ()2 + 22)F o

O caso em que € = 0, conhecido como Problema de MacMillan, foi estudado por

MacMillan em [5].
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1.2 Configuracoes Centrais e Solucoes Homograficas

Definigao 1.3. Uma configuragdo r = (ry,re, - ,rp) de P corpos, com as massas

mi,ma, -+ ,mp, é chamada central se existe um nimero real A de forma que
— mamy(r; — 1) :
E — 4+ myr; =0, 1=1,2,---,P.
=1
Nessa defini¢ao, consideramos o centro de massa na origem. Provaremos a seguir que o

numero \ acima é positivo. Para isso, vamos precisar de um lema e algumas definic¢oes.

Lema 1.1 (Euler). Dada uma fungio f : R" — R homogénea de grau k, diferencidvel,

vale a identidade V f(x) - x = kf(z), para todo x € R".

Demonstragdo. Sendo homogénea de grau k, temos f(ax) = o f(x), para todo x € R" e

todo o € R,. Derivando em relacao a «, temos

Z Of (ax) d(ax;) _ k’ak—lf(x)

Oax; da

e fazendo a = 1,

como queriamos. O

Definigao 1.4. A energia potencial do sistema (1) é a aplicagdao U : R37\ A — (0, +00),

dada por
m;m.;
Ulz) = Ty
(=) Z rj — 1y
1<i<j<P
com x = (ry, -+ ,rp)e A= U A;j, onde A;; = {(r1,- -+ ,rp) € R¥;r; =1;}.

1<i<j<P
Definigao 1.5. O momento de inércia do sistema (1) é a aplicagao Z : R3F — (0, +00)

dada por
1w )
I(z) = §ij|rj| :
j=1
onde x = (ry, -+ ,rp).

~ - , U :
Proposicao 1.1. O niimero real A da Definicao 1.3 é da forma \ = 27 Em particular,

A > 0.



17

Demonstracao. Da Definicao 1.3, temos
Up, + MLp, =0, 1=1,2,--- | P, (1.8)
onde Uy, Z,, sao as derivadas das aplicagoes em relagao a r;. De (1.8), temos
Up, v, + M, r; =0, i=1,2--- P,

(13

onde “ -7 denota o produto escalar. Entao

P P
Ul'i I'Z—i—)\ Iri i = 0. (19)

Observe que U e Z sao homogéneas de graus -1 e 2, respectivamente. Do Lema 1.1 e de

(1.9), temos
—U+XN2Z =0, (1.10)
ou seja, A = %, o que encerra a demonstracao.
O
Defini¢ao 1.6. Uma solu¢do r = (ry,rs, -+ ,rp) do problema de P corpos é chamada

homografica se existem aplicagoes diferencidveis d : I — Ry e Q : I — SO(3), onde
I C R é um intervalo aberto, SO(3) é o grupo de todas as rotagoes sobre a origem de R?

(com a operagao de composicao), tais que
com 1Y = r;(ty). Nessa definigao, consideramos o centro de massa na origem.

Observacao 1.1. Como o produto de ntimeros complexos é uma rotacao seguida de uma
homotetia, uma solucao homogréfica no plano, considerando a identificacao de C com R2,

pode ser escrita na forma
rl(t> :(b(t)a%?l: 1727 7P7 (111)
onde ¢ : R — Ceaq; €C.

Observacgao 1.2. Mostremos agora um exemplo de solucao homografica. Consideremos

3 corpos no plano, com ry(t) = ™
o 9 My +mg+mg , :
equilatero, w* = ,el=lay—as| = |a; —a3| = |ag —asz| é o comprimento do

l3

ag, onde aq, as e az sao vértices de um triangulo
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lado do triangulo. Para provarmos que r = (ry,rq,r3) é uma solu¢do homografica, basta
mostrarmos que r é solugao de (1), pois ry ja cumpre (1.11), para k = 1,2,3. Temos,

d21'k (t)
dt?

m1+m2+m3

= —w’o(t)ay = — 3 o(t)ay,

onde ¢(t) = e“'. Entao,

d’r(t ta
dl;( ) :—(b(l; k(m1+m2+m3

t t o(t)
% (—mkak — Z mjak> = % <Z ijLj — Z mjak> = l_ ; — ak

itk gk J#k

5 220000, = 0{t)as) = o S my(r() nu(t) =

i#k i#k

r; m; H) = rilt)
[9(t)a; k|3ij ’ Z J|Fg ) — ()P

J7#k

3
onde usamos o fato de —myay = ijaj, pois ijaj =0, e |p(t) = 1.
Jk =1

Definicao 1.7. Uma solucao do problema de P corpos é planar se existe um plano

contendo os P corpos para todo instante t.

Definicao 1.8. Uma solugao do problema de P corpos é chamada flat se, para cada t,

existe um plano contendo os P corpos.
Observacao 1.3. Toda solugao planar é uma solugao flat.

Teorema 1.1. Uma solugao homografica flat do problema de P corpos é planar.
Demonstragao. Veja [8], Teorema 1. O

Veremos a seguir resultados que relacionam as configuragoes centrais com as

solucoes homogréficas.

(r9,r9, .-+ ,r%), uma configuragiao central das massas m;, j =

Teorema 1.2. Seja 10 =
1,---, P. Entao, existem fungoes d(t) e Q(t) tais que r;(t) = d(t)Q(t)rY, j=1,--- P, é

uma solucao homografica.
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Demonstragao. Veja [8], Proposigao 8. ]
Teorema 1.3. Se uma solugao homogréfica do problema de P corpos, r;(t),j =1,---, P,
é planar, entao r;(t) = ¢(t)a;, comi =1,2,--- | P, a = (ay, a9, -+ ,ap) é uma configuragao

central e ¢(t) é solugdo do Problema de Kepler

PN
iz Y0 = MEmE

Demonstragao. Pela Observagao 1.1, podemos escrever r;(t) = ¢(t)a;, onde ¢ : R — C e

a; € C,parai=1,2,--- /P. Sendo r = (ry,rs, - ,rp) solucao do sistema (1), temos
L (o) as = i s 208 = 6(B)as
a2 M e, o(nalP
logo,
||¢>(1t)||3d—2 (6(1)) Z mim; AT gt (1.12)
a 2

Como o lado direito da equacao nao depende de ¢, a expressao no primeiro membro é

constante, isto é, existe um A tal que

6O (0(6) 671 (1) =~

ou seja,
T (o) = A2
dt? T le@ll
De (1.12) temos,
P 7 a;
—Am;a; Z m;m,; 39
provando assim que a = (a1, as, -+ ,ap) é uma configuragdo central. O

Neste trabalho, vamos utilizar uma solucao homografica planar. Nesse caso, cada
corpo pode descrever uma elipse, uma hipérbole ou uma parabola. Vamos trabalhar com
uma solucao homografica planar eliptica. Abaixo mostraremos a geometria desse tipo de

solucao: as orbitas sao coplanares, com a origem sendo o foco comum das elipses.
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Figura 1.2: Solucao homogréfica para

P=3. Figura 1.3: Solucao homografica para P = 5.

1.3 Sistemas Hamiltonianos

Definicao 1.9. Um sistema hamiltoniano é um sistema de 2n equacoes diferenciais

ordindrias da forma
dq dp
“_ g P _
dt P dt

onde H = H(q,p,t) é uma aplicagao diferencidvel definida no aberto U C R™ x R™ x R.

—H,, (1.13)

H é chamada hamiltoniano, ¢ = (q1,-*+ ,qn),p = (p1,* -+ ,Pn) € R™ sdo ditas varidveis
conjugadas. A variavel t é o tempo e o inteiro n é o numero de graus de liberdade do

sistema.

Se considerarmos

o0H
P 0 In 0z1

z= J=J,= VH =
8ZQn

onde 0 é a matriz nula de ordem n e I, é a matriz identidade n X n, podemos reescrever

(1.13) na forma

dz
% = JVH(Z,t)

Observagao 1.4. O determinante da matriz J é igual a 1. Além disso, J é antissimétrica

e ortogonal, isto €, sua inversa ¢ igual a sua transposta, portanto,
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T =JT =],

onde J7 denota a matriz transposta de J.

Observacgao 1.5. Se H nao depende de t, entao, ao longo de uma solucao, H = ¢, com

¢ constante. De fato,

n

dH dg; = dp; & dp; dg; & dg; dp;
— = H, - = H, - - =_ i L =0
dt ; Gt + ; P gt — dt dt + < dt dt ’

1= 1=

para todo t.

1.3.1 Sistemas Hamiltonianos Lineares

Na defini¢ao abaixo, usaremos a notagao Ma, 2, (F) para representar o conjunto

de todas as matrizes de ordem 2n com entradas em [, onde F é R ou C.

Definigao 1.10. Consideremos z € R** e uma aplicagao simétrica S : I — My, xa,(R),
onde I é um intervalo da reta. Um sistema hamiltoniano linear é um sistema de 2n

equacoes diferenciais ordinérias

% — IV H(zt) = JS(H)2 = A(t)2 (1.14)

onde H = H(z,t) = 5275(t)z e A(t) = JS(t).

Definigao 1.11. Dizemos que uma matriz A € Mo, x2,(R) é hamiltoniana se AT.J +
JA = 0. Denotamos o conjunto de todas as matrizes hamiltonianas de ordem 2n com

entradas em F por sp(2n,F).

Observagao 1.6. A matriz A(t) do sistema hamiltoniano linear (1.14) é hamiltoniana.
De fato,
JSY'J+J(JS)=8"J") -8 =~-SJJ-S=85~-8=0.

Proposicao 1.2. As afirmacoes abaixo sao equivalentes:
1. A é hamiltoniana;
2. A=JS, com S simétrica;

3. JA é simétrica.
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Mais ainda: se A e B sao hamiltonianas, entao AT, oA (o« € F), A+ B, e [AB] = AB—BA

0 sao também.

Demonstrag¢ao. Veja [11], Teoremas 2 e 3. ]

Proposicao 1.3. Se A é uma matriz hamiltoniana, entao seu polinomio caracteristico é

uma funcao par.

Demonstracdao. Se A é hamiltoniana, entao, pela Proposicao 1.2, podemos escrever A =

JS, com S simétrica. Considere I, a matriz identidade 2n x 2n. Temos,

p(A) = det(JS — Ay,) = det(JS — Ma,)T = det(STJT — \y,)
= det(=SJ — \,)
= det(JJSJ + J*\y,)
= det J(JS + As,)J
= det Jdet(JS + \y,) det J
= det(JS + Alyy,)

= (=)

1.4 Matrizes Simpléticas

Definigao 1.12. Uma transformagao de coordenadas F : U x [ — R*" (C?"), onde U ¢é
um subconjunto de R*" (ou de C*"), é dita simplética ou canénica se, para cada t € [

fixado, ela é um difeomorfismo e
[D.E(z,t)]"JD.E(z,t) = J

onde ¢ = E(z,t), z = Z((,t). De maneira mais geral, podemos definir uma trans-
formacao p-simplética ou transformagao simplética com multiplicador p como uma

transformacao difeomorfa que satisfaz

[D.E(z,)|"JD,E(z,t) = pJ.
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As transformacgoes simpléticas (assim como as p-simpléticas) tém grande im-
portancia por preservarem a estrutura hamiltoniana das equagoes. Vamos olhar a partir

de agora para o caso particular em que a transformacgao de coordenadas ¢ linear.

Definigao 1.13. Dizemos que uma matriz S € Mo, x2,(R) é simplética com multi-

plicador p, ou pu-simplética, se
STJS = puJ

com 1 € R — {0} constante. Quando pu = 1, S é chamada simplética. Denotamos por

Sp(2n,R) o conjunto de todas as matrizes simpléticas em Moy, x2,(R).

Observagao 1.7. Toda matriz simplética satisfaz (det S)? = 1. De fato, det ST = det S,
det J =1, e det STJS = det S” det J det S.

Proposicao 1.4. Seja S uma matriz simplética com multiplicador 7. Entao, S é nao
singular e S™! = —nJSTJ. Além disso, ST e S™! sdo simpléticas com multiplicadores 7

e n~!, respectivamente. Mais ainda, se R é p-simplética, entao SR é nu-simplética.
Demonstragao. Veja [11], Teorema 7. ]

Do resultado acima segue que Sp(2n, R) é um grupo e, além disso, é um subgrupo
de GI(2n,R), que é o conjunto de todas as matrizes nao singulares 2n x 2n com entradas

em R.

Proposigao 1.5. A mudanga ¢ = T71(¢)z, com T~! y-simplética, transforma o sistema
(1.14) no sistema hamiltoniano linear

(.. . dT
dt_(T AT —T dt)g.

Em outras palavras, uma mudanca de coordenadas induzida por uma matriz p-simplética

T~ leva sistemas hamiltonianos lineares em sistemas hamiltonianos lineares.

- : : e : dz
Demonstracao. Consideremos o sistema hamiltoniano linear — = A(t)z e a mudanca

dt
¢ = T~'z. Provemos que

T AT — T’ld—T
dt
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¢ hamiltoniana. Como T~! é u-simplética, T é u~!-simplética, logo, pela Proposicao 1.4,
TT também, isto é, TJTT = p~'J, para todo t. Derivando essa tltima expressao em

relacao a t, temos

dT dTT
— JTT"+TJ— =0
dt dt ’
dai,
dTT dT
= —J Tt —JrT,
dt dt
e entao
dT\ 7 AT dr\ " AT
71— 71 = [— T 71—
< dt> ‘]J“]( dt) (dt) () + T
dT dT
= Jrt'—JgrtrHrj+Jrt—
/T )T dt
dT dT
= —JTr ' — 4+ Jr'—
dt dt
= 0,

drT
logo, Tﬁl% ¢ hamiltoniana. Mostraremos agora que T~' AT ¢ hamiltoniana. Como 7!

é p-simplética, temos T = —pJTTJ, assim

(TTATY T+ J(TPAT) = TTAY(—pJT N T + J(—pJTTJ)AT
= uTTAYJT + uTT JAT

= 0,

onde a iltima igualdade deve-se ao fato da matriz A ser hamiltoniana, pois dessa forma é
valida a identidade: ATJ = —JA. Logo, a matriz T-'AT é hamiltoniana. Segue portanto
dT

da Proposicao 1.2 que é hamiltoniana a matriz T-*AT — T—!— e O

Teorema 1.4. Para todo t¢,ty € I, a matriz fundamental Z(t,to) do sistema (1.14) é
simplética. Reciprocamente, se Z(t,ty) é uma funcao diferenciavel de matrizes simpléticas,

entdo Z é uma matriz fundamental de um sistema hamiltoniano linear, com Z(ty,tg) = I.

Demonstragao. Veja [11], Teorema 8. O

Coroldrio 1.1. Se a matriz A do sistema (1.14) é constante, entdo A é hamiltoniana se,

At

somente se, e é simplética, para todo t.

Demonstragio. Sendo A constante, a solucdo fundamental de (1.14) é Z(t) = e?’. Pelo

Teorema 1.4, Z(t) é simplética. O
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Proposicao 1.6. Se T' é uma matriz simplética e A\ é um autovalor de T', entao % também

¢ um autovalor de T, com a mesma multiplicidade algébrica.

Demonstracao. Sendo T' simplética vale T = —JT~'J. Supondo que A é um autovalor

de T,

p(A\) = det(T — May,) = det(T — Ao,)t = det(TT — My,)
= det(—JT'J+\JJ)
= det Jdet(—T"" + \ly,) det J

= det {AT‘l (—ilgn + T)}

1
= \"det T 'det (—ngn + T)
1
= 4\ =
()
onde usamos na ultima igualdade que det 7-! = 41, como visto na Observacao 1.7. [

Corolario 1.2. O determinante de uma matriz simplética é 1.

Demonstrag¢ao. A Proposicao 1.6 implica que se A é um autovalor de uma matriz simplética
T, entao % também é. Disso e do fato do determinante de uma matriz ser igual ao produto

de seus autovalores, segue o resultado. O]



2 Sistema Linear e Estabilidade Paramétrica

O presente capitulo tem por objetivo apresentar o teorema de Krein-Gel’fand-
Lidskii, que nos auxiliara no estudo da estabilidade paramétrica do problema apresentado
no artigo [2], tratado no préximo capitulo. Para a consulta dos resultados referentes
a estabilidade dos sistemas lineares com coeficientes constantes e periddicos, utilizamos
o trabalho de Vidal em [10]. Para tratar da estabilidade dos sistemas hamiltonianos
lineares, forma normal, ressonancia paramétrica e o teorema de Krein-Gel'fand-Lidskii,

consultamos o livro do Markeev [4].

2.1 Estabilidade no Sentido de Lyapunov

Vamos definir uma solugao estavel no sentido de Lyapunov, e verificar que esse
conceito reduz-se ao de estabilidade de uma solugao de equilibrio. Para isso, consideremos

a equacao diferencial

dz
== [, (2.1)

com f: 0O CR" x R — R" sendo uma aplicacao de classe C! definida no aberto O.

Definicao 2.1. Seja Z(t) uma solugao de (2.1), com Z(ty) = To. A solugao z(t) é dita:

e estével no sentido de Lyapunov, se para todo € > 0, existe um § = (¢, tg) > 0 tal
que para qualquer solucdo z(t), com z(tg) € Bs(Zo), x(t) esta definida para todo

t>tgelx(t) —z(t)] < e para todo t > to;

e assintoticamente estavel se é estdvel e existe d; > 0, com §; < 4§, tal que |z(ty)| <

9y implica tlim |z(t) — z(t)| = 0.
—00
e instavel se nao ¢é estavel.

Definigao 2.2. Uma solugao x(t) = z* de (2.1), com x* constante, f(z* t) = 0, para

todo t, é chamada solugao de equilibrio.
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Observacao 2.1. Na Definicao 2.1, tratamos da estabilidade para uma solucao qualquer
de (2.1). Mostraremos agora que essa defini¢ao reduz-se a de estabilidade de um equilibrio.
Consideremos Z(t) uma solucao de (2.1) e definamos z(t) = z(t) + Z(t). Se z(t) é solugao

de (2.1), entao

dz dxr dx _ _
TR TR flz+z.1) = f(z,0),
e, reciprocamente, se z(t) = z(t) — Z(t) é solugao de
dz _ _
% = g(Z,t) = f(Z—l-.I,t) - f(l’,t),
temos,
de dz dx _
a—%%—%—f(z—kx,t)
logo,
dz
= = f(x,t
"t
e portanto, x(t) é solucdo de (2.1) se, e somente se, z(t) é solu¢do do sistema
dz
— = t 2.2
o = 9(z1), (2:2)

onde g(z,t) = f(z+z,t)— f(z,t). Note agora que Z(t) corresponde a solugao de equilibrio
z=0de (2.2).

2.2 Sistemas Hamiltonianos Lineares com Coeficien-

tes Constantes

2.2.1 Estabilidade

Vamos relembrar um resultado a respeito da estabilidade dos sistemas lineares
com coeficientes constantes, e a partir dele discutir a estabilidade para o caso em que

esses sistemas sao hamiltonianos. Seja dado o sistema linear homogéneo

dx
— = Ax. 2.

Teorema 2.1. Consideremos i, A9, -+, A\, autovalores da matriz A e Jy, o bloco de

Jordan, em C, com respeito a A\. Para a solugao nula do sistema (2.3), temos:

e Sendo A nao singular:
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— assintoticamente estével se, e somente se, para todo autovalor A de A, Re(\) <
05

— estavel, mas nao assintoticamente estavel, se, e somente se, A tem pelo menos
um par de autovalores imaginarios puros, cada bloco de Jordan Jy, em C, asso-

ciado a cada autovalor imaginario puro A é diagonal, e o resto dos autovalores

possui parte real negativa.
e Sendo A singular:
— estavel se os autovalores nao nulos tem parte real negativa e o bloco de Jordan

com respeito ao autovalor nulo é diagonal;

— estavel quando A tem pelo menos um par de autovalores imaginarios puros,
cada bloco de Jordan, em C, associado a cada autovalor imaginario puro e
o bloco de Jordan associado ao autovalor nulo sejam diagonais e o resto dos

autovalores possui parte real negativa;

— instavel nos outros casos.

Como dissemos, utilizando o teorema acima vamos analisar a estabilidade do

sistema hamiltoniano linear

dx

— = JSx 2.4

o (2.4)
onde 27 = (z1,"+ ,Tp, Tni1, ** ,T2,) € S é uma matriz simétrica e constante. Pela

Observagao 1.6, a matriz JS é hamiltoniana, assim, pela Proposigao 1.3, p(A) = det(J.S —
Aly,) é uma fungao par. Logo, se A = a+ib, com a < 0, é um autovalor, entdo —\ = —a—ib

também é. Pelo Teorema 2.1, o sistema (2.4), nessas condigoes, é instavel.

Portanto, para a estabilidade de (2.4), é necessario que todos os autovalores sejam
numeros imaginarios puros. Uma condicao necesséria e suficiente para a estabilidade do
sistema (2.4) é que todas as raizes da equagao caracteristica sejam numeros imaginarios

puros e JS diagonalizavel.

2.2.2 Forma Normal

Vamos supor que a equacao caracteristica associada ao sistema (2.4) tenha apenas

raizes imaginarias puras simples, da forma A\, = iwg e A\ x = —iwg, com w, > 0, k =
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Definigao 2.3. Dizemos que o sistema (2.4) estd em sua forma normal quando, por

meio de uma transformagao real linear simplética, seu hamiltoniano é da forma

1 n
H = 3 Z Srr (Vi + Ynsn)s (2.5)
k=1
onde 0y =1loudy=—1,ey= (Y1, ,YnsYnt1," " ,Yon) é a nova coordenada.

Vamos analisar agora a normalizacao para o caso em que n = 1. Considere que

o sistema (2.4) tenha um grau de liberdade. Sua fungao hamiltoniana é da forma

H = hQOZL‘% + hllfL‘lfL’Q + hogl‘g, (26)
com
0 1 2hoyy R h 2h
J— 7 g — 20 11 : JS — 11 02 7
-1 0 h11 2h02 —2h20 _hll

e a equacao caracteristica associada ao sistema é
0= p()\) = det(JS — )\[1) = )\2 + 4h02h20 — h’%l?

1080, A = iy /4hgohay — b2, = +ivV/A = +iw. Como estamos interessados em autovalores

imaginarios puros, temos que ter 4hgohag — h?, > 0. A respeito da transformagao que leva

(2.4) a sua forma normal, vale o seguinte resultado:

Proposicao 2.1. A mudanca de coordenadas linear

2|h
0 |ho2|

- w
w hi1 /[ |hoz]
2|h02 | ho2 2w

onde y = (y1,¥y2), é simplética e leva o hamiltoniano (2.6) no hamiltoniano normalizado

xr = Nycom N =

ow , 5

H= 7(3/1 +1vy5), 0 = sinal (hg2).

Demonstragdo. Vale a identidade NTJN = J. Fazendo a substituicao:

1 \/ o Y2 2 2\h02]y1 \/ 2w Y2
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temos,

H = hQOZE% + hi1x129 + hogl’g
1 hgow W2+ (h%1|h02| h%1|h02| 2h20|h02|) 2
2

2 |h02| 2h02w hogw w
_ 5_” 2 4h2oh02|h02|
yl 2h02w
. (50.) 2 5 h20h02 h%l 9
B ] U A
dw
= 2 +ud).

]

A construcao da matriz N para um sistema de n graus de liberdade pode ser
encontrada no livro do Markeev [4]. Observe que dependendo da forma do hamiltoniano,
a determinagao da matriz de transformacao pode ser algo simples. E o caso da funcao

quadratica que vamos normalizar neste trabalho. Ela é da forma
Loy 2
Ho = i(w r°+ X?).
Sem o auxilio de algoritmos, podemos ver que uma mudanca do tipo

T X = VwX (2.7)

1
xr = ﬁ
leva Hgy na funcgao

1 _
Ho = §w (SZ’Q—FXQ).

A mudanga (2.7) serd a que faremos mais adiante para normalizar o hamiltoniano do
problema que vamos estudar. E importante observar que essa mudanca é simplética, e é
necessario que seja assim pois isso possibilita preservar o carater hamiltoniano do sistema

de equacoes.

2.3 Sistemas Hamiltonianos Lineares com Coeficien-

tes Periodicos

Como feito na se¢ao anterior, vamos relembrar um resultado acerca da estabili-

dade dos sistemas lineares com coeficientes periddicos, e em seguida discutir a estabilidade
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no caso em que esses sistemas sao hamiltonianos. Consideremos o sistema de equacoes

dx
i A(t)x (2.8)

onde 2T = (xy, 19, -+ ,2,), A(t) é uma matriz real continua, 2r-periédica em t. Abaixo

seguem alguns lemas que irao nos auxiliar na prova do teorema de Floquet.

Lema 2.1. Seja X (t) uma matriz fundamental de (2.8), com X (0) = I, onde I,, ¢ a

matriz identidade de ordem n. Entao,
X(t+2m) = X(t) X (2m)
para todo t.

Demonstracao. Basta definir U(t) = X (¢t + 27) e V(t) = X ()X (27), e notar que ambas

sao solugoes do problema de valor inicial

iz

—r=AWMZ 2(0) = X(2r).

A igualdade U(t) = V (t), para todo t, segue entao do teorema de Existéncia e Unicidade.
[

Lema 2.2 (Liouville). Seja X(t) uma matriz fundamental do sistema (2.8) em um

intervalo real I. Se ty € I, entao
det X (¢) = det X (o) oo (At

para todo t € I, onde tr(A(t)) € o trago de A(t).

Demonstracao. Veja [10], Teorema 23. O

Lema 2.3. Se uma matriz C € tal que det C # 0, entao existe uma matriz B, de mesma

ordem, tal que e® = C. Dizemos nesse caso que a matriz C tem um logaritmo.

Demonstragao. Veja [10], Lema 8. O

Teorema 2.2 (Floquet). Se X (¢) é uma matriz fundamental de (2.8), com X (0) = I,,,
entao existe uma matriz constante B e uma matriz Y continuamente diferencidvel e 27-

periédica em t tal que X (t) = Y (¢t)ePt.



32

Demonstra¢ao. A matriz X (t+ 27) é também uma matriz fundamental de (2.8). De fato,

(X (1 +2m) = Alt +2m)X (1 + 2m) = A()X (1 + 27).

Pelo Lema 2.1, X (t 4 27) = X (t) X (27), isto é, existe uma matriz constante C' = X (27)
tal que X (t+2m) = X (¢)C. Considerando a matriz fundamental X (27) e fazendo ¢, = 0,
o Lema 2.2 implica det C' # 0. Logo, pelo Lema 2.3, C' = X (27) tem um logaritmo, ou
seja, existe B tal que X (27) = ¢*™B. Considere Y (t) = X (t)e~P!. Afirmamos que Y (t) é

2m-periddica. Com efeito,

Y(t+21) = X(t+2n)e B2 — X

onde a terceira igualdade deve-se ao fato de tB e 2nrB comutarem. Da forma como foi
definida, Y (t) é continuamente diferenciavel, o que encerra a demonstracao. O
Coroldrio 2.1. A mudanca de varidveis x = Y (t)y transforma o sistema (2.8) no sistema

dy

pri By de coeficientes constantes.

Demonstragao. Veja [10], Teorema 35. O]

Definicao 2.4. Os autovalores x da matriz B sao chamados expoentes caracteristicos,

e os autovalores p da matriz X (27) sdo chamados multiplicadores do sistema (2.8).
Observagao 2.2. Os autovalores de B e os de X (27) se relacionam da forma: p; = e?™,

comj=1,2--- n.

Segue do Corolario 2.1 que analisar a estabilidade de (2.8) é o mesmo que analisar
d
a estabilidade de d_g = By, que é um sistema com coeficientes constantes. Logo, acerca

da estabilidade deste sistema temos o seguinte resultado:

Teorema 2.3. A solugao nula de (2.8) é:

e assintoticamente estavel se, e somente se, todos os expoentes caracteristicos tém

parte real negativa;
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e cstavel, segundo Lyapunov, se, e somente se, todos os expoentes caracteristicos tém
parte real menor do que ou igual a 0, e, além disso, os com parte real nula possuem

bloco de Jordan, sobre C, diagonal;

e instavel se, e somente se, existe algum expoente caracteristico com parte real posi-

tiva.

Corolario 2.2. O sistema (2.8) é estavel, no sentido de Lyapunov, se, e somente se, todos
os seus multiplicadores tém mddulo menor do que ou igual a 1, e quando |p| = 1 a matriz

X (27) deve ser diagonalizdvel.

Demonstracao. Segue da Observacao 2.2. O

Utilizando o Corolério 2.2, vamos discutir a estabilidade do sistema hamiltoniano

linear periédico

dx
— = JS(t 2.9
st (29)
com T = (z1, %o, ,Tp, Tpy1, "+, Ton), S(t) é simétrica, continua e 27-periddica em t.
Definicao 2.5. A equacao
f(z)=apz" + a2 '+ +a,=0 (a#0) (2.10)

¢ chamada reciproca se ap = a,,_.

o~ ~ /7 I 1
Proposicao 2.2. A equagao (2.10) é reciproca se, e somente se, vale f(z) = 2™ f (—)
z
Demonstragao. Se (2.10) é reciproca, entao, ay = ap—k. LOgo,

f(z):aozm_'_alszl_i_n__i_am — Zm(ao_{_alzfl_i_..._i_amzfm)
= 2™(am + Q12" Fagz™)
1
)
z

onde a pentltima igualdade segue da hip6tese da equagao (2.10) ser reciproca. Se supomos
1

vélida a expressao f(z) = 2™ f (—), segue imediatamente que ag = a,,, a1 = Gy,_1, € MAis
z

geralmente, ap = ap,_g- O

Observacao 2.3. Se uma equagao reciproca tem grau impar, entao z = —1 é uma raiz.
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Teorema 2.4 (Lyapunov-Poincaré). A equagao caracteristica associada ao sistema
(2.9), dada por
f(2z) =det(X(27) — 215,) =0, (2.11)

é reciproca.

Demonstra¢ao. Mostremos inicialmente que X ¢é simplética. Temos

X7 X
d (XTJX) = P gx 4 XTI XTSTITIX ¢ XTIISX
dt dt dt
= —X"SJJX - X'SX
= X'SX - X"TSX

= 0,

logo, X7 JX ¢ uma matriz constante. Como em t = 0 temos X7 JX = J, segue que
XTJX = J para todo t, isto é, X é simplética. Sendo simplética, det X = 1, para
todo t, e em particular, det X (27) = 1. Utilizando isso, e de maneira andloga a prova da
Proposigao 1.6, mostra-se que f(z) = 2™ f (é) , 0 que ¢ suficiente para provar o resultado,

de acordo com a Proposicao 2.2. ]

Coroldrio 2.3. O sistema (2.9) é estédvel se, e somente se, os multiplicadores p s@o tais

que |p| =1 e X(27) é diagonalizével.

1

Demonstragao. Pelo Teorema 2.4, se z é solugao de (2.11), entdo — também é. Logo, os
z

multiplicadores nao podem ter médulo menor que 1. Excluindo-se essa possibilidade do

Corolario 2.2, segue o resultado. [

2.4 O Problema da Ressonancia Paramétrica

Vamos agora considerar o caso em que a matriz do sistema hamiltoniano linear
T-periodico
dz

o = JS(t)x, i (T1, Ty Tpa1, "+ 5 Top) (2.12)

depende de um parametro p, S = S(¢, ). Nosso interesse se volta agora para os valores
de p que fazem com que a equagao caracteristica da matriz J.S(t) possua raizes de médulo
maior que 1. A determinacao desses valores é em que consiste o chamado problema da

ressonancia paramétrica.
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Definig¢ao 2.6. Dizemos que o sistema hamiltoniano linear periddico (2.12) é fortemente

estavel se existe um € > 0 tal que o sistema

dz

— = Bt 2.13
" B (2.13)
é estavel, para qualquer B(t), matriz hamiltoniana periédica de mesmo periodo de S(t),

com |S(t) — B(t)| < ¢, para todo t.

2.4.1 Teorema de Krein-Gel’fand-Lidskii

Seja H a fungdo hamiltoniana associada ao sistema (2.12), e suponhamos que ela

possa ser escrita na forma

H:H0+€H1+€2H2+"' (214)
onde Hy, Hy,---, sao formas quadraticas nas varidveis x1,- -+, Ty, Tpi1, -+ , To,, € MAIs,
os coeficientes de Hy sao constantes e os coeficientes das formas Hy, Ho, - - -, sao fungoes

reais continuas de ¢, com periodo 27.

Suponhamos que para ¢ = 0 as raizes da equagao caracteristica de (2.12) sejam
da forma +iwy, wi > 0, k =1, -+ ,n, com w;, distintas. Como comentamos, a funcao Hy,

por uma mudanca de variaveis, pode ser escrita na forma

Hy = on (v + ven) (2.15)
k=1
onde o = A\wg, com Ay = 1 ou A\, = —1. Logo, podemos reescrever (2.14) como
H=> ok (Ui +vi) +eHi+EHa+ - (2.16)
k=1
onde H;, j = 1,2,---, sao formas quadraticas nas varidveis yi, -, Yn,Ynt1, " > Yon,

com coeficientes continuos e 27-periddicos em t. Analisar o problema de ressonancia
paramétrica no sistema com hamiltoniano (2.14) é o mesmo que analisar num sistema

com hamiltoniano (2.16), sendo que neste os sinais de \; estdo determinados.

No teorema abaixo temos uma condi¢ao necessaria e suficiente para a estabilidade

paramétrica do sistema (2.12).

Teorema 2.5 (Krein-Gel’fand-Lidskii). Para e suficientemente pequeno, o sistema

linear com hamiltoniano (2.16) ¢é estavel se, e somente se, nao forem satisfeitas as relagoes

op+o =N (k=1 nN==%1,42---). (2.17)
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Observacao 2.4. N é diferente de zero pois os valores de wy, com k = 1,---,n, sao
distintos.
Definicao 2.7. Vamos supor que o, k = 1,--- ,n, depende de algum parametro pu.

Um valor py de p para o qual pelo menos uma das relagoes em (2.17) é satisfeita é dito
um valor de ressonincia paramétrica. Chamamos ressonancia simples ou basica

quando se tem k = [, isto é, 20, = N, e ressonancia combinada quando k # [.

Definigao 2.8. Uma ressonancia que satisfaz (2.17) é chamada ressonancia de Krein.



3 Problema Restrito de P + 1 Corpos do
Tipo Sitnikov

Neste capitulo vamos estudar o problema e os resultados apresentados no artigo
[2]. Na primeira segao, apresentamos o problema, objeto do estudo, e seu hamiltoniano.
Na segunda secao, calculamos os pontos de equilibrio do sistema dado na se¢ao anterior
e exibimos os valores do parametro p para os quais o equilibrio apresenta ressonancias
de Krein. Na secao seguinte, descrevemos o Método de Deprit-Hori, com base no livro
do Markeev [4]. Na tltima secao, aplicamos o Método de Deprit-Hori no problema em

questao, e para isso consultamos o trabalho de Cabral em [1].

3.1 Formulacao do Problema

No primeiro capitulo estudamos o problema de Sitkinov. Agora vamos analisar o
problema com uma modificagao no nimero de primérios, consideraremos uma quantidade
P, isto é, analisaremos o movimento de um corpo x de massa infinitesimal m’' que se
move sob a agao gravitacional dos primarios my,--- ,mp_1, ao longo de uma linha reta
perpendicular ao plano de movimento destes, e que passa pelo foco comum das elipses,

que sao as Orbitas de movimento dos primarios.

Sobre os primarios, suponhamos que as P massas sao iguais e se movem em uma
solugao homografica eliptica do Problema de P corpos no plano. Pela Observacao 1.1, o
movimento da j-ésima massa pode ser descrito da forma z;(t) = 2(¢)¢;, 7 =0,--- , P — 1,
onde z é uma aplicacao complexa e ¢; € C, para j = 0,--- , P — 1. Além disso, vamos
considerar (y, (y, - -+ ,(p_1 localizados no vértice de um poligono regular, m =my = -+ =
mp_1, ¢o = (1,0) e ( = w?/, com j =1,--- ,P —1, onde w = ¢i% 6 a raiz P-ésima da

unidade.

Sendo planar a solucao, pelo Teorema 1.3, z(t) é solugao do Problema de Kepler
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(=) =(t)

= 3.1
RO &y
o dz(0) .
com condicao inicial z(0) = (1,0), e o perpendicular a z(0).
Ainda pelo Teorema 1.3, ({p,---,(p_1) é uma configuracao central, logo, pela

Proposigao 1.1, a constante x é dada por

onde r;; = |(; — (|, M = Pm ¢é a massa total, Vp ¢é a energia potencial e Ip é o momento

de inércia de P.

Observacao 3.1. A expressao de Ip acima é diferente da que definimos na Proposicao

1.1. Mostremos que

I
_

1
2 _ _ a2
mr; = 21p = T E mim;ris,

i<j

i
=)

J

onde r; = |(;|. Para a prova, vamos considerar o centro de massa na origem. Temos,

ZZmimjrfj = ZZmimjKi—CjF

A 7

_ szimﬂgﬁ . QZZmim]—Q G+ szimj|Cj|2

)

= Z%ZWlQlQ —QZmi <C¢'Zmy‘€}‘) +ZmiZmJ|CJ|2
_ 25\41P—0+2M1p ] j

= 4MIp,

ou seja,
1 2 2 2
4Ip = — Ez Ej mim;r; = — Zéj mim;ri,

como queriamos mostrar.

Neste caso, z(t) se move em uma 6rbita eliptica e sendo solu¢ao do Problema de

Kepler (3.1), temos

2 1 dv ¢

p =200 k1+ecosv’ at  p?’ (32)
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onde €, v e ¢ sao a excentricidade, a anomalia verdadeira e a norma do momento angular,
respectivamente. As expressoes em (3.2) ja foram mencionadas neste trabalho, no primeiro
capitulo, e naquele momento foram recomendados os trabalhos de Rangel [7], Mark e

Szebehely [9], e Meyer e Offin [6] para mais detalhes.

27
Sejam x = (0,0,&) e w = (cos b, senf,0), com 0 = 5 Considerando as coorde-
nadas polares (p,r) no plano de movimento dos primérios, com origem no foco comum
das elipses e eixo polar definido pelo vetor de Laplace e, temos z(t) = (pcosv, psenv,0).

Como (; = w? = (cosf, senf,0), com 6 = %j, temos o produto complexo
2(t)(; = (pcosvcosf — psenvsend, pcosvsent + psenvcosf,0),
e assim, o vetor x — z;(t) é dado por
x — 2;(t) = (—pcosvcosh + psenvsent, —pcosvsenf — psenvcosb,§).

Entao, |x—z;(t)] = \/p(t)? + &2 e portanto, o potencial da massa infinitesimal é da forma

Z Mo 4+ 4 mp-1 = M
|X—ZJ VT VIE+E P +E
Como vimos, a equagao de movimento do terceiro corpo no Problema de Sitnikov (P = 2)

¢ dada por (1.7). Para um nimero P de primarios, temos
d> ov
s _ oV (3.3)
a2 ¢
Faremos agora uma mudanga de variaveis. Considere ¢ = pz. Se supomos v como o
tempo, obtemos
d2§ K 2
i ?[(1 + ecosv)z” + excosv], (3.4)
onde usamos a notagao (') para representar a derivada em relagao a v. De fato, se £ = pz,

segue a expressao

% dp - pdx
at — at”  at
e por (3.2),
dp dv 1
at (6 wen UE) (14 €ecosv)?

e(senv)c [(1+ecosy)%r ( 1

2
n

G c 1

Tk (esenu;) (14 €cosv)?
2
K
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Além disso, como

dr  drdv
dt — dvdt’
temos,
d& I{( )+d:pdy /-@( o + I{( )+c
—= senv)r + ——p = senv)x x— senv)r + x' —
dt ¢ dvdat’ ¢ p? P= p
e derivando outra vez em relagao a t,
d*¢ K dv n K dx N d2x dl/ ( or! 1
— = —€COSV—I + —€senv— —€(senv)cx' | —
dt? c dt c dt “awrat’ p?
FocosvCor+ ese ,dl/+ sc 1 (sen v)n ,Ldv
= —€COSV—T esenvy' — + cx”’ —p— — e(senv)kr' - —
c p? c dt P2 p? cdt
1 2 // 1
= €ERCOSV—ZT + T —
p p
= €K COS uix + 22" (1 + ecos Z/)E—
2 2 p?
= % [(1+ ecosv)z” + excosv],
como afirmamos. Da mudanga de variaveis segue que
M
V(&t) =

pV1+ 22
e definindo U(x,t) = V(&,t), temos

oV 19U

a_g — ;a_x. (3-5)

Tendo em vista as relagdes em (3.3), (3.4) e (3.5), obtemos a equagao de movimento da

massa infinitesimal,

(1+ecosv)z” 4+ excosv = Eg_g (3.6)

A equagao (3.6) pode ser vista como um sistema hamiltoniano. Fazendo X = 2/, conse-

guimos o sistema
dx dX
Hy=—=12 - H, =— 3.7
YTl dv (37)

com func¢ao hamiltoniana

1 1 x? )
H(x, X = -X’4+—— (= —=-U|. 3.8
(x, ,V7€> 5 +1+€Cosy<2ecosy - ) ( )

S 1
Por fim, sabendo que x = Ms—l, onde S; = Z — e 5y = Z T;;» podemos reescrever o

2 — Tij

1<J 1<j

hamiltoniano (3.8) na forma

Hw, X,v,e) = ~X24 — 1 - s 1 (3.9)
Xz v,e) = — ——€COSV — . .
T 2 l1+ecosv \ 2 S1V/1 + 22
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A partir de agora, vamos olhar para a familia discreta de fungoes hamiltonianas
. . . . e : Sy
acima como uma familia continua de fun¢des hamiltonianas, considerando — como um
1
parametro continuo, que denotaremos por . Abaixo segue um resultado a respeito desse

quociente, e que nos sera 1til mais adiante.

. - . Sy, .
Proposicao 3.1. O quociente §2 é uma funcao de P decrescente e tal que
1

.5
lim = =0.
P—oo Sl
- . . o
Demonstrag¢ao. Consideremos Sy = E Ir; — 7i?, com r; = w’/, onde w = 7. No

i<j
Apéndice B, nés provamos a validade das igualdades

29 = P(jw' =P+ =P+ 0 = WOP) (3.10)

- 4P(sen (%>+Sen2<2%)+-~-+ sen2<@)>, (3.11)

e da equacao,

le sen 2 (%) = g. (3.12)

De (3.10), (3.11) e (3.12) temos Sy = P2 De maneira anéloga, é valido que

L P R S 1 P
]r]—n | 2 \|w! —w  |w? — WO \wPl WO ) 4 sen j—

1<J 7j=1 P

Das novas expressoes de S; e Sy segue que

S P? P? dr

=1 P—1
pNx_ L le T
4 . sen (jﬂ') 4 T — q ]

Jj=1

=)

A
|
I

I
|

onde a segunda desigualdade vem do fato de senxz < z, para todo real x > 0. Como

. 47
lim
P—oo P—1

=0,

1
7]

j=

.S S
do teorema do Confronto temos th 22 — . Provaremos agora que F (P) = 5—2 ¢ uma
—00 D1 1

funcao decrescente. Ainda no Apéndice B, mostramos que, ao reduzirmos os angulos ao

primeiro quadrante, obtemos:
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R : N
2 sen () 23 ()
F(P)=38 jil;z , se P é par F(P) =811 , se P é impar.
2 1 - 1
T g 2 ]
=1 Sen (%) =1 Sen (%)
Assim,
P—2 P2 .
2. pzsen | | cos| 5 < P2 gop 2 (%r)
F'(P) = ~ —
se P é par, e
P—2 P-2
4 [ S L e (X I\ pep) - o(p) 2i jm <05 (%)
2. pzsen | & | cos | 5 p P? gon 2 (%r)
F'(P) = — —
o DY
se P é impar, onde
A(P) = 1+QZ sen2(%>, C(P):ZZ senZ(%)
Jj=1 j=1
P2 -1
2 2 1
B(P) = 1+2)_ —,  D(P)=2 —
= sen (7) = sen (7)

Como os angulos estao no primeiro quadrante, temos que os valores dos senos e cossenos
sao positivos, logo, F'(P) < 0, para todo P real positivo. Portanto, F' é uma fungao

decrescente.

3.2 Ressonancia Paramétrica no Problema

Calculemos os pontos de equilibrio do sistema (3.7). Esses sao os pontos criticos

do hamiltoniano

1 1 x? 1
H(x, X =X+ — (= — p—— >0 3.13

ou seja, os pontos tais que
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logo,

1 U
= ——— | zecosv + ——~
1+ ecosv (14 22)2

0 = Hx=X.

0 = H,

Vemos que z = 0 e X = 0 satisfazem as equacoes acima. Portanto, x =0, X =0 é um

equilibrio do sistema hamiltoniano, para quaisquer valores de v, i1 € €.

O sistema linear associado ao hamiltoniano (3.13) é dado por

x' =JD’H(0)x, x=(z,X), (3.14)
com hamiltoniano
1 D2H(0) X" 1 € CoS V 4 W 2, x? (3.15)
—x x' == x )
2 2| \1+4+€ecosr 1+ e€cosv ’

onde D*H(0) é a matriz Hessiana de H no equilibrio 0 = (0, 0), isto ¢, como

1 )2 . 3ux?
D2H — H,, H.x _ 1+e€cosv (6 cosv + (14x2)? (H—CEQ)%

Hyx, Hxx 0 1

)

temos

( €Cos V 4 I ) 0

1+4+ecosv 1+4ecosv

0 1

D?*H(0) =

Para o sistema nao perturbado (e = 0), o hamiltoniano (3.15) torna-se

1

5 xD*H(0) x" = = (uz® + X?), p>0, (3.16)

DN —

e a matriz Hessiana no equilibrio é dada por

) 0
D*H(0) =
0 1
Logo,
0 1 0 0 1
JD*H(0) = AR
-1 0 0 1 —u 0
tem polinomio caracteristico dado por
-2 1
0 =p(A) =det(JD*H — \I) = =4y,
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donde, A = £ i\/p = £ iw. Entdo, as rafzes sdo niimeros imagindrios puros, JD?H(0) é

diagonalizdvel, e assim o sistema associado a (3.16) é estavel.

Vamos analisar a partir de agora o que acontece com o sistema linear quando
¢ estd nas proximidades de zero, mas é diferente de zero. Observe que para um grau
de liberdade s6 podemos ter ressonancia basica, ou seja, o1 + 01 = N, N € Z, isto é,
2wy = N. E entao, sendo wy = /u, temos 2w; = N quando p satisfaz

N2
Logo, o equilibrio apresenta ressonancias de Krein para os valores de p = g dados em
(3.17). O teorema de Krein-Gel’fand-Lidskii nos diz que para pequenos valores de €, onde
p nao satisfaz (3.17), o equilibrio continua estavel. Vamos construir curvas no plano dos
parametros p e €, que emanam dos pontos ressonantes de Krein (ou seja, pontos da forma

(110,0)), e separar regioes de estabilidade e instabilidade, como na Figura 3.1.

€ A

instabilidade

7 A

estabilidade estabilidade estabilidade

b

po Ho 1

Figura 3.1: Regides de estabilidade e instabilidade. Os valores pg e po* satisfazem (3.17).

A Proposicao 3.1 nos diz que g—: é uma funcao decrescente de P, e como o
valor maximo atingido é 5.19 (para P = 3), nao faz sentido para o problema analisado
considerarmos qualquer valor de N em (3.17). Por exemplo, para N = 6, teriamos p = 9.
Entao, para a construcao das curvas, vamos considerar apenas os valores de p para os

quais N =1, 2, 3, 4, 5, e, para nos auxiliar nessa construgao, precisaremos de um método

conhecido como método de Deprit-Hori, que veremos na proxima secao.
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3.3 Meétodo de Deprit-Hori

Vamos descrever agora o Método de Deprit-Hori, que pode ser encontrado no

livro do Markeev [4]. Consideremos o sistema hamiltoniano

de  OH dX 0H

dv 90X dv oz
com hamiltoniano,

H,(x, X, v) (3.18)

H(:L‘,X,V,e):i -

€
m/!
0

e x,X sendo as coordenadas e momentos vetoriais, respectivamente, e € um pequeno

parametro, 0 < € < 1.

Iremos construir uma transformagao simplética x, X — y,Y que leve o hamilto-
niano (3.18) em um hamiltoniano auténomo

©
€
‘l(m
m!
m=0

K(y,Y,e) =

e iremos, para este fim, utilizar o método de Deprit-Hori. O método tem por objetivo

encontrar uma funcao geradora W tal que

dv  OW(z,X,v,m) dX  OW(x,X,v,n)

dn 0X dn O
dl/_o dR__@W(x,X,V,n)
dn dn v

com condig¢ao inicial, n = 0,
r=y, X=Y, v=v, R=0,

onde R = K(y,Y,v,e) — H(x, X, v,¢€) é a funcao resto e n é um pequeno parametro

variavel, 0 < n < e. Vamos escrever W da forma

Usaremos as seguintes relagoes para o calculo de W e K:

KO == HO
DW,,
Dv

m—1
Km = Hm+Z(C7Jn__11L]Hm C] ]m 1)
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em que,
DW,, ow,,
= — L, H
Dv ov m=20

J—1
K, = LK, =Y CilLK; .,
s=1
7!
T K= k)
onde L;f é o colchete de Poisson de f e W;:

—~ (Of OW;  Of OW;
Lif = = oy Y, '
if ={f, Wi} ; (ayj aY;  0Y; dy; )

Mostraremos como ficam as relagoes para os valores de m de 0 a 5. Inicialmente

temos
Ko = Hy
e param =1,
DW,
K, =H, —
1 1 Dv )
onde impomos a K que seja autonoma, em seguida calculamos W; e depois K;. Para
m = 2,
DW.
Ky=Hy+ LiHi + Ky — =
Dv

com K;; = L1K;. Impondo a K, que seja autonoma, calculamos Ws e apos isso, Ks.
Para m = 3 temos

DW;

Ks=H3+ LiHy+ LoHy + 2K, 5+ Koy — Dy

em que K9 = L1 Ky, Koy = LoKy — L1 K, ;. Para m = 4, obtemos

Ky = Hy+ L1 Hy + 3Ky 5 + 3LoHy + 3Ky + 3L Hy + Ky 1 — %V?
com
Kis = LiK3
Koy = LoKy— L1K»
Ks1 = LKy — LK1 — 202Ky .
E para m = 5,
DW5

Ks=Hs+ LiHy+ 4K, 4 +4LoHs +6K53 +6LsHy +4K39 + 4L Hy + Ky 3 — Dy
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onde

Ky = LiK,
K3 = LyKs— LK 3
Kso = L3Ky— L1 Ky — 20K,

Kygw = LiKy — L1 K3y —3LoKo1 — 303K, ;.

Tendo em vista essas relagoes, podemos obter analogas de ordens maiores.

3.4 Regioes de Estabilidade e Instabilidade

Quando € # 0, o sistema hamiltoniano (3.14) é periédico no novo tempo v.
Analisaremos nesta secao a estabilidade paramétrica desse sistema. Para isso, vamos

escrever i na forma de uma série de poténcia de €

= pio+ €y + Epp 4

Expandindo o hamiltoniano (3.15) em €, em torno de € = 0, substituindo x pela expressao

acima e reordenando o hamiltoniano, obtemos

2
H=Ho+ M+ S Ha+ - (3.19)
onde
Loy 2
Ho = 5(/”5 + X7)
72
Hi = (1 — (=14 po) cos ’/)5
2
Ho = (20N (par + (=1 + po) cos™ v — iy cos™ ' v 4+ — iy cos V)E
2
T
Hopr = (204 D) (por1 — (=1 + po) cos® ™ v+ iy cos™ v + -+ — gy cos V)?

Iremos transformar o hamiltoniano (3.19) em um hamiltoniano auténomo para
discutir a estabilidade. Para isso, normalizaremos primeiramente H,, e aplicaremos o
método de Deprit-Hori no hamiltoniano normalizado H, descrito abaixo, a fim de obter-

mos o hamiltoniano autonomo K, mencionado na secao anterior. Na sequéncia daremos
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mais detalhes de como isso é realizado. Na Secao 2.2.2, discutimos a respeito da forma
normal de um sistema para um grau de liberdade e sobre a mudanca que vamos utilizar:

_ 1
r=ax, X = %X, onde a = ——. Note que a matriz da mudanca de variavel

4/[u/0

0
A—
o i
¢ uma matriz simplética, ou seja,
T a 0 0 1 a 0 0 1
AT JA = = =J.
0 1 -1 0 0 1 -1 0

Logo, pela Proposigao 1.5, o hamiltoniano (3.19) é levado no hamiltoniano normalizado

2
H(z, X, v, p,€) = Hy+ eHy + < Hy + - --

2!
onde,
| S
Ho = 5 Mo(I + X )
72
H = (u— (-1
1 (11— ( +M0)COSV)2\/M—O
=2
T
Hy = 2(ug + (=14 pg) cos® v — puy cos V>2\//To
Hy = (20)!(por + (=14 po) cos® v — puy cos® ™ v 4 -+ — pgy_1 cosv) i
2y/1o
z
Hor = (204 D parsr + (1 — po) cos® v+ py cos® v+ - -+ — piyy cos v) ——

2/l

Agora faremos uma nova mudanca de variaveis. Considere a rotagao

B Nv n Nv
T =cos| — sen [ —
2 )1 2 )P
_ N N
X = —sen <7V)q+cos (Ty) D,

com 2,/1g = N. Essa rotacao é uma transformacao simplética que depende do tempo,

tem funcao geradora com derivada em relagao a v dada por W,, = —\/T’To(q2 +p?), e elimina

o termo Hy (veja Apéndice A). Assim, o hamiltoniano nas novas varidveis é dado por

2
€
H(Q7p7y7/1’7€):H0+€H1+5H2+'“
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onde,
HO - O
H = (1 — (=1+ po)cosv)F
Hy, = 2(ug+ (=1 + o) cos® v — puy cosv) F
Hy = (20 (g + (=1 + po) cos® v — pycos® v+ -+ — g1 cosv) F
Hoyr = (204 D) (pioer + (1 — o) cos® ™ v 4 py cos® v + -+ — pgy cosv)F
com

P oL (reos (Y7 4 psen (Y)Y
= | acos 5 psen 5 .

Observagao 3.2. As novas fungoes H; sao 7-periddicas, onde 7 = 27w se N for par, e

7 = 4w se N for impar.

Agora podemos utilizar o método de Deprit-Hori. Com as mesmas notagoes da

segao anterior, o fato de Hy = 0 implica {Hy, W,,,} = 0, para todo m, entdo, para todo
DW,, oW,
Dv v

m, . Logo, para m =1,

Klel—

ov

e como queremos que K seja autonoma e W, 7-periddica, temos

1 T
K1 = —/ HldV W1 == /(H1 - Kl)dV. (320)
T Jo
DW. oW:
Calculados K; e Wi, sabendo-se que o) C— 8_2’ e supondo Ky autonoma e Wy 7-
v v

periddica, temos

1 T
K2 = —/ (Hg + L1H1 + LlKl)dV WQ = /(HQ + L1H1 + LlKl - KZ)dV, (321)
0

T

e assim sucessivamente. Considere as notagoes
Hy = higy® + hiyY + hi)y?
K = kigy? +kyY +k§y?

Wi = iy’ +wiyY +wpY?
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parat = 1,2,---. Se i = 0, temos k‘ 0 = k(o = k;(o) = 0, pois Ky = Hy = 0. De (3.20),
temos, para ¢ = 1,

1 /(7 1 (7 1 [T
W = [ W W) = 2 [ k=2 [
T Jo 0 T Jo

T

o1 1 1 1 1 [T« 1 n 1L [T 1
wéo) = ;/ (hgo _k( ))d v, wgl) = _/0 (hgl) _k§1))dy’ (()2) = 7_/0 (h(()z) _k((m))dVa

0 T

e expressoes analogas seguem para ¢ = 2,3, ---. Pelo método de Deprit-Hori, obtemos o
hamiltoniano da forma

2

K(y, Y, 6) KO + EKl + 2'K2 + - = k20 y2 + kll yY + kog Y2 (322)
com k;; = an 11% , L € N, onde cada k é constante e depende dos coeficientes

K,y o

Para o hamiltoniano (3.22) temos associado o sistema linear com matriz hamiltoniana

0 1 2k k k 2k
DK — 20 ki _ 1 02 |
-1 0 ki1 2ko —2kgy  —kn

cujo polinémio caracteristico é dado por

0=p(A\) = det(JD?K — \I) = = A2 — (k2 — Akigakno),

e desconsiderando a regiao de instabilidade, isto é, aquela em que A é um ntmero real
nao nulo, temos (—k?%, + 4kookog) > 0, ou seja, 4kgokoy > k?,. Entao, a fronteira da regiao

de estabilidade e instabilidade é dada pela expressao

Akookag = ki;. (3.23)
Como
b=l 0 g
ko = ekéé) 21' kao 3| 3k(3)

k?()g = Ek?(l) '62]{7((]2) + g 3k3(()2 + -
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segue que,
G A D
4
dkookgs = 462]’6’%)]%%) + 563 (k‘é(l))k'(()g) + ké?ké?) N

e entdo, igualando os coeficientes de mesmo grau em € na igualdade (3.23), obtemos as

seguintes equagcoes

1)2 1.1
k%l) = 4kéo)k((32)

1),.(2 1),;.(2 2),.(1
BYED = 2 (kéo) kg + kéo)k(()z)>

Por meio dessas igualdades, iremos calcular os valores de pq, g, - --. Como ja menciona-
mos, vamos analisar os valores de g onde N = 1,2,3,4,5, e encontraremos os graficos

das curvas como mostrado abaixo.

Figura 3.2: Curvas: N =1, 2, 3,4, 5

3.4.1 Curvas que emanam de (}l, O)

2
1
Consideremos N = 1. Como pg = R temos g = 1 Da expansao

po= pio+ epn + Eppg + -

iremos determinar abaixo os valores de p; e o, e os calculos nos darao a ideia de como

obter os demais valores. Temos,

14 14

Hy = (g1 — (=14 po)cosv) (COS (5) g+ sen <§> p>2

= (o Geosy) [eost (5) 4 2c0n (5) sen () ap - sen? () 4]
= (m+y 51 3) s(g)sen(5)ap+s 5)P
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logo,
4m U
k’éé) = yym i [(,ul + —cos 1/) cos? <§>} dv
o m 3
2 * 16
1 3
kﬁ) = ; 2 [(ul + 7 08 1/) oS <g) sen <g)} dv
=0
1 [ 3
k(%) = I ; {(,ul + ZCOSI/) sen 2 (g)] dv
_ 3
2 16
Da expressao kﬁp = 41{:&? k:(();), segue que

p 3N\ (i 3
4l=+=)=—-=]=0
<2+16)(2 16) ’

9 . , 3 , . :
entao, p? = o1 isto é, u; = j:g. Para o cédlculo de pus vamos precisar determinar as

- 1 1 1
expressoes de wgo), wgl), w(()Q). Temos,

3
w;)) = /(h%) - ké(l)))dy = / [(Ml + ECOS I/) cos? (g) — % — 1_61 dv

1
= 1—6(8u1 + 3cosv + 6) senv

wﬁ) = /(hgll) - kﬁ))dy = /2 [(,ul +§LCOS V) cos (g) sen (g)] dv

1
= —§(8u1 + 3 cosv)cosv

3 3
wé? = /(h(%) - ké?)du = / [(Ml + 708 1/) sen ? <g> - % + E] dv

1

16(8u1 + 3cosv — 6) sen v.

Iremos agora calcular os dois valores de . De (3.21), vemos que precisamos também das

expressoes de Hy, L1H; e L1 K. Temos,

3 3 2
Hy = 2 (Mz 1 cos? v + g €08 1/) (cos (g) q + sen (g) p)

3 3
= 2 (/@ 1 cos’ v + 3 €OoS u) [0052 (g) q2 + 2 cos (g sen (g) qp + sen 2 (Z) pZ]
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LHy = 2 <h(l)w(1) - hg?”é?) y2 +4 <héo)w(()§) - hé?‘”é?) yY +2 <h11 W02 - h(()2)wﬁ)> Y?

Lk = 2 (k) o7+ 4 (k) - KRl ) gy — 206wl v,

Assim,
4
B2 - L (S8 + 2nwly) = 2 Dull) + 26wl ] av
20 in J, 20 20 11 11 20 20 W11
2 L[ 1) (1 1) (1 1
k(()z) = 4_/ [h( + 2h(n) (()2) - 2hé2 %1) - 2k02) ( )} dv,
T Jo
e entao,
e Para u; = —%, obtemos
1 15 1 135
k(2):_ Ao — —= /{2(2):— Ay — 2
20 4 H2 32/ 02 1 K 32
e Para p; = % obtemos
1 15 1 135
k(z) _ Appo — — k@) _ Ay — —=
02 1 H2 39 20 4 2 32

Usaremos a expressao kﬁ)kﬁ) =2 (k’%)k((m + k20 /{:(1)> para o calculo de 5. Como kﬁ) =

0, nao precisamos calcular kﬁ) Logo, da equagao
1),.(2 2),.(1
kgo) kc()z) + kéo) k((n) =0,

obtemos
15

N2=@

tanto para py; = —% quanto para p; = 3
Como visto, a determinagao dos coeficientes de p pode se tornar extremamente

trabalhosa. Por conta disso, para o calculo dos coeficientes até a ordem 10, utilizamos

um CAS (Computer Algebraic System), e obtemos assim as curvas

1 3 15, 45 , 885 6281816055
=175 128° 2048t T32mest T T T009511627776°
—_ 3-
para. i = — <
1 15 45 885 6281816055

_ 3 2 3
P= T8 T 18 T ooast T32mest T T 1099511627776°

para j; = 3’ com os graficos ilustrados abaixo.
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0.8

Instabilidade
0.6

0.4

0.2

Estabilidade Estabilidade

L L L L L L L L L L L L u
0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 3.3: N =1
3.4.2 Outros Pontos Ressonantes

Mostraremos agora as curvas obtidas para os valores de N = 2,3,4,5. Nesta
subsegao ¢ apresentado apenas o calculo de p;, mas exibimos a(s) curva(s) com os outros

valores da expansao de u, calculados através de um software.
e Curvas que emanam de (1, 0)
Consideremos N = 2. Temos entao py =1 e,

1
Hy = (u—(=1+p)5(geosw + psenv)?

1
= §,u1(q2 cos’ v + gpcosvsenv + ]02 sen 2V>

logo,
1 (1
1
kéo) = % . 5,&1 COS2 vdy
1

1
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1 (71

kﬁ) = 5 i é,ulcosusenudy
= 0.
1 [
1
/{:(()2) = 5 i §ulsen2udu
_
1

Entéo, como kO = 4,k | temos

H1
4= =0
4 4

e portanto, p; = 0. Os demais coeficientes tem valor 0. Portanto, a curva é dada

por u =1, e o grafico é mostrado a seguir.

1.0
0.8
0.6
Estabilidade Estabilidade

0.4

0.2

0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 3.4: N =2

e Curvas que emanam de (%, ())

. < 9 . :
Consideremos N = 3. Temos entao iy = 7 Iremos determinar abaixo os valores de

p1. Temos

1 v 3\’
H = (ul—(—1+uo)cosu)§ geos | + psen >

_ ! —§COSV ? cos? v + gp cos v sen wid + p”sen” i
= 3 M7 q 5 qp 5 5 p )
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e entao,

1 (1 5 3v
kéé) = E/o {5 (,ul — 7 608 u) cos” <?)] dv

M1

5

1 (1 5 3 3
k‘ﬁ) = - i {g (,u1 — 08 1/) cos (%) sen (%)] dv

= 0.

1[I 5 3v
k(();) = E/o {§ (ul — 7 cos 1/) sen 2 (7)] dv
H
G
Da expressao kﬁ)g = 4k%) ké?, temos p1 = 0. Apds o calculo dos demais coeficientes,

obtemos os graficos mostrados na figura a seguir

Instabilidade

0.8

Estabilidade

0.6

Estabilidade
04+

0.2+

Figura 3.5: N =3

onde as curvas sao dadas por

L9 135, 45, 34695 , 15558075 -
b= 17 256° T 2048 T 262144° 2147483648
9 135, 45 , 34695 15558075 -

17256 T20a8¢ 262144 T T 21amasseas”
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e Curvas que emanam de (4, 0)

Consideremos N = 4. Entao, po =4, e

1
Hy = (w1 — (=14 o) cos V)4_1<q cos 2v + psen 2v)?

1
= Z('ul — 3cosv)(q* cos® 2v + gp cos 2vsen 2v + p* sen 22v).

Temos,
1 [* 1
kéé) = 5 i L_l(ul — 3cos V) cos? 21/] dv
_ M
4 Y
) 1 2m 1
kY = 7 [Z(ul — 3 cos V) cos 2v sen 24 dv
= 0,
1 [
k‘(();) = 5 i {Z(M — 3cosv) SGHQQV:| dv
_
4 Y

e da relacao k;ﬁ)Q = 41{:%)16(()? segue que p; = 0. Apds os célculos, conseguimos a
curva

6 39 7023
:4__2__4_—6
H 5¢ T 125 T 13750°

com grafico mostrado abaixo.

€

1.0+
0.8+
0.6+
Estabilidade Estabilidade

0.4

0.2

Il Il Il |
25 3.0 35 4.0

Figura 3.6: N =4
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e Curvas que emanam de (%, O)

25
Consideremos N = 5. Entao, po = 1 °

1 %% AN
H = (1 — (=14 po)cosv)= | qcos | — | +psen | —
) 2 2
1
5

21 CcOoS 2 COS2 ov + cos v se ov + 2 se 2 v
- — v — — n|— n — .
M1 1 q 5 qp 9 5 b 9

1[I 21 5
ké(l)) = i {5 (,ul —  cos 1/) cos? (%)} dv

I
10’

/{;(1) _ E —21 cosv | cos ov sen v dv
e A - G 2 2

= 0,

1 (1 21 5
k((]lz) = i [5 (,ul — Zcosu) sen 2 (71/)] dv

ad}
10’

Temos,

e da expressao kﬁ)Q = 4k§(1)) k(%) segue que 1 = 0. Calculados os outros coeficientes,

obtemos os graficos

€

1.0-
0.8+
0.6+
Estabilidade Estabilidade

04

0.2

3‘5 4.‘0 4‘.5 5‘0 5.‘5 6‘.0
Figura 3.7: N =5

das curvas abaixo

25 525, 141225, 525 . 37465575 |
— € — € — € — €
4 256 262144 2097152 134217728

25 525, 141225 , 525 5 37465575 |

= T 2565 T 262144 T 2097152° 134217728




4 Conclusao

A Mecanica Celeste é uma importante area, responsavel por diversos métodos e
técnicas que foram essenciais no desenvolvimento da matematica, em areas como o Calculo
e a Analise, Equacoes Diferenciais Ordinarias e Parciais, Teoria dos Ntmeros, Variaveis

Complexas, entre outras [12].

Neste trabalho, tratamos de um problema da Mecanica Celeste. Estudamos a
estabilidade paramétrica em um problema restrito de P+ 1 corpos, apresentado no artigo
[2]: P primdrios de massas iguais se movem em uma solu¢do homografica eliptica do
problema de P corpos, e uma particula de massa infinitesimal se move sob a acao desses
primarios e ao longo de uma linha reta perpendicular ao plano de movimento deles e passa

pelo foco comum das elipses.

Este trabalho é uma pesquisa bibliografica que buscou principalmente estudar os
resultados apresentados no artigo [2], utilizando, para essa finalidade, livros, trabalhos de

conclusao de curso, notas de aula e artigos.

Visando responder a questao sobre a estabilidade paramétrica do sistema associ-
ado ao problema descrito acima, apresentamos o hamiltoniano do problema e o sistema
linear associado. Em seguida, mostramos que se € = 0, o sistema linear ¢ estavel. Nos ca-
sos em que ha ressonancia de Krein, isto ¢, para os valores de p = pg tais que 2,/ug = N,
N € Z, separamos regioes de estabilidade e instabilidade no plano u €, construindo curvas

que emanam dos pontos (1, 0), para N = 1,2,3,4,5.

A Mecanica Celeste continua a contribuir com muitos trabalhos, e espera-se que
problemas estudados hoje, sem aplicacao no mundo fisico, possam ser tteis em grandes

situagoes, num futuro préximo.
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A
A Funcao Geradora W

Mostraremos neste apéndice que Hy = 0. Para transformarmos o hamiltoniano do
problema, precisamos de uma func¢ao geradora, como comentamos no método de Deprit-

Hori. Seja W(Z,p,v) a funcao geradora da rotagao

3 Nv n Nv
r = qcos|— sen | —
1 2 )P 2
- Nv Nv
X = - — — .
g sen < 5 >+pcos( 5 )
Mostremos, inicialmente, que

N
Wl, = —Z(QQ —I—p2)

Para isso, consideremos as relacoes X = W; e ¢ = W), que implicam

N N
Wz = —gsen <7V> + pcos (Ty)

() = (3) e ()

—ZT sen (%) + psen? N”) + pcos? (Ny)

_ ¥i ¥
cos (2)
B —ZTsen (%) +p
cos () 7
e integrando em relagao a &, obtemos
72 sen (&) zp
W(z =—= 2 : Al
De (A.1) e da igualdade ¢ = W, temos
T — psen (%) _ B T ,
( cos (32) ) T @ W
onde ¢'(p) é a derivada de g com respeito a p. Logo,
oy sen ()
g (p) - p COS (%)



donde,

Segue entao de (A.1) que

~ B 72 sen (%) p p? sen (%)
W(zpv) = "2 cos (T”) + cos (%) 2 cos (%)
L, 5 sen (% p
N 2(90 +p)cos(%) +cos(%)’
portanto,
_IN N _ sen (%)
W (#"+p )0082 (%) + 2 xpCOSQ (%)

e usando que T = g cos (%) + psen (%), obtemos
N
Wu = _Z(QQ +p2>a

como queriamos. Vamos provar agora que Hy = 0. Temos

_ ow
K(qvpal/nuve) = H(E’X7V7M’E)+E

_ N, 2 — " - v N 2
- Z(x + X )+Z_1ﬁHm<x7X7V7,uae)_Z<q +p)
_ N, 2 o " S N, 2
= Sl +p)+m:1ﬁHm(x,X,v,u,6)—Z(q +p)
= iiH (z, X, v, ,€)

m! m b ) 7/’67

3
I

o que mostra que Hy = 0 e encerra a demonstracao.



B
Algumas Identidades

Neste apéndice apresentaremos alguns resultados usados na demonstragao da Pro-

posicao 3.1. Faremos isso através de algumas afirmacoes.
Afirmagdo 1: Valem as igualdades:
28 = P(lw' =P 4w -]+ + W = W)

= 4P (sen2 (%) + sen’ (2%) + -+ sen” (@)) :

Considere a matriz

2 2 2
0 To1 02 o Top-1
2 2 2
r 0 r R 8
10 12 1P-1
A=
2 2 2
| "P-10 TP-11 TP-12 "7 0 i

Observe que a soma dos elementos do triangulo superior é igual a S5, como também a
soma dos elementos do triangulo inferior, pois A é simétrica. Se T ¢é igual a soma dos
elementos da matriz A, entdao T = 2S;. Seja L; a i-ésima linha da matriz A. Como as

distancias mutuas nao mudam pela rotacao, segue que
1 02 2 02 P-1 02
(|CL) _w‘ +|w _wl_i__i_‘w _wl):LOZle"':Ll)flzL;

entao, PL =T = 255. E provamos assim a primeira igualdade. Mostraremos agora que

w? — w®|? = 4sen? (L), para todo j € N. Temos,

, . S . . 2717
]uﬂ—wOFZ(wj—wo)(wﬂ—wo):Z—(w]+@]) = 2—2cos (%)

como queriamos mostrar.

Afirmagao 2: Vale a igualdade
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Como sen ? (”) + cos? (%) =1, para todo j € N, temos

Logo, basta provarmos que

o (3)- 504 (5).

isto é,
ou equivalentemente,

Com efeito, w = w® + w! 4+ -+ - + WPt =0, e, em particular, Re w = 0, ou seja,

P-1 .
29T
) =0
> cos ( iz ) ,

como queriamos mostrar.

Afirmagao 3: Temos,

Jm o [(JT
1+2 sen? | == 2 sen” [ —
> () > ()
F(P)=38 - , F(P) =8—— ,
> >
1+2 — 2 —
— sen () = sen (7)
conforme P seja par ou impar, respectivamente.
Temos
P-1 i P-1 i
2P sen? | == sen 2 (—)
F(P) = 5 ; ( P) =8 ; !
S, , P—1 1 P—1 1
1 ks s
= sen (%) = sen (%)

P-1 . 2 .
2 (JTN _ 2 (JT
Z Sen <F) =1 + 2 Z Sen <?>
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e
Com efeito,
P-1 .
S sen? (21
: P
7j=1
e como,

Il
m‘?
[\V)
]
@
B
no
/|\
N~~~
+
wn
@
]
no
VR
—~
Ny ol
3
~__—
+
o
bl |
t —
wn
@
=
no
-
|3
N————

=1 j=mT
P;2 jﬂ_ po1 ir
= 14+ ) sen?(Z= sen? | = |,
Z n (P) + n P
= =

2 (I
3 sen (P)
7j=1

onde usamos na penultima igualdade a identidade senx = sen (7 — z), temos entao,

j:

() -1os o (5).

como queriamos. A igualdade (B.1) segue de maneira andloga. Como fizemos no caso em

que P é par, mostraremos apenas uma das identidades para P impar, e a outra seguira

da mesma forma. Provaremos que,

Zsen ( )-zzsen (_)
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j& que,

bl

—1

2 - P-1 -
3 sen” (%) =3 e’ (%)
J

)

<

pela identidade senz = sen (m — x), o que encerra a demonstragao.



