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A questao primordial ndo é o que sabemos, mas como sabemos.

(Tales)



Resumo

Esta dissertacao aborda o Teorema de Tales e suas consequéncias, nele apresento uma
breve histéria de Tales de Mileto e os principais axiomas da geometria euclidiana que
dao sustentacao ao Teorema de Tales. Abordo ainda uma nocao béasica sobre retas, que
é essencial para compreender o Teorema de Tales. Além de demonstrar o Teorema de
Tales, tema desta dissertagao, realizo também demonstragoes de outros teorema utilizando
para tal o Teorema de Tales. Concluo o trabalho com aplicagdes do teorema em diversos

problemas e com uma breve introducao a geometria analitica.

Palavras Chaves: Geometria Euclidiana. Teorema de Tales. Triangulos.



Abstract

This dissertation addresses the Theorem of Thales and its consequences. It includes a brief
history of Thales of Miletus and the main axioms of Euclidean geometry that support the
Theorem of Thales. It also covers a basic notion of lines, which is essential for understanding
the Theorem of Thales. In addition to demonstrating the Theorem of Thales, the main
topic of this dissertation, I also provide proofs of other theorems using the Theorem of
Thales. I conclude the paper with applications of the theorem to various problems and a

brief introduction to analytic geometry.

Key words: Euclidean geometry. Tales” theorem. Triangles.
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1 Uma introducao

Despertar o interesse dos alunos pela aprendizagem de mateméatica sempre foi um
desafio enfrentado por professores. O desinteresse pela disciplina é algo recorrente que se
agrava quando o professor adota uma abordagem de ensino que nao considera as analises
das ideias e foca-se apenas na transferéncia de conhecimento. Segundo DE OLIVEIRA
[1], “Nossos alunos, na maioria das vezes, sao desmotivados porque a eles sao transferidas
enormes quantidades de conhecimentos, falando-se pouco ou nada do que motivou tudo

aquilo”.

Motivar um aluno requer que o professor considere que o contetido a ser abordado
em sala de aula foi construido ao longo da historia humana. Logo, é preciso ir além da
apresentacao de um conceito matematico, mas também discuti-lo. A discussao permitiré o
desenvolvimento do aluno em um sujeito criativo dentro da nossa sociedade. Nesse aspecto,
a Geometria é uma area que tem muito a contribuir, logo é preciso reconhecer a sua

importancia.

O estudo da Geometria é um campo fértil para trabalhar com situacoes-
problema e é um tema pelo qual os alunos costumam se interessar
naturalmente. O trabalho com nocgoes geométricas contribui para a
aprendizagem de niimeros e medidas, pois estimula o aluno a observar,
perceber semelhancas e diferencas, identificar regularidades etc. [2]

Do ponto de vista pratico, o aluno tem a possibilidade de manejar objetos
matematicos, tais como cubo, quadrado, piramide, tridngulo, esfera e circulo. A partir
desse manejo dos objetos, o discente é convidado a experimentar a mateméatica dentro
de sua realidade e vislumbrar tais objetos em seu cotidiano, tornando isso um atrativo
para aflorar em si o desejo de conhecer e explord-la. Ja do ponto de vista tedrico, o aluno
podera abstrair tais objetos, levando-o da dimensao tridimensional para a bidimensional,
possibilitando ao professor explorar os contetidos associados de forma ludica e organica.

Nesse sentido, segundo o Documento Curricular do Territério Maranhense, na geometria:

a construgdo do conhecimento parte da geometria espacial para as
planas, de forma que o estudante compreenda a construcao das figuras
geométricas e seus elementos, observando diferencas e semelhancas entre
elas; construindo representagoes por meio da composi¢ao, decomposicao,
ampliacdo e reducao das mesmas, além da localizacao de pontos no plano
cartesiano, construindo conceitos. [3]

Uma boa abordagem da matematica é essencial para que os futuros ingressantes
nos cursos superiores de matematica consigam mitigar suas dificuldades na aprendizagem

matematica. As inimeras lacunas de aprendizagem provocadas por uma educagao basica
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pobre criam dificuldades para os ingressantes dos cursos de licenciatura em matematica,
0 que se converte em reprovacgao. Segundo estudo realizado por SILVA (2021) [4], "os
principais motivos que causaram reprovacao foram as dificuldades em compreender o
conteudo, os déficits oriundos do ensino basico e as metodologias dos professores, que

juntos totalizaram 80

Dessa forma, ressalta-se a importancia de aprender matematica de forma adequada
no ensino basico para que isso reflita de forma positiva no ensino superior e na vivéncia de
nossos alunos. A formagao de bons professores passa pela formacgao de bons alunos, e a
formacao de bons alunos necessita que os professores atuais considerem que cada conteido
matematico é relevante e essencial. Neste aspecto, a geometria, na maioria das vezes, é

deixada de lado por professores durante o decorrer do processo de ensino-aprendizagem.

Os professores, conforme pesquisas realizadas, devido a sua formagao,
tém uma tendéncia em pensar que a geometria é assunto para segundo
plano, sendo que os outros assuntos de algebra, por exemplo, sao mais
importantes e por isso tém prioridade. [5]

Essa percepcao por parte dos professores, que relativiza a importancia de alguns
assuntos em detrimento de outros, pode influenciar de forma significativa a maneira como
os alunos percebem e se engajam durante o processo de ensino-aprendizagem, levando-os a
crer que determinados assuntos nao abordados sao dificeis e, portanto, nao convém serem

ensinados.

Como ja abordado, o ensino da geometria plana desempenha um papel fundamental
no desenvolvimento dos alunos, oferecendo-lhes a oportunidade de compreender e explorar
o mundo que os cerca de maneira mais tangivel e visual. Através da geometria, os alunos
podem aprender a analisar e resolver problemas espaciais, desenvolver habilidades de
visualizacao e raciocinio critico, além de adquirir uma compreensao mais profunda das
relagoes geométricas e das propriedades dos objetos no espago bidimensional. Nesse
contexto, o Teorema de Tales assume uma importancia singular na matematica, pois nao
apenas fornece um arcabougo tedrico solido para compreender as proporgoes e relagoes
entre segmentos de reta em figuras geométricas, mas também serve como base para a
deducgao de uma variedade de outros teoremas e conceitos geométricos. Sua relevancia se
estende além da geometria plana, influenciando areas como trigonometria, algebra e até
mesmo fisica. Portanto, ao dominar o Teorema de Tales, os alunos ndo apenas ampliam
seu entendimento da geometria, mas também fortalecem suas habilidades matematicas de

forma mais abrangente.

Dessa forma, esta dissertacao tem como objetivo discutir o Teorema de Tales,
dada sua relevancia devido a sua versatilidade e aplicabilidade dentro da matemaética. A
proposta é mostrar que o conhecimento é construido ao longo da histéria e nao se restringe

a formulas prontas. Assim, no capitulo 2, apresentamos as bases preliminares, essenciais
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para uma boa compreensao do Teorema de Tales e de suas consequéncias. Abordaremos os
principais axiomas da Geometria Euclidiana, as nogoes de retas, semirretas e segmentos
de retas, além de defini¢oes, proposicoes e teoremas importantes para a construgao do

conhecimento matematico, amparado em bases que sustentam o que buscamos discutir.

o capitulo 3, discorreremos sobre o Teorema de Tales e suas consequéncias, discutindo-
o por meio dos assuntos preliminares apresentados no capitulo anterior. Mostraremos que o
Teorema de Tales nos fornece resultados significativos dentro de tridngulos. Apresentaremos
esses resultados como forma de mostrar ao leitor a versatilidade e aplicabilidade deste
teorema, demonstrando que nao se trata de um resultado isolado. Veremos que, ao aplica-lo
em triangulos, conseguimos obter vdrias consequéncias que tém um impacto direto na

compreensao de propriedades e relagoes dentro dos tridngulos.

No capitulo 4, apresentaremos um conjunto de problemas que podem ser solucionados
por meio do Teorema de Tales. Esses problemas permitirao trazer a tona o potencial deste

teorema como uma ferramenta pratica na matematica.

Por fim, no capitulo 5, ampliaremos o uso do Teorema de Tales para obter resultados
na geometria analitica, destacando sua aplicabilidade para além de suas aplicagoes

tradicionais.

Portanto, esta dissertacao se concentra na abordagem do Teorema de Tales, com
vista a compreender bem as proporcoes de Tales de Mileto e suas principais consequéncias.
O objetivo ¢é obter destreza na resolugdo de problemas sobre congruéncias e semelhancas
de tridngulos, servindo de base para que outros professores possam enxergar com paixao
a geometria. Dessa forma, mostraremos através deste trabalho que o Teorema de Tales
estd intrinsecamente ligado a diversos assuntos dentro da matematica. Percorreremos ao
longo desta dissertagao o caminho necessario para uma boa compreensao dos conceitos
elementares da geometria, mostrando que tais conceitos sao as bases de diversos teoremas.
Compreender bem um teorema significa apropriar-se dessas bases e, por consequéncia,

facilitar a aprendizagem.
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2 Geometria Euclidiana: postulados e nocoes

basicas de retas e triangulos

Nesse capitulo, abordam-se os conceitos preliminares que nos auxiliaram a construir

a presente dissertacao.

2.1 Os principais axiomas da geometria euclidiana

Aqui abordam-se os principais axiomas da geometria euclidiana, desenvolvidos por
Euclides, um matematico grego, por volta de 300 a.C., que fornecem a noc¢ao bésica dos
elementos necessarios para a sustentabilidade do Teorema de Tales. Segundo SANTOS
(2014) [6], "Axiomas sao verdades inquestionaveis universalmente vélidas muitas vezes
utilizadas como principio de construcdo de uma teoria ou como base para alguma
argumentacao'. No livro Elementos, Euclides fixa 10 axiomas dos quais cinco sdo nogoes
comuns e cinco postulados. Os axiomas sao fundamentais para a compreensao e a

fundamentagdo da matematica, desde a sua publicacao até os tempos atuais.

Em sua obra Os elementos, EUCLIDES [7] apresenta as nogoes comuns:

1 - Coisas iguais a uma mesma coisa sdo também iguais. 2 - Se iguais
sdo adicionados a iguais, os totais obtidos sdo iguais. 3 - Se iguais sdo
subtraidos de iguais, os totais obtidos s@o iguais. 4 - Coisas que coincidem
uma com a outra sdo iguais. 5 - E o todo [¢] maior do que a parte.

As nocgoes comuns nao sao passiveis de demonstragoes, devem ser aceitas como
verdadeiras e referem-se a quaisquer grandezas matematicas, logo quando fala-se em 'Coisas
iguais’ podemos entender como, por exemplo, se dois segmentos de retas sao iguais a um

terceiro segmento de reta, entdo esses dois segmentos de retas sao iguais entre si.

Ainda em sua obra, Os elementos, EUCLIDES [7] apresenta os postulados:

1. Fique postulado tragar uma reta a partir de todo ponto até todo ponto.
2. Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta.
3. E, com todo centro e distancia, descrever um circulo. 4. E serem iguais
entre si todos os angulos retos. 5. E, caso uma reta, caindo sobre duas
retas, faca os dngulos interiores e do mesmo lado menores do que dois
retos, sendo prolongadas as duas retas, ilimitadamente, encontrarem-se
no lado no qual estdo os menores do que dois retos.

Esses postulados sao essenciais para entendermos diversos teoremas e proposigoes.

Discute-se na proxima secao cada um dos postulados de Euclides.
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2.2 Os cinco postulados da Geometria Euclidiana

Nesta se¢ao discute-se os postulados da Geometria Fuclidiana que dao base a
diversos teoremas e proposicoes da Geometria Plana. Busca-se aqui ndo somente apresentar
cada um dos postulados, mas auxiliar a compreendé-los geometricamente. Faz-se também

ajustes no texto de referéncia de forma a torna-lo mais simples e compreensivel.

Postulado 1. Pode-se tragcar uma unica reta unindo quaisquer dois pontos.

O postulado 1 estabelece que podemos tragar uma reta a partir de dois pontos

distintos. Assim, tomando-se dois pontos distintos A e B, a reta que os contém é denotada
como reta 1@ .

Figura 1 — Consequéncia do Postulado 1

A B
—@ @

w

Fonte: Elaborado pelo autor

Postulado 2. Pode-se prolongar de um unico modo qualquer reta finita continuamente

em uma reta.

O postulado 2 estabelece a continuidade de uma reta finita em um ponto, ou seja,
pode-se prolonga-la a partir do seu ponto de origem ou extremos. Por exemplo, tomando-se

uma reta finita em B, pode-se continué-la, finita ou infinitamente, a partir de B.

Figura 2 — Reta finita

A B
—® @

Fonte: Elaborado pelo autor

Na figura 3 uma reta finita com extremos em C' e D foi prolongada a partir de
seus extremos considerando o postulado 1, pois sabe-se que existe uma reta que contém
esse dois pontos, ou seja, pode-se prolongar C'D tanto finitamente quanto infinitamente a

partir de seus extremos. Obtém-se, a partir do prolongamento, a reta finita BC' e DFE.

Figura 3 — Prolongamento de C'D

B C D E
o—e @ @

Fonte: Elaborado pelo autor
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Na figura 4 a reta finita com origem em B e infinita a esquerda de B esta definida
distintamente por dois pontos.
Figura 4 — Reta finita a direita de B

A B
«—@ @

Fonte: Elaborado pelo autor

Na figura 5 prolonga-se a reta, vista na figura 4, finitamente em B até C'. Pode-se

dizer que tem-se agora uma nova reta finita com origem em C' e infinita a esquerda de A.

Figura 5 — Prolongamento da reta finita

A B C
—@ @ @

Fonte: Elaborado pelo autor

Pode-se ainda prolonga-la infinitamente em B, obtendo-se nesse caso uma reta
infinita definida por dois pontos distintos.
Figura 6 — Prolongamento a direita de B

A B
«—e @ >

Fonte: Elaborado pelo autor

Postulado 3. Pode-se tracar um circulo com qualquer centro e com qualquer raio.

O postulado 3 de Euclides estabelece que podemos construir um circulo a partir de
qualquer centro e de qualquer raio, ou seja, é possivel construir o circulo independente do

tamanho do raio desejado e de qual ponto utiliza-se como centro.

Figura 7 — Circulo a partir do centro e raio

Fonte: Elaborado pelo autor



23

Postulado 4. Todos os angulos retos sao iguais.

No postulado 4 de Euclides estabelece-se que todos os angulos retos sao iguais,
independente da posi¢ao da representacao geométrica desse angulo. Na figura 8, ainda que

os segmentos de retas estejam em posicoes distintas no plano, o angulo reto continua igual.

Figura 8 — Angulo reto

y =907

Fonte: Elaborado pelo autor

Postulado 5. Sejam duas retas m e n cortadas por uma terceira reta r. Se a soma dos
angulos internos formados pela intersecao da reta r com as retas m e n, que estao do
mesmo lado, for menor que 180 graus, entao m e n nao sdo retas paralelas. Além disso,

elas se intersectam do lado dos angulos cuja soma é menor do que 180 graus.

Figura 9 — Quinto postulado

Fonte: Elaborado pelo autor

Segundo Euclides, na figura 9, sendo as retas m e n cortadas pela reta r e supondo
que a soma dos angulos formados pela reta transversal seja menor que 180 graus, ou

seja, se o + [ < 180°, entao as retas m e n nao sao paralelas e, ainda, existird um ponto
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de intersecao entre m e n no lado dos angulos cuja soma seja menor que 180 graus que

denotamos como P. Desse postulado segue-se as seguintes implicacoes:

1* Implicacdo) Se os dngulos «v e § satisfazem a desigualdade o + 5 < 180°, entao

as retas m e n nao sao paralelas e existe um ponto P tal que mNn = P.

Figura 10 — 1# Implicacdo do quinto postulado

Fonte: Elaborado pelo autor

2% Implicagao) Se os dngulos « e (3 satisfazem a igualdade o 4+ 5 = 180°, entao as

retas m e n sdo paralelas e, portanto, nao existe um ponto de intersecao entre m e n.

Figura 11 — 22 Implicagao do quinto postulado

Fonte: Elaborado pelo autor

Pode-se também conjecturar, de modo analogo, em relagdo aos angulos ¢ e 6. Se os
angulos ¢ e 0 satisfazem a igualdade § 4+ 6 = 180°, entao as retas m e n sao paralelas. Na

subsecao 2.3.4 veremos, no caso de retas paralelas, que 6 = « e que 5 = 6.

A primeira implicagao estabelece a existéncia de um ponto de intersecao do lado
dos angulos cujo a soma é menor que 180 graus, ja a segunda indica que se a soma ¢é igual
a 180 graus, entao as retas m e n sao paralelas. Essas implicagoes permitem definir se as

retas sao transversais ou paralelas.



25

2.3 Nocao basica sobre retas, segmentos e semirretas

Nesta secao apresentam-se as nogoes basicas sobre retas, segmentos e semirretas,

abordando ainda sobre familia de retas paralelas e transversais.

2.3.1 Retas

Na secao 2.1, o postulado 1 estabelece que pode-se tragar uma tnica reta unindo
quaisquer dois pontos. Assim, dois pontos distintos A e B definem a reta que denotamos
por jﬁ . Segue-se também que as retas podem ser representadas por letras mintsculas do

alfabeto, por exemplo, podemos nomear a reta j@ de r e representa-la geometricamente.

Figura 12 — Reta r
A B
— O

r= AB

Fonte: Elaborado pelo autor

w

Em relacao aos tipos de retas, tém-se que duas ou mais retas podem ser retas

paralelas coincidentes, retas paralelas distintas ou concorrentes.

Compreende-se como retas paralelas, de acordo com a 2* implicagao do postulado
5, retas que nao possuem um ponto de interse¢ao, no entanto se as retas r e s sao duas
retas, tais que r é paralela a s e ha um ponto da reta r que esta contido em s, entao

conclui-se que 7 = s, logo r e s sdo paralelas coincidentes e representam uma tinica reta.
Figura 13 — Retas coincidentes paralelas
A B

—@ @ >
r=s

Fonte: Elaborado pelo autor

Diz-se que 7 e s sao retas paralelas distintas se, e somente se, elas nao se intersetam.

Figura 14 — Retas paralelas distintas

A B
«—e @ >
r
C D
—& & ?
5

Fonte: Elaborado pelo autor
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Diz-se que r e s sao retas concorrentes se, e somente se, elas nao forem paralelas.

Na figura 15 tem-se que r intersecao com s ¢ um ponto P.

Figura 15 — Retas concorrentes

5

. P

Fonte: Elaborado pelo autor

Pelo postulado 1 de Euclides, pode-se afirmar que existe uma reta concorrente a
uma outra reta, para tanto considere a reta r, um ponto P que pertence a r e um ponto

() que nao pertence a r.

Figura 16 — Existéncia da reta concorrente

Q
(]

& LY
Cd

r

Fonte: Elaborado pelo autor

Como () nao pertence a r, entdo existe uma reta concorrente a r que passa pelos

pontos P e () que pode-se denominar de reta 7@

2.3.2 Segmentos de retas

Definicao 1. Um segmento de reta é qualquer reta finita, com extremos A e B, contida

na reta que passa pelos pontos A e B.

Da definicao, se os pontos A e B sao distintos e pertencentes a uma reta r, entao
o segmento de reta AB é uma parte da reta r com extremidade em A e B. Conforme a
figura 17, o segmento de reta AB esta contido em r. Um segmento de reta é limitado pelos
seus extremos, logo todos os pontos do segmento de reta pertencem a reta, mas nem todos

os pontos da reta pertencem ao segmento de reta.

Figura 17 — Segmento de reta AB

A B

—C @ r
r

Fonte: Elaborado pelo autor

Se o ponto C' € AB, de tal forma que C é distinto de A e B, entdo o segmento
AB = AC U CB, onde o comprimento do segmento AB é o nimero real |AB|, tal que
|AB| = |AC| + |CB|.
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Figura 18 — Uniao dos segmentos AC e C'B

A c B
€ @ . *—>

Fonte: Elaborado pelo autor

Se B = C, ou seja, se B e C' sao pontos coincidentes, entao |AB| = |AC| e o
segmento BC' tem comprimento nulo. Diz-se ainda que o segmento AB e AC' sao segmentos

coincidentes.

Figura 19 — Segmentos coincidentes

¢ — 0
A B=C

Fonte: Elaborado pelo autor

2.3.3 Semirretas

Definicao 2. A semirreta 1@ ¢ a uniao do segmento AB e o conjunto de todos os pontos

X tais que B pertence ao segmento AX.

Da definigao, a semirreta da figura 20 tem origem em A.

Figura 20 — Semirreta @

A B X
*r—o—e—>

Fonte: Elaborado pelo autor

Assim,

AB = ABU{X € AB|B € AX)

O segmento de reta é limitado em seus extremos, ja a semirreta é limitada por seu
ponto de origem. Por exemplo, a semirreta 1@ tem origem no ponto A, logo é limitada

pelo ponto A.

Figura 21 — Semirreta com origem em A

A B
@ &

b

Fonte: Elaborado pelo autor
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2.3.4 Angulos formados por duas retas e uma transversal

Nesta subsecao apresenta-se a nomenclatura dos angulos formados por duas retas
cortadas por uma transversal, vera-se ainda que quando duas retas paralelas distintas sao

cortadas por uma transversal os angulos definidos possuirao uma caracteristica especial.

Defini¢ao 3. Duas retas r e s de um mesmo plano, interceptados pela reta transversal t,
formam oito angulos. Os pares de dngulos sao denominados de alternos internos, alternos

externos, correspondentes e colaterais.

Da definicao compreende-se que duas retas concorrentes ou paralela distintas,
cortadas por uma reta transversal, formam angulos denominados de alternos internos,
alternos externos, correspondentes e colaterais. Conforme a figura 22 as retas r e s sao

duas retas concorrentes cortadas pela reta transversal ¢ e determinam oito angulos.

Figura 22 — Retas concorrentes cortadas pela transversal

v

Fonte: Elaborado pelo autor

Analogamente, na figura 23 as retas r e s sdo duas retas paralelas cortadas pela

reta transversal ¢ e também determinam oito angulos.

Figura 23 — Retas paralelas cortadas pela transversal

b

v

F3

Fonte: Elaborado pelo autor

Em ambos os casos ocorrem as seguintes correspondéncias:
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1) Angulos alternos internos: o e d, 6 e (;
2) Angulos alternos externos: v e 3, 1 e X;
3) Angulos correspondentes: f e A, ae 3,y e d, ne (;
4) Angulos colaterais: ye A\, 0 ed, ne 3, ae(.
Na figura 24, identificamos o ponto A como a intersecao da reta r com a reta t,

e o ponto B como a intersecao da reta s com a reta t. Além disso, na figura 24, foram
definidos os pontos C', D, E, F', S e T.

Figura 24 — Pontos nas retas r, s e t

&
9

Fonte: Elaborado pelo autor

Pelo Postulado 5 sendo r paralelo a s, entao

§+6 =180°
a+( =180°

Da figura 24 tem-se que r é dado pela uniao das semirretas m e 1@, opostas,
ambas com origem em A. Analogamente a reta s é formada pela unido das semirretas ﬁ
e B?, opostas, com origem em B, enquanto que a semirreta ¢ corresponde a uniao da
semirreta ﬁ com o segmento de reta BA e a semirreta B .

Definicao 4. Duas semirretas opostas contidas em wma mesma reta determinam um

angulo de 180°, denominado de angulo raso.

Como r = &4 U E, entao
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A+ B = 180° (2.1)
§+¢ = 180° (2.2)

Além disso s = ﬁ? U ﬁ, logo

0+a =180° (2.3)
v+n =180° (2.4)

Também t = ﬁ UBAU ﬁ, assim

S+ X =180° (2.5)
C+0 =180° (2.6)
0+~ =180° (2.7)
n+a = 180° (2.8)

Proposicao 1. Se uma reta transversal intersecta duas retas paralelas, entdo os pares de

angulos alternos internos, alternos externos e correspondentes sao iguais entre Si.

Como r é paralelo a s e do resultado obtido em (2.3),

) 60+0=180°=0+a=0=«

Por r//s e (2.3),

i) a+(=180°=0+a=60=

De i) e ii) mostra-se que, para retas paralelas cortadas por uma transversal, os

angulos alternos internos sao, dois a dois, iguais.

Por (2.5) e (2.2),
i) 0+ A=180°=0+(= A=
Como 7 é paralelo a s e do resultado obtido em (2.8),

iv) a+(=180°=n+a=n=_
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Por (2.3) e (2.7)

V) O+a=180°=0+y=>a=r
Por (2.1) e (2.5)

Vi) A+ =180°=0+A A==

De i) e vi) obtém-se que o = 3, donde conclui-se pelo item v) que v = f.

De iii) e iv) obtém-se que n = A.

Dai, mostra-se que os angulos alternos externos sao iguais dois a dois.

Como viu-se anteriormente a = § e n = (. Ainda, de ii) e iii) conclui-se que 0 = X

e de i) e v) que 7 = §. Dai mostra-se que os angulos correspondentes sao iguais dois a dois.

Definicao 5. Dois angulos sdo suplementares se a soma de suas medidas € iqual a 180°.

Pela definicao 5 os pares de angulos cuja soma ¢ igual a 180° sdo denominados de

angulos suplementares, ou seja, por exemplo, o angulo # é suplemento do angulo «, pois
0 + a = 180°.

Definig¢ao 6. Dois angulos sao adjacentes quando sao consecutivos e nao possuem pontos

internos comuns.

Voltando a figura 24 tem-se que as semirretas opostas, CA e AD, com origem em
A, definem com a semirreta ﬁ , com origem em A, os angulos A e 3. Diz-se nesse caso que

os angulos A e [ sdo adjacentes, pois sao angulos consecutivos sem pontos em comuns.

Dois angulos sao consecutivos se possuem um lado em comum, ou seja, se um lado

de um coincide com o lado de outro angulo.

Figura 25 — Angulos adjacentes

Fonte: Elaborado pelo autor

Na Figura 25 os dngulos a e 7 sdo angulos adjacentes, porém « e 5 nao sdo angulos

adjacentes, pois nao possuem um lado em comum.
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2.4 Triangulos: Conceitos basicos e classificacdo

Apresentam-se nesta secao os conceitos basicos e as classificacoes do tipos de
triangulos. Essa apresentacao faz-se necessaria, pois neste trabalho abordam-se alguns

tipos de triangulos.

2.4.1 Conceitos

No livro Geometria, Colecio PROFMAT, MUNIZ NETO (2013) [8] introduz que:

Trés pontos nao colineares formam um tridangulo. Nesse caso, a regiao
triangular correspondente é regido limitada do plano, delimitada pelos
segmentos que unem os trés pontos dois a dois. Sendo A, B e C tais
pontos, diremos que A, B e C' sdo os vértices do triangulo AABC.

Além disso ele acrescenta:

Ainda em relagdo a um triangulo genérico ABC', diremos que os segmentos
AB, AC e BC (ou seus comprimentos) sdo os lados do tridngulo; em
geral, escreveremos |AB| = ¢, |AC| = b e |BC| = a para denotar os
comprimentos dos lados de um tridngulo ABC. [8]

A partir dessa apresentacao podemos enunciar a seguinte defini¢ao:
Definicao 7. Dados trés pontos distintos, A, B e C, ndo colineares, chama-se triangulo

ABC' a unido dos segmentos AB, AC e BC, que denotamos por triangulo NABC.

Figura 26 — Triangulo AABC

A

Fonte: Elaborado pelo autor

Os elementos de um tridangulo sao:

a) Vértices: A, Be C
b) Lados: Segmentos AB, AC' e BC

c¢) Angulos: A, B e C sdo angulos internos
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2.4.2 C(lassificacao

Os triangulos podem ser classificados quanto aos comprimentos dos segmentos que
o compoem ou quanto a medida dos seus angulos internos. Quanto a classificagao pelos

comprimentos dos segmentos MUNIZ NETO (2013) [8] apresenta a seguinte definigao:
Definicao 8. Um triangulo ABC' é denominado:

(a) Equildtero, se |AB| = |AC| = |BC].

(b) Isdsceles, se ao menos dois dentre |AB|, |AC|, |BC| forem iguais.

(c¢) Escaleno, se |AB| # |AC| # |BC|.

Figura 27 — Tridngulos Equilatero (esq.), Isésceles (centro), escaleno (dir.) - 1

A A

B C B Cc B C

Fonte: Elaborado pelo autor

A classificacao pelas medidas dos angulos segue de modo similar a classificacao

pelos comprimentos dos segmentos.

Definicao 9. Um triangulo ABC' é denominado:
(a) Equildtero, se os angulos internos A, BeC forem iguais a 60°.
(b) Isdsceles, se ao menos dois dentre fAl, BeC forem iguais.

(¢) Escaleno, se A+ B # C.

Figura 28 — Triangulos Equilatero (esq.), Isésceles (centro), escaleno (dir.) - 2

A A

B c B o B c

Fonte: Elaborado pelo autor



34

Por fim, um dos tridngulos mais importantes é o denominado tridangulo retangulo.
Chama-se de tridngulo retangulo todo triangulo que possui um de seus angulos A, BouC
igual a 90° (4ngulo reto). Se um dos dngulos é reto, entao hé dois segmentos perpendiculares

entre si.

Figura 29 — Triangulo retangulo

A

90°

w._l

c

Fonte: Elaborado pelo autor

Na figura 29 o angulo B mede 90°, daf diz-se que AB é perpendicular a BC.

2.5 Angulo externo de um triangulo

Nesta se¢ao aborda-se como obter as medidas dos angulos externos de um triangulo
a partir das medidas dos angulos internos desse triangulo. Entende-se como angulo externo

o angulo formado pelo prolongamento de um dos lados do triangulo com o lado adjacente.

Figura 30 — Angulo externo

A a
A C

Fonte: Elaborado pelo autor

Na figura 30 o angulo « é angulo externo do triangulo AABC.

Teorema 1. Se no triangulo AABC o dngulo o € externo referente ao lado AC e \, ¢ e

B forem, respectivamente, os angulos internos A, B e C, entao

a=\+o.
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Demonstragdo. Seja A=\, B = pe C = B dngulos internos do triangulo AABC' e
o angulo externo ao triangulo determinado pelo prolongamento do segmento AC e pelo

segmento BC'.

Traga-se por C' o segmento C'D, tal que C'D seja paralelo a AB e divide o angulo

« em dois angulos adjacentes, que denotamos de angulos 6 e §.

O angulo 6 é formado pelos segmentos BC' e C'D, enquanto que o adngulo § é

formado pelo segmento C'D e a semirreta 1@ .

Figura 31 — Segmento paralelo

Fonte: Elaborado pelo autor

Segue que a = # 4+ 9. Como o segmento C'D é paralelo ao segmento AB e o
segmento BC é transversal, entdao, como visto a partir da Proposicao 1, o angulo ¢ = 6.

Analogamente, dado que C'D ¢é paralelo a AB, entao A = 4.

C.Q.D.
a=\+o.

2.6 Soma dos angulos internos de um triangulo

Nesta secao aborda-se o Teorema angular de Tales.

Figura 32 — Angulos internos do tridngulo AABC
B

WA B c

Fonte: Elaborado pelo autor

O Teorema angular de Tales indica que em um tridngulo AABC' a soma dos angulos
internos é igual 180°, ou seja # + d + 3 = 180°.
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Teorema 2. Se no triangulo ANABC' os angulos 0, § e 3 forem, respectivamente o0s angulos

internos A, B e C, entdo

0+ 8+ 6= 180°.

Demonstracao. Seja o triangulo NABC' e W uma reta paralela a AC, passando por
B, como na figura 33.

Figura 33 — Demonstracao da soma do angulo externo ao triangulo - Parte 1

X B Y
@ ®
4]
A 0 6 C

Fonte: Elaborado pelo autor

Como AB é transversal as paralelas AC' e W , entdo XBA = 6. Analogamente,
CB é transversal as paralelas AC e W , entdo Y BC = 8.

Figura 34 — Demonstracao da soma do angulo externo ao triangulo - Parte 2

Fonte: Elaborado pelo autor

—
Como a semirreta YB é oposto a BY', entao pela definicao 4 tém-se que

XBA+ 6+ YBC = 180° (2.9)
Mas, XBA =0 e YBC = 8.

C.Q.D.
0+ 6+ 8 =180°
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2.7 Casos de congruéncias de triangulos

Aqui apresentam-se os trés casos de congruéncias de tridngulos. Dizer que dois

triangulos sao congruentes significa que os seus lados homologos sdo congruentes.

Figura 35 — Triangulos congruentes

c C'

A B

Fonte: Elaborado pelo autor

Na figura 35 o tridngulo AABC' é congruente ao tridngulo AA'B’'C’, logo seus
lados homdlogos sao congruentes, ou seja, |[AB| = |A’'B'|, |AC| = |A'C'| e |BC| = |B'C"|.

Inicia-se apresentando a demonstracao do caso LAL a partir da abordagem realizada
por MUNIZ NETO [8] no livro Geometria da Colegao PROFMAT.

Proposicao 2 (LAL). Se dois lados de um triangulo e o angulo formado por esses dois
lados forem respectivamente iguais a dois lados de outro triangulo e ao angulo formado

por esses dois lados, entao os dois triangulos sao congruentes.
Demonstragao. Seja a semirreta AX, com origem A, e a semirreta AY , com origem
em A, tal que A = a.
1) Marca-se na semirreta B um ponto B, tal que |AB| = a.
. -
2) Marca-se na semirreta AY um ponto C, tal que |AC| = b.

3) Unindo o ponto B ao ponto C' obtém-se o tridngulo AABC.

Figura 36 — Construcao do triangulo AABC

Fonte: Elaborado pelo autor
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A analise dos passos da construcao nos permite concluir que determinando outra
posicao para o vértice A e outra direcdo para o angulo X AY = a, a construcao do tridngulo
AABC continua determinada e obtém-se intuitivamente um triangulo congruente ao

primeiro.

Figura 37 — Demonstragao do caso LAL
Yy C b A

Fonte: Elaborado pelo autor

Portanto, o caso LAL garante a congruéncia do tridngulo AABC' ao triangulo
NA'B'C'".

Proposicao 3 (ALA). Se dois angulos de um tridngulo e o lado compreendido entre esses
dois angulos forem respectivamente iguais a dois angulos de outro triangulo e ao lado

compreendido entre esses dois angulos, entdo os dois triangulos sao congruentes.

Demonstracao. Sejam os triangulos NABC e AA'B'C" dois triangulos tais que no
triangulo ANABC' o lado AC', compreendido entre os angulos o e 0, seja congruente ao lado
A'C’, do triangulo NA'B'C’, que estd compreendido entre os angulos B e 6. Seja ainda
a=pfel=405eD um ponto da semirreta 1@, de tal modo que |AB| = |A'D].

Héa dois casos a considerar, ou A’B'= A'DU DB ou A’D = A’B"UB'D.
1° caso: AB'=ADUDB’

Figura 38 — Demonstracao para o 1° caso

C

Fonte: Elaborado pelo autor

Como |AC| = |A'C'], 0 = § e |AB| = |A'D|, entéo, pelo caso de congruéncia LAL,
o tridngulo AABC' é congruente ao tridngulo AA’DC". Logo o = A’ C'D, mas por hip6tese

a = [, assim 3 = A’a\”D, entao os segmentos DC’ e B'C’ coincidem.
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Dali, os pontos D e B’ coincidem e conclui-se que o tridngulo AA’B'C’ é congruente
ao tridngulo AA’DC’. Como o tridngulo AABC é congruente ao triangulo AA’DC’, entao
o tridngulo AABC' é congruente ao triangulo AA’'B'C’.

2° caso: AAD =A'B'"UB'D
Figura 39 — Demonstracao para o 2° caso

C

)

Fonte: Elaborado pelo autor

Analogamente ao caso anterior, como |AC| = |A'C’|, 0 =6 e |AB| = |A’'D], entao,
pelo caso de congruéncia LAL, o tridngulo AABC é congruente ao tridngulo AA’DC".
Logo o = A'C'D, mas por hipétese a = 3, assim 8 = A'C'D, entdo os segmentos DC’ e
B'C’ coincidem.

Dali, os pontos D e B’ coincidem e conclui-se que o tridngulo AA’B'C’ é congruente
ao tridngulo AA’DC’. Como o tridngulo AABC é congruente ao triangulo AA’DC’, entao
o tridngulo AABC' é congruente ao triangulo AA'B'C’.

Portanto, no dois casos conclui-se que o tridngulo AABC' é congruente ao triangulo

ANA'B'C'.

Proposigao 4 (LLL). Se os trés lados de um triangulo sao, em alguma ordem, respectivamente

congruentes aos trés lados de outro triangulo, entdo os dois triangulos sao congruentes.

Figura 40 — Caso de congruéncia LLL
C c'

A B A B’

Fonte: Elaborado pelo autor
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Demonstragao. Seja os triangulos AABC e AA'B'C’, tais que o segmento |AC| = |A'C"|,
|BC| = |B'C’'| e |AB| = |A'B’|.

Figura 41 — Triangulos de lados congruentes

C CI

Fonte: Elaborado pelo autor

e
A partir da semirreta A’B’, no semiplano oposto ao que contém C”, definimos um
ponto D tal que |[AC| = |A'D| e BAC = B'A’'D = a. Obtém-se também, unindo D a B’,

o segmento DB’

Figura 42 — Demonstragao da congruéncia LLL

CI

Fonte: Elaborado pelo autor

Pelo caso LAL, o triangulo AABC' é congruente ao triangulo AA’B'D. Como
|AC| = |A'C"|, entao |A'C'| = |A'D| e ainda |BC| = |B'D|, entao |B'C'| = |B'D|.

O tridngulo AA'C'D é isésceles, dado que o lado |A'C’'| = |A'D|, logo tem-se
A'DC’ = A'C'D = B. Analogamente, o triangulo AB'C'D é is6sceles, dado que o lado
|B'C"| = |B'D|, logo B'DC’' = B'C'D =0
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Figura 43 — Tridngulos isosceles AA'DC" e AB'C'D

C

Fonte: Elaborado pelo autor

Veja que o angulo A/DB’ = A'C'B’ = S + 6, logo pelo caso LAL conclui-se que
o triangulo AA’B'C" é congruente ao triangulo AA’B’D. Dai, conclui-se que o angulo
B'A'C' = BAC = a.
Figura 44 — Prova da congruéncia LLL

c

D

Fonte: Elaborado pelo autor

Como o triangulo AABC é congruente ao tridngulo AA’B’D, entao conclui-se que
ACB = ADB = AC'B'. Assim, sendo |AC| = |A'C’| e os angulos compreendidos entre
0s segmentos serem « e ACB = A'C'B', entéo, conclui-se pelo caso ALA que o triangulo
ANABC é congruente ao triangulo AA’B'C".
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2.8 Familias de retas paralelas

Nesta secao considera-se apenas retas paralelas e distintas. Trés ou mais retas

paralelas constituem uma familia de retas paralelas entre si, veja a figura 45.

Figura 45 — Familia de retas paralelas

v
=

_

A~
v
La

v
~

™

~
L
=

L
v
=

Fonte: Elaborado pelo autor

Na figura 46 a familia de retas paralelas r, s, t, u e v é cortada por uma transversal,
que define sobre as paralelas os pontos de intersecao A, B,C, D e E, tal que |AB| = |BC|
e |CD| =|DE].

Traga-se uma outra reta transversal que intersecta a familia de retas paralelas,
obtém-se os pontos de intersecdo M, N, P, () e R que definem os segmentos M N, NP, PQ)
e QR.

Demonstrara-se que se a familia de retas paralelas define segmentos iguais em uma

transversal, entao também definird segmentos iguais em outra reta transversal, ou seja,
que o segmento [MN| = |NP| e |PQ|=|QR)|.

Figura 46 — Familias de retas paralelas cortada por duas transversais

X

A M
¢ - \N »
‘ s
P 'y

X

~
m
'i/
r
-

A~

Fonte: Elaborado pelo autor

Teorema 3. Uma familia de retas paralelas que determina segmentos iguais em uma reta

transversal m, determinara também segmentos iguais em uma reta transversal n.
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Demonstracao. Considere as retas v, s e t, mutuamente paralelas, com m e n retas
transversais, de tal modo que A, B, e C € m com |AB| =|BC| e M,N e P € n.

Conforme a figura 47 segue:

1) Por M tragou-se um segmento paralelo a reta m que intersecta a reta s em D.
2) Por N tragou-se um segmento paralelo a reta m que intersecta a reta t em E.

3) Tragou-se o segmento BM, como BM é transversal as retas paralelas r e s, entao
0=dea=7.

4) Pela igualdade obtida no item 3) e sendo BM o lado dos tridngulos AABM e
ABDM, entdao o AABM é congruente ao ABDM pelo caso ALA. Assim, obtém-se
que |[AB| = |MD|.

5) Traga-se o segmento C'N, transversal as retas s e t, analogamente aos passos anteriores
conclui-se que ¢ =n e A = p. Sendo C'N o lado dos triangulos ABCN e ACNE,
entdo o ABCN é congruente ao ACNE pelo caso ALA. Dai conclui-se que |BC| =
INE|.

6) Como |AB| = |BC|, entao conclui-se que |AB| = |BC| = |MD| = |NE|.

Figura 47 — Retas transversais as paralelas

Fonte: Elaborado pelo autor

7) Conforme a Figura 48 a reta m é paralela as retas que contém M D e N E, respectivamente.
Como a reta n é transversal as paralelas, entao, pela Proposicao 1, ¢ = u = k.
Analogamente, como a reta m é transversal as paralelas r, s e t, entao, pela Proposicao
1, (= ABD = BCE. Pelo passo 3) conclui-se que ABD = AMD e BCE = BNE.
Pela Proposigao 1, v = AMD e w = B]/V\E, logo ( = v =w.
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8) Como |[MD| = |NE|, u =k ey = w, entdo pelo caso de congruéncia ALA, o tridngulo
ADMN é congruente ao tridngulo AEN P. Portanto, conclui-se que |[MN| = |NP|

Figura 48 — Segmentos congruentes

Fonte: Elaborado pelo autor

A seguir temos a reciproca do Teorema 3.

Teorema 4. Se nas retas m e n, respectivamente, |AB| = |BC| e M N| = |NP|, entdo
< ? % .
as retas r = AM, s = BN et = CP sdo mutuamente paralelas.

Demonstragao. Sejam os pontos A, B e C pertencentes a reta m e M, N e P a reta n,
<
seja aindar = AM e s = EN, mutuamente paralelas, |AB| = |BC| e [MN| = |NP|, mas

suponha que t = 6? nao seja paralela as retas r e s, conforme a figura 49.

Figura 49 — reciproca do Teorema 3

Fonte: Elaborado pelo autor
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Traca-se por C' uma reta paralela s que intersecta a reta n em P’, conforme a figura
50.

Figura 50 — Demonstracao do reciproca do Teorema 3

Fonte: Elaborado pelo autor

<
De acordo com o Teorema 3, como as retas r, s e C'P’ sdo uma familia de retas

paralelas e |[AB| = |BC|, entao |MN| = |[NP'|.

Por hipétese |[MN| = |NP|, mas, de acordo com o Teorema 3, |[MN| = |[NP/|,
logo:

INP| = |NP|.

No entanto, NP = NP'U P'P. Fazendo, [NP'| = z, |P'P| =y, entéo:

r+y=2x

O que s6 é verdade se y = 0, o que é absurdo, pois isso implica que P e P’ sdo
coincidentes e a reta t é paralela as retas r e s, mas por hipotese t nao é paralela a r e s.

Portanto resta concluir que se |[AB| = |BC| e [MN| = |NP|, entao t é paralela a r e s.

2.8.1 Paralelogramo

Na Sec¢ao 2.8 demonstrou-se o Teorema 3. Pelo item 1), AB C m e M D é paralelo a
m, entdo AB é paralelo a M D. Pela congruéncia obtida no item 4), viu-se que |AB| = |M D|.
Ainda pelo item 4), sendo o tridngulo AABM congruente ao tridngulo ABDM , conclui-se
que |[AM| = |BD).
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Segue ainda que AM C r e BD C s e como r é paralelo a s, entao AM é paralelo a
BD. A partir dessa abordagem encontrou-se o quadrilatero ABDM que tem lados opostos

paralelos.

Figura 51 — Paralelogramo

B C

A

H D

Fonte: Elaborado pelo autor

Definicao 10. Um paralelogramo é um quadrildtero com lados opostos paralelos

Como abordado anteriormente, mostrou-se que AM é paralelo a BD e AB é paralelo

a M D, logo conclui-se que o quadrilatero ABDM é um paralelogramo pela definigao.

Proposicao 5. Um quadrilatero é um paralelogramo se, e so se, seus angulos opostos

forem iguais.

Demonstracao. Seja ABC'D um quadrildtero, tal que AB ¢é paralelo a DC' e AD paralelo
a BC', mas que o # v e § # 0§, conforme figura 52.

Figura 52 — Demonstragao da proposicao 5 - parte 1

B C

A D

Fonte: Elaborado pelo autor

Unindo o vértice A ao C' obtém-se o segmento AC'.

Figura 53 — Demonstragao da Proposicao 5 - parte 2

Fonte: Elaborado pelo autor
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O segmento AC' é transversal as paralelas AB e DC' e as paralelas AD e BC', logo
=(Cec=mn,assim f+c=(+n. Segue que a =0 +ce~v=(+n,logoa="r.

Unindo a vértice B a D obtém-se o segmento BD.

Figura 54 — Demonstracao da Proposicao 5 - parte 3

Fonte: Elaborado pelo autor

O segmento BD é transversal as paralelas AB e DC' e as paralelas AD e BC', logo
p=Aew=~r,assimw+ A= p+ kK. Segue que d =w+ e = pu+k, logo d =f.

Por hipdtese os angulos opostos sao diferentes, logo cai-se em uma contradigao,
pois @ = v e f = 4. Portanto, se os lados opostos forem paralelos, entao os angulos opostos
sao iguais.

Para a reciproca precisamos mostrar que se em um quadrilatero os angulos opostos

sao iguais, entao os lados opostos sao paralelos.
Demonstracao. Seja ABCD um quadrildtero, tal que os angulos opostos sao iguais, mas

suponha que os lados opostos nao sdo paralelos, conforme a figura 55.

Figura 55 — reciproca da Proposi¢ao 5

B C

Fonte: Elaborado pelo autor

Tragamos por A um segmento paralelo a BC' que encontra em D’ um segmento
paralelo a AB tracado a partir de C', assim AD’ é paralelo a BC e AB é paralelo a D'C.
Pela proposicao 5, como o quadrilitero ABCD' tem lados paralelos, entdo ABC = AD'C
e BAD' = BC'D', conforme a figura 56.
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Figura 56 — Demonstracao da reciproca da Proposicao 5 - Parte 1

B C

Fonte: Elaborado pelo autor

Seja BAD' = 6. Ainda pela proposicdo 5, o angulo BAD' = BCD'. Assim,
BAD' = BCD' = 9.

Unindo B a D e B a D', conforme figura 57, obtém-se no quadrilatero ABC' D os
triangulos AADB e ABCD e no quadrilatero ABCD’ os tridngulos AAD'B e ABCD'.

Figura 57 — Demonstracao da reciproca da Proposicao 5 - Parte 2

B c

D

Fonte: Elaborado pelo autor

A soma dos dngulos internos do quadrilatero ABC'D é igual a soma dos angulos
internos dos dois triangulos determinados pelo segmento BD. Logo,
a+ ABD + ADB + a + CBD + CDB = 180° + 180°

Mas, 3 = ABD + CBD = ADB + CDB. Assim,

20 + 23 = 360 (2.10)

Analogamente, a soma dos angulos internos do quadrilatero ABC D’ é igual a soma

dos angulos internos dos dois triangulos determinados pelo segmento BD'. Logo,
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0+ ABD' + AD'B+ 6+ CBD' + CD'B = 180° + 180°

Mas, 3 = ABD' + CBD' = AD'B + CD'B. Assim,

20 + 23 = 360 (2.11)

Fazendo (2.10) = (2.11) obtém-se o = #.

Mas se o = 6, entao o segmento C'D coincide com C'D’ e o segmento AD coincide
com AD', o que é absurdo, pois nesse caso os lados opostos sao paralelos, o que contradiz a
hipdtese. Portanto, resta concluir que se os angulos opostos sao iguais, entao no quadrilatero
ABCD o segmento AD ¢ paralelo a BC' e AB é paralelo a DC'.

Proposicao 6. Um quadrilitero é uwm paralelogramo se, e so se, seus pares de lados

opostos forem iguais.

Demonstracao. Seja ABC'D um quadrildtero, tal que AB € paralelo a DC e AD paralelo
a BD.

Os lados opostos do quadrilatero sao paralelos, entao por definicaio ABC'D é um

paralelogramo. Unindo A ao vértice C' obtém-se AC', conforme a figura 58.

Figura 58 — Demonstracao da Proposi¢ao 6

B c

Fonte: Elaborado pelo autor

Como AC é transversal as paralelas AD e BC e também as paralelas AB e DC,
entdao p=mne ( =6. O segmento AC' estd compreendido entre os angulos dados, logo pelo

caso de congruéncia ALA o triangulo AABC é congruente ao triangulo AADC.

Da congruéncia obtida conclui-se que |AB| = |DC| e |AD| = |BC/, portanto os

lados opostos sao iguais.
Para a reciproca mostraremos que se o quadrilatero tem lados opostos iguais entao

ele é um paralelogramo.

Demonstragao. Seja ABCD um quadrildatero de lados opostos iguais, tal que AB ndo é

paralelo a DC' e AD nao é paralelo a BC, conforme a figura 59.
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Figura 59 — Demonstracao da reciproca da proposicao 6 - Parte 1

B c
H

D

Fonte: Elaborado pelo autor

Unindo o vértice A ao C obtém-se os tridngulos AABC e AADC, congruentes
pelo caso LLL, donde-se conclui que ABC = ADC = 3

Figura 60 — Demonstracao da reciproca da proposicao 6 - Parte 2

B c
i

D

Fonte: Elaborado pelo autor

Unido o vértice B ao D obtém-se os triangulos AABD e AC DB, congruentes pelo
caso de congruéncia LLL, donde-se conclui que BAC = BCD = a.

Figura 61 — Demonstragao da reciproca da proposicao 6 - Parte 3

B c
H

D

Fonte: Elaborado pelo autor

Assim, mostra-se que os angulos opostos do quadrilatero ABC'D sao iguais.



51

Figura 62 — Demonstragao da reciproca da proposicao 6 - Parte 4

B c

Fonte: Elaborado pelo autor

Pela proposigao 5, um quadrilatero é um paralelogramo se os angulos opostos forem
iguais, mas por hipotese os lados opostos do quadrilatero nao sao paralelos, assim cai-se

em uma contradicao. Portanto, resta concluir que ABC'D é um paralelogramo.

No Livro Geometria Plana, Volume 9 da Colecao Fundamentos da Matematica
Elementar, DOLCE e POMPEO (2013, pag. 87) [9] estabelecem que “A distancia entre
duas retas paralelas é a distancia entre um ponto qualquer de uma delas e a outra reta”.

Dai segue a proposicao:

Proposicao 7. Se duas retas r e s, distintas, sao paralelas, a distancia entre r e s € o
comprimento de qualquer segmento de reta PQ) tal que P € r, QQ € s e PQ ¢ perpendicular

ares.

Demonstracao. Seja t uma reta transversal as retas r e s, distintas e mutuamente
paralelas, tais que P e () pertencem, respectivamente, a intersecao det comr e s, e PQ) é

perpendicular a r e s.

Figura 63 — Distancia entre retas paralelas

t

Fonte: Elaborado pelo autor
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Determina-se uma reta v paralela a ¢, transversal a r e s, intersectando-as,
respectivamente, em P’ e ). Como t é paralela a v, entao P'Q)’ é perpendicular a r

e S.

Figura 64 — Demonstracao da distancia entre retas paralelas

t é
P priY

= B

. —

Q: Q':

Fonte: Elaborado pelo autor

Como os angulos opostos sao iguais, entao pela Proposicao 5 o quadrilatero PQQ' P’

¢ um paralelogramo, logo |PQ| = |P'Q'|.
Essa proposicao nos permite em particular, tragar dois triangulos com alturas, PQ)
e P'Q), iguais.
Figura 65 — Triangulos com alturas iguais

Pl
r P

Q Q

Fonte: Elaborado pelo autor

Proposicao 8. Se a reta s intersecta as retas paralelas t e v, respectivamente, em @) e
Q', com s perpendicular a t e v, e tomando-se dois pontos P e P’, respectivamente, em t

e v, tal que |PQ| = |P'Q’|, entdo a reta r que passa por P e P' é paralela a s.

Demonstracgao. Seja s uma reta que contém os pontos, distintos, Q e @', tal que a reta
t que passa por Q seja paralela a reta v que passa por Q)', com s perpendicular a t e v.

Em t e v, respectivamente, define-se os pontos P e P', tal que |PQ| = |P'Q)|.
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Figura 66 — Prova da reciproca da Proposicao 7 - Parte 1

pit piv

Q: Q:

Fonte: Elaborado pelo autor

Suponha que por P passe uma reta r, paralela a s, mas que P’ ndo pertenca a r.
Seja P a intersecao entre r e v, com P'Q)’ = P'P"U P"(Q)’.

Figura 67 — Prova da reciproca da Proposicao 7 - Parte 2

iV

ft ¥

p

Q: Q'

Fonte: Elaborado pelo autor

Pela proposigao 8 se a reta r é paralela a reta s, entao |PQ| = |P"Q’|. Por hip6tese
|PQ| = |P'Q'|, logo |P'Q'| = |P"Q’|. Como P'Q" = P'P"UP"(Q)’, entdo fazendo |P"Q'| = «
e |P'P"| =y, entao:

rt+y==zx

O que 86 é verdade se y = 0, logo P'P” tem comprimento nulo, assim P’ = P”,
um absurdo, pois por hipotese P’ nao pertence a r. Portanto, resta concluir que se

|PQ| = |P'Q'|, entdo a reta r é paralela a s.

Proposicao 9. Se dois triangulos tém mesma altura, entdo a razdo entre suas dreas é

tgual a razdao entre suas bases.

Demonstracao. Sejam S; e Sy as respectivas dreas dos triangulos NABC e ANA'B'C’,
tais que os triangulos NABC e NA'B'C’ tenham ambos altura de comprimento h relativa

as bases BC' e B'C’', de comprimentos, respectivamente, a e b.

A drea (S) de um tridngulo corresponde a:

g_ Base ~2Altura
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Logo dividindo S por S5 obtém-se.

a-h
S 2
S, b-h
2
C.Q.D.
Sl_a
Sy b

]

Corolario 1. Se as medidas da base e altura de dois triangulos sao iguais, entao suas

areas sao 1guais.

Seja S a area do triangulo AABC e S, a area do triangulo AA'B'C’, tais que
as bases AB e A'B’ tenham ambos comprimentos iguais a b e as alturas relativas as

respectivas bases tenham comprimentos iguais a h, entao

b-h
51252:7.

2.9 Teorema de Pitagoras: Breve abordagem

Ao longo desse trabalho utiliza-se o Teorema de Pitdgoras' para provar alguma
relagao, como a de incomensurabilidade de segmentos, logo aborda-se nessa secao a

demonstracao do Teorema de Pitagoras e a sua reciproca.

Em um triangulo retdngulo AABC, reto em B, denominamos de hipotenusa a
diagonal AC' e de catetos os segmentos AB e BC. Em todo tridangulo retangulo vale o

Teorema de Pitagoras, segundo o qual:

Teorema 5. Em um tridingulo ANABC, reto em B, de catetos |AB| = a e |BC| =b e

hipotenusa |AC| = ¢ vale a sequinte relagao

¢ =a® + b

Demonstracao. Considere o triangulo ANABC, reto em B, de catetos |AB| = a e
|BC| = b e hipotenusa |AC| = ¢, com BAC' =« ¢ BCA = §.

Determina-se através dos lados do triangulos trés quadrados de lados a,b e ¢

(conforme a figura 68).

1 Segundo Eduardo Wagner (2015), Pitadgoras (c.569 — ¢.480 a.C.) nasceu na ilha de Samos, perto de
Mileto onde 50 anos antes tinha nascido Tales. Disponivel em https://www.obmep.org.br/docs/
apostila3.pdf, acesso em 27 dez. 2023


https://www.obmep.org.br/docs/apostila3.pdf
https://www.obmep.org.br/docs/apostila3.pdf
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Figura 68 — Demonstracao do Teorema de Pitagoras - Parte 1

E

He - 'y

Fonte: Elaborado pelo autor

Traga-se a partir de B um segmento paralelo ao lado AH do quadrado AHIC' até
Jem HI.

Figura 69 — Demonstracao do Teorema de Pitagoras - Parte 2

E

(1)
=/ *
X
H P

Fonte: Elaborado pelo autor

Pelo caso de LAL, o triangulo ABAH é congruente ao tridngulo ACAG, logo

a area dos tridngulos sao iguais. Define-se o ponto K na intersecdo de AC' com BJ e
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obtém-se o segmento H K.

Figura 70 — Demonstracao do Teorema de Pitagoras - Parte 3

E

Fonte: Elaborado pelo autor

Pela proposicao 7, como B.J é paralelo a AH, entao os tridngulos ABAH e AAHK
tem alturas iguais relativa ao lado AH, base de ambos os tridngulos, assim, pelo corolario 1,
triangulos que tem altura e base de mesmo comprimentos terao areas iguais. Dai conclui-se
que, como a area do ABAH ¢ igual a area do ACAG, logo a area do triangulo ACAG é
igual a drea do AAHK.

Como F'C é paralelo a GA, entao os triangulos AGAB e ACAG tém altura de
mesmo comprimento, relativa a base GA, base de ambos os tridngulos, entdo suas areas

sao iguais. Dessa forma conclui-se a drea do tridngulo AGAB ¢é igual a area do tridngulo

ANAHK.

Dessa forma a area do tridngulo AAHK é dado por

a2

5125

Como o quadrilatero AH JK tem lados opostos paralelos, entdao é um paralelogramo,
dai o tridngulo AHJK é congruente ao tridngulo AAH K, portanto tem &areas iguais.

Dessa forma o o quadrilatero AHJK tem area

S [AHJK] = a’.
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De modo andlogo aos passos anteriores, o tridngulo ACAD é congruente ao
triangulo ACIB pelo caso LAL, logo pela congruéncia obtida conclui-se que tém areas

iguais.

Figura 71 — Demonstragao do Teorema de Pitagoras -Parte 4

E

Fonte: Elaborado pelo autor

Unindo I a K, obtém-se o tridngulo ACKI.

Figura 72 — Demonstracao do Teorema de Pitdgoras - Parte 5

E

He——e— '

Fonte: Elaborado pelo autor
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Como BJ é paralelo a C1I, entao os triangulos ACIB e o ACIK tem alturas
iguais relativa ao lado C'I, base de ambos os tridngulos, donde-se conclui que suas areas

sao iguais pelo corolario 1. Assim, area do triangulo ACTK tém area igual ao do tridngulo
ANCAD.

Como AFE é paralelo a C'D, entao as alturas dos tridngulos ACAD e ACDB,

relativas ao lado C'D, sdo iguais e assim suas areas sdo iguais.

Portanto, o triangulo ACT K e AC DB tem a mesma area. Assim a area do triangulo
ACIK é dada por

Como o quadrilatero CIJK tem lados opostos paralelos, entao é um paralelogramo,
dai o triangulo ACTK é congruente ao triangulo AIJK, portanto tem areas iguais. Dessa

forma o o quadrilatero C'I JK tem area

Sicrir) = b

A area do quadrado AHIC é dado como

Sianrc) = ¢

No entanto, sua area também pode se escrita pela soma das dreas dos quadrilateros
AHJK e CIJK, assim

S[AHIC’} = (Z2 + b2.
Iguala-se as areas obtidas para o quadrilatero AHIC.

C.Q.D.

A =a®+ v
O

Teorema 6. Se num triangulo AABC de lados |AC| = ¢, |AB| =a e |BC| =, vale a

relacio a* = b* + ¢ entdo o triangulo ANABC é um triangulo retangulo.

Demonstracao. Suponha que no triangulo ANABC, vale a relagio a®> = b* + ¢, mas que
este nao seja um triangulo retangulo e que D seja o pé da altura, de comprimento p, do
triangulo NABC', conforme a figura 73.
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Figura 73 — Demonstracao da reciproca do Teorema de Pitagoras

B

Fonte: Elaborado pelo autor

Como o triangulo AADB é reto em D, entao

a*> =m?+p’

Por hipétese a? = b% 4 ¢2, logo
b+ 2 =m? + p?
Analogamente, para o triangulo ACDB

b2:n2+p2

Aplicando o resultado obtido na expressao anterior

n®+p* +c =m’+p?

Logo,

No entanto ¢ = m + n que aplicado na expressao anterior implica que

n® +m?+n?+ 2mn = m?
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Dad,

m+n=20

O que é absurdo dado que ¢ = m +n e ¢ > 0, logo a relacdo a? = b? + ¢ nao é

valida para quando o triangulo dado nao é um triangulo retangulo.
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3 Teorema de Tales e suas principais

consequéncias

3.1 Breve biografia: Tales de Mileto

De acordo com SOARES (2022)[10], Tales de Mileto foi um filésofo e matematico
grego, nascido, aproximadamente, em 624 a.C. em Mileto, na Grécia Antiga. Suas principais
contribuicoes estao no campo da matematica, onde na area da geometria desenvolveu o
famoso 'Teorema de Tales’, que aborda a proporc¢ao de segmentos em retas transversais

cortadas por retas paralelas e em triangulos semelhantes.

Figura 74 — Tales de Mileto

TR RN

Fonte: Wikipédia?

Entre seus feitos, segundos relatos historicos, ele aplicou principios matematicos
para medir distancias inacessiveis. Usando seus conhecimentos geométricos, mediu a altura
de piramides e calculou distancia entre navios no mar, demonstrando grande habilidade

em aplicar na prética seus conhecimentos geométricos.

Jerénimo afirma que ele [Tales| mediu efetivamente as pirdmides por
intermédio da sua sombra, apds ter observado o momento em que a nossa

2 Disponivel em https://pt.wikipedia.org/wiki/Tales_de_Mileto, acesso em 28 set. 2023


https://pt.wikipedia.org/wiki/Tales_de_Mileto
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propria sombra é igual a nossa altura. Eudemo, na Histéria da Geometria,
atribui este teorema a Tales; é que o método segundo o qual se diz que
ele demonstrou a distdncia dos navios no alto mar deve ter implicado,
segundo o referido autor, o emprego deste teorema. [11]

Além de suas contribuigoes para a matemaética, Tales, segundo SOARES (2022)[10],
também foi um dos primeiros filosofos a adotar uma abordagem racional para compreender
e explicar o mundo natural. Para Tales os fendmenos naturais poderiam ser explicados por

leis naturais, sendo a matematica uma ferramenta essencial para esse objetivo.

A influéncia de Tales de Mileto em nossa sociedade é notavel, tendo em vista que
suas contribui¢oes tem influenciado de forma significativa o desenvolvimento da ciéncia e

do pensamento racional na cultura ocidental.

3.2 Teorema de Tales

O Teorema de Tales estabelece uma relagao de proporcionalidade entre segmentos

de retas, em retas transversais intersectadas por retas paralelas.

Figura 75 — Retas transversais intersectando retas paralelas

A A

Fonte: Elaborado pelo autor

Segundo o Teorema de Tales uma familia de retas paralelas que corta duas retas
transversais determina segmentos diretamente proporcionais. Assim, a razao entre dois
segmentos de uma reta transversal é igual a razao entre os segmentos correspondentes em

uma segunda transversal.
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Na figura 75 a familia de retas paralelas define segmentos diretamente proporcionais

<
nas retas transversais fﬁ e A'D', logo a razao entre AB e C'D é igual a razao entre A'B’

e C'D.

|AB|  |A'B/|
ICD| — |C'D/|

Os segmentos definidos pelas retas paralelas sob uma transversal pode ser do
tipo comensuraveis ou incomensuraveis. A no¢ao comensurabilidade é abordada pelos

pitagéricos, segundo BONGIOVANNTI (2005)[12]:

Para os pitagéricos, todas as grandezas (comprimento, drea, volume,...)
podiam ser associadas a um ntmero inteiro ou a uma razao entre dois
numeros naturais. Admitiam que os ntimeros racionais eram suficientes
para comparar, por exemplo, segmentos quaisquer de reta. Dados dois
segmentos, supunham que existia sempre um segmento que ’cabia’ um
numero inteiro de vezes num deles e um nuimero inteiro de vezes no outro.
Nesse caso, os segmentos eram comensuraveis.

Compreende-se assim que dois segmentos sao dito comensuraveis se existir um
segmento comum, ou seja, ao dividir os segmentos AB e C'D em partes iguais devera

existir um multiplo comum entre AB e C'D.

Definicao 11. Dois segmentos AB e C'D sao comensurdveis se existe um segmento de

comprimento k, um nimero real qualquer, e dois naturais p e q tais que |AB| =p-k e

|CD| =q- k.

Na figura 76 o segmento P() de comprimento igual a k£ cabe um ntimero p de vezes

no segmento AB e g de vezes no segmento CD.

Figura 76 — Segmentos comensuraveis

A B
@ i + i } t + t @
k k k k k k k k

C D
@ t t t t @
k k k k k
P Q
*—e
k

Fonte: Elaborado pelo autor

Considerando a figura observa-se que neste caso p =8 e ¢ =5, logo |AB| =8 -k
e |CD| =5k Como 8 e 5 sdo nimeros naturais, conclui-se que AB e C'D sao dois

segmentos comensuraveis.
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Definicao 12. Dois segmentos AB e CD sao ditos incomensurdveis se ndao for possivel
determinar um terceiro segmento de comprimento k, real, que cabe um niumero natural p

de vezes no segmento AB e um numero natural q de vezes no segmento C'D.

Exemplo 1. Seja ABCD um quadrado de diagonal AC, suponha que AB e AC' sdo

segmentos comensurdvers.

Pela definicao de segmentos comensuraveis, Definigao 11, se AB e AC sdo segmentos
comensuraveis, entao existe um segmento de comprimento k, que cabe um niimero p de
vezes em AB e um numero ¢ de vezes em AC, logo |AB| =p -k e |AC| = ¢ - k. Como
ABCD é um quadrado, entao o angulo interno ABC = 90° e AC é a hipotenusa do
triangulo retangulo AABC.

Figura 77 — Quadrado ABCD

Fonte: Elaborado pelo autor

Pelo Teorema de Pitagoras tem-se que:

|AB|? + |BC* = |AC|?

Como |BC| = |AB| =p- ke |AC| = ¢ k, entao:

(p-k)+(p-k)>=(q-k)°

Dai obtém-se,

q=pV2
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Por hipétese AB e AC sdo segmentos comensuraveis, mas /2 ndo é um nimero
natural, logo ¢ ndo ¢ um nimero natural. Cai-se em um absurdo visto que por hipétese
AB e AC sao segmentos comensuraveis, logo um segmento de comprimento k deve caber
um nimero p de vezes em AB e ¢ de vezes em AC, com p e ¢ naturais. Portanto, os

segmentos dados sao incomensuraveis.

Proposicao 10. Se AB e CD sdo dois segmentos incomensurdveis, tal que AB pode ser
dividido em partes iguais a k, entao ao dividir CD em partes de comprimento k tém-se
que ¢-k <|CD| < (¢+1)-k.

Demonstragao. Seja AB e CD segmentos incomensurdveis, tal que |AB| = q - k.

Como AB e CD sao segmentos incomensuraveis, entao nao ha como dividir C'D
em partes de k um ntimero natural de vezes. Seja |[AB| < |CD|, logo AB cabe dentro do

segmento C'D, conforme a figura 78.

Figura 78 — Demonstracao da Proposicao 10 - Parte 1

Fonte: Elaborado pelo autor

Assim |CD| = q - k + |B'D|. Faz-se |B'D| = z e conclui-se que x é menor do
que o segmento de comprimento k, pois se x = k, entdao AB e C'D seriam segmentos

comensuraveis. Dai pode-se concluir que ¢ -k < |CD)|.
Prolonga-se o segmento C'D em D, tal que o prolongamento tenha comprimento y

e r +y =k, como na figura 79.

Figura 79 — Demonstracao da Proposicao 10 - Parte 2

€T

Fonte: Elaborado pelo autor
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Segue que,

|CD| < |CD|+y, mas |CD|=q-k+x
|ICD|<q-k+x+vy
|ICD| < q-k+k

Coloca-se k£ em evidéncia.

|ICD| < (¢+1)-k

C.Q.D.
q-k<|CD|<(¢g+1)-k.

]

Nas subsecoes a seguir apresenta-se as demonstragoes para o Teorema de Tales para
segmentos comensuraveis e para segmentos incomensuraveis. Além disso, sera abordada
uma terceira demonstragao do teorema por meio do calculo da area de triangulo. Em geral
demonstrara-se que se AB e C'D sao segmentos de uma transversal que corta uma familia
de retas paralelas e A'B’ e C'D’ sdao segmentos de uma outra transversal que também

corta a mesma familia de retas paralelas, entao vale a relacgao:

|AB| |A'B|
\CD| — |C'D'|’

3.2.1 Teorema de Tales: Segmentos comensuraveis
Aborda-se aqui a demonstragao do Teorema de Tales para segmentos comensuraveis.

Teorema 7. Uma familia de retas paralelas determina segmentos proporcionais sob duas

retas transversais.

Demonstracgao. Seja w, x, y e z retas, mutuamente paralelas, intersectadas pelas retas
transversais v e s, sendo, respectivamente, A, B, C e D pontos da intersecao de r com as
retas paralelas tal que AB e C'D sejam comensurdveis e, respectivamente, A", B', C" e D’

0s pontos da intersecao de s com as paralelas.

Pela Defini¢ao 11 se AB e C'D sao comensuraveis, entao existe um segmento de

comprimento k tal que |[AB|=p-ke|CD|=q-k. Dali,

|AB| p
CD = (3.1)
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Na figura 80 tracga-se familia de retas paralelas a w dividindo o segmento AB em
p partes k, pelo Teorema 3 essa familia de paralelas dividira o segmento A’B’ em partes

iguais que denotamos como k’.

Como AB e C'D sao comensuraveis, entao C'D também pode ser dividido em partes
de k, assim divide-se C'D em ¢ partes de k. Pelo Teorema 3 a familia de retas paralelas

que divide C'D em q partes iguais também dividira C'D’ em ¢ partes iguais.

Segue que A'B’ e C'D’ sao comensuraveis, dado que foram divididos p e ¢ vezes o

que leva a concluir que C’D’ foi dividido em ¢ partes k'.

Figura 80 — Demonstracao para segmentos comensuraveis

Fonte: Elaborado pelo autor

Logo,

AB| p-K
AL _p- kb (3.2)
|C/D/’ q . k/ q

Iguala-se (3.1) e (3.2).

C.Q.D.
|AB|  |A'B/|
|CD| — |C'D/|
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3.2.2 Teorema de Tales: Segmentos incomensuraveis

Demonstracao. Sejam w, x, y e z retas, mutuamente paralelas, intersectadas pelas retas
transversais v e s, e, respectivamente, A, B, C' e D pontos da intersecio de r com as retas
paralelas tal que AB e CD sejam segmentos incomensurdveis e, respectivamente, A', B’,

C" e D' os pontos da intersecao de s com as paralelas.

Na figura 81 a familia de retas paralelas a w divide o segmento C'D em ¢ partes

iguais a k, tem-se:

ICD| = q -k (3.3)

Pelo teorema 3, o segmento C'D’ também é dividido em um nimero ¢ de vezes em

partes iguais que denotamos de k’. Logo,

ICD|=q- ¥ (3.4)

Figura 81 — Demonstragao para segmentos incomensuraveis

R 1 W,

Fonte: Elaborado pelo autor
Conforme a figura 81, ao dividir o segmento AB em partes de k£ um niimero p de

vezes obtém-se um segmento BN, com N em r, tal que |[BN| = p- k, e um segmento AM,

com M em r, onde |AN|+ |AM| = k. Como visto na Proposigao 10,

p-k<|AB| < (p+1)-k (3.5)
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Traca-se por N e M segmentos paralelos a w que encontra s em N’ e M’ e,

analogamente, conclui-se que:

p- kK <|AB|<(p+1) K (3.6)

Dividindo (3.5) por (3.3) e realizando o devido trabalho algébrico teremos:

p-k<|AB| (p+1) -k

q-k |CD| q-k
p |AB| p+1
-l < — 3.7
q |CD] q (3.7)

Analogamente, dividindo (3.6) por (3.4):

p-K _|AB| _(p+1)-¥

q -k |C'D'| q-K
p _|AB| p+1 (3.8)
qg |CD| q '

Dai obtém-se que,

ICD| " q ¢
'B 1
p 4B _p 1
qg |CD' q ¢

No segmento C'D, diminuindo o comprimento do segmento k, obtém-se, como
consequéncia, um nimero ¢ cada vez maior de partes iguais a k. Assim quanto menor for
o comprimento do segmento k, maior serd o nimero ¢ e por consequéncia mais proximo

de zero estara a fragdo —. Analogamente, quanto menor for o comprimento de k' maior
q

serda o numero ¢ de partes de k£’ e novamente mais préoximo de zero estard a fracdo —.
Como na figura 81 tem-se [INB| =p-ke |CD|=q-k,e [N'B'|=p-ke|C'D'|=q-k,

entao pela Definicao 11 tais segmentos sao comensuraveis. Dai,

INB| _[N'B'| _p

(D[ 1C'D| g

A medida que diminuimos o comprimento & fazemos com que o ponto N se aproxime
cada vez mais de A até que o comprimento do segmento AN seja desprezivel, ou seja, um

numero tao pequeno que se aproxima de 0. Como NN’ é paralelo a w, entdo a medida
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que N se aproxima de A, entdo N’ se aproxima de A’. Essa abordagem foi apresentada
por MARIN e PAULA (1920) [13].

Como as partes iguais em que foi dividida A’D’ podem tornar-se muito
pequenas, o ponto B” pode aproximar-se de B’ tanto quanto se queira;
logo, permanecendo as duas razdes varidveis da ultima proporgédo [...]
iguais, seus limites também serdo iguais.

. e . _INB| . |AB|
A do ¢ tend finit tend 1 t
ssim, quando ¢ tende ao infinito, a razao D) ende a razao CD) e analogamente
[N'B'| - |A'B ,
tende a razao . Segundo MUNIZ NETO (2013, pag. 122) [8] “[...] uma

|C/Dl| |CID/|

sequéncia de reais nao pode aproximar-se simultaneamente de dois reais distintos quando

n — +oo”.

C.Q.D.
|AB|  |A'B|

\ICD| — |C'D/|

3.2.3 Teorema de Tales: Demonstracao pela area do triangulo

Aborda-se a demonstracao do Teorema de Tales pelo método do calculo da drea do
tridngulo, adaptando-se a demonstragao apresentada por BONGIOVANNI (2007) [14].

Demonstracgao. Sejam r, s et retas mutuamente paralelas e, m e n retas transversais,

tais que m intersecta r, s e t, respectivamente, em A, B e C en em A, B e C".

Determinam-se os segmentos AB’, BA', CB' e C'B. Seja Sy, S, S3 e Sy as areas,
respectivas, dos triangulos AABB', NA'BB', ABCB' ¢ ABB'C".

Figura 82 — Demonstracao do Teorema por area

Fonte: Elaborado pelo autor
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Como r é paralelo a s, BB' C se, Ae A" € r, entdo pelo coroldrio 1 a area do
tridngulo AABB’ é igual a area do tridngulo AA’BB’. Analogamente, s é paralelo a t,

BB C se, Ce (' €t, entao a area do triangulo ABCB’ é igual a area do tridngulo
ABB'C'. Dai, temos que:

S1282653:S4

Dividindo a primeira pela segunda igualdade:

St 5

Sy Sy
Traga-se de B’ até o segmento AC' um segmento perpendicular ao segmento AC,
obtém-se a altura B'H, com H € AC, assim a altura do triangulo AABB’ é igual a altura

do tridngulo ABCB'.

Analogamente, traga-se de B até o segmento A’C’ um segmento perpendicular,
obtém-se a altura BH', com H' € A'C’, assim a altura do tridngulo AA’BB’ é igual a
altura do triangulo AB'BC".

Figura 83 — Demonstragao do Teorema por area - 2

Fonte: Elaborado pelo autor

Da Proposicao 9 temos que se dois tridngulos tem a mesma altura, entao a razao

entre as suas areas ¢ igual a razao entre as suas bases. Logo,

S1_ |AB| 022 _ |A'B'|
S |BC| S, |B'C

C.Q.D.
|AB|  |A'B
|BC| ~ |B'CY]
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3.2.4 Reciproca do Teorema de Tales

Aqui aborda-se o Teorema reciproco do Teorema de Tales, mostra-se que se os
segmentos definidos pelas intersecoes das retas transversais com as retas dadas forem
proporcionais, entao as retas sao mutuamente paralelas.
|AB| |A'B’|
|BC| — |B'C'|’

(—>, <—>,
paralelas, AA" e CC".

—
entio a reta BB’ € paralelo as retas, mutuamente

Teorema 8. Se

< <~
Demonstracio. Seja r e s duas retas transversais as retas AA" e CC', mutuamente

paralelas, tal que A e C €r e A’ e C' € s. Seja ainda B € r e B’ € s.

Determina-se B” € s, com B” diferente de B’, e obtém-se a reta BB’ paralela as
T |AB| _ |A'B'|
retas AA" e C'C', veja a figura 84. Suponha, por absurdo, que vale BC = 5O mas

> S
que BB’ nao seja paralela as retas AA" e CC".

Figura 84 — Reciproca do Teorema de Tales

Fonte: Elaborado pelo autor

Como as retas :4A{’, BB" ¢ CC" sio mutuamente paralelas, entao pelo Teorema de

Tales:
|AB| B |A’B"|

|BC| — |B"C'|

Somando 1 a ambos os membros da igualdade obtém-se,

|AB| - |A’B"| 1
|BC| ~|B"C|
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Desenvolvendo-se,

|AB| + |BC| _ |A'B"|+ |B"C"|

BC| B
- AC| AT
\|BC”\ N ]|B”C’|\ (39)
|AB|  |A'B|

Por hipdtese analogamente, somando 1 a ambos os lados da

|\BC|  |B'C|

igualdade obtém-se,

AB| | |AB

L BRS 1
1B Bo| T

Desenvolvendo-se,

|AB| + |BC|  |A'B'| + |B'C’|

BC] B
Dai,
AC|  |AC
= 1
BC| ~ B (3.10)

Assim, de (3.9) e (3.10), conclui-se

’Bllcv/‘ — ’B/C,|
Seja, na figura 84, |B"B'| = x e |B'C’| = y. Tém-se que, B"C' = B"B"U B'C", logo
|B"C"| = |B"B’'| +|B'C'"| = 4+ y. No entanto isso implica que,
rT+y=y

o que s6 é verdade se x = 0, mas x = |B"B’| > 0. Assim, |B"C’| = |B'C’| se, e

somente se, B” é igual B’, um absurdo, pois isso implica que B” e B’ sao coincidentes
bl ) , N )

N 7, 7/, .
e, portanto, as retas BB’', AA’ e CC’ seriam mutuamente paralelas o que contraria a

hipotese.

|AB|  |A'D|

B IBC entdo as retas BB/, AA" e CC" sdo

Portanto, resta concluir que se

mutuamente paralelas.
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3.2.5 Proporcdes equivalentes para o Teorema de Tales

Manipulando algebricamente a relagao de proporcionalidades encontrada a partir do
Teorema de Tales, como feito na subsegao anterior, pode-se obter propor¢oes equivalentes
para o Teorema de Tales que podem auxiliar a simplificar os passos a serem executados

durante uma demonstracao de teorema ou resolucao de exercicios.

Figura 85 — Prova da equivaléncia das proporcoes do Teorema de Tales

Fonte: Elaborado pelo autor

Pelo Teorema de Tales, as retas r e s cortam retas mutuamente paralelas (conforme

a figura 85), entdo:

|AB|  |A'D|
|BC|  |B'C|

Somando 1 a ambos os membros da igualdade obtém-se,

AB| | |A'B

= 1
1B 5o T

Desenvolvendo-se,

|AB|+ |BC| |A'B'| +|B'C’|
|BC| B |B'C"|
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Temos que |AC| = |AB| + |BC| e |A'C'| = |A'B'| + |B'C"|, logo:

|AC|  |A'C|
|BC|  |B'C"|

Portanto, esse resultado equivalente garante que a proporc¢ao entre o segmento AC

e BC' é igual a proporgao entre o segmento A'C' e B'C".

Reorganizando as fracoes, obtém-se ainda que:

|\BC|  |B'C|
|AC| — |A'C|

(3.11)
Pode-se agora obter uma outra propor¢ao para o Teorema de Tales. Segue que
|AC| = |AB| + |BC| e |A'C'| = |A'B’| + |B'C"|, entao:
|BC| = |AC|— |AB| e |B'C'| = |A'C'| — |A'B|
Substituindo o resultado em (3.11),

|AC| — |AB|  |A'C'| - |A'B'|
|AC| B |A'C"|

Subtraindo 1 a ambos os lados da igualdade,

[AC| - [AB| | |AC|-|AB|
|AC| A0

1

Desenvolvendo-se,
|AC| — |AB| — |AC| _ |A'C'| - |A'B'| — |A'C'|
|AC| B |A'C|

Dai,
—|AB| —|A'D|
|AC| AT

Multiplicando ambos os lados da igualdade por —1 conclui-se que:

|AB|  |A'B|
|AC| — |AC|

Portanto, esse resultado equivalente garante que a proporcao entre o segmento AB

e AC é igual a proporcao entre o segmento A'B’ e A'C".

Pode-se ainda reorganizar as fragdes para indicar que

|AC|  |A'C]
|AB|  |A'B|
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3.3 Consequéncias do Teorema de Tales para triangulos

Nesta secao aborda-se as consequéncias do Teorema de Tales para tridngulos,

aplicando tal teorema para demonstrar algumas relagbes importantes. A origem do Teorema
de Tales, segundo ALMEIDA (2020), esté:

[...] ligada & resolugdo de problemas préticos envolvendo paralelismo
e proporcionalidade, concentra-se na relagdo entre o geométrico e o
numérico. Por isso, esse teorema significa muito na teoria da semelhanca
e consequentemente na trigonometria, onde justifica as defini¢oes de seno,
cosseno e tangente de dado dngulo. Na Geometria espacial, o teorema de
Tales, aparece ao tratar das secgdes por um plano paralelo & base. [15]

Nesse aspecto apresenta-se nesse trabalho o uso do Teorema de Tales para provarmos

a validade de algumas relagoes importantes para triangulos.

3.3.1 Semelhanca de triangulos

No livro Geometria da Colecaio PROFMAT o autor MUNIZ NETO (2013) [§]

estabelece que:

... dois tridngulos sao semelhantes quando existir uma correspondéncia
biunivoca entre os vértices de um e outro tridngulo, de modo que os
angulos em vértices correspondentes sejam iguais e a razao entre os
comprimentos de lados correspondentes seja sempre a mesma.

Inicia-se apresentando uma adaptacao da demostracao do caso de semelhanca
Lado-Lado-Lado apresentada por MUNIZ NETO (2013, pag. 130) [8] no livro Geometria
da Colecado PROFMAT. Os demais casos serao demonstrados utilizando a abordagem

adotada por MUNIZ NETO.

3.3.1.1 Caso de semelhanca lado-lado-lado (LLL)

Diz-se que dois triangulos sao semelhantes se seus lados homdlogos sao proporcionais,

logos estes guardam uma razao de semelhanga entre si.

Proposigao 11. Sejam dois triangulos NABC e NA'B'C" tais que

|AB|  |BC|  |AC|
’A/B/| - |B/C/| o |A/C/|

entio o triangulo AABC ~ AA'B'C’ e em particular A=A, B=B ¢C ="

Demonstracao. Sendo k o valor das razées da proposi¢io 11, entao |AB| =k - |A'B'|,
|BC| = k- |B'C'| e |AC| = k - |A'/C'|. Seja o triangulo NABC e ANA'B'C’, tais que
M e AC e N € AB e |AM| = |A'C’"| e NM paralelo a BC.
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Figura 86 — Prova do semelhanca LLL - 1

Cc

A N B A B'

Fonte: Elaborado pelo autor

Como N M ¢ paralelo a BC vale a proporg¢ao equivalente do Teorema de Tales,

|AB|  |AC|

|AN| — |AM|
Como |AM| = |A'C'|, entao

|AB|  |AC]

|AN| — JAC'|

Segue que |AC| =k - |A'C"|, entao

[ACT _
|A'CY|
Dai
|AB|
[AN|
Como |AB| =k - |A’B'|, entao
|AB|
=k
|A'B'|
donde obtém-se que,
|AB|  |AB] o
|A’B'|  |AN|

Entdo, |A'B| = |AN].

Analogamente, determina-se P € BC' e traga-se por N o segmento N P paralelo a

AC, considere a figura 87.
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Figura 87 — Prova do semelhanca LLL - 2

Cc

Fonte: Elaborado pelo autor

Como NP é paralelo a AC' e M N é paralelo a BC', entao o quadrilatero CM N P

¢ um paralelogramo ¢ |[MN| = |C'P|. Pelas proporgoes equivalentes do Teorema de Tales:
|BC|  |AB|
|ICP|  |AN]|
Dai,
|\BC|  |AB| i
IMN|  |AN|
Assim,
|BC| _
[MN|

Como |BC| = k- |B'C"|, entao

|BC|
|\B'C’|

Dali,

|BC] _ |BC| _

= =k
|B'C"|  |MN|

Logo, [MN| = |B'C"|.

Como |A'B'| = |AN|, |[MN| = |B'C'| e |AM| = |A'C’|, entao pelo caso LLL o
tridngulo AA’B'C' é congruente ao tridngulo AAM N. Portanto temos, B = ANM =B

e analogamente A = A’ ¢ C = .

C.Q.D.
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3.3.1.2 Caso de semelhanca angulo-angulo-angulo (AAA)
Proposicao 12. Sejam dois triangulos ANABC e NA'B'C’, tais que
A=A B=Be¢C=C
Entao o triangulo NABC ~ NA'B'C" e em particular

|AB|  |BC|  |AC]
’A’B" - |B/C" - ‘A/C"

Demonstracgao. Considere os triangulos NABC e NA'B'CY, tais que A= 24\/, B=PFB e
C=C

Figura 88 — Caso de semelhanga AAA - parte 1
c

Fonte: Elaborado pelo autor

Definimos em AB um ponto M e em AC um ponto N, tal que |[AM| = |A'B’| e
MN ¢ paralelo a BC.

Figura 89 — Caso de semelhanca AAA - parte 2

o

Fonte: Elaborado pelo autor

Como M N é paralelo a BC, entao AMN = B. Pelo caso ALA o triangulo AAMN
é congruente ao tridngulo AA’B'C’, dado que A = A’, |AM| = |A'B'| ¢ AMN = B,

Pelas proporcoes equivalentes do Teorema de Tales,

|AB|  |AC|
|AM| — |AN|
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Como o tridngulo AAM N é congruente ao triangulo AA’B’'C’, entao |AN| = |A'CY|,

logo
|AB|  |AC|
|A/B/| - |A/C/|
Por M traga-se o segmento paralelo a AC' que encontra P em BC'.
Figura 90 — Caso de semelhanca AAA - parte 3
o
A B
Fonte: Elaborado pelo autor
Como M P é paralelo a AC, entao pelas propor¢oes equivalentes do Teorema de
Tales,
|BC|  |AB|
CP|  |AM|

O quadrilatero M NCP tem lados opostos paralelos, logo é um paralelogramo,
entao |CP| = |MN| = |B'C’|. Logo,

|BC|  |AB|
’B/O” - ‘A/B/|'

C.Q.D.
IAB| _ |AC| _ |BC|

|A/B/| - |A/C/| - |B/C/|'

3.3.1.3 Caso de semelhanca Lado-Angulo-Lado (LAL)

Proposigao 13. Sejam dois triangulos NABC e ANA"B'C’ tais que

[AB| _ |BC]| A_ A
B~ jpo) FeB=l

~ —

Entdo os triagngulos AABC ~ ANA'B'C'. Em particular, A = A, C = C' e
[ACT

= k.
|A'C|




81

Demonstracao. Seja os triangulos NABC e NA'B'C’, tais que

|[AB|  |BC| 55
0] = B =keB=D5B

Figura 91 — Caso de semelhanca LAL - parte 1

B
B
A C A /\c.

Fonte: Elaborado pelo autor

Seja M um ponto em AB, tal que |BM| = |A’B’| e por M traga-se um segmento
paralelo a AC que encontra N em BC.

Figura 92 — Caso de semelhanga LAL - parte 2

B
B
M N
A cC A c

Fonte: Elaborado pelo autor

Pelas propor¢oes equivalentes do Teorema de Tales,

|AB|  |BC|

[BM|  |BN|
Como |BM| = |A'B’|, entao

|AB|  |BC|

|A'B'| ~ |BN|
Por hipotese

|AB|  |BC]|

|A/B/| - |B/C/|
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Entao,

|BC| B |BC|
|B'C"|  |BN|

Dai, temos |B'C'| = |BN|.

Como |BM| = |A'B'|, B= B’ ¢ |BN| = |B'C’|, entdo pelo caso LAL o tridngulo
AMBN é congruente ao triangulo AA'B'C".

Por N traga-se um segmento paralelo a AB que encontra P em AC.

Figura 93 — Caso de semelhanca LAL - parte 3
B

P

Fonte: Elaborado pelo autor

Pelas proporcoes equivalentes do Teorema de Tales,

|AC|  |BC|
|AP|  |BN|

O quadrilatero AM N P tem lados opostos paralelos, entdao é um paralelogramo,
logo |[MN| = |AP|. Da congruéncia dos triangulos AMBN ¢ AA'B'C’, conclui-se que
|AP| = |[MN| = |A'C’|. Dai,

ac| _ iBcl
’A/C/| _ |B'C" o

O segmento M N é paralelo AC, entao BMN =Ae BNM = C. Como o triangulo
NA'B'C" é congruente ao AM BN, entao os angulos do tridngulo AA’B'C’ sao iguais aos
angulos do triangulo AABC.

C.Q.D.

~

A:A\’,CA’zé\"e AC]

|A'C|
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3.3.2 Teorema fundamental da semelhanca

O Teorema Fundamental da Semelhanca estabelece uma relagao de semelhanga
entre dois triangulos, onde um tridngulo é determinado por uma reta paralela a uma das

bases do triangulo original.

Figura 94 — Teorema fundamental da semelhanca

A

IM N LY
,5/ \C\

Fonte: Elaborado pelo autor

No triangulo AABC' a reta ?@N ¢é paralela a reta que contém o lado BC| logo o
triangulo AABC' é semelhante ao triangulo AAMN.

Teorema 9. Se em um triangulo AABC a reta MN ¢ paralela ao lado BC, entdo o
triangulo NABC' € semelhante ao triangulo ANAMN e vale a relacio

|AM|  |AN| |MN|
|AB| — |AC|  |BC]

Demonstragao. Considere o triangulo ANABC' e os pontos M € AB e N € AC. Seja a
retas MN € % paralelos entre si. Seja A= Q, B= g, C = 0, AMN =6 ¢ ANM = ®.

Figura 95 — Angulos congruentes

L 4

i
w

Fonte: Elaborado pelo autor

1) Vamos verificar se os angulos dos triangulos sao iguais.
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Na subsecao 2.3.4 mostramos que se MN ¢é paralelo a %, entdao S =9 e f = .
Segue que o = A= MAN. Entdo os angulos dos triangulos sao ordenadamente iguais e

pelo caso de semelhanca AAA pode-se concluir que o tridngulo AAMN ~ NABC.
2) Vamos verificar agora se os lados homélogos sao proporcionais.
Como a reta MN ¢é paralela a reta %, pelo Teorema de Tales:

|AM|  |AN]|
|AB| — |AC|

(3.12)

Na figura 95 traga-se por N o segmento NP paralelo a M B, com P em BC,
obtém-se o quadrilatero BM N P. Como a reta ?@N é paralela a reta %, entao MN é
paralelo a BP.

Pela defini¢ao de paralelogramo, BM N P é um paralelogramo, dado que M B é
paralelo a NP e MN é paralelo a BP. Assim |MN| = |BP| e [MB| = |[NP| (Veja a
figura 96). Seja |[AM| =m, |AN|=n, |AB| =a, |BC| =b, |AC| =ce |MN|==.

Figura 96 — lados homologos proporcionais

Fonte: Elaborado pelo autor

De (3.12) temos que:

|AM|  |AN|
|AB|  |AC|

Logo,

2|3
Q3

(3.13)
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Como NP é paralelo ao segmento AB, entao pelo teorema de Tales

n
C

o8

C.Q.D.

m
a

oS3

o 8

Para a reciproca do Teorema Fundamental da Semelhanca temos

Teorema 10. Se no triangulo NABC, o ponto D € AB, E € AC' e o triangulo ANADE
¢ semelhante ao triangulo NABC', entao DE € paralelo a BC'.

Demonstragao. Seja o triangulo NABC, tal que D € AB, E € AC ¢ o ANADE ¢é

semelhante ao triangulo ANABC, mas suponha que DE nao € paralelo ao BC'.

Por hipétese o triangulo AADE é semelhante ao tridngulo AABC, logo os dngulos
internos dos triangulos AABC e AADE sao congruentes. Pelo Teorema Fundamental da
Semelhanca existe uma reta r, paralela a reta que contém o lado BC', que passa por E
que intercepta AB em D', de tal forma que D € AD’, |AD| < |AD’| e que o tridngulo
ANAD'E é semelhante ao triangulo AABC, logo seus angulos internos sao congruentes

(Considere a figura 97).

Figura 97 — Prova da reciproca do Teorema Fundamental da Semelhanca - parte 1

Fonte: Elaborado pelo autor

Como D'FE é paralelo a BC', entao AED' = 6 e sendo AE um lado dos triangulos
ANADE e ANAD'E, entéo pelo caso de congruéncia de triangulos ALA o tridngulo AADE

é congruente ao triangulo AAD'E.

Da congruéncia concluiu-se que |AD| = |AD’|. Fazendo |AD| = xz e |DD'| = y,

entao conclui-se que

r=x+y.
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No entanto isso s6 é verdade se y = 0, ou seja, se o ponto D coincide com D', o que
é uma contradicao, pois se D = D’  entao DE é paralelo a BC. Portanto, resta concluir

que se os triangulos sao semelhantes, entao DE é paralelo a BC'.

Analogamente, seja D' € AD, com |AD'| < |AD]| e o tridngulo AAD’E semelhante

ao tridngulo AABC, logo seus angulos internos sao congruentes (Considere a figura 98).

Figura 98 — Prova da reciproca do Teorema Fundamental da Semelhanca - parte 2

Fonte: Elaborado pelo autor

Como D'FE é paralelo a BC', entao AED' = 6 e sendo AE um lado dos triangulos
ANADE e ANAD'E, entéo pelo caso de congruéncia de tridngulos ALA o tridngulo AADE

é congruente ao triangulo AAD'E.

Da congruéncia concluiu-se que |AD| = |AD'|. Fazendo |AD'| = m e |DD'| = n,

entao conclui-se que

m=m-+n

No entanto isso s6 é verdade se n = 0, ou seja, se o ponto D coincide com D', o que
¢ uma contradicao, pois se D = D', entao DFE é paralelo a BC'. Portanto, resta concluir

que se os triangulos sao semelhantes, entao DFE é paralelo a BC'.

3.3.3 Teorema das Bissetrizes

Uma bissetriz ¢ uma semirreta com origem no vértice que divide um angulo em
dois dngulos iguais. Na figura 99 a bissetriz ﬁ, com origem em B, intersectou o segmento
AC em D, determinando o segmento BD. Diz-se que @ é bissetriz interna, pois divide
o angulo interno B. Analogamente a bissetriz B—C:)’ , com origem em B, intersectou o
prolongamento do segmento AC' em C’, determinando o segmento BC’, logo a semirreta

—
BC" é bissetriz externa, pois divide o angulo externo formado pela semirreta 1@ e BC.

Dessa forma, uma bissetriz interna divide o angulo interno do tridngulo e intersecta

o lado do triangulo oposto ao vértice de origem, enquanto que a bissetriz externa divide o
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angulo externo de um triangulo e intersecta o prolongamento do lado oposto ao vértice de

origem.

Figura 99 — Bissetrizes

Fonte: Elaborado pelo autor

A apresentacao do Teorema das Bissetrizes foi abordado por Euclides em sua obra

Elementos.

Caso o dngulo de um tridngulo seja cortado em dois, e a reta que corta o
angulo também corte a base, os segmentos da base terao a mesma razao
que os lados restantes do triangulo; e, caso os segmentos da base tenham
a mesma razao que os lados restantes do triangulo, a reta, sendo ligada
do vértice até o ponto de secgdo, cortara o angulo do tridngulo em dois.
[7]

3.3.3.1 Teorema das Bissetrizes internas

No tridngulo AABC o ponto D é o pé da bissetriz interna AD.

Figura 100 — Bissetriz Interna

A

B D C

Fonte: Elaborado pelo autor

Teorema 11. Se no triangulo AABC, D ¢ o pé da bissetriz interna AD), relativa ao lado
BC' e sendo |BC| = a,|AC| =b,|AB| = ¢,|BD| =z e |CD| =y, entao vale a propor¢io:

T
C

y
b
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Demonstracao. Considere o triangulo AABC' e o segmento AD, tal que AD ¢é a bissetriz
interna, com D pertencente ao lado BC'.

1) Traga-se por C' uma reta paralela a AD que intersecta o prologamento do lado AB
em P, logo PC é paralelo a AD;

Figura 101 — Demonstracao do Teorema das Bissetrizes Internas - Parte 1

Fonte: Elaborado pelo autor

2) BP é transversal as paralelas AD e PC, entao BPC = BAD = 0;
3) Analogamente, AC' é transversal as paralelas AD e PC', logo CAD = ACP =0,
4) Os angulos da base PC' do triangulo AAC'P sao iguais a 6, entao o tridngulo AACP

¢ isosceles, dessa forma conclui-se que |[AP| = |AC| = b.

Figura 102 — Demonstracao do Teorema das Bissetrizes Internas - Parte 2

Fonte: Elaborado pelo autor

Como o segmento AD é paralelo ao segmento PC', entao pelo Teorema de Tales:

c_x
by
C.Q.D.
r_Y
c b
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Para a reciproca do Teorema das Bissetriz Internas temos que

AB AC
Teorema 12. Seja o triangulo ANABC com D € BC, se ||BD|| = ||DC'||’ entio D € o pé
da bissetriz interna do triangulo ANABC.
AB AC
Demonstracao. Seja o AABC com D € BC, tal que ||BD|| = ||DC‘|’ mas suponha que

D nao é o pé da bissetriz interna do triangulo AABC.

Pelo Teorema das Bissetriz Internas existe um ponto D’ em BC, conforme a figura

103, tal que D’ é o pé da bissetriz interna do tridngulo AABC, logo vale a relacao
|AB|  |AC|

, que pode escrita como

BD| ~ |DC
|AB| |BD/|
= 3.14
|AC|  |D'C| (3:.14)
Figura 103 — Prova da Reciproca do Teorema das Bissetrizes Internas
A
B D' \D C
Fonte: Elaborado pelo autor
Por hipotese vale a seguinte relagao
|AB|  |AC)|
|BD|  |DC|’
Dai, segue que
|AB| |BD|
—_—= 3.15
|AC|  |DC| (3.15)
De (3.14) e (3.15) obtém-se,
|BD|  |BD'|
\DC| — |D'C|

Soma-se 1 a ambos os lados da igualdade,

BD| ., _|BD

— = 1
DC| LI



90

Obtém-se

|\BD|+ |DC|  |BD'| +|D'C|
|DC| N |D'C|

Segue que o segmento BC' = BD U DC' e o segmento BC = BD' U D'C, logo
|BC| = |BD|+ |DC| = |BD'| + |D'C|

|BC|  |BC|
|IDC| — |D'C]

Dai, conclui-se que |DC| = |D'C|. Fazendo |DC| = m, |D'D| = n, entao

m=m-+n

O que 86 é verdade se n = 0, o que implica que o ponto D e D’ sdo coincidentes,

o que é uma contradi¢ao, pois por hipétese D nao é o pé da Bissetriz interna. Portanto,

|AB|  |AC|
|\BD|  |DC|’

resta concluir que se

entao D é o pé da bissetriz interna.

3.3.3.2 Teorema das Bissetrizes externas

No triangulo AABC' o ponto P é pé da bissetriz externa AP.

Figura 104 — Bissetriz externa

B C

Fonte: Elaborado pelo autor

Teorema 13. Se no triangulo ANABC o ponto P ¢ pé da bissetriz externa relativa ao lado
BC e sendo |AB| = ¢, |AC| =0, |BC| = a, |BP| =x e |PC| =y, entdo vale a propor¢io:

r _ Yy

c b
Demonstragao. Seja o triangulo ANABC, tal que a bissetriz externa AP, tracada com

origem no vértice A, intersecta o prolongamento do lado BC' em P.



91

1) Traga-se por C' uma reta paralela a bissetriz externa AP que intercepta AB em D.
2) Como AC é transversal as paralelas AP e DC, entao PAC = ACD =0.

3) O angulo formado pelo segmento AP e a reta que contém AB é igual ao angulo 6,
como DC' é paralelo a AP e AB é transversal, entao ADC = 0.

O tridngulo AADC' é isosceles, dado que os angulos da base C'D sao iguais, assim
|AD| = b (conforme a figura 105).

Figura 105 — Demonstracao do Teorema das Bissetrizes Externas

Fonte: Elaborado pelo autor

Como CD ¢é paralelo a AP, entdao pelo Teorema de Tales

< |8

C.Q.D.

o8
SHNS

Para a reciproca do Teorema das Bissetrizes Externas, temos

Teorema 14. Seja o triangulo ANABC com P pertencendo a semirreta B?, com origem
|BP|  |CP|
|AB|  |AC|
ANABC relativa ao lado BC.

em B. Se vale a relagdo entio P € o pé da bissetriz externa do triangulo

Demonstracao. Seja o triangulo AABC com P pertencendo a semirreta B?, com origem
|BP|  |CP|
|AB|  |AC)
ANABC relativa ao lado BC'.

em B. Suponha que mas P nao é o pé da bissetriz externa do triangulo
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Pelo Teorema das Bissetrizes Externas existe um ponto P’ que é pé da bissetriz

. " __|BP| _|CP]
externa relativa ao lado BC' do triangulo AABC, logo vale a relacao = que
|AB| |AC|
pode ser escrita como
|AB| |BP'|
— 3.16
|[AC|  |CP| (3.16)

Figura 106 — Prova da reciproca do Teorema das Bissetrizes Externas

.
.
A
.
p

: 2 pP‘

Fonte: Elaborado pelo autor

Por hipotese vale a seguinte relagao

|BP|  |CP]|

|AB|  |AC|
Dai, segue que

|AB|  |BP|

—_— = = 3.17

|AC|  |CP| (3.17)
De (3.16) e (3.17) obtém-se

|BP|  |BP|

cP|  |CP|

Somando-se (—1) a ambos os lados da igualdade

|BP| 1_|BP’| .
|CP| ~|OP|

Obtém-se

|BP|—|CP| |BP'|—|CP|
|CP| - |CP|

Segue que BP = BCUCP e BP' = BCUCP, logo |BP| = |BC| + |CP| e
|BP'| = |BC| + |C'P'|. Dai segue que |BC| = |BP| — |CP| = |BP'| — |CP’|, assim
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|BC|  |BC|
|CP|  |CP|

Logo, |CP| = |CP'|. Fazendo |CP| =m e |PP'| = n, entdo m = m + n.

O que s6 é verdade se n = 0, o que implica que o ponto P e P’ sao coincidentes, o
que é uma contradi¢ao, por hipétese P nao é o pé da Bissetriz. Portanto, se vale a relagao,

entao P é o pé da bissetriz externa.

3.3.4 Teorema de Ceva

Ceviana® ¢ todo segmento de reta que liga a vértice de um tridngulo ao lado oposto

a vértice deste triangulo.

Teorema 15. Sejam M, N e (Q pontos, respectivamente, sobre os lados AC, AB e BC
do triangulo ANABC. As cevianas AQ, BM e C'N intersectam-se em um ponto P, se, e

somente se, vale a sequinte relacao:

INA] |@QB| [MC] _

=1
INB| |QC] [MA]

Demonstragao. Seja ABC um triangulo e P um ponto interno. Suponha que as cevianas

do triangulo ABC' intersectam-se no ponto P.

Figura 107 — Ponto de interse¢cao no Teorema de Ceva
A

la

Fonte: Elaborado pelo autor

3 O termo ceviana tem origem do nome do matemético italiano Giovanni Ceva idealizador do Teorema de

Ceva, publicado em 1678 no livro “De lineis rectis se invicem secantibus, statica constructio”. Disponivel
em https://pt.wikipedia.org/wiki/Giovanni_Ceva, acesso em 06 out. 2023


https://pt.wikipedia.org/wiki/Giovanni_Ceva
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Traca-se por A uma reta paralela a BC', tal que o prolongamento de CN e BM
encontre a paralela a BC', respectivamente, em N’ e M’. Denota-se a reta paralela a BC' de
NM', ainda denota-se [NA| = a, INB| = b, |QB| = ¢, |QC| = d, |MC| = e e |MA| = f.
Seja ainda, |[N'A| =n, |M'A| =m, |PA| =p e |PQ| = ¢, conforme a figura 108.

<
Figura 108 — Tragando a reta N'M’ paralela ao segmento BC

NI n A m Ml

Fonte: Elaborado pelo autor

Traca-se pelo vértice B até um ponto E, que pertence a reta W , 0 segmento de
reta BE paralelo ao segmento de reta CN'. Como EN’ é paralelo a BC' e C N’ é paralelo
a BE, entao, pela Definicao 10, o quadrilatero BCN'E é um paralelogramo, dai conclui-se
que |[EN'| = |BC| = c¢+d.

Figura 109 — Tragando o segmento BE paralelo ao segmento CN’

E c+d N’ T A m M’

Fonte: Elaborado pelo autor

Como NN’ é paralelo a BE, entao pelo Teorema de Tales,

b d
L (3.18)
a n
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—
Analogamente, tracando-se pelo vértice C' até um ponto F', que pertence a N'M’,

um segmento de reta paralelo a BM', obtém-se que |M'F| = |BC| = ¢+ d.

Figura 110 — Tragando o segmento C'F' paralelo ao segmento BM’

N’ n m M’ c+d F

Fonte: Elaborado pelo autor

Como MM’ é paralelo a C'F, entdao pelo Teorema de Tales,

o m
¢ T ord (3.19)

Analogamente, tracando-se pelo vértice A até um ponto GG, que pertence ao

prolongamento do segmento BC, um segmento de reta paralelo a BM', obtém-se que

IGB| = |AM| = m.

Figura 111 — Tracando o segmento G A paralelo ao segmento BM’

N' n A m M

Fonte: Elaborado pelo autor

Como PB é paralelo a AG, entao pelo Teorema de Tales,

_ 4
- (3.20)

c
m
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Analogamente, tracando-se pelo vértice A até um ponto H, que pertence ao
prolongamento do segmento BC, um segmento de reta paralelo a N'C, obtém-se que
|HC| = |AN'| = n.

Figura 112 — Tragando o segmento AH paralelo ao segmento C'N’

N’ T A m M

Fonte: Elaborado pelo autor

Como PC' é paralelo a AH, entao pelo Teorema de Tales,

q d
- =— 3.21
1.1 (3:21)
De (3.20) e (3.21):
c_d
m n
Donde se obtém,
d n
- 22
L= (3.22)
Faz-se o produto de (3.18), (3.19) e (3.22).
bf () m
a e ¢ n (c+d) m
C.Q.D.
acoe_,
b d f
[

Para a reciproca do Teorema de Ceva temos
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Teorema 16. Se no triangulo ANABC,

INA] |@B] [MC] _

=1
INB| |QC] [MA]

entdo as cevianas AQ, BM e C'N intersectam-se em um ponto P.

Demonstracao. Suponha por absurdo que AQ, BM e C'N ndo intersectam-se em P, mas

que vale a relacao:

INA] |@B] [MC| _

=1 3.23
NB||QC| A (3.23)

Seja P € AQN BM e N' € AB, tal que N # N’, conforme a figura 113.

Figura 113 — Demonstracao da reciproca do Teorema de Ceva

A

Fonte: Elaborado pelo autor

Pelo Teorema de Ceva vale a seguinte relagao.

IN'Al|QB]  [MC]

. =1 3.24
N'B| Q0| VA (3:24)

Igualando (3.23) e (3.24).

INA] @Bl [MC| _ [N'A] |@B| |MC|
INB| |QC| |MA[ |N'B| [QC| |[MA]

INA|  |N'A|
INB| ~ |N'B|’
Seja, na figura 113, [N'A| =z, INN'| =y e [INB| = z.

Logo, conclui-se que
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Logo,

INA| = |NN'|+ |N'Al =z +vy
e

IN'B| = |[INN'| 4+ |[NB| =y + =2
Entao,

r+y
z _y—i-z

Somando-se 1 a ambos os membros da igualdade,

x—i—y+1: x 1
z y+z

Obtém-se,

r+y+z zT+y+=z
z y+z

Logo resta concluir que z = z 4+ y, o que s6 é verdade se y = 0, o que é absurdo,
pois isso implica que N = N’, logo |[CN| = |C'N'| e por consequéncia a intersegao as
cevianas AQ, BM e C'N intersectariam-se em P, o que contraria a hipotese. Portanto,

resta concluir que se vale a relacao

NA| QB| |MC| _
NB| ' |QC| " [MA|

1

entao as cevianas AQ, BM e C'N intersectam-se em P.



99

4 Aplicacoes do Teorema de Tales

O Teorema de Tales é uma ferramenta matematica muito versatil para resolucao de
problemas. Sua aplicacao vai desde o calculo do comprimento de um segmento ao trabalho

com area. Neste capitulo abordam-se alguns problemas solucionaveis por meio do Teorema
de Tales.

4.1 Aplicactes basicas do Teorema de Tales

Aqui apresenta-se uma lista de problemas cuja aplicacdo do Teorema de Tales
ocorre de forma imediata, ou seja, conhecendo-se os comprimentos dos segmentos aplica-se

o teorema de forma direta, sem necessidade de outros elementos ou mesmo retas auxiliares.

Problema 1. Determine o valor de x na figura 114, sabendo que as retas r, s et sdo

mutuamente paralelas.

Figura 114 — Problema 1

A

W
-3

3

~
tn

A

w
e

Fonte: Elaborado pelo autor

Solucao.

Como as retas r, s e t sio mutuamente paralelas e intersectam duas transversais,

entao ¢ imediato pelo Teorema de Tales que:

Desenvolvendo obtém-se x = 12, 6.
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Problema 2. O professor de matemdtica disse aos alunos da turma que x +y = 14 e que

as retas r, s et sao mutuamente paralelas.

Figura 115 — Problema 2

™
\A M
T

A
w
=~

w

Fonte: Elaborada pelo autor

Apés resolver o problema os alunos fizeram algumas afirmagoes. Qual (is) as

afirmagao (0es) correta (s)?

2
a) = é maior do que y. b) x é o dobro de y. c)x= gy
2
Q) y=2 &) ¢ —y=6
)
Solucgao.

A solugao do problema é divido em duas partes:
1* parte) Obter o valor de x e y

Como as retas r, s e t sao mutuamente paralelas e intersectam duas transversais,

entao pelo Teorema de Tales:

15
r_ (4.1)
Y 6
Desenvolvendo, obtém-se 6 - x — 15 -y = 0.
Multiplicando por 15 a equagao x + y = 14, obtém-se:
15-24+15-y =210 (4.2)
Fazendo (4.1) + (4.2), obtém-se:
21 -2 =210 (4.3)

Dai, z = 10.
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Aplicando o resultado obtido em (4.3) na expressao x + y = 14, obtemos:

y=4.
2% parte) Andlise das afirmagoes

No item a) afirma-se que = > y. Afirmagao verdadeira, pois 10 > 4.

No item b) afirma-se que = > 2 - y. Afirmacao verdadeira, pois 10 > 8.
2 8

O item c) indica que x = Ty Afirmagao falsa, pois 10 # R

2. 20
O item d) indica que y = ?x Afirmacao verdadeira, pois 4 = =

Por fim, o item e) indica que z — y = 6. Afirmagdo verdadeira, pois 10 — 4 = 6

Problema 3. Em um triangulo NABC os lados AC' e BC' medem 32 c¢cm e 30 cm,
respectivamente. Sobre o lado AC, a 8 c¢cm do vértice C, tomamos um ponto P. Determine
a distancia de um ponto @) situado sobre o lado BC', até o vértice C, de maneira que PQ

seja paralelo a AB.

Solucao.

Considere a figura 116, a partir dos dados enunciado.

Figura 116 — Problema 3

32

Fonte: Elaborado pelo autor

Como PQ é paralelo ao segmento AB, entao pelo Teorema de Tales:

Portanto,

r=17,5 cm.
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Problema 4. Uma familia de 4 retas paralelas determina sobre uma transversal trés
segmentos que medem 10 cm, 12 cm e 18 cm, respectivamente. Obtenha as medidas dos
segmentos que essa mesma familia determina sobre uma outra transversal. Sabe-se que na
sequnda transversal o segmento compreendido entre a primeira e a quarta paralela mede
120 em.

Solucgao.

Seja x,y e z os respectivos segmentos correspondentes da segunda reta transversal
tal que, de acordo com o enunciado, x + y + z = 120 cm . Da primeira transversal a soma

das medidas dos segmentos é 40, conforme a figura 117.

Figura 117 — Problema 4

o/ \o
o\
o/ N,

10 v
A A
! AN

Fonte: Elaborado pelo autor

Pelo Teorema de Tales valem as seguintes relagoes:

i) Obtendo x

10 _ 120
10
Dai, 7 = 30
ii) Obtendo y
10 _ 120
12y
Dai, y = 36.
iii) Obtendo z
10 _ 120
18 =z

Dai, z =54



103

Problema 5. (Geometria - Colegio ProfMat [8]) Em um triaingulo ANABC, seja P o pé
da bissetriz interna relativa a A. Marcamos respectivamente sobre AB e AC pontos M e
N tais que |BM| = |BP| e |CN| = |CP|. Prove que MN ¢ paralelo a BC.

Figura 118 — Ilustracao do Problema 5

A

Fonte: Elaborado pelo autor

Solucao.

Como P é o pé da bissetriz interna, entdao segue pelo Teorema da Bissetriz interna

que:

|BP| |CP]|
|AB|  |AC|

Do enunciado temos,

IBM| = |BP| e |CN| = |CP|

Logo,

|BM| _ |CN]
|AB| — |AC|

Portanto, da reciproca do Teorema de Tales segue que se os segmentos sao

proporcionais, entao M N é paralelo a BC.
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4.2  Aplicacoes intermediarias do Teorema de Tales

Nesta secao a aplicagao do Teorema de Tales acontece de forma menos imediata,
isso implica dizer que faz-se necessario realizar algum ajuste geométrico ou tracar alguma

paralela para que a aplicacao do Teorema seja possivel.

Problema 6. (Adaptado do Livro Fundamentos da Matemdtica Elementar Volume 9 [9])
Dados um triangulo NABC' e um segmento DE com D em AB e E em AC, prove que,

AD AFE
se ||DB|| = ||EC’||’ entdo DE ¢ paralelo a BC.
Solucgao.

Seja D’ um ponto contido em AB, tal que D'E é paralelo a BC. Suponha, por

absurdo que D, também em AB, é um ponto distinto de D’, mas que vale a relacao

|AD|  |AE]
|DB|  |EC|

Figura 119 — 1* Parte da solugao do Problema 6

A

Fonte: Elaborado pelo autor

Pelo Teorema de Tales:

|AB|  |AC|
|D'B| — |EC|

(4.4)
Da hipétese temos que:

|AD|  |AE|
|DB|  |EC|
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Soma-se 1 a ambos os lados da igualdade,

AD| . _AB
|DB] ~|EC]

Desenvolve-se,

|AD| + |DB| _|AE|+ |EC)|
|DB| N |EC|

obtém-se

|AB|  |AC|

I el 4.
DB~ |EC] (4.5)

De (4.4) e (4.5) decorre que

|AB|  |AB|
|D'B|  |DB]

Logo, |D'B| = |DB|. Na figura 119, seja |[DD'| =y e |DB| = z.

Figura 120 — 2® Parte da solugao do Problema 6

A

Fonte: Elaborado pelo autor

Como |D'B| = |DB|, entdao y + z = 2

O que s6 verdade se y = 0, mas isso implica que D’ e D sao pontos coincidentes, o
|AD| |AE|

|\DB| — |EC|’

que é um absurdo, pois por hipétese D # D’. Portanto, resta concluir que se

entao DFE é paralelo a BC.
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Problema 7. No triangulo NABC, os segmentos AS e AP sdo segmentos contidos nas
bissetrizes, respectivamente, internas e externas, conforme a figura 121. Obtenha o valor

de z.

Figura 121 — Problema 7

Fonte: Elaborado pelo autor

Solucgao.

Considere os seguintes passos:

Passo 1) Determina-se a semirreta BA, com origem em B,

—
Passo 2) Defini-se na semirreta BA um ponto D de tal modo que o segmento DC' seja paralelo

ao segmento AS,

Passo 3) Define-se em AB um ponto £ de tal modo que EC seja paralelo a AP.

Figura 122 — Segmentos paralelos as bissetrizes AS e AP

B 16 S 12 c z

Fonte: Elaborado pelo autor

Da figura 122 obtém-se as seguintes conclusoes:
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—
1) A semirreta BA é transversal aos segmentos paralelos EC e AP, logo pode-se concluir

que CEA=PAD =« por serem angulos correspondentes,

2) O segmento AC' é transversal as paralelas EC e AP, logo ACE = CAP = « por

serem angulos alternos internos. Dali, conclui-se que |AE| = |AC| = |AD| =y,

e
3) A semirreta BA é transversal aos segmentos paralelos AS e DC' logo conclui-se que

BDC = BAS = B, por serem angulos correspondentes,

4) O segmento AC' é transversal as paralelas AS e C'D, logo ACD = CAS = B por

serem angulos alternos internos. Dai, conclui-se que |[AD| = |AC| = y.

Figura 123 — Solugao do Problema 7

B 16 S 12 C z

Fonte: Elaborado pelo autor

Como o segmento DC' é paralelo ao segmento AS, entdao pelo Teorema de Tales:

T 16

T 4.6
;1 (4.6)
Analogamente, FC é paralelo a AP, entao pelo Teorema de Tales:
28
T_2re (4.7)
Y z

De (4.6) e (4.7) obtém-se:

2+~ 16 4

> 12 3

Desenvolvendo, obtém-se,
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Problema 8. Sabe-se que o circulo de centro P (figura 124) estd inscrito no triangulo

NABC e que D, E e F sao pontos de tangéncia, assim determine x.

Figura 124 — Problema 8 - 1

Fonte: Elaborado pelo autor

Solucao.

O triangulo AABC' esta circunscrito ao circulo de centro P, tangentes em D, E e F

e AG passa pelo centro P.

Como D e E sao pontos da circunferéncias, entao DP e E P sao raios do circulo
de centro P, logo |DP| = |EP|. Os triangulos AADP ¢ AAEP sao ambos tridngulos

retangulos, dado que sao retos, respectivamente, em D e E por serem pontos de tangéncias.

Segue ainda que o segmento AP é hipotenusa dos tridngulos retangulos AADP e
NAEP.

Pelo Teorema de Pitagoras sabe-se que:

|AP|* = |AD|* + |DP)?

|AP|? = |AE|* + |EP|?

Igualando as expressoes

|AD|*> + |DP|* = |AE|? + |EP|?
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Sabe-se que |DP| = |EP| e |AE| = 6, logo

|AD? = 62

Donde-se obtém que |AD| = 6.
De modo andlogo, conclui-se também que |BD| = |BF| = 12, |CG| = |CE|. Como

|BG| = 14 e |BF| = 12, entao conclui-se que |F'G| = 2, o que nos leva ainda a concluir
que |[CG| =z —2.

Figura 125 — Problema 8 - 2

12 FEG T — 2

Fonte: Elaborado pelo autor

1) Por C traga-se uma reta paralela a AG que encontra o prolongamento de BA em M

(conforme a figura 126).

2) O segmento AC' é transversal ao segmento AG e a reta CM , paralelos entre si, logo
o angulo g = ¢, por serem alternos angulos internos, e a = 6 por serem angulos

correspondentes.

3) Como |AD| = |AE|, |DP| = |EP| e ADP = AEP = 90°, entéo o tridngulo AADP
é congruente ao triangulo AAFEP pelo caso LAL.

4) Como o tridngulo AADP é congruente ao tridngulo AAE P, entdo a = [ e conclui-se

que o angulo . = =0 = 0.

5) O tridngulo AAMC' é isosceles, dado que 6 = 0, logo |[AM| = |AC| = = + 6.
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Figura 126 — Solucao do Problema 8

T —2

Fonte: Elaborado pelo autor

Dado que AG é paralelo a MC', entao pelo Teorema de Tales, tém-se que:

|AB|  |BG]|
|AM| — |CG)|
Substituindo pelos comprimentos dos segmentos, obtém-se:

18 14
r+6 x-—2

Dai, segue que:
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Problema 9. As retas r, s et da figura 127 sdo paralelas e a distancia entre r e s € 3

cm, calcule a distancia entre s e t sabendo que |AB| =4 e |BC| =6

Figura 127 — Problema 9

A
¢ » T
4
B
¢ » s
6
i C b
- 't

Fonte: Elaborado pelo autor

Solucao.

Tracamos uma reta perpendicular ao feixe de retas paralelas, que intersecta r, s e
t, respectivamente em A’, B’ e C’. Do enunciado, a distancia da reta r a s é de 3 e¢m, logo

|A’B’| = 3. Seja z a distancia entre as retas s e t, logo |B'C'| = x.

Figura 128 — Solugao do Problema 9

&
J A
T

4 3
B B'
4 » S
6 X
c C

Fonte: Elaborado pelo autor

Pelo Teorema de Tales:

O o~
8w

Donde-se obtém,

r=4,5cm
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4.3 AplicacGes avancadas do Teorema de Tales

Nesta secao aborda-se aplicagoes onde faz-se necesséario utilizar de artificios geométricos

para obter a solu¢ao do problema.

Problema 10. Considere a figura 129. Determine o valor de x no triangulo NABC,
sabendo que |AG| = |HG| =z, |AB| =246 ¢ |CG| = 12.

Figura 129 — Problema 10

Fonte: Elaborado pelo autor

Solucao.

Na figura 129 definimos:

1) Por G um segmento paralelo a AB que intersecta BC' em F.
2) Por F traga-se um segmento paralelo a AC' que intersecta AB em [.

3) obtém-se o quadrilatero ABFI e dado que AG é paralelo a [F e Al ¢é paralelo a
GF, entao ABFI é um paralelogramo, logo | F| = |AG| =z e |Al| = |GF|

4) Sendo GF paralelo a AB, entdo GFH = ABC = 60°.

5) Como GFH =60°e GHF = 60°, entao o tridngulo AGF H é equilatero e, portanto,
|HG| = |HF| =|GF| = x.

6) Como |GF| ==z ¢ |GF| = |Al|, entdo |Al| = x.

7) Sendo |AB| =z + 6, entao |BI| = 6.
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Faz-se |BF| =m e |CH| = n.

Figura 130 — Solugao do Problema 10

Fonte: Elaborado pelo autor

Da figura 130, como [ F' é paralelo a AC', tem-se pelo Teorema de Tales que:

r T+n
g 4.8
5= (4.8)
Analogamente, como GF' é paralelo a AB, pelo Teorema de Tales:
12
2 _«z +n (4.9)
x m
Fazendo (4.8) igual a (4.9), obtém-se que
r 12
- == 4.10
5= 2 (4.10)

Desenvolvendo-se,
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Problema 11. Considere o triingulo AABC' a sequir e os comprimentos dos segmentos

nele indicados. Determine a drea do triangulo NABC

Figura 131 — Problema 11

V3

Fonte: Elaborado pelo autor

Solucao.

Na figura 131 definimos no segmento AC' um ponto F', tal que o segmento FF seja

paralelo a BC'. Dai obtém-se as seguintes conclusoes (veja a figura 132):

1) Como E'F é paralelo a BC, entao

EFD = BCA = 60°
por serem angulos correspondentes

2) O triangulo AABC' é reto em B, dado que ACB+ BAC = 60° +30°, logo conclui-se
que AEF = ABC = 90° por serem angulos correspondentes;

3) O angulo EDF & externo ao triangulo AADE, logo a sua medida sera

EDF = 60°

Donde conclui que AED = 30°
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4) Como no triangulo AADFE os dngulos da base AFE sao iguais, entao ele é isésceles e
AD| = |DE| = V3.

5) Como EDF = DFE = 60°, entdao DEF = 60°.
6) O triangulo ADEF é equildtero, dado que os trés angulos internos medem 60°, logo

IDF| = |EF| = /3;

Figura 132 — 12 parte da solucao do Problema 11

B

A V3 D V3 C

Fonte: Elaborado pelo autor

Como E'F é paralelo a BC, entao pelo Teorema de Tales:
|AF|  |AE]
|\FC|  |EB|

Seja |FC| = z, segue que:

V3+V3 3

z V3

Desenvolvendo, obtém-se que = = 2. Dai, concluimos que |AC| = 2 + 21/3.

Para obter a area do tridangulo AABC' é necessario obter a medida do segmento

BC'. Na figura 132, por F' traga-se um segmento paralelo a AB que intersecta BC' em H.

Como F'H é paralelo a EB, entao BHF = 90°, dai conclui-se que o quadrilatero
BEFH é um quadrado e que |BH| = /3.

Na figura 133 faz-se |CH| = y.
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Figura 133 — 2% parte da soluc¢ao do Problema 11

B

A V3 D V3 2
Fonte: Elaborado pelo autor

Como F'H é paralelo EB, entao pelo Teorema de Tales:

|CH| B |CF|
|HB|  |FA

Assim,

Desenvolvendo, obtém-se que:
y=1

Dai, concluimos que a medida do segmento BC' sera

|IBC| =1+/3

A drea (Sapc) do tridngulo sera dado por

(1+3)(3+V3)
2

=3+ 2V3

Sapc =

Portanto, a area do tridangulo AABC é 3 + 2/3.
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Problema 12. (Adaptado do POT 2012 [16]) No triangulo NABC' (figura 134) os pontos
P e Q estiao sobre os lados AB e AC, respectivamente, tais que PQ seja paralelo BC'.

Prove que CP, QB e a mediana AM, com M em BC, intersectam-se em tunico ponto.

Solucao.

Figura 134 — Solugao do Problema 12

A

ol c

Fonte: Elaborado pelo autor

Pelo Teorema de Tales sabe-se que:

[AP| _ |AQ)

|BP||CQ)|

Donde-se obtém,

AP
|BP| |AQ)|
Seja BQ N CP = X, suponha que M’ € BC tal que X € AM' e M’ # M.

Figura 135 — Ponto de interse¢ao dos segmentos AM’, CP e BQ

A

B * Cc

Fonte: Elaborado pelo autor
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Pelo Teorema de Ceva, como AM’, BQ e C'P intersectam-se em X, entdo:
|AP| |BM'| |AQ| _

: =1
|BP|[CM'| |CQ)

Como AM é mediana, entdo |BM| = |C'M]|. Dai, obtém-se que:

|BM| _

=1 4.12
O (4.12)

Multiplicando (4.11) por (4.12), obtém-se:
4P| |BM| 1CQ|
|BP[ |CM]  |AQ)

1

Pela reciproca do Teorema de Ceva conclui-se que AM, B(Q e C'P concorrem em
um unico ponto, mas AM’', BQ e C'P concorrem em X, o que 86 é verdade se M’ = M,
o que é absurdo, pois por hipdtese M # M'. Portanto, resta concluir que CP, QB e a

mediana AM sdo concorrentes em tnico ponto.

Problema 13. O segmento AB tem comprimento de 6 cm e é o diametro de um
semicirculo, as cordas AC e BD intersectam-se no ponto M. Se os segmentos MC

e BC' tém comprimentos de 2 cm, respectivamente, qual € a drea do triangulo ABMA?

Solucao.

Dado que AB é diametro, entao o triangulo AABC' é reto em C.

Figura 136 — Ilustracao do Problema 13

6 cm

Fonte: Elaborado pelo autor

No triangulo ABM A traga-se por M o segmento M H perpendicular a AB em H,
obtendo-se assim a altura do tridngulo ABM A.

obtém-se:
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1) O angulo BAC = o;

2) O triangulo AABC' é semelhante ao triangulo AAM H pelo caso de semelhanga de
AAA.

Faz-se |AM| =y e |MH| = z.

Figura 137 — Solugao do Problema 13

6 cm

Fonte: Elaborado pelo autor

Da semelhanca de triangulos, segue que:

r_Y (4.13)

Como o triangulo AABC' é reto em C', entao pelo Teorema de Pitagoras:

(y+2)* +22 =6
y=4v2 2 (4.14)

Aplicando (4.14) em (4.13), obtém-se:
1
r=g (4v2 -2) (4.15)

Portanto a drea (S) do tridngulo ABM A seré:

1 1
5_5-6-5-(4\/5—2)

=42 — 2.
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Problema 14. No retangulo ABCD, figura 138, |AG| =12, |GP| =8 ¢ |PE| =2z. O

ponto F' € ponto médio do segqmento AD. Determine o valor de x.

Figura 138 — Problema 14

Fonte: Elaborado pelo autor

Solucao.

Traca-se por P um segmento paralelo a AD que encontra AB em M e C'D em (@),

considere a figura 139.

Figura 139 — Solucao do Problema 14

B 2m C

Fonte: Elaborado pelo autor
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Da figura 139, conclui-se que:

1) Pelo caso de semelhanga AAA, o tridngulo AAGF ~ ANGP. Logo,

m 12
n 8
Donde-se obtém,
2
=— 4.16
n=g-m (4.16)

2) Como F' é ponto médio, entao |AF| = |F'D|, logo, pelo caso de congruéncia LAL, o
triangulo AABF é congruente ao tridngulo ADCF. Entéo, o angulo ABF = FCD.

3) O quadrilatero M BC(Q é um paralelogramo, dado que seus lados opostos sao paralelos,
assim |BM| = |CQ)|.

4) Do item 2 e 3 conclui-se, pelo caso de congruéncia ALA, que o triangulo ABM N é
congruente ao triangulo ACQP, logo |[MN| = |PQ| = y.

O segmento |MQ| = |BC| = 2m, logo

2m =2y +n

Substitui-se n pelo resultado obtido em (4.16), obtém-se:

2
2m:2y+§-m

Assim,

5) Pelo caso AAA o tridngulo ADAE é semelhante ao triangulo AQPE. Logo,

o )

124+8+x2 2m

Substitui y pelo seu valor em funcao de m,

Portanto,
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Problema 15. No triangulo ANABC, figura 140, ED ¢ paralelo a AB. Determine o
comprimento do segmento BG, sabendo que |CG| = |AF| = 3, |CE| = 6 e o dngulo
CGE =CAB =9

Figura 140 — Problema 15

A B

Fonte: Elaborado pelo autor

Solucgao.

Seja GED = w. Como ED é paralelo a AB, entio CDE = «, por serem angulos
correspondentes. Analogamente, 6 = CEG+w. O angulo # é angulo externo ao triangulo
ACGE, logo 0 = w + a. Dai conclui-se que CEG = «

Figura 141 — Solucao do Problema 15

A B

Fonte: Elaborado pelo autor
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Pelo caso AAA de semelhanca de triangulo o ACDE é semelhante ao triangulo
ACGE, dado que CEG = CDE =a e CGE = CED = 0.

Logo,
ICE| |CG]|
|ICD|  |CE|
Seja |DG| = m. Dal,
6 3
3+m 6

Desenvolvendo, obtém-se que m =9

Como ED é paralelo a AB, entao pelo Teorema de Tales:

|CE| B |C' D]

|EA|  |DB|
Seja |DB| = n. Dai,

97 3+m

3  n

Desenvolvendo, obtém-se que n = 6. Logo,

|BG| = |DG| + |BD| = 15.
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5 Uma introducao a geometria analitica

Neste capitulo abordam-se as consequéncias do Teorema de Tales para a construgao

dos conceitos elementares sobre retas a partir da perspectiva da geometria analitica.

5.1 Nocoes basicas: Plano Cartesiano e ponto

Segundo LIMA (2014, pag. 9):

Um sistema de coordenadas (cartesianas) no plano II consiste num par
de eixos perpendiculares OX e OY contidos nesse plano, com a mesma,
origem O. OX chama-se o eixo das abscissas e OY ¢é o eixo das ordenadas.
[17]

Assim, em um plano « dois eixos = e y, perpendiculares entre si, que se intersectam

em um ponto O, definem um sistema ortogonal de coordenada cartesianas.

Seja P um ponto pertencente ao plano «, tal que por P traca-se duas retas z’ e v/,

comz' Lyey L x

Figura 142 — Plano Cartesiano

Y v x
P
Yy T

: —,

P

Fonte: Elaborado pelo autor

Dai, defini-se:

a. O é a origem do plano cartesiano,
b. x é o eixo das abscissas e y o eixo das ordenadas

c. O sistema de eixos é ortogonal,
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d. As coordenadas de um ponto P qualquer sao indicado pelo par ordenado (z,,yp).

e. Os nimeros reais x, e y, sao, respectivamente, a abscissa e ordenada de P.

Aqui introduz-se a ideia de coordenadas de um ponto em um plano, segundo LIMA
(2014, pag. 10):

O emprego de coordenadas no plano serve a dois propdsitos que se
complementam. O primeiro é o de atribuir um significado geométrico (e
com isto dar um maior contetido intuitivo) a fatos de natureza numérica
.. O segundo proposito do uso das coordenadas vai no sentido oposto:
recorre-se a elas a fim de resolver problemas da Geometria. [17]

Dessa forma, ao longo deste capitulo usa-se o sistema de coordenadas cartesianas
para tratar a reta e segmentos de retas de forma a mostrar a relagdo do Teorema de Tales

com a Geometria Analitica.

Segue que o plano cartesiano é dividido em quatro partes, denominadas de

quadrantes (veja a figura 143).
Figura 143 — Partes do plano cartesiano

yll

2° Quadrante 1° Quadrante

)

v

32 Quadrante 4° Quadrante

Fonte: Elaborado pelo autor

A coordenada do ponto define em qual quadrante o ponto P estard. O ponto

pertencera ao:
1° Quadrante se z, > 0 ey, > 0
2° Quadrante se z, <0 ey, >0
3° Quadrante se z, < 0ey, <0

4° Quadrante se x, > 0 ey, <0

O ponto P pode pertencer a um dos eixos cartesianos, nesse caso:
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« Se P pertence ao eixo das abscissas, entao a sua ordenada ¢ nula, logo (x,,0)

« Se P pertence ao eixo das ordenadas, sua abscissa é nula, logo (0, y,)
No plano cartesiano os pontos podem ser coincidentes ou distintos.

» Pontos coincidentes tém as mesmas coordenadas, ou seja, suas abscissas e ordenadas

sao iguais.

« Pontos distintos podem ter ou abscissas e ordenadas diferentes ou abscissas ou

ordenadas diferentes.

5.1.1 Distancia entre dois pontos no plano

Dois pontos distintos determinam um segmento de reta, logo a distancia entre dois

pontos A e B, no plano, corresponde ao comprimento do segmento de reta AB.

Seja A = (24,Ya) € B = (xp,yp), dois pontos distintos. Seja ainda P um ponto
tal que AP é paralelo ao eixo das abscissas e PB paralelo ao eixo das ordenadas. As
coordenadas de P = (x,y,), conforme a figura 144.

Figura 144 — Segmento de reta AB

Y B

X3 Xy =X
Fonte: Elaborado pelo autor

Como AP é paralelo ao eixo x e PB é paralelo ao eixo y, entdao AP é perpendicular

a PB, logo o triangulo AAPB é reto em P. Pelo Teorema de Pitagoras:

|AB|? = |AP|? + |PB/J?

Segue que |AP| =z, — z, e |PB| =y, — y,. Portanto,

AB| = /(25 — 20)2 + (4 — ¥a)?
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5.2 Calculo da Razdo entre Segmento colineares consecutivos

Diz-se que “Dois segmentos de reta sao colineares se, e somente se, estao numa

mesma reta”[9]. Os segmentos colineares podem ser consecutivos ou nao.

Figura 145 — Segmento colineares

M Py

N

- o}

Q R S T
® 0 —®

-& s

Fonte: Elaborado pelo autor

Na figura 145 os segmentos M N e N P, pertencentes a reta r, sao ditos colineares
consecutivos, pois a extremidade N do segmento M N também ¢é extremidade do segmento
NP. Ja na reta s os segmentos QR e ST sao colineares, mas nao sao consecutivos, pois

suas extremidades sao distintas.

Definicao 13. Dados trés pontos A, B e C, distintos entre si, pertencentes a uma reta r
e AC um segmento tal que AC' = AB U BC, chama-se de razdo entre os segmentos AB e

BC' o nimero real k, tal que

_ 4B
- |BCY

Seja AC' um segmento de reta arbitraria, tal que A = (z4,%.), B = (x4, yp) €
C= (xm yc)‘

Figura 146 — Segmento de reta AC

y4
Ye c

X X Xo X

Fonte: Elaborado pelo autor

Definiu-se na figura 147 os pontos B’ e C’, de modo que BB’ e C'C" sejam paralelo

ao eixo y, com AC’ paralelo ao eixo x e AC' = AB’ U B'C". Definiu-se também os pontos
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B" e C", de modo que BB"” e C'C"” sejam paralelo ao eixo x, com AC” paralelo ao eixo y
e AC" = AB" U B"C".

Figura 147 — Demonstracao da Razao entre segmentos colineares consecutivos

Fonte: Elaborado pelo autor

Como os segmentos de retas BB’ ¢ C'C’ sao mutuamente paralelos, entdo pelo

Teorema de Tales:

|AB'| B |AB|
|B'C"|  |BC|
Dai obtém-se
T, —x, |AB|
— 5.1
r.—ux, |BC| (5.1)

De modo analogo, os segmentos de retas BB"” e CC"” sao mutuamente paralelos,

entao novamente aplica-se o Teorema de Tales:

|AB"|  |AB]
|B”C”| - ‘BC|
Dai obtém-se,
— Y, AB
Ye — Ub |BO|

Portanto, de (5.1) e (5.2).

xb_xa_yb_ya
Te— Ty Ye — Ub

k:

Conhecendo-se a razao entre os segmentos colineares consecutivos pode-se obter
as coordenadas do ponto que divide um dado segmento em dois segmentos colineares

consecutivos que guardam entre si a razao k.
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Tomando-se P = (z, y), um ponto qualquer, que divide o segmento de reta arbitraria

AB em dois segmentos colineares consecutivos, tal que:

_ AP
~ |PB

Seja A = (z4,Ya) € B = (xp,yp). A razdo pode-se ser obtida por meio das abscissas

ou das ordenadas dos pontos A, B e P.

Para

Obtém-se,

Para

Obtém-se,

k= .
Y — Y

_ Yot hkou
1+k

Portanto o ponto P tem coordenadas:

To+k-xp Yot k-yp

|

1+ 7 1+k

)

5.3 Condicao de colinearidades de trés pontos

Nesta secao aborda-se a condigao de colinearidade de trés pontos e constroi-se o

método para verificar se os pontos dados sao colineares por meio do Teorema de Tales.

Definicao 14. Dois ou mais pontos sao colineares se pertencem a uma mesma reta.

Figura 148 — Colinearidade dos pontos

N

Q
(]

P

r

—& @

Fonte: Elaborado pelo autor

Os pontos M, N e P sao ditos colineares, pois pertencem a r, enquanto que o

ponto M, N, P e (), ndo sdo colineares, pois () nao pertence a r.
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Teorema 17. Trés pontos, A = (24,Ys), B = (zp, ) € C = (2, y.) sao colineares se, e

somente se, vale a igualdade:

(iEb - xa) ' (yc - yb) = (xc - .’L'b) ' (yb - ya)

Demonstragio. Seja B um ponto pertencente ao segmento de reta arbitraria AC (conforme
a figura 149)

Figura 149 — Segmento de reta AC

C

2
Fonte: Elaborado pelo autor
Por A e B traca-se, respectivamente, as retas ry e r; paralelas ao eixo x e por B e
C' tragam-se, respectivamente, as retas r3 e 4 paralelas ao eixo y (figura 150).

Figura 150 — Prova da colinearidade

L

y

Yo

AL

D

v

Xy Xy Xe X

Fonte: Elaborado pelo autor

Como as retas r3 e r4 sdo paralelas entre si, entao pelo Teorema de Tales:

|AB'|  |AB|
|\B'B"|  |BC|




131

Como as retas r, e ry sao paralelas entre si, entao pelo Teorema de Tales:

|B"C"|  |AB|

= 5.4
|C'C| |BC| (54)
De (5.3) e (5.4),
|AB" B ’BNC,‘
BB 10C]
Donde-se obtém,
Ty — Tq _ Yo — Ya (55)

Te — Tp Ye — Yo

Desenvolvendo o resultado obtido em (5.5) tem-se:

(@p = Za) - (ye = ) = (Yp = Ya) - (e — T)

Para a reciproca do Teorema temos que se (xp — 24) * (Ve — Yp) = (Ye — Up) * (T — p),

entdao A, B e C sao colineares
Vamos supor que (2, — Z4) - (Ye — Ys) = (Yo — Ya) - (zc — ) # 0, logo reorganizando
a expressao obtém-se as seguintes razoes:

Tp — Tq Te — Ty

Veja que as razdes obtidas expressam o coeficiente angular de uma reta, assim A,

B e C sao colineares se os coeficientes forem iguais para qualquer ponto na reta.

Definicao 15. Chama-se de coeficiente angular a inclina¢io de uma reta em rela¢ao ao

eizo das abscissas.

Seja A = (24,y,) € B = (xp, 1) dois pontos de uma reta r, entdo o coeficiente

angular, que denominamos de m, é expresso como:

Yp — Ya
m =
Ty — g

Definicao 16. O coeficiente angular é constante para qualquer segmento de reta contido

na reta.

Seja A = (24,Ya), B = (zp, ) € C' = (x¢,y.) pontos de uma reta, tal que AB e BC

sejam dois segmentos consecutivos.
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Figura 151 — Inclinacao da reta em relacao ao eixo x

E

y

Yb

Xy

Fonte: Elaborado pelo autor

. Ay
1) Por A e B traga-se, respectivamente, as retas AB

. ——> .
2) Por B e C, respectivamente, as reta C'C" e BB’ paralelas ao eixo y.

!

B
L 4
X

S .
e BC" paralelas ao eixo .

entdo seus angulos internos sao iguais (conforme a figura 152).

Figura 152 — Prova colinearidade de trés pontos

Y&
Ye

Yb

X3

Xy

X

5
L
c X

Fonte: Elaborado pelo autor

Pelo caso de semelhanca AAA, o tridngulo AABB' ~ ABCC". Logo,

|AB'| B | B'B|
|BC"|  |C"O|
Donde obtém-se
Tp — g _ Yb — Ya
Te — Ty Ye — Yp

) — —
Como AC' é transversal as retas paralelas AB" e BC" e as paralelas CC' e BB

!
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Reorganizando obtém-se,

Yo — Ya o Ye — Up

Ty — Tqg Te — Ty

Ocorre que as razoes obtidas correspondem, respectivamente, aos coeficientes
angulares do segmento AB e BC' relagao ao eixo das abscissas, que como visto sio iguais.
Dessa forma as razoes obtidas em (5.6) sao verdadeiras, provando que A, B e C sao
colineares por definirem segmentos com a mesma inclinacao da reta em relagdo ao eixo

das abscissas.

5.4 Breve abordagem do Teorema de Tales em R3

Nesta secao abordam-se brevemente os conceitos sobre retas e suas projegoes nos
planos coordenados realizando em seguida a aplicagao do Teorema de Tales para obter
a razao entre segmentos colineares no espaco e a localizacdo do ponto que divide um

segmento em partes proporcionais.

5.4.1 Nocédo basica do espaco R3

Denomina-se R? o conjunto do trio ordenado de nimeros reais z,y e z, assim
3 _
R = {(.ﬁU,y,Z)/l',y,Z € §R}

Geometricamente representa-se R3 a partir do sistema de eixos x,y e z ortogonais

entre si dois a dois, com origem em (0, 0,0).

Figura 153 — Espaco R®
i,

Fonte: Elaborado pelo autor
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Os eixos z,y e z sao denominados, respectivamente, eixo das abscissas, ordenadas
e cotas. No espaco R? um ponto P que estd localizado:
a) No eixo das abscissas, terd y = 0 e z = 0, ou seja P = (,0,0)
b) No eixo das ordenadas, terd =0 e z = 0, ou seja P = (0,y,0)

¢) No eixo das cotas, terd z =0 e y = 0, ou seja P = (0,0, z)

5.4.2 Razao entre dois segmentos colineares consecutivos em R3

Nesta subsecao aborda-se como calcular a razao entre dois segmentos colineares
consecutivos em R? a partir das coordenadas do pontos que sdo extremos dos segmentos

de reta.

Seja AB um segmento de reta arbitraria e C' um ponto tal que C' C AB, conforme
a figura 154.

Figura 154 — Reta f@ em R? - parte 1

).

Fonte: Elaborado pelo autor

Seja o nimero real k a razao entre os segmentos de reta AC' e C'B, logo



135

ACT _
[z

Na figura 154 os pontos P, ) e R sao, respectivamente, as projecoes dos pontos A,
C' e B no plano zy. Assim, os segmentos AP, C'() e BR sao perpendiculares ao plano xy,

logo mutuamente paralelos.

Analogamente, os pontos S, T' e V sao, respectivamente, as projecoes dos pontos
A, C e B no eixo z, logo os segmentos de retas AS, CT e BV sao perpendiculares ao eixo

z, portanto mutuamente paralelos.

Figura 155 — Reta j@ em R? - parte 2

i

Fonte: Elaborado pelo autor

Como AP, C'Q) e BR sao mutuamente paralelos, entdao pelo Teorema de Tales
14 _ 1PQl
CB| QR

Segue que PQ) e QR sao segmentos colineares consecutivos contidos no plano

cartesiano xy, logo, como visto na secao 5.2, a razao entre PQ) e QR serd dada por
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|PQ) _Tem%a _ Ye " Ya
|QR| Ty — Te Yo — Ye

Donde-se obtém que

Ty — Te Yp — Ye

Te — Tg c Ya
b — _ Yy

Os segmentos de reta AS, C'T' e BV sao mutuamente paralelos, entao pelo Teorema
de Tales

|AC|  |ST|
ICB|  |TV|
Como S, T e V pertencem ao eixo z, entao |ST| = z. — z, e |[TV| = 2z, — z..

Entao a razao k é dada também por

Portanto, conclui-se que

k_xc_xa_yc_ya_zc_za

Ty — Te Up — Ye Zp — Zc

Aborda-se a seguir como obter, a partir da razao k entre dois segmentos colineares
consecutivos, as coordenadas do ponto que divide um segmento em dois segmentos colineares

consecutivos.
Seja C' = (z, y, z) um ponto qualquer que divide o segmento arbitrario AB em

dois segmentos colineares consecutivos, tal que:

_ JAC|

E =1
[CB|

Seja A = (T4, Ya, 2a) € B = (v, yp, 2p), €ntao

k_|AC’|_x—:z:a_y—ya Z— Zg

_]C'B|_:L'b—a:_yb—y 2 — 2

Sabe-se que

T — Zg

Iy — X
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k:y_ya
YU — Y
€
Z — Zq
k =
Zp — 2

Desenvolve-se as trés expressoes, obtém-se

xgt ke
14k

_ Yoty
1+ k

Zo + k- 2
1+k

Portanto, conclui-se que

C(Tatkomy Yot koyy zat k-2
o\ 1+k 7 14k 7 1+k
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6 Consideracoes finais

O estudo do Teorema de Tales nos permitiu refletir sobre sua relevancia na
Geometria, destacando ao longo da dissertacao sua aplicabilidade ndo apenas na geometria

plana, mas também como base para a geometria analitica.

No capitulo 2, acompanhamos a construcao dos conceitos essenciais, a partir
dos axiomas de Euclides, que sustentam uma variedade de teoremas matematicos. As
proposicoes e teoremas abordados nesse capitulo sao importantes para fundamentar e dar
sentido ao que foi discutido no capitulo 3. Ao apresentar as demonstragoes das consequéncias
do Teorema de Tales para tridngulos, como o Teorema de Ceva, demonstramos as
possibilidades de aprofundamento e os caminhos que podem ser seguidos para abordar o
Teorema de Tales em diversos topicos matematicos. Mostramos também que a pratica de
demonstragoes de um teorema revela a riqueza da matematica, uma disciplina rica em

axiomas, defini¢oes e teoremas que representam sua esséncia.

A epigrafe deste trabalho, atribuida a Tales, "A questao primordial ndo é o que
sabemos, mas como sabemos', resume o que abordamos ao longo dessa dissertagao. A frase
de Tales nos lembra da importancia de sermos criticos em relacao ao conhecimento que
adquirimos e aos métodos que empregamos para alcanca-lo. Ele nos encoraja a considerar

nao apenas o que sabemos, mas também a maneira como chegamos a esse conhecimento.

Como resultado, obtivemos aplica¢oes do Teorema de Tales em situac¢oes-problema.
Uma vez compreendido, conseguimos aplicid-lo de forma adequada como uma ferramenta

versatil e de vastas aplicagoes.

Portanto, este trabalho possibilitou esclarecer que o conhecimento matematico
transcende férmulas, originando-se de ideias fundamentais como o Teorema de Tales de
Mileto. Demonstramos que deve-se priorizar a andlise das ideias por tras das formulacoes
matematicas para que se perceba que a matematica ¢ uma ciéncia acessivel, transformadora
e repleta de significado. Isso nos leva ao capitulo 5, onde observamos que a Geometria
Analitica é produto de ideias discutidas ao longo de séculos, incluindo aquelas provenientes

do Teorema de Tales, foco deste trabalho.
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