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Resumo

Neste texto apresento Uma Proposta Didatica para o Calculo a ser aplicada junto aos
alunos no Ensino Médio. Justifica-se tal proposta pela dificuldade enfrentada por discentes
ao terem o primeiro contato com Calculo apenas no Ensino Superior, uma vez que esta
tematica, ndo vem sendo trabalhada pelos professores por nao fazer, oficialmente, parte do
curriculo da Educacao Basica atualmente no Brasil. A proposta inicia apresentando um
pouco da historia da criacao, criadores e desenvolvimento do Célculo, seguido do estudo do
conceito, propriedades e aplicacao do Limite, Derivada e Integral na resolugao de problemas
e finalizando com a aplicacdao do Calculo na obtencao da area sob graficos de funcoes e
Parametrizacao e Reparametrizacao de Curvas pelo Comprimento de Arco. Ressalta-se
que o objetivo de tal estudo nao é a promoc¢ao de um curso de Célculo e sim proporcionar
uma aprendizagem significativa acerca da definicao e da aplicacao da tematica abordada,
assim, deixo ao longo do texto propostas de atividades e nos apéndices, abordagens mais

profundas dessas temaéticas e as solugoes das atividades a serem desenvolvidas pelos alunos.

Palavras-chave: limite, derivada, integral.



Abstract

In this text I present a Didactic Proposal for Calculus to be applied to high school students.
This proposal is justified by the difficulty faced by students when having their first contact
with Calculus only in Higher Education, since this topic has not been worked on by
teachers as it is not officially part of the Basic Education curriculum currently in Brazil.
The proposal begins by presenting a little of the history of the creation, creators and
development of Calculus, followed by the study of the concept, properties and application
of Limit, Derivative and Integral in solving problems and ending with the application
of Calculus in obtaining the area under graphs of functions and Parameterization and
Reparameterization of Curves by Arc Length. It should be noted that the objective of such
a study is not to promote a Calculus course but to provide significant learning about the
definition and application of the topic covered, therefore, I leave proposals for activities
throughout the text and in the appendices, more these themes and the solutions for the

activities to be developed by the students.

Keywords: limit, derivative, integral.
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1 Introducao

O declinio da presenca do estudo do Calculo no curriculo da Educacao Basica
iniciou com o Movimento da Matematica Moderna - MMM da década de sessenta. Assim,
a maioria dos estudantes brasileiros tem o primeiro contato com esta area da matemaética
apenas no Ensino Superior, onde acabam por sentir muita dificuldade, seja em cursos de
graduagao, mestrado ou doutorado, uma vez que nao tiveram contato com a tematica ao

longo do Ensino Médio.

O estudo do Calculo é base para a maioria dos cursos superiores de diversas areas.
E fundamental que ao longo da Educacao Bésica os alunos tenham contanto com alguns
objetos de conhecimentos (contetidos) fundamentais para a compreensao de conceitos
introdutérios e para o desenvolvimento de uma aprendizagem significativa em relacao ao

estudo citado.

Para que o aluno possa consolidar uma aprendizagem das tematicas presentes
no Calculo, estudar geometria ao longo do Ensino Fundamental, mesmo que de forma
introdutoéria, através da definigao de Ponto, Reta, Plano, Figuras Planas, Sélidos Geométricos
é fundamental. No Ensino Médio, estudar as fungdes, a trigonometria, a geometria espacial e
a geometria analitica constituem base na busca pelo protagonismo dos alunos ao estudarem

Célculo, mesmo que apenas de forma intuitiva.

Ao ter contato com o estudo do Limite, Derivada e Integral ja no Ensino Médio,
o aluno adquire conhecimentos que lhe servirao como base para um estudo completo do
Célculo no Ensino Superior. Neste sentido, apresento Uma Proposta Diddtica do Cdlculo
para ser aplicada junto aos alunos da ultima etapa da Educagao Bésica. Justifica-se tal
estudo pela dificuldade enfrentada por discentes do Ensino Superior ao terem o primeiro
contato com o Célculo somente nesta etapa da educacao. Assim, com a efetivagao da
proposta didatica apresentada, busca-se a promog¢ao de uma aprendizagem significativa
acerca da definicao e da aplicacdo dos temas abordados, junto aos alunos do Ensino Médio,

promovendo o primeiro contato dos futuros académicos com o Calculo.

Assim, iniciamos este estudo apresentando o contexto histérico da criagao e criadores
do Calculo, remetendo a origem a Arquimedes de Siracusa, que viveu no século III a.C,
perpassando pelos mateméticos Isaac Newton (1643-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716), a quem se credita a cria¢ao, em um periodo compreendido entre os anos de
1600 e 1799 (Séc. XVII e XVIII).

No Capitulo seguinte apresento um estudo do conceito, propriedades e aplicagoes
do Limite, Derivada e Integral, através de exemplos simples, da interdisciplinaridade e

da aplicagao do Calculo na solucao de problemas. E, para finalizar o estudo proposto,



CAPITULO 1. INTRODUCAO 10

apresento aplicacoes do Calculo no Ensino Médio, através do cédlculo de area limitada pelo

grafico de fungoes e da Parametrizagao e Reparametrizacao pelo Comprimento de Arco.

Espera-se que os professores de matematica entendam a importancia dos alunos
terem contato com o Calculo ainda no Ensino Médio, mesmo que de forma intuitiva e com
aplicagoes simples, fazendo o estudo dos temas ja listados, afim de que os alunos tenham
menos dificuldades ao terem contato no Ensino Superior com um estudo mais detalhado e

completo desta tematica.



2 Uma Proposta Didatica para o Calculo no

Ensino Médio

A educacao formal é divida em etapas. A primeira etapa é a educacao basica,
formada pela Educacao Infantil, o Ensino Fundamental e o Ensino Médio e, em seguida,
temos o Ensino Superior. Desde os primeiros dias de vida escolar, a crianca, mesmo que de

forma abstrata, tem os primeiros contatos com a geometria, base para o estudo proposto.

No Ensino Fundamental as aulas de geometria ganham mais sentido para os alunos
com a implementacao da defini¢do geométrica de ponto, reta, plano, angulo, drea, perimetro,
volume, o que permite ao estudante iniciar sua jornada no mundo fascinante da geometria
e, consequentemente, dar os primeiros passos para a compreensao de conceitos relacionados

ao Célculo.

No Ensino Médio, ultima etapa da educagao béasica, o aluno consegue aprimorar
os conhecimentos adquiridos e amplia seus conhecimentos geométricos estudando novas
areas como a geometria espacial, geometria analitica e por que nao, geometria diferencial
(drea que tem o Cdlculo como base). Esse novo universo permite ao aluno estudos mais
aprofundados dessas tematicas e suas aplicagoes, a partir do conhecimento de novas

defini¢oes, lemas, teoremas.

De acordo com a [10] “o conhecimento matemdtico é necessario para todos os
alunos da Educacao Basica, seja por sua grande aplicacao na sociedade contemporanea,
seja pelas suas potencialidades na formacao de cidadaos criticos|...]”. Para que os discentes
possam adquirir o conhecimento matematico que é de suma importancia para sua vida
pessoal e académica, a educagao matematica foi dividida em cinco unidades tematicas:

'ntimeros, algebra, geometria, grandezas e medidas, probabilidade e estatistica'[10, p.265].

O objeto de estudo nesta proposta didatica sera a introducao de conceitos basicos
para o estudo do Calculo através da unidade tematica geometria, mais especificamente
a geometria diferencial, area onde utilizamos os conhecimentos geométricos adquiridos
durante a educacgao basica e aplicamos o cédlculo diferencial na resolucao dos problemas

propostos.

Para o alcance dos objetivos propostas, serdao estudados temas como Limite,
Derivada, Integral, Parametrizacao e Reparametrizacao pelo Comprimento de Arco, além
da aplicacao destes para a resolucao de problemas, promovendo um processo de ensino
e aprendizagem significativo, a partir do estudo do contexto histérico da criagao e dos
criadores da tematica abordada, seguido do conceito, propriedades e aplicacao de limite,

derivada, integral.
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Este deve ser um compromisso de todos os professores de matemaética que trabalham
nessa etapa da Educacao Basica. Sei que a realidade ¢é diferente em cada escola e em
cada regiao deste pais, mas, temos urgéncia em melhorar os indices de aprendizagem na
matematica e em relagao ao estudo de Calculo nao é diferente, uma vez que é grande o
indice de reprovacao e evasao em cursos superiores que tem o Célculo presente em seu
curriculo, portanto, sugerimos aos professores que apresentem essa tematica aos alunos logo
no Ensino Médio para que estes possam desenvolver um processo de ensino e aprendizagem
eficiente e assim construir a base necessaria para o aprofundamento dessa tematica no

Ensino Superior.

2.1 Contexto Historico da Criacao do Calculo

Sugiro aos professores que iniciem o estudo do Céalculo no Ensino Médio através
da apresentacao histérica de sua criacao, criadores e desenvolvimento com o passar do
tempo, tendo como objetivo a motivacao dos alunos e aplicagao de uma metodologia ludica
a partir de exemplos simples que possam evidenciar de forma clara o estudo proposto,
dando énfase a interdisciplinaridade e a promocao de forma significativa de um processo

de ensino e aprendizagem.

Assim, vejamos um pouco sobre o principio histérico do surgimento do Célculo nas

palavras de Domingues (apud [8, p.52]);

Uma das primeiras manifestagdes do calculo integral é devida a Antifon,
um contemporaneo de Socrates. Antifon argumentava que, por sucessivas
duplicagdes do numero de lados de um poligono regular inscrito num
circulo, a diferenga entre a area do circulo e a dos poligonos seria “ao fim’
exaurida. E como sempre é possivel construir um quadrado equivalente
a qualquer poligono, a quadratura do circulo seria possivel. Apesar de
sua inconsisténcia, a argumentacdo de Antifon contém o gérmen do
método de exaustao, creditado a Euddxio, cuja base é a proposicao: “Se
de uma grandeza subtrai-se uma parte ndo menor que sua metade, do
restante outra parte ndo menor que sua metade, e assim por diante,
numa determinada etapa do processo chega-se a uma grandeza menor
que qualquer outra da mesma espécie fixada a priori”. Esse método
representa o expediente grego para evitar processos infinitos — dos quais
desconfiavam. E ninguém o manejou com tanta elegancia e mestria como

Arquimedes (287-212 a.C.).

)

O Contexto histérico por tras da criacao do Calculo é de uma beleza tao grande
quanto sua aplicacao. Neste recorte, iremos apresentar um pouco da historia que tem sua
origem remetida a Arquimedes de Siracusa, que viveu no século III a.C., uma vez que suas
“ideias sobre o calculo da area sob um segmento parabdlico anteciparam, em 2000 anos, o
desenvolvimento do Célculo Integral” [9, p.1] e criacao e desenvolvimento creditados aos
matematicos Isaac Newton (1643-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), em um
periodo compreendido entre os anos de 1600 e 1799 (Séc. XVII e XVIII).
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Segundo [6, p.176] foi “gragas aos esforgos de varios sabios, dentre os quais se
destacam Jacques Bernoulli (1654-1705), Jean Bernoulli (1667-1748), Daniel Bernoulli
(1700-1782) e Euller (1707-1783)” que os métodos do Célculo se desenvolveram e jamais
deixaram de serem modernos. Mas, nao apenas estes estudiosos colaboraram para que
essa que é uma das maiores ferramentas da matematica ja criada pelo homem, pudesse
ser desenvolvida ao que conhecemos hoje e “parafraseando o préprio Newton, que tal s6
foi possivel porque ambos se apoiaram sobre os ombros de gigantes como Arquimedes,

Euclides, Viete, Galileu, Descartes, Fermat, dentre outros” [9, p.XI].

Assim, vejamos um pouco da historia dos criadores do Calculo;

Gottfried Wilhelm Leibniz, matematico e filésofo alemao do século XVII,
é considerado juntamente com sir Isaac Newton, um dos criadores do
Célculo Diferencial e Integral. Algumas das notacdes que utilizamos
até hoje no Célculo foram criadas ja por Leibniz, tendo resistido ao
implacavel teste do tempol...].

[...] O matemético e fisico inglés Isaac Newton é considerado um dos
maiores cientistas que a humanidade ji conheceu, sendo dificil mensurar
sua contribuicdo para o desenvolvimento da ciéncia. Considerado o
pai da Fisica moderna, Newton criou, juntamente com G. W. Leibiz,
os fundamentos do Célculo Diferencial e Integral, pedra angular do
desenvolvimento cientifico e tecnolégico vivenciado desde sua época, no
final do século XVII, até os dias de hoje [9, p.4-5].

No século XVII, em virtude do surgimento da Peste Negra, as universidades também
fecharam as portas e Newton se refugiou na fazenda de sua mae, entre os anos de 1665 e
1666, periodo tido para muitos como os “anos de ouro” em virtude das muitas contribuigoes
para a matematica, dentre as quais, o “Método Direto das Fluxdes” (Calculo Diferencial) e
o “Método Inverso das Fluxoes” (Célculo Integral), que ndo foram publicados de imediato

por ele.

Leibniz, por sua vez, foi o primeiro a fazer publicacao sobre suas descobertas em
relacao ao Calculo, um estudo com notacao bem mais claras que a apresentada por Newton
e muito préxima da que adotamos hoje, mas, este acabou sendo acusado por Newton de
té-lo plagiado. No entanto, foi Leibniz quem nomeou esse estudo que conhecemos como
Calculo Diferencial e Integral, uma vez que Newton chamava tal estudo de Método das
Fluxdes. Hoje é possivel sabermos que ambos criaram e provaram de maneira independente

o que conhecemos como Teorema Fundamental do Céalculo.

2.2 O Calculo no Ensino Médio do Brasil

No Brasil, a historia do ensino de matematica se remete aos padres Jesuitas a partir
da criacao de uma escola no Rio de Janeiro em 1573, época em que a Matematica figurava
nos cursos superiores de Ciéncia, Filosofia e Arte, que tinham como objetivo principal

formar novos servos para a igreja. A expulsao dos Jesuitas do Brasil e o surgimento das
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chamadas “aulas regias” que nao resolveram o problema do ensino, mas que introduziram
disciplinas como Aritmética e Algebra ao curriculo e abriram portas para que anos mais
tarde tivéssemos a primeira grande mudanga no ensino de matematica no Brasil a partir da
criacio do colégio Pedro II no Rio de Janeiro e da insercdo oficial da Aritmética, Algebra

e Geometria ao curriculo da época.

A histéria do ensino do Célculo no Brasil tem seu inicio a partir das regulamentagoes
trazidas pelo [1], a partir do qual se o ensino Primdrio e Secundario foram reorganizados e
disciplinas como o Célculo passaram a figurar no curriculo. E Anos mais tarde, ndo menos
importante, a chamada Reforma Francisco Campos, ocorrida em 1931, através de uma
série de Decretos dos quais destaco o [2] que consolidou as disposi¢oes sobre a organizagao
do ensino secundario e regulamentou a educagao em ambito nacional.

Outras reformas surgiram mais tarde, a exemplo, a Reforma Capanema durante a

Era Vargas (1930-1945) que através do [3] determinou as finalidades do Ensino Secundario,
como sendo:

Formar, em prosseguimento da obra educativa do ensino primario, a
personalidade integral dos adolescentes; Acentuar a elevar, na formacéao
espiritual dos adolescentes, a consciéncia patridtica e a consciéncia
humanistica; Dar preparacgao intelectual geral que possa servir de base a
estudos mais elevados de formacao especial.

Em [4, p.1] afirma que “[...]fazia parte do programa da 32 série do chamado curso
cientifico o ensino da derivada e aplicagoes a problemas de méximos e minimos|...]”, ou
seja, o Calculo ja se fazia presente no curriculo da época, mas, o MMM que surgiu na
década de 1960 tendo como alicerce o rigor e a formalidade como pressupostos para o
ensino e aprendizagem de matematica, foi um tanto controverso, uma que vez se pregava a
época a necessidade de aplicacao de uma matematica mais moderna ao ensino e no entanto,
esse movimento é considerado marco inicial para o declinio da presenca do Céalculo no

curriculo da Educacao Basica brasileira.

O estudo do Calculo ¢ disciplina base para diversos cursos superiores, sobretudo,
nas areas de exatas e engenharia. Esse estudo além de ser muito importante em funcao de
sua aplicacdo em diversas areas (Fisica, Quimica, Medicina, Engenharias, Tecnologia e nas
diversas Ciéncias), também figura como uma das disciplinas que mais reprova e colabora
para os indices de evasao no Ensino Superior. Sem duvida, a falta de conhecimentos bésicos
sobre a tematica influéncia no desempenho negativo da maioria dos alunos que cursam

Célculo no Ensino Superior no Brasil e corrobora para os indices negativos.

A partir desse pressuposto, esta proposta didatica possibilita o resgate do ensino
de Célculo no curriculo do Ensino Médio no Brasil, tema outrora presente, mas que
atualmente encontra-se ausente das aulas e livros didaticos de matematica a nivel de
Ensino Médio. Ressalta-se que ¢ importante para os futuros académicos dos diversos cursos

superiores terem contato com conhecimentos basicos do Célculo ao longo dessa etapa da
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Educacao Basica, podendo este estudo ser realizado de forma interdisciplinar, durante
as aulas regulares de matemaética e/ou das eletivas trazidas pelo novo modelo de Ensino
Médio, o que permitira uma base bem mais sélida e alunos mais preparados para os cursos

de Calculo presentes no Ensino Superior.

2.3 Recursos Computacionais Aplicados ao Ensino de Calculo

O estudo de Calculo ainda na Educacao Basica é fundamental para a consolidacao de
conhecimentos prévios sobre essa tematica e reduzir os indices negativos que essa disciplina
apresenta no Ensino Superior. A realidade educacional vivenciada no Brasil é muito
distinta, seja entre escolas da rede publica e privada de ensino, seja entre escolas publicas
nas diferentes esferas de governo. Se analisarmos apenas a rede publica, a disparidade em
termos educacional e estrutural ja é alarmante. Muitas escolas nao possuem computadores
nem para uso dos professores, imagine laboratorios de informéatica para uso dos alunos,
mas, mesmo esse nao sendo o momento para discutirmos sobre essa tematica, sabemos

que essa triste realidade acaba influenciando na metodologia a ser aplicada.

Mesmo mediante tais problematicas, o ensino de Calculo, seja na Educacao Bésica
ou Superior, com o auxilio das ferramentas tecnoldgicas disponiveis se torna mais dindmico

e de facil compreensao.

Dentre os recursos disponiveis gratuitamente e que podem ser utilizados para este

fim, apresento o GeoGebra por ser o recurso mais completo para o objetivo de momento.

Figura 1 — Interface do GeoGebra

€2 Geobebra Clasic 5 - 8 x
Arquivo Editar Exibir Opges Feramentas Janela Aluda

DREN NCEFRNER

» Janela e Algsbra ] [»_Janela de Visualizagio X

Entrada

Fonte: [15]

O GeoGebra é um software de matematica dindmica para todos os niveis de ensino
que retne geometria, algebra, planilhas, graficos, estatistica e calculo [...]. Com auxilio
desse recurso tecnologico, o professor podera criar as apresentagoes para que os alunos

assimilem os conceitos propostos de forma mais dinamica.
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No Ensino Médio, ao estudar o conceito de limite, derivada e integral com o auxilio
do GeoGebra, o aluno consegue assimilar com mais precisao a nocao intuitiva dos conceitos
a partir da andlise grafica, por meio das apresentagoes ludicas que o professor pode fazer

com uso desse recurso tecnologico.

Assim, sugiro aos professores que ao aplicarem esta proposta didatica facam uso
desse recurso tecnolégico. Caso o professor nao domine a ferramentas indicada, este podera

pesquisar por cursos de formacao gratuitos que estdao disponiveis na internet.

2.4 Processo de Avaliacao no Desenvolvimento da Proposta Didatica

A avaliacdo é o momento em que o professor verifica o nivel de aprendizagem
desenvolvida pelo alunos ao longo do desenvolvimento da proposta didatica. O processo
de avaliagao deve ser de forma continua, ou seja, precisa ser aplicado ao longo do
desenvolvimento da proposta didatica e nao apenas mediante uma atividade avaliativa
no final do processo, pratica ainda adotada por muitos docentes, no entanto, de acordo
com [11, p. 46] [...] & medida que acontecem os avangos tecnologicos, sociais e culturais,
surge a necessidade eminente de mudancas na escola e, consequentemente, das praticas
avaliativas que permeiam todo o trabalho pedagdgico. Nao é possivel que os processos
de aprender e ensinar, hoje, sejam os mesmos de dez ou vinte anos atras. Vivemos em

constante transformacao, e isso tem impacto nas praticas escolares.

Assim, como proposta de avaliagdo, sugiro aos professores que adotem ao longo
da aplicagao desta proposta didatica atividades individuais ou em grupo que permitam
ao aluno demonstrar a aprendizagem desenvolvida em cada tépico estudado, aplicando
os conceitos e propriedades do limite, derivada e integral de forma pratica, a partir
da resolucao de problemas e de forma dinamica através da apresentacao da solugao de
problemas propostos, a partir da andlise e construcao grafica, com auxilio do recurso

tecnologico sugerido (GeoGebra).

O aluno precisa ser protagonista de sua aprendizagem e o professor deve apenas
auxilia-lo ao longo do processo, para que este possa construir sua aprendizagem. Sugiro
ao professor que no momento da aplicagdo de atividades que tenham cunho avaliativo
quantitativo, evite questoes muito carregadas de conceitos e aplicagoes complexas para esta
etapa de ensino. Lembre-se sempre que o objetivo da proposta didatica nao é a promocao
de um curso de Célculo no Ensino Médio, mas, tao somente apresentar as aplicagoes
do Célculo de forma ludica, dindmica e prazerosa, permitindo ao aluno a construcao de

aprendizagens previas em relacao a tematica abordada.



3 Limite, Derivada e Integral

Este capitulo apresenta a base de estudo do Céalculo. Recomenda-se ao professor
que nao transforme esta proposta didatica em um curso completo de Calculo, uma vez
que os alunos do Ensino Médio ainda apresentam muitas limitagoes basicas e fazer desta

proposta um curso, nesta etapa de ensino, tornaria o estudo cansativo e desmotivante.

Neste sentido, ressalto que nesta etapa da educacao, os alunos precisam conhecer
a nocgao intuitiva, algumas propriedades e desenvolver algumas aplicagoes em relacao a
temadtica (limite, derivada e integral), mas, caso os alunos consigam desenvolver uma
boa aprendizagem, o professor pode, gradativamente, aumentar o nivel das atividades. A

proposta didatica ora apresentada foi preparada pensando nesses possiveis cenarios.

No entanto, sugiro aos professores de matematica do Ensino Médio que busquem
sempre alternativas metodologicas que valorizem os conhecimentos prévios, o ludico, a
tecnologia disponivel e a interdisciplinaridade para motivar e despertar o interesse dos

alunos pelo estudo do Célculo.

3.1 Limite: Contexto Histérico

Atualmente o Calculo é ensinado em uma sequéncia didatica que nao corresponde
a ordem como fora criado. De acordo com [5] “o limite assumiu relevante importancia, no

século XVII, com o desenvolvimento do célculo diferencial”.

Durante todo esse século, e em boa parte do século seguinte, nao havia
o conceito de limite. Newton falava em quantidades evanescentes, ora
tratadas como nulas e despreziveis, ora tratadas como inferiores a qualquer
quantidade positiva. Leibniz (1646-1716) fazia algo parecido, com notagao
mais apropriada. D’Alembert (1717-1783) foi o primeiro a interpretar a
derivada como limite, isto 14 pelos meados do século XVIII, quando os
métodos do Calculo ja estavam bem desenvolvidos, gracas aos esforgos
de vérios sabios]...] [6, p.176]

Sem duvida no inicio da criagdo do Calculo, por nao conhecerem o conceito de
limite, muitos estudiosos criticaram essa ferramenta por desconhecerem a origem dos
valores que eram tratados por Newton como despreziveis, e que mais tarde foram chamados
de infinitésimos, muitas vezes sumiam sem uma explicacao que eles compreendessem como
obvia. Com o desenvolvimento do conceito de limite a compreensao e a ordem como o
Calculo é apresentado sofreu uma inversao em relagdo a sua criacao, mas, essa ordem
didatica de certa forma é importante para que os alunos consigam assimilar de forma

significativa as aplicagoes tanto da Derivada quanto da Integral
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3.1.1 Nocgdes Intuitivas de Limite

Para uma melhor compreensao da definicao do limite de uma fung¢do, convém
iniciarmos o estudo através de casos hipotéticos, como o descrito abaixo, onde o aluno
tem a possibilidade de fazer uma analise e assim compreender melhor a nocao intuitiva e,

por conseguinte, a definicao de limite.

Assim, vejamos alguns casos hipotético que facilitam a compreensao da nocao de

limite.
a) Vejamos o caso que segue apresentado por [5, p.190].

Imagine uma bola de boliche sendo jogada em uma pista de 8 m, sendo que em

cada segundo percorre metade da distancia que a separa do primeiro pino.

Agora considere a fungao f(d) que faz corresponder a cada valor ¢ de tempo (¢ € N),

em segundo, um tunico valor d, em metros, da distancia percorrida por essa bola.

Veja a imagem abaixo que descreve o fato narrado.

Figura 2 — Distancia em func¢ao do tempo

fonte: [5, p.190]

Note que, a cada instante, a bola se aproxima mais e mais do 12 pino, assim como
a distancia percorrida se aproxima de 8, quanto maior o valor do tempo. Portanto, quando

t tende a assumir valores cada vez maiores (¢ tende ao infinito), entdo, ¢ tende a 8.
A notacao fica:
i d(r) =8

Lemos: o limite de d(t), quando ¢ tende ao infinito é igual a 8.

b) Seja a fungao f : R — R, dada por f(z) =2z + 1.

Neste caso, vamos iniciar a analise a partir da construcao grafica. o Primeiro passo

seré encontrarmos valores para f(z) a partir de valores atribuidos para x.
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Assim:

a) Se x =0, entdao: y= f(0)=2.0+1=1
b) Se x = 0,5, entdao: y = f(0,5) =2.0,5+1=2
c)Sex =1, entao: y = f(1)=2.1+1=3
d) Se x = 1,5, entdao: y = f(1,5) =2.1,5+1=4
e) Sex =2, entao: y = f(2)=22+1=5

Observe esses valores dispostos em tabela abaixo:

2005 |1[15]2
2 (3] 4

Figura 3 — Funcao Afim

N Sy S

S

Fonte: [13]
Analisando o grafico, vemos que quando z se aproxima de 1, por valores menores
ou maiores que 1, temos x se aproximando cada vez mais de 3.
A notacao fica:

111{1 f(z) = 3, 1é-se: o limite de f(x), quando z tende a 1 pela esquerda é 3.
Tx—1"

linqur f(z) = 3, lé-se: o limite de f(z), quando x tende a 1 pela direita é 3.
z—
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Por fim, em simbolo teremos: lig% flz)=3

Sendo os limites laterais iguais, dizemos que o limite quando x = 1 existe é igual a

Em notacao:

lim f(x) = lim f(z) = lim f(x)

r—a— r—a
Unicidade do Limite: O valor de li_r>n f(z), se existir, é tnico.
r—a

Isso significa que:

lim f(z) = be lim f(z) = ¢, entdo b = ¢

A propriedade descrita acima é chamada Unicidade do Limite. Vocé encontra a

prova desta propriedade no apéndice deste texto.

3.1.2 Definicao

Dizemos que o limite de uma funcao f, definida em um intervalo ao qual o ponto a
pertence, é L se, para todo € > 0 existir em correspondéncia algum ¢ > 0, tal que para

todo z, x # a, temos:

Figura 4 — Limite de Funcoes

fonte: [14]

Ao analisar a imagem cuidadosamente, observe que quando a — J tende a a, L — €

tende a L e quando a + ¢ tende a a, L + € tende a L, assim:

O<|lz—al|<d=|f(zx)—Ll|<e
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Notagao: lim f(z) = L

Tr—a

Exemplo: Com o auxilio do GeoGebra, Construa o gréfico da funcao f(x) = 3z —1

e faca a demonstracao da definicao de limite.
Para a solucao do problema proposto, siga os passos descritos abaixo.
1) Construa a fungao afim f(z) = 3z — 1.
2) Escreva a equacao da reta vertical x = 3.
3) Marque o ponto A, interseccao da reta x = 3 com o eixo horizontal.
4) Marque o ponto B, intersec¢ao da reta z = 3 com a fungao afim.
5) Construa uma reta perpendicular ao eixo vertical passando por B.

6) Marque o ponto C, interseccao da perpendicular construida no item 5, com o

eixo vertical.
7) Construa o controle deslizante "a".
8) Construa as retas horizontais y = y(C) +a e y = y(C) — a.

9) Construa as intersecgoes (D e E) do eixo vertical e as intersecgoes (F e G) com

a funcao afim.

10) Construa perpendiculares ao eixo horizontal com os pontos de interseccao

construidos no item 9.
11) Construa as intersecgoes (H e I) do eixo horizontal com as perpendiculares.
12) Construa os segmentos DF, CB, EG, GH, BA, FIL.

13) Esconda as retas horizontais e verticais. 14) Deixe os segmentos pontilhados

(esconda os rétulos).
15) Renomeia o deslizante “a” de e (Epsilon).
16) Calcule as distdncias CD, DE (€) e AH, AL (9).

Seguindo corretamente os passos descritos acima, os alunos poderao construir uma
apresentacao no GeoGebra, onde eles poderao assimilar de forma mais dinamica a defini¢cao

de limite.

O controle deslizante permitira aos alunos aproximarem ou aumentarem a distancia
€ e observar o que acontece com a distancia delta e consequentemente, o que acontece com

o limite da func¢ao descrita em determinado ponto x, com x # 3.

Ao realizar todos os passos corretamente, o resultado da apresentagao sera o descrito

na imagem abaixo.
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Figura 5 — Grafico da Fun¢ao Afim
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Entrada:

3.1.3 Propriedades dos Limites

O célculo de limite usando apenas a formalidade presente na defini¢ao e a construcgao
grafica de uma funcao com o fim especifico de determinar possivel limite em relagdo a algum
valor x, além de desgastante e trabalhoso, mesmo sendo essencial para a aprendizagem,

nao ¢ atrativo e acaba desmotivando os alunos, sobretudo do Ensino Médio.

Neste sentido, tendo como pressuposto basico as propriedades dos limites e sabendo
utilizd-las, ndo serd necessario, na maioria dos casos, fazer o esboco grafico para determinar
o limite de uma funcao, caso exista, em determinado ponto. Assim, vejamos algumas

dessas propriedades.

Limite de uma constante:

lim f(x) = ¢

As propriedades descritas até o momento, unicidade e limite de uma constante,
estao relacionadas com uma unica fungao. No entanto, algumas propriedades do limite

estao relacionadas com mais de uma funcao.
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Apresento abaixo as propriedades do limite da soma, limite da diferenca, limite do
produto, limite do quociente, limite da poténcia e limite do logaritmo das funcoes, adotando-
as como verdadeira, mas, por entender que a prova é essencial para o aprimoramento do
conhecimento por parte do aluno, apresento no apéndice, a demonstracao de cada uma

destas propriedades, deixando a cargo do aluno a apreciacdo de cada uma delas.
Agora, vejamos as propriedades do limite com duas fungoes.

Sendo f(z) e g(x) fungodes tais:

lim f(x) = Ly e lim g(x) = Ly

r—a

Teremos:
Propriedade 1: Limite da soma das fungoes:
lim[f(2) + g(x)] = lim f(2) + lim g(2) = Ly + Ly

A propriedade descrita acima nos garante que o limite da soma ¢é igual a soma
dos limites. Assim, resolvo o exemplo abaixo apenas calculando o valor numérico da
funcdo, a partir da substituicdo do valor dado para a varidvel (veremos no préximo
topico que em casos em que ha a presenca de indeterminagoes, a simples substitui¢ao nao
serd suficiente para solucionarmos tais problemas e, nestes casos, precisaremos de outros

artificios mateméticos).
Exemplo: Determinar o limite da fungao linil))[(?)x + 1) + (42 + 2)].
z—
Fazendo uso da propriedade do limite da soma das fungoes, teremos:

lg[(3x+1)+(4x+2)] = 1%(3x+1)+liir%))(4x+2) = (3.34+1)+(4.3+2) = 10+14 = 24

Propriedade 2: Limite da diferenca das funcoes:
lim(f(x) — g(2)] = lim F(x) — lim g(2) = Ly — Ls

A propriedade descrita acima nos garante que o limite da diferenga é igual a

diferenca dos limites.
Vamos solucionar o exemplo abaixo para melhor compreensao desta propriedade.
Exemplo: Determine o limite da fungao ilg})[(’c')x +1)— (22 +3)].
Fazendo uso da propriedade do limite da diferenga das funcoes, teremos:

m(5a+1)—(2243)] = lim (5z+1)=1lim (22+3) = (5.5+1)—(2.5+3) = 26—13 = 13

li
r—5 T—5
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Propriedade 3: Limite do produto das fungoes:

lim|[f(x).g(x)] = lim f(x).lim g(x) = Ly.Ls

T—a Tr—a r—a

A propriedade descrita acima nos garante que o limite do produto é igual ao produto

dos limites.

Assim, vamos resolver o exemplo abaixo para melhor compreensao da propriedade

descrita.
Exemplo: Determine o limite da funcao lir% [(2* +1).(z +2)].
T—
Fazendo uso da propriedade do limite do produto das fungoes, teremos:

lim [(2? + 1).(z +2)] = lim(a® + 1). lim(2 +2) = (22 + 1).(2+2) = 5.4 = 20

Propriedade 4: Limite do quociente das fungoes:
flz) lmf () I,

I —azat TS o
o) T tmgle) ~ L, 0270

Essa propriedade nos mostra que o limite do quociente é igual ao quociente dos

limite. Para melhor compreensao, resolvo o problema descrito abaixo.

2x + 3
Exemplo: Determinar o lim Tt :
z—=2 3 — 1

Fazendo uso da propriedade do limite do quociente das fungoes, teremos:

hm2x+3_£%(2$+3) C(22+43) 7
=523z —1  lim(Bzx—1) (3.2-1) 5

z—2

Propriedade 5: Limite da poténcia:

lim[f(z)]" = |lim f(m)r

r—a |:£L‘*>CL

Essa propriedade nos mostra que o limite da poténcia é igual a poténcia do limite.

Para melhor compreensao, resolvo o problema descrito abaixo.
Exemplo: Determinar o limite da funcao lir%(2x —1)%.
T—r

Fazendo uso do limite da poténcia da fungao, teremos:

lim(2z — 1)* = [hm(zx - 1)}3 =(23-1)2=(5*=125

r—3 z—3

Propriedade 6: Limite do logaritmo:
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lim log f(z) = log[glﬁigr(ll f(z)] = logLy

r—ra

Essa propriedade nos mostra que o limite do logaritmo é igual ao logaritmo do

limite. Assim, para melhor compreensao, resolvo o problema descrito abaixo.
Exemplo: Determinar o limite da fun¢ao lirré log(x® +1).
T

Fazendo uso do limite do logaritmo da funcao, teremos:

. 2 _ : 2 _ 2 _ _
lim log(«* + 1) = log Llﬁlg;)(x +1)} — l0g(3% + 1) = log(10) = 1

Para colocar em pratica as propriedades do limite descritas acima, deixo o exercicio
abaixo. A resolucao das listas propostas sdo de suma importancia para o desenvolvimento
da aprendizagem dos alunos. Como sugestao, resolva as listas e ao final compare com a

solugao contida no apéndice.

Limite da funcgao - Lista 01: Exercitando as propriedades do limite

Exercicio 01: Utilizando as propriedades do limite, determine:

a) lim 3

r—2

b) lim [(2z + 1) + (42 + 3)]

li
r—2

c¢) lim [(2z + 1) — (4z + 3)]

r—1

d) lim [(z—1).(z* +1)]

r——1

Exercicio 02: Utilizando os passos descritos no exemplo sobre uso do GeoGebra,

construa o grafico da funcao afim f(z) = 2z — 1 e observe o que acontece nas proximidades
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do ponto z = 4.

3.1.4 Indeterminacdes no Calculo do Limite

Ao realizarmos o calculo do limite de uma funcao usando a apenas a substituicao,
como se estivéssemos calculando o valor numérico da expressao algébrica dada, muitas
vezes iremos nos deparar com uma expressao do tipo 0 o que significa que estamos diante

de uma indeterminacao.

Assim, "é importante ter sempre em mente no calculo de llg(ll f(x) que interessa
o comportamento de f(x) quando x se aproxima de a e ndo o que ocorre com f quando
r=a".[8, p.24]

Neste sentido, para eliminar a indeterminacdo, devemos utilizar conhecimentos

algébricos para poder calcular o limite da funcao, caso exista.

Vejamos o exemplo que segue.

2
-9
Exemplo: Vamos Calcular o limite da funcao liI% T 5
x—=3 1 —

O que acontece se apenas substituirmos o nimero 3 no lugar do z?

Essa é uma pergunta muito pertinente, vejamos o que acontece!

22—-9 3%-9 9-9 0
lim = = = —

=3 r—3 3—-3 3-3 0

0
(Trata-se de um caso de indeterminacao do tipo 6)

Para eliminar a indeterminag¢io na funcao do exemplo acima, faremos uso da

fatoragio, assim, sendo 2 — 9 = (z — 3) - (z + 3),teremos:

limx2_9: (x—=3)-(z—3)

lim —— P =r+3=3+3=6

Vejamos uma relacao com mais algumas indeterminacoes.

g o[g glg =ln ==

80
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e 0-00

e (°

E importante saber também que, para n # 0, teremos:

T

« =0
0
9]

o — =X
n

° OOn:OO

e z-00=00 comx >0

e 0tn=o

Limite da funcao - Lista 02: Calculando limite de fungoes com indeterminacao.

Exercicio 01: Determine o limite das fungoes abaixo:

=1
a) lim
z—1 ¢ —1
22 —49
b)alclg% Tz —7
922 — 64
c)limxi

x—>% 3r — 8

d) lim

z—0 €T

. (z+h)?—=9
DM

f) lim
z—0 €T
oo —622+ 112 —6
g) lim

z—1 3 —1
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. V3r+1—-4
h) lim ———
=5 2 —y/x —1

3.1.5 Nocdes de Continuidade

Para iniciarmos o estudo desse tema, precisamos compreender que s6 existira

continuidade de uma func¢ao em um ponto, se esse ponto pertencer ao dominio da funcao.
Assim, teremos:

Definigao: Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto I e a um elemento

de I. Dizemos que f ¢ continua em a, se lim f(x) = f(a).

Neste sentido, f serd continua no ponto a somente quando se verificarem as trés

condicoes abaixo:

1. Existe f(a)
2. Existe lim f(x)

3. lim f(z) = f(a)
Vejamos alguns exemplos para ajudar na assimilacdo da definicao:

Exemplo 01: Verifique se f(z) = 2%, é continua no ponto 2.

Para a solugao deste problema, precisamos verificar as trés condicoes, assim teremos:

o Caélculo de f(a);

» Célculo do lim f(x);
lima? =22=4
r—2

« Como lim f(z) = f(a), entao, f(x) é continua no ponto 2.

(2x4+3)-(z—1)
Exemplo 02: Seja f definida por f(x) = r—1
2, se x=1

,se  xr#1

, verifique

se f é continua em z = 1.

Para a solugao deste problema, precisamos inicialmente verificar se a funcao satisfaz

as trés condicoes, assim teremos:
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o Calculo de f(a);
f(1) =2

« Célculo do lim f(x);
x—1

lim (2x+3)-(z—1)

z—1 r—1

=2.1+3=5

Observe que as duas condigoes iniciais sdo satisfeitas, porém:

lim f(x) # f(1)

rz—1

Assim, a tultima condicao nao é satisfeita.
Portanto, concluimos que f € descontinua em 1.

Propriedades das fungoes continuas

Se as fungdes f e g sdo continuas em um ponto g, entao, as propriedades abaixo
sao validas.

1. f+ g é continua em z.
2. f-g é continua em x.

3. = é continua em xg.
g

Para melhor compreensao das propriedades estudas até agora, sugiro que responda
a lista de questoes que segue.

Limite da funcao - Lista 03: Calculando limite de fung¢oes continuas.

Exercicio 01: Verifique se as fung¢oes abaixo sao continuas nos pontos indicados.

z+1
,se x> 1
) lim f(2), sendo f(z) =
22, se x <1
22, se x<0
b) lim (), sendo f(r) =
EL se x>0
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¢) Sendo f(z) =

d) Sendo f(z) =

Exercicio 02: A fungdo f, definida por f(z) =

x? — 16
8 — 2z’
20 — 4,
1 — a2
x—1
202 — 2
1—z’
1 — bz,

algum ponto de descontinuidade?

3.1.6 Limites Fundamentais

se x#4
,se xg =4

se r=4

se r>1

se r <1 , se T = 1

se x=1

l1—2z

r—1,

1,

2

b

30

se x <1

se 1<x<?2 ,tem

se x> 2

Dedico esse topico ao estudo introdutorio sobre os limites fundamentais. ‘Por se

tratar de uma proposta didatica para alunos do ensino médio, ja iremos adotar como

verdadeiras as proposicoes apresentadas, nao sendo necessario apresentar a prova de cada

uma delas aos alunos dessa etapa, mas, o professor, caso tenha dominio, pode realizar essas

provas junto aos alunos ou indicar link de video aula onde os mesmos possam encontrar.

Assim, teremos:

Proposicao 3.1.1. lim

z—0

Proposicao 3.1.2.

Proposicao 3.1.3.

lim
r——00

SENT
i

1 T
<1+> =e
x

Vejamos alguns exemplos com aplicacao destas proposigoes.

Exemplo 01: Calcular:
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sen 3x

a) ﬂlclgll) 10z

1 3x
b) lim (1 + >
T—00 €x
Aplicando as propriedades do limite da funcao e as preposigoes estudadas acerca

dos limites fundamentais, vamos resolver os problemas apresentados.

Solucgao

a)

.1 sendx 1 sen3z 3 sendx 3 .. sendz 3
lim — - =lm———-3=lm— ——=—-lim— = —
2—0 10 x =010 3z =010 3z 10 z—0 3z 10

1 3z 1\% 3
b) lim <1+> :[hm <1+>} =
T—00 x T—00 x

Sugiro que o discente responda a lista abaixo para uma melhor fixagdo da tematica.

Limites Fundamentais - Lista 04: Calculando o limite de fungoes a partir do

uso dos limites fundamentais.

Exercicio 01: Calcule:

a) lim 22°
Tr—00
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1 €T
) Jim (14 5]

i) lim <1 +x>x

T——00 T

Lista Complementar de limite de uma funcao

Exercicio 01: Aplicando as propriedades dos limites, calcule:
. 2

a) }jl_)H%(&E +2x—1)

b) }gr;(i% +z).(z —5)

o 3x+2
¢) lim
z—=2 4+ 1

2 _
d) Tim =2
=3 r — 3

3+ 22— 12¢

Exercicio 02: Dada a funcao f(z) = pa—
2?2 — 3z

a) lim f(x)

r—2

b) lim f(z)

x—0

c¢) lim f(x)

1
T3

d) lim f(z)

T——3

Exercicio 03: Calcular:

z—0 x2
d) lim (2 — 1000000)

T—r—00

(x +5)

e) lim
r—r+00

1
f) Em (1 + )
T——00 €T

Exercicio 04: Calcular:
o4+ -3

a) lim

z—=+oo 4x?2 —2x + 1

b) 2 +x—1
im —
z——co b2 4+ + 1

o 9?4+ -3
¢) lim ——~———

az—too g+ 45

, determine:

32
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1 2z
d) lim (1 + )
r—r+00 x
e) lim (1 + 3)
T—+00 x
3.2 Derivada de uma Funcao

3.2.1 Um Pouco da Histéria da Derivada

“O conceito de derivada é de maior importancia na fundamentacdo de toda a
Matematica que se originou no século XVII e que vem se desenvolvendo até os dias de

hoje”. [6, p.175]

Ainda segundo o mesmo autor;

O ensino da derivada é da maior importéncia, pelo tanto que ajuda no
tratamento de inimeras propriedades das fungoes. E tem de ser feito
logo na primeira série, quando pode integrar-se harmoniosamente com a
Fisica no estudo dos movimentos [...], além de servir para o estudo dos
polindmios e em outras aplicagdes cientificas. [6, p.175]

O ensino de derivada é muito importante e deve ser apresentado no Ensino Médio,
mesmo que de forma introdutéria, ja na primeira série, tendo como base matematica o
estudo de fungdes e como atividade interdisciplinar, os professores de matemaética e fisica
podem apresentar esse tema para os alunos através das aulas do estudo dos movimentos

(Cinematica).

Ressalta-se que a derivada ’[...] juntamente com o conceito de integral, ela é o
alicerce de toda a ciéncia e tecnologia dos ultimos 300 anos” [6, p.175], o que nos mostra
a importancia de conhecer e aprender essa tematica. O professor matematica deve fazer
uso da interdisciplinaridade e juntamente com o professor de fisica, explorar a tematica
ao longo do estudo do movimento de um ponto material (Cineméatica). Ainda segundo
[6, p.178], o professor pode comegar com exemplos que leve o aluno a observar que “a

derivada de uma fungdo constante é zero”.

Assim;

Dada uma funcdo constante, y = f(z), o acréscimo Ay da varidvel
dependente é sempre zero, qualquer que seja o acréscimo Ax da varidvel
independente, o qual nunca é zero; em consequéncia, a razao incremental

A—y é sempre zero, portanto também a derivada f’(x). [...] a reciproca da
x

propriedade anterior assim se formula: Se a derivada de wma fung¢do € nula
em todo um intervalo, entdo essa funcdo € constante nesse intervalo. O
modo mais natural de ensinar os alunos do Ensino Médio a interpretarem
essa propriedade consiste em observar que a reta tangente ao grafico da
fungdo em qualquer de seus pontos é horizontal, o que nos leva a entender



CAPITULO 3. LIMITE, DERIVADA E INTEGRAL 34

que esse grafico s6 pode ser uma reta horizontal, donde a fungao ser
constante [6, p.178-179].

E, em relagdo a Cinematica, a interdisciplinaridade pode ser facilmente integrada
ao estudo da velocidade média, velocidade instantanea, movimento uniforme, movimento
uniformemente variado tendo como foco a interpretacao da presenca da derivada nesse

estudo.

3.2.2 Definicao

Seja uma fungao real y = f(z) uma curva e P = (z,yo) um ponto sobre o seu
f(z) = f(xo)

r — Xy

grafico, se existe, finito, o limite de quando z tende a p, ele é chamado

derivada de f no ponto z = p.
Indicamos a derivada por f'(p).  (lé-se: f linha de p).
Assim, definimos:
f(@) = flp) _ . Ay
/ . SN TP =29
o) =y — A A,

Analisemos a figura abaixo para melhor compreensao da definigao.

Figura 6 — Derivada da funcao

¢

r

f) fremrememeanees

fG) = 1)

y

e e -

Fonte: [13]

A funcao que a cada real x associa a derivada f’(z), definida nos pontos em que

existe a derivada é chamada func¢do derivada de f.

Para obter f’(x) aplicamos a defini¢ao para calcular f’(p) e depois trocamos p por
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Na definigao de f’(z), fazendo algumas manipulacoes algébricas, teremos:

r—p=A_Ax —x=p+ Az, onde v — p,Ax — 0

Assim, podemos dizer que:

/ . f(p+A$)_f(p)
J(p) = Jim, Ar

Substituindo-se p por x, teremos uma férmula alternativa, onde:

)=t LA~ ()

Az—0 Azx

Vejamos algumas outras notagoes para a derivada da funcao y = f(z) em um
ponto x qualquer:

o () (lé-se: y linha de x)
e D.f (l1é-se: derivada da fungao f em relagdo a x).
dy R : N
. = (le-se: derivada de y em relagao a x)
x

Para uma melhor fixacao da definicio de derivada de uma funcgdo, vamos analisar

a solugao do exemplo abaixo, onde aplicaremos diretamente a defini¢ao.

Exemplo: Calcular f'(z) da fungdo f(z) = 2? + 4z usando diretamente a definigao.

Fazendo uso direto da defini¢ao, teremos:

o) — i FHA) = ()

Az—0 Azx

Sendo f(z) = z* + 4z, temos:

oy (@A) 4 (2 + Az) — (27 4 4x)
fi@) = fim, Au

2?42 A+ A + A + 4Ax — 2% — Az
= lim
Az—0 ALC
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20Ax + 4Ax + Az?
Azxz—0 AZE

Colocando Ax em evidencia no numerador, temos:

. Az(2x +4+ Ax)
= lim
Az—0 Ax

= lim 22 4+4+ Ax =22 +4
Axz—0

Agora, vejamos a solugao desse mesmo problema sem o uso da definigao.

Sendo f(x) = 2* + 4z, teremos:

f(z) = 2%+ da

() =22+4

Observe que o calculo se tornou bem mais simples, porém, precisamos dominar a
aplicacao de algumas regras de diferenciacdo. Assim, apresento uma lista com as principais
regras gerais de diferenciac¢do, adotando inicialmente todas como verdade e fazendo a

aplicacao, mas, deixo a prova de cada uma delas no apéndice.

Analise Geométrica da Definicao de Derivada de uma Fun¢ao com uso
do GeoGebra

Vejamos o exemplo abaixo onde fazemos analise geométrica da definicao de derivada

de uma funcao.

Exemplo: Mostre a partir da andlise geométrica com uso do GeoGebra que a
fungao f(z) = 2 tem como derivada f'(z) = 32°.
Para a solugao do problema sugerido, vamos seguir os passos descritos abaixo:

1) Construa a fungao f(z) = 3.

2) Adicione um ponto A sobre o grafico da funcio f(z) = z3.

3) Adicione uma reta tangente ao ponto A e o grafico da funcao f(x) = 3.

)
)
)
4) Insira uma inclinagao "m"sobre a reta tangente "g'do item anterior.
5) Adicione um ponto B de coordenadas (x,, m) e ative o rastro do ponto B.
)

6
flw) =

Observe ao movimentar o ponto B a construcao do grafico da derivada de

8



CAPITULO 3. LIMITE, DERIVADA E INTEGRAL 37

7) Construa o grafico da funcao f(x) = 3z% e observe como ele é exatamente o
gréifico da derivada de f(x) = 23.

Observe o resultado da construcao a partir dos passos estabelecidos.

Figura 7 — Andlise Geométrica da Derivada da Funcao

ﬁ ©°7 Definicdo de derivada.ggh

Arguivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra X| | » Janela de Visualizagao

f:y= s
A=(1.02,1.07)
g:y=314x-214
m=3.14
B=(1.02,3.14)
h:y=3x*

Entrada:

Fonte: O Autor

O objetivo da apresentacao é permitir que o aluno compreenda de forma lidica e
dindmica que a derivada é igual a inclinacao da reta tangente ao ponto A, quando fazemos
o ponto B se aproximar do ponto A, ou seja, a derivada é o coeficiente angular da reta

tangente ao grafico da func¢ao no ponto B.

3.2.3 Derivada de Funcoes Elementares

Em um primeiro momento, apresento o calculo da derivada das principais fungoes
elementares, adotando as regras como verdade, de forma que a sistematizacao dos resultados
facilite o estudo para o aluno, mas, a prova de cada uma das propriedades adotadas esta

disponivel no apéndice desta proposta didatica.

1. A derivada de uma constante é sempre igual a 0.
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f@)=b— f(z)=0

Exemplos:
a) f(x) =2— f'(z) =0
b) f(z) = V6 — f/(z) = 0

2. A derivada da Funcio Afim é igual ao produto da constante pela derivada da funcao.
flx)=ax+b— f'(z)=a

Exemplos:

a) f(z) =2z — f(x) =2

b) f(x) =3z +5— f(z) =3

3. A derivada de uma Funcgdo Poténcia de Expoente Natural seguird os passou descritos

abaixo.

f(x)=2" = f'(r) =na"' neN*

Exemplos:

a) f(z) =22 — f'(x) = 4.22% — f'(x) = 83

3 3
b) f(z) = V22% = f(z) = (22)5 — f'(z) = g 9p5 T

T

ol O
utl Do

4. A derivada da Soma de Fungoes é igual a soma das derivadas dessas fungoes.

f(@) = u(z) + u(x) — f(z) = v'(z) + v'(x)

Exemplo:

a) f(r) =523+ 222+ 3 — f'(x) = 3.52° + 220 + 0 — f'(z) = 152% + 4z
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b) f(z) =%+ 3z — f'(z) = 32> + 3

Observagdo: De maneira analoga, a derivada da diferenca de fungoes é igual a diferenca

das derivadas dessas fungoes.

Assim:

flx) = u(z) —u(z) = () = v'(z) — ' (2)

Exemplo:

a) f(z) =42% = 32* — 2 — f'(x) = 5.42* — 4323 — 0 — f'(x) = 202" — 1223

b) f(z) =23 — 32* — f'(z) = 32® — 3.20 — f'(x) = 32® — 6z

5. Derivada do Produto de Fungoes é igual a derivada da primeira multiplicada pela

segunda mais a primeira multiplicada pela derivada da segunda.

Assim:

Exemplo:

f'(x) = 62° + 122 + 825 — 42

f'(z) = 142° — 42 + 1227

6. A derivada do Quociente de Fungoes € igual a derivada do numerador multiplicado
pelo denominador menos o numerador multiplicado pela derivada do denominador,
sobre o quadrado do denominador.

Assim, temos:
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De onde:
u(r)  u(x)o(z) —ul(z).(v)
J(@) = v(z) v(x)?
Exemplo:
% — 3x
1@ =5
oo (@ =3x) .24+ 1) — (2* — 3x).(2x + 1)
i) = (2x 4+ 1)2
;o (20 =3).20+1) — (2? — 32).2
Je) = 422 + 4z + 1
, _4x2+2x—6x—3—2x2+6x
fiz) = 42 +4r + 1
N 202 + 22 — 3
fiz) = 422 + 4 + 1

Para melhor compreensao e aprendizagem das regras gerais de diferenciagdo, vamos

exercitar as regras estudadas respondendo a lista de exercicio proposta.

Regras Basicas de Diferenciagao - lista 01: Calculando a derivada de uma

funcao com uso das regras basicas para a diferenciacao.

Exercicio 01: Diferencie cada fun¢ao aplicando as regras basicas para diferenciacao.
a) f(z) =5
b) f(z) = 52°

c) hiz) =2° -3z +1

1.10 1'5

d) hiz) = -+ = +1

e) f(z) = 2% (32 — 1)

f) f(x) = (2% + 3x).(z® — 9x)

) o) = @ =8). (5 1)

X
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Lista de exercicios de derivada de uma funcao

Exercicio 01: Determine a derivada primeira das seguintes fungoes:

) F(x) = VB
b) () = =

c) f(z) ="Tx

d) g(z) = 3z + 5
o) gla) = 2°

) gla)= -

Exercicio 02: Considere as fungoes f e g dadas por f(x) = 2% — cosx e g(z) = senx + .

Calcular o valor da expressao f g + ¢'(m).

Exercicio 03: Conhecendo f(z), determine f'(z).

(o
N2
=
=

|

|
-3
8

w

+

DO

8

[\o}

+

ot

&

+

D

£) f(z) = 3.cosx

g) f(z) = —2% cos
h) f(z) = —2%sena
i) f(z) =tgz
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3.3 Integral

Ao longo dos estudos na Educacao Bésica fomos ensinados que algumas operagoes
apresentam inversas, assim, aprendemos que sao inversas: a Soma e a Subtragao; a
Multiplicacao e a Divisao; a Potenciacao e a Radiciacao. Neste pressuposto aprenderemos

agora que a operacao inversa da diferenciagdo é a chamada integracao.

Para uma melhor compreensao dessa tematica na proposta didatica apresentada,
apresento uma introducao ao estudo de integral, tendo como base calculo de area de figuras
planas quando o contorno nao sdo segmento de reta; as primitivas de uma funcao; as regras
bésicas de integragao; a mudanga de base (Substitui¢do) e por fim, uma lista com questoes

para serem exercitadas.

3.3.1 Introducao ao Estudo da Integral

O Calculo é um dos ramos mais importantes para a matemadtica, este tem suas
bases em unidades tematicas como algebra e geometria. O estudo de taxas da inclinagao
de uma reta, a area debaixo de uma curva ou o volume de um sélido, sao alguns dos
problemas que utilizam esse ramo como base para a solugao de seus problemas, ou seja, essa
ferramenta auxilia em varias areas das ciéncias. Ao estudar Calculo, o aluno necessita de
alguns conhecimentos prévios em algumas areas da matemaética, assim, sugiro ao professor
que utilize o ensino de fungdes, geometria, trigonometria, como base para o estudo do

Calculo no Ensino Médio.

Nesta secao, estudaremos a integral que é um processo que inverte a derivada de
fungoes. A integral definida, inicialmente como uma introducao para a Soma de Riemann, as
primitivas de uma funcao, as regras basicas para a integracao e o Teorema Fundamental do
Célculo (nos possibilita calcular areas e integrais muito mais facilmente, sem a necessidade

de calculé-las como soma de limites).

O célculo diferencial surgiu do problema da tangente, enquanto o célculo integral
surgiu de um problema aparentemente nao relacionado, o problema da area. Gigantes como
Newton, Barrow observaram que esses dois problemas estao estritamente relacionados, ao
perceber que a derivagao e a integragao sao processos inversos. Leibniz e Newton utilizaram
essa relacao para transformar o calculo em um método matematico que mesmo como o

passar dos séculos, nunca deixou de ser moderno.
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3.3.2 A Integral Definida

Para que possamos estabelecer de modo geral a noc¢ao de integral de uma funcgao f
definida em um intervalo [a, b], alguns conhecimentos prévios sao fundamentais. Assim,

vamos iniciar definindo a particao, norma e a funcao integravel.
Em [8, p.213] encontramos uma boa defini¢ao para os temas citados. Veja:

Parti¢ao: Uma particdo de [a, b] é um conjunto p = {zg, 1, 2, ..., Ti_1, i, ..., X, }

com x; € [a,b], i =1,2,...,nea=xy)<x1 <To,...,<Tig <TG<,...,<Tp=0>

Norma: Chamamos norma da particio p o nimero p, maximo do conjunto

{Ayx, Agzy ooy ANy ooy Az} em que Ajr = @ — 1,0 = 1,2, ..., n.

Soma de Riemann: Sendo z; escolhido arbitrariamente no intervalo [x; 1, 2],
i =12, ... n, asoma f(z1)A 1z + f(22)Aex + ... + f(z;) Az + ... + f(2,)A,x ou seja,

> f(#;)Asz se chama soma de Riemann de f em [a, b] relativa a particdo p e & escolha
i=1 -
feita dos x;.

Funcao Integravel: Sob certas condigoes bem gerais, que estabeleceremos a seguir,
as somas de Riemann se aproximam arbitrariamente de um nimero fixo /, quando a norma
1 da particdo p se torna cada vez menor, independentemente das escolhas dos ;. Quando

isto ocorre, dizemos que a func¢ao f é integravel em [a,b] e I é a integral de f em [a, b].
De onde, dizemos que f é integravel em [a, b] se existe um nimero real I satisfazendo

a seguinte condicao:

Dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que em toda particdo p com norma pu < ¢ temos
n

> f(z:)AXi — || <€, qualquer que seja a escolha dos ; em [z;_1, z;].
i=1

Assim;

Teorema: Se f é continua em [a, b], entdo f é integravel em [a, b].

De onde:

Integral: Sendo f integravel em [a,b], o nimero I é chamado integral de f em

b
[a, b] (ou integral definida de f em [a, b]) e é representado por / f(z)dz; resulta que, dado

b
€ >0, existe 0 > 0, tal que pp < 0 = ’Zf(a:z)Azx—/ f(z)dx| < e

Teorema: Se f for integravel em [a,b] e se F' for uma primitiva de f em [a, b],

entio [ f(x) = 1(0) ~ f(a).

De onde temos:
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a) f(x) é chamado de integrando;
b) ”a” é chamado limite inferior;

¢) "b” é chamado limite superior;
Vejamos alguns exemplos:

3
Exemplo 01: Calcular / rdx.
1

Solugao:

3
Exemplo 02: / 4dzx.
~1

Solucao.
3 3
t/ 4dx::l4x] — 12— (—4) =16
1 1

2
Exemplo 03: / (2% + 3z — 1)dx
0

Solugao:

zt 32 29t 19
— X
4"

2
/(x3+3x—1)dx:[+ =—+——-2=446-2=38
0 4 2 0

T
Exemplo 04: Calcular / 8 sen2xdx
0

Solucao:

T n
Y 1 1 1 2 1 2—42
/8 sen2xdr = [—2003295]8 :—700514—*:—\/_—1—*: \/—
0 0

3.3.3 Primitiva de uma funcao

Sobre as primitivas de uma funcgao, [7, p.356], nos mostra que: "Seja f uma fungao

definida num intervalo /. Uma primitiva de f em [ é uma funcao F' definida em I, tal que
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f'(x) = f(x),para todo x em I".

1
Exemplo 01: F(z) = ga:?’ é uma primitiva de primitiva de f(z) = 2% em R, pois

para todo x em R, temos:

rio=[1] -

2

2%+ K, também ¢ primitiva de f(z) = 22.

1
Observe que para toda constate K, G = §

[ ]
Exemplo 02: Para toda constante k, F'(x) = 2x+k é primitiva, em R, de f(z) = 2,

assim,

f'(z) = (2 + k)" = 2, para todo x.
|

Sendo F' uma primitiva de f em I, entdo, para toda constante k, F(z) + k é,

também, primitiva de f.

Se duas funcgoes tém derivadas iguais num intervalo, elas diferem, neste intervalo,

por uma constante.

Segue que as primitivas de f em I sdo as fungoes da forma f(x) + k, com k

constante.

Diremos, entdo, que y = f(x) + K é a familia das primitivas de f em . A notacao

/ f(z)dx serd usada para representar a familia das primitivas de f:

[ f@)de = (@) + K
De onde sabemos que:
a) Em / f(x)dx, a fungdo f denomina-se integrando.
b) Uma primitiva de f serd, também, denominada uma integral indefinida de f.

¢) / f(2)dz é a integral indefinida de f.

d) O dominio da funcao f de / f(z)dz é sempre um intervalo.

3.3.4 Regras Basicas para Integracao

Por se tratar de uma Proposta Didatica a ser apresentada de forma introdutoria
para alunos do ensino médio, nao apresento a demonstracao de cada uma das regras

apresentada, vou adoté-las como verdade e utilizar na resolugao de problemas.
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No entanto, deixo no apéndice a apresentacao de teoremas que justificam cada uma
das propriedades de integracao apresentadas para fins de pesquisa e estudo caso os alunos

e professores assim desejem.

De acordo com [7], temos:

—_

: /f'(a:)dx:f(x)—irK

[\

./dx:x—l—K

w

. Regra da Poténcia: Se n é um ntmero racional, entao:

xn—l—l
/x”dm = + k
n+1

W

. Regra da Homogeneidade: Se a é uma constante, entao:

/af(a:)da: = a/f(x)dx

. Regra de Adigao:

ot

JUr@) + g@ldz = [ f@ydo+ [ gw)ds

. Regra da Linearidade:

=

/[alf(x) + asg(x)]de = aq /f(x)dx + asy /g(m)dm, se aj e ap sao constates.

3.3.5 Mudanca de Variavel

Para um melhor entendimento sobre a técnica de mudanga de Variavel, vejamos

um exemplo abaixo:

Exemplo 01: Calcule:

/:v.(x2 +10)*dx

Solucao:

Para se calcular a / z.(x* + 10)*dz usarei a técnica da mudanca de varidvel.

Primeiro trocarei a varidvel « por u = z? + 10.

Observe que se © = 22 + 10, entdo teremos du = 2zdx.

d
Assim, podemos dizer que dx = 2—u
x

Logo:
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d 1
/:U.(x2 +10)¥dz = /x.ugo.z—u = §/u80du =——+K=—
T

Agora, vamos substituir u = 22 + 10 na expressao, assim teremos:
(x* +10)%!

K
162 *

/x.(x2 +10)*dx =

Agora é sua vez, tente solucionar a lista proposta abaixo:
Lista de Questoes Integral

Exercicio 01: Use as regras basicas de integracao para calcular cada integral
indefinida.

a) /(3352 — 4x — b)dx

b) /(2303 — 42 — 51 + 6)dx

3
-1
c)/gj dx

r—1

1
Q) [ <x2 + 3z + 2>dx
T

2523 — 1

e)T

dx

Exercicio 02: Resolva as seguintes integrais.
x
a) | ——=dx
) / x4+ 7

b) / (m;)zdx

x
) /x3+1daj
d)/ L g
3 —2x
1
) /xlnxdm

Exercicio 03: Calcule.

3
a) / 3dx
1
4

b) /0 («® — 1)da

21
c)/lﬁda:
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e) /1 (22 — 1)da

-2

48



4 Aplicacoes do Calculo no Ensino Médio

Neste capitulo, deixo duas aplicagoes do Calculo para a resolucao de problemas.
Essa é uma das muitas aplicagdes que o professor podera utilizar para colocar em préatica
a aprendizagem desenvolvida pelos alunos durante o estudo das tematicas. Os problemas
sugeridos para serem aplicados com os alunos sao o cdlculo de drea e a parametrizacio e
reparametrizacdo pelo comprimento de arco, no entanto, cabe ao professor, antes de realizar

as aplicacoes sugeridas, avaliar previamente se a proposta atende a realidade da turma.

Ressalto que se aplicados corretamente, os problemas sugeridos consolidarao as

aprendizagens prévias adquiridas ao longo desta proposta didatica.

4.1 Célculo de Area

Uma boa aplicacao da integral é o calculo de area. Até este momento da vida escolar
os alunos aprenderam sobre o calculo de area de figuras planas, estudaram os graficos
das fun¢des polinomiais, exponenciais, modulares, enfim. Agora, terdo a oportunidade
de aprender como calcular a area que se forma na regiao entre limitada pelo grafico de

funcgoes.

Neste momento, o objetivo deste problema é aprofundar o estudo sobre a tematica

integral, através do cdlculo de drea que é uma dentre as muitas possibilidades de aplicagao.

Ressalta-se que neste contexto, precisamos compreender as ideia basica da Integral
de Riemann, mas, sem nos preocupar em fazer um estudo aprofundado dessa tematica. No
entanto, deixo no apéndice mais informagoes sobre esse tipo de integral, para que tanto
professores quanto alunos, que desejarem conhecer mais sobre o tema, possam aprofundar

seus estudos.

Visao Geral: Seja f continua em [a,b] e seja S = {(x,y);0 < y < f} uma regiao
do plano sobre f e acima do intervalo [a, b]. O interesse é medir a drea de S que serd dada

por:

b
A= / f(x)dx
a
Ainda neste contexto, vejamos alguns casos especiais no calculo de area onde
estenderemos este conceito para classes mais amplas de subconjuntos do R2.
12 caso: Area de S limitada abaixo do eixo das abscissas.

b
Seja f(x) <0 em [a,b], assim / f(z)dz < 0, portanto:
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Figura 8 — Célculo de Area

YA

a Iy,

Fonte: [7]

A——/abf(x)dac

22 caso: Area de S limitada, simultaneamente, abaixo e acima do eixo das abscissas.

Figura 9 — Célculo de Area

YA

—\ d
a \_/ b ®

Fonte: [7]

Neste caso, a area serd dada pela soma do conjunto:

A= [ f@de— [*f@ynt [ fye= [ 17

Assim;

A= [ 17@)lda

Para aprender na pratica, Vamos solucionar alguns exemplos.

Exemplo 1: Calcule a area do conjunto do plano limitado pelas retas x =0, x = 1,

y = 0 e pelo grafico de f(x) = x°.
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Solucao:

Figura 10 — Célculo de Area

YA

"
-

0 I

Fonte: [7]

Assim, teremos:

Exemplo 2:

a) Calcule a area da regido limitada pelo grafico de f(z) = 23, pelo eixo x e pelas

retasx =—lex =1.
Para a solugao deste problema, analise inicialmente o grafico da fungao. Vejamos:

Assim, teremos:

0 11" 1 1

! i [4 1| 4
—1

1 ! 1

S [4 4

logo:
1 1 1
A=A +Ay=-+-==
e L

Exemplo 2: Assinale corretamente a area da regiao limitada pelo grafico da funcgao

f(x) = 2% que se encontra no 1° quadrante, o eixo z e a reta z = 2.

Solucao:

2

2 3
A:/a:de: il
0 3 3
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Figura 11 — Célculo de Area

YA

Fonte: [7]

Agora é sua vez!
Resolva os problemas abaixo:

1°) Calcule a drea do conjunto limitado pelas retas = 1, z = 2, y = 0 e o grafico
1
de y = ok
29) Calcule a area da regiao limitada pelas retas x = 0, z = 1, y = 2 e pelo gréfico

de y = 2%

39) A é o conjunto do plano limitado pelas retas © = 1, x = 3, pelo eixo 0x e pelo

grafico de y = 3.

4.2 Curvas Diferenciaveis Parametrizadas

Uma forma lddica de apresentar a ideia de curva no R? para os alunos é a partir
da movimentacao dos veiculos no transito, ao realizar curvas e ao decorrer do percurso,
onde o professor trabalha a velocidade, o espaco, enfim, toda a movimentagao deste no

decorrer do espago.

J4 em R3, onde temos o surgimento de uma terceira dimensio, de forma andloga ao
exemplo anterior, o professor pode utilizar a movimentagao dos passaros ao sobrevoarem
no espaco para trabalhar as ideias e conceitos de parametro, trago de uma curva e vetor

tangente.

Parametro: Em matemética, um parametro é uma variavel que podemos encontrar

em equacoes ou fungoes.
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Tragco de uma curva: Pode ser definido como a imagem da curva parametrizada,

ou, simplesmente, o caminho da curva.

Vetor Tangente: E o vetor que toca a curva em um determinado ponto e tem a

mesma dire¢do do movimento.
Matematicamente, temos as seguintes defini¢oes para curva diferenciavel:

Definigdo 01: Uma curva diferencidvel parametrizada no R? é uma aplicacio
diferenciavel o : T — R?, «a(t) : (z(t),y(t)), de classe C*°, de um intervalo aberto I C R.

Neste sentido, dizemos que suas func¢oes coordenadas x,y : I — R tem derivadas
de todas as ordens e que t é o parametro da curva,a(t) é o trago de ac e /() : (2/'(t),y'(t))

é o vetor tangente a o em t € I

Exemplo 01: A curva o : R — R? onde «a(t) : (rcost,rsent), com r > 0.

Figura 12 — Circulo

Fonte: O Autor

Observe que no exemplo temos uma curva diferenciavel, uma vez que suas funcoes
coordenadas sdo (r cost,rsent) que sao de classe C*. O trago de a é um circulo de centro

na origem e raio r. Além disto o/(t) : (—rsent,rcost) é o vetor tangente de o em ¢t € R
E as curvas no espago tridimensional?

As curvas em R? seguem definicio andloga as curvas em R?, onde a diferenca fica

por conta do surgimento de uma terceira dimensao, vejamos:

Definigdo 02: Uma curva diferencidvel parametrizada no R® é uma aplicacido

diferencidvel o : T — R3, a(t) : (z(t),y(t), 2(t)), de classe C*°, de um intervalo aberto
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IcR.

Assim, dizemos que suas fungoes coordenadas x,y,z : I — R tem derivadas de
todas as ordens e que t é o pardmetro da curva,a(t) é o trago de ave o/ (¢) : (2/(t), v/ (1), 2/(t))

¢é o vetor tangente a o em t € IL.

Exemplo 02: A curva o : R — R3 onde «a(t) : (mcost,msent,nt), com m >0 e

n # 0.

Figura 13 — Hélice Circular

Fonte: [16]

Neste exemplo temos uma curva diferencidvel, uma vez que suas func¢oes coordenadas
sao (mcost,msent,nt) de classe C*. O trago de o é uma hélice circular. Além disto

o/ (t) : (—msent, mcost,n) é o vetor tangente de @ em t € R

A partir das defini¢bes apresentadas acima e buscando evitar alguns problemas que
surgem ao trabalharmos com curvas que nao sao regulares, ou seja, curvas que apresentam

os famosos "bicos', vejamos a defini¢do de Curvas Diferenciaveis Parametrizadas Regulares.
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Definigao 03: Dizemos que uma curva diferencidvel parametrizada « : [a, b] — R?

é regular se |o/(t)| # 0.

Assim, o que queremos sao curvas "sem bico', ou seja, curvas regulares, onde
somente a existéncia da derivada nao é caracteristica suficiente, assim, precisamos que a

norma da derivada em um ponto ¢ seja |o/(t)| # 0.
No entanto, existem curvas que em determinado ponto ¢, apresenta |o/(t)| = 0.
Vejamos um exemplo:

Exemplo 03: A cispide em que a(t) = (t?,3), para t = 0, teremos:

a’(0) = (0,0)
&/ (0)] = V02 +02=v0=0

E neste caso, o que podemos fazer para resolver esse problema?

A saida para situagoes como essa é a reparametrizagdo, mas, esse é um tema para

o tépico seguinte.

4.2.1 Parametrizacao e Reparametrizacdo pelo Comprimento de Arco

Existe uma parametrizacao especial chamada de parametrizacao pelo comprimento

de arco.

Definigao: Dizemos que uma curva § : [a,b] — R3 estd parametrizacio pelo

comprimento de arco se |§'(x)| = 1 para todo z € [a, b]

Exemplo 01: Verifique se o circulo §(z) : (cosz,senz) estd parametrizado pelo

comprimento de arco.

Para solucionar esse problema precisamos seguir alguns passos:

 Calcular a ¢'(x)
« Calcular a |0'(x)|

o Mostrar que a norma da derivada primeira da curva dada é igual a 1.
Vejamos:

d(z) = (cosx,sen x)
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§'(x) = (—senx,cos x)

6 (2)] = \/(—senx)2 + (cos z)2

|6'(2)]| = v/sen2x + cos? x
5(0)] = VI
|0 (2)] = 1

Assim, |§'(z)| = 1 para todo x. De onde concluimos que o circulo §(x) : (cos z, sen z)

esta parametrizado pelo comprimento de arco.

Exemplo 02: Verifique se a curva §(z) : [0,3] — R? definida por

d(z) = (2z + 1,3, + 4) estd parametrizada pelo comprimento de arco.

Para a solucao deste exemplo, seguiremos os passos andlogos aos seguidos para a

resolucao do exemplo 02, assim, teremos:
d(z)=(2z+1,3,z+4)
d(x) =(2,0,1)
0'(z)| = V22 + 02 + 12
|'(x)] = v/5

Assim |0'(z)] # 1 para todo x, portanto a curva §(z) : [0,3] — R3, §(z) = 2z + 1,3,2 + 4)

nao esta parametrizada pelo comprimento de arco.

De acordo com os exemplos listados acima, precisamos seguir alguns passos para
verificar se uma curva esta parametrizada pelo comprimento de arco. Em caso negativo,

fica a pergunta:
"Como parametrizar uma curva §(x) pelo comprimento de arco?”

Para responder a essa pergunta, vamos citar os passos a serem seguidos na
parametrizacao pelo comprimento de arco e em seguida iremos parametrizar a curva

dada no exemplo 02 deste topico, utilizando os passos mencionados.

Vejamos os passos a serem seguidos na parametrizacao pelo comprimento de arco.

t
1. Definimos a fun¢ao comprimento de arco S(t) = / 16" (x)] dz
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2. Encontre a inversa da fungdo comprimento de arco ()

3. Faga a composicao d(p(x))

Uma vez definidos os passos a serem seguidos, vamos retomar o exemplo 02 e fazer

a reparametrizacao da curva citada pelo comprimento de arco.

Retomando o exemplo 02: Reparametrize a curva §(x) : [0,3] — R3 §(z) =

(2x 4+ 1,3,z + 4) pelo comprimento de arco.

Vamos solucionar essa questao especificando o passo a passo na resolugao. Assim,

teremos:

19 passo: Definir a funcdo comprimento.
0(z) =22+ 1,3,z +4)
§'(x) =(2,0,1)
0'(z)] = V22 + 02+ 12 = /5

Conhecendo a norma de §'(z), vamos definir a fungdo comprimento.

S(t) :/:y(s'(x)\ do
S(t) = /Ot V5 dx

¢
dx
0

S(t)=+5

St)=+/5 t
S(3) =3v/5 & o comprimento de arco de 4.
O dominio que era [0, 3], agora sera [0, 3v/5].

2° passo: Encontre a inversa da funcio comprimento de arco S(t) = /5 t

S(t) =5 t.
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Trocando S(t) por y e calculando a inversa, temos que:

y =5t

=z = /5y
X
S
= p(S) = —=

S
NG

32 passo: A fungao p(S) = é a inversa da fun¢ao comprimento de arco. Agora,

vamos fazer a composigao 0(¢(x)).

dz)=(2x+1, 3, x+4)

0(p(r)) = (20(z) +1, 3, w(z) +4)

S

Agora, vamos substituir ¢(z) por —= na curva.

V5

2 L

5(p(a)) = (\/SSJFL 3, ﬁs+4>

Assim,

5:[0,3v/5) — R?, 8(p(z)) = (

pelo comprimento de arco.

2
NG

1

S+1, 3,
V5

S+ 4) é uma curva parametrizada

Uma vez realizada a reparametrizacao pelo comprimento de arco, podemos realizar
uma verificagao para comprovar que de fato a curva encontrada representa uma parametrizacao

pelo comprimento de arco da curva dada inicialmente. Vejamos:

Verificacgao:

5(p(x)) = (\%SH, 3, ;gs+4>

o) = (e 0. )
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Assim, sendo |8’ (¢(x))| = 1, a curva esta parametrizada pelo comprimento de arco.

Para uma melhor compreensao da tematica, sugiro que o aluno resolva a lista de

exercicios ao final do capitulo.

Observacgao: Para a solucao da lista proposta no final do capitulo, siga os passos

indicados abaixo.
« Calcular a derivada da funcdo ¢(z), definir a fun¢do comprimento S(t) e calcular o
comprimento do arco de p(z).
« Calcular a inversa de S(t).

o Fazer a composigao de d(p(z)).

4272 Curvatura

Estratégia: Analisar a variacao de direcao do vetor tangente da curva.

3'(t)
10" (B

o Assim nao nos preocupamos com a variacao de tamanho, s6 da dire¢ao.

r(t) =

o A velocidade é um problemal!

Como resolver o problema da velocidade?

Segundo [12], reparametrizamos pelo comprimento de arco. Assim, a curvatura

serd a variacao do vetor tangente.

Definigao: Seja 6 : [a,b] — R® uma curva parametrizada pelo comprimento de

arco. Chamamos de curvatura de ¢ no ponto p € [a, b] ao ntimero

K(p) = |"(p)]

Exemplo 01: Calcule a curvatura de § : R — R? §(z) = (z, 3), no ponto = = 5.
Observe que essa reta esta parametrizada pelo comprimento de arco.

§'(x) = (1,0)

0'(2)] = VI2+ 02 =V1=1

Assim, sua curva é dada por K(x) = [0"(z)|:

8" (xz) = (0,0)

0"(x)] = V02 +02=0=0
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Portanto, K(z) =0 — K(5) =0
Exemplo 02: Calcule a curvatura do circulo de raio r.

Observagdo: Assim como a reta tem curvatura constante, é natural acreditar que o

circulo também tem curvatura constante.

Sabemos que a parametrizacdo de uma circunferéncia de raio r é dada por ¢ :

[0, 27] — R2.
d(z) = r(cosz,senx) = (r cosx,rsenx)

Mas, esta curva nao estd parametrizada pelo comprimento de arco, veja:

§'(z) = (—rsenz, rcosz)

|0'(x)] = \/(—rsen x)? + (rcosx)?

= \/r2sen 2z + r? cos? x)

= \/TQ(SGH 2z + cos? x)

V=

Agora, vamos reparametrizar!
t
S(t) = / 16 (2)| da
0

S(t) :/Otr dx

t
S(t)yrz| =rt
0

Portanto,

S(t)=rt — S(2m) =27r

onde, 27r representa o comprimento de arco do circulo.

Agora, vamos encontra a inversa de S(t) = rt.

Y =rz
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r=rY
y=12
’
Portanto,
S
p(z) = o

fungao inversa de S(t).

Para finalizar, vamos compor d(z) com ¢(S).

d(z) = r(cosx,senx)
3((S5)) = (rcos (5), rsen p(5))

6(p(5)) = (7" COoS §, rsen S)

r r

S

Assim, a curva § : [0, 27r] — R, dada por §(S) = (r cos 2, rsen 2

raio r parametrizada pelo comprimento de arco.
logo, calculando a curvatura, teremos:
Inicialmente, lembre-se que K(s) = [§"(s)|.

Calculando a derivada primeira de §(5)

rr

8 (s) = (— rsenS.l,rcosS.1>
rr

S S

d(s) = (—senr,cos r)

Calculando a derivada segunda de ()

8 (s) = ( — sen ﬁ, cos S)

T r

§"(s) = (— cosﬁ.l, —senS.1>
rr rr

61

) é o circulo de
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8" (s) = < - 1cos §, —lsen S>

r T T T

Agora, vamos calcular a norma da derivada segunda de §(5).

2 2
|5”(S)\:\/<—1COSS) —l—(—lsenS)
rooor roor

, 1 .5 1 .S
|(S (S)| = \/7"20082T+7“2sen2

r

" 1 S S
10" (9)| = \/ﬂ(COSQT —l—sen?T)

)=

6" () =

Assim,

K(s) =10"(s)| =

Observacao: Note que quanto maior o circulo, menor serd sua curvatura.

Nosso planeta Terra, por exemplo, é tao grande que praticamente nao sentimos

sua curvatura. Neste sentido, sempre sera possivel calcular a curvatura?
A resposta para a pergunta acima é Nao!.

Calcularemos a curvatura apenas em pontos regulares onde:
|6"()| # 0

Dentre algumas aplicacoes interessantes em relagdo a curvatura que expressam bem
a afirmacao acima, posso citar, a cispide no seu ponto nao regular e a fungao médulo em
(0,0). 6 : R — R? onde 6(x) = (=, |z|).

Afirmagdo: Nao podemos parametrizar qualquer curvas pelo comprimento de arco.

Apenas as regulares.

Observagdo: E possivel calcular a curvatura de uma curva sem reparametrizar pelo

comprimento de arco.

Teorema: Seja § : I — R3 uma curva regular, entdo a curvatura de § é:
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(@)X ()
Ko = 5P

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo: Mostre que a curvatura do grafico de uma fun¢do f : R — R em que o

ponto x é dado por:

/" (@)
(L+ f(x)?)2

Solugao: Lembrando que a parametrizacao de um gréafico é dado por:

K(z) =

f:R—R?
fra—=(z, f(z))

colocar o grafico da funcao

Para solucionar este problema, vamos utilizar a férmula dada pelo teorema.

_ 10'(z).0"(x)|
KO =5
observe que:
frx—(z, f(z))
¢'(x) = (1, f'(x))
0" (x) = (0, f"(x))
Assim, temos:
i ]k
(@)X (x)=|1 fiz) 0|=f"(x)K=0,0,f"(z))
0 f"(x) O

§(2) X 8" ()] = /02 + 02 + f7(x)2 = \/f"(2)2 = | f(2)]

3 3

= (1 + f’(x)2>2

3

5@ = (VI 7@R) = (1+ @)

Logo:

_ 0" (@) X" ()] (@)
K(l') - |(5’(1’)|3 o (1 +f,<l’)2)%

lf" ()]

Portanto, a curvatura de um grafico pode ser dada por K(z) = TR
+f(x)%)?2
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Para que se possa verificar a aprendizagem na tematica abordada neste capitulo,

deixo abaixo alguns exercicios retirados de [12] para que o discente possa praticar.

Exercicio 01: Reparametrize pelo comprimento de arco a curva ¢(z) : [0, 10] —
R3, o(x) = (2t,1 — 2t,1).

Exercicio 02: Calcule a curvatura da hélice 6(x) = (cosx,senx, z) no ponto = = 1.

Exercicio 03: Calcule a curvatura do grafico da funcio f(z) = 23 + 422 — 1 nos

pontosz =0, xr=1exz = —1.

Exercicio 04: Calcule a derivada das curvas abaixo:

2 43 ypm, L
a) a(t) = (t,t +t +\/t_+\%_2>
b) a(t) = (2t3,sent)

c) a(t) = (£2,1°)

d) a(t) = ((z* + 2?)°, x%sen z)



5 Consideracoes Finais

A escolha da tematica presente nesta Proposta Didatica nasceu da inquietacao de
um aluno, que s6 teve contato com o Calculo no Ensino Superior, e de um professor que
encontra dificuldades de implementar o estudo do Célculo junto aos seus alunos do Ensino
Meédio.

O estudo iniciou pela apresentacao do contexto histérico da criacao, criadores e
desenvolvedores do Célculo, tendo como propédsito a motivacao dos alunos, seguido da
apresentacao da temadatica sem transformar o estudo proposto em um curso completo de
Célculo. A Proposta Didatica apresenta nogoes intuitivas e as propriedades do Limite,
Derivada e Integral, com aplicagao através do calculo da area entre graficos de fungoes e a
Parametrizacao e Reparametrizagao de Curvas pelo Comprimento de Arco, ja no Ensino
Médio, buscando promover uma aprendizagem significativa em relagdo a essas temaéticas,
o que facilitarda a vida dos académicos ao ingressarem nos diversos cursos superiores,
revertendo o atual cenario onde estes se sentem perdidos, muitas vezes por nao terem

conhecimentos prévios, ao iniciarem as disciplinas de Célculo no Ensino Superior.

A aplicacao do estudo do Célculo no Ensino Médio nao é uma tarefa facil, uma
vez que muitos professores que atuam nesta etapa da educagao nao possuem dominio
sobre a tematica e por esse motivo acabam nao apresentando essa tematica aos alunos,
amparados, muitas vezes, pela exclusao do Célculo do curriculo da Educacao Bésica e
no fato da maioria dos alunos chegarem a esta etapa da Educagao apresentando muitas
dificuldades béasicas em matematica. Mas, mesmo diante de iniimeros fatores contrarios
a nossa proposta, ainda assim, acredito que o estudo aqui apresentado ¢é a solucao para
o problema vivenciado tanto na tltima etapa da Educacao Basica quanto no inicio dos

estudos desses temas a nivel superior.

Ao longo da apresentacao desta proposta didatica, tomamos muitas propriedades
do Limite, Derivada e Integral como verdade absoluta, deixando as provas das mesmas
para serem apresentadas no apéndice, afim de nao tornar o estudo proposto cansativo e
desestimulante aos alunos. No entanto, fica a cargo do professor, mediante o nivel de sua
turma, a escolha de ensinar as provas a medida que apresentar cada propriedade. Ainda
neste sentido, ressalto que a implementacao desta proposta didatica, sobretudo de forma
interdisciplinar, pode ocorrer ora durante as aulas regulares ora na promocao de eletivas

de componentes como fisica, quimica, matematica.

O estudo aqui apresentado é fruto de experiéncias préprias e uma longa pesquisa em
fontes que estao disponiveis e acessiveis a todos que desejarem ampliar seus conhecimentos

sobre a tematica abordada. A base do estudo esta presente nas obras de renomados autores,
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onde destaco, os professores Benigno Barreto Filho, Hamilton Luis Guidorrizi e as Notas
de Aulas do professor José Santana Campos Costa, durante o curso do mestrado, disciplina

de Tépicos de Matematica. Sem duvida este estudo pode ser muito proveitoso.



A Apéndice

A.1 Resposta das Listas de Exercicios Proposto: Limite
Utilizando as propriedades do limite:

Resposta do Exercicio 01

a) 3

Calculando limite de fun¢gbes com indeterminacao

Resposta do Exercicio 01

Limites Fundamentais: Calculando o limite de fungoes a partir do uso dos limites

fundamentais.

Resposta do exercicio 01
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Lista complementar de limite de uma funcgao

Resposta do Exercicio 01:

Resposta do Exercicio 04:

a) +00
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A.2 Resposta da Lista de Exercicios Propostos: Derivada

b)
)
) e

e) €3

1
5
0

)

o,

69

Regras Basicas de Derivacao - Lista 01: Calculando a derivada de fung¢des com uso

das regras basicas de diferenciacao.

Resposta do exercicio 01

c) W (x) = bzt — 922

d) W (z) = 52® + z*

e) f'(z) = 15z — 2x

£) f'(x) = 52 + 1203 — 2722 — 54w
o) ¢(z) = ;f 327 4+ da

W 9/@) = G

)00 = s

D) =

Lista de exercicios de derivada de uma funcao

Exercicio 01
a) 0

)
)

)
) 5t

2 0 o

)

)

) 2
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Exercicio 02

T+ 1

Exercicio 03

a) 2r +1

b) 3z? — 27

c) dx —

d) —212? + 42 +5
e) —4coszw

f) —3senx

g) z¥senx — 372 cosx
h) 22 cosx + 2zsen
i) sec?x

Exercicio 04
1

x.In3
b) logs(e.x?)®

A.3 Resposta da Lista de Exercicios Propostos: Integral

Exercicio 01

a) 23 — 222 —br + k

b)?—?—7+6x+k
3 x?
C)g—i-?—l—x—i—k
x3  3x? 1
d) —+———+E&
)3+ 2 T

70
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Exercicio 02

1
a) iln(x2 +7)+k
(Inx)3

k
3 +

b)
Lo 3
¢) gln\x + 1]+ k

~1
d) —-In|3 —2r] + &

e) In|llnz| + k

Exercicio 03

a) senlnx + k

b) In|1 — cosz| + k
C) —eosT 4k

d) cos (cosz) + k

S
-1
e) 7008635 +k

Exercicio 04

A.4 Resposta da Lista de Exercicios Propostos Parametrizacao

Solucao dos problemas propostos.

19) 5(S) : [0,30] — R?

2 2., S
(5 = — ]_—— —
(5) (35, S 3)

29) K(1) = ;
3°)

K(0) =

k(1) = V122

71
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-1 -5
2 — 2 =
'(t :<1,2t—3t—4 -t3 —=t 3)
a) o —1—3 3
)

(62, cost)
c) a/(t) = (2t,3t?)

d) o/ (t) = (5(z® + 2*)*.(32? + 2z), 2zsen x + 2% cos )

A.5 Produtos Notaveis e Fatoracao

72

O dominio de alguns conhecimentos algébricos sao essenciais durante o estudo do

limite, derivada e integral. Apresento alguns Produtos Notdveis e casos da Fatoragcdo que

serao uteis ao estudo proposto.

1. Produtos Notéveis.

f) 2 +9° = (2 +y)-(2* — 2y +9°)
g) 2° =y’ = (v —y).(a® + zy +y?)
h) zm —y"
2. Fatoracao.
a) Fatoracao por um fator em evidéncia:
ab+ ac —ad = a.(b+ ¢ —d)
b) fatoracao por agrupamento.

2’ +ar+br+ab=x.(r+a)+b(zx+a)=(z+b).(x+a)

A.6 Prova das Propriedades do Limite de Funcoes

=z —y) (" +2" %y +. .. +axy"?+y" ), comneNen > 1.

Limite da Soma(diferenga): O limite da soma (diferenga) de duas fungoes é a

soma (diferenca) dos limites dessas fungoes.
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Prova:
Considerando que se z tende para a, f(x) tende para L, ou seja, 9161_% fx)y=1Le

g(x) tende para M, ou seja,glﬂi_r}rtll g(x) = M, afirmamos que f(z) + g(z) tende para L + M.

Assim:

lim[f(2) + g(x)] = lim f(x) + lim g(a) = L+ M

T—a

|
Por consequéncia:
lim[f(x) — g(2)] = lim f(z) - lim g(z) = L — M

|

Limite do Produto: O limite do produto de duas fungoes é o produto dos limites

dessas funcoes.
Prova:

Considerando que se x tende para a, f(x) tende para L, ou seja, 91615% f(x) =L
e g(z) tende para M, ou seja, lim g(x) = M, afirmamos que f(z).g(x) tende para L.M,

Assim:

lim[f(z).g(x)] = lim f(x).lim g(z) = L.M

T—ra r—a rT—ra

Por consequéncia, temos:

Limite de uma Poténcia
n

lim [ f(2)]" = [ lim f(a)| ="

Sendo f(z) = K (K é uma constante), temos:
glcl_rg(Kg(x)) =K. glgllgg(x) =KM

Limite do logaritmo

glgigcll(log.g(x)) = log. lim g(x) =log.M

Limite do Quociente: O limite do quociente de duas func¢oes é o quociente dos

limites dessas fungoes.
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A.7

A.8

Prova:

De forma andloga, sendo, lim flz)="Le lim g(x) = M # 0, teremos:

po S @ r
2o g(x)  limg(x) M

Derivadas Superiores:

A segunda, a terceira e as demais derivadas superiores sao definidas como:

d(dy\ &y L., .
0 () - G- =

d d2y dSy m m
b)dx<dx2>_dx3—f @)=y

d dn—ly dny

a I T VR
°) dx <da:”—1> dam @) =y

Prova das Regras de Diferenciacao

As propriedades operatérias nos permitem a obtencao de novas fungdes derivadas:

derivada da soma, da diferenca, do produto, do quociente das fungoes u(z) e v(x), derivaveis

no ponto z. Elas estao fundamentadas nas propriedades dos limites.

De acordo com [5] e [7], vejamos algumas provas abaixo:

Derivadas de uma constante

Considerando a fungao constante f(z) = b, temos:

Ay  fle+Az)—flx) b—b

f'(x) = lim Ay =0

Ar—0 Az
flx)=b= f'(z)=0

Derivadas de uma poténcia:

d _, du
a) %(u”):nu” 1-%
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1 1
d d, — 1 ——=1 d

b) (W) = o (wn = (n

em que u > 0; se n for par e u # 0; se n for impar (n > 2)

Demonstragao: Na demonstracao das regras basicas de diferenciagao, faremos uso

da definicao de derivada de uma funcao, assim:

Fazendo (u+h) =t (t - u, quando h — 0)

= lim [t”‘l "2y U L+ u"_l} =nau" !

t—u t—u t—u

d, ., B oy du
%m) " dx
. (u+h)"—u
/ _
b) () = Jim "
d d 1
Sendo %(W) %( )n
Temos

() = lim ”“+ Vuth=ifu_\ Vieiu

h—0 t—u t—u

Fazendo: z = Vt e v = /u (t — u, quando = — v)

) L r—v 1 1
f(x)—iﬂxn_vn N = © panl
r—v
, 1
Assim, para v # 0 e u no dominio de ¢, logo: f'(x) = — -
n u"

1
Portanto, di({L/ﬂ) = —(u)ﬁ == (u)n el

Derivada da Soma (da diferenga) de Fungoes
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) )= g &
& dmu U_dx dx

d du dv
b) —(u—v)= — — —
)dzv(u v) de dx

Observagdo: A prova para o caso da derivada da diferenca de fungbes é analogo.

Aplicando a defini¢ao de derivada, temos:

[7(@) + g(@)] = lim [f(x+h)+g(x +:)] —[f (@) + g(2)]

[flx+h) = f@)] +[9(z +h) = g(z)]

= Jimy h
- lim [(z + h)h— f(z)] + lim lg(z + h})L —g(z)]
= f'(z) +¢'(z)

Derivada de Produto de Fungées: f(z) = u(z).v(x)

Demonstracao:

Ay flz+ Az) — f(x) _ u(x + Az).v(z + Az) — u(z).v(x) _

Az Az Az

Ay u(z + Azx)v(z + Az) —u(x).v(z) — u(z + Az).o(x) + u(z + Az).o(x) _
Ax Ax

Ay _ u(z + Ax).[v(z + Az) —v(x)] + v(z).[u(z + Az) —u(z)]

Ax Ax

Assim,

fiz) = fim, ﬁi

De onde:

Ax) — Ar) —
= lim u(z+Az). lim vl + Az) U<w>+ lim v(z). lim ue + Az) —u(z)
Az—0 Az—0 A.T Az—0 Axz—0 Agj

f'(x)
observe que:

lim u(zx + Az) = u(z)

Az—0
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lim v(x + Azx) — v(x)
Az—0 Ax

i, (0) = o)

Derivada do quociente de funcgoes:

LS

Procedendo de modo andlogo ao desenvolvimento das derivadas do produto de

fungoes, chegamos a:

Regra da Cadeia

Demonstragao:

Considere a funcao h(z) = f(g(z)), sendo g(z) diferenciavel em a e f(x) diferencidvel
em g(a). Sejam y = f(u) e u = g(z). Facamos Az = x — a, Au = g(z) — g(a) e
Ay = f(g(x)) = flg(a)).

Por defini¢ao, temos:

h'(a) = lim Ay

o Az—0 Az

Da hipétese de g ser diferenciavel em a, temos que:

Au = (¢'(a) + E1)Az, com E; — 0, quando Ax — 0.

Da hipétese de f ser diferenciavel em g(a), temos que:

Ay = (f'(g(a)) + E2)Au, com FEy— 0, quando Au — 0.
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Substituindo a expressdo de Au em Ay, temos que:
Ay = (f'(g9(a)) + E2)(¢'(a) + E1)Az, com FE; — 0;Ey — 0, quando Az — 0.
Assim:

Ay = (f'(9(a)) + E2)(g'(a) + E1)Ax.

Dividindo toda a expressao por Az (o que sempre poderemos fazer ja que (Ax # 0).

Ay_

A, = Ug(@) + Ez)(g'(a) + En)

Tomando o limite quando Az — 0 em ambos os lados da equagao, temos:

lim % = lim (f'(g(a)) + E2)(¢'(a) + E1) = f'(g9(a)).¢'(a)

Az—0 Az Axz—0

Portanto,

Derivada de Fungoes Trigonométricas

Para a consolidacao de uma aprendizagem significativa, deixo a demonstracao da

derivada de algumas fungoes trigonométricas.

a) sen’r = cosx

2¢+ h h
, . sen(x+h)—senzx , 256”5' cos 9 ~sen 9 20+ h
sen’z = lim = lim = lim . COS = Ccosx
h—0 h h—0 h h—0 ﬁ h
2
[ |
b) cos’ z = senx
h 2x + h h
, . cos(x+h)—cosz —2sen _.sen 9 h _osen 9 2 + h
cos’ z = lim = lim — lim .sen = —sena
h—0 h h—0 = h—0 h h
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c) tg'z = sec’z

. tg(zr+h)—tga
!
tg'z = lim h

Fazendot =z + h (t — = quando h — 0), temos:

sent sen x

. tgt—tgx . o sent.cosx —senx.cost 1
tg’x = lim = lim COSt__ €OST _ }jy, .
twz  {—x t—ax t—=x t—x t—=x cost.cosT
Como:
. sent.cosx —senx.cost . sen(t—zx
lim =lim—— =1
t—x t—x t—x t—2x
1 1
lim = 5 = sec?
t—z cost.cosT Ccos* T
Assim, substituindo temos:
tg'r = sec’z
[ |

A.9 Foérmulas de Integracao

d
1. /x’ldx:/%:ln\x]—i-k

2

3.

) /ewda::e’“"+k

/axdx: a + k

lna

4. /senxdx = —cosz + k

d.

6.

/COS(L’dLE =senz + k

/secQ:cdx =tgxr+k

7. /cossechdx = —ctgxr + k

8.

/sec rtgxdr =secxr + k
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9. /cossecx.ctgxdw = —cossecx + k

Facamos alguns exemplos para fixarmos a aprendizagem.
Exemplo 01: Calcule.
dx
a) / =
T+ 3

Solucao: Faca u = x + 3, assim teremos, du = dx, entao:

d d
/ * —/Eu:ln\u]—l—f(

r+3

Agora, vamos substituir u = x + 3 na expressao, assim teremos:

d
/i:ln|x+3|+K
x+3

d
b) /senledz = Solucao: Faga u = 10z, de modo que du = 10x e dxr = 1—3,
portanto:
1
/senledw = /senu.du = —/senudu _ ot +k
10 10 10

Agora, vamos substituir u = 10z na expressao, assim teremos:

cos10x

k
10+

/senledm = —

c) /xsechQda: =
Solucao:

Faca u = 22, de modo que du = 2zdz e do = Q—U, entao:
x

d 1 t
/xsechde = /a:secgu.—u = */SGCQ’LLdu = + k
2¢ 2 2

Agora, vamos substituir « = 2% na expressao, assim teremos:

t 2
/a:sechde = % + k

d) /secle.tgledx =
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Solucao:
Faca u = 10z, de modo que du = 10x e dx = 1—3, entao:

du _ 1
10 10

secu
/secu.tgu.du =——+k

/secle.tgledx = /secu.tgu 0

Agora, vamos substituir u = 10z na expressao, assim teremos:

seclOx

k
10+

[ secl0x.tg10xdx =

Exercicio 01: Resolva as seguintes integrais.

2) /cos(lnx)dx

T
senx

b —d
) 1 —cosz v

c) /Sen:p.ecosxdx
d) /senx.sen (cosx)dx

e) / 3sen 6xdz

A.10 Demonstracao das Propriedades da Integracao

A demonstracao das propriedades da integracao exigem alguns conhecimentos
prévios que nao foram estudados nesta proposta pedagogica, uma vez que o objetivo desta
é um estudo introdutério para que os alunos ja no Ensino Médio tenham acesso a essa
area do conhecimento matematico e tenham menos dificuldade quando tiverem acesso a

um estudo completo do Calculo no Ensino Superior.

No entanto, anuncio alguns teoremas e propriedades que nesse momento sao
fundamentais para que os alunos e professores possam compreender a aplicacdo dos

mesmos na resolucao de problemas e deixo a prova de algumas propriedades.
Teorema: Sejam f, g integraveis em [a,b] e k uma constante. Entao:

a) f+ g é integravel em |[a, b] e:

/ab[f(x)ﬂLg(x)]dx:/abf(x)dx+/abg(x)d$

b) k.f é integravel em [a, ] e:

/ab k.f(x)dx = k. /abf(x)dx
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Seja g :

c)se f(z) >0 em [a,b] e:

/abf(m)da: >0

d) Se a €la,b] e f é integravel em [a, c] e em [c, b, entdo:

[ fwdr= [ f@ye+ [ pyar

1°. Teorema Fundamental do Calculo

Se f for integravel em [a, b] e se F for uma primitiva de f em [a, b], entao

onde:
a

A diferenca F'(b) — F(a) seré indicada por [f(x)] , assim:
b

[ s = |0)] = F) - F0

Mudanga de Variavel na Integral

Teorema: Seja f continua num intervalo I e sejam a e b dois reais qualquer em /.

[c,d] — I, com ¢’ continua em [c, d], tal que g(c) = a e g(d) = b. Nessas condigoes

/ab f(x)de = /Cdf(g(u))g’(u)du
Demonstracao:

Como f é continua em I, segue que f admite uma primitiva F' em [. Assim,

A fungao H(u) = F(g(u)), u € [c,d], é uma primitiva de f(g(u))g'(u). Assim;

H'(u) = [F(g(u))" = F'(g(u))g (u)

ou seja,
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Sendo I’ = f, temos que:

d

[ttt = | Flata| = Plata) - Fiate)

C

Por hipétese, g(d) = b e g(c) = a. Assim,

A.11 Nocoes Basicas sobre a Integral de Riemann
A integral de Riemann tem muitas aplicagoes na geometria, fisica, etc. Vejamos
alguns informagoes importantes e basicas nesse estudo.

Particao de um intervalo: A ideia é dividir um intervalo em pedacoes cada vez

menores, tantos quanto sejam necessarios, assim, teremos:

a) Uma partigao p de um intervalo [a, b] é um conjunto finito p = {xg, 21, 29, ..., T, }

emque a =2 <1 < T < ..<x, <b
b) Uma particao p de [a,b] divide [a,b] em n intervalos [z;_1,2;], i =1,2,...,n.

¢) A amplitude do intervalo [z;_1,x;] serd indicada por Az; = x; — x;_1. Assim,

Axry =11 — 19, Axy = 19 — 11, ete.

d) Os ntimeros Axy,Axs,...,Az, ndo sdo necessariamente iguais e o maior deles é

chamado de amplitude da particio e é representado por marAx;

e) Uma particdo p = {xo, z1, 22, ..., 2, } de [a, ] serd indicado por:

pra=x9< T <Ty<..<T,<b
Soma de Riemann: Para uma melhor compreensao, vejamos uma explicagao
passo a passo:

a) Sejam f uma funcao definida em [a,b] e p:a =29 <21 <23 < ... <2, < b

uma particao de [a, b].
b) Seja ¢; um nimero em [z;_1, x;] escolhido arbitrariamente para cada i(1,2,3, .., n).

Assim, o niimero:

n

Zf(ci)A% = fler)Awy + f(c2)Azy + ... + f(cn)Azy

=1
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¢ denominado soma de Riemann de f, relativo a particdo p e aos nimeros c;.

¢) Geometricamente podemos interpretar a soma de Riemann como:

n

> fle)Ax;

i=1
Definicao da Integral de Riemann

n

Sejam f uma funcéo definida em [a, b] e L um nimero real. Dizemos que Y _ f(¢;) Az,
i=1
tende a L, quando maxAx; — 0.

Assim:

n

lim > f(¢;)Az; =L

maxAzx;—0 i1

Tal nimero L quando existe é tinico, denomina-se integral de Riemann e indicamos

por: /abf(x)dx

Entao, por definicao temos:

n

lim > f(e)Az; = /abf(x)dq:

maxAx; —0 i1

Aplicagio no Célculo de Area

Seja f continua em [a,b], com f(z) > 0 em [a,b]. queremos definir a drea do

conjunto A do plano limitado pelas retas x = a, x = b, y = 0 e pelo grafico de y = f(z).

Sejam ainda:

n
a) > f(c;)Amz;, uma aproximagao por falta da drea;
i=1

n
b) Y f(¢;)Az;, uma aproximacio por excesso da drea;
i=1

Assim, teremos:

Y fle)Ax, <A< i f(ci)Ax;,

i=1 i=1
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Figura 14 — Célculo de Area

¥ v

A 1\

T

a b x *

fonte: [7]

b
Como as somas de Riemann mencionadas tendem a / f(z)dz, quando o méx
a

Ax; — 0, podemos definir a area dado como:

A= /abf(:v)d:c

Da mesma forma defini-se a area A no caso em que f é uma funcao integravel

qualquer, com f(z) > 0 em [a, b].
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