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Resumo

A presente dissertacao tem como objetivo principal explorar e inserir o uso da Logica
Booleana nas aulas de Matematica do Ensino Bésico e sua contribuicao para o desenvolvimento
das habilidades de raciocinio logico e resolugao de problemas em estudantes nessa faixa
etaria. Para isso traz uma abordagem teérica do assunto e a implementacao de um conjunto
de tarefas formuladas de forma simples para ajudar os alunos a desenvolverem habilidades de
pensamento critico, resolugao de problemas e raciocinio logico. Foi apresentado inicialmente
uma breve histéria do surgimento da algebra booleana matematica, em seguida abordou-se
a logica sentencial matematica explorando defini¢oes importantes tais como argumentos,
proposicgoes, os principios basicos da logica, construgao de tabelas verdade, conectivos
logicos, equivaléncias logicas, diagramas logicos e validagoes de argumentos. Em seguida
foi apresentada a Légica Booleana Matematica, suas propriedades, identidades, teoremas e
expressoes logicas. Finalizamos nosso estudo apresentando aplica¢oes voltadas e orientadas

para o Ensino Bésico Médio e Fundamental.

Palavras-chave: Educacao Matematica. Logica Booleana Matematica. Ensino Bésico.



Abstract

The main objective of this dissertation is to explore and insert the use of Logic Boolean
in Basic Education Mathematics classes and its contribution to development of logical
reasoning and problem-solving skills in students in this range age. To this end, it brings a
theoretical approach to the subject and the implementation of a set of simply formulated
tasks to help students develop communication skills critical thinking, problem solving
and logical reasoning. It was initially presented a brief history of the emergence of
mathematical Boolean algebra, then we discussed mathematical sentential logic exploring
important definitions such as arguments, propositions, the basic principles of logic,
construction of truth tables, connectives logic, logical equivalences, logical diagrams
and argument validations. Right away Mathematical Boolean Logic was presented, its
properties, identities, theorems and logical expressions. We conclude our study by presenting

applications aimed at for Basic Secondary and Elementary Education.

Keywords: Mathematics Education. Boolean Logic Mathematics. Elementary School.
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1 Introducao

O ensino de matematica desempenha um papel crucial na formacao de alunos e
no avango da ciéncia. A ciéncia, por sua vez, ¢ uma forma de saber, e com isso, procura
justificar os fendomenos que ocorrem ou podem acontecer. Essa explicagao é dada em
forma de raciocinio logico, através do qual chega-se a uma conclusao a partir de outras
informacoes chamadas de premissas. O que caracteriza o estudo cientifico é o seu método,
que é comum a todos os campos de conhecimento. Esse método é chamado método cientifico

ou metodologia cientifica. De acordo com [4].

Para o ensino de Ciéncias Naturais é necessdria a constru¢do de uma estrutura
geral da &drea que favoreca a aprendizagem significativa do conhecimento
historicamente acumulado e a formagdo de uma concepcdo de Ciéncia, suas
relagdes com a Tecnologia e a Sociedade. Portanto é necessario considerar as
estruturas de conhecimento envolvidas no processo de ensino e aprendizagem.
PCN’s Ciéncias Naturais (Brasil; 1997, p. 27)

O método cientifico estuda os campos das ciéncias e as classifica segundo os seguintes
métodos: indutivo, dedutivo e hipotético-dedutivo. E essencial que o ensino das Ciéncias
Naturais seja realizado em diversas tarefas que promovam o aprendizado do aluno na fase
inicial dos seus estudos para reduzir dificuldades no entendimento evitando o desinteresse

e fragilidade com as disciplinas.

A matematica é uma ciéncia justificada através dos métodos dedutivo e indutivo,
logo sua demonstracao na maioria das vezes é feita através de manipulacoes de férmulas

légicas das quais dao origem a outras férmulas mediante aplicacdo de técnicas adequadas.

O diagrama abaixo, apresenta um exemplo de classificacao das ciéncias baseado no

método cientifico de MArio Bunge'.

I BUNGE, Mario. A Investigacdo Cientifica, Barcelona, Ariel, 1972
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Figura 1 — Classificagao cientifica segundo Mario Bunge.
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Fonte: Livro Iniciacdo A Logica e A Metodologia da Ciéncia, p.17

A busca por conhecimentos e o avanco de informagoes nos dias atuais nos mostram
que o ensino se torna cada vez mais necessario e essencial. Sendo assim, é importante que
o professor esteja a procura constante de ideias e aperfeicoamento que o capacitem e o
tornem mais apto para compreender como ocorre o processo de aprendizagem dos seus

alunos.

O ensino da matemaética estabelece desafios para o ensino béasico, necessitando
de métodos, técnicas que favorecam o aprendizado e despertem o interesse dos discentes

visando reduzir dificuldades e melhor satisfacdo do aluno.

Nessa perspectiva, buscando desenvolver a capacidade de aprendizagem do aluno,
uma solucao é a logica matematica. O uso da logica matematica no ensino basico
(fundamental e médio) é um recurso importante que visa ensinar aos alunos os principios
fundamentais da l6gica por meio de conceitos mateméaticos. Esse método tem como objetivo
desenvolver habilidades de pensamento critico, resolucao de problemas e raciocinio logico
desde os primeiros anos de escolaridade. Além disso, a légica matemédtica também é
importante no contexto da tomada de decisoes, ensinando os docentes a avaliar situagoes,
analisar informacoes e chegar a conclusdes fundamentadas. Portanto, é um recurso valioso

na aprendizagem e indispensavel para aprendizagem matematica.

A logica estuda as formas de pensamento, e é uma ciéncia que por meio de regras e
técnicas, determina se um argumento € valido. A légica é amplamente aplicada em algumas
areas, como por exemplo, fisica, computacao e matematica. Na computacao, a légica permite
revisar programas e implementa-los. Na matematica, serve para demonstrar teoremas e
inferir resultados matematicos que possam ser aplicados em andlises ou investiga¢oes. Em

geral, a légica esta presente no dia a dia sempre que qualquer trabalho que se realize tiver
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um procedimento logico.

E importante ressaltar que essas regras e técnicas possuem uma base de estudo
fundamentada em logica matematica. Este tipo de légica chamada légica binaria é
fundamentada na algebra booleana, também denominada légica booleana que trata os

sinais como variaveis e explica sua correspondéncia.

No sentido de explanar essa parte da algebra e de introduzi-la de forma simplificada
e acessivel no Ensino Bésico para ajudar os alunos, resolvi estruturar esse trabalho que
mostra que o estudo da légica de boole tem relevada importancia para o desenvolvimento
da aprendizagem, é um dos passos essenciais para a eficiéncia de sistemas eletronicos atuais
e retrata a importancia que a légica matematica exerce sobre os diversos tipos de métodos

cientificos.

Para isso, o presente trabalho divide-se em seis capitulos, de onde esta introducao é o
primeiro destes. A seguir, no segundo capitulo, aborda-se a histéria da dlgebra matematica
e apresentam-se conceitos e exemplos gerais a respeito de argumentos logicos que mostrarao
as defini¢oes e os tipos de argumentos; conceitos esses que ajudarao na compreensao do

assunto.

No capitulo trés, é realizado um breve estudo sobre o método dedutivo; que fornece

informagoes sobre o seu conceito e introduz a sua importancia na algebra booleana.

O capitulo quatro, trata sobre as defini¢oes da algebra de Boole na logica matematica,
onde serao mostrados os métodos de obtencao, tabelas verdade, calculo proposicional e a

importancia desse estudo.

O capitulo cinco, o mais importante desses, relaciona a légica booleana com o ensino
basico fundamental, apresentando algumas aplicagoes de atividades simples envolvendo o

aluno com a légica matematica.

Além dessas tarefas, conforme [13], [10] e [21], serao apresentados também jogos e
atividades l6gicas matematicas que expressam dedutividade e que nao utilizam variaveis
logicas booleanas. Essas atividades sao de grande importancia na estruturacao da capacidade

de desenvolvimento de raciocinio légico no ensino bésico de uma forma geral.

No sexto e ultimo capitulo, apresenta-se a conclusao desse trabalho, enfatizando
os pontos principais e discutindo os beneficios desse estudo para o universo da logica

matematica e a importancia no processo de ensino aprendizagem.



2 A Algebra e a Légica Matematica

2.1 Breve Histérico da Algebra

Segundo [8] ! Por volta do ano 400 d.C., uma ideia audaciosa de um estudioso de
Alexandria comecou a mudar toda a histéria da matematica. Esse estudioso era chamado
Diofante de Alexandria, que viveu de 325 a 409 e seus estudos se basearam no uso de
simbolos para facilitar a escrita e os calculos matematicos. Os simbolos criados por Diofante
fizeram com que expressoes, até entao escritas totalmente com palavras, pudessem ser

representadas com abreviacoes.

Diofante viveu numa época muito tumultuada, presenciando, por exemplo, a queda
do Império Romano, e isso, nao foi nada bom para a matemaética, que teve todo um processo
de desenvolvimento interrompido devido ao clima de guerra que se criou e principalmente
pela destruicao de muitos centros de estudos, fazendo com que a simbologia de Diofante

nao saisse do estagio inicial.

S6 por volta do ano de 650, com a ascencdo do Império Arabe, é que houve uma
retomada dos estudos matematicos. De 786 a 809 no reinado do Califa Harun al-Raschid,
os mugulmanos conquistaram varios territorios, fazendo surgir grandes cidades, centros de
comércio e de artesanato. Todas essas atividades comerciais, as viagens maritimas e as
viagens através do deserto, provocaram um grande desenvolvimento dos conhecimentos

matematicos.

Com a morte de Al-Raschid, em 809, seu filho Al-Mamum assumiu o trono e
governou até 833. Al-Mamum criou em Bagda um centro de ensino e contratou os
mais brilhantes sabios muc¢ulmanos da época. Entre eles estava Mohamed Ibn Musa
Al-Khowarizmi, grande matematico que escreveu um livro chamado al-jabr, que significa
restauracao e refere-se a uma mudanga de termos de um lado para outro de uma equacao.

Muito provavelmente o termo Algebra originou-se do titulo desse livro.

Assim como muitos matematicos de diversas épocas, Al-Khowarizmi, nao conseguiu
expressar as equagoes totalmente em simbolos. Isso s6 ocorreu 700 anos depois, durante
a guerra entre Franca e Espanha. Para evitar que seus planos fossem descobertos, tanto
franceses quanto espanhdis utilizavam cédigos em suas mensagens. Mas os espanhéis nao
foram bem sucedidos com essa estratégia, pois, sempre que um mensageiro de suas tropas

era capturado, os franceses rapidamente descobriam seus planos militares.

“Os franceses tem um pacto com o diabo” diziam os espanhdis. Os planos e

L https://www.mat.uc.pt/ mat1206/histmat /historia_da_matematica.htm
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codigos secretos espanhois foram decifrados por Frangois Viete, um advogado francés.
Apaixonado por algebra, ele viveu de 1540 a 1603 e é reconhecido historicamente como o
principal responsavel pela introducao dos simbolos no mundo da matematica. Por isso,

ficou conhecido como o Pai da Algebra.

Outros matematicos da época também deram as suas contribui¢oes para o aperfeicoamento
da algebra, entre eles, Robert Record, inglés que criou o simbolo (=) para a expressao
(igual a). Esse sinal foi usado por Thomas Harriot, outro mateméatico inglés, responséavel

pela eliminacao das poucas palavras que ainda restavam na algebra de Viete.

A transigao para uma algebra completamente simbélica foi obra de René Descartes,
matematico e filésofo francés, que introduziu as seguintes inovacoes para aperfeicoar a

algebra de Viete:

« criou o simbolo ( . ) para a operagao de multiplicacao;
» criou a notagao que usamos hoje para os expoentes de uma potenciagao;

e passou a usar as primeiras letras do alfabeto para os coeficientes da incognita e os

termos independentes e as tultimas letras para representar as incognitas.|8]>

Nos dias atuais, a adlgebra matematica segue presente sempre onde a tecnologia vem
ganhando espago nos mais variados campos, seja em estabelecimentos de ensino como nos
ambientes de desenvolvimento de pesquisa. E essencial ressaltar que técnicas avancadas
que constituem as linguagens de programagao e sistemas de tomadas de decisdes possuem

a base de estudo fundamentada em logica binaria matemaética.

Um tipo de légica matematica que incorpora propriedades béasicas da Teoria dos
Conjuntos e do Calculo Proposicional é denominada logica booleana que fundamenta a

légica binaria, trata os sinais como varidveis e explica o seu funcionamento.

Figura 2 — George Boole.

Fonte: Wikipédia, site https://pt.m.wikipedia.org

2 Departamento Matemética Universidade Coimbra
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A logica booleana ou algebra booleana foi criada pelo matematico inglés George
Boole [3]? (1815 - 1864). Seu conceito foi formulado por volta do ano de 1850. Ele construiu
sua logica a partir de simbolos, representando as expressoes por letras e ligando-as através

de conectivos (simbolos algébricos).

Boole abordou a légica matematica de um modo novo até entao, reduzindo
esta logica a algebra, incorporando-a a matematica. Ele ressaltou a analogia entre os
simbolos algébricos e aqueles que representam as formas logicas e iniciou uma algebra
logica denominado-a de dlgebra Booleana que possui largas aplicagoes na construcao de
computadores, circuitos eletronicos, linguagens de programagao, projetos de computadores
modernos, etc...; além disso, esse estudo é visto como um passo fundamental na atual
revolugao da informatica. Na educacao, esse estudo permite, de forma acessivel, ajudar os
alunos no raciocinio l6gico dedutivo a desenvolver habilidades e minimizar dificuldades na

resolugao de problemas.

2.2 Argumentos Logicos

Os resultados apontados nessa segao seguem conforme [1], [9], [11] e [12].

Dado um problema, ou um fato, procura-se explica-lo ou justifica-lo. Essa explicacao
é dada em forma de raciocinio através do qual chega-se a uma afirmagao (conclusdo) a partir
de outras afirmagoes (premissas). Quando esse raciocinio é empregado numa linguagem,

tem-se o Argumento.

O argumento ¢é definido como sendo um conjunto de enunciados dos quais um ¢ a
conclusao e os demais sdo as premissas. A conclusao enuncia o ponto de vista defendido
ou o que esta sendo justificado e as premissas compreendem as razoes oferecidas em favor

da conclusao.

A diferenca entre conclusao e premissas para um argumento qualquer pode ser
entendida levando-se em consideracao a utilizagao de certos “vocabularios”, por exemplo,
indicam premissas as expressoes: “porque”, “uma vez que”, “pois”, “porquanto”, “em
virtude de”, “em wista de”, “posto que”, etc.... Por outro lado, a conclusao pode ser
identificada por: “portanto”, “logo”, “assim”, “em consequéncia”, “entdo”, “seque-se que”,
entre outros. A seguir, apresenta-se os tipos de argumentos mais utilizados em légica

matematica.

3 «George Boole (1815 - 1864)». Disponivel em <https://www.ebiografia.com/georgeyoole >

.Consultado em 12 de outubro de 2023
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« Argumentos Légicos Indutivos

Antigamente o argumento indutivo era tradicionalmente visto como um enunciado
geral, como conclusao, obtida a partir de premissas singulares. Atualmente, esse argumento
¢é concebido como forma de argumento em que a verdade das premissas nao basta ou
nao ¢ suficiente para garantir a verdade da conclusao; ou seja, a conclusao nao surge
como consequéncia necessaria das premissas, podendo-se, desta forma, ter as premissas
verdadeiras e a conclusao falsa. Pode-se afirmar com certeza, em relacao aos argumentos
logicos indutivos, que se as premissas sao verdadeiras, a conclusao provavelmente também

0 sera.

Abaixo, segue um exemplo mostrando um argumento indutivo:

Exemplo 2.1. Argumento Légico Indutivo

As aulas de Logica, para a turma de matemdtica, vem sendo ministradas na sala 10.

Hoje terd aula de Logica para a turma de matemdtica.

A aula de Logica para a turma de matemdtica serd ministrada, hoje, na sala 10.

« Argumentos Légicos Dedutivos

Durante muito tempo era denominado como sendo aquele que se chegava a uma
conclusao singular a partir de premissas gerais. No entanto, existem argumentos dedutivos
que partem de premissas gerais para conclusao geral ou de premissas singulares para

conclusao singular.

Definicao 1. Os argumentos légicos dedutivos ou argumentos dedutivamente vdlidos sao
aqueles em que se as premissas forem verdadeiras, a conclusdo também serd necessariamente

verdadeira.

Para que o argumento seja dedutivo, nao se exige que as premissas e a conclusao
sejam verdadeiras. E exigido que, se as premissas forem verdadeiras, a conclusao também
serda. Pode-se afirmar que a validade de um argumento nao depende do contetdo dos seus

enunciados, mas da forma como estes enunciados se relacionam.
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O exemplo a seguir apresenta um argumento dedutivo:

Exemplo 2.2. Argumento Légico Dedutivo

Se Anastdacia é professora, é educadora. (Verdadeiro)

Anastdcia € professora. (Verdadeiro)

Anasticia € educadora. (Verdadeiro)

« Enunciados Simples e Compostos

Os enunciados ou sentencgas que formam um argumento podem ser simples ou

compostos.

Definicao 2. Um enunciado é dito simples quando é tomado como unidade, por si mesmo.
Por outro lado, diz-se que o enunciado é composto se constituido por mais de um enunciado

ou se consiste de negagdo de enunciado.

Como exemplo de um enunciado simples, tem-se:

Exemplo 2.3. Enunciado Simples
a) “Mateus é inteligente” O enunciado simples nao possui conectivos.

Para enunciados compostos, tem-se:

Exemplo 2.4. Enunciados Compostos

a) “Mateus nao € inteligente”. (negagdo de enunciado)

b) “Mateus € inteligente e hdbil”. (conjungdo de enunciado)

c) “Mateus € inteligente ou hdabil”. (disjun¢do de enunciado)

d) “Se Mateus é inteligente entao é hdabil”. (enunciado condicional)

e) “Mateus € inteligente se e s6 se é habil”. (enunciado bicondicional)

A respeito destes enunciados, é importante considerar que “Todo enunciado possui
um, e somente um, valor verdade, isto €, se é verdadeiro (V) entio nao pode ser falso (F)

ao mesmo tempo e vice-versa’.

No céalculo sentencial, cada enunciado simples é enunciado por qualquer letra
maitiscula do alfabeto (de A a Z). A seguir, apresenta-se o cédlculo sentencial, abordando
os demais tipos de argumentos mencionados acima e mostrando a classificacao dos tipos

de légica matematica utilizados.
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« O Cilculo Proposicional

A logica matematica tem seu estudo voltado para a andlise dos argumentos logicos,
tendo formulado algumas técnicas capazes de auxiliar na construcao dos argumentos
dedutivamente validos. A l6gica simbolica oferece melhores condigoes de precisdao, concisao

e manipulacao dos argumentos através do uso de uma linguagem artificial.

Definigao 3. Chama-se de Cdlculo Sentencial (C.S.) ou Cdlculo Proposicional d parte
logica simbolica que estuda as sentencas e seus diversos modos de combinacdo, através de

expressoes como “nao”, “e”, “ou”, “se ... entao”, “se e somente se”, que sdo os conectivos,

com o uso de um simbolismo especifico.

« Proposicoes

Definicao 4. Chamamos de proposicoes sentencas declarativas afirmativas, da qual tenha
sentido afirmar que seja verdadeira ou que seja falsa, mas nao ambas ao mesmo tempo.

Uma proposicio é uma afirmagdo que € clara, precisa e possui um significado especifico.

Na légica matematica, as proposi¢oes sao usadas para construir argumentos validos
e sdo a base para o raciocinio légico dedutivo. Abaixo sao mostrados alguns exemplos de

proposicoes.

Exemplo 2.5. Proposigoes

e A lua € quadrada. Essa ¢ uma proposicdo falsa
e Légica é uma ciéncia. Essa € uma proposicao verdadeira

e O livro estd na mesa. Essa proposicao depende do contexto. Se houver um livro

na mesa, € verdadeira;, caso contrdrio, € falsa.

e Se chover, entdo a fogueira apagard. Essa ¢ uma proposicio condicional, onde

a verdade depende da relagao entre a chuva e a fogueira apagar.

Simbologias da Linguagem do Calculo Proposicional

No célculo proposicional(sentencial), as varidveis envolvidas denominadas de varidveis
de proposicionais sao representadas por letras latinas mintsculas p,q,r,s,... para indicar

as proposi¢oes (férmulas atdémicas). Como exemplo, tem-se:
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Exemplo 2.6. Varidveis Proposicionais

e A neve € branca: p

e A lua é quadrada: q

As férmulas atomicas podem ser combinadas entre si, e para representar estas
combinagoes sao utilizados os conectivos logicos: A:e, V:ou, — :se ... entao,

<> :se e somente se, —:nao ou ~: Nao.

Exemplificando, tem-se:

Exemplo 2.7. Conectivos Légicos
A lua é quadrada e a neve é branca: p N\ q (p e q sao chamados conjunctos)

A lua € quadrada ou a neve é branca: p V q (p e q sao chamados disjunctos)

Se a lua é quadrada entdo a neve é branca: p — q (p é o antecedente e q é o consequente)

A lua € quadrada se e somente se a neve é branca: p <> q

A lua nao € quadrada: ~ p

Outra simbologia que serve para denotar o “alcance” dos conectivos sao os

parénteses, simbolizados por ( ). Como exemplo, tem-se:

Exemplo 2.8. Linguagem Proposicional
Se a lua € quadrada e a neve é branca, entao a lua ndao é quadrada.
(PANq —~p
A lua ndao € quadrada se e somente se a neve é branca
((~p)<q)

Toda proposicao representa uma férmula. Dessa forma, sejam A e B duas férmulas,
entao (A A B), (AV B), (A — B), (A< B), ~ A também sao férmulas.

Os parénteses sao utilizados conforme a seguinte ordem dos conectivos: ~, V, A, —

Adota-se para estes conectivos a convengao pela direita. O exemplo a seguir mostra

essa convengao.
Exemplo 2.9. Convengdo da Linguagem
A formula pVvV qN ~r — p— ~q

deve ser entendida ou convencionada como:
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(V@A (~7) = (p— (~q))

. Tabelas Verdade

A légica matematica apresenta normalmente duas classificacoes, estas sao:

o Logica Indutiva: aplicada no estudo das probabilidades.

o Logica Dedutiva: que pode ser dividida em logicas nao-classicas, logicas complementares

da classica e logica cléassica.

A légica classica, considerada como o nicleo da légica dedutiva, é o que se chama
atualmente de CALCULO DE PREDICADOS DE 12 ORDEM com ou sem igualdade.

Esta logica ¢é regida por trés principios formulados como:

1. Principio da Identidade: todo objeto ¢é idéntico a si mesmo

2. Principio da Contradicao: dadas duas proposigoes contraditérias (uma é negagao

da outra), uma destas é falsa

3. Principio do Terceiro Excluido: dadas duas proposi¢oes contraditorias, uma

delas é verdadeira.

Baseado nestes principios, as proposi¢oes simples sao ou verdadeiras ou falsas,
sendo mutuamente exclusivos os dois casos, decorre que a légica classica ¢ bivalente.
Para determinar o valor (verdade ou falsidade) das proposigdes compostas (também
chamadas de férmulas moleculares), utilizam-se os valores conhecidos das proposigoes
simples (comumente chamadas de férmulas atdmicas). A seguir apresentam-se algumas

dessas tabelas associadas as respectivas formulas.

Tabela verdade da "Negacao": ~ p

E verdadeira(falsa) se e somente se p é falsa(verdadeira).

Tabela 1 — Tabela verdade da Negacgao

P|~P
V| F
F| V

Fonte: préopria autoria

Tabela verdade da "Conjuncao": p A q

A conjuncao é verdadeira se e somente se os conjunctos sao verdadeiros.
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Tabela 2 — Tabela verdade da Conjuncao

Pla|pPAq
F|F| F
F|V| F
V|F| F
ViV V

Fonte: préopria autoria

Tabela verdade da "Disjuncao": p V q

A disjuncao é falsa se e somente se os disjunctos sao falsos.

Tabela 3 — Tabela verdade da Disjuncao

Plga|pVq
F|F| F
F|V] V
VIF| V
ViV V

Fonte: préopria autoria

Tabela verdade da "Implicacao": p — q

A tmplicacao é falsa se e somente se o antecedente é verdadeiro e o consequente é falso.

Tabela 4 — Tabela verdade da Implicacao

P|lq|pP—~(9q
F | F \%
F |V \%
V| F F
V|V \%

Fonte: préopria autoria

Tabela verdade da "Bi-implicagao": p <+ q
A bi — implicagao é verdadeira se, e somente se 0s seus componentes sao ambos

verdadeiros ou ambos falsos.

Tabela 5 — Tabela verdade da Bi-implicacao

P|ld|p& g
F|F| V
F|V| F
V| F| F
V| V]| V

Fonte: propria autoria
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Tomando-se por exemplo a férmula
(pva)—~p)—= (a0 A p)

Temos que esta representa uma proposicao composta, logo para construcao da sua

tabela verdade é preciso que se faca a obtencao parcial das tabelas de suas subférmulas,

conforme ilustracao abaixo:

Exemplo 2.10. Tabela Verdade de Proposigcoes Compostas

Tabela 6 — Tabela verdade de uma Proposicao Composta

Pla/pVa|~p|(pVag—=~p|laAp|((pVa —~p)—~(aAp)
F|F| F | V Y F F
F| V| V |V \% F F
V|F| V | F F F \
VIV V | F F \ \

Fonte: préopria autoria

Em relagdo ao nimero de linhas de uma Tabela-verdade, cada proposi¢ao simples
(atémica) tem dois valores V ou F, que se excluem. Para n proposi¢oes distintas, ha
tantas possibilidades quantos sdo os arranjos com repeticao de 2 (V e F) elementos n a n.

Segue-se que o numero de linhas da tabela verdade ¢é igual a 2".
Assim, em relagdo ao niimero de varidveis (possibilidades), tem-se:
para 1 varidvel proposicional tem-se 2! = 2 linhas
para 2 varidveis proposicionais tem-se 22 = 4 linhas

para 3 varidveis proposicionais tem-se 2% = 8 linhas

para n variaveis proposicionais tem-se 2" = n linhas

O exemplo a seguir, mostra um dimensionamento de tabela verdade com oito

linhas.
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Exemplo 2.11. Tabela Verdade para 3 Varidveis Proposicionais

Tabela 7 — Tabela verdade com 3 Variaveis

PAq|((PAg) — 1)

<< <<= =T
< < H H < < HE e
<|H <= <= <= =
<\ <| == - |
<M < << < <<

Fonte: préopria autoria

Proposicio: ((p N @) — 1)
Variaveis: p, q, r

N@ de linhas: 22 = 8 linhas

Uma observagao importante a ser feita é em relagdo ao conectivo "ou" que pode

ter dois sentidos na linguagem habitual: inclusivo (disjungao: V) e exclusivo ( V ), onde
p V qsignifica (p V @) A ~(p A q)).

No exemplo abaixo esta representada a sua tabela verdade.

Exemplo 2.12. Tabela Verdade "Ou Exclusivo": p V q

Tabela 8 — Tabela Verdade "Ou Exclusivo"
PVa|(pAg) |[~PAaq|((PVa A ~(p AQq)

<| <= =T
< | < = e

H| < < <

<< <=
<\ | | =
M| <| < =

Fonte: préopria autoria
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2.3 Algebra dos Conjuntos e o Célculo Proposicional

Os resultados apontados nessa se¢ao seguem conforme [1].

O célculo proposicional e a algebra dos conjuntos possuem estruturas semelhantes.
Toda férmula (proposigao) existente no calculo proposicional determina uma operagao

correspondente com os conjuntos, ou seja;
« A negacdo ( ~ ) corresponde & complementagao (')
« A conjuncao ( A ) corresponde a intersecgao (N )
e A disjungao (V) corresponde a uniao (U ).

As variaveis proposicionais por sua vez, deverao ser colocadas em maitsculas(por
representarem agora conjuntos) e vao servir como variaveis que simbolizarao conjuntos em

uma nova expressao. Dessa forma, por exemplo, uma expressiao sentencial;
((pVa) A ~p) serd equivalente a (P UQ)NP?)

Estas operagoes entre conjuntos podem ser expressadas através dos DIAGRAMAS
DE VENN que sao de utilidade nas verificagoes de propriedades de operacgoes entre
conjuntos. Em seguida, serao mostradas algumas tabelas verdade de proposi¢oes em

analogia com os respectivos diagramas.

Diagrama da Complementacao: P’ que é correspondente a negacao ~ p

Tabela 9 — Diagrama da Complementacao

Regiao no Diagrama | p | ~ p
1 V| F
2 F| V
Fonte: prépria autoria

As linhas 1 e 2 da tabela verdade correspondem respectivamente as regioes 1 e 2

do diagrama da Complementacao.
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Diagrama da Uniao: P U Q que é correspondente a disjuncao pV q

Tabela 10 — Diagrama da Uniao

Regiao no Diagrama | p | q | pV q
1 V|V Vv
2 V| F Vv
3 F|V Vv
4 F | F F

Fonte: préopria autoria

As linhas 1, 2, 3 e 4 da tabela verdade correspondem respectivamente as regioes 1,
2, 3 e 4 do diagrama da Unido. A regidao destacada (hachurada) no diagrama corresponde

as linhas da tabela onde a proposicao p V q assume valor V.

Diagrama da Interseccao: P N Q que é correspondente a conjuncao p A q

Tabela 11 — Diagrama da Intersecgao

Regiao no Diagrama | p | q | pAq
1 V|V \%
2 V| F F
3 F|V F
4 F | F F

Fonte: préopria autoria

Pode-se observar que a regiao 1 destacada no diagrama da Intersecgdo corresponde

a linha 1 da tabela verdade, onde a proposicao p A q assume valor V.
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2.4 Tautologias e Contra-Tautologias

Os resultados apontados nessa segdo seguem conforme [1] e [22].

E chamada de tautologia a toda férmula que é logicamente vélida, ou seja, toda
proposicdo que possui apenas o valor (V) em sua tabela verdade. Como exemplo de

tautologia, tem-se: p V ~ p.
Exemplo 2.13. Taulologia p VvV ~ p

Tabela 12 — Taulologia

P|~P|PV~P
F| V \%
V| F A\
Fonte: préopria autoria

Contra-tautologia ¢ definida a toda féormula logicamente falsa, isto ¢, toda
proposi¢ao que possui somente valor (F) em sua tabela verdade. A exemplo de contra-

tautologia, tem-se: p A ~ p.
Exemplo 2.14. Contra-tautologia p N\ ~ p

Tabela 13 — Contra-tautologia

P|~p|PA~D
F| V F
V| F F
Fonte: prépria autoria

Se a proposicao nao estiver representada como uma tautologia ou uma contra-
tautologia, esta férmula é chamada de contingente ou indeterminada. Neste caso, esta
proposigao apresenta em sua tabela verdade, tantos valores validos (V) como valores falsos

(F). Como exemplo de contingéncia, tem-se: p — q
Exemplo 2.15. Contingéncia p — q

Tabela 14 — Contingéncia

P|9|pP—4q
F|F Vv
F|V A\Y
V| F F
V|V \%

Fonte: préopria autoria
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As tautologias sao infinitas e exercem um importante papel nos processos de
deducao no Célculo Proposicional. Estas podem também ser apresentadas em funcao de
Regras de Inferéncias. No capitulo seguinte serdo mostradas estas regras e suas utilidades

na determinacgao da validade dos argumentos légicos.



3 O Método Dedutivo

Foi visto que os argumentos 16gicos constituem um conjunto de enunciados dos
quais um é a conclusao e os demais sdo as premissas. Também abordou-se a existéncia
de varios tipos de argumentos na logica matematica, porém estes estao tradicionalmente

divididos em dedutivos e indutivos.

Os argumentos dedutivos sao validos quando suas premissas, se verdadeiras,
implicarem com que a conclusao também seja verdadeira. Nos argumentos indutivos,
a verdade das premissas nao basta para assegurar a verdade da conclusao, por esse motivo

estes nao serao abordados. Segundo [5].

E importante que a Mateméatica desempenhe, equilibrada e indissociavelmente,
seu papel na formacdo de capacidades intelectuais, na estruturacdo do
pensamento, na agilizagdo do raciocinio dedutivo do aluno, na sua aplicacdo a
problemas, situagoes da vida cotidiana e atividades do mundo do trabalho e no
apoio & construcio de conhecimentos em outras dreas. PCN’s: Matematica
(Brasil; 1997, p. 25)

O conhecimento destes argumentos dedutivos, de suas validades, é necessario
para o estudo das disciplinas logico-matematicas, normalmente denominadas de ciéncias
formais. Entretanto certas ciéncias nao formais (ciéncias fatuais) também tem apresentado
caracteristicas de sistemas dedutivos. Este capitulo apresenta um estudo sobre o método

dedutivo, introduzindo o seu efeito na logica booleana matematica ou algebra booleana.

3.1 Definicao e Caracterizacao

Os resultados apontados nessa segao seguem de acordo com [11], [1] e [7].

O método dedutivo é um tipo de estrutura de raciocinio logico que tem como funcao
mostrar que a conclusao de um argumento é necessariamente consequéncia loégica das
suas premissas. Seu principal objetivo vem ser a investigacao da validade dos argumentos

(argumentos dedutivos) a partir de demonstragdes que envolvem logica mateméatica.

Pode-se representar as investigagoes destes argumentos de modo formal. Para isso,
chama-se ou caracteriza-se de argumento uma sequéncia
Ay, Ay Asy o Ay B (n>0) de formulas onde os A; (0 < i < n) chamam—se premissas

e a ultima féormula B, denomina — se de conclusao.

Um argumento Aq, Ay, As, ..., A,, B évalido se e somente se, sendo as premissas

verdadeiras a conclusao B também é verdadeira, ou ainda, se e s6 se, a formula;
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AT NAy N A3 N ... N A, — B é uma tautologia, onde lé — se que
"AL N As N Az AN A, implicam  B” ou entao que
"B decorre de A; NAy NAs N ... NA.

A seguir, serao mostradas demonstracoes para validacao dos argumentos dedutivos.

3.2 Validade de um argumento utilizando Tabela Verdade

Os resultados apontados nessa segdo seguem conforme [7], [1] e [11].

Para saber se um argumento l6gico dedutivo tem uma férmula valida ou nao, sao
simbolizados as premissas e a conclusao, e, em seguida testa-se o condicional correspondente

ao argumento. O exemplo a seguir vem esclarecer essa validagao.

Exemplo 3.1. Validacdo de argumento utilizando Tabela Verdade

Se o saldrio for pago, entao Nina pagard a sua conta.

Nina nao pagou a conta. Portanto, o saldrio ndo foi pago.

Simbolizando o argumento, tem-se que:

((S— C) N~ C)— ~ S (tautologia)

onde: S: saldrio a ser recebido por Nina,

C: conta a ser paga

Essa tautologia representa entao o condicional equivalente ao argumento
apresentado. Desta forma, a tabela de valores desta formula de acordo com as

tabelas de proposicoes apresentadas € a sequinte:

Tabela 15 — Validagao de argumento

SIC[SSC[~C[(S=CA~C[~S[(S=C)A ~C)—> ~8)
F| F| V Y vV v Y
F|V]| V F F % v
V|F| F v F F vV
VIV] V F F F v

Fonte: préopria autoria

A tabela verdade lista todas as combinagoes possiveis de valores de verdade para
as proposicoes envolvidas no argumento légico. Cada linha da tabela representa uma
combinagao de valores de verdade para as proposigoes, as colunas adicionais mostram os
resultados da aplicacao das operagoes logicas das proposicoes e a ultima coluna mostra o

resultado final.

De acordo com o resultado obtido, obteve-se V em todas as linhas da tabela

verdade constatando a tautologia, portanto verifica-se que a demonstracao da férmula
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acima é valida consequentemente, o argumento também é véalido. Qualquer outro tipo de

argumento que tiver esta forma também sera valido.

3.3 Regras de Inferéncia e Equivaléncias Tautoldgicas

Os resultados apontados nessa segao seguem conforme [1], [11], [16] e [22].

Os argumentos baseados em tautologias representam métodos cientificos universalmente
corretos. A sua validade depende somente das proposi¢oes e dos valores verdade que a
tabela possui. Estes argumentos podem ser estabelecidos por regras que inferem uma
conclusao a partir de proposicoes, tais regras sao denominadas de regras de inferéncia. As

regras de inferéncia permitem relacionar através de demonstragoes, tautologias e hipdteses.

Este teste de deducgao consiste num conjunto de enunciados acompanhados dos
numeros de hipoteses, ordenados em linhas numeradas, onde cada linha é obtida através da
aplicacao de uma regra de inferéncia ou regra de equivaléncia que a justifica. As hipdteses

de uma linha indicam as premissas das quais o enunciado deduzido é consequéncia.

A seguir sao apresentadas as regras de inferéncia e de equivaléncia utilizadas para

validagoes dedutivas.

. Regras de Inferéncia

Introdugiao de Premissas (d.v) : Qualquer matriz pode ser introduzida numa
linha com o nimero Premissa ou Hipo6tese idéntico ao niimero de linha. Se a matriz
introduzida for um Teorema, entao, o nimero de Hipdtese sera conjunto vazio. Esta regra

é abreviadamente designada por d.v.(dado como verdadeiro); quando Teorema, por TH.

Exemplo 3.2. Introducao de Premissas

Hipotese N° linha Matriz Regra
{1} (1) ~ B d.v.
{2} (2) AV B d.v.

(3) A—B TH

Modus Ponens (MP) : Se existir um condicional e por outro lado, o antecedente

deste condicional aparece numa outra linha, pode-se concluir o seu consequente.
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Exemplo 3.3. (A—B) N A = B

Hipotese N©® linha Matriz Regra

{1} (1) A d.v.
{1} (2) A—>B duw.
{1,2} (3) B 1,2/MP

Modus Tolens (MT) : Se existir um condicional em uma linha e a negagao do seu

consequente aparece em uma outra linha, pode-se concluir a negacao do seu antecedente.

Exemplo 3.4. (A—-B)AN ~B =~ A

Hipotese N linha Matriz Regra

(1} (1) ~B  duw.
(2} (20 A—>B duw
{1,2} (3) ~A 1,2/MT

Silogismo Hipotético (SH) : Dadas duas matrizes condicionais, onde o consequente
de uma ¢é idéntico ao antecedente da outra, pode-se concluir um condicional em que
o antecedente (diferente) de uma implica o consequente (diferente) de outra. Pode-se
entender o silogismo hipotético como uma relacao de transitividade entre trés elementos
condicionais, ou seja, se o primeiro implica o segundo e o segundo implica o terceiro
entao o primeiro elemento implica o terceiro. Abaixo seguem-se dois exemplos e suas

representacoes matriciais.

Exemplo 3.5. (A—-B) AN (B - C)= (A— C)

Hipotese N°€ linha Matriz Regra

(1) (1) A—B duw.
(2} (2 B-C duw.
(1,2} (3 A—C 1,2/SH

Exemplo 3.6. (A—-~B) AN (C - A)= (C— ~B)

Hipotese NZ€° linha Matriz  Regra
{1} (1) A—~B d.w.
{2} (2) C— A d.v.

{1,2} (3) C—~B 1,2/SH
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Silogismo Disjuntivo (SD) : Se existir uma matriz disjuntiva em uma linha e a

negacao de um de seus elementos em outra linha, pode-se concluir o outro elemento.

Exemplo 3.7. (AVB)AN ~A= B

Hipotese N°€ linha Matriz Regra

{1} (1) AV B dw.
{2} (2) ~ A d.v.
{1,2} (3) B 1,2/SD

Exemplo 3.8. (AVB)AN ~B= A

Hipoétese N©® linha Matriz Regra

(1) (1) AV B dw.
{2} (2) ~ B d.v.
{1,2} (3) A 1,2/SD

Simplificagdo (SM) : A uma dada matriz com o simbolo da conjuncao, esta pode

ser simplificada por outra matriz formada por um de seus elementos.

Exemplo 3.9. (ANB)= A ou (ANB)= B

Hipotese NP° linha Matriz Regra
{1} (1) AN B dw.
{1} (2) A 1/SM

Adigao (AD) : A uma dada matriz qualquer, outra pode ser acrescentada com o
simbolo da disjuncao.
Exemplo 3.10. A = (AV B)
Hipotese N°€ linha Matriz Regra

(1} (1) A duw.
(1) (2) AVB 1/AD
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Eliminacao (EL) : Dada uma matriz condicional, tal qual o seu consequente

possa formar uma outra inferéncia com essa matriz dada em outra linha, pode-se obter

por eliminagdo uma nova condicional.

Exemplo 3.11. (A—- (BVv C))N ~B = A—C

Hipotese N°€ linha Matriz Regra
{1} (1) (A— (BV C)) dnw.
{2} (2) ~ B d.v.

{1,2} (3) A—C 1,2/EL

Regra da Conjuncgao (Conj) : Dadas duas ou mais matrizes, pode-se concluir a

sua conjuncao.

Exemplo 3.12. (A—-B) | (Cv D) = (A—B) N (CV D)

Hipotese N° linha Matriz Regra
{1} (1) (A — B) d.v.
{2} (2) (C Vv D) d.v.

{1,2} (3) (A— B) N (CV D) 1,2/Conj

Regra da Separagao (Sep) : Dadas duas matrizes unidas por conjungdo, pode-se

concluir qualquer uma delas.

Exemplo 3.13. (AANB) = A | (ANB) = B

Hipotese N° linha Matriz Regra

(1} (1) (AAN B) d.w.
{1} (2) A 1/Sep
{1} (3) B 1/Sep

Regra da Condicionalizagao (C) : Dada qualquer matriz, pode-se concluir um
condicional em que esta matriz seja o consequente; o antecedente serd qualquer outra

matriz ou conjuncao de matrizes.

Exemplo 3.14. Condicionalizag¢do entre a matriz A e outra qualquer M

Hipotese N°€ linha Matriz Regra
{1} (1) A d.v.
{1} (2) M- A 1/C



CAPITULO 3. O METODO DEDUTIVO 37

Exemplo 3.15. Condicionalizagdo entre a matriz A e uma matriz dada B

Hipotese N°€ linha Matriz Regra

(1) (1) A d.v.
{2} (2) B d.v.
(1,2} (3 B— A 1,2/C

Exemplo 3.16. Condicionalizacdo da matriz A e uma conjuncao de matrizes

Hipotese N°€ linha Matriz Regra
{1} (1) A— B d.v.
{2} (2) A d.v.
{1,2} (3) B 1,2/MP
{1,2,3} (4) ((A—B) N A)—» B 1,2,3/C
Prova por Casos (CS) : Dadas duas matrizes condicionais, onde os seus

consequentes sao iguais, pode-se concluir uma matriz em que a disjuncao dos antecedentes
(das duas matrizes) impliquem nesse consequente. Segue abaixo exemplo da prova por

Casos.

Exemplo 3.17. (A - B)AN(C— B)= (AvC)— B

Hipotese N°€ linha Matriz Regra
{1} (1) A— B d.v.
{2} (2) C—~ B d.v.

{1,2} (3) (AvC)— B 1,2/CS

. Regras de Equivaléncia

Duas proposicoes sao equivalentes ou logicamente equivalentes, quando seus resultados
coincidem para os mesmos resultados. Dessa forma, se uma matriz de proposigoes é
equivalente ou correspondente a outra matriz, pode-se concluir em uma nova linha, que a

matriz serd equivalente a esta.

As regras de equivaléncia sdo um conjunto de leis logicas que descrevem como
as proposi¢oes podem ser manipuladas de forma equivalente, ou seja, como vocé pode
transformar uma proposicao loégica em outra que tem exatamente o mesmo valor de
verdade. Elas sao utilizadas para simplificar expressoes logicas e para provar a equivaléncia
logica entre diferentes proposicoes. Dizer que duas formulas sao equivalentes por definicao

corresponde a afirmar que estas possuem os mesmos valores na tabela verdade.
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A seguir, apresentam-se as regras de equivaléncia.

(DIM) Definicao de Implicagdo Material

“A — B” é equivalente por definicdoa “~ AV B”.

“ AV B” éequivalente por definicaoa “~ A — B”.
“~ (A — B)” ¢ equivalente por definicaio a “A N~ B”.

“(A — B)” ¢ equivalente por definicao a “ ~ (A N~ B)".

(DEM) Definicao de Equivaléncia Material
“A < B” ¢ equivalente por definicio a “(A — B) A (B — A)”.

“A < B” ¢ equivalente por definicdo a “(AANB) A (~B A~ A)”.

(DM) Leis de Morgan

~(AANB) & (~AV ~B)
~(AVB) & (~A AN ~B)
(AAB) & ~(~AV ~B)
(AVB) & ~(~A A ~B)

(DN) Dupla Negacao
~~ A & A

(COM) Leis da Comutacio
(AAB) & (BAA)
(AVB) < (BVA)

(A< B) & (B+A)

(ASS) Leis da Associagio
(AAN(BAC)) & ((AAB)AC)
(Av(BVvQC)) < (AvB)VvO)
(A< B+~ C) « ((A+B)«~ C)
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(DIST) Leis da Distribuicao
(Av(BAC)) & (AVB)A(AVC)
(AAN(BVC)) < (AAB)V(AAC)

(CONT) Principio da Contraposi¢ao
(A— B) & (~B—~A)
(A< ~B) & (B~ ~A)

(ID) Lei da Identidade

Uma proposicao AND com verdadeiro ¢ equivalente a propria proposicao.
ANV & A

Uma proposicao OR com falso ¢é equivalente a prépria proposicao.

AV'F" & A

(DOM) Lei da Dominagao

Uma proposicaio AND com falso é sempre falsa.

ANF" & "F”

Uma proposicao OR com verdadeiro é sempre verdadeira.

A \/ 77V77 <:> 77V77‘

(IDEM) Lei da Idempoténcia

Uma proposicaio AND com ela mesma é equivalente a propria proposicao.
ANA & A

Uma proposicao OR com ela mesma é equivalente a prépria proposicao.

AVA & A

(COMP) Lei da Complementacao

Uma proposicado AND com a sua negagao é sempre falsa.
AN ~A & TE7

Uma proposicdo OR com a sua negacao é sempre verdadeira.

AV ~A & "V”.
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« Validacao de um argumento utilizando Inferéncias e Equivaléncias

Assim como um argumento pode ser provado através da construcao de sua tabela
verdade, o mesmo pode também ser demonstrado com o uso de regras de inferéncias e/ou
regras de equivaléncias. A seguir é apresentado um exemplo que vem elucidar estas regras.
Trata-se de um argumento valido, onde com o uso destas regras é possivel provar que a

conclusao é realmente consequéncia logica das premissas.

Exemplo 3.18. Validagio de argumento com uso de Inferéncias e Equivaléncias

1) Bento estava na sala de aula (S) ou foi de 6nibus para casa (C); apesar

disso Bento ou estava na sala de aula ou perdeu o 6nibus (O).
2) Se Bento estava na sala de aula, entdo Mel foi visitd-lo (V).
3) Se Mel foi visitd-lo, entdo ele ganhou um lanche (L).

4) Se Bento foi para casa e perdeu o 6nibus, entdo, se ele ficou alegre (A),

ele ganhou um lanche.

5) Ele ndo ganhou um lanche

Logo Bento nao ficou alegre.

Formalizando esse argumento, tem-se:

1) (SVC)AN(SV O)
2) S—=V

3) V1L

4) (CNO)— (A— L)
5) ~ L

~ A

Demonstra-se a wvalidade desse argumento através das regras de inferéncia e
equivaléncia utilizadas no método dedutivo. Assim, trazendo esse arqumento para matriz

de proposicoes, tem-se:
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Hipdtese
{1}
{2}
{3}
{4}
{5}

{2,3}
{2,3}
{2,3,5}
{1}
{1}
{1,2,3,5}
{1,2,3,4,5}
{1,2,3,4,5}
{1,2,3,4,5}

N°? linha

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
(9)
(10)
(11)
(12)
(13)
(14)

Matriz
(SVC)AN(SVO)
S—V
V- L
(CNO)— (A— L)
~ L
S— L
~L—~S8
~ S
Sv (CAO)
~S— (CANO)
(CANO)
A— L
~L—~A
~ A

41

Regra
d.v.
d.v
d.v
d.v.
d.v.

2,3/SH
6/CONT
5,7/MP
1/DIST
9/DIM
8,10/MP
4,11/MP
12/DIM
13/MP

A validagao destes argumentos tem grande importancia na logica booleana, pois a

determinacao dos argumentos ou obtencao da conclusao na logica binaria é fundamentada

no processo légico dedutivo. Os capitulos seguintes deste trabalho destinam-se a mostrar a

definicao da logica booleana matematica ou algebra booleana, seus teoremas, propriedades,

fungoes e aplicagoes.



4 A Logica Booleana Matematica

A logica booleana é um ramo da légica matematica que lida com valores de
verdade, onde as varidveis sao verdadeiras (representadas por 1 ou "verdadeiro") ou falsas
(representadas por 0 ou "falso"). Ela é fundamentada na légica classica proposicional e
na teoria dos conjuntos. A logica booleana é essencial para a computacdo moderna e
atualmente é a base sobre a qual muitos sistemas tecnoldgicos utilizados sdo construidos.
Foi desenvolvida pelo matematico e filosofo George Boole no século XIX e tem sido uma
parte essencial no processo de informacoes, tomadas de decisoes e execucao de tarefas

computacionais de forma eficiente e precisa. Segundo [1];

“Uma das caracteristicas da investigacdo cientifica é procurar por padrdes
ou semelhancas entre fenémenos observados. O Calculo Proposicional e
a Teoria dos Conjuntos possuem algumas propriedades em comum, ou seja,
sdo estruturas matemdaticas que, juntamente com operagdes ou relagdes entre seus
objetos obedecem certas regras. Pode-se comparar uma estrutura matematica a
um esqueleto humano pois, apesar das aparéncias externas das pessoas serem
diferentes, a forma e a disposicdo dos ossos sdo as mesmas.” (ABAR, 2004,p.22)

Antes da abordagem sobre a utilizacao dessa logica na educacgao basica e mostrar
que esta pode ser ensinada de forma interativa e envolvente para alunos de todas as
idades, este capitulo apresenta o conceito da dlgebra booleana, suas funcionalidades e

demonstragoes.

4.1 Definicao
Os resultados apontados nessa segao seguem conforme [1], [6] e [17].

Definicao 5. Entende-se por Légica booleana matematica um conjunto B juntamente
com duas operagoes bindrias (+ e .) em B, uma operagdo singular (7) em Be
dois elementos distintos (0 e 1) de B, tais que valem as seguintes propriedades para todo

p,q, r € B.
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Tabela 16 — Propriedades da Loégica Booleana

Propriedade Adicao Booleana Produto Booleano
Comutatividade PpP+ta=qg+p P-d=q9q .p
Associatividade pP+a)+r=p+(q+r) (p.q .r=p.(q.r)
Distributividade |p+(q.r)=(p+q) e (p+7r) |P-(q+T1r)=(P.q) +(p-T)

Idempotencia P+pP=0PpP P-P=P

Absorcéo (P-a)+pP=p (P+a)-P=p
Propriedade do 0 p+0=p p.-0=0
Propriedade do 1 p+1=1 p-1=p

Negacao P+tpP=p p.p=0

Fonte: prépria autoria

Cada uma dessas propriedades pode ser provada através do uso de tabelas verdade.
Representa-se entao a algebra booleana por [B,+, . ,” , 0 , 1]. A operagio

P . q pode ser representada simplesmente por pq eliminando o operador ..
Na logica booleana, a seguinte terminologia é adotada:
P . q:encontro de peq
P + q:juncao de peq
p’ ou p : complemento de p
0 : elemento zero

1 : elemento um

A exemplo da defini¢do da légica booleana temos o conjunto {0, 1} munido das

sequintes operacoes, mostrado abaixo :

Exemplo 4.1. Ldgica booleana bdsica

Tabela 17 — Representacao légica booleana

pla/p+q|p.q
0|0 0 0
0|1 1 0
1/0 1 0
11 1 1
P|P
01
10

Fonte: préopria autoria

Uma expressao logica booleana, uma formula proposicional e uma expressao na

algebra dos conjuntos, sdo correspondentes se substituimos ( ~ , 4, o, =, 0, 1)
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respectivamente por (~, V, A, <>, F, V) ou ainda por (°, U, N, =, 0, U).

O exemplo abaixo mostra a compatibilidade entre essas estruturas :

Exemplo 4.2. Compatibilidade entre Estruturas Logicas

P+ (q.7) (expressao booleana) correspondente a;
~(~pV(gAr) (férmula proposicional)
(P’U (QNR)) (4lgebra dos conjuntos)

Para formalizar as semelhancas entre o Calculo Proposicional e a Algebra de Boole,
nota-se que o conjunto das proposi¢des é uma légica booleana em relagao a conjuncao (e),

a disjungao (ou) e a negacao (nao).

4.2 Expressoes e Variaveis Booleanas

Os resultados apontados nessa segio seguem de acordo com [6] e [17].

As variaveis booleanas sao representadas através de letras e podem assumir apenas

dois valores 0 e 1. O exemplo a seguir mostra uma variavel booleana:

Exemplo 4.3. Varidvel booleana

A = "Anastdcia tem 4 anos’

A proposicao "Anastacia tem 4 anos" é representada pelo simbolo A, que é uma
variavel booleana, pois pode assumir dois valores 16gicos: F (representado por 0) ou V
(representado por 1). Além de variavel booleana, A é também denominada de variavel
l6gica ou variavel binaria (denominagao designada as possibilidades 16gicas que podem

ser representadas).

Expressao booleana é uma expressao matematica cujas variaveis sao booleanas, ou
seja, seu resultado assumird apenas dois valores; 0 ou 1. Abaixo, segue um exemplo de

expressao booleana:

Exemplo 4.4. FExpressao booleana

S =A « B, tanto A como B como S podem assumir os valores 0 ou 1.

4.3 Funcdes de Variaveis Logicas Booleanas

Os resultados apontados nessa segdo seguem conforme [6] e [17].

Uma funcao de varidveis logicas booleanas ou simplesmente funcao booleana é
definida por Bool = {0, 1}.
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Uma fungao booleana n-aria (que possui n argumentos) é uma funcao de Bool" em
Bool.

As funcgoes booleanas sao representadas por mapas que mostram suas respectivas
associacoes. Esses mapas, nada mais sao do que tabelas verdade, onde colocam-se todas
as possiveis situacoes com seus resultados. Nessas tabelas, encontram-se os modos como a

funcao se comporta perante todas as situagoes possiveis.

As tabelas verdade definem func¢oes booleanas e, portanto, para cada expressao
légica pode-se associar uma fungdo booleana. Dessa forma, dada uma variavel logica A, é
possivel construir uma funcao desta variavel, f(A). Tomando-se como exemplo uma fungao
f(A) = A, ou seja, uma funcio da varidvel logica A representando a sua negagio. Sua

tabela verdade é dada por :

Exemplo 4.5. Funcdo booleana A

Tabela 18 — Fungao A

Af(A) =4
0 1
1 0

Fonte: préopria autoria

Quando tem-se apenas uma variavel, é possivel construir apenas 4 fungoes, onde a
primeira é a préopria negacao; a segunda é a funcao identidade; as duas ultimas nao tem

uma denominacao especial.
Exemplo 4.6. Func¢ées booleanas para uma varidvel

Tabela 19 — Fungoes para uma variavel

A TH(A) [ B(A) [ f(A) [ f(A)

0 1 0 0 1

1 0 1 0 1
Fonte: prépria autoria

Para duas ou mais variaveis, o niimero possivel de fungoes que podem ser construidas

é de 22" onde n é o nimero de variiveis.

No caso de duas variaveis, tem-se 2%2? = 2* = 16.

Para trés varidveis, tem-se 223 = 26 = 64 e assim sucessivamente. O exemplo

abaixo é uma representacao para 2 varidveis.
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Exemplo 4.7. Funcgées booleanas para duas varidveis

Tabela 20 — Fungoes para duas variaveis

A | B f1 f2 f3 f4 f5 f6 f? f8 f9 flO fll f12 f13 f14 f15 f16
ojojojo|ofojojojofOof1|1 |1 |11 ]1]1]1
oj1]/ojojofo|1|1|1][1]0[O0]O0|0O|1|[1]|1]1
1|{oflofoj1]1]|ofof1|1]|0]jO0]1|1][O0]|O0[1]1
1/1|/of[1]o]1]o|1]|0|1]|0]/1]O|1][O0|1]0]1

Fonte: préopria autoria

Conforme essa tabela, A e B sao as variaveis independentes e f;(A, B) sao as
varidveis dependentes, denominadas por fungoes de variaveis logicas, funcoes
combinatoriais ou ainda, funcgdes combinacionais. Mais a sequir, serao apresentados

os tipos de funcoes booleanas mais utilizadas nas aplicagdes do cotidiano.

4.4 Postulados

Os resultados apontados nessa segdo seguem conforme [6] e [17].

Definicao 6. Os postulados sao afirmacoes ou proposigcoes basicas que sao aceitas como

verdadeiras sem a necessidade de prova dentro de um determinado sistema ou teoria.

Eles servem como pontos de partida fundamentais a partir dos quais outros
resultados ou teoremas podem ser derivados. Os postulados sao essenciais para a construcao

de teorias matematicas e sistemas logicos.

Os postulados sao considerados verdades autoevidentes ou axiomas dentro do
contexto especifico de uma teoria ou sistema. Eles nao sao demonstrados a partir de outros
principios; ao contrario, eles sdo assumidos como verdadeiros para construir um sistema
l6gico ou matematico coerente. Os postulados booleanos, essencialmente estao mostrados

a seguir.

« Postulado da Complementacgao

Este postulado mostra como sao as regras de complementagao. Chamando-se de

A o complemento de A, temos que;

1) SeA=0 = A=1
2) SeA=1= A=0
Tem-se também uma outra notacido para o complemento A = A’

Através do postulado da complementacao, é estabelecida a seguinte identidade:
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A = A. Dessa forma;

-Se A =1, tem-se: A=0 e se

N
|
o

=l
|
[a—y

|
I
b
el
I
(@)

-Se A =0, tem-se: A=1 e se

« Postulado da Adicao

Esse postulado apresenta como sio as regras da adicao dentro da Algebra booleana.

1) 0+0=0
2) 0+1=1
3) 1+0=1
) 1+1=1

Através deste postulado é possivel estabelecer as seguintes identidades:

1) ‘A 4+ 0 = A | Como A pode ser 0 ou 1, verificando-se as possibilidades tem-se

que:
-SeA=0 = 04+0=0
-SeA=1= 14+0=1

2) |A 4+ 1 = 1| Desta forma:

-SeA=0= 0+1=1

-SeA=1=1+1=1

3) ‘A + A = A‘ (Idempoténcia na adigdo) . Dessa forma:

-SeA=0= 04+0=0
-SeA=1=1+1=1

4) |A + A =1|Dessa forma:

-SeA=0 = A=1 = 0+1=1

-SeA=1= A=0= 140=1

« Postulado da Multiplicacao

Este postulado determina como sao as regras da multiplicacao booleana.
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2) 0.1=0
3) 1.0=0
4H1.1=1

Baseando-se nesse postulado é possivel estabelecer as seguintes identidades:

1) Toda varidvel multiplicada por zero serd zero. Verificando-se suas

possibilidades, tem-se que:
-SeA=0 = 0.0=0
-SeA=1= 1.0=0

2) |A o 1 = A|Desta forma, analizando-se as suas possibilidades, tem-se que:
-SeA=1=1.1=1

3) |[A « A = A| (Idempoténcia na multiplicacdo). Desta forma:

-SeA=0 = 0.0=0
-SeA=1=1.1=1

4) . Desta forma:

-SeA=0 = A=1= 0.1=0
-SeA=1= A=0= 1.0=0

4.5 Tipos de Funcoes Booleanas

Os resultados apontados nessa segao seguem conforme [6] e [17].

As fungoes booleanas possuem apenas dois estados, ou seja, assumem somente duas

situacoes distintas:
- O estado 0 (zero) ou nivel légico zero.
- o estado 1 (um) ou nivel légico um.

O estado um pode representar uma situacao normal, enquanto que o estado zero
representarda uma situagao contraria, ou seja, uma negacao do estado um. Por exemplo,

ao chamar um estado um de, por exemplo, sim, representa-se o estado zero como um
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nao e vice-versa. E exatamente dessa forma como devem ser tratadas as varidveis logicas

booleanas. A seguir, apresentam-se os tipos de funcoes légicas de Boole.

. Funcdo "NOT" ou "NAO".

Essa fun¢ao é também denominada de funcao complemento. Esta tem a seguinte
caracteristica; inverte o estado da variavel logica, ou seja, se a varidvel contiver 1, a saida
apresentara 0, e se a variavel tiver valor légico 0, a saida assumira valor 1. Em relagao ao

calculo proposicional, essa funcao representa uma negacao de variaveis logicas.

Abaixo, estao representadas a tabela verdade e a notacao desta funcao:

Tabela 21 — Fungcao NOT

A|S
0|1
110
Fonte: préopria autoria
S=4

Funcao NOT (lé-se: A barra)

« Funcao "OR" ou "OU".

Essa funcao tem as seguintes caracteristicas; assumird valor 1 quando uma ou
mais variaveis de entrada forem iguais a 1, e assume valor 0 se, e somente se, todas as
variaveis de entrada forem iguais a 0. Comparando-se com o célculo sentencial, esta funcao

representa uma disjun¢ao entre variaveis booleanas.

Abaixo, seguem a representacao da tabela verdade e da notagao dessa funcao:

Tabela 22 — Funcao OR

A|B|S
0[0|O0
0O]1]1
101
1|11

Fonte: préopria autoria
S=A+B

Funcao OR (lé-se: A ou B)
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. Funcdo "AND" ou "E".

Essa funcao executa a multiplicacao de duas ou mais varidveis binarias, logo
assumird valor 1 se e somente se, todas as variaveis forem iguais a 1, e assumira valor
0 quando pelo menos uma das variaveis for igual a 0 . Fazendo-se uma analogia com o

calculo proposicional, esta fungao representa uma conjuncao entre variaveis logicas.

Abaixo, encontra-se representada a notacgao e a tabela verdade da funcao E:

Tabela 23 — Fungao AND

A|B|S
0,0]0
0O/1]0
100
1|11

Fonte: préopria autoria

S - A e B
Funcdo AND (lé-se: A e B)

. Funcao "NOR", "NAO OU" ou "NOU".

Esta funcao representa uma composicao entre as fun¢coes NOR e OR; a sua saida
é o inverso da funcao OR. A seguir é mostrado a notacao desta funcao e também a sua

tabela verdade:

Tabela 24 — Funcao NOR

A|B|S
0|01
01110
1700
1|10

Fonte: prépria autoria
S=A+18B

Funcdao NOR (lé-se: A ndo ou B)

. Funcao "NAND", "NAO E" ou "NE".

Essa fungao representa uma junc¢ao da funcao NOT com a fun¢ao E, ou seja, a sua

saida é a funcao E invertida. A seguir estao ilustrados sua tabela verdade e a sua notagao:
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Tabela 25 — Fungao NAND

A|/B|S
0|01
0|11
101
110

Fonte: préopria autoria

S=A.8

Funcdo NAND (lé-se: A nao e B)
Basicamente, definem-se outras funcoes logicas que se podem exprimir em termos

das operagoes de conjuncao, disjuncao ou negacao. Entre as mais importantes destas,

destacam-se as funcdbes OU Exclusivo, Coincidéncia, Equivaléncia e Implicacgao.

« Funcao "OU Exclusivo".

A funcao OU Exclusivo fornece 1 a saida quando as variaveis de entrada forem

diferentes entre si. A sua tabela verdade e sua notacao estao apresentadas abaixo:

Tabela 26 — Funcao OU Exclusivo

A|B|S
0,0]0
0|11
101
1|10

Fonte: préopria autoria

S=A®B=AB+ AB
Funcgao OU Exclusivo (lé-se: A Ou Exclusivo B)

« Funcao "Coincidéncia".

Para a funcao Coincidéncia, a situagao é analogicamente contraria a funcdo Ou
Exclusivo, ou seja, a saida assumira 1 quando as variaveis de entrada forem iguais, isto é,
quando houver coincidéncia nos seus valores. A sua tabela verdade e sua notagao estao

apresentadas abaixo:
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Tabela 27 — Fungao Coincidéncia

A|B|S
0,01
0,1]0
1100
111

Fonte: préopria autoria

S=A0B=AB+ AB
Funcao Coincidéncia (lé-se: A Coincidéncia B)

As fungoes logicas booleanas de Equivaléncia e Implicagao possuem as seguintes

designacoes correspondentes do calculo proposicional:

Tabela 28 — Correspondéncia calculo proposicional e l6gica booleana

Designacao | Operacao sentencial | Expressao booleana correspondente
Implicagao A—B A+ B
Equivaléncia A< B (A+ B)-(A+ B)
Fonte: préopria autoria

Com base nestas fungoes é possivel construir a tabela verdade de qualquer expressao
logica. Por exemplo, a tabela verdade da expressao légica correspondente a operacao

sentencial Equivaléncia mostrada acima é representada da seguinte forma;

Exemplo 4.8. Construgdo da Tabela da Funcdo Equivaléncia

Tabela 29 — Funcao Equivaléncia

A/B|A| B|A+B|A+B|S=(A+B)-(A+B)
ojo|1]1 1 1 1
o/1]1]0 1 0 0
1001 0 1 0
1/1]0]o0 1 1 1

Fonte: préopria autoria

Além dessas, existem varias outras fungoes combinacionais que sdo derivadas
destas, em geral sao expressoes booleanas que podem ser simplificadas ou representadas
adequadamente, mais a seguir serao apresentados estes processos de obtencao e simplificagao

das expressoes booleanas.
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4.6 Propriedades da Algebra Booleana

Os resultados apontados nessa se¢ao seguem conforme [6] e [17].

Para determinar validade das propriedades é necessario analisar todas as suas
possibilidades, formalizar essas expressoes em tabelas e verificar se para cada possibilidade,
estas expressoes sao equivalentes. A seguir estao mostradas essas propriedades e algumas

delas demonstradas através da construgao de tabelas verdade.

. Identidade Aditiva.

A+0=A

A soma (OU légico) de uma varidvel com zero é igual a variavel original.

. Identidade Multiplicativa.

Ao]_:A

O produto (E 16gico) de uma variavel com um ¢ igual a variavel original.

« Comutatividade na Adicao

A+B=B+A

Tabela 30 — Propriedade Comutativa na Adigao

A/IBIA+B| B+ A
00 0 0
01 1 1
110 1 1
1|1 1 1

Fonte: préopria autoria

« Comutatividade na Multiplicagao

A.B:B.A

Tabela 31 — Propriedade Comutativa na Multiplicacao

A/IB/lA.B B.A
00 0 0
0|1 0 0
1|0 0 0
1|1 1 1

Fonte: préopria autoria
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« Associatividade na Adicao

A+B+C)=(A+B)+C=A+B+C

Tabela 32 — Propriedade Associativa na Adicao

A[B[C[B+C|[A+B[A+B+C)|(A+B)+C
0/0|0] o0 0 0 0
001 1 0 1 1
ol1]0] 1 1 1 1
011 1 1 1 1
1/o[0] o 1 1 1
101 1 1 1 1
110 1 1 1 1
111 1 1 1 1

Fonte: préopria autoria

« Associatividade na Multiplicacao

A.B+.C)=(A.B)sC=A.B.C

Tabela 33 — Propriedade Associativa na Multiplicagao

A[B[C[B.C|A.B[A.(B.C)|(A.B).C
0/0/0| O 0 0 0
0/o0|1]| 0O 0 0 0
0/1/0]| 0O 0 0 0
011 1 0 0 0
1/o[o0] o 0 0 0
1/o][1] o 0 0 0
1/1]0] o 1 0 0
1]1]1] 1 1 1 1

Fonte: préopria autoria

« Leis de Absorcao

A+ (A .B)=A
A.(A+B)=A

Essas leis indicam que uma variavel combinada com a outra em uma operacao

especifica pode ser "absorvida" pela primeira variavel.
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« Leis do Complemento

A+ A=1
A .Z:O

A soma de uma varidvel com sua negacao é sempre verdadeira (1), enquanto o

produto de uma varidvel com sua negacao é sempre falso (0).

. Distributividade

A+(B.C)=(A+B).(A+C)

Tabela 34 — Propriedade Distributiva

A[B[C[B+C|AB|[AC|A(B + C) | AB + AC
0/0/0| o0 0| 0 0 0
001 1 0| 0 0 0
0ol1]0]| 1 0| 0 0 0
011 1 0| 0 0 0
1/o[o0] o 0| 0 0 0
101 1 0 | 1 1 1
1/1/0]| 1 1|0 1 1
111 1 1| 1 1 1

Fonte: préopria autoria

De acordo com a andlise de cada uma das possibilidades, pode-se observar que as
expressoes nas duas ultimas colunas possuem de fato os mesmos valores, o que mostra
que sao equivalentes. A tabela verdade é um excelente instrumento para validar funcoes
légicas matematicas, em geral. Mas nao é o inico. Uma outra ferramenta importante para

validacao da légica bindria sao as equagoes booleanas.

As equagoes ou expressoes booleanas utilizam os conectivos 16gicos incorporados
do Céalculo Proposicional, sdo estes os simbolos ndo (negacao), e (conjungdo), ou

(disjuncao), implicagao e equivaléncia.

George Boole, baseado em estudos na légica classica, reestabeleceu os principios
légicos apresentados anteriormente e fundamentou a légica booleana em dois destes, que

sao:

e Principio da nao contradicao: "uma possibilidade nao pode ser, simultaneamente,

verdadeira e falsa'.
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« Principio do terceiro excluido: "uma possibilidade s6 pode tomar um dos dois

valores, ou é verdadeira, ou é falsa, nao sendo possivel uma terceira hipétese'.

Assim como na matematica cldssica, com os valores e varidveis numeéricas, é
possivel definir operagoes e fungoes numéricas, também na logica booleana sao definidas
operagoes logicas e estabelecidas fungoes (equagdes) booleanas. A seguir sdo apresentados
os teoremas da Algebra booleana, teoremas esses que juntamente com os postulados,
identidades e as propriedades sao determinantes nas demonstracoes logicas das expressoes

booleanas.

4.7 Teoremas da Algebra Booleana

Os resultados apontados nessa segdo seguem conforme [6] e [17].

Uma funcao combinacional pode ser escrita de varias formas, sem ser alterada,
fazendo-se o uso dos Teoremas da Algebra de Boole. Dentre esses teoremas destacam-
se os chamados teoremas de De Morgan e as Identidades booleanas. A seguir

apresentam-se estes teoremas.

« Teoremas de De Morgan.

Existem dois teoremas conhecidos como Leis de De Morgan' . Sao estes:

Teorema 4.9. 12 Lei de De Morgan: O complemento do produto ¢é igual a soma dos

complementos.
AB = A+B

Para provar esse teorema, monta-se a tabela verdade de cada membro e comparam-

se os resultados.

Tabela 35 — 12 Lei de De Morgan

A|B|AB | A+B
00 1 1
01 1 1
1|0 1 1
1|1 0 0

Fonte: préopria autoria

1 ([15]) Augustus De Morgan (Madura, India, 27 de junho de 1806 — Londres, 18 de marco
de 1871) foi um matematico e ldogico britdnico. Formulou as leis de De Morgan e foi o
primeiro a introduzir o termo e tornar rigorosa a ideia da indugao matemaéatica. Disponivel em
<https://pt.wikipedia.org/wiki/Augustusperorgan >
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Teorema 4.10. 22 Lei de De Morgan: O complemento da soma ¢é igual ao produto dos

complementos.

Para provar esse teorema utiliza-se o primeiro. Dessa forma, tem-se que:
AB = A+B — 1°teorema de De Morgan

Pode-se representar essa igualdade da seguinte maneira, complementando ambos

os membros da igualdade. Assim:
AB=A+B < AB=A+B

Como A ¢é o complemento de A e B é o complemento de B. Chamando A de X e

B de Y temos entdo que :

. Identidades Booleanas.

Além das leis de De Morgan, existem também varios teoremas que sao de fundamental
importancia na simplificacao de expressoes e nas aplicacoes da algebra booleana de um
modo geral. Esses teoremas sdo também conhecidos como identidades booleanas. As

principais identidades da légica booleana estao apresentadas na tabela a seguir.
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Tabela 36 — Identidades Booleanas

Ordem Identidade
1 A+0=A
2 A+1=
3 A+A=A
4 A+ A=
5 A.l1=A
6 A.0=0
7 A A=A
8 Ao KIO
9 A+AB=A
10 A.A+B)=A
11 AB+ AB=A
12 (A+B) e (A+ B)=A
13 A+ AB=A +B
14 A. (A + B)=AB
15 A+BC=(A+B)e (A+ C)
16 A. (B+ C)=AB + AC
17 AB + AC= (A + C).(A + B)
18 (A+B)e (A+C)=AC+ AB
19 AB + AC + BC = AB + AC
20 (A+B)(A+C)(B+C)=(A+ B)(A + C)

Fonte: préopria autoria

Como qualquer prova de teorema, a cada passo em direcdo a prova, tem-se que mostrar
o porqué desse passo. Pode-se provar qualquer teorema da Algebra de Boole, baseando-se
nas defini¢oes apresentadas e nas préprias identidades. Abaixo é mostrado um exemplo de
demonstragao dessas identidades, trata-se da prova do teorema(identidade) 10 (ilustrado na

tabela anterior);

Exemplo 4.11. Demonstragio da Identidade booleana Ae (A + B) = A

A e« (A + B) —  (pelo teo. 16 — propriedade distributiva)
Ae A +A e B — (peloteo. 17 — identidade booleana)
—_—

A + AB —  (pelo teo. 5)
Ael + Ae B — (peloteo. 16)
A(1 + B) —  (pelo teo. 2)

———

Ao 1 —  (pelo teo. 5)

—

A

Logo, de fato; Ae(A + B) = A
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4.8 Obtencao de Expressdes Booleanas a partir de tabelas verdade

Os resultados apontados nessa segdo seguem conforme [1] e [6].

Até entdo mostrou-se como obter tabelas verdades a partir de expressdes booleanas
utilizando os postulados e suas func¢oes. O propdsito agora é mostrar como obter expressoes
l6gicas, conhecendo-se apenas as tabelas verdade destas expressoes. As tabelas verdade apresentam
todas as situagoes possiveis de combinagoes das varidveis 16gicas. Esse processo para determinar
estas expressoes é conhecido do célculo sentencial como Problema de POST? e incorporado

na algebra légica.

A seguir é apresentado um exemplo com duas varidveis que mostra a resolucao de um
Problema de Post, em seguida, esse mesmo exemplo formalizado serd utilizado para a obtencao

de uma expressao booleana.

Tabela 37 — Exemplo de Post para 2 variaveis proposicionais

A/B|S
F| F |V
F |V | F
V|F F
VIV |V

Fonte: préopria autoria

Primeiramente deve-se obter a "FIND"3 que satisfaca essa tabela verdade. Para a
obtencao desta FND, procede-se do seguinte modo:
1. Observa-se todas as linhas que possuem V na tltima coluna;
2. Constroe-se para cada uma dessas linhas as conjungdes correspondentes (FNC*?);
3. Efetua-se a disjuncgao dessas conjuncgoes obtendo uma férmula em FIND que satisfaz a
tabela verdade.
Para a tabela apresentada, tem-se entdo que;

Exemplo 4.12. O Problema de POST

2 ([20]) Emil Leon Post (nascido em 11 de fevereiro de 1897 em Augustéw e morreu em 21 de abril de 1954
em Nova York) foi um matematico americano nascido no territério da atual Polénia em uma familia
judia. Ele publicou em 1921 um estudo exaustivo dos clones de dlgebras de dois elementos e ele é a fonte
do problema de correspondéncia de Post. Disponivel em <https://pt.frwiki.wiki/wiki/Emil post >
FND: Forma Normal Disjuntiva.

FNC: Forma Normal Conjuntiva.
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Tabela 38 — Obtencao da Expressao Proposicional

A B|S FND
F|F|V| ~AAN~B
F|V|F

V|F|F

VIV |V AANB

Fonte: propria autoria

S=(~AAN~B)V(AA B) (formula proposicional obtida da tabela verdade)

No caso da expressao booleana, o raciocinio é o mesmo, porém devem-se alterar todos os

conectivos proposicionais para conectivos logicos, dessa forma, tem-se que;

Tabela 39 — Exemplo de Post para 2 variaveis booleanas

A/B|S
0/0] 1
oO/1|0
1{0]0
1|1]1

Fonte: préopria autoria

A saida apresentard conjungoes logicas das variaveis de entrada apenas onde tiver nivel

l6gico 1. Dessa forma, tem-se que:

Tabela 40 — Obtencao da Expressao Booleana
A|B|S | FND

0[{0|1| A.B
0,110
11010

1/1|/1 A.B
Fonte: préopria autoria

A saida correspondente a essa tabela verdade sera entdo dada por;

S=A.B+A.B|

4.9 Simplificacdo de Expressoes Booleanas

Os resultados apontados nessa se¢ao seguem conforme [6].

Utilizando os conceitos da légica booleana apresentados é possivel simplificar expressoes
booleanas. Para efetuar as simplificacbes de uma expressao booleana pode-se utilizar o processo

algébrico que consiste em fatoracao utilizando as identidades, propriedades e postulados da
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algebra de Boole. Simplificar uma expressdo booleana corresponde a obter uma identidade
booleana onde um dos membros possui sua forma reduzida. Os exemplos a seguir mostram esse

processo.

Exemplo 4.13. : Obtencio da identidade A.B + A.B = A

S=A.B+A.B (ewpressio booleana com duas varidveis)
S=A.(B+B) — propriedade distributiva
S=A.(B+B) — identidade X +X = 1

——
S=A4.1 — ddentidade X. 1 = X
S=A

Portanto; A.B + A.B = A

Exemplo 4.14. : Obtencio da identidade ABC + AeC + AeB = A
S =ABC + A.C+ A.B (expressdo booleana com trés varidveis)
S=A.(BC+C+B) — propriedade distributiva
S=A.[BC+ (C+B)] — propriedade associativa

S=A./BC+ (B+C) — propriedade comutativa

Utilizando o 1° teorema de De Morgan ( XY = X +Y), tem — se que :
S =A.[BC + (BC)]
Chamando BC' de, por exemplo, Z, tem-se BC = Z, consequentemente
BC = Z,tem — se entao;
S=A.(Z+7Z) — identidade Z+7Z = 1
—_—

S=A4.1 — identidade Z. 1 = Z

S=A

Logo; ABC + AeC + AeB = A



5 Aplicacoes da Logica Booleana no

Ensino Basico

A &lgebra de Boole ou légica booleana é um tratamento matematico da légica, fundindo a
algebra a logica. Atualmente é a base de muitos desenvolvimentos 16gicos, algébricos e geométricos.
Este capitulo mostra, com algumas aplicagoes, como sao utilizados os conceitos da légica booleana
na pratica e relata a importancia exercida no ensino basico. Para isso serao resolvidas algumas
tarefas que podem ser realizadas por alunos do ensino béasico com observagao de resultados. De

acordo com [19].

Os alunos se deparam dia a dia com um conjunto de ac¢des cognitivas que
fazem parte do raciocinar, como por exemplo: reconhecer que algo estd sendo
questionado; relacionar uma informacdo com conhecimentos pré-existentes;
elaborar uma conjectura; argumentar; generalizar; validar; refletir e interpretar,
ou seja, uma reagdo do pensamento de natureza complexa. (Negreiros, 2015,
p-29 apud Pilate, 2021, p.22)

Algumas tarefas que podem ser utilizadas nas salas de aulas do Ensino Médio, podem
também ser utilizadas nas salas de aula do Ensino Técnico e Ensino Fundamental. Essa aplicacao
das tarefas pode ser realizada através de encontros ou aulas praticas com grupos de alunos do
ensino basico durante as aulas de matematica. Durante esses encontros o professor apresentara
as tarefas aos alunos e realizara a leitura e a explicagdo destas. Em seguida cada aluno devera
pensar e produzir suas respostas e seus significados, escrevendo em uma folha e apresentar sua

interpretacdo ao final de cada tarefa.

Cada tarefa trarda um conceito de légica e o seu enunciado serd composto por defini¢oes e
exemplos de cada um desses conceitos. A cada leitura dessas defini¢des, o professor questionara

se os alunos entenderam e quando houver dividas os participantes deverao se pronunciar.

A orientacao do professor ocorrerd em varios momentos, mas todas as vezes para esclarecer
as davidas que os alunos participantes venham a ter durante a realizagdo das tarefas, sendo que
os esclarecimentos se dardao da forma mais sucinta possivel para nao influenciar na forma de

raciocinio dos alunos, bem como no desenvolvimento e conclusdo de cada atividade.

No decorrer da aplicacao das tarefas, sempre apds os alunos apresentarem seus resultados,
serdo observados se os participantes falaram mais do que haviam escrito em algumas de suas

respostas. Para analisar os resultados observa-se as anotacbes enviadas por cada participante.

Conforme mencionado anteriormente a logica booleana é amplamente usada em circuitos
eletronicos e computagao, mas a sua base de raciocinio é fundamentada na légica cléssica
dedutiva, dessa forma atividades simples podem ser trabalhadas no ensino béasico. A seguir serao
apresentadas algumas tarefas e questoes relacionando a logica de boole com a légica classica de

forma a obter conclusbes a partir das informacoes apresentadas.
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« Tarefa 1: Loégica de Circuitos.

De um modo breve e simples, apresenta-se esse tipo de relacionamento entre o Célculo

proposicional e a Légica booleana.

Um interruptor é um dispositivo ligado a um ponto de um circuito, que pode assumir um
dos dois estados, "fechado" ou "aberto'. No estado fechado (que indica-se por 1) o interruptor
permite que a corrente passe através do ponto, enquanto no estado aberto (que indica-se por 0)

nenhuma corrente pode passar pelo ponto.

Os exemplos a seguir mostram simples funcionamentos de circuitos constituidos por uma

bateria, uma lampada e interruptores (chaves).

Exemplo 5.1.  Circuito com um interruptor p

Figura 3 — Circuito Simples com 1 chave.

Fonte: ABAR (2004)

A indicacao "fechado' ou "aberto' do interruptor é interpretada com a indicagéo de
p = 1 ou p = O respectivamente e a lampada "L" representa a saida S. No caso, se p = 1,
indica que a chave esta fechada e que a lampada acenderd e quando p = 0, indica que a chave

estd aberta e consequentemente a lampada ficara apagada.

. Questao 1: Analisar o estado da saida quando p = 0 e quando p = 1.

Anédlise e resultado observado:
Para andlise dessa tarefa, utilizaremos o site <https://phet.colorado.edu/pt_ BR/> ([18])

que é um aplicativo que oferece aplicaces diversas em ciéncias e matematica, através de

observacoes praticas permitindo analise dos resultados de forma eficiente.

Dessa forma, de acordo com a figura 3, tem-se que quando a chave estiver aberta p = 0, ndo
haverd fluxo de corrente vindo da bateria para permitir o acendimento da ldmpada, indicando

assim a saida S = 0 (lAmpada apagada).
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Figura 4 — Simulagao 1 - Circuito com chave aberta.

Fonte: site <https://phet.colorado.edu/pt. BR/>

Quando a chave estiver fechada p = 1, havera um caminho fechado permitindo o fluxo de
corrente vindo da bateria e consequentemente acionando o acendimento da lampada, indicando

assim a saida S = 1 (lAmpada acesa).

Figura 5 — Simulacgao 2 - Circuito com chave fechada.

B

]

|

Fonte: site <https://phet.colorado.edu/pt_ BR/>

Dessa forma, tem-se:

Tabela 41 — Analise circuito simples com 1 chave

p | S | Estado da Saida

0 | 0 | lJampada apagada

1] 1 lampada acesa
Fonte: préopria autoria
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Exemplo 5.2. Circuito com dois interruptores p e q em série

Figura 6 — Circuito em série com 2 chaves.

P /8

resallomes.

L

Fonte: ABAR (2004)

Pelo fato do circuito ser em série com dois interruptores, é indicado por peq ou pq.
Neste caso passa corrente se e somente se p = 1 e q = 1, ou seja, estdo ambos "fechados" o
que corresponde no Calculo proposicional & tabela verdade da conjuncao

P Aq.

Portanto a saida S(lampada) estard apagada (S = 0), sempre que p = 1 eq = 0; ou p
=0eq = 1;0uaindap =0 e q = 0. Por outro lado, a saida S(lampada) estard acesa (S =

1), sempre que p = leq = 1.

. Questao 2: Analisar o estado da saida para todas as possiveis combinacoes das chaves p E q.

Anadlise e resultado observado:

De acordo com a figura 6, tem-se que:
- Quando as chaves p e q estiverem abertas p = 0 e q = 0, ndo havera fluxo de corrente elétrica

circulando, fazendo com que a saida S = 0 (lAmpada apagada).
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Figura 7 — Simulagao 3 - Circuito em série com chave p e q abertas.

Fonte: site <https://phet.colorado.edu/pt_ BR/>

- Quando a chave p estiver aberta p = 0 e a chave q estiver fechada q = 1, ndo havera

circulagdo de corrente e a saida indicard S = 0 (lAmpada apagada).

Figura 8 — Simulacgao 4 - Circuito em série com chave p aberta e q fechada.

Fonte: site <https://phet.colorado.edu/pt_ BR/>

- Quando a chave p estiver fechada p = 1 e a chave q estiver aberta q = 0, novamente nao

haverd circulagao de corrente e dai a saida indicard S = 0 (lAmpada apagada).
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Figura 9 — Simulacgao 5 - Circuito em série com chave p fechada e q aberta.

Fonte: site <https://phet.colorado.edu/pt. BR/>

- Quando as chaves p e q estiverem fechadas p = 1 e q = 1, o circuito estara fechado

permitindo que a corrente gerada pela bateria alimente a [ampada e a saida indicard S = 1

(lampada acesa).

Figura 10 — Simulagao 6 - Circuito em série com chave p e q fechadas.

N -,
\

y

Fonte: site <https://phet.colorado.edu/pt_ BR/>

Dessa forma, tem-se:

Tabela 42 — Andlise de circuito em série com 2 chaves

Pla|S=p e« q| Estado da Saida
0|0 0 lampada apagada
01 0 lampada apagada
1/0 0 lampada apagada
11 1 lampada acesa

Fonte: préopria autoria
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Exemplo 5.3. Circuito com dois interruptores p e q em paralelo.

Figura 11 — Circuito em paralelo com 2 chaves.

/

/

L

Fonte: ABAR (2004)

A configuracdo paralelo é indicada por p 4+ q. O que ocorre agora é que ndo passa
corrente se e somente se p = 0 e q = 0, ou seja, se estdo ambos "abertos" o que corresponde

no Célculo proposicional a tabela verdade da disjungdo p V q.

Logo a saida S(lampada) ficard acesa (S = 1), nos casosem que p = 1leq = l;oup =
1leq = 0;ouainda p = 0 e q = 1. Por outro lado, a saida S(lampada) ficard apagada (S = 0),
sempre que p = 0eq = 0.

. Questao 3: Analisar o estado da saida para todas as possiveis combinagoes das chaves p
OoU q.

Analise e resultado observado:

Observando a figura 11, tem-se as seguintes possibilidades de entrada:

- Quando as chaves p e q encontram-se abertas p = 0 e q = 0, ndo havera circulagao de

corrente vindo da bateria, logo a indicagdo de saida serd S = 0 (lAmpada apagada).
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Figura 12 — Simulagao 7 - Circuito em paralelo com chave p e q abertas.

Fonte: site <https://phet.colorado.edu/pt_ BR/>

- Quando a chave p estiver aberta p = 0 e a chave q estiver fechada q = 1, pode-se observar
que havera circulagdo de corrente da bateria passando pela chave q até a lampada e permitindo

o acendimento da ldmpada, assim S = 1 (lAmpada acesa).

Figura 13 — Simulacao 8 - Circuito em paralelo com chave p aberta e q fechada.

Fonte: site <https://phet.colorado.edu/pt_ BR/>

- De forma anéloga, quando a chave p estiver fechada p = 1 e a chave q estiver aberta q = 0,
havera circulagao de corrente da bateria passando agora pela chave p até a lampada e

permitindo o acendimento da lampada, assim S = 1 (lAmpada acesa).
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Figura 14 — Simulacao 9 - Circuito em paralelo com chave p fechada e q aberta.

Fonte: site <https://phet.colorado.edu/pt_ BR/>

- Quando as chaves p e q estiverem fechadas p = 1 e q = 1, tem-se que o fluxo de corrente
ocorrera por qualquer uma destas promovendo o estado de acendimento da lampada, logo S = 1

(lampada acesa).

Figura 15 — Simulag¢ao 10 - Circuito em paralelo com chave p e q fechadas.

Fonte: site <https://phet.colorado.edu/pt_ BR/>

Desta forma, tem-se:

Tabela 43 — Andalise de circuito em paralelo com 2 chaves

p|la|S=p+ q| Estado da Saida
0|0 0 lampada apagada
0|1 1 lampada acesa
10 1 lampada acesa
11 1 lampada acesa

Fonte: préopria autoria
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A seguir, apresenta-se um exemplo de obtencdo de um circuito através de inferéncias

logicas.
Exemplo 5.4. Circuito obtido por meio de Inferéncias légicas.

"Tem-se uma comissao formada por 8 membros. Um projeto € aprovado se e somente se
o presidente vota a favor e obtém a maioria dos votos. Projetar um circuito simples de forma que

n

cada membro vote a favor apertando um botdo e tal que a luz acenda se o projeto for aprovado.

Chamando de P o presidente e de A e B o0s outros dois membros. Monta-se a tabela
verdade que corresponde as informacoes dadas, onde 1 representa a aprovagdo do projeto. Tem-se

entao;

Tabela 44 — Obtencao de inferéncias

P|A|B|S
00, 0|0
0/]0|1]0
0/1/0]0
O|1 1|0
1/0]0|0
1101 |1
11101
11111

Fonte: préopria autoria

Apés analisar as aprovagoes marcadas e indicadas por 1, obtem-se agora a FND (forma

normal disjuntiva), que corresponde a sequinte expressio algébrica booleana;
S=PAB+ PAB+PAB

Simplificando-se em sequida esta expressdo, tem-se que:

P.A.B + P.A B+ PAB
P.A.(B+B)+ PAB — propriedade distributiva
——

&é&l/%—P.Z.B — ddentidade X + X = 1

P.A.1 +P.AB —  identidade X .1 = X

P.A + P.AB —  propriedade distributiva

P.(A+ A.B) — identidade A+ A.B=A+ B
=

P.(A + B)

Portanto S = P.(A + B)
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De acordo com as interpretacoes apresentadas nos exemplos 5.1, 5.2 e 5.8 de circuitos
com interruptores, tem-se para a expressao P.(A + B), o sequinte circuito, onde P, A e B sdo

interruptores e L(lampada) é a saida que representard aprovagio sempre que estiver em nivel
1(acesa).

Figura 16 — Circuito obtido por meio de inferéncia léogica.

/A

L -8

Fonte: ABAR (2004)

. Questao 4: Analisar o estado da saida para todas as possiveis combinacoes das chaves
P, A eB.

Analise e resultado observado:

De acordo com o circuito obtido na figura 16, tem-se que:
- O acendimento da lampada L na saida s6 ocorrerd quando a chave P estiver fechada

P = 1 e pelo menos uma das chaves A e B estiver fechada. Isso ocorre quando:

1. chave P = 1, chave A = 1 e chave B = 0. Assim a corrente circulara pelos interruptores

P e A permitindo o acendimento da ldmpada S = 1 (lampada acesa).

Figura 17 — Simulagao 11 - Inferéncia com chaves P e A fechadas e B aberta.

Fonte: site <https://phet.colorado.edu/pt_ BR/>
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2. chave P = 1, chave A = 0 e chave B = 1. Tem-se que a corrente fluird pelos interruptores

73

P e B ocasionando o acendimento da lampada S = 1 (lAmpada acesa).

Figura 18 — Simulagao 12 - Inferéncia com chaves P e B fechadas e A aberta.

Fonte: site <https://phet.colorado.edu/pt_ BR/>

3. chave P = 1, chave A = 1 e chave B = 1. Dessa forma, a corrente podera circular tanto

pelos interruptores P e A quanto por P e B permitindo o acendimento da ldmpada S = 1

(lampada acesa).

Figura 19 — Simulagao 13 - Inferéncia com chaves P , A e B fechadas.

2=

' i

Fonte: site <https:// phet.colorado.edu/ pt_. BR/>
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Qualquer outra combinagdo entre as chaves a saida serd igual a S = 0 (lAmpada
apagada).

A saida S = 1 caracteriza de fato que a aprovacdo de um projeto se daré obrigatoriamente
pelo voto do presidente representado pela chave P e pelo menos um dos membros representados

pelas chaves A e B.

Dessa forma;

Tabela 45 — Analise de circuito série e paralelo com 3 chaves

P|A|B|S=P(A + B) | Estado da Saida
0/0]|0 0 lAmpada apagada
0|01 0 lAmpada apagada
o|10 0 lampada apagada
0|11 0 lampada apagada
1,010 0 lampada apagada
101 1 lampada acesa
1/11]0 1 laAmpada acesa
111 1 lampada acesa

Fonte: préopria autoria

. Tarefa 2: Portas Loégicas

O sistema binério é composto dos valores 0 e 1 que caracterizam niveis ou designagoes
logicas tais respectivamente como falso e verdadeiro, sim e nao, aberto e fechado e assim
por diante. Conforme mencionado anteriormente e segundo [8] e [14] este surgiu por volta de
1850 assim que George Boole publicou a légica booleana(algebra de Boole) com apenas trés
operadores l6gicos NOT(INao), OR(Ou) e AND(E). Esses operadores, na légica booleana,

sao aplicados, associados ou trabalhados sob a forma de Portas Légicas.

As portas légicas podem ser entendidas como salas que possuem entradas e saidas. As
premissas ou informacoes de entrada sdo processados nessa sala e saem em forma de conclusao

que sdo resultados ou saidas. Para compreender o funcionamento tem-se que:
° CLA?? , CLB?? , |ICI| e HP" Sé,O entradas;
e “S” ¢é a saida.

1. Operador ou Porta NOT

O operador NOT tem a funcao de inverter o valor légico de entrada é representado por

uma barra A.

A representacdo 16gica do operador NOT é uma bolinha aberta, conforme figura a seguir;
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Figura 20 - Porta légica NOT.

Fonte: CAPUANO (1984)

A sua tabela verdade é caracterizada por:

Tabela 46 — Operador NOT

A|S= A
0 1
1 0

Fonte: préopria autoria

2. Operador ou Porta OR
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O operador l6gico OR. possui a saida 1 sempre que uma das entradas for 1. Sua operacao

consiste na soma booleana de 0 e 1 e sua expressao de saida S = A + B deve ser lida como S é

igual a A ou B. A sua representacio légica é mostrada na figura a seguir:

Figura 21 — Porta légica OR.

Fonte: CAPUANO (1984)

A sua tabela verdade é constituida da seguinte forma:

Tabela 47 — Operador OR

A/ B|IS=A+B
0,0 0
01 1
1|0 1
1|1 1

Fonte: préopria autoria
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3. Operador ou Porta AND

O operador l6gico AND possui a saida 1 somente quando todas as entradas forem iguais
a 1. Sua operacao consiste na multiplicagdo booleana de 0 e 1 e sua expressao de saida S = A.B

deve ser lida como S ¢é igual a A e B. A sua representacdo légica é mostrada na figura a seguir:

Figura 22 — Porta légica AND.

Fonte: CAPUANO (1984)

A sua tabela verdade é constituida da seguinte forma:

Tabela 48 — Operador AND

A/B|S=AB
00 0
0|1 0
1|0 0
1|1 1

Fonte: préopria autoria

Como aplicagdo pode-se analisar o exemplo 5.4 que trata de inferéncia, mas agora

utilizando portas légicas. Desta forma, tem-se:

Exemplo 5.5. "Tem-se uma comissdo formada por 8 membros. Um projeto é aprovado se e
somente se o presidente vota a favor e obtém a maioria dos votos. Desenhar um circuito simples

com portas logicas que satisfaca a condicdo dada’

A saida do circuito deverd possuir a entrada P (presidente) "E" (A "OU"B)
(membros). Logo a expressio logica deverd ser S = P.(A + B).

Trata-se de uma porta légica OR (A + B) e de uma porta légica AND (P.(A+B)).

Dessa forma tem-se as sequintes portas logicas:
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Figura 23 — Obtencao de Portas légicas.

A A+B

} S=P.(A +B)
p—

Fonte: site <https://online.visual-paradigm.com/pt/diagrams/features/logic-
diagram-software/>

Para a construcao da Tabela Verdade pode-se observar que existem trés entradas A, B e

P, logo, tem-se 23 = 8 linhas.

Dessa forma;

Tabela 49 — Inferéncias com portas légicas

A[B[P[A +B|S=P.(A + B)
0/0/0]| O 0
0l0 1] o0 0
o|1]0] 1 0
011 1 1
1]o]o| 1 0
101 1 1
1]1]o] 1 0
111 1 1

Fonte: préopria autoria

. Questao 5: Analisar as entradas A, B e C quando a saida for igual a 1 (S = 1).

Anadlise e resultado observado:

De acordo com o circuito da figura 23 e com sua tabela verdade, pode-se observar que a saida S

= 1 ocorre quando;

1. As entradas A = 0, B =1 e P = 1. Na saida da porta OU (A + B), tem-se 0 + 1 =
1 que serda também uma entrada da porta AND juntamente com P. Dai, na saida da porta
AND P.(A +B), tem-se 1 . 1 = 1, que serd a saida S = 1.

2. As entradas A = 1, B =0 e P = 1. Na saida da porta OU, tem-se 1 + 0 = 1 e na

saida do circuito tem-se 1 . 1 = 1, logo S = 1.

3. Asentradas A = 1, B =1 e P = 1. Na saida da porta OU, tem-se 1 + 1 = 1 e na

saida do circuito tem-se 1 . 1 = 1, logo novamente S = 1.
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Em circuitos légicos é possivel colocar LED “s' na saida ou entrada para caracterizar em

seu acendimento nivel 1 ou se ficar apagado nivel 0. Logo;

Figura 24 — Circuito légico analisado

A A+B

p—

Fonte: site <https://online.visual-paradigm.com/pt/diagrams/features/logic-
diagram-software />

Tabela 50 — Analise de circuito légico

A | B | P | Estado da Saida
0|00 nivel 0
0|01 nivel 0
0|10 nivel 0
0|11 nivel 1
17010 nivel 0
101 nivel 1
1/1]0 nivel 0
1 (1)1 nivel 1

Fonte: préopria autoria

Novamente é possivel observar que a saida possui nivel légico verdadeiro 1 sempre que P
= 1le A =1 ou B = 1 provando de fato que para o projeto ser aprovado é necessario o voto

obrigatério do presidente e a maioria dos membros (no caso pelo menos um destes).

Exemplo 5.6. Jogo "ZERO ou UM"

O objetivo desse jogo é determinar um ganhador sempre que um colocar um resultado
diferente dos outros. Tem-se entdo um circuito para um jogo com trés pessoas (nimero minimo

de participantes).

O circuito logico entao terd trés LED 's na entrada e um na saida. Dai sempre que a
saida for 1, o nivel diferente na entrada serd o vencedor, ou seja, se na entrada tiver dois LED’s
apagados e um aceso este aceso serd o vencedor, em caso contrario, se na entrada tiver dois

LED’s acesos e um apagado logo o apagado sera o vencedor.

1 LED significa “Light Emitting Diode” (Diodo Emissor de Luz, em portugués). Esse componente converte

eletricidade em luz, e consome menos energia do que fontes de iluminagao tradicionais, como lampadas
incandescentes e fluorescentes. Disponivel em <https://https://tecnoblog.net/responde/o-que-e-led/>
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A partir das possibilidades de entrada, tem-se a seguinte tabela verdade para 23 =

8 linhas. Assim para as entradas A, B e C, na saida S temos;

Tabela 51 — Implementacao do jogo ZERO ou UM
B

>

=IO oo O
oo mmolo
=lolRlomol=oln
olRRIFRIR~RFR oln

1
Fonte: préopria autoria

Conforme a tabela, para saida S = 1, tem-se a seguinte expressao booleana:

S=ABC+ABC+ABC+ABC+AB.C+ A.BC

Simplificando-se agora esta expressdo, tem-se que:

ABC+ABC+ABC+ABC+ABC+ABC
AB.C+AB.(C+C)+AB.(C+C)+ AB.C — propriedade distributiva
~—— ~——

AB.C+ AB1+ AB1+ AB.C — ddentidade X + X = 1

AB.C+AB+ AB+AB.C — identidade X .1 = X

A.(B.C+ B)+A.(B.C + B) —  propriedade distributiva

A(B+C)+A.(B+0C) — identidades : B+ B.C =B+C e
B+B.C=B+C

AB+AC+AB+AC — propriedade distributiva

Portanto S = A B+ A.C+A.B+ AC

Representando a expressao booleana simplificada de saida em funcao das portas logicas
NOT, OR e AND, tem-se o seguinte circuito légico, onde A, B e C sdo as respectivas entradas e

S o terminal de saida:
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Figura 25 — Circuito 16gico Zero ou Um.

) s

Fonte: site <https://online.visual-paradigm.com/pt/diagrams/features/logic-
diagram-software/>

Conforme falado anteriormente, tais circuitos légicos (portas légicas) podem ser
entendidos por salas ou blocos que possuem premissas ou possibilidades de entradas e saida que
representa a conclusao logica dessas possibilidades. Dessa forma, para efeito de melhor
assimilagdo, segue o circuito da figura 25 abaixo representado em forma de bloco simplificado,
onde nas entradas A, B e C estdo representadas por pequenos indicadores de luz (LED’s) e

também a saida S.

Figura 26 — Circuito ZERO ou UM.

“Zero

®
®—

Um

Fonte: préopria autoria
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. Questao 6: Analisar as entradas A, B e C quando a saida for igual a 1 (S = 1) e explicar

o funcionamento do Jogo ZERO ou UM.

Analise e resultado observado:

De acordo com o circuito da figura 25 e com sua tabela verdade de possibilidades, pode-se notar

que a saida S s6 é igual a 1, quando;

1. Uma das respectivas entradas A, B ou C for igual a 1 e as outras duas iguais a 0. Essas
combinacoes 001, 010 e 100.

2. Uma das respectivas entradas A, B ou C for igual a 0 e as outras duas iguais a 1. Tais
possibilidades sdo 011, 101 e 110.

. Tarefa 3: Demonstracao por Argumentaciao Booleana

Conforme visto no capitulo 3, muitos problemas de légica podem ser resolvidos utilizando
o método dedutivo para validar os argumentos. Esse processo pode ser traduzido para linguagem
booleana e trabalhado facilmente para obter niveis 1 na saida dos argumentos provando a

tautologia. Seguem abaixo alguns exemplos de demonstragoes logicas utilizando 1égica booleana.

Exemplo 5.7. Argumentacdo logica 1

Vamos denotar por p1, p2 e p3 as premissas e por Q a conclusdo do argumento.
pl: Anastdcia vai estudar matemdtica ou vai jogar futebol.

p2: Se Anastdcia for jogar futebol entdo Nina também ird jogar futebol.

p3: Nina nao foi jogar futebol.

Q: Anastdcia foi estudar matemdtica.

Chamando por:
A: Anastdcia vai estudar matemdtica;
B: Anastdcia vai jogar futebol; e
C': Nina vai jogar futebol.
Pode-se escrever esse argumento na linguagem proposicional da sequinte forma:
pl: AV B
p2: B—C
p3: ~C
Q: A
Dessa forma, tem-se o sequinte argumento formalizado:
(AVB)AN(B—=C)AN(~C)— A

Colocando esse argumento na linguagem booleana, tem-se:
(A VB) corresponde a (A+ B)
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(B — C) corresponde a (B + C)

(~ C) corresponde a C
chamando (A + B).(B+ C).(C) de S, tem — se que;

(AVB)A(B — C)A(~C)— A é correspondente a S+ A

Para demonstrar, deve-se agora construir a sua tabela verdade e verificar os niveis logicos da

dltima coluna. Assim;

Tabela 52 — Analise da Argumentacgao légica 1

A[B[C[B|[C[A+B[B+C[S=A+B.(B+C)C|S|[S+A
00011 0 1 0 1] 1
0/0|[1]1]0]| o 1 0 1] 1
0[1]/0]0]1 1 0 0 1] 1
0[1(1]0]0 1 1 0 1] 1
1/0]0]|1]1 1 1 1 0 1
1/o|l1]1]o0 1 1 0 1] 1
1/1/0/0]1 1 0 0 1] 1
1/1]1/0]0 1 1 0 1] 1

Fonte: préopria autoria

. Questao 7: Analisar as premissas da questdo e verificar através da tabela verdade se a

conclusao é valida.

Analise e resultado observado:

Conforme a leitura dos enunciados (premissas), escreve-se cada uma dessas na forma
proposicional por ser o entendimento mais imediato, em seguida é feita a conversdao para a
linguagem booleana por ser mais facil trabalhar com niveis l6gicos "1"e "0". Em seguida é
montada a tabela de possibilidades de acordo com as entradas no caso 3, logo tem-se
23 = 8 linhas.

Dai preenche-se corretamente cada coluna da tabela de acordo com as operagoes béasicas
booleanas 4+ (OU) , ¢ (E) e "(NOT). Para verificacao ser valida devem ser observados os niveis
l6gicos da tltima coluna de saida que correspondem a implicacdo da conclusdo. Estes devem ser
todos iguais a 1 que representam valores verdadeiros provando que o argumento é uma

tautologia légica booleana e que a conclusdo é resultado das premissas.

Exemplo 5.8. Argumentac¢do légica 2

Tem-se agora o sequinte argumento logico.

pl: Se Mateus foi dormir entdo Jodo foi trabalhar
p2: Mateus nao foi dormir

Q: Jodo nao foi trabalhar.
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Chamando por:

A: Mateus foi dormir

B: Jodo foi trabalhar

Tem-se o sequinte argumento proposicional;
pl: A— B

p2:~ A

Q:~B

Formalizando, tem-se:
(A—B)AN(~A) = ~B

Na linguagem booleana, tem-se:
(A+B)A=S

Deve-se construir agora a sua tabela verdade.

Observando que hd duas premissas, logo tem-se 2% = 4 linhas. Deste modo, tem — se :

Tabela 53 — Andlise da Argumentacgao légica 2

A/B|A|B/ A+B|S= (A+B).A|S|S +B
ojo|1]1 1 1 0] 1
ojf1]1]0 1 1 0 0
1001 0 0 1 1
1/1/0]o0 1 0 1 1

Fonte: préopria autoria

. Questao 8: Analisar se o argumento é valido.

Analise e resultado observado:

Foi tomado o argumento, desse argumento extraidas as premissas e a conclusdo. Em
seguida foi realizada a representagdo proposicional e consequentemente a notacdo booleana. Para

verificagdo da demonstracio foi montada a tabela verdade.

De acordo com a tabela verdade foi constatado na segunda linha da tltima coluna que
aparece um nivel 16gico 0 indicando que a implicagdo entre as premissas e a conclusao é falsa.
Portanto a argumentacao analisada nao representa uma tautologia booleana e dessa forma o

argumento é invalido.

« Outras aplicacoes em diversas areas.

Com base em [14] e [2], existem diversas outras aplicagoes envolvendo a légica booleana,

voltada para os seguintes ramos;

1. eletronica digital: no design de circuitos digitais, onde os valores 0 ou 1 representam

estados légicos;
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2. programacgao de computadores: nas operagoes logicas, expressoes condicionais e

linguagens de programagao;

3. sistemas de informacgao: no desenvolvimento de consultas légicas em banco de dados
utilizando operadores booleanos (AND, OR e NOT);

4. redes de computadores: em protocolos de comunicagio, como o TCP/IP que usam

l6gica booleana para controlar o roteamento de dados;

5. sistemas de controle e automacao: para criar logicas de decisao em controle de

processos e automagcao industrial;

6. matematica da computacgao: na teoria da computacao a algebra booleana é

fundamental para entender a complexidade dos algoritmos;

7. inteligéncia artificial: em algoritmos de aprendizado de maquina a légica booleana é

utilizada para representar relagoes entre varidveis.

Como foi visto, a logica booleana permite estabelecer relacGes entre a teoria de conjuntos
e a logica matematica fornecendo uma estrutura algébrica formal que permite uma melhor

manipulacdo e andlise sistematica das operacbdes envolvendo o raciocinio 16gico matematico.

[13]? Os chamados Jogos de Boole sio jogos ou atividades com cartas que envolvem
algum raciocinio légico dedutivo. Essas atividades sdo essencialmente voltadas para o
desenvolvimento do raciocinio légico e compreendem a formacao de conceitos para construir o
conhecimento sobre um objeto, o individuo necessita desenvolver o pensamento légico sobre
outros objetos aos quais possa comparar o objeto pensado. Esses jogos consistem em solucionar
historias com estruturas légicas. Um aluno 1é a histéria e os participantes vao organizando cartas
e dispondo-as para montar a histéria. O exemplo a seguir mostra um jogo de Boole e seu

resultado.

2 Procépio Mendonca Mello, professor de matematica durante 25 anos em Porto Alegre, no Rio Grande

do Sul. Idealizou os Jogos Boole a partir de seus estudos de logica. Interessado em apresentar a
matematica de uma forma que despertasse o interesse de seus alunos, sempre buscou uma forma
ludica de trabalhar os seus conceitos. Através de enigmas, desafios e atividades préticas, o professor foi
desenvolvendo varios projetos até produzir os Jogos Boole.
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Exemplo 5.9. O Jogo de Boole

Nesse jogo o aluno deve observar atentamente as dicas de cada um bloco de histérias
logicas, se houverem trés blocos por exemplo, cada grupo deverd dispor as cartas e associar cada
personagem com suas respectivas ocupagcoes e tipos de comida, decifrar dedutivamente e chegar
o quanto antes ao resultado. A figura ilustra um dos trés livros de um jogo de Boole aplicado em

sala de aula para criangas do 62 ano do ensino fundamental.

Figura 27 — Jogo de Boole.

|14* 0 DELICIOSO HAMBURG

Alexandre é o tenista,
Adriana ndo come
hamburguer, Rlicardo
come sorvete,

0Ofa) canceiro(a) come
cachorro-quente,

O{a) jogador(a) de futebol
come hamburguer,
Quem é o esquiador?
O gue come Marcelo?
Quem come bola?

Fonte: site <https://sites.unipampa.edu.br/pibid2014/files/2012/01/mat-pdp-
oficina-jogos-boole.pdf>

Ao final, cada aluno devera ter associado logicamente sua resposta com o enunciado
apresentando os resultados ao professor. A figura abaixo mostra a resposta da histéria 16gica do

livro azul(em questdo) e as cartas do jogo.
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Figura 28 — Resultados e cartas do jogo.

Resposta:

Jogo Azul:

Histdria 1 — O delicioso hamburguer
Alexandre/ténis/bolo
Adriana/Canoeiro/cachorro quente
Ricardol/esquiador/sorvete
Marcelofjogador/hamburguer

JOGO AZUL

Ténis

Fonte: site <https://sites.unipampa.edu.br/pibid2014/files/2012/01/mat-pdp-
oficina-jogos-boole.pdf>

Outros jogos de Boole que também nao envolvem varidveis logicas booleanas, consistem
em desafios l6gicos que devem ser trabalhados em salas de aula, quebra-cabegas 1égicos e
geométricos, légicas recreativas, légicas de deducao, atividades de programacao, jogos de cartas
dedutivas para criancas, entre outros. Abaixo segue um exemplo de um jogo de boole conhecido

popularmente como quadrado magico ( [21] ).
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Exemplo 5.10. O Quadrado Mdgico

Regra: O jogador devera dispor no quadrado abaixo 9 algarismos (1 a 9) e colocé-los sem
repeticdo na figura, de maneira que a soma dos nimeros, no sentido vertical, horizontal e das

duas diagonais principais, seja sempre QUINZE.

Figura 29 — Quadrado Méagico (3x3)

Fonte: artigo OS FASCINANTES QUADRADOS MAGICOS

Solugao: O Segredo na formacao do Quadrado Magico é o nimero cinco no meio. O
participante que colocar o niimero cinco no meio terd oito possibilidades de formar um quadrado

mégico. A figura abaixo representa uma destas oito solugoes.

Figura 30 - Uma solugao do Quadrado Magico

219 |4
3
6|18

Fonte: artigo OS FASCINANTES QUADRADOS MAGICOS

~J
Ol

Um jogo de quebra-cabecas 16gico geométrico tido também como légica de recreagao e
muito trabalhado para construcao e desenvolvimento do raciocinio légico para criangas, jovens e
adultos de vérias idades é o Tangram ( [10] ). Este jogo requer asticia, reflexdo, imaginacao,
paciéncia e criatividade, logo agrega diversos valores para educagao de uma forma geral. Existem

varios tipos de Tangram, porém o mais difundido e tradicional é formado por 7 pecas
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geométricas: cinco tridngulos isésceles e retangulos (sendo 2 pequenos, 1 médio e 2 grandes), um
quadrado e um paralelogramo. Com este é possivel formar diversas montagens de

figuras(desenhos variados). O exemplo abaixo mostra uma montagem com o Tangram de sete

pecas.

Exemplo 5.11. O Tangram

Regra: Os jogadores deverdo executar quaisquer montagens utilizando todas as sete pecas do

Tangram sem que haja sobreposicao das pecas.

Figura 31 — Tangram de 7 Pecas

Fonte: site <https://br.pinterest.com/elizabethmaiabe/tangram/>

Figura 32 - Montagem de um Quadrado com o Tangram

4

Fonte: site <https://br.pinterest.com/elizabethmaiabe/tangram/>




6 Consideracoes Finais

Este presente trabalho mostrou um assunto de fundamentagao mateméatica que exerce
grande importancia nos Sistemas de Computagio e Eletronica Digital que é a Légica booleana e
foi elaborado para apresentar o seu uso no ensino basico através de tarefas que podem ser
aplicadas para um grupo de alunos para serem analisados e observados os seus posicionamentos.

Tais tarefas estao relacionadas com o desenvolvimento do raciocinio légico desses alunos.

Essas tarefas foram abordadas de uma forma simples e didatica para melhor compreensao
do aluno que durante as atividades terd o acompanhamento do professor. Vale ressaltar que o
estudo da légica matematica de uma forma geral é pouco abordada nos ensinos fundamentais e

meédio, logo esse trabalho foi desenvolvido para fins de estudo para alunos e professores.

Por meio desse sistema matemético de analise légica é possivel demonstrar teoremas e
obter respostas dentro de outras areas, ajudando assim a compreendé-las de maneira bastante
clara. Para este estudo foi necesséaria a abordagem de varios itens essenciais para o seu
esclarecimento, dentre estes, as definicbes de teoremas, os tipos de funcoes logicas e as

comparacoes com a algebra de conjuntos e o cdlculo proposicional modernos.

Foram também apresentadas demonstragoes de teoremas, obtencao de expressoes e

simplificagdo destas equagdes que sdo base para a explicacao das aplicagoes.

Finalizando o estudo foram trabalhadas trés aplicagbes envolvendo raciocinio légico
matematico na area da Fisica, Eletronica e Légica, focando sempre na utilizagdo da algebra

booleana.

Portanto, os objetivos principais no desenvolvimento deste trabalho consistem na
complementacdo do Mestrado em Matematica, na promocao de aulas que despertem o interesse
e estimulem a capacidade de raciocinio 16gico dos alunos no ensino bésico, além de propiciar um
rico texto como apoio as disciplinas da area de matematica ja existentes ou a serem oferecidas

pelo programa Profmat.

E importante ressaltar também, que este assunto complementa a formacio, tendo em

vista que este topico nao foi abordado no mestrado nem na graduacgao.

Diante da importancia desse assunto para a matematica e outras areas, sugere-se novas
pesquisas que destaquem a mesma natureza deste trabalho e que tratem especificamente da
l6gica matematica, uma vez que este estudo tem contribuicdo estrutural para o progresso das

areas de pesquisas cientificas.
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