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Resumo

O objetivo do presente estudo é propor a discussao e reflexao de possiveis abordagens
dos Numeros Reais na Educagao Basica, por meio da Histéria da Matematica, da
construcao do conjunto dos Numeros Reais e de uma extensao dos niimeros reais, os
Numeros Hiperreais. Exibiremos a construcao dos niimeros reais feita por Cantor, onde
cada numero real é definido como uma classe de equivaléncia de sequéncias de Cauchy
de niimeros racionais. Posteriormente, ¢é feita também a construcao dos ntimeros hiper-
reais a partir dos estudos publicados pelo matematico alemao Abraham Robinson. Além
das construcoes apontadas acima, o ultimo capitulo desta dissertagao analisa como o
conjunto dos ntimeros reais sao estudados na matemética do Ensino Médio de acordo com
as legislagoes vigentes no Brasil.

Palavras-chave: Historia da Matematica, Numeros Reais, Sequéncia de Cauchy,
Numeros Hiperreais.
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Abstract

The aim of this study is to propose a discussion and reflection on possible approaches to
Real Numbers in Basic Education, through the History of Mathematics, the construction
of the set of Real Numbers and an extension of the real numbers, the Hyperreal Numbers.
We will show Cantor’s construction of the real numbers, where each real number is defined
as an equivalence class of Cauchy sequences of rational numbers. Subsequently, the
construction of hyperreal numbers is also based on the studies published by the German
mathematician Abraham Robinson. In addition to the constructions mentioned above,
the last chapter of this dissertation analyzes how the set of real numbers is studied in
high school mathematics according to current legislation in Brazil.

Key-words: History of Mathematics, Real Numbers, Cauchy Sequence, Hyperreal
Numbers.
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Introducao

O tema desta dissertagao é “A Construcao de Cantor Dos Nimeros Reais e os Numeros
Hiperreais”, ou seja, temos como principal objetivo a construgao formal e detalhada dos
numeros reais pela perspectiva de Georg Cantor e também, como complemento, mostrar
a existéncia dos numeros Hiperreais. No entanto, antes de adentrar, de fato, no campo
das proposicoes e teoremas a cerca dos nimeros reais, outro aspecto se faz importante: a
Historia da Matematica.

J& sabemos que estamos num mundo em que grande parte das coisas que aqui existem
sao resultantes de forgas naturais desde tempo muito, entretanto, somente a partir de
alguns poucos milhares de anos, aceitamos o fato de que a raca humana passou a ser
capaz de modificar em profundidade a realidade ambiental, social, cultural e cientifica, ou
seja, “fazer historia’”.

O Capitulo 1 deste trabalho trata do surgimento e o desenvolvimento da nogao de
namero ao longo da historia, desde mais de 40 mil anos atras faziam marcas em madeira
e 0ssos como mecanismos de contagem. Mesmo sem intengao, ali ja se iniciava a nog¢ao
rudimentar de niimeros e aritmética.

Fato, é que verdadeiramente tudo comegou mesmo com a criagao de sistemas numeéricos
nas civilizacoes antigas. Desde a Mesopotamia, no sexto milénio a.C., no oeste da Asia,
ber¢o das primeiras plantagoes e cidades, passando pela Babilonia (regiao que hoje em dia
faz parte do Iraque), onde surgiram os primeiros registros de escrita e de Matematica, pelo
Egito Antigo onde o comércio e a taxacao de impostos requeriam um sistema numérico
sofisticado, e suas obras de construgao e engenharia dependiam de métodos de medida e
algum conhecimento de geometria e de algebra, pelos gregos que teriam introduzido um
tipo de Matemaética abstrata, até os tempos modernos onde no século XIX, a passou por
um processo de mudangas com relagao a sua fundamentagao e surgiu uma nova nocgao de
rigor, indo além da analise algebrizada dos séculos anteriores.

Foram varios os matematicos no século XIX que apresentaram construcoes dos nimeros
reais, entre eles: Karl Weierstrass, Charles Méray, Richard Dedekind e Georg Cantor. As
construcoes dos numeros reais mais difundidas foram as de Dedekind e a de Cantor.
Ambos construiram os niimeros reais a partir dos racionais seguindo, contudo, caminhos
diferentes.

George Cantor, nasceu em S. Petersburgo, de pais dinamarqueses, mas a maior parte
de sua vida passou na Alemanha. Doutorou-se em Berlim em 1867 com uma tese sobre
a teoria dos nimeros, mas suas contribui¢oes mais originais centram-se ao redor da
provocativa palavra “infinito”. As descobertas de Cantor tiveram grande impacto no
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mundo matematico de fins do século passado e comeco deste século.

Cantor seguiu o rumo das classes de equivaléncia de sequéncias de Cauchy de
ntmeros racionais, enquanto Dedekind utilizou conjuntos especificos de racionais que
foram chamados de Cortes de Dedekind.



Capitulo

O Surgimento e o Desenvolvimento da Nogao
de Numero ao Longo da Histoéria

H4 mais de 40 mil anos os humanos faziam marcas em madeira e 0ssos como
mecanismos de contagem. Ali ji se fazia presente, mesmo sem intenc¢ao, uma nogao
rudimentar de nimeros e aritmética. Mas a histéria da Matematica, de fato, s6 comecou
com a criagao de sistemas numeéricos nas civilizagoes antigas.

Figura 1: Osso de Ishango, desenvolvido por africanos 20 mil anos antes de Cristo, a partir do fémur
de um macaco babuino.

Fonte: https://cearacriolo.com.br/o-osso-de-ishango/

Um dos primeiros grandes exemplos nesta diregao que se pode citar surgiu no sexto
milénio a.C., na Mesopotamia, no oeste da Asia, berco das primeiras plantacoes e cidades.
Foi 14 que os sumérios desenvolveram, usando simbolos diversos para denotar quantidades
diferentes, marcas de contagem.

Figura 2: Sistema de contagem dos sumérios: o método das “pedras contas”.

S

1 10 3A.6500 35,000
cone bolinha grands grands wexfera eslera
COTIE cone perfurada

perfurado

Fonte: Patricia Aires Pedroza - Sistemas de Numeragao Antigos.
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Também por volta de 3.500 a.C, na Babilonia (regiao que hoje em dia faz parte do
Iraque), surgiram, em comum, os primeiros registros de escrita e de Matemaética. De
acordo com Roque (2012, pag. 2): “as primeiras formas de escrita foram motivadas
pela necessidade de se registrarem quantidades (...): contagem do rebanho, insumos
relacionados a sobrevivéncia e a organizacao da sociedade”.

Figura 3: Tablet Plimpton 322 que contém numeros de escrita cuneiforme.

Fonte: https://isaw.nyu.edu/exhibitions/before-pythagoras/items/plimpton-322/

Uma historia similar surge posteriormente com os antigos egipcios. O comércio e
a taxacao de impostos requeriam um sistema numérico sofisticado, e suas obras de
construcao e engenharia dependiam de métodos de medida e algum conhecimento de
geometria e de algebra.

As habilidades matematicas sofisticadas dos egipcios permitiram que essa civilizagao
observasse o céu para calcular e prever ciclos astrondémicos e sazonais e elaborar
calendéarios para o ano religioso e agricola. Além disso, na “Matematica Egipcia” da Idade
Antiga, o que se fazia estava relacionado também a problemas praticos: necessidades
administrativas, contagem, medicoes de terras etc.

As fontes indicam que, quando a Matemética comegou a ser praticada no
Egito antigo, ela também estava associada a necessidades administrativas. A
quantificagao e o registro de bens levaram ao desenvolvimento de sistemas de
medida, empregados e aperfeicoados pelos escribas, ou seja, pelos responséveis
pela administracao da sociedade. Estes profissionais eram importantes para
assegurar a coleta e a distribuicao dos insumos disponiveis, mas também pela
formagao de novos escribas. (ROQUE, 2012, p. 5)

O que se conhece atualmente sobre a Matematica egipcia deriva de textos limitados
como o papiro de Rhind, datado de aproximadamente 1650 a.C, que sao registros que
contém problemas e solugoes relacionados a regras de trés, fracoes, progressoes, equagoes
simples, calculo de areas e volumes.
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Figura 4: Papiro de Rhind.

Fonte: https://www.matematica.br/historia/prhind.html

Do século VII a.C em diante evidenciou-se o rapido aumento da influéncia da Grécia
antiga ao longo do Mediterraneo oriental e, com isso, os estudiosos gregos logo absorveram
as ideias matematicas dos babilonios e dos egipcios.

Por volta do século VII a.C.; o crescimento populacional e a dispersdo dos
gregos pela bacia do Mediterraneo deram origem a mais importante instituicao
da antiguidade grega, que foi determinante para a organizagao politica,
administrativa, religiosa e militar da Grécia durante os séculos V e IV a.C.
Trata-se da polis — a cidade-estado grega. (ROQUE, 2012, p. 50)

Ainda de acordo com Roque (2012, p. 50), o surgimento da polis se deu ao mesmo
tempo em que o cidadao passou a ter direito de reger sua cidade e, para isso, tornava-
se necessario estabelecer pardmetros, o que alimentava um gosto pela discussao. “A
controvérsia movimentava a polis grega e, como contribuia para vencer o debate, a
persuasao tornou-se uma habilidade bastante valorizada.” (ROQUE, 2012, p. 50). A
partir disso comecaria a existir um novo tipo de pensamento, influenciado pelo contexto
grego da época, em que esse pensamento, era baseado na argumentagao e na logica, sendo
os critérios de uma verdade estabelecidos por coeréncia.

Segundo Roque (2012, p.49), a historia tradicional conta que um dos primeiros
matematicos gregos que se tem registro na historia foi Tales de Mileto que viveu entre
os séculos VII e VI a.C. Entre os seus feitos destaca-se o calculo da altura de uma das
piramides do Egito utilizando as proporcoes entre sua altura e sua sombra. Em meados do
século V a.C desenvolveu-se a matematica pitagoérica que se ocupou em fazer a transicao
entre as épocas de Tales de Mileto e Euclides de Alexandria. Pitagoras, por sua vez, teria
introduzido um tipo de Matematica abstrata na Grécia. E dizer que houve uma transicao
do tipo de Matematica realizada pelos babilonios e egipcios, profundamente marcada por
calculos e algoritmos, para a Matemética tedrica, praticada pelos gregos, fundada em
argumentagoes consistentes e demonstragoes.
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Nas antigas civilizacoes muito se notava o desenvolvimento da Mateméatica motivada
pela resolucao de problemas com natureza pratica (ou aplicada), porém, na Grécia antiga,
na época de Euclides, existiu um primeiro processo de formalizacao e sistematizacao.
Houve preocupacao em criar uma estrutura logica coerente, baseada em postulados
e axiomas, defini¢coes, resultados-base e resultados subsequentes. Os resultados-base
viriam a partir dos axiomas, postulados e defini¢oes, e todos os resultados deveriam
ser verdadeiros, sem que houvesse contradi¢oes. Foi essa nogao de prova e rigor a maior
contribuicao dos gregos a Matematica.

Os Elementos, de Euclides, é o texto mateméatico completo mais antigo de que se tem
conhecimento e que recebeu essa influéncia do pensamento grego. Nele, a Matematica
passaria por um processo de abstragao e formalizagdo. Esta dividido em 13 livros (na
ordem): 6 de geometria plana, 4 de aritmética e 3 de geometria espacial. Pela primeira
vez a geometria estaria separada da aritmética.

Foram os gregos um dos primeiros povos a desenvolver a no¢ao de razao na Matematica
de maneira mais proxima daquela que é ensinada nos dias de hoje, visto que uma das
questoes com que lidavam os matemaéticos gregos daquela época era a de comparar
grandezas de mesma espécie, como dois segmentos de reta, duas areas ou dois volumes.

Em Avila (2001, p. 19) temos um exemplo de comparacao entre dois segmentos
retilineos AB e C'D, onde se esclarece que dizer que a razao AB/CD é o numero racional
m/n, significava para eles (e ainda significa para nos) que existia um terceiro segmento
EF tal que AB fosse m vezes EF e CD fosse n vezes esse mesmo segmento FF. Na
figura abaixo, ilustramos essa situagao com m = 8 e n = 5.

Figura 5: O significado geométrico da razao 8/5

A B
C D E F
} % % % % ! P
AB 8
CD 5

Fonte: do Autor

Utilizando-se dessa ideia de comparar grandezas, durante boa parte do século V a.C.
pensava-se que os niimeros racionais fossem suficientes para comparar segmentos de reta.
Isto é: “dados dois segmentos AB e CD, seria sempre possivel encontrar um terceiro
segmento E'F' contido um ntimero inteiro de vezes em AB e outro ntmero inteiro de vezes
em C'D, situagao esta que descrevemos dizendo que FF' é um submiltiplo comum de AB
e CD.” Avila (2001, p. 20)

De fato, essa é uma ideia muito razoavel, pois, se EFF nao serve, podemos imaginar
um segmento menor, outro menor ainda, e assim por diante. Nossa intuicao geométrica
parece dizer-nos que havera de existir um certo segmento FF', talvez muito pequeno, mas
que satisfaga os propositos desejados.

Ilustrando isso, Avila (2001, p. 20) traz, como a Figura 6 evidencia, uma situacdo na
qual o segmento EF' é bem menor do que o segmento de mesma alcunha na Figura 5.
E podemos ainda ir além: o segmento E'F pode ser tomado tao pequeno, a ponto nao
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serd mais possivel desenhé-lo, para nos convencermos, por meio da intuicao geométrica,
da possibilidade de sempre encontrarmos um submiltiplo comum de AB e C'D.

Figura 6: O significado geométrico da razao 29/26

I ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ]
i T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
I | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
i T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1

Fonte: do Autor

Assim, quando ha a possibilidade de se encontrar um submiltiplo comum EF dos
segmentos AB e C'D, este serao ditos comensuraveis.

No entanto, nao se pode afirmar que dois segmentos quaisquer sejam sempre comen-
suraveis. Ou seja, existem segmentos AB e C'D para os quais nao se pode determinar
um segmento E'F que sirva como unidade de medida cabendo, simultaneamente, em AB
e C'D um numero inteiro de vezes. Estes serao chamados segmentos incomensuraveis. A
descoberta de grandezas incomensuraveis na Antiguidade teria representado um momento
de crise no desenvolvimento da Matematica e uma ruptura com o modo de pensar sobre
ela.

Em Avila (2001, p. 20), é dito que foram os proprios pitagoricos os responsaveis pela
descoberta dessas grandezas incomensuraveis, provavelmente entre 450 e 400 a.C.; e, ao
que tudo indica, através de um argumento geométrico, tal qual o que apresentaremos
a seguir, demonstrando que o lado e a diagonal de um quadrado sao segmentos
incomensuraveis.

Figura 7: A incomensurabilidade entre o lado e a diagonal do quadrado

B
Fonte: do Autor

Na figura acima, esta representado um quadrado com diagonal 6 = AB e lado A = AC
Supondo que d e A sejam comensuraveis, pelo que vimos anteriormente, significa dizer
que deve existir um terceiro segmento o que seja submiltiplo comum de ¢ e A. Fagamos
agora a seguinte construgao: tracemos o arco C'D com centro em A e o segmento ED
tangente a esse arco em D, de sorte que AD = AC. Entao, nos triangulos retangulos
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ACE e ADE, os catetos AC e AD sao iguais e a hipotenusa AE é comum a eles. Logo,
sdo também iguais os catetos CE e DE (= BD).

Dalf,
0=AB=AD+ BD =X+ BD
e
AN=BC=BE+CE=DBE+ BD,
ou seja,
0=\+BD (1.1)
e
A= BE+ BD (1.2)

Como o segmento o é submultiplo comum de ¢ e A, concluimos, por (1.1), que também é
submultiplo de BD. Daqui e de (1.2) segue que também é submultiplo de BE. Provamos,
assim, que se houver um segmento que seja submultiplo comum de § = AB e A = AC,
entao o mesmo segmento o serd submiiltiplo comum de BE e BD, segmentos esses que
sao a diagonal e o lado do quadrado BDEF'. Ou seja, a mesma construgao geométrica que
nos permitiu passar do quadrado original ao quadrado BDEF pode ser repetida com este
tltimo para chegarmos a um quadrado menor ainda; e assim por diante, indefinidamente;
e esses quadrados vao se tornando arbitrariamente pequenos, uma vez que as dimensoes
de cada quadrado diminuem em mais da metade quando passamos de um deles a seu
sucessor. Dessa maneira, provamos que o segmento deverd ser submultiplo comum do
lado e da diagonal de um quadrado tao pequeno quanto desejemos. Evidentemente, isso
é um absurdo! Somos, pois, levados a rejeitar a suposicao inicial de que o lado AC e
a diagonal AB do quadrado original sejam comensuraveis. Concluimos, portanto, que o
lado e a diagonal de qualquer quadrado sao grandezas incomensuraveis.

No livro V de Os Elementos, consta a teoria das proporg¢oes de Eudoxo (matemético
e astronomo ligado a escola de Platao), com definigoes relacionadas a razao e propor¢ao.
Essa teoria nao classificava expressamente ntmeros em racionais ou irracionais, mas os
identificou corretamente e assim propods uma definicao para as proporc¢oes que viera
minimizar o transtorno que a descoberta do incomensuravel causou, pois essa defini¢ao
permitia a relacao entre duas grandezas, quer sejam elas comensuraveis ou nao.

Para Avila (2001, p. 25), hoje é facil perceber que a crise dos incomensuraveis seria
resolvida com a introducao, na Matematica, dos nimeros fracionarios e dos ntumeros
irracionais, mas os gregos tomaram outro caminho, criando um modo de falar em igualdade
de razoes mesmo no caso de grandezas incomensuraveis.

No entanto,

Com sua definicao de igualdade de duas razoes, Fudoxo constréi a teoria das
proporgoes, utilizando apenas os niimeros inteiros. Embora tenha sido uma
solugao genial da crise dos incomensuréaveis, ela atrasou por mais de mil anos o
desenvolvimento da Aritmética e da Algebra, pois subordinou essas disciplinas
aos estudos de Geometria, como retrata muito bem a exposicao feita nos
Elementos de Euclides. (AVILA, 2001, p. 26)

Com isso, somente a partir do século XIII a “matematica numérica” comeca a chegar
a Europa, vinda da India e da China por intermédio dos drabes. Trés séculos mais tarde
a Algebra comeca a se desenvolver, sobretudo na Italia, preparando o terreno para todo
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o desenvolvimento da Geometria Analitica e do Calculo no século XVII. E importante
ressaltar que o desenvolvimento mais recente da Matemética, sobretudo nos séculos XVII
e XVIII, se deu gracas a atitude dos matematicos, que nao se deixaram vencer pelas
dificuldades naturais da falta de uma teoria dos fundamentos.

Como dissemos ha pouco, os gregos, ao resolverem a crise dos incomensuraveis,
acabaram desviando-se do curso natural de evolucao da Mateméatica por se apegarem
a excessivos critérios de rigor. Ao contrario disso, seus colegas dos ultimos séculos nao
se ativeram tanto as exigéncias do rigor, por isso mesmo desbravaram e conquistaram
territérios consideraveis. (AVILA, 2001, p. 27)

A Matematica desenvolveu-se extensamente nos tempos modernos (isto é, a partir do
século XVI), até o inicio do século XIX, porém nao houve preocupacdo com as sutilezas
dos procedimentos rigorosos até mesmo por nao terem qualquer fundamentacao dos
diferentes sistemas numéricos, ou seja, trabalhavam livremente com os niimeros racionais
e irracionais, desenvolvendo todas as suas propriedades, sem que houvesse uma teoria
embasando esse desenvolvimento.

Antes do século XIX, todos os nomes que eram usados para designar estes
numeros exprimiam a dificuldade de se admitir sua existéncia. Eram usadas
designagoes de numeros “surdos” ou “inexprimiveis”’, para os irracionais,
quantidades “falsas”, “ficticias”, “impossiveis” ou “imaginarias”, para os nimeros
negativos e complexos. Isto mostra que estes ntimeros nao tinham uma
cidadania matematica e, em tltima instancia, nao eram sequer admitidos como
nameros. (ROQUE, 2012, p. 239)

Durante o século XIX, a Matematica passou por um processo de mudancas com relagao
a sua fundamentacao e surgiu uma nova noc¢ao de rigor, indo além da anélise algebrizada
dos séculos anteriores. A nova nocao de rigor trouxe a abstracao e a formalizagao para os
fundamentos da Matematica. Na verdade, em meados do século XIX, diversos problemas
matematicos da época conduziam a um questionamento sobre o que ¢ um ntmero real,
e como os racionais e irracionais se distribuem na reta. Antes deste momento, supunha-
se, de modo geral, que a reta continha todos os ntimeros reais, e nao havia preocupacao
de se definir este tipo de ntimero. No final do século XIX, surgiu a caracterizagao dos
numeros reais, onde nimeros irracionais foram incluidos formalmente e, também, a nocao
de conjunto.

E valido ressaltar que, além disso, a fundamentacdo dos ntimeros reais precedeu a dos
racionais, a dos inteiros e a dos naturais, diferentemente da ordem com a qual os nimeros
sao ensinados na educacao basica.

“E é interessante observar que a fundamentagdo desses sistemas ocorreu na
ordem inversa: primeiro foram organizados os numeros complexos, depois os
nimeros reais, os racionais, os inteiros e, finalmente, os nimeros naturais.”

(AVILA, 2001, p. 27)

Véarios mateméticos do século XIX apresentaram construcoes dos niimeros reais, entre
eles: Karl Weierstrass, Charles Méray, Richard Dedekind e Georg Cantor. Ao longo dos
proximos capitulos, veremos a construgao de Cantor.

As teorias dos nimeros reais que permaneceram foram as de Dedekind e a de Cantor.
Ambos construiram os niimeros reais a partir dos racionais seguindo, contudo, caminhos
diferentes. Cantor seguiu o rumo das classes de equivaléncia de sequéncias de Cauchy
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de numeros racionais, enquanto Dedekind utilizou conjuntos especificos de racionais que
foram chamados de Cortes de Dedekind.



Capitulo

Os Numeros Reais Segundo Cantor

2.1 Numeros racionais

O objetivo dos préximos capitulos é apresentar as construgoes dos ntmeros reais
feitas por Cantor e Dedekind. Antes, falemos um pouco sobre o conjunto dos niimeros
racionais, conjunto este que alicercou ambas as construgoes. Para tanto, admitiremos
aqui a familiaridade do leitor com as propriedades dos nimeros naturais e inteiros. O
apresentaremos como ¢é usual, ou seja, como um conjunto munido de duas operagoes
binarias gozando de axiomas que fazem dele um corpo, tendo como referéncia Guidorizzi
(2001).

Os ntmeros racionais (ou fracionarios) sao os numeros da forma a <+ b, onde a e b
sao numeros inteiros com b # 0. Costumeiramente, a divisao a < b é indicada por meio

a
da fragao 7 e o conjunto dos nimeros racionais é denotado por Q. Assim:
a
Q:{E:a,bez,b%o}.

. , a ~ - .. .
O termo racional provém do fato de — representar a razao ou proporcao entre dois inteiros

b
aeb.

Em Q sao definidas as operagoes binérias

+:QxQ—=Q
(g E>'_>g+f_ad+bc
b’ d b d  bd
(§]
2 QxQ—=Q

(a C) L 2.C_ ac
b d b d bd
denominadas, respectivamente, de adigao e multiplicacao.

. ~ a c _ -, . .
Diremos que as fracoes — e — sao iguais ou equivalentes sempre que ad = be.

b d
11
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O namero racional % ¢ dito nao-negativo se a-b € NU{0}. Sea-b e Nea #0,

a
entao 7 ¢ dito estritamente positivo.

Sejam r e s dois racionais: dizemos que r é estritamente menor do que s (ou que s
¢ estritamente maior do que r) e escrevemos r < s (respectivamente, s > 1) se existe
um racional estritamente positivo ¢ tal que s =7+t . A notagao r < s (leia  menor do
que ou igual a s) é usada para indicar que r < s ou r = s. A notacdo r > s (leia r maior
do que ou igual a s) tem o mesmo significado que s < r. Observemos que r nao-negativo
equivale a r > 0. Se s < 0, dizemos que s é nao-positivo e, se s < 0, dizemos que s é
negativo.

A quadrupla (Q, +, -, <) possui as seguintes propriedades:

Associatividade da adigao: (x + y)+ 2z = z+ (y + 2) para quaisquer x,y, z € Q.
Comutatividade da adigao: = + y = y + x para quaisquer x,y € Q.
Existéncia de elemento neutro da adicao: x + 0 = x para todo x € Q.

Existéncia do simétrico: Para todo racional x existe um racional y tal que
x4y = 0. Tal y ¢ denominado o simétrico de = e ¢ indicado por —z.

Associatividade da adigao: (z-y)-z =z - (y - z) para quaisquer z,y, z € Q.
Comutatividade da multiplicagao: x -y = y - x para quaisquer z,y € Q.
Existéncia de elemento neutro da Multiplicagao: x -1 = x para todo = € Q.

Existéncia do inverso: Para todo racional nao-nulo x existe um tnico racional y

1
tal que x -y = 1. Tal y é denominado o inverso de = e indicado por 2! ou —.
x

(D) Distributividade da multiplicacao em relativamente a adigao: = - (y + z) =
x -y + x -z para quaisquer z,vy, 2z € Q.

(O1) Reflexividade da relagao “<”: x < z para todo x € Q.

(O2) Antissimetria da relagao “<”: Se z,y € Q sdo tais que x < y e y < z, entdo
T =y.

(O3) Transitividade da relagao “<: Se z,y,z € QQ sdo tais que z < y e y < z, entdo
r < z.

(O4) Dicotomia da relagao “<”: Dados os racionais z e y, temos x < y ou y < x.

(OA) Compatibilidade da relagao “<” com a adigao: Sejam z,y € Q. Entao = <y
se, e somente se, r + z < y + 2z para todo racional z.

(OM) Compatibilidade da relagao “<” com a multiplicagao: Sejam z,y € Q. Entao
r <y se, e somente se, x - z < y - 2z para todo racional z > 0.

Em face das propriedades (O1) a (O4) a relagao “<” é dita uma relacao de ordem
total sobre Q.



Capitulo 2. Os Numeros Reais Segundo Cantor 13

OBSERVACAO 2.1 O elementos neutros da adicao e da multiplicagao em Q sao unicos.
De fato, se a e 8 sao elementos neutros da adi¢ao e da multiplicagdo, respectivamente,
temos

a=a+0=0 e pB=p-1=1.

OBSERVAGAO 2.2 Seja x € Q. Entao € unico o simétrico de x. De fato, se y e z sao
ambos simétricos de x, temos

y=y+0=y+@+2)=@y+z)+2z==
De modo andlogo verificamos que, se x € Q\ {0}, entao o seu inverso é inico.

OBSsERVAGAO 2.3 Seja K um conjunto qualquer com pelo menos dois elementos e
suponhamos que nesse conjunto K estejam definidas duas operacoes indicadas por + e
-, se a terna (K, +,-) satisfizer as propriedades (A1) a (A4), (M1) a (M4) e (D), diremos
que (K, +,-) é um corpo. Se, além disso, em K estiver definida uma relagio “<” de modo
que a quadrupla (K, +, -, <) satisfaca todas as 15 propriedades anteriormente listadas,
entao diremos que (K, +,-, <) é um corpo ordenado. Segue entio que (Q,+,-, <) é um
corpo ordenado.

2.2 Sequéncias de Cauchy de ntimeros racionais

Na secao anterior apresentamos os nimeros racionais e suas propriedades. No método
de Cantor, cada ntmero real é definido como uma classe de equivaléncia de sequéncias de
Cauchy de ntimeros racionais. Assim, primeiramente definiremos sequéncia de ntimeros
racionais, sequéncia de Cauchy e seguiremos a construcao dos niimeros reais por sequéncias
de Cauchy, conforme feita em Kemp (2014).

Definicao 2.4 Uma sequéncia de niimeros racionais (ou uma sequéncia racional )
¢ uma funcao x: N — Q. Para cada n € N, o valor z (n) € Q serd representado por x,, e

chamado de termo de ordem n da sequéncia x. A sequéncia x também serd representada
o

por (X1, T, ... Ty, ...) 0U (Tp),cy OU (Tn), ;-

Definigao 2.5 Dizemos que uma sequéncia (x,).., de nimeros racionais € uma sequén-
cia de Cauchy se, dado um nimero racional € > 0, é sempre possivel obter n. € N tal
que, sempre que m,n > N, temos |, — xr,| < .

Definigao 2.6 Uma sequéncia (z,,),., de nimeros racionais € dita convergente em Q
se existir L € Q tal que, para todo € > 0, existe n. € N tal que |z, — L| < € sempre que
n>ne.

O nimero racional L definido acima, se existir, ser4 chamado de limite da sequéncia
o0 . A . o0 . .
(x,,),_,. Neste caso, diremos que a sequéncia (z,), ., converge para L e indicaremos este

fato por x,, — L ou lim z, = L.
n—oo

Teorema 2.7 (Unicidade do Limite) Se (z,) -, ¢ wma sequéncia de mnimeros

racionais tal que r, — a e r, — b, a,b € Q. Entao a =b.
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Demonstracao: Para fins de contradi¢ao, suponhamos a # b. Deste modo, se
e =|a —b| /2, entao € > 0. Como x,, — a e x,, — b, existem ny,ny € N tais que

|z, — a| < & sempre que n > ny

|z, — b|] < & sempre que n > ns.
Seja n. = max {ny,ny}. Assim,
la —bl = |(a —zp.) + (Tn, = 0)| < |20, —a| + |zp, — b <e4+e=2c=]a—1

o que, evidentemente, ¢ um absurdo. Logo, a = b e o resultado segue. |

. L . 1
Exemplo 2.8 A sequéncia de nameros racionais (z,,),-, definida por z,, = — converge
n

para zero. De fato, dado ¢ > 0 em Q, seja n. inteiro com n. > —, (isto é possivel pela
€

propriedade arquimediana de Q). Assim, se n > n., entao

1

Ne

-
n

1
=—-< < €.
n

: ’

Para que (x,) ~, seja uma sequéncia de Cauchy, ¢ preciso que seus termos ,, e ,,
para valores suficientemente grandes dos indices m e n, estejam arbitrariamente proximos
um do outro. Ou seja, é imposta uma condi¢ao sobre os termos da propria sequéncia.
Uma sequéncia de Cauchy também é chamada sequéncia fundamental.

Notemos que existem pelo menos tantas sequéncias de Cauchy quantos sao os niimeros

. . . . . . N . o0
racionais, pois, qualquer que seja o nimero racional r, a sequéncia constante (r,),_, =
(ryr,...,7,...) & claramente de Cauchy.

Lema 2.9 Toda sequéncia de niumeros racionais convergente em Q € uma sequéncia de
Cauchy.

Demonstracao: Seja (z,,),-, uma sequéncia de nimeros racionais que converge para o
ntmero racional L. Neste caso, dado € > 0, existe n. € N tal que, sempre que n > n,

€ ., . -
temos |z, — L| < > Consequentemente, se m,n > n. sao nimeros naturais, entao

3

£
]xm—xn]:|(xm—L)—|—(L—:cn)\§|xm—L\+\:cn—L\§§+ =c

[\]

[e.e] 2 A .
e (zn),—; € uma sequéncia de Cauchy. |

Exemplo 2.10 Sejam a € NU{0} e (a,) -, uma sequéncia de algarismos, isto &,
a, €40,1,2,3,4,5,6,7,8,9} para todo n € N. Vejamos que a sequéncia (z,,), -, definida

recursivamente por
Qn,

T =a e xn+1:xn+w
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é uma sequéncia de Cauchy. Com efeito, dado o racional positivo €, como o conjunto
{10" : n € N} ¢ sabidamente um subconjunto superiormente ilimitado de Q, existe n. € N
tal que

1
10" > —. 2.1
: (2.)
Observemos que, se m > n, entao
Ap+1 Qm
"= Tn g 2 9.9
X Tn + 10n+1 + + 10m ( )
Consequentemente, se n > n., segue de (2.1) e (2.2) que
(pi1 Am 1
= Tn| = R R Qe 2.3
[em = nl = 007 T o < 70 S 7o <€ (2:3)

Como a desigualdade (2.3) é trivialmente verificada para m = n, concluimos que (z,), -,
¢ de Cauchy.

Uma sequéncia (z,,),-, de nameros racionais sera dita periédica se existem ng,p € N
tais que
Tn = Tn4p

para todo n > ng. E bem sabido que, se z € Q e

ay a2
r=at gttt
¢ a expansao decimal de z, entdo a sequéncia (a, )., de algarismos deve ser periodica.
Deste modo, o exemplo acima garante que nem toda sequéncia de Cauchy de nimeros
racionais converge em Q. De fato, tudo o que temos a fazer é fixar um inteiro nao-negativo
a e uma sequéncia nao periodica (a,) ., de algarismos e considerar a sequéncia (x,) .,
definida como no Exemplo 2.10.

Na construgao de Cantor dos nimeros reais, a ideia ¢ definir uma relagao de
equivaléncia “~” sobre o conjunto Cq das sequéncias de Cauchy de ntimeros racionais
e entdo definir o conjunto dos nimeros reais como sendo o quociente (Cy/ ~) e, a partir
dai, definir operagoes algébricas e ordenagao para as classes de equivaléncia determinadas.

2.3 Relacoes de equivaléncia e as sequéncias de Cauchy

Seja A um conjunto nao-vazio. Dizemos que um subconjunto R de A? = A x A define
uma relacao de equivaléncia em A se possui as seguintes propriedades:

(i) (a,a) € R, para todo a € A;
(i7) (a,b) € R= (b,a) € R;
(i73) (a,b),(b,c) € R = (a,c) € R.

Em lugar de tratar as relacoes de equivaléncia como subconjuntos de A2, as redefinimos
como sendo uma rela¢ao binaria em A (isto é, como uma relagao entre dois elementos de
A). Diremos que a esta relacionado com b se (a,b) € R. Desse modo as propriedades
acima sao reescritas como segue.
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Definicao 2.11 Seja A um conjunto nao-vazio. Uma relacdo bindria “~” sobre A € uma
relacdo de equivaléncia sobre A se

(i) a ~ a, para todo a € A (reflexividade),
(i7) a ~b= b~ a (simetria),
(17i) a~bebr~c= an~ c (transitividade).

As relagoes de equivaléncia sao de extrema importéncia. FElas permitem classificar
ou agrupar elementos de um conjunto A em subconjuntos contendo elementos ditos
equivalentes (ou relacionados entre si).

Definicao 2.12 Se A é um conjunto nao-vazio e ~ € uma relagao de equivaléncia em
A, entao a classe de equivaléncia de a € A € o conjunto

la) ={xr € A:x~a}.

Exemplo 2.13 No conjunto dos inteiros Z definimos a relacao ~ entre dois elementos
a,b € Z como a ~ b se, e somente se, —b é par. Como a —a = 0 é par, temos a ~ a. Se
a ~ bentdo a—b é par. Como — (a — b) = b—a é par, concluimos que b ~ a. Finalmente,
sea~beb~ c entdo a —b e b — ¢ sao pares. Como a —c = (a—c) + (c—b)
¢ par, obtemos a ~ c¢. Portanto, ~ é uma relacao de equivaléncia. Notemos que
0] =4...,-4,-2,0,24,..} e[1] ={...,—5,-3,—-1,1,3,5,...}. Desse modo, em Z a
relacao de equivaléncia ~ determina exatamente duas classes de equivaléncia: o conjunto
dos niimeros pares e o conjunto dos ntimeros impares.

Exemplo 2.14 Seja T o conjunto dos triangulos do plano e ~ a relagao de semelhanca
entre triangulos (isto é, tridngulos com angulos correspondentes iguais). Observamos sem
dificuldade que ~ é uma relagao de equivaléncia.

Definicao 2.15 O conjunto das classes de equivaléncia de uma relagao de equivaléncia ~
em A é chamado conjunto quociente de A com respeito a ~ e é denotado por (A/ ~).

Exemplo 2.16 No Exemplo 2.13, em Z é definida a relagao de equivaléncia: a ~ b < a—b
é par. O conjunto quociente é

(z) ~)=A[0],[1]} ={{...,—4,-2,0,2,4,...} ,{...,—3,—1,1,3, ...} }.
Definicao 2.17 Uma familia P de subconjuntos de X é uma particao de X se

(i) 2 ¢ P,

(i) UA=X,

AcP

(1i1) Se A,B€ P e A+# B entaio ANB = o.
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Exemplo 2.18 Seja X = {a,b, c}. Entao
{{a}, {b} ,{c}}, {{a, b}  {c}} e {X}
sao exemplos de particoes de X. Por outro lado,
{{a,b} 4By e}, {{a} {01} e {X, 2}
nao sao particoes de X.
Exemplo 2.19 Todo conjunto nao-vazio A admite as particoes triviais
Pr={{a}:ac A} e Py={A}.
Exemplo 2.20 No Exemplo 2.19, as partigoes triviais de A, P, = {{a}:a € A} e

P, = {A}, induzem, respectivamente, as relagdes R; e Ry dadas por

aRibsa=0 e aRsb < a,be A.

que fornecem os respectivos conjuntos quociente:

(A/Ry) = {{a} :a € A} e (A/Ry) = {A}.

Definigao 2.21 Dada uma sequéncia v = (z,,),_,, wma subsequéncia de = ¢ qualquer

restri¢io sua a um subconjunto infinito N' = {n; <---<mnp <---} de N. E comum
A . . . L. / 00
denotar a subsequéncia de x associada ao conjunto de indices N' por (x,,);—; ou (Tn),cpn -

Os conceitos desenvolvidas no contexto de sequéncias possuem analogos naturais no
ambito das subsequéncias.

Teorema 2.22 Se lim z,, = a, entdo toda subsequéncia de (z,) converge para a.
n—oo

Demonstragao: Seja (z,,);., uma subsequéncia de (z,). Como lim z, = a, entao,

n—oo
dado € > 0, existe n. € N tal que z,, € (a — ¢,a + ¢), para todo n > n.. Em particular,
Tn, € (a —¢e,a+¢), para todo ny > ny. Logo, klim Tp, = q. [ |
—00

Teorema 2.23 Se uma sequéncia de Cauchy (z,,),-, possui uma subsequéncia (T, )y,

que converge para a, entao lim x, = a.
n—oo

Demonstracao: Seja (z,, ), , uma subsequéncia de (z,,),, que converge para a. Entao,
dado £ > 0, existe k. € N tal que
€
|z, —al < 5» sempre que k> k..
Como (x,), -, ¢ de Cauchy, existe n. € N tal que

€
|zp — x| < 5» sempre que m,n > k..

Tomemos N. = max {ny_,n.} e fixemos k € N tal que ny > N.. Deste modo, se n > N,
entao

€ €
|:)3n—a|§|$n—xnk\+\xnk—a|<§+§:5,

ou seja, lim z, = a. [ |
n—o0
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Corolario 2.24 Se (x,) ", € uma sequéncia de Cauchy que nao converge para zero, entio
existem N,ng € N tais que |z,| > 1/N sempre que n > ng.

Demonstracgao: Para fins de contradi¢cao, suponhamos que, para cada k € N, o conjunto

{rewnc(50)}

seja infinito. Neste caso, existe uma sequéncia crescente (ny),-, de nimeros naturais tal

que
c 11
Ty, k> L )

para todo k € N. A sequéncia (z,,),., assim obtida converge para 0 e, portanto, do
Teorema 2.23, x,, — 0, o que sabemos nao ser possivel. Logo, existe N € N tal que

1 1
{RGN.I‘HE (—N,N)}
1 1
no—lzmax{nGN:an <_N’N)}

o resultado segue. ]

¢ finito. Fazendo

Corolario 2.25 Se (x,).", ¢ uma sequéncia de Cauchy de termos ndao-nulos que nao
~ — o0 . )e A -
converge para zero, entao (x,;1) " também é uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragao: Se (z,),-, ¢ uma sequéncia de Cauchy que nao converge para 0, segue
do Corolario 2.24 que existem um racional ¢ > 0 e ny € N tais que |z,| > ¢ sempre que
n > ng. Por outro lado, dado € > 0, existe V. € N tal que

| T — 2,| < c*e sempre que m,n > N.,.

Fazendo n. = max {ng, N.} e tomando m,n > n., temos

_ T — T <&:€
| Zm| [0l c

1 1

TIm  Tp

e o resultado segue. [

Teorema 2.26 A relagcao ~ definida no conjunto Cqo das sequéncias de Cauchy de
nUMeros racionals por

(xn);'ozl ~ (yn)ff’:l & lim (2, —y,) =0

n—o0

¢ uma rela¢ao de equivaléncia.
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Demonstragao: Sejam = = (x,) -, ¥ = (Yn),—q € 2 = (2,),, sequéncias em Cgp.

e Reflexividade: Como x,, —x,, = 0 para todon € N, x — x é a sequéncia identicamente
nula. Logo, x —x — 0ex ~ .

e Simetria: Suponhamos = ~ y. Entao x,, — y, — 0. Assim
lim (y, —x,) = lim — (2, —y,) = — lim (x, —y,) =0
n—oo n—oo n—oo

e, portanto, y ~ x.

e Transitividade: Suponhamos que x ~ y e y ~ 2. Isto significa que x, —y, — 0 e
Yn — 2n — 0. Dado € > 0, existe ny € N tal que

€
|Tn — yn| < 3 sempre que n > ny.
Do mesmo modo, existe ny € N tal que
€
[Yn, — 20| < 5 sempre que 7 > ng.

Seja n. = max {ny,ns}. Entao para todo n > n., temos
5

7~ °

19
[Zn — 2n| = [(Tn — Yn) + (Yn — 20)| < |20 = Yn| + Y0 — 20| < b +
Portanto, x, — z, — 0, isto é, x ~ z. |

Definigao 2.27 Uma sequéncia (), de nimeros racionais é dita limitada se existe
L > 0 tal que |z,| < L para todo n € N.

Teorema 2.28 Toda sequéncia de Cauchy de nimeros racionais € limitada.

o0 A

Demonstracao: Seja (x,),_; uma sequéncia de Cauchy de ntmeros racionais. Para
e = 1 existe n; € N tal que

|z, — x,| < 1 sempre que m,n > ny.
Assim, se m > nq, temos
Zm| = [(Tm = Tny) = Ty | <@ — 2y |+ [0, | < T+ |20, |-

Fazendo L = max {|z1|,...,xn,_1,1 + |2,]}, 0 resultado segue. |

o0 A

Teorema 2.29 Sejam (x,).—, € (Yn),o, sequéncias de Cauchy de nimeros racionais.
(1) (@n + Yn)pe, € de Cauchy.
(i) (Tn - Yn)rey € de Cauchy.

(iit) Se (yn),—, nao converge para 0 ey, # 0 para todo n € N, entdo (z,/y,),—, € de
Cauchy.



2.3. Relagoes de equivaléncia e as sequéncias de Cauchy 20

Demonstragao: (i) Dado € > 0, seja n. € N tal que
€
0 = 20l [ — 9] <  sempre que n > n..
Assim, se n > n., temos

[(@m + Ym) = (@0 + yn)| = [(@m — T0) + (Ym — Yn)]

<S4t
2 2 7

[e.9] 2

isto é, (xn + Yn),—, € de Cauchy.
(17) Segue do Lema 2.9 e do Teorema 2.28 que existe L > 0 tal que |z,|, |y,| < L para
todo n € N. Dado € > 0, seja n. € N tal que

3

m -~ 4n|> m — Yn| < =7
[#m = nl [Ym = Yn| < 57

sempre que n > n.. Assim, se n > n., temos

|$mym - xnyn‘ = |$m (ym - yn) + Yn (l‘m - $n>|
< @m| [Ym — Yn| + |yl |20 — 4]

£ 5
<L—+L—
2L + 2L
=ec.
e (z,y,),~, ¢ de Cauchy.
(43i) E uma consequéncia imediata do item (ii) acima e do Corolario 2.25 |

Teorema 2.30 Sejam (x,).~; € (Yn),—, sequéncias de nimeros racionais.
(1) Sex, >a€Q ey, —beQ, entao

lim (z, +y,) =a+b.
n—o0

(17) Sex, > a€Q ey, > beQ, entao

lim (x, - y,) =a-b.
n—oo

(i13) Sex, »a€Q ey, —beQ\ {0}, entio

I T a
1m — = —.
n—oo \ Yy, b

(iv) Se (x,),~, € limitada e y,, — 0, entdo

lim z,y, = 0.
n—oo
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Demonstragao: (i) Dado € > 0, seja n. € N tal que

|z, —al, |y, — 0] < % sempre que n > n..

Assim, se n > n., temos

(@0 + yn) = (a+b)| = [(zn — a) + (yn — D)
|20 — al + |yn — af
9
—+

<
<
2

:g"

DO ™

isto é, x,, + ¥, — a+0.

(17) Segue do Lema 2.9 e do Teorema 2.28 que existe L > 0 tal que |z,,| < L para todo
n € N. Dado € > 0, seja n. € N tal que

3

|zp —a|<8 e |y, —bl < ——
2 (14 [b])

2L
sempre que n > n.. Assim, se n > n., temos
|Inyn - abl = |$n (yn - b) + b (xn - CL)|
< |arn| |y — b + !bl |70 — al

< L + 1l 7

2(1+ o)
§+_:
-2 2
Isto mostra que z,y, — ab.

(4ii) E suficiente mostrar, em virtude de (i), que 1/y, — 1/b. Suponhamos b > 0.
Dado € > 0, existe n. € N tal que

C (b b
|y, — b] < min g ( sempre que n > n,.
Em particular, se n > n., temos
b b
n=b—(b—y,) >b—|b—y,| >b— ===
Y (b—yn) 2 b—1[b—yn b
Logo,
L1 |b=ya| _lya—bl _0%/2 _
Yn b ynb | b /2

sempre que n > n.. Isto mostra que 1/y, — 1/b. O caso em que b < 0 ¢ analogo.
(iv) Seja L > 0 tal que |z,| < L para todo n € N. Dado € > 0, seja n. € N tal que
€
lYn] = |yn — 0] < 7 sempre que n > ne.
Assim, se n > n., temos

£
[#nn] = laal lya| < L7 =e¢

e Ty, — 0. [ |
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2.4 O corpo dos nimeros reais

A secao precedente estabeleceu a fundagao que nos permitira estabelecer o conjunto
dos ntimeros reais.

Definicao 2.31 O conjunto dos ntimeros reais ¢ o conjunto quociente

R=(Cq/ ~).

Notemos que o conjunto dos niimeros racionais @Q pode ser identificado como um
subconjunto de R através da correspondéncia

reQe[r] eR,

onde [r] é a classe de equivaléncia da sequéncia constante (r,r,r,...).
E necessario estabelecer a estrutura algébrica de R. Para isso, definiremos entre as
classes de equivaléncias as operacoes de adi¢ao e multiplicacao e uma relagao de ordem.
Sejam x = (x,),2 1, U = (Up)rry, Y = (Un)roy € U = (vy),—, sequéncias de nameros
racionais tais que
T~u e Y~

Consideremos as sequéncias

[e.e]

w+y=(wn+yn)2°:1,U+U=(un+vn)§§il»w'y=(fcn~yn)§§o:1 ey = (UnVn)p_y-

Comoz ~uey~ v, temos lim (z, —u,) = lim (y, —v,) = 0. Assim, do Teorema 2.30,
n—oo n—oo

(Tn + Yn) — (Un +v,) = (0 — up) + (Y — vp) = 0

e

TnlYn — UnUp = Tp (Yn — V) + Up (T — up) — 0
Isto mostra que [x + y] = [u + v] e que [z - y] = [u - v] e nos permite conceber a definigao
a seguir.

Definicao 2.32 A adicao e¢ a multiplicacao sdao as operacoes bindrias definidas,
respectivamente, por

+:RxR—=R
([z]. [y]) = [z +y]

cRxR—=R
([z]. [y]) = [z Y]

Teorema 2.33 O conjunto R dos nimeros reais, equipado com as operacoes de adi¢ao e
multiplicagao definidas acima, € um corpo.

Demonstracao: Sejam t = [(t,,),— ], u = [(un);—], v = [(vn)7e,] € R.
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e Associatividade da adigao.

Notemos que

[e.e]

(t+u) +

[(tn + un)n ]+ [(vn)
[((tn + un) +Un) 1
[(tn + (un + vn))5y]
[(
t

+ (u+v).
e Existéncia do elemento neutro da adigao.

Seja 0 = [(0,0,0,...)]. Entdo,

t+0= [(tn + O)Zozl] = [(tn)oo ] =t.

n=1

e Existéncia do elemento simétrico.

Seja —t = [(—t,).~,]. Neste caso,

t+(=t) = [(tn + (—tn)o2,] = [(0,0,0,...

e Comutatividade da adigao.

Notemos que

n=1

tn) ] [(un + Un)n 1]

=0.

ttu=[(tn+un)ply] = [(un +ta)py] =u+t.

A segunda igualdade decorre do fato de o conjunto dos niimeros racionais ser um corpo e

a ultima decorre apenas da definicao da adicao em R.
e Associatividade da multiplicagao.

Notemos que

¢ Existéncia do elemento neutro da multiplicagao.
Seja 1 =1[(1,1,1,...)]. Entao
t-1= [(tn ) 1)00 ] = [(tn>00: ] = t.

n=1

e Comutatividade da multiplicagao.
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Notemos que
teu=[(tntn)2y] = [(Untn)2y] = u-t.

A segunda igualdade decorre do fato do conjunto dos ntimeros racionais ser um corpo e a
ultima decorre apenas da definicao da multiplicacao em R.

e Existéncia do elemento inverso.

Se t € R\ {0}, segue do Corolario 2.24 que existe uma sequéncia (t,), ., tal que ¢, # 0
para todo n € Ne t = [(t,)7",]. Fazendo t~' = [(¢,'),",], temos

n

teth = [(tat,") ] = [(1,1,1,.. 0] = 1.
e Distributividade da multiplicacao em relagao a adigao.

Notemos que

t(utv) =[(tn (u+v,)),2,]

[( nln + tn Un)n 1]
[(tntwn)ne] + [(Envn) iy
t-

u+t-v.

2.5 Ordem nos reais

Apos mostrar que (R, +,-) é um corpo, o proximo passo consiste em mostrar que R
¢ um corpo ordenado, isto é, que existe uma relagao de ordem < em R que respeita as
operagoes de corpo. Definiremos o conceito de uma sequéncia positiva e de niimero real
positivo.

Definigao 2.34 Uma sequéncia de Cauchy de mimeros racionais (x,),., € dita positiva
se existem inteiros positivos M e ng tais que, se n > ng entao x, > 1/M. Se s € R,
dizemos que s € um nimero real positivo se existe uma sequéncia positiva (s,),, de
nimeros racionais tal que s = [(sy,).—,]. Dados dois nimeros reais s,t, dizemos que s €
maior do que ¢ (alternativamente, t € menor do que t), e representaremos este fato
simbolicamente por s >t (alternativamente, t < s), se s —t é positivo.

Notemos que, deste modo, dizer que s € R é positivo é o mesmo que afirmar que s > 0.

O préximo resultado assegura que, se uma classe de equivaléncia é positiva, entao
todas as sequéncias que a ela pertencem sao positivas. Em outras palavras, garante que
a relacao < é bem definida.

Teorema 2.35 Sejam © = (x,),, €y = (Yn)re, sequéncias de Cauchy de nimeros
racionais. Se x € positiva e x ~ 1y, entao y € positiva.
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Demonstragao: Sejam ng, M € N tais que x,, > 1/M sempre que n > ng. Como x ~ y,
Tn — Yn — 0 e, portanto, existe my € N tal que

1

>mo = |z — Y| < ———.

Fazendo Ny = max {ng, mo} observamos que, se n > Ny, entao

(20 = ) 2 &0 — |2 =yl > ~ ! !
n—=Tn = \Tp —Yn) =2 Tp — |Tpn — Yn v - .
v v IE N T MM ) T M1

e o resultado segue. ]
Teorema 2.36 A relaciao < € transitiva.

Demonstracao: Sejam x = [(@,),- 1],y = [(Un)rrq] 2 = [(2n)5;] € R tais que z < y e

n—=

y < z. Neste caso, existem M, ng € N tais que

1
Yn — Ty Zn — Yn > i sempre que n > ng.

Assim, sempre que n > ng, temos

( )+ ( )>—2>—1
Zn — In = \Zn — Un n — In
G M~ M

e, consequentemente, r < z. ]
Teorema 2.37 Sejam t,u,v € R. Set > u, entaot+v > u+ v.

Demonstracao: Denotando t = [(t,),—,], u = [(uy),—,] € v = [(vy),—,], como t > u, isto

é,t —u >0, existem ng, M € N tais que

1
tn — u, > — sempre que n > ny. (2.4)
M
Mas
tn — Up = (tn +vn) — (U + v,) para todo n € N. (2.5)
Segue de (2.4) e (2.5) que (t+v) — (u+wv) >0, isto é, t +v > u + v. [

Teorema 2.38 Sejam t,u,v € R, v#0. Set > u, entaot-v>u-vsev>0et-v<u-v
se v < 0.

Demonstracao: Facamos ¢ = [(t,),—,], v = [(un),—,] e v = [(vn),—]. Se v > 0, existem

n=1 n=1
no, M € N tais que .
by — Up, Uy > 7 Sempre que n > ng.

Dai, se n > ng, temos
1

tnUn — UnUy = (tn — Up) Uy > el
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e, portanto, t-v > u-v. Se v < 0, segue do Teorema 2.37 que 0 = v+(—v) < 0+(—v) = —v.
Neste caso existem ng, M € N tais que

1
th — Up, —Up > i sempre que n > ng.
Dai, se n > ng, temos
1
M2
e, portanto, t - v < u - v. |

UV — tpp = (tp — Up) (—vy,) >

Teorema 2.39 R tem a propriedade arquimediana, isto €, dados os nimeros reais
positivos x ey, existe m € N tal que mx > y.

Demonstracao: Denotemos = = (z,),., € ¥y = (Yn),—,- Como z,y > 0, segue do
Corolario 2.24 que existem N, ng € N tais que

1
Ty Yn > N sempre que n > ng.

Por outro lado, sendo (z,),~; € (yn),—, sequéncias de Cauchy, existe M € N tal que
|Yn| s |2n| < M para todo n € N. Assim, se n > ng, fazendo m = 2M N, temos

1 1
— M < 2M = m—
N<yn< < mN<mxn

e, portanto,
mx, —y, > M sempre que n > nyg.

Isto mostra que
mr —y = [(mxn - yn)zo] > 07

como desejado. |

Teorema 2.40 (Tricotomia) Sejam z,y € R. Entao uma, e apenas uma, das trés
sequintes possibilidades ocorre:

ouxr <yY,ouxr =1y, ouy <.

Demonstragao: Mostremos inicialmente que, de todo modo, pelo menos uma das trés
opgoes ocorre. De fato, dados x,y € R ou z = y, ou = # y. Caso valha a igualdade,
entao nada hé a verificar. Caso contrario, se ()., € (yn), -, sdo sequéncias de Cauchy
de nameros racionais tais que x = [(x,),—;] € ¥y = [(yn),—,], entao estas sequéncias nao
sao equivalentes com respeito a relagao ~ e, portanto, © —y = [(z,, — yn),—,] # 0. Logo,
existem um racional ¢ > 0 e uma sequéncia crescente (m,,) -, de nimeros naturais tais
que
Ty, = Yma| > €.

Como (x,)7"; € (yn),—, sdo sequéncias de Cauchy de nimeros racionais, existe n. € N tal
que
£

g
’$n_xm’<_ € |yn_ym|<4

4
sempre que m,n > n.. Por outro lado,

T, = Ymn, =€ OO0 Ty — Y, < —E.
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(¢) Suponhamos que Zp,,. — Ym,. > €. Neste caso,

€
Tn — T, > —

4

para todo n > n., ou, equivalentemente,

€
Tn > Tm,. —

4

para todo n > n.. De modo anélogo concluimos que

3

_n>_m R
y yns 4

para todo n > n.. Logo, se n > n., entao
€
4

Tn — Yn > Ty, — Z — Ymu, — = ($mns o ymns) -

Isto estabelece que x = [(x,)72,] > [(yn)7—,] = v

n=1 n=1

(¢¢) Suponhamos que Zp,,. — Ym,. < —¢. Neste caso,

R

Ty — Ty, <

para todo n > n., ou, equivalentemente,

€
Tn < T, + 4_1

para todo n > n.. De modo anélogo concluimos que
€

_n<_m
y yn5+4

para todo n > n.. Logo, se n > n., entao

3

€
Tn = Yn < T, T Z — Ym,, T Z_l = (Zlfmns - ymns) +

DO ™

Isto estabelece que x = [(x,) ] < [(yn)rey] = v-

n=1 n=1

Provaremos agora que x = y, x < y e x > y nao podem ocorrer simultaneamente.

Sejam (), € (yn),—, sequéncias de Cauchy de nimeros racionais tais que x = [(z,,),~ ]
ey = [(yn)oiy]-

Suponhamos que z = y e x > y ocorram simultaneamente. Segue do fato de que x > y
que existem um racional positivo d e ny € N tais que,

Tn — Yn > d sempre que n > nj.
Por outro lado, como x = y, segue que z,, — y, — 0. Dessa forma, existe ny € N tal que,

|zp, — yn| < d sempre que n > ns.
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Tomando ng = max {ny,ny}, inferimos que, se n > ny, entao
Tpn—Yn>d € Ty —yp <d.

A Tricotomia em Q assegura que as desigualdades nao podem ser simultaneamente
satisfeitas.
De modo analogo verificamos que nao ocorre x = y e x < y simultaneamente.
Finalmente, suponhamos que x < y e y < z sejam simultaneamente validas. Segue de
r < y que existem um racional positivo d; e n; € N tais que

Yn — T, > di sempre que n > nq.
Por outro lado, segue de y < = que existem um racional positivo dy e ny € N tais que
Tp — Yp > do sempre que n > no.
Fazendo ng = max {ny,ny}, inferimos que, se n > ng, entao
0= (Yp —xn) + (Tp — yn) > dq + da,

contradizendo o fato de que o racional d; + dy deve ser positivo. [ |

Definicao 2.41 Sejam x,y € R. Diremos que x ¢ menor do que ou igual a y, e
representaremos este fato simbolicamente por x <y, se x <y ou xr =Y.

Teorema 2.42 A relacio < define uma relagao de ordem total sobre R.

Demonstragao: e Antissimetria. Sejam x,y € R tais que
z <y e y<ux

Se fosse © # y, da definigdo da relagao < teriamos z < y e y < x, contradizendo a
tricotomia em R. Logo, = =y.

e Reflexividade. Segue imediatamente do fato de que x = = para todo x € R.
e Transitividade. Dados z,y, z € R, notemos que

r=yey=z2=>r==2
r<yey=2=>r<z
r=yey<z=>r<z
r<yey<z=>x<z

Isto mostra que, em todo caso, se x <y ey < z, entao x < z.

O fato de < ser uma ordem total é uma consequéncia imediata da tricotomia [ ]
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2.6 A completude de R

Seja A C R um conjunto nao-vazio. Dizemos que A é superiormente limitado se
existe b € R tal que b > z, para todo z € A. Um tal b é dito ser uma cota superior
de A. Analogamente, dizemos que A é inferiormente limitado se existe a € R tal que
a < x, para todo x € A. Um tal a é dito ser uma cota inferior de A. Diremos ainda
que A é limitado se for limitado superior e inferiormente e que é ilimitado quando nao
¢é limitado, isto é, quando nao é superiormente limitado ou quando nao é inferiormente
limitado.

Suponhamos que A C R seja nao-vazio e superiormente limitado. Um nimero real o
sera dito um supremo para A se cumpre, simultaneamente, as seguintes condicoes:

(1) o é uma cota superior de A;

(7i) se b é cota superior de A, entdo o < b.

O supremo de um conjunto superiormente limitado A, quando existe, sera denotado por
sup A. Analogamente, se A C R é nao-vazio e inferiormente limitado, diremos que um
numero real ¢+ ¢ um infimo para A se cumpre, simultaneamente, as seguintes condic¢oes:

(7) ¢ &€ uma cota inferior de A;

(7i) se a é cota inferior de A, entao a < ¢.

O infimo de um conjunto inferiormente limitado A, quando existe, serd denotado por
inf A.

OBSERVACAO 2.43 O supremo de um conjunto nao-vazio A C R, quando existe, € inico.
Com efeito, suponhamos que existam o1,09 € R, tais que ambos sejam supremos de A.
Assim, usando o fato de o e o9 serem cotas superiores de A, obtemos o1 < 09 € 09 < 07.
Portanto, pela tricotomia, o1 = 05. De modo andlogo concluimos que o infimo de um
subconjunto nao-vazio de nimeros reais, quando existe, € unico.

O objetivo principal desta secao é estabelecer a completude de R ou, em outras
palavras, assegurar que conjuntos nao-vazios e superiormente (inferiormente) limitados
de ntimeros reais possuem supremo (infimo).

Definicao 2.44 Dado r € R o mddulo (ou valor absoluto de r) é o nimero real

—r, ser <0,
T, ser > 0.

7| = max {—r,r} = {

Consideramos agora, em R, uma importante classe de subconjuntos seus denominados
intervalos. Sejam a,b € R, com a < b. Chamamos de intervalos limitados os seguintes
subconjuntos:

(i) (a,b) ={x €eR:a<z<b}
(1) [a,b) ={z €R:a <z <b};
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(17i) (a,b] ={r € R:a < x < b};
() [a,b) ={r eR:a <z <b}
(v) la,a] = {a}.

Dizemos que o comprimento de todos os intervalos acima é b — a. Chamamos ainda de
intervalos ilimitados os seguintes subconjuntos:

(vi) (a,400) = {z €R: 2 > al};
(vii) [a,4+00) ={xr € R:x > a};
(viii) (—o0,a) ={z € R:z < a};
(iz) (—o0o,a] = {r € Rz < a};
() (=00, +00) =R.

Os intervalos (i), (vi) e (viii) sdo ditos intervalos abertos. Os intervalos (iv), (v),
(vii) e (ix) s@o ditos intervalos fechados, sendo o intervalo (v) comumente chamado
de intervalo degenerado. Os intervalos (ii) e (ii7) sdo ditos intervalos semi-abertos
(a direita e a esquerda, respectivamente). Finalmente, é usual chamar R de intervalo
total.

OBSERVACAO 2.45 Sejam r,a € R. Sao equivalentes as sequintes afirmagoes:
() |a| <.
(17) a € (—=r,r).

De fato,
la| <re —a<rea<re -—r<aea<rsac(—nrr).

Analogamente, |a| <1 < a € [—-r,r].

Dizemos que um subconjunto nao-vazio X de nimeros reais é denso em R se todo
intervalo aberto (a,b) de R contém algum ponto de X, isto é, se a,b € R sdo tais que
a < b, entao existe x € X tal que a < x < b.

Teorema 2.46 Q ¢ denso em R.

Demonstracao: Sejam = = [(z,),— ],y = [(yn);—;] € R tais que z < y. Sejam Neste
caso, existem d € Q, d > 0, e ng € N tais que,

Yn — T, > d sempre que n > nyg.

Por isso, podemos escrever

Yn — Tn d
S > 5 sempre que n > ng.
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Logo, inferimos que

Yn — Tn d d
2 41
Isto significa que
y—x d
> — = h. 2.6
5> (2.6)

Como R é Arquimediano, existe n € N tal que y < nh. De z < y, obtemos x < nh. Seja
X={meN:x<mh}CN.

Acima, vimos que n € X e, portanto, X # &. Pelo Principio da Boa Ordem, X possui
um elemento minimo p. Seja r = ph. entao

r<ph=r (2.7)
e a minimalidade de p em X garante que
(p—1)h <z (2.8)
Consequentemente, de (2.6) e (2.8), temos
r:ph:(p—l)h+h§m+h<x+%<m+y—x:y. (2.9)
De (2.7) e (2.9) o resultado desejado segue. |
Corolario 2.47 Dadosr € R e e > 0, existe um nimero racional q tal que |r — q| < e.
Demonstracao: A densidade de Q em R assegura a existéncia de g € Q tal que
qge(r—e,r+e).
Neste caso, temos

r—e<qg<r-+e¢

ou, equivalentemente,
—e<qg—r<e.

Segue daqui que
—e<r—q<e,
ou seja,
|T - Q| <g,

como desejado. |

As nogoes e resultados estabelecidos no contexto de sequéncias de nimeros racionais
sao facilmente adaptados para o contexto de ntimeros reais. Para evitarmos repeticoes
desnecessarias, tais conceitos e resultados serao diretamente utilizados neste novo
contexto.
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Corolario 2.48 Seja (uy,),-, uma sequéncia de Cauchy de numeros reais. Entdo, existe
a € R tal que u,, — a.

Demonstracao: Segue do Corolario 2.47 que, para todo n € N, existe um ntmero
racional a,, tal que

[un, — an| < —.
n

00 .

Vejamos que a sequéncia (a,),_, assim definida é uma sequéncia de Cauchy. Dado € > 0,
segue da propriedade arquimediana de R, que existe N, € N tal que

1<
Ne

Wl M

Como (uy),-, ¢ de Cauchy, existe M, € N tal que

€
[t — up| < 3 sempre que m,n > M,

Entao, contanto que n,m > n. = max { N, M.}, temos

| — an| = [(@m — Um) + (Um — Up) + (Un — @)
S |um - am| + |um - un| _I' |un - CLn|
<€—I—€+€—5
33 3 7

Logo, (a),-, ¢ uma sequéncia de Cauchy de nimeros racionais e, portanto, representa
o namero real a = [(a,),~,]. Devemos mostrar que u,, — a — 0, mas isto ¢ praticamente

, .~ [o'e) . . ,
construido na defini¢do de (u,),_,. Para ser preciso, para cada n € N, seja a,, o niimero
racional [(an,a,,ay,...)]. Entdo, evidentemente, a, — a. Mas, |u, —a,| < 1/n por

construcao e, portanto, u, — a, — 0. Segue daqui que u,, — a. [

Definigao 2.49 Uma sequéncia (x,),., de nimeros reais é dita nao-decrescente
(respectivamente crescente) se x, < x,.1, para todo n € N, (respectivamente x,, < =1,
para todon € N). De modo andlogo definimos sequéncia nao-crescente (respectivamente,
sequéncia decrescente).

Uma sequéncia (xn)zozl de ntmeros reais é dita monotona se é crescente, decrescente,
nao-crescente ou nao-decrescente.

Definigao 2.50 Uma sequéncia (,):.

n=

¢ >0, tal que |z,| < ¢, para todo n € N.

. de nmimeros reais, diz-se limitada se ewiste

O seguinte resultado relaciona sequéncias mondétonas e limitadas com sequéncias de
Cauchy em R.

Teorema 2.51 Se (x,),_, € uma sequéncia mondtona e limitada de nimeros reais, entao
(z,)7—, € uma sequéncia de Cauchy em R.
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Demonstragao: Consideremos que (z,).., seja monoétona nao-decrescente. Como
(z,,),~, ¢ limitada, existe a > 0 tal que z,, < a, para todo n € N. Assim,

@ <zy<--<z,<---<a

Suponhamos, por absurdo, que (z,),.; nao seja uma sequéncia de Cauchy. Isto significa
que existe € > 0 tal que para qualquer que seja nyg € N, podemos encontrar m,n € N,
com n > m > ng tais que

Ty — Ty = |y — Ty > €.

Em particular, para ng = 1, existem my,n; € N com n; > m; > 1 tais que
Tpy — Ty = €.

Para ng = ny, obtemos moy,ns € N com ny > mo > nq tais que
Tpy — Ty = €.

Para ng = ng, podemos encontrar ms, n3 € N, com n3z > ms > no tais que
Tpg — Ty = €.

Procedendo deste modo, obtemos sequéncias (my),-, € (ng),., de nimeros naturais, tais
que, para todo k € N,

N1 > Mpr1 >N € Ty — LTy, > €. (2.10)

k

Fazendo inducao em k, vejamos que
T, = Ty + ke, para todo k € N.

Seja
X ={keN:x, >z, +ke}.

Notemos que 1 € X em decorréncia de (2.10). Agora, seja k € X. Dai, de (2.10) e do
fato de (x,,).~, ser nao decrescente, temos

Ty = Trmgyy +E€= (Imk+1 —xnk)+xnk+52xnk+52xm1+ke+5:xml+(k+1)5.

Isto prova que k + 1 € X e, do Principio de Inducdo, X = N. A luz da propriedade
arquimediana, podemos tomar ky € N de modo que

koe > a — Ty, -
Por isso, podemos escrever
Ty = Ty + koe > Xy, + 0 — x4y, = a.

Deste modo, existe pelo menos um elemento de (z,) -, que ¢ maior do que a. Isto
contradiz o fato de que z,, < a, para todo n € N. Portanto (z,) -, é uma sequéncia de
Cauchy de nimeros reais. A demonstragao para os outros casos possiveis de sequéncias

mondétonas é analoga. [

Relacionando sequéncias monotonas e limitadas com convergéncia, temos o seguinte
corolério.
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Corolario 2.52 Se (z,);", € uma sequéncia mondtona e limitada de mimeros reais,
entao € também uma sequéncia convergente.

Demonstragao: Pelo Teorema 2.51, (x,).~, ¢ uma sequéncia de Cauchy em R. Dali,
como toda sequéncia de Cauchy de nimeros reais ¢ convergente, inferimos que (z,,),~; ¢
convergente. ]

[e.e] A

Teorema 2.53 (Teorema da Conservacao do Sinal) Seja (x,,),_, uma sequéncia de

numeros reais. Se lim x, = x e x # 0, entao existe ng € N tal que, se n > ng, entdo x,
n—oo

e x possuem o mesmo sinal.
Demonstragao: Se x > 0, fazendo € = /2 segue que existe ny € N tal que

T, € (x —e,x +€) sempre que n > ny.

Neste caso,
x
O<=—=x—c<ux,
2
para todo n > ng. Se x < 0, fazendo ¢ = —x/2 segue que existe ny € N tal que
T, € (r — e,z + ¢) sempre que n > ng.
Neste caso,
x
Tp < XT+E= E < 0.
para todo n > ny. |

Corolario 2.54 Sejam (), € (yn),—, sequéncias de nimeros reais que convergem para
x ey, respectivamente. Se existe Ny tal que x, < vy, para todo n > Ny, entao v < y.

Demonstracgao: De fato, como z, — y, — x — y, se fosse z > y, terfamos x —y > 0
e, consequentemente, pelo Teorema da Conservacao do Sinal, existiria ng € N tal que, se
n > ng, entao r, — vy, > 0, o que, evidentemente, é uma contradicao. |

[e.9] A

Corolario 2.55 Sejam (u,),.; wma sequéncia de nimeros reais que converge para u e
c € R. Se existe Ny tal que u,, < c (respectivamente, u, > c) para todo n > Ny, entdo
u < ¢ (respectivamente, u > c).

Demonstragao: Fazendo u, = z, e y, = ¢ (respectivamente, u, = y, € T, = ¢) no
corolario anterior, o resultado segue. [

Corolario 2.56 Seja (z,),_, wma sequéncia mondtona convergente e seja
X ={z,:neN}
o conjunto dos seus termos. Entao

lim z, =sup X
n—oo

[e.9] - ~
se (xy),_, € nao-decrescente e

lim z, = inf X
n—oo

se (zn),—, € nao-crescente.
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Demonstragao: Seja ¢ = lim x,. Suponhamos que (z,),, seja monétona néao-
n—oo

decrescente. Para fins de contradicao, suponhamos que x nao seja uma cota superior
de X. Neste caso, existe ny € N tal que

T < Tp,
e, consequentemente, se n > ng, temos
z <z,
Seja d = (x + x,,) /2. Entéo
r<d<zp <y
e, do Corolario 2.55, obtemos

d<z= lim z,
n—oo

o que, obviamente, é uma contradigao. Logo,  é uma cota superior de X. Suponhamos,
novamente para fins de contradicao, que exista a < x tal que a seja cota superior de X.
Fazendo € = (x — a) /2, segue da convergéncia de (z,,),—, que existe n. € N tal que

Ty € (r—e,x+¢)

e, sendo assim, temos, em particular

r+a
2

a < =1 — ¢ < T,, sempre que n > ng

e isto é uma contradicao. Logo, tal cota superior nao existe e x = sup X. O caso em que
(z,,),~, € ndo-crescente é analogo. |

O resultado a seguir, sera ttil para provarmos que todo subconjunto de R nao-vazio e
limitado superiormente admite supremo.

Teorema 2.57 Sejam (x,).~; € (Yn),—, duas sequéncias de nimeros reais tais que

(i

) (zn)22, € mondtona nao-decrescente;
(17) (yn) € mondtona nao-crescente;
)
v)

(191) Ty < Yn, para quaisquer m,n € N;

(i

Entao, existe um tunico nimero real que pertence a todos os intervalos [Tm,,y,], com
m,n € N.

dado € > 0, existe ng € N tal que para todo n > ng, temos y, — x, < €.

Demonstracao: As hipoteses do teorema nos garantem que (x,)..; € (Yn), ., S80
sequéncias mondtonas e limitadas (de fato, para todo n € N, temos z; < z, < 7,41 <
Yni1 < Yn < y1), € isto nos assegura a convergéncia de ambas em R. Do Corolario 2.56
inferimos que

lim z, =z =sup{z, : n € N} e lim y, =y = inf {y, : n € N}.
n—oo

n—oo
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Segue de (7i1) que, x,, < y,, para quaisquer m,n € N e, portanto, do Corolario 2.54,
temos
z < y.

Notemos que nao pode ocorrer z < y. De fato, pelo item (iv), se isto ocorrese, fazendo
e = (y—x) /2> 0 existiria ny € N tal que para todo n > nyg, teriamos

y—x
5 .

Yp — Tp < € =

Dai, usando o Corolario 2.54 novamente, concluiriamos que

y—x
2

yn—xn—ﬂ/—iUSS:
o que, evidentemente, seria um absurdo. Logo, x =y e

Tm < x < y,, para todo m,n € N.

Além disso, se a < x, entdo a nao é cota superior de {z, : n € N} e, portanto, z,, > a
para algum n € N e a ¢ [x,,y,]. Do mesmo modo, se b > x, entdo b ndo é cota inferior
de {y, : n € N} e, portanto y,, < b para algum m € N e b ¢ [x,,,y,]. Isto encerra a
demonstracao. [ ]

Estabelecemos agora o resultado central desta secao

Teorema 2.58 Seja X um conjunto nao-vazio e superiormente limitado de mimeros
reais. Entao, o supremo de X existe em R.

Demonstracao: Seja y; uma cota superior de X e seja r; € R tal que x; nao seja cota
superior de X. Notemos que x; < ;. Designemos por y, o menor entre os nimeros

Y1+

n
2
que seja cota superior de X e por xo 0 maior entre os niimeros e

Y1+
2

x

que nao seja cota superior de X. Observemos que

Y1+ Y1+
Yo= T = Ty =T1 € y2:3/1:>372:—2 -
Em ambos os casos, temos
Y1 — 1
y2—1‘2=T e 11 <1<y <.

Denotemos por y3 o menor entre os nimeros

Y2 + 22

9 Y2
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que seja cota superior de X e por x3 o maior entre os niimeros

Yo + Lo

T2
2
que nao seja cota superior de X. Observemos que

:y2+x2
2

Yo + To

= T3 = T2 €  Y3s=Y2=>T3= 5

Ys

Em ambos os casos, temos

Yo — To :y1—$1
2 22

Y3 — T3 = e 21 <2< w3<ys <Yz < Yr.
De modo geral, supondo definidos

TG S a0 < <Xy <Yy <o Sy Sy

com
=1
Yn — Tn = on—1
sejam 1/,,,1 O menor entre os nimeros
Yn + Tn

que seja cota superior de X e por x,,; 0 maior entre os nimeros

Yn + Tn
‘/ETL
2
que nao seja cota superior de X. Observemos que
Yy _’_In Y +ZE
y”+1:nT:>xn+1:xn € yn+1:yn:>$3:%.

Em ambos os casos, temos

Yn — Tp :y1_$1
2 2m

Ynt+1 — Tpg1 = T < S Tpg1 < Ypp1 S0 Sy

A s 00 . . , . ~ A e 00
A sequéncia (y,),_,, como foi construida, ¢ mondtona nao-crescente e a sequéncia (x,),_,
monotona nao-decrescente. Além disso, observamos que x,, < y,, para quaisquer m,n € N

1<z <a3 < <2, <y <o < yz <o <y <y, para todo n € N.

Finalmente, dado € > 0, como

B0, (i = ) = 0, o

existe ng € N tal que
Yn — Tp < €, SEMPre que n > nyg.
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Sao satisfeitas, portanto, as hipéteses do Teorema 2.57, o que nos permite concluir que
existe um tdnico ntmero real k que pertence a todos os intervalos [x,,y,], para todo
n,m € N. O nimero real k£ é o supremo de X. De fato, qualquer que seja x € X, tem-se
x < yp, para todo n € N (pois y, é cota superior de X). Passando ao limite, quando
n — 00, obtemos x < k, isto é, k é cota superior de X. Suponhamos, agora, que exista

s < k que seja cota superior de X. Assim, k — s > 0. Como lim z, = k, existe n; € N,
n—oo

tal que, para todo n > n;, temos
|, —k|<k—s=>s—k<z,—k<k—s=>s<uz,<2k-—s.

Logo, s < z,, para todo n > n;. Dessa forma, x < x,, para todo z € X e n > n; (pois,
s é cota superior de X). Isto significa que x,, é cota superior de X o que é um absurdo
uma vez que nenhum dos termos da sequéncia (), ¢ cota superior de X. Isto assegura
que k =sup X. ]

Um resultado analogo para o infimo pode ser estabelecido mutatis mutandis.



Capitulo

Uma Extensao dos Numeros Reais: Os
Numeros Hiperreais

Ao fazer os seguintes questionamentos: “Existe um nimero maior que zero que seja
menor do que todo nimero real maior que zero?” ou “Existe um ntmero maior que zero
que seja maior do que todo niimero real maior que zero?” surge uma grande duavida e
quem conhece os nimeros reais, e imagina a reta dos ntimeros reais, tende a responder
com “nao’ as duas perguntas. Mas, se um ntimero maior que zero ¢ muito pequeno, tipo
0, 000000001, vocé sempre pode dividi-lo em duas partes iguais e obter um nimero menor
ainda. E se um nimero maior que zero é muito grande, tipo 200.000.000.000, vocé sempre
pode multiplicid-lo por 2 e obter um nimero maior ainda.

Desde 1961 todo estudante de matemaética ja pode criar um sistema numérico no
qual a resposta as duas perguntas é “sim”. Nesse ano, o matematico alemao Abraham
Robinson publicou uma série de artigos cientificos sobre “Anélise nao Padrao” ou “Anélise
Nao-Standard” e entrou para a histéoria. Ha milénios os mateméticos perseguem essa
ideia de “um nimero infinitamente pequeno”; no século XVII, por exemplo, Leibniz a
usou com sucesso para criar sua versao do célculo diferencial e integral a ideia dos
numeros infinitesimais quando pretendia chegar tao perto do zero quanto se queria. Varios
matematicos interpelaram Leibniz pessoalmente ou por carta para criticar suas ideias e
exigir uma explicagao do que seriam as tais “quantidades infinitamente pequenas”, como ele
chamou esses niimeros magicos, menores que qualquer ntmero real possivel e imaginavel.

Naquela época, nao havia conceitos matematicos aos quais pudesse recorrer para
justificar sua intuicao. Abraham Robinson encerrou a discussao ao mostrar que, com as
ferramentas da logica formal moderna, qualquer pessoa pode criar um sistema numérico
no qual haja niimeros positivos menores do que qualquer ntimero real positivo, e nimeros
positivos maiores do que qualquer ntimero real positivo. Robinson chamou tais sistemas
de “sistemas numéricos hiperreais”.

Nesse novo sistema definiu-se como infinitésimo um ntmero maior que zero que seja
menor que qualquer niimero real positivo e infinito como um niimero maior que zero e
maior que qualquer numero real maior que zero. A criagao dos numeros hiperreais faz uso
de sequéncias reais de um modo diferente do que era usado na época, pois a preocupagao
de Abraham Robinson nao era com a convergéncia delas, mas como cada sequéncia poderia
representar um numero real standard e um ntimeros real nao-standard, que seriam uma

39
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extensao do primeiro conjunto. O corpo de sequéncias a valores reais identificaria cada
ntmero real com uma sequéncia constante cujas entradas sao o préprio ntimero.

Vamos considerar o conjunto das sequéncias a valores reais, que serd denotado por
RY, com a adicio e multiplicacdo feitas termo a termo. Claramente, se somarmos
ou multiplicarmos duas sequéncias a valores reais termo a termo conseguiremos outra
sequéncia a valores reais, o que nos permite falar que o conjunto RY é um conjunto fechado
com relacao a essas duas operacoes. Do mesmo modo, toda sequéncia a valores reais tem
um inverso aditivo. Basta tomarmos o inverso aditivo de cada entrada da sequéncia. Deste
modo, o conjunto RY forma um anel comutativo com identidade. Porém se quisermos
verificar se 0 nosso conjunto é um corpo (o que seria conveniente), esbarramos no problema
dos divisores de zero, pois podemos ter duas sequéncias nao-nulas cujo produto é nulo.
Considere, por exemplo, as sequéncias a = (0,1,0,1,0,...) e b= (1,0,1,0,1,...). Entao,

ab=(0-1,1-0,0-1,1-0,...) = (0,0,0,0,...).

Deste modo, RY nao seria um corpo.
Para resolver esse problema foi desenvolvida uma teoria (a dos nimeros hiperreais).
Primeiramente é necessario introduzir a nocao de ultrafiltro livre.

Definigao 3.1 Um filtro U sobre um conjunto nao-vazio J € um subconjunto de P (J),
o conjunto das partes de J, satisfazendo as sequintes propriedades:

(1) o ¢U;
(1i) Se A,B €U, entao AN B € U (propriedade da intersec¢ao finita);
(1ii) Se AeU e AC B C J, entao B €U (propriedade de superconjunto).

Seja U C P (J) um filtro.

e A condigao (i77) acima garante que J € U.
e O conjunto Uy = UU {2} é denominado filtro improéprio.
e Dizemos que U é um filtro principal se existe £ C J, E # &, tal que

U={XCP(J):EcCX}.

Caso contrario, dizemos que U ¢é nao-principal;

Dizemos que U ¢é livre se [y, X = &;

Dizemos que U é maximal se U nao é subconjunto de qualquer outro filtro sobre
J.

Exemplo 3.2 Seja J um conjunto infinito. Dizemos que A C J é cofinito se o seu
complementar A€ é finito. Se U é a familia de todos os subconjuntos cofinitos de .J, entao
U é um filtro. De fato,

e O ¢ U pois @° = J ¢ infinito;
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e Dados dois conjuntos cofinitos A e B, segue das Leis de De Morgan que
(AUB) = A°N B¢

Como A€ e B¢ sao finitos, o mesmo ocorre com A°N B¢. Logo, AU B é cofinito, ou
seja, AUB € U;

e Sejam AU e BC J. Se AC B entao B¢ C A€ e, sendo A€ finito, concluimos que
B¢ é finito e, portanto, que B é cofinito e, sendo assim, um elemento de U.

Definigcao 3.3 Um filtro U serd chamado ultrafiltro sobre J se, para todo A C J temos
AeJou A e J.

Posteriormente veremos que os ultrafiltros sao os filtros maximais.

Definigcao 3.4 Um ultrafiltro U sobre J serd chamado livre se ele nao contém subcon-
Juntos finitos de J.

O lema abaixo garante que, dado qualquer ultrafiltro U sobre J e qualquer colegao
finita de subconjuntos disjuntos de J cuja uniao é J, resulta que exatamente um desses
subconjuntos devera pertencer ao ultrafiltro.

Lema 3.5 Seja U um ultrafiltro sobre J e seja {Ai,..., A} uma colegao finita de
subconjuntos dois a dois disjuntos tal que |JA; = J. Entao existe um tnico i tal que

i=1
A el.

Demonstracao: Vejamos que existe ¢ € {1,...,n} tal que A; € U. Para fins de
contradicao, suponhamos que U nao contenha nenhum dos subconjuntos Ai,..., A,.
Entao, U precisa conter o complementar de cada um deles, ou seja, os conjuntos AS, ..., AS

estao em U. Portanto, U contém a interseccao desses complementares dada por
AiNn--NAS =(AU---UA) ' =J =g,

o que contradiz claramente o fato de @ nao pode pertencer a U. Logo, U contém um dos

conjuntos Ai, ..., A,. Agora suponhamos que U contenha A; e A; com ¢ # j. Entao U
precisa também conter A; N A;. Porém, A; e A; sao disjuntos, ou seja, A, N A; = T e
@ ¢ U. Logo, U pode conter apenas um dos subconjuntos Ay, ..., A,. [ |

O lema a seguir mostra que qualquer filtro pode ser estendido a um ultrafiltro. Basta
utilizarmos o Lema de Zorn para provar a existéncia de um filtro maximal e depois disso
verificarmos que esse filtro maximal satisfaz a propriedade de ultrafiltro.

Lema 3.6 Sejam J um conjunto nao-vazio e U C P (J) um filtro sobre J. Entdao U pode
ser estendido a um ultrafiltro F sobre J.
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Demonstracao: Vejamos, inicialmente a existéncia de um filtro maximal (no sentido da
inclusdo) que contém U. Para tanto, consideremos o conjunto ¢ dos filtros sobre J que
contém U. A colecao ® é claramente nao-vazia pois U € ®. Considerando sobre ¢ a
ordem parcial definida pela inclusao, seja {F;},.; uma cadeia em ®. A cadeia {F;},.; ¢
um subconjunto totalmente ordenado de ®. Afirmamos que o conjunto

g=UZx
iel

é um limitante superior da cadeia. De fato, como @& ¢ F; para todo i € I (pois cada F;
é um filtro), concluimos que @ ¢ G. Similarmente, para todos A € G, temos A € F; para
algum i € I. Entao, para todo B C J tal que A C B, temos B € F; C G, 0 que assegura
que G possui a propriedade de superconjunto. Por ultimo, sejam A, B € G. Assim,
existem 7,5 € I tais que A € F; e B € F;. Como {F;},.; ¢ uma cadeia, podemos supor,
sem perda de generalidade, que F; C F;. Entao A, B € F; e, portanto, AN B € F; C G,
garantindo que G possui a propriedade da intersecao finita. Inferimos, assim, que G é um
filtro em ® que é, claramente, um limitante superior para a cadeia {F;} Segue entao
do Lema de Zorn que ¢ possui um elemento maximal F.

Finalmente, vejamos que o filtro maximal F encontrado é um ultrafiltro. Para isso,
devemos verificar que, para todo X C J, ou X € F ou X¢ € F. Seja X C J e suponha
que F nao contenha nem X e nem X¢ Entao existe Ag € F tal que AN X = & pois,
caso contrario,

i€l

Fo=FU{XNA:AecF}

seria um filtro que contém JF propriamente, o que violaria a maximalidade de F.
Similarmente, deve existir By € F tal que By N X¢ = &. Pela propriedade da intersecao
finita devemos ter Ag N By # &. Mas isso é impossivel pois Ao C X e By C X. Logo F
precisa conter X ou X¢. [ |

A existéncia de ultrafiltros livres (que néo contém subconjuntos finitos de J) segue
imediatamente do lema anterior. Basta tomar o filtro consistindo de todos os conjuntos
cofinitos (cujo complementar ¢ finito) e estender a um ultrafiltro. Como esse filtro nao tera
conjuntos finitos e o ultrafiltro resultante contém esses conjuntos ou seus complementares,
o ultrafiltro maximal resultante podera ser formado apenas por conjuntos infinitos, o que
¢ uma condi¢ao para termos um ultrafiltro livre.

Agora precisamos juntar a ideia de ultrafiltro livre vista até aqui e as sequéncias de
nimeros reais que representarao os numeros hiperreais. Para isso, nds precisamos saber
quando igualar duas sequéncias criando uma relacao de equivaléncia.

Mas quando duas sequéncias serao iguais? Quando o conjunto dos indices dos termos
iguais (que é um subconjunto dos nimeros naturais) formar um conjunto grande (todos
exceto por uma quantidade finita de termos).

Para completar ¢ primordial entendermos que justamente os subconjuntos grandes
de N serao o ultrafiltro procurado, em relagao ao qual definiremos abaixo a equivaléncia
modulo ultrafiltro.

Definigao 3.7 (Equivaléncia Médulo Ultrafiltro) Dados um ultrafiltro livre U sobre

A : . u
N, e sequéncias a,b € RY, definimos a relacio = por

albes{neN:a,=b}ecll.
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Vejamos que a relacao acima definida é, de fato, uma relagao de equivaléncia:
e Reflexividade: Tomando uma sequéncia a € RY, observamos que
{neN:a,=a,} =NeU
e, portanto, a “ a.
e Simetria: Para quaisquer sequéncias a e b em RY tais que a “ b, temos
{neN:a,=0b,}€lU.

Contudo
{neN:a,=b,}={neN:b, =a,}

e, portanto, b Y.

e Transitividade: Sejam a,b,c € RY tais que a “pebZ e Entio os conjuntos
Ny = {neN:a,=0b,} e Ny = {neN:b,=c,} s@o ambos elementos de U.
Notemos que, se n € N; N Ny, entao a, = ¢, e, portanto

(NyNNy) c {neN:a, =c,}

e, da proprieade de super conjunto, {n € N: a, = ¢,} € U. Logo, a Yeea relacao

u .
= é transitiva.
Denotaremos a classe de equivaléncia da sequéncia a por [a].

Definigao 3.8 O conjunto dos numeros hiperreais (moédulo U) é o conjunto
quociente Hy = (RN/ g). O conjunto R pode ser visto como um subconjunto de Hyy,

pela identificagdo do nimero real v com a classe [r] = [(r,r,7,...)].

Desejamos definir, agora, as operagoes de adicao e multiplicacao que farao deste
conjunto um corpo.

Lema 3.9 As correspondéncias
([2],[y]) € Hy x Hy — [2]+[y] = [z +y] e ([z],[y]) € Hy xHy = [2]-[y] = [z - y]
estao bem definidas sobre Hy,.

Demonstragao: Devemos mostrar que as correspondéncias em questao nao dependem

da escolha dos representantes das classes. Sejam w, z,y,z € RY tais que « Ywe Y “.
Isso significa que Ny = {neN:w, =z,} e U e Ny = {neN:y, =2,} € U. Entao,
pela propriedade da intersecao finita, sabemos que N; NNy € /. Sejam

Nys={neN:z,+y,=w,+ 2.} e Ny={neN:z, y,=w, 2,}.
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E evidente que
(Nl M Ng) C Ng e (Nl N NQ) C Ny.

Segue da propriedade de super conjunto que N3, Ny € U e, consequentemente,
w—irygx—l—z e w-ygx-z,
como queriamos mostrar. |

Dito de outro modo, verificamos que dados (a,);~,, (bn);—, € RY, temos

[(an)fle] + [(bn)fﬂ] = [(an)fle + (bn)qomo:l] = [(an + bn)zo:ﬂ

[(an);ozl] : [(bn)zozl] = [(an);ozl : (bn)le] = [(an - bn)zozl] .

Nosso proximo passo é verificar que (Hy, +, ) é um corpo.
Teorema 3.10 (Hy,+,-) € um corpo.

Demonstragao:
e Associatividade da adigao.

Sejam [a] , [b], [¢] € Hy. Assim,
([a] + [b]) + [c]

(an +0n); 2] + [(cn) 2]
((an +bn) + cn)pzy]
(
(

an + (bn + cn))p)]
)] + [(bn + cn)pZy]
a] + ([o] + [c])

[
[
[
[
=

e a adicao é associativa.
e Existéncia do elemento neutro da adigao.
O elemento neutro da adicao é [0]. De fato, se [a] € Hy, entao
[0] + [a] = [(0 + an), ] = [(an);24] = [a]
e Existéncia do elemento simétrico.

E evidente que, se [a] = [(a,)o",] € Hy, entdo o seu simétrico serd — [a] = [—a] =

(a2
e Comutatividade da adicao.
Dados [a], [b] € Hy, temos
@) + 0] = [(an + b)) = (b + a)2,) = 1] + [a)

e a adicao é comutativa.
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e Associatividade da multiplicagao.

Sejam [a], [b], [c] € Hy. Assim

([a] - [B]) - [e] = [(@n - bn)pzy] - [(€n) 2]
= [((an - bn) - cn)p’y]
= [(an - (bn - cn))ozy]
= [(an)nzy] - [(0n - €n) 2]
= |

al - (6] - [¢])

e a multiplicagao é associativa.
e Existéncia do elemento neutro da multiplicagao.
O elemento neutro da multiplicacao ¢ [1]. De fato, se [a] € Hy, entéao
[1] - fa] = (1 an)p2y] = [(an)2y] = la].
e Comutatividade da multiplicagao.

Dados [a] , [b] € Hy, temos

e a adigao é comutativa.
e Existéncia do elemento inverso.
Seja [a] = [(an),—,] € Hy \ {[0]}. Neste caso
No={neN:a,=0}¢U.
Contudo, sendo U um utrafiltro, temos
Ng={n€eN:a,#0} €lUU.
Seja (z,,),-, a sequéncia de ntmeros reais definida por

- 0, sen € Ny,
" a,' seneN.

Entao
Ng={neN:a,z, =1}
e, consequentemente, se x = (), temos
[a] - [a] = 1.

e Distributividade da multiplicacao em relagao a adigao.
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Sejam [a], [b], [¢] € Hy. Entao

[a] - (18] + [e]) = [(@n)nzy] - [(br + cn)pZy]
= [(an (bn + Cn))ff:l]
= [(anbn + ancn),)]
= [(anbn>7ozo:1] + [(ancn)io:ﬁ
= [a] - [b] + [a] - ]
Isto conclui a prova de que H; ¢ um corpo. |

Definicao 3.11 (Ordem Modulo Ultrafiltro) Dados um ultrafiltro livre U sobre N, e
u

sequéncias a,b € RY, definimos a relagcao < por

u
a<be{neN:a,<b,} €U.

u u
Notemos que, se a, b, c € RY sdo tais que a = b < ¢, entdo a < c. De fato, se
Ny={neN:a,=0,} e No={neN:b, <c,},
entao Ny, N, € U e, consequentemente, Ny "Ny € U. Se n € N; NNy, entao

an:bn SCTH

ou seja,
a, < ¢, para todo n € Ny N Ns.
Logo,
(NyNNy)c{neN:a, <c¢,} =N3
u ' u oy
e, consequentemente, N3 € U e a < ¢. De modo anélogo verificamos que, se a < b = c,
u

entao a < c.
Podemos entao considerar a relcao em < em H, definida por

()] < [(n)20] & (00)2) < (B)

n=1 n=1 n=1 n=1"

Vamos mostrar abaixo que a relagao < definida acima constitui uma ordem total sobre
Hy,.

e Reflexividade: Seja [a] € Hy. Entao,

N={neN:a,<a,} €U

u
e, por conseguinte, a < a e [a] < [a].
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u
e Antissimetria: Sejam [a],[b] € Hy tais que [a] < [b] e [b] < [a]. Assim, a < be

u
b < a de onde segue que
Ny={neN:qa,<b,},No={neN:b, <a,} €U.

Logo Ny NNy € U e, se n € Ny N Ny, entao, pela tricotomia em R,

an = b,
Dai
(NIHNQ) C{nEN:an:bn}:Ng
e, sendo assim, N3 € U e a £ b, isto &, [a] = [b].

e Transitividade: Sejam [a], [b], [c] € Hy,, tais que [a] < [b] e [b] < [¢]. Assim,
Ny={neN:q,<b,},No={neN:b, <c,} €U.
Logo Ny NNy, € U e, se n € Ny N Ny, entao,
a, < by, e b, <ec,.
Da transitividade da relagao < em R concluimos entao que
a, < c,, para todo n € Ny N Na.

Dalf,
(NlﬂNg)C{RENIGHSCn}:Ng

u
e, sendo assim, N3 € U e a < ¢, ou seja, [a] < [c].

Vejamos, agora, que a relagao < em H, define sobre este conjunto uma ordem total.
Para isso, consideremos [a], [b] € Hy, e

No={neN:a, <b,}.

Pela maximalidade do ultrafiltro ¢/, inferimos que ou Ny € & ou Nj € U. Se Ny € U,
entdo [a] < [b]. Se N§ € U, entao

Ng={neN:b,<a,} C{neN:b, <a,}

e, deste modo,
{neN:b, <a,}elU

o que implica em [b] < [al.

Resta-nos mostrar de forma rigorosa a existéncia de ntimeros infinitos e nimeros
infinitesimais. Para isso, introduziremos a notagao Ry para o conjunto dos nimeros
hiperreais standard, que é a imersao de R em Hy,. Similarmente, N;; denota a imersao
de N em Hl;;. Definiremos abaixo o que sao os nimeros infinitos e infinitesimais.
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Definicao 3.12 (Nameros Infinitos e Ntimeros Infinitesimais) Um nidmero hiper-
real nao-negativo [A] € Hy, € dito infinitesimal se [a] < [n]™" para todo [n] € Ny e € dito
infinito se [n] < [a] para todo [n] € Ny.

Seja (wy),—, a sequéncia de termo geral w, = n. Sejam w = [(wy),—,] €, seja [j]
um ndamero natural standard arbitrario. Entao, w > 0, w # 0, w, < j sempre que
n < jeuw, > jsempre que n > j. Assim, o conjunto de indices para os quais w, < j é
finito. Porém, como ja visto, qualquer ultrafiltro livre precisa conter todos os subconjuntos
cofinitos de N, de onde segue que {n € N : w,, > j} € U. Portanto, para qualquer nimero
natural standard [j], temos [j] < [w], o que faz com que [w] seja um numero infinito.
Similarmente, vamos considerar o ntimero hiperreal 1/w = [(1/w,)>",]. E evidente que
1/w>0e que 1/w # 0. Desta vez, para qualquer nimero natural standard [j], sabemos
que 1/w, < 1/j sempre que n > j e 1/w, > 1/j sempre que n < j. Portanto, o conjunto
de indices para os quais 1/w,, > 1/j é finito, o que significa que {n € N: 1/w, < 1/5} e U.
Logo, 1/w < [j]~" para todo [j] € Ny e isso significa que 1/w é um nimero infinitesimal.

Para finalizar, como o conjunto H, dos niimeros hiperreais contém ntmeros da forma
w > n, para todo n € N, concluimos que N ¢ limitado em H;; e sendo assim, H;, nao é
arquimediano e, como consequéncia, H;; nao é completo.



Capitulo

O Ensino dos Numeros Reais no Ensino

Médio

O desenvolvimento dos Conjuntos Numéricos, como foi mostrado no Capitulo 1, mostra
a necessidade humana de construir novos conjuntos, pois suas descobertas e aplicacoes
favoreceram o desenvolvimento de nossa civilizacao. Apods essa excursao historica de
séculos descrita anteriormente, como definir esses numeros na Educacao Basica?

Mesmo sendo um dos mais importantes conjuntos numéricos, devido a sua comple-
xidade, a compreensao dos nimeros reais tem sido um obstaculo tanto para os alunos
possuem dificuldades em transpor quanto para os professores que possuem dificuldades
em tratar o assunto com clareza. O seu entendimento é de suma importancia no ensino
de Matemética, o seu estudo permite também o desenvolvimento da légica e do raciocinio
matematico.

A Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional (Lei n® 9.394/96) afirma que o Ensino
Médio tem como finalidades centrais nao apenas a consolidacao e o aprofundamento dos
conhecimentos adquiridos durante o nivel fundamental, afim de garantir a continuidade
de estudos, mas também a preocupagao com a preparacao para o trabalho e para o
exercicio da cidadania, a formagao ética, o desenvolvimento da autonomia intelectual e a
compreensao dos processos produtivos.

De acordo com as orientagoes curriculares para o Ensino Médio do Ministério da
Educagao (MEC), espera-se que ao final do Ensino Médio os estudantes consigam usar
a Matematica para resolver problemas encontrados do cotidiano; aplici-la na modelagem
de fendbmenos em outras areas do conhecimento; perceber a Matemética como uma ciéncia
com caracteristicas proprias, que se organiza via teoremas e demonstracoes; compreender
a Mateméatica como um conhecimento social e historicamente construido; apreciar a
importancia da Matematica no desenvolvimento cientifico e tecnolégico

Primeiramente vamos analisar o que diz Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs)
sobre o ensino dos nimeros reais propoem na Educacao Bésica.

Os Parametros Curriculares Nacionais - PCN (1998) recomendam a introducao do
estudo de ntimeros reais ja no 4° ciclo (a partir da 7a série) e os PCN para o Ensino
Médio - PCNEM (2000, p.114 e 116) sugerem ainda a utilizacdo de varios registros de
representacao, bem como a identificagao de um objeto nas suas diferentes representagoes:
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Identificar, transformar e traduzir adequadamente valores e unidades basicas
apresentadas sob diferentes formas como decimais em fragoes ou poténcias
de dez [...| Perceber as relagdes e identidades entre diferentes formas de
representacgdo de um dado objeto [...] Traduzir uma situacdo dada em
determinada linguagem para outra, bem como, localizacao na reta numérica
de ntimeros racionais e reconhecimento de que estes podem ser expressos na
forma fracionaria e decimal, estabelecendo relacoes entre essas representagoes
[...] Identificacio de um numero irracional como um nimero de representacao
decimal infinita, e ndo-periddica, e localizagao de alguns deles na reta numeérica,
com régua e compasso.

“Na perspectiva de que o aluno amplie e aprofunde a nogao de ntimero, ¢ importante
coloca-lo diante de situacoes em que os niimeros racionais sao insuficientes para resolvé-las,
tornando-se necessaria a consideragao de outros nimeros: os irracionais. Recomenda-se,
no entanto, que a abordagem destes tltimos nao siga uma linha formal, que se evite a
identificacdo do nimero irracional com um radical e que nao se enfatizem os célculos com
radicais, como ocorre tradicionalmente” (PCNs, 1998).

Ha ainda a sugestao nos PCNs que se deve trabalhar com os niimeros irracionais como
pontos da reta real, assim como é feito com os ntmeros racionais, fazendo com que o
aluno compreenda a necessidade do irracional na construcao do conjunto dos niimeros
reais, uma vez que muito usualmente o niimero irracional é trabalhado com dois conceitos
que sao: os nimeros irracionais sao nimeros que nao podem ser expressos na razao entre
dois inteiros e os irracionais sao nimeros decimais infinitos nao-perioédicas.

O conhecimento dos irracionais nao é intuitivo, o formalismo matemético que
estd presente no estudo desse conjunto numeérico apresenta diversos desafios
para a Educagao Bésica, entao considerar os niimeros irracionais como nimeros
que nao podem ser expressos na razao entre dois inteiros ou como numeros
decimais infinitos ndo-periodicas significa desconsiderar o desenvolvimento da
estrutura dos irracionais, levando o aluno a entender que estes niimeros existem
s6 na abstragao, sao numeros invisiveis, quando na verdade esses nimeros
aparecem em muitas situagoes problemas, como o niimero 7.

Com o tempo o estudo dos ntimeros se transformou de algo empirico ou experimental
a uma ciéncia dedutiva e abstrata, que foi evoluindo de maneira gradual até chegar
ao conceito formal de ntmero real. Entao, partindo desse ponto, o conhecimento da
histéria dos conceitos mateméticos precisa fazer parte da formacao dos professores para
que tenham elementos que lhes permitam mostrar aos alunos a Matematica como ciéncia
que nao trata de verdades eternas, infaliveis e imutéveis, mas como ciéncia dinamica,
sempre aberta & incorporagao de novos conhecimentos.

Os Parametros Curriculares Nacionais - PCN (1998) no que se refere a Matematica
diz que:

O conhecimento matematico formalizado precisa, necessariamente, ser transformado
para se tornar passivel de ser ensinado/aprendido; ou seja, a obra e o pensamento do
matematico teérico nao sao passiveis de comunicacao direta aos alunos. Essa consideracao
implica rever a idéia, que persiste na escola, de ver nos objetos de ensino copias fiéis dos
objetos da ciéncia.

E reforca ainda que esse processo de transformagao do saber cientifico em saber escolar
nao passa apenas por mudancas de natureza epistemologica, mas é influenciado por
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condicoes de ordem social e cultural que resultam na elaboracao de saberes intermediarios,
como aproximacoes provisorias, necessarias e intelectualmente formadoras. E o que se
pode chamar de contextualizacao do saber.

Por outro lado, um conhecimento s6 é pleno se for mobilizado em situacoes diferentes
daquelas que serviram para lhe dar origem. Para que sejam transferiveis a novas
situacoes e generalizados, os conhecimentos devem ser descontextualizados, para serem
contextualizados novamente em outras situagoes, mesmo que uma certa parcela de
professores e alunos desconhecam a verdadeira importancia em aprender os numeros
reais, é necessario estudar a historia dos ntmeros reais para que se possa acompanhar
o desenvolvimento do pensamento sobre esse conceito, assim como sua necessidade na
evolucao humana.



Capitulo

Consideracoes Finais

Este trabalho, a respeito da construcao dos ntimeros reais, tem carater importante
pois os niimeros costumam ser o primeiro contato de qualquer pessoa com a Matematica,
mas com o passar dos anos escolares, durante a educagao bésica, vai se percebendo um
certo distanciamento e repulsa dos estudantes com relagao ao tema. Talvez pelo fato
dos conceitos irem ficando mais abstratos e mais distantes de uma realidade palpavel aos
estudantes.

Prova desse distanciamento sao as avaliacoes externas feitas pelo Governo do Estado
do Maranhdo, uma delas o Sistema Estadual de Avaliagdo do Maranhao (SEAMA) que foi
implementado, em 2019, pela Secretaria de Estado da Educagao do Maranhao (SEDUC-
MA), que apontam as dificuldades dos estudantes ao resolver itens onde a habilidade
sondada ¢ a resolugao de operagoes com os nimeros racionais.

Ou seja, ha indicios de que existe uma fragilidade a ser combatida e por esse motivo
é essencial ter professores que conhecam essas construgoes dos conjuntos numéricos a
fim de aprimorar suas praticas e facilitar o processo de ensino-aprendizagem das redes
publicas. Nao apenas recomenda-se o conhecimento das construgoes matematicas a rigor,
mas também levantamos a importancia de atrelar esse saber matematico, que foi mudando
e se aprimorando ao longo dos séculos, a um contexto historico.

Inserir a Historia da Matemética é um valioso elemento para a melhoria do processo de
ensino e de aprendizagem da Matematica, nas diferentes areas e nos diversos niveis, o que
permite compreender as origens das ideias que deram forma a nossa cultura, observar os
diversos aspectos de seu desenvolvimento e perceber que as teorias que hoje aparecem
acabadas e elegantes resultaram de desafios enfrentados com grandes esforcos e, em
grande parte, numa ordem bem diferente daquela apresentada apods todo o processo de
formalizacao.
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