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Resumo

Este trabalho destaca a importancia das fungoes quadraticas e das equagdes do segundo
grau para o desenvolvimento do pensamento matematico e a resolucao sisteméatica de
problemas. Explora suas aplicagoes praticas em areas como fisica, engenharia, economia,
ciéncias naturais e computacao, incluindo a modelagem de fendomenos do mundo real
e a otimizacao de custos empresariais. Além disso, enfatiza que a compreensao dessas
equagoes ¢ essencial para o entendimento de conceitos matematicos avangados, como
fungbes exponenciais, logaritmicas, calculo diferencial e integral e geometria analitica. O
estudo desses conceitos também promove habilidades fundamentais como anélise critica,
resolucao de problemas, e pensamento logico e abstrato, relevantes em diversas areas

profissionais e académicas.

Palavras-chave: Equacao quadratica; Métodos de resolugao; funcao quadratica.



Abstract

This work highlights the importance of quadratic functions and second equations degree
for the development of mathematical thinking and the systematic resolution of problems.
Explores its practical applications in areas such as physics, engineering, economics, natural
sciences and computing, including the modeling of real-world phenomena and optimization
of business costs. Furthermore, it emphasizes that understanding these equations is essential
for understanding advanced mathematical concepts, such as exponential and logarithmic
functions, differential and integral calculus, and analytical geometry. O Studying these
concepts also promotes fundamental skills such as critical analysis, problem solving, and

logical and abstract thinking, relevant in several areas professionals and academics.

Keywords: Quadratic equation; Resolution methods; quadratic function.
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1 INTRODUCAO

O estudo das funcgoes, especialmente das funcoes quadraticas, desempenha um
papel crucial no ensino da matemaética, sendo fundamental para a compreensao e aplicagao
de diversos conceitos matematicos. As fungoes quadraticas tém uma relevancia significativa,
uma vez que possibilitam a modelagem de uma variedade de fenomenos da vida real, tais
como o movimento de projéteis, a forma de uma parabola ou a trajetoria de um objeto em
queda livre. Além disso, elas desempenham um papel essencial em areas como engenharia,
fisica, economia e biologia, onde sao empregadas para otimizacao de recursos, previsao de

comportamentos e analise de dados experimentais.

Compreender a funcao quadratica nao apenas contribui para o desenvolvimento de
habilidades matematicas e analiticas essenciais, mas também proporciona uma base sélida
para a resolucao de problemas em diversas areas do conhecimento. As funcoes quadraticas
constituem um dos pilares fundamentais da matematica, exercendo uma influéncia nao
apenas dentro desta disciplina, mas também em diversos campos do conhecimento humano.
Sua capacidade de modelar uma ampla gama de fenomenos e situagoes presentes no mundo
real as torna uma ferramenta indispensavel tanto para a compreensao tedrica quanto para

a aplicagao prética em diferentes contextos de acordo com Pitombeira e Roque (2012)

No contexto da Modelagem Matematica, as fungdes quadraticas desempenham um
papel crucial ao permitir a representacao precisa de relagoes quadraticas observadas em
fendmenos naturais, padroes matematicos e processos fisicos. A modelagem da funcao
quadratica é uma ferramenta poderosa para descrever e prever o comportamento de uma
variedade de fendmenos naturais e artificiais, fornecendo informacgoes importantes sobre

variaveis e seus comportamentos em diferentes situagoes.

Além de sua importancia na modelagem matematica, as fung¢bes quadraticas
encontram aplicabilidade direta em diversas disciplinas cientificas e praticas do cotidiano.
Setores como engenharia, fisica, economia e ciéncias sociais fazem uso rotineiro dessas
funcoes para descrever e analisar fendomenos especificos, contribuindo assim para o

desenvolvimento de habilidades analiticas dos alunos. (Silva e Costa (2019))

Historicamente, as fungoes quadraticas tém desempenhado um papel significativo
no desenvolvimento da matematica. Desde os estudos dos babilonios e gregos até os avangos
proporcionados por mateméaticos como Al-Khwarizmi, Cardano e Tartaglia, as fungoes
quadraticas tém sido objeto de interesse e pesquisa. Durante o Renascimento, matematicos
como Cardano e Tartaglia expandiram o conhecimento sobre equagoes quadraticas e suas
propriedades. Posteriormente, a funcao quadratica tornou-se fundamental na formulacao

de leis do movimento na fisica newtoniana e na descricao de fendmenos naturais. Ao
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longo dos séculos, a funcao quadratica evoluiu para desempenhar um papel central na

matematica e em inimeras aplica¢oes praticas.

Este trabalho tem como objetivo principal introduzir os conhecimentos relativos
as fungoes quadraticas no ambiente escolar, Incluindo o corpo docente da escola de
ensino basico. Compreender a funcao quadratica é fundamental para os alunos, pois ela
proporciona uma base sélida para o desenvolvimento de habilidades matematicas essenciais,
como analise de padroes, resolucao de problemas complexos e interpretacao de graficos.
Além disso, a presenca das fungoes quadraticas em contextos do cotidiano permite aos
alunos aplicar conceitos matematicos abstratos a situagoes reais, promovendo assim o

pensamento critico e a aplicacao pratica dos conhecimentos matematicos.

Jé& se perguntou qual a diferenca entre a funcao quadraica e a fungao de segundo
grau? ou se é a mesma coisa as duas? uma breve expicacao sobre sobre as perguntas
abordadas.A funcdo quadratica é um termo amplamente reconhecido e usado na educagao
bésica, facilitando a compreensdo. "Quadrética'vem do latim "quadratus'(quadrado),
referindo-se ao termo 22, o que pode ser intuitivo para os alunos. J4 o termo funcao do
segundo grau descreve diretamente o grau do polindmio, o que pode ser 1til em contextos
mais mateméaticos ou técnicos, pois facilita a generalizacdo para outros polindmios (fungao

de terceiro grau, fun¢ao de quarto grau, segundo Guidorizzi (2001)

Diante disso, é importante destacar que, assim como qualquer contetido de qualquer
area de conhecimento, o ensino da funcao quadratica esteja associado a aplicabilidade
diaria do corpo docente, uma vez que a matematica precisa ir além da memorizacao de
formulas e conceitos, e sim saber utilizar as fungoes quadraticas no cotidiano, com a
intencao de detalhar a compreensao matematicamente. Como apontado nos Parametros
Curriculares Nacionais (PCN) e, mais recentemente na Base Nacional Comum Curricular
(BNCC), a fungao quadratica ¢ uma temética que exemplifica a relacdo da aprendizagem
de matematica com o desenvolvimento de habilidades e competéncias, desde que seu estudo

esteja ligado as aplicagoes.



2 Equacao de Segundo Grau: Uma abordagem

Matematica para Educacao Basica.

Uma equagao do segundo grau é uma equacao polinomial cujo grau mais alto é 2.
Ao resolver a equacao do segundo grau,encontram-se determinados valores para x que sao
os zeros da fungao quadrética, quando f(z) é igual a zero.

A forma geral de uma equacio do segundo grau é dada por ax? + bx + ¢ = 0, onde
"a”,7b” e "c” sao coeficientes constantes e "x"é a varidvel. Resolver essa equacao envolve
encontrar os valores de "x” que satisfazem a igualdade, ou seja, os valores para os quais a

funcao quadratica se anula.

Esses valores de "x” sao chamados de raizes da equagao do segundo grau ou zeros da
funcao quadréatica podem ser encontrados usando féormulas como a féormula quadrética ou
por meio de fatoracdo, completando o quadrado, entre outros métodos que vao ser estudos
durante este trabalho.Portanto, determinar os valores para os quais f(x) = 0 é essencial
para compreender o comportamento da fungdo quadratica e encontrar solugoes para uma
variedade de problemas matematicos e praticos. O ensino da fungao quadréatica permite
desenvolver o conhecimento do aluno permitindo ele elaborar modelos matematicos para
analisar problemas, através da relagao entre expressoes algébricas e graficos até obter a
solucao desejada. A modelagem matematica é feita pela procura de modelos matematicos
a partir de problemas reais. Por exemplo, a funcao quadratica é utilizada como modelo do
movimento uniformemente variado, na queda livre dos corpos,na parabola invertida, na

trajetoria de uma bola, na area de figuras planas, na receita e lucro de uma empresa.

A titulo de exemplo, recentemente, uma das universidades ptiblicas mais prestigiadas
do pais -Universidade Estadual de Campinas UNICAMP - retratou esse assunto na questao

ilustrada na Figura 1.

Inspirado na questao supramencionada, criamos o seguinte problema de modelagem

matematica.

Problema de Modelagem: Carlos é um arquedlogo que estd explorando uma
caverna cuja entrada tem a forma de uma parabola invertida. No nivel do chao, a entrada
tem uma largura de 6 metros, e o ponto mais alto da abertura estd a 9 metros do

chao.Conforme a figura a seguir.
A Figura 3 , retrata a entrada da caverna com o formato de uma parabola invertida.

Carlos precisa levar para dentro da caverna uma caixa de equipamento que tem 2

metros de largura. Qual é a altura maxima, em metros, que a caixa pode ter para que ele
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Figura 1 - UNICAMP - 2024

Laura é gedloga e esta fazendo pesquisa numa caverna cuja en-
trada tem o formato de uma parabola invertida. Essa entrada,
no nivel do chao, tem 2m de largura e seu ponto mais alto esta
a 2,5m do chao, conforme figura a seguir.

‘fﬁ\

2,5m

P
< > «—>
2m im

Para realizar sua pesquisa, ela precisa entrar na caverna com um
equipamento guardado em uma caixa de 1m de largura. Qual
é a altura maxima, em metros, que a caixa pode ter para passar
pela entrada da caverna?

a) 11/8. o) 15/8.
b) 13/8. d) 17/8.

Fonte: Retirada do vestibular da UNICAMP 2024

consiga passar pela entrada da caverna?
Figura 3:Problema de modelagem, parabola invertida com o equipamento

A Figura 3, retrada a entrada da caverna em formato de uma pardbola invertida

com o equipamento que é uma caixa.

Passo a passo na resolucao do problema de modelagem

1. Modelagem da Entrada da Caverna

« A entrada da caverna é modelada por uma funciao quadrética invertida y = az?+bx+c

« A parabola é simetrica em rela¢do ao eixo y e tem o vértice em (0,9), simplificando

a equacdo para y = —az? + 9
2. Determinacao de a:

o A entrada tem 6 metros de largura ao nivel do chao, o que significa que os pontos

(3,0) e (—3,0) pertecem ao grafico da pardabola.
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Entrada da Caverna e Caixa de Equipamento

— Entrada da Caverna
—— Caixa

Altura (m)

1.00
0.75
0.50
0.25(&@
0'0%@6
-0.25 &

\)Q
-0.50 &
-0.75
3-1.00

Fonte: Foi plotada em Python com o uso de uma biblioteca matplotlib

« Substituindo (—3,0) na equagio y = —ax?® + 9:
0=—-a(3?+9=20=-9a+9=>a=1.

« Portanto, a equacao da parabola é:

y=—2>+09.

3.Determinacao da Altura da Caixa:

o (arlos precisa verificar se uma caixa de 2 metros de largura pode passar pela entrada
da caverna.

o Como a largura da caixa é 2 metros, considerando z = 1 (metade da largura, devido
a simetria da pardbola).

o Substituindo = = 1 na equacao da parabola para encontrar a altura correspondente:
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Entrada da Caverna e Caixa de Equipamento
—— Entrada da Caverna
3 Caixa

Altura (m)

Fonte: Foi plotada em Python com o uso de uma biblioteca matplotlib

« Portanto, a altura maxima que a caixa pode ter para passar pela entrada da caverna

é de 8 metros.

Conclui-se que a altura maxima que a caixa pode ter para passar pela entrada da

caverna ¢ de 8 metros. Se a altura da caixa for maior que 8 metros, Carlos nao consegue

levar o equipamento para dentro da caverna.

2.0.1 Contexto Histoérico

A funcdo quadratica, uma das mais fundamentais na matematica, tem suas origens
nos primordios da civilizagdo, embora tenha evoluido ao longo do tempo, encontram-se
contribuigoes significativas de culturas antigas, como a babilonica e a grega, nas quais

foram feitos estudos sobre formas quadraticas e suas propriedades geométricas.

No entanto, foi no mundo islamico medieval que a fun¢ao quadratica recebeu

importantes avancos. O matematico arabe Al-Khwarizmi, conhecido por seu trabalho em
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algebra, foi pioneiro no estudo sistematico de equagdes quadraticas e forneceu métodos
para resolvé-las. Seu trabalho influenciou significativamente o desenvolvimento posterior

da funcao quadratica.

Durante o Renascimento na Furopa, matematicos como Cardano, Tartaglia e
Viete expandiram o conhecimento sobre equacoes quadraticas e suas aplicagOes. Suas
contribuigoes foram essenciais para a consolidagao da compreensao moderna da funcao

quadratica.

Ao longo dos séculos, a fungao quadratica tornou-se central em diversas areas da
matematica aplicada e das ciéncias naturais. Desde a formulacao de leis do movimento
na fisica até a modelagem de fendmenos naturais e o desenvolvimento de tecnologias

contemporaneas, a fungao quadratica desempenha um papel crucial.

Segundo Dante (2020),hd muito tempo antes de cristo j& existiam problemas que
precisariam usar a fun¢ao do segundo grau para resolver, um desses casos sao as piramides
do Egito desenvolvidas a mais de 2500 anos, na qual as mesmas foram implantadas técnicas
matematicas para as suas construgoes e nessas técnicas estavam presentes , geometria,
aritméticas e algebra com énfase na equacao de segundo grau que foi de grande importancia

para a construcao.

Em resumo, o surgimento da fungdo quadratica é fruto do trabalho de diversas
culturas e mentes brilhantes ao longo da histéria. Sua evolugao reflete nao apenas avangos
matematicos, mas também sua importancia pratica em intmeras aplicagoes. Assim,
compreender a origem e o desenvolvimento da funcao quadratica permite apreciar sua

relevancia continua na matematica e na compreensao do mundo ao redor.

2.1 Fundamentacao Tedrica

'A equacdo do 2° grau, representada pela forma geral az? + bx 4+ ¢ = 0, é uma
ferramenta fundamental da matematica com amplas aplicacoes. Ela pode ser utilizada
para resolver problemas de otimizacao, prever comportamentos em fendmenos naturais e
muitas outras situacoes do cotidiano. Exemplos de suas aplicagoes incluem a modelagem
de trajetérias de projéteis na fisica e a determinacao de pontos de maximo e minimo em

func¢des econdémicas."

Segundo Batista (2019) ao longo da histéria, a equagao do 2° grau tem sido estudada
e aprimorada por matematicos, contribuindo para o desenvolvimento de teorias e métodos
que possibilitam sua resolucao de forma eficiente. A férmula de Bhaskara, por exemplo,
é amplamente conhecida e utilizada para encontrar as raizes dessa equacao, fornecendo

solugoes reais ou complexas conforme o caso.

Além disso, a equagao do 2° grau desempenha um papel crucial no ensino e na
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compreensao da matematica, ajudando os estudantes a desenvolverem habilidades de
andlise, interpretagao e resolugdo de problemas. Sua aplicagdao préatica em situagoes do

mundo real também demonstra sua relevancia e utilidade para além do ambiente académico.

Portanto, a equagao do 22 grau representa nao apenas um conceito matemaéatico
abstrato, mas sim uma ferramenta poderosa que permeia diversos aspectos da nossa vida.
Seu estudo e compreensao sao essenciais para o avango do conhecimento e o desenvolvimento

de habilidades analiticas que podem ser aplicadas em diferentes contextos."

2.2 Origem das Equacdes do 2° Grau

As fungoes quadréticas e as equagoes do segundo grau tém uma historia fascinante
que remonta a milhares de anos. Seu surgimento esta intrinsecamente ligado ao desenvolvimento
da matemaética ao longo dos séculos, e sua compreensao foi fundamental para intimeros

avancos cientificos e tecnologicos.

O estudo das fungodes quadraticas e das equagoes do segundo grau remonta a
antiguidade, com registros que datam de civilizagoes como os babilonios e os egipcios,
por volta de 2000 a.C. Os babilonios, por exemplo, tinham métodos rudimentares para
resolver equacoes quadréticas simples, como az? + bx + ¢ = 0, onde a, b e ¢ sdo constantes.
Eles desenvolveram tabuas de argila contendo problemas e suas solugoes, indicando uma

compreensao pratica e utilitaria desses conceitos matematicos.

Figura 4:Tabua de Argila Babilonica

Fonte:retirado da BBC World Service

No entanto, foi na Grécia Antiga que a compreensao das fungoes quadraticas
comegou a se desenvolver de maneira mais sistematica. Mateméaticos gregos como Euclides

e Arquimedes exploraram propriedades geométricas associadas a parabolas, que sao o
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grafico das fungoes quadraticas. Aristoteles também contribuiu para o desenvolvimento do

pensamento matematico ao investigar a natureza das raizes das equagoes quadraticas.

Figura 5:grafico da funcao quadratica

Fonte: elaborado no GeoGebra pelo autor

Durante a Idade Média, o conhecimento matematico foi preservado e ampliado
pelos matematicos arabes, especialmente com os trabalhos de Al-Khwarizmi no século
IX. Al-Khwarizmi desenvolveu métodos sistematicos para resolver equacoes quadraticas,

contribuindo para o entendimento formal das raizes e solugoes dessas equagoes

O Renascimento marcou uma era de grande interesse pela matematica, com
matematicos como Leonardo Pisano Fibonacci e Niccolo Tartaglia avancando nos estudos
das equacoes quadraticas e suas aplicagoes. Foi neste periodo que a famosa “férmula
quadratica” foi desenvolvida e popularizada, permitindo uma solucao geral para equagcoes

do segundo grau.

Em 1202, Fibonacci publicou seu livro Liber Abaci, que foi um marco na histéria
da matematica europeia. O livro introduziu os algarismos arabicos na Europa, substituindo
os algarismos romanos, que eram muito mais dificeis de usar. O Liber Abaci também
discutiu topicos matematicos, incluindo aritmética, algebra, geometria e trigonometria e
foi um grande destaque na evolugao da fungao quadratica. A Sequéncia de Fibonacci é
uma série numérica em que cada nimero ¢ a soma dos dois nimeros anteriores: 0, 1, 1, 2,
3, 5, 8, 13, 21, etc. Essa sequéncia tem aplicacbes em matematica, ciéncia, arte e natureza,
aparecendo em padroes naturais como a disposicao de folhas em plantas, na forma de
conchas, em padroes de arvores e até mesmo na propor¢ao aurea, uma relagdo matematica

especial. Fonte:weducamaisbrasil.com.br/educacao/carreira/fibonacci
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Figura 6:Matematico Leonardo Pisano Fibonacci

Fonte: retirado da Fototeca Gilardi / Bridgeman Images

Com o advento do calculo diferencial e integral nos séculos XVII e XVIII, o
estudo das fungoes quadraticas se tornou ainda mais sofisticado. Matematicos como Isaac
Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz utilizaram fungoes quadraticas em suas investigagoes
sobre o movimento de corpos e a taxa de mudanca.'No periodo escolar, Newton nao
era considerado um dos melhores alunos da turma, mas um episédio mudou a situacao.
Apés ter levado um chute de um garoto na escola, ele desafiou-o para continuar a luta
do lado de fora da instituigdo. Apds essa situagao, que resultou na agressao de Newton
ao “adversario”, ele decidiu mudar de vida e estudar para ser o melhor em tudo o que
fizesse.Os estudos realizados por Newton fizeram dele um dos grandes nomes da matematica,
formulando teorias que sao importantes até hoje. Em 1665, por exemplo, ele elaborou
o teorema binomial, também conhecido como binémio de Newton, teoria que permitiu
o desenvolvimento do calculo, um ramo da matematica. Também realizou importantes

estudos no campo da otica, fisica e astronomia."

Figura 7:matematico e fisico Isaac Newton
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Fonte: retirado da Wikipédia, a enciclopédia livre

Hoje, as fungbes quadraticas e as equagoes do segundo grau sdo fundamentais em diversas
areas da matematica e da ciéncia. Desde a fisica e engenharia até a economia e biologia,
esses conceitos desempenham um papel crucial na modelagem de fenémenos naturais e na

resolucao de problemas do mundo real.

A origem da equacao do segundo grau remonta a antiguidade, com contribuic¢oes
significativas de matematicos de diferentes civilizagoes. Os registros histéricos apontam
para o desenvolvimento gradual do entendimento sobre as raizes de equacoes quadraticas

ao longo do tempo.

Os matematicos babilonios ja conheciam métodos para resolver equagoes quadraticas,
embora nao na forma algébrica que se usam hoje.Os registros mostram que os babilonios
tinham conhecimento pratico para resolver equagoes quadraticas, usando técnicas geométricas
e aritméticas. Embora nao se tem evidéncias de uma féormula geral na forma algébrica, os
vestigios matematicos desse periodo indicam um entendimento avancado das propriedades

das fungoes quadraticas.

No entanto, a féormula que conhecemos hoje para resolver equagoes do 2° grau foi
desenvolvida por matematicos arabes no século IX. A féormula quadratica foi refinada ao
longo dos séculos por grandes matematicos como al-Khwarizmi, Bhaskara e Fibonacci. Na
Grécia antiga, matematicos como Euclides e Arquimedes também estudaram as raizes de
equacoes quadraticas. No entanto, foi na India, por volta do século VII, que o matemaético
Brahmagupta fez uma das primeiras contribuigoes significativas para a resolucao de

equagoes quadraticas. Ele desenvolveu uma férmula geral para encontrar as raizes, que
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posteriormente ficou conhecida como a féormula de Bhaskara.

Durante a Idade Média e o Renascimento, os estudos sobre equagoes quadraticas
foram aprimorados por matematicos arabes e europeus, culminando no desenvolvimento
de métodos mais sistematicos para resolver essas equagoes.Assim, a origem da equacao
do 22 grau esta intimamente ligada a evolucao da matematica ao longo da historia, com

contribuigoes significativas de diversas culturas e periodos temporais.

Portanto, a origem da equagao do segundo grau pode ser rastreada até a antiga
Mesopotamia, onde os matematicos babilonios desenvolveram métodos para resolver
problemas que hoje é reconhecida como fungoes quadraticas. Essa contribuigao é fundamental

para a historia da matemaética e seu impacto perdura até os dias atuais.

Bhaskara, um matemaético indiano do século XII, fez uma contribuicao significativa
para o estudo e compreensao das equagoes do segundo grau. Ele desenvolveu uma férmula
para encontrar as raizes de uma equacdo quadratica na forma az? + bx + ¢ = 0, conhecida
como férmula de Bhaskara ele também escreveu trés obras fundamentais para os estudos da
matematica, que ficaram como legado para pesquisadores que vieram depois dele. As suas
principais obras sao: “Lilavati”, “Bijaganita” e "Siddhantasiromani'. Em suas pesquisas,
Bhaskara apresentou questoes ligadas a aritmética, algebra, progressoes aritméticas e
geométricas, astronomia, raiz quadrada em equacoes do segundo grau, entre outros
assuntos.Bhaskara foi o responsavel por desenvolver diversos estudos de matematica,
em especial a formula de Bhaskara. Também devolveu as regras das formulas da adigao e
subtracao dos senos de dois dngulos. A férmula de Bhaskara é um calculo matemaético
utilizado para determinar as raizes de uma funcao de segundo grau por meio de seus
coeficientes. Seu livro mais famoso é o Lilavati, um livro bem elementar e dedicado a
problemas simples de Aritmética, Geometria Plana (medidas e trigonometria elementar) e
Combinatéria. A palavra Lilavati é um nome préprio de mulher (a tradugio é Graciosa), e
a razao de ter dado esse titulo a seu livro é porque, provavelmente, teria desejado fazer
um trocadilho comparando a elegancia de uma mulher da nobreza com a elegancia dos

métodos da Aritmética.

Numa tradugao turca desse livro, 400 anos depois, foi inventada a historia de que
o livro seria uma homenagem a filha que nao pode se casar. Justamente essa invengao é
que tornou-o famoso entre as pessoas de pouco conhecimento de Matematica e de Historia
da Matematica. Parece, também, que os professores estao muito dispostos a aceitarem
estorias romanticas em uma area tao abstrata e dificil como a Matematica; isso parece

humanizé-la mais ,segundo Boyer(1996)
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Figura 7: mateméatico Bhaskara Akaria

_ -b*V b -4ac

X

Fonte: retirado Ficheiro:Bhaskara Akaria.jpg — Wikipédia, a enciclopédia livre

A féormula de Bhaskara permite encontrar as raizes de uma equacgao do segundo
grau de maneira direta, sem a necessidade de completar o quadrado ou recorrer a métodos

geométricos. Ela é expressa como

b= V0?2 — 4dac

o 2a

Essa formula é fundamental na resolugao de equacoes e fungoes quadraticas e possui
aplicagoes em diversas areas da matematica, fisica, engenharia e outras ciéncias. Além da
férmula, Bhaskara também contribuiu para o desenvolvimento de conceitos algébricos e

geométricos, expandindo o conhecimento matematico em sua época.



3 METODO DE COMPLETAR QUADRADO
FUNCAO QUADRATICA

O método de completar o quadrado é uma técnica fundamental para resolver
equagoes do segundo grau e também desempenha um papel importante em diversas areas

da matematica, como na integracao de fungoes racionais.

A origem do método remonta a antiga Babilonia e a Grécia antiga, onde matematicos
como Euclides e Arquimedes ja trabalhavam com formas de completar quadrados para

resolver problemas geométricos e equagoes quadraticas.

O método de completar o quadrado consiste em transformar uma equac¢ao do
segundo grau na forma az? + bx + ¢ = 0 em uma expressio do tipo (z + p)* = ¢, onde p
e q sao constantes. Isso facilita a resolucao da equacao, permitindo encontrar as raizes

quadradas de forma mais direta.

Ao longo da histéria, o método de completar o quadrado foi refinado e aprimorado
por matematicos arabes, europeus e indianos, tornando-se uma ferramenta essencial na

resolucao de equagoes do segundo grau e em outras aplicagoes matematicas.
Colocando em pratica:
Primeiro, o desenvolvimento do produto notavel:

(a +b)? = (quadrado do primeiro termo)+(o dobro do produto do primeiro pelo

segundo termo)+(quadrado do segundo termo)

(z+3)?=2+223+3*=2>+62+9

Os paises orientais ja resolvem a equacao de 2° grau o usando do método de
completar quadrado em vez de usar a famosa formula de Bhaskara, é o caso dos japonese.
O método de completar quadrados é uma saida para solugoes de equagdes do segundo
grau em sua forma normal (ou reduzida). Dependendo das questoes, é possivel encontrar

as raizes de maneira rapida e precisa.

A forma original muito se parece com o trinémio quadrado perfeito, que é resultado
de um dos produtos notaveis: quadrado da soma ou quadrado da diferenca. Observando o

primeiro deles:

(y+n)* =9y*+2yn +n?
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Veja, que, se a = 1, b = 2n e c=n?

é possivel escrever

(y+n)?=y*+2ny+n*=ax®+br+cy+n)>=9y*+2ny+n*=az’+br+c

Consequentemente, é possivel solucionar equagoes do segundo grau comparando os
termos de sua forma reduzida com um produto notavel e, assim, evitar a metodologia da
solucao de Bhaskara. Isso sera feito de duas maneiras: na primeira maneira, a equacao do
segundo grau ¢ um trinomio quadrado perfeito e resultado direto de um produto notavel;

na segunda maneira, as equagoes do segundo grau nao sao um quadrado perfeito.

3.1 Primeiro caso é o de trindmio quadrado perfeito

Sendo equagao do segundo grau é um trindmio quadrado perfeito, é possivel escrevé-
la na forma fatorada, isto é, retornar ao produto notavel que a original. Observe esta
equagao:

22 4+6x+9=0

Refere-se de um trindmio quadrado perfeito

Em sintese, o termo do meio ¢é igual a duas vezes a raiz do primeiro termo vezes a
raiz do segundo termo. Quando isso nao acontece, a expressao observada nao é fruto de

um produto notavel.

Fazendo a resolucao por completar quadrado.

22 4+6x+9=0

Primeiro passo: extrai a raiz quadrada do 1° termo:

VaZ=ux
Segundo passo: extrair a raiz quadrada do 22 termo:

V9 =3

Terceiro passo: verificar que o produto de duas vezes o 1° termo vezes o 2° termo
sera 6x:
2.2.3 = 6.

logo,
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22 4 62 + 9 = (Va2 + 9)?

= 27462+ 9 = (x + 3)?
= (z+3)2=0

Em seguida é calcular a raiz quadrada dos dois lados da equacgao. veja que o lado
esquerdo resultara na propria base da poténcia por causa das propriedades dos radicais.

Ja o lado direito continuara sendo zero, pois a raiz de zero é zero.

V(z+3)2 =0

z+3=0
Resolvendo a equagao de primeiro grau para encontrar x, temos

z=—3 (3.1)

As equagoes do segundo grau podem ter de zero a dois resultados dentro do conjunto
dos ntimeros reais. A equacdo em analise possui apenas uma solugao. De fato, todas as

equagoes que sao trindmios quadrados perfeitos possuem apenas um resultado real.

3.2 Segundo caso é quando a equacao do segundo grau nao é

trinomio quadrado perfeito

A equagao nao sendo um trinémio quadrado perfeito, é possivel resolvé-la usando a
mesma metodologia do exemplo anterior. SO é necessério realizar um pequeno procedimento

antes. Veja o exemplo:

22+ 81 —48=0

Para que essa equacao seja um trinomio quadrado perfeito, o seu ultimo termo deve
ser + 16, e ndo o — 48. Se esse nimero estivesse no lado esquerdo da equagao, poderiamos
escrevé-la como um produto notavel e resolvé-la de modo analogo que foi feito no exemplo
anterior. Vamos ajustar a equacao para que possa aparecer o + 16 no terceiro termo e —
48 venha desparecer. Para acontecer o aparecimento do + 16, vamos somar +16 nos dois
lados da equagao. Esse acontecimento nao mudard o resultado final da equagao, fazendo

valer uma das propriedades das equagoes que é a comutativa.

22 +8r — 48 +16=0+ 16
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Para transformar a equacao em trindmio quadrado perfeito, é necesséario recorrer a
uma das propriedades das equagoes, que os elementos do primeiro membro (lado esquerdo)
podem ir para o segundo membro (lado direito) com o sinal trocado, ou seja, basta tirar o

— 48 do lado esquerdo e colocar no lado direito com sinal positivo.

224+ 8cr—48+16=0+16
22+ 8z + 16 = 16 + 48

22+ 8z + 16 = 64

Como o lado esquerdo estda em forma de trindmio quadrado perfeito, vamos

transformar em produto notavel.

(Va2 + V16)* = (z + 4)°
(z +4)* =64
Escrevendo o lado esquerdo como trindmio quadrado perfeito e calculando a raiz

V(x4 4)2 = V64

Veja que, dessa vez, o lado direito da igualdade nao ¢é zero, portanto, teremos um

quadrada em ambos os lados.

resultado nao nulo. Em equacdes, os resultados de raizes quadradas podem ser negativos

ou positivos. Por isso, usamos o simbolo + da seguinte maneira:

(x+4) =48

Com isso, equacao vai ser resolvida uma vez para 8 positivo e outra para 8 negativo,
que chamamos de z; e x9, que sao as duas raizes da equacao de segundo grau. Fazendo

para 8 positivo, temos:

LE1+4:8
$1:8—4

I1:4

Fazendo para 8 negativo, temos:

x2+4:8

ZE2:8—4
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.1'2:4

Logo, as raizes da equacdo de segundo grau 22 4+ 8z —48 = 0sdo x; =4 e 9 = 4

3.3 Resolucoes de exercicios envolvendo o método de completar

quadrado.

EXERCICIOS

1) No colégio de ensino médio, Centro de Ensino Ribamar Pinheiro, localizada no
municipio de Pirapemas - MA, tem uma quadra esportiva no formato retangular com uma
area de 78 unidades quadradas e seu lado maior é 7 unidades maior que seu lado menor,

quais sao os comprimentos dos lados, dessa quadra?
Solugao:
largura: z
Comprimento: = + 7
Area da quadra é de 78

Como a area do retangulo é o produto do comprimento pela largura:

z(x+7) =78

Usando a distributiva da multiplicacao

2+ 7x =78

224+ Te—78=0

a equacao de 2° grau na variavel x.

Aplicando o método de completar quadrado para resolver a equacao de segundo

grau

224+ T —T78=0

No primeiro momento deseja-se encontrar o termo independente que seja um ntmero
quadrado perfeito, ou seja, ¢ serd um nimero que tenha raiz quadrada exata. A equagao

de 29 grau tem sua forma original:
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f(z) =ax® + bz +c

2
Usando a férmula: ¢ = <_2b>

—7\2
)
2
(7)
c=|—
4
Adicionando em ambos os lados o termo idependente "c¢"para completar quadrado.

224+ T7x—T78=0

49 49
2
T —T8+ — =0+ —
o+ (x +4 —1—4
49 49
2
7 — = — 478
"+ (x 1 4—1—
x2+7x+4—9—49+4'78
4 4
49 361
2
7 — =
x+a:—|—4 1

Com isso:

<x+7>2—361
2) 4

Escrevendo o lado esquerdo como trinémio quadrado perfeito e calculando a raiz

quadrada em ambos os lados.

\/( +7>2 361
T+ =) =4\ —
2 4
7 19
Z— 42
x+2 5
19

Com isso, equagao vai ser resolvida uma vez para 5 positivo e outra para _719

negativo, que chamamos de x; e o, que sao as duas raizes da equacgao de segundo grau.

Fazendo para 1—29 positivo, temos:

av%-z—B
tTo ™ 9
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19
Xy = — —

N =3

12
ZE1:?
.%'1:6

Fazendo para _719 negativo, temos:

Como os lados de um retangulo nao pode ser negativo,x=6
Logo, a largura (z) serd 6 e o comprimento (z + 7) serd 6 + 7 = 13.

Observa-se nesse exemplo o método de completar quadrado facilta a resolucao e

foge da férmula usual de Bhaskra.

2) (Elaborado pelo autor—2024) Quais as raizes da equacao de?

22 —8r+9=0

No primeiro momento deseja-se encontrar o termo independente que seja um nimero
quadrado perfeito, ou seja, ¢ serd um niimero que tenha raiz quadrada exata. A equacao

de 2° grau tem sua forma original:

ar’> +bx+c=0
Usando a férmula:
= 3
e=(3)
c= (—4)2
c=16

Adicionado o ¢ em ambos os lados para completar quadrado.

22 —8r+9=0
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22 —8r +16= -9+ 16

22 —8r+16="7T

Com isso,

(z—4)° =7

Escrevendo o lado esquerdo como trindmio quadrado perfeito e calculando a raiz

quadrada em ambos os lados.

(v =47 =7
T —4 =47

Com isso, equacdo vai ser resolvida uma vez para /7 positivo e outra para /7

negativo, que chamamos de x; e o, que sao as duas raizes da equacao de segundo grau.

Fazendo para /7 positivo, temos:

Iy — 2\/7
$1=4+ﬁ

Fazendo para N4 negativo:
To — 4 = —\/7
Ty =4 — ﬁ

logo, as raizes da equacao do 2° grau 22 —8x+9 = 0. Sdo z1 = 4+VTexy =4—/T

Observa-se que a través do método de completar quadrado é possével responder a

equacao do 2° grau com raizes irracionais.

3)(Elaborado pelo autor-2024) O ntimero que levado ao quandrado menos seu

dobro, mais duas unidades é igual a zero. qual é esse niimero?

2 —2r+4+2=0
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No primeiro momento deseja-se encontrar o termo independente que seja um nimero
quadrado perfeito, ou seja, ¢ serd um nimero que tenha raiz quadrada exata. A equagao
de 29 grau tem sua forma original:

ax’+br+c=0

Usando a férmula:

e=(3)

c:(l)2
c=1

Adicionando o ¢ em ambos os lados para completar quadrado.

22— 20 +2=0
22 —2r+1=-2+1

22 —2r+2=-1

Com isso,

(z—1)"=-1 (3.2)

Escrevendo o lado esquerdo como trindmio quadrado perfeito e calculando a raiz

quadrada em ambos os lados.

\/(90—1)2:\/—_1
z—1=+y—-1

Com isso, equacao vai ser resolvida uma vez para /—1 positivo e outra para y/—1

negativo, que chamamos de x; e x5, que sao as duas raizes da equacao de segundo grau.

Adotando.
V—1=i

Fazendo para /—1 positivo, temos:
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[E1—1:Z

Fazendo para v/ —i negativo:

Adotando.
V=l =i

logo, as raizes da equacao do 2° grau 2> +2rx +2=0sdoz; =1 +iexy =1 —1

Observa-se que a través do método de completar quadrado é possével responder a

equacao do 2° grau com raizes nao reais .

O método de completar quadrados ¢é utilizado para resolver equacoes do segundo
grau, transformando-as em um produto notavel, como foi feito durante o proceso da
resolugao Ao escrever uma equacao do segundo grau na forma de produto notavel, é

possivel simplificar todos os calculos para encontrar suas raizes.



4 METODO DO PROFESSOR PO-SHEN
LOH PARA RESOLVER A EQUACAO DE
22 GRAU

Esta secao apresenta o trabalho do professor e pesquisador norte-americano sobre
métodos de resolucao de equacoes de segundo grau. Apresenta ainda, a justificativa
algébrica do método, embasamento e ideias inspiradas em modelos babilonicos de cerca
de 1700 anos a.C além de uma idéia geométrica que ajuda a entender o processo. Serao
resolvidos alguns exemplos com o objetivo de mostrar que o método funciona para casos
mais triviais de equagoes do tipo quadratica até os casos em que as equagos apresentam
coeficienetes arbitrarios raizes complexas. Por fim, foi feita a demonstragao da formula

resolutiva aplicando justamente as ideias apresentadas pelo professor Lo.

4.1 Breve histéria do professor Po-Shen Lon

O Professor Po-Shen Loh é um renomado matematico e educador. Ele é conhecido
por suas contribui¢des no campo da matematica combinatoria, em particular em teoria
dos nimeros e geometria combinatorial. Além disso, o Professor Loh é reconhecido por seu
trabalho como treinador da equipe de matematica dos Estados Unidos para as Olimpiadas

Internacionais de Matematica.

Além de suas realizacoes académicas, o Professor Loh é um defensor apaixonado da
educacao matematica acessivel e inclusiva. Ele fundou a Expii,disponivel em www.expii.com
uma plataforma educacional que busca tornar o aprendizado de matemaética e ciéncias

mais acessivel a estudantes ao redor do mundo.

Por meio de sua atuagao como palestrante, escritor e educador, o Professor
Po-Shen Loh tem impactado positivamente a forma como a matematica é ensinada e
compreendida. Sua abordagem inovadora tem inspirado muitos estudantes a se interessarem

pela matematica e a desenvolverem suas habilidades nessa area.

O Professor, Po-Shen Loh, contribui para a compreensao e resolucao de equacoes
do segundo grau por meio de sua abordagem inovadora no ensino da matematica. Embora
ele nao seja conhecido por desenvolver uma férmula especifica para resolver equagoes
quadraticas, sua atuagdao como educador tem impactado positivamente a forma como
os estudantes abordam e compreendem conceitos matematicos, incluindo equacoes do

segundo grau.
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Por meio de sua plataforma educacional Expii, disponivel em https://www.expii.com/
e de suas palestras e materiais educativos, o Professor Loh busca tornar a matematica
mais acessivel e compreensivel para um publico amplo. Sua abordagem visa incentivar a
criatividade, o raciocinio logico e a resolucao de problemas, habilidades essenciais para a

compreensao e resolucao de equagoes do segundo grau e outros conceitos matematicos.

Portanto, embora o Professor Po-Shen Loh nao tenha uma contribuicao especifica
na formulacao de métodos de resolucao de equagoes do segundo grau, seu impacto na
educagao matematica tem influenciado positivamente a forma como os estudantes abordam

e compreendem essa area da matematica, segundo Loh (2019)

4.2 Método de Po-Shen Lon

O professor Po-Shen Loh da Universidade de Carnegie Mellon propds através do
pre-print de um artigo (https://arxiv.org/pdf/1910.06709.pdf - outubro 2019, revisto
em dezembro de 2019) um novo método para a resolugdo de equagoes do segundo
grau, leccionadas no 92 ano de escolaridade, aparentemente mais intuitivo que evita

a memorizacao da conhecida formula resolvente.

METODO DE PO-SHEN LOH. Po-Shen Loh é um professor norte-americano,
nascido em 18 de junho de 1982. E professor associado de matemética na Universidade
Carnegie Mellon, na cidade americana de Pittsburgh, no Estado da Pensilvania. Em seu
artigo de 16 de dezembro de 2019 intitulado: A Simple Proof of the Quadratic Formula
(Uma Pova Simples da Formula Quadratica), ele apresenta uma demonstragao simples
da férmula resolutiva das equagoes de segundo grau, o que também produz um método
eficiente para resolver equagoes quadraticas gerais. O procedimento é bastante simplificado
e conceitualmente natural, além de ter potencial de desmistificar equagoes quadraticas para
estudantes em todo o mundo. No artigo, o professor Lo afirma que a férmula quadratica
foi uma conquista notavel dos primeiros matematicos, marcando a conclusao de uma longa
busca de um método efetivo para resolver equacodes de grau 2, com uma histéria que
remonta ao Periodo Babilonico, por volta de 2.000 a 1.600 a.C., e que, desde entao, muitos
nomes reconhecido na matematica deixaram sua marca neste topico, cuminando com a
formula que, doravente, viria se tornar parte padrao de um primeiro curso de algebra em
quase todo o mundo. Para o professor Lo, mesmo depois de tantos anos, é inconcebivel que
o trato as equacoes continue sendo como era desde o introdugao da formula, ha centenas
de anos, recorrendo-se a processos de decoracao pouco eficientes, além de extensos, dificeis

e traumatico, em alguns casos.

Neste trabalho apresentado pelo professor Po-Shen Lo ele mostra um modelo
simples e independente da formula quadratica habitualmente usada, além de se mostrar

extremamente eficiente e pratica para resolver equagoes de grau 2. O autor confessa ainda
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estar realmente muito surpreso com o fato desta abordagem pedagogica ter escapado a
descoberta humana até os dias atuais, dados os quase 4.000 anos de histéria sobre este
assunto e as milhares de pessoas que, ao longo dos anos, esbocaram a férmula resolutiva e

sua demonstragao.

Nas palavras do autor, seu artigo tem como objetivo fornecer um método referenciavel
e que seja logicamente correto e comprovado, com a garantia de ser aceito por seus colegas
matematicos. Dito isso. Estudos recentes desenvolvidos pelo matematico Po-Shen Loh
(1982), é inteiramente possivel que este trabalho possa ajudar a difundir as idéias do
pesquisador americano, além de popularizar uma abordagem pedagobgica alternativa
simplificada e prazerosa para resolver equacoes quadraticas, além de ser totalmente viavel

para integracao em todos os curriculos regulares.

Figura 6:Professor Po-Shen Loh

Fonte:Retirado da BBC World Service

4.3 O método do professor PO-SHEN

Este novo método tira partido da conhecida propriedade das solugoes das equagoes

do tipo 22 — Sz + P =0, onde S é a soma e P ¢ o produto das raizes, como a = 1, temos:
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soma das raizes

S:.’131+$2

sendo,
S S
S=—=4+—=
2 + 2
=242,
1=5 15 2
——— (S - )
1= 5 5 2
fazendo:
S
U= ——2x
5 2
Substituindo
x § +u
L)
isolando x5 na equagao:
S
u = 5 — T2
T § —u
D)
Assim as raizes sao:
=
ry = B u
S
To — 9 u

Com isso, o produto das raizes serda da forma:

(30 (G-

(s

isolando o u

38
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S 2
—+/(2) —P
“ (2)

sendo,u > 0, ou seja, u sera sempre positivo

Observa-se a simplicidade deste procedimento tornando realmente desnecessaria
memorizacdo de qualquer férmula, mesmo para coeficientes gerais de 2 . A prova
naturalmente se transforma em um método, e os alunos podem executar suas etapas

légicas em vez de inserir niimeros em uma férmula que eles nao entendem completamente.

4.4  Aplicacao do método através de exemplo

Aplicando o método do professor Po-Shen Loh em um exemplo.

Exemplo 4.1.
2 —8x+15=0

a soma das raizes

=1
B=-8
_ _B _ _ -8
S =" S =7
A soma das raizes: S = 8
o produto das raizes
C
pP=—
A
15
pP=—
1
o produto das raizes: P =15
.
T =—=4u
T
S
To=——1u
272
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Usando a férmula do produto da soma pela diferenca:
S S
= A==—u|=P
(2‘+u> (2 “)
8 8
Z (=2 —u)=1
(2‘%“> (2 “) °

(4+u). (4—u) =15

16 —u? =15
u? =16 —15
U = i\/f
u= =41
Parau >0
As raizes sao:
S +
T1=—+u
LD

8
n=g+l=4+1=5

To = — U

S
2
8
m=g5-1=4-1=3

Logo, as raizes da equacao de 2% grau 2> —8x + 15 =05s30: 21 =3 e 25 = 5

observa-se neste exemplo , que as raizes dessa equacao sao inteiras e distintas.

Exemplo 4.2. FEquacao do sequndo grau tem apenas uma solucao:

22 —4r+4=0
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A soma das raizes

A=1,B=-4eC=4

B
S=——
A
(—4)
S=—=
1
a soma das raizes: S =4
o produto das raizes
C
pP=—
A
p-?
1
a produto das raizes: P =15
a soma das raizes: S =4
o produto das raizes: P =4
x § +u
T
x Gl —u
27
assim,
S S
— . - — P
(2 - ”) (2 ”)
4 4
— A=—u)=4
(2 * “) (2 “)
4—u*=4
u=>0
Para, uw > 0
4
Ir1 = = + 0 =2
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4
17225—0:2

Logo, a raiz da equagio 2% — 4x +4 = 0, terd uma solucdo dupla: v, = 19 = 2

Neste exemplo as raizes sao inteiras e iquais.
Exemplo :
Um caso em que nao hé solugoes reais.
2 _
r*=2x4+3=0

a soma das raizes

A=1,B=-2e(C=3

B
S=——
A
(—2)
S=—-——=
1
a soma das raizes: S = 2
o produto das raizes
C
P=—
A
p=3
1

o produto das raizes: P = 3

Encontrados a soma e o produto das raizes da equacgao
a soma das raizes: S = 2

o produto das raizes: P = 3

x1:§+uex2:§—u

Assim,

w2 —u)=P
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2 2 '
(§+u).(§—u):3—> (1+u).(l—u)=3

l-uw’=3—-u>"=1-3

ur =2 = u=4y-2

Nota-se,
=1 u=+V22 > u==+iV2
para u > 0
uw=1iV2
As raizes

ZE1:§+U6I2:§—U
2 .
$1:§+Z\/§:1+Z\/§

2
x2:§—¢ﬁ21—¢\/§
Logo, as raizes da equacao de 2° grau z? — 2z + 3 = 0 sdo:

1’1:1+Z\/§€$2:1—Z\/§

Na resolucao deste exemplo , pode-se observar que nimeros racionais ou complexos

nao configuram nenhum obstaculo a aplicacado do método.

Para equacoes desse modelo Ax? + Bx + C = 0, ou seja, A # 1. A aplicacao do
método estd restrita a casos em que o coeficiente lider vale 1, porém, em casos em que
tivermos A # 1., basta aplicar o truque algébrico de dividir toda a equacio az?+bx+c =0
por a , (suponha sempre a diferente de zero), para obter uma equagao equivalente com

caracteristicas que permitam a aplicacgao do método.
Primeiro dividiremos toda equagao pelo coeficiente A:
A2 4 B ¢ _ s 2 B ¢ _
277+ Zw + 5 =0, ficando assim: z° + Zx + 5 =0

S
2

, agora serd = e onde era P, agora serd

A solugao sofre uma alteracao, onde era o

>
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_ ( S ) P
“=V\2a) "4
LN
I 2A u
— S _
T = 2A u

Com isso, o produto das raizes serda da forma:

(o))
24 \24 A
Sendo,u > 0, ou seja, u serd sempre positivo

Em suma, caso o coeficiente do segundo grau seja diferente de 1 o método sera o

mesmo, bastando para isso uma adaptagao inicial da equacao para que o coeficiente passe
a ser 1.

Exemplo 4.3. Um exzemplo com coeficiente A # 1.

20 —4x +10=10

Primeiro passo, vamos dividir toda equacao por 2, para que o coeficiente A seja
iquai a 1,

A=1
2 4 1
~r’ -z —0:0
2 2 2
Assim,
2 —2x+5=0

Aplicando o método do professor Po-Shen Lon

a soma das raizes

A=1,B=-2e(C =5
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A soma das raizes: S = 2

o produto das raizes

C
P=—
A
p=?
1
O produto das raizes: P =5
A soma das raizes: S = 2
O produto das raizes: P =5
x § +u
T
Assim,
S S
(5+0)-(5-0) -7
S
PLTo = — —
2 9 U
2 2
(5 +u)(§ —u)=5
(I14+u).(1-u)=5
1—u?>=5
w=1-5eut=—-4
Nota-se, 2 = —1
u==+Vi’4
u = =+27

Como, u > 0

45

(4.1)
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As raizes

2

2
m=3-2=1-2

Logo, as raizes da equacdo de 2° grau 2x* — 4z + 10 = 0 sdo: x; = 1 + 2i

Observa-se nesse exemplo o método do professor Po-Shen Loh, resolvem equagoes

de 2° grau com o coeficiente a # 1 e com raizes complexas.

Exemplo 4.4.
27 — 16z + 18

Um caso de equacio do 2° grau, quando o coenficiente de 2% é a # 1

Primeiro passo, vamos dividir toda equagdo por 2, para que o coeficiente A seja

iquat a 1,
A=1
2 16 18
St o+ —=0
2 2 2
Assim,

22 —8r+9=0

Aplicando o método do professor Po-Shen Lon

a soma das raizes

A=1,B=-8¢C=+9

B
=2
_ (=9
5=
A soma das raizes: S = 8
o produto das raizes
C
p-=
A
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O produto das raizes: P =9
encontrados a soma e o produto das raizes
A soma das raizes: S = 8

O produto das raizes: P =9

x §+
1—2 U
Assim,
S S
2 (Z2_u)=P
(2”) (2 “)
o= S _
2—2 U
8 8
(5+u) (5-u)=>
4d4+u).(4—u)=9
16—u?>=9
uw?=16—-9
w? =17
u::t\/ﬁ
Como, u>0
As raizes
x—§+
1—2 U

8
m =g+ VIT=44 V1T

47

(4.2)
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S

:v2:§—|—u

8
ZE2:§—V1 :4—\/17
Logos, as raizes da equagdo de 2° grau 2x* — 16z + 18 = 0 sdo: v1 = 4+ /17 e
Tog = 4 — vV 17

Observa-se nesse exemplo o método do professor Po-Shen Loh, resolvem equagoes

de 29 grau com o coeficiente a # 1 e com raizes irracinais.



5 METODO DAS ASPAS SIMPLES

Método da Aspas simples conhecido também como método da lamina.

Esse método é usado pelos peruanos para resolugao de equacgao de 2° grau os

mesmos usam de fatoragdo simples para chegar nos resultados.

A Fatoracao através do método das Aspas Simples se aplica a trindmios ordenados
na forma: axz?n + bz™ + c¢. O método consiste em decompor o coeficiente a e ¢ em duas

partes numéricas sendo a soma da multiplicacdo dessas partes em cruz seja b.

ar’ +br+c¢=0

a12.co + asx.co = bx

As vezes nao se encontra logo na primeira tentativa, quando isso acontece podemos
organizar os sinais e as posigoes de aq, as, cieco. Encontrados esses niimeros, podemos

fatora dessa maneira: (a1 + ¢1)(asx + ¢2)

Colocando em pratica através de exemplos o método peruano de resolucao de

equacao de segundo grau conhecido como método aspa simples.

Exemplo 5.1.
202 +Tx +3=0

5.1 Utilizando a tabela

202 +7x+3=0

202 | +7x | +3
2x 6x 1

T T 3

No quadro acima foi fatorado da sequinte maneira:
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Multiplicando em cruz

2.3 = 6x
r.l==x

Somando a multiplicacio em cruz
6x + x = Tx que € o termo no meio, ou seja, o coeficiente b

Rescrevendo a equagdo de 2° grau em forma de fatoracao, temos:

2x+1).(x+3)=0

Resolvendo a equagdo:

calculo da raiz, x;

20 +1=0
20 = —1
l':—i

calculo da raiz,

Logo, as raizes da equacio 22 + Tx + 3 = 0. Sdo x;, = —% €Ty =—3

O método aspas simples resolve a equacao de sequndo grau de forma rapida e muito

intuitiva.

Exemplo 5.2.
62> —5x —4=10

622 | =5 | —4
3z 3r | -4
2 | =8z | 1

No quadro acima foi fatorado da sequinte maneira:
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Multiplicando em cruz
3z.1 = 3x

2z.(—4) = —8x

Somando a multiplicacio em cruz
3z + (—8x) = —bx

. que € o termo no meio, ou seja, o coeficiente b.

Rescrevendo a equagao de 2° grau em forma de fatoracao, temos:

3z —4).(2z+1) =0

Resolvendo a equacdo: calculo da raiz,

calculo da raiz,
T2

20 +1=0

20 = —1
1

r=—=

5

Logo, as raizes da equacio 6x* —5x —4 = 0. Sdo 1, = % e Ty = —

Exemplo 5.3.
372 =22 -5=0

N | =

51
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32| =2z | =5
3z 3xz | =5
T —bxr | 1

No quadro acima foi fatorado da sequinte maneira:

322 = 3z.x

—5=-5.1

Multiplicando em cruz

3z.1 =3z

x.(=b) = —bx

Somando a multiplicacio em cruz

3z + (—5z) = —2

, que € o termo no meio, ou seja, o coeficiente b.

Rescrevendo a equagdo de 2° grau em forma de fatoracao, temos:

(Bx —5).(x+1)=0

Resolvendo a equagdo:

e cdlculo da raiz,

Logo, as raizes da equacio 3x* — 2x —5 = 0. Sdo x; =

3

exrs = —1.

52
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Exemplo 5.4.
2*+ 11z 4+10=0

22 | +11z | 10
T T 10
T 10x 1

No quadro acima foi fatorado da sequinte maneira:

r =T.x

10 = 10.1

Multiplicando em cruz
rl=x
.10 = 10z
Somando a multiplicacio em cruz

z+ 10x = 11z

O termo no meio, ou seja, o coeficiente b.

Rescrevendo a equacdo de 2° grau em forma de fatoragdo, temos:

(x+1).(z+10)=0

Resolvendo a equacdo:

calculo da raiz,

Logo, as raizes da equacio x* + 11z + 10 = 0. Sdo 71 = —1 e x5 = —10.



6 UMA SEQUENCIA DIDATICA PARA O
ENSINO DE FUNCAO QUADRATICA

Nesta unidade, apresentamos uma sequéncia didatica sugerida para professores
abordarem a func¢ao quadratica e os métodos de resolucao de equagoes de segundo grau
discutidos neste trabalho. Reconhecemos que essa sequéncia é um ponto de partida que
pode ser aprimorado e melhorado pelos colegas. A sequéncia didatica proposta é estruturada
em cinco aulas, cada uma com objetivos especificos e atividades planejadas para facilitar a

compreensao dos alunos.

6.1 Aula 1:Introducdo a funcdo quadratica
objetivos:
. fla)=0
o Encontrar os zeros da funcao

o Compreender a estrutura das equacoes do segundo grau

Indetificar os coeficientes ,a, b e c,

Atividades:

1. Apresentacdo: introducdo a forma geral da eauacdo az?® +bx +c =0

2. Identificacao de Coeficientes:apresentar exemplos de equagoes do segundo grau e

pedir aos alunos para identificar os coeficientes a, b e c.

3. Discussao em Grupo: discutir como a alteragao de cada coeficiente afeta a parabola

representada pela equagao.

Recursos

e Quadro branco e marcadores

» Exemplos prontos de equacoes.
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6.2 Aula 2: resolucdo de Equacdes do Segundo Grau pelo méodo

Tradicional
Objetivos:

e Revisar a férmula de Bhaskara.

o Resolver equagoes do segundo grau utilizando a férula de Bhaskara.

Atividades:

1. Revisao da Féormula de Bhaskara: apresentar a formula e derivar a mesma.
2. Exemplos Guiados: resolver exemplos passo a passo com a turma.

3. Pratica Independente: distribuir exercicios para os alunos resolverem individualmente.

Recursos:

o Folhas de exercicios.

e (Calculadora.

6.3 Aula 3:Introducao ao Método de Po-Shen Lon
Objetivo:

o Introduzir o método de resolugdo de Po-Shen Lon

o Comparar com a férmula de Bhaskara.

Atividades:
1. Explicagao do Método: apresentar o método de Lon utlizando uma equagao do
segundo grau simples.

2. Exemplos guiados: resolver alguns exemplos com os alunos, comparando o processo

com o método de Bhaskara.

3. Discussao: discutir as vantagens do método de Loh, como a simplificacdo em certos

Casos.
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Recursos:

e Quadro Branco.

o Slides explicativos.

6.4 Aula 4: aplicacdo pratica do Método de Po-Shen Loh
Objetivos:
o Aplicar o método de Po-Shen Lon na resolugao de diversas equacoes.
o Desenvolver a confianca dos alunos no uso do novo método.
Atividades:

1. Revisao rapida: recapitular os passos do método de Loh.

2. Resolucao de Exercicios: dividir os alunos em grupos e fornecer equacoes para

resolverem utilizando o método de Loh.
3. Corregao e Discussao: corrigir os exercicios em grupo e discutir as solugoes.
Recursos:

o Folha de Exercicios.

« Lousa para corregao coletiva.

6.5 Aula 5: avaliacdo e Reflexao
Objetivos:

o Avaliar a compreensao dos alunos sobre os métodos de resolucao de equagoes do

segundo grau.

o Refletir sobre a aprendizagem e discultir dificuldades.

Atividades:

1. Prova curta: aplicar uma prova com questoes que envolvem tanto o método tradicional

quanto o método de loh.
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2. Discurssao Final: discultir os resultados da prova e permitir que os alunos fagam

perguntas sobre quaisquer dificuldades que encontram.

3. Feedbak: coletar feedback dos alunos sobre o que acharam do método de Loh e como

ele se compara com a formula de Bhaskara.

Recursos:

e Provas impressas.

e Quadro branco para discutir questoes da prova.

6.6 Lista de exercicios

A lista de exercicios é para ser resolvida usando o método de Bhaskara e o método

de Loh e ao comparar os dois métodos.

Exercicio 1: O campeonato maranhense de futebol da primeira divisao é realizado
em turno unico, no qual todos jogam contra todos. Ao final do campeonato foram realizadas

28 partidas. Quantos clubes participaram do campeonato maranhense?

Solugao: Para determinar o nimero de clubes que participam do campeonato
maranhense de futebol da primeira divisao, pode-se usar a féormula matematica que

relaciona o niimero de partidas ao nimero de equipes.

Como cada time joga contra todos os outros, logo se assumirmos que ha n times
.entdo cada time jogard contra (n — 1) times e portanto teremos n(n — 1) partidas. No
entanto, como a partida de um time qualquer "A'contra um time "B"é o mesmo jogo entre
"B'e "A", entao a contagem foi feita em dobro, esse jogo. Dai, o nimero de partidadas é

dado por:

[n(n—1)]
2

P=
Onde:
P=ntmero de partidas
n=numero de equipes

Dado que foram realizadas 28 partidas, resolve-se a equagao para encontrar o valor

de n niimeros de equipes:

[n(n—1)]

28 =
2
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n?—n—5 =0

Método de Bhaskara:
ar’ +bxr+c=0

Foéormula quadratica:

—b+ Vb? — dac
T =
2a
os coeficientes da equagao
n®—n—>56=0

a=1,b=—1;c=—-56

Substituindo os coeficentes na formula de Bhaskara:

—(=1) £ /(1) — 4.1.(=56)
- 2.1

T

141+ 224
r=——"7
2.1

14225

T

1-15
:7:—7
o 2

O valor negativo nao serve, logo a quantidade de clubes do campeonato maranhense

sao de 8 equipes.
Método de Poh-Shen Lon

n?—n—5=0

Os coeficientes da equagao sao:

a=1,b=—1;c=—56
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soma das raizes produto das raizes

As raizes da equagao sao:

:161—2 U, Ty =

(30) (G-)-r

(09) (4-)

O produto das raizes:

Como, u >0
15

As raizes da equagao:

115 —14

_-_ _7
L R

Como a raiz negativa nao serve para esse problema, n = 8

99



CAPITULO 6. UMA SEQUENCIA DIDATICA PARA O ENSINO DE FUNCAO
QUADRATICA 60

Exrcicio 2 A prefeitura do municipio de Pirapemas-MA esté concluindo a reforma do
ginasio poliesportivo da cidade e pretende cercar toda a quadra com tela de alambrado. O
encarregado da obra consultou um professor de matematica da cidade e perguntou qual a
area maxima que ele pode cercar, considerando que a quadra poliesportiva tem dimensoes

oficiais de 20m por 36m e que recebeu apenas 200m de tela para fazer o trabalho.

Solucao

Figura 9: ilustracdo da quadra de esporte

100-x

Fonte: elaborado pelo autor através do Windows Paint

« Funcao quadratica para encontrar a area:

A(z) = (100 — z) = —2? + 100z

« Como o coeficiente a é negativo,ou seja, a < 0, a fungdo A(x) é representada por
uma parabola com a concavidade voltada para baixo e seu vértice é um ponto

maximo.Sendo assim,para que a area seja maxima, a dimensao x é a abscissa do

vértice.
o Os coeficientes da fungio quadritica A(z) = —x? + 100z:
a=—1,b=100

b

o Abscissa do vértice: z, = —5-

(=100) _ 100 __
21 — 2 50

e (Cdlculo da area maxima: z, = —

o Logo,a drea maxima a ser cercada ¢ um quadrado de lado 50m, o que esta adequado

para cercar a quadra 20m x 36m
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Exercicio proposto 3: O senhor Silva e sua esposa tém idades que multiplicadas

resultam em 616. Sabemos que o senhor Silva é 6 anos mais velho que sua esposa.

61

e Qual a idade da esposa do senhor Silva?

e Qual a soma das de suas idades?

« Daqui a quantos anos a soma de suas idades serda o dobro da idade do senhor Silva?

Exercicio resolvido 4: Maria é uma estudante de ensino fundamental que adora
praticar arremesso de bolas em um parque. Ela decide medir como a altura da bola varia

ao longo do tempo quando ela é arremessada para cima. Com a ajuda de seu professor de

matematica, ela descobre que a altura h(t) em metros da bola em fun¢do do tempo ¢ em

segundos pode ser modelada pela equagao quadratica:

h(t) = —5t* + 20t + 1

Figura 10: ilustracdo a trajetoria do projétil

Trajetoria do Projetil

—— Trajetoria do Projétil
—-== Altura de 15 metros

20 A

10 A

o

Altura (m)

-10 4

Tempo (s)

Fonte: Elaborado pelo Autor no Geogebra

Maria arremessa a bola com uma velocidade inicial de 20m/s a partir de uma

altura de 1 metro.
- Qual é a altura inicial da bola?

- Qual é a altura maxima que a bola atinge e em quanto tempo isso acontece?
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- Quanto tempo a bola leva para atingir o solo novamente?

O estudante langa um projétil com uma velocidade inicial de 11m/s. Considerando

a equacao, qual é o tempo para o projetil voltar ao solo?

- Calcule a altura da bola nos tempos t = 1 segundo, t = 2 segundos e t = 3

segundos.
- Durante quanto tempo a bola estard a uma altura maior que 15 metros?
Resolucgao:

- Altura Inicial: - Substituindo ¢t = 0 na equacao h(?):

h(0) = —5(0)® + 20(0) + 1 = 1 metro
- A altura inicial é 1 metro.
- Altura Maxima:

- A altura maxima ocorre no vértice da parabola. O tempo em que isso acontece é

dado por:

b 20
lmax = 5 = “35) = 2segundos

- Substituindo ¢ = 2 na equagao h(t):
h(2) = —5(2)2 +20(2) + 1 = —20 + 40 + 1 = 21 metros
- A altura méaxima é 21 metros.
Tempo de Voo:
- Para encontrar o tempo de voo, precisamos resolver a equagao h(t) = 0:
—5t*4+20t+1=0

, o _ /b2 —
- Usando a férmula quadratica t = W:

—20 £ /202 — 4(—5)(1)
- 2(-5)

—20 + /400 + 20
—10
. T20+ V420
—10
. ~2042049
—10

t =

—20+20.49

1= =T ~ 0.049 segundos
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ty = —20 —20.49
—10

- Portanto, a bola leva aproximadamente 4.049 segundos para atingir o solo novamente.

~ 4.049 segundos

Altura em Intervalos de Tempo:

- Altura em t = 1 segundo:

h(1) = —=5(1)* +20(1) + 1 = =5+ 20 + 1 = 16 metros

- Altura em t = 2 segundos:

h(2) = 21 metros (ja calculado anteriormente)

- Altura em ¢ = 3 segundos:

h(3) = —5(3)2 +20(3) + 1 = —45 + 60 + 1 = 16 metros

. Intervalo de Tempo Acima de 15 Metros:

- Para determinar o intervalo de tempo, resolvemos h(t) > 15:
—5t> +20t +1> 15

—5t? 420t — 14 > 0
- Resolvendo a equacao quadratica

—5t2 + 20t — 14 = 0:

—20 £ /202 — 4(—5)(—14)
- 2(-5)

‘ —20 =4 /400 — 280
- —10
—20 + /120
—10
L —20£10.95
n —10
—20 4+ 10.95
t, = +1() ~ 0.905 segundos
—20 —10.95

ty = — 10 ~ 3.095 segundos

t =

- Portanto, a bola esta acima de 15 metros no intervalo de tempo 0.905 < ¢ < 3.095

segundos.



CAPITULO 6. UMA SEQUENCIA DIDATICA PARA O ENSINO DE FUNCAO
QUADRATICA 64
Exercicio proposto 5: Na cidade de Pirapemas — MA, o agricultor Carlos esta
fazendo uma horta retangular tal que a largura deve ser dois metros menor que o
comprimento e, a area total deve ser de oito metros quadrados. Quais as dimensoes

da pequena horta do seu Carlos?

Exercicio proposto 6: Um grupo de torcedores do Palmeiras compraram um pacote
de viajem para assistir o jogo do palmeiras contra o flamengo no més de agosto deste ano
de 2024, no valor de 6300,00. Pretendiam dividir essa quantia entre si, em partes iguais.
Como 2 membros do grupo nao puderam cumprir o compromisso, cada um dos restantes

teve sua parcela aumentada de 360,00. O nimero de pessoas do grupo era, inicialmente:

Exercicio proposto 7: Se a soma das idades dos irmaos Joao Pedro e Pedro Joao ¢é

igual a 21 anos e o produto das suas idades é igual a 98, quais as suas idades?

Exercicio proposto 8: Se a 4drea de um barracao de escola de samba que tem um
formato de um retangulo é 78 unidades quadradas e seu lado maior é 7 unidades maior

que seu lado menor, quais sdo os comprimentos dos lados?

Exercicio proposto 9: Um terreno destinado para fazer um campo de futebol na
cidade de Pirapemas-MA, tem uma area de 300 m? e seu lado maior é do dobro do lado

menor. Encontre os comprimentos dos lados desse terreno.

Exercicio proposto 10: Calcule um nimero inteiro tal que trés vezes o quadrado

desse niimero menos o dobro desse niimero seja igual a 40.

Exercicio proposto 11: Para construir uma area de vivéncia de formato regular
cuja area é de 32 m2. Jodao Batista decidiu contruir as suas dimensdes sendo que um de

seus lados tera 4 m a mais que o outro. Quais as dimensoes da area de vivéncia?

Exercicio proposto 12: Uma fungao quadratica f é dada por f(z) = 2? + bx + ¢,
com b e ¢ reais. Se f(1) = —1 e f(2) — f(3) = 1, o menor valor que f(x) pode assumir,

quando x varia no conjunto dos niimeros reais, é igual a



7 CONSIDERACOES FINAIS

O trabalho concentrou-se em apresentar quatro métodos para resolucao de equagao
quadratica e ao mesmo tempo fazer um resgate historico sobre determinados métodos de
resolugao de equacgoes quadraticas, desde os primeiros registros em placas de argilas e em
papiros, até os métodos convencionais nesse trabalho a partir de exercicios ou exemplos de
aplicagao. Essa sequéncia visa nao apenas ensinar os alunos a resolver equagoes do segundo
grau, mas também a pensar criticamente sobre diferebtes métodos de solugao. A introducao
de um método inovador como de Po-Shen Lon pode ajudar a despertar o interesse dos

alunos e promover uma compreensao mais profunda dos conceitos mateméaticos envolvidos.

O método Po-Shen Loh assim como as Aspas Simples, apresentado e demonstrado
neste trabalho, surge como mais uma alternativa para resolucao das equacoes quadraticas,
e que, com o passar do tempo, espera-se que seja incorporado aos livros didaticos e faga
parte do rol de técnicas apresentadas em sala de aula, quando do ensino de equacoes do 2°

graul.
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Esta dissertacdo apresentou uma abordagem abrangente para o ensino de fungoes
quadraticas, incorporando tanto métodos tradicionais quanto inovadores de resolucao
de equagoes do segundo grau. Exploramos a importancia de compreender as fungoes
quadraticas nao apenas como conceitos matematicos abstratos, mas também como ferramentas

praticas para modelagem e solu¢ao de problemas do mundo real.

Inicialmente, revisamos o método tradicional de resolucao de equacoes quadraticas,
representado pela formula de Bhaskara, amplamente conhecida e utilizada no ensino bésico.
Complementamos essa abordagem com a introducao do método inovador de Po-Shen Loh,
que oferece uma simplificacdo intuitiva para a resolugao dessas equagoes, potencialmente
facilitando o aprendizado para alunos que enfrentam dificuldades com a férmula tradicional.
A sequéncia didatica apresentada nesta dissertagao visa proporcionar uma abordagem
inovadora e eficaz para o ensino das fungoes quadraticas no ambiente escolar. Ao longo do
trabalho, exploramos a importancia de compreender as fungoes quadraticas ndo apenas
como um conceito matematico, mas como uma ferramenta poderosa para a modelagem e

resolucao de problemas do mundo real.

O método tradicional de resolucao de equagoes do segundo grau, representado
pela férmula de Bhaskara, foi complementado pelo método inovador de Po-Shen Loh. A
introducao e aplicagdo desse método nao s diversificam as estratégias pedagdgicas, como
também despertam o interesse dos alunos, promovendo uma compreensao mais profunda

dos conceitos matematicos envolvidos.

A comparagao entre esses dois métodos de resolucado demonstrou que, embora
ambos sejam eficazes, o método de Loh apresenta vantagens em termos de simplificacao e
compreensao intuitiva, o que pode ser especialmente 1til para estudantes que enfrentam

dificuldades com a formula de Bhaskara.

Além disso, o desenvolvimento das atividades praticas e a avaliagdo constante do
progresso dos alunos permitiram um ambiente de aprendizagem colaborativo e reflexivo. Os
alunos nao apenas aprenderam a resolver equagoes quadraticas, mas também desenvolveram
habilidades criticas e analiticas que sao essenciais para a sua formacao académica e

profissional.

Portanto, esta dissertacao reforca a necessidade de incorporar métodos de ensino
variados e inovadores no curriculo escolar, assegurando que o ensino da matematica va
além da memorizacao de féormulas e conceitos, e esteja profundamente conectado as suas
aplicagoes praticas no cotidiano. Através dessa abordagem, podemos contribuir para a

formacao de individuos capazes de pensar criticamente e resolver problemas de maneira
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eficiente e criativa.

Dessa forma, esperamos que os resultados obtidos e as metodologias propostas
neste trabalho sirvam como referéncia para futuras praticas pedagogicas e pesquisas na
area do ensino de matematica, promovendo um ensino de qualidade e acessivel a todos os

estudantes.
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