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Resumo

Este trabalho objetiva mostrar as técnicas utilizadas nos critérios de divisibilidade, tratadas
na educacao basica, em especial no sexto ano do ensino fundamental, a exemplo do critério
por dois, por trés, por quatro, por cinco, por seis, por sete, por oito, por nove, por dez e
por onze, sendo este ultimo acrescido aqui neste trabalho, como fonte de curiosidade. Tais
técnicas foram demonstradas fazendo uso de definigoes, teoremas e corolarios extraidas do
arcaboucgo da aritmética e tratadas com bastante rigor na mesma; para tal, foi utilizado,
topicos como o teorema fundamental da aritmética, congruéncia, maximo divisor comum e

minimo multiplo comum, a divisdo Euclidiana, principio da boa ordenacao e inducao.

Palavras-chave: divisibilidade; aritmética; critérios.



Abstract

This work aims to show the techniques used in the divisibility criteria, treated in basic
education, especially in the sixth year of elementary school, such as the criteria for two,
for three, for four, for five, for six, for seven, for eight, for nine, by ten and by eleven,
the latter being added here in this work, as a source of curiosity. Such techniques were
demonstrated using definitions, theorems and corollaries extracted from the arithmetic
framework and treated with great rigor; To this end, topics such as the fundamental
theorem of arithmetic, congruence, greatest common divisor and least common multiple,

Euclidean division, principle of good ordering and induction were used.

Keywords: divisibility; arithmetic; criteria.
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1 Introducao

Problemas que envolvem divisibilidade sao tratadas na educacao basica nas séries
intermediarias, precisamente no sexto ano do Ensino Fundamental. Nesta série os critérios
de divisibilidade sao tratados como técnicas, dispensada de suas provas. Sendo abordada
através de exemplos de sua utilidade e funcionalidade. Deste modo, este texto pode ser
util como uma sequéncia didatica a este contetido. Esse tema também é mencionado na
Base Nacional Comum Curricular e destacamos a habilidade EFO6MAO05:

EF06MAO5 Classificar nimeros naturais em primos e compostos, estabelecer

M WA

relacoes entre niimeros, expressas pelos termos “é multiplo de”, “é divisor
de”, “é fator de”, e estabelecer, por meio de investigagoes, critérios de
divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 100 e 1000. (BRASIL, 2018)

Vale ressaltar que tais critérios sao aplicados, na educacao bésica, a nimeros
naturais e nao a ntmeros inteiros como ensinadas no Ensino Superior. Tais “técnicas”
ensinadas com nimeros naturais, sao assim aplicadas, ndo porque este fosse o tnico
conjunto que apresentasse funcionalidade para tais métodos, mas porque justamente no
quinto e sexto ano do ensino fundamental, muitos problemas de matematica estivessem
relacionados a esse conjunto, os naturais. Nessas mesmas séries ja sao apresentados aos
jovens estudantes, nimeros decimais, nimeros fracionarios, que sao caracteristicas de
nimeros racionais. Mas tal mencao nessas séries nao é dada com devido mérito, porque os
livros didaticos o fazem tratando de forma paralela ao conjunto dos ntimeros naturais e

nao como um conjunto dos quais os naturais fizessem parte.

Entretanto, muito do que esta colocado neste trabalho, tem como conjunto base
o conjunto dos ntmeros inteiros,como por exemplo, teoremas, corlarios e exemplos, dos
conceitos basicos para embasar o desenvolvimento do tema deste trabalho. No tépico
critérios de divisibilidade, muito do que esta exposto, tem como conjunto numérico de
abordagem, o conjunto dos nimeros naturais. E importante salientar que os elementos
numeéricos utilizados nas técnicas que serao apresentadas, sao elementos escritos na base
dez. Como base para técnicas de critérios de divisibilidade, é utilizado como base tedrica,
O principio da boa ordenacao, importante principio que caracteriza bem o conjunto dos
numeros inteiros; o método da inducgao, as nogoes de divisibilidade e a divisao euclidiana,
o maximo divisor comum e o minimo miltiplo comum. De maneira sucinta é apresentado
o estudo de niimeros primos, uma vez que estas teorias sao importantes na teoria dos
numeros. E por fim, de forma também abreviada, é destacado alguns pontos importantes

em congruéncia, para assim, em seguida, realizar abordagem em critérios de divisibilidade.

Os critérios de divisibilidade apresentados aqui, sdo aqueles que sao ensinados aos
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estudantes da educacao basica, como mencionado em momento anterior, em sua grande
maioria sao apresentados como “macetes” para identificar quando um dado ntimero natural
¢é ou nao divisivel por outro. No caso, critério de divisibilidade por dois, por trés, por
quatro, por cinco, por seis, por oito, por nove e por dez. Foi acrescentado o critério do sete
e do onze, pois com a experiéncia como professor de matematica para turmas de sexto
ano, muitos alunos e alunas interrogavam o porque do salto do seis para o oito e se nao
havia critério por sete. E sempre propunha para que realizassem pesquisas para que na
aula seguinte houvesse possibilidade de discutir os critérios descobertos; isso era feito para
que percebessem como a matematica tem tantas outras preciosidades que nem sempre sao
apresentadas de forma imediata. Outros critérios existem, mas estao fora do escopo deste
trabalho, pois o objetivo principal é apresentar os critérios ndo apenas como macetes, mas
evidenciando que a base construida para a técnica em si, ja é a engenhosidade que justifica
0 que tantos professores de mateméatica precisam apresentar aos estudantes, sem deixar de
lado a elegancia e beleza que a matematica possui quando é preciso justificar o porque de

determinado assunto ser apresentado daquela forma.

No Capitulo dois é apresentado os conceitos fundamentais para dar base ao tema e
que sao extremamente importantes para realizar boa parte das demonstragoes apresentadas
neste trabalho, tais como o Axioma de Peano, o Método da Inducgao, o Principio da Boa

Ordenacao e, de forma abreviada, os nimeros inteiros e algumas propriedades.

O Capitulo trés apresenta uma abordagem mais criteriosa sobre divisibilidade
com algumas proposicoes importantes para justificar determinadas passagens, tais como,
garantia de divisibilidade ou nao de certos nimeros naturais. Nesse mesmo capitulo é
também apresentado, de forma resumida, o sistema de numeragao decimal e o teorema
chave para escrita de um dado niimero por meio de sua base numérica.Tépicos como o
algoritmo de Fuclides, o Maximo Divisor Comum, o Minimo Miltiplo Comum e Ntumeros
Primos sdo pontos importantes, pois possuem teoremas e proposicoes fortes que dao maior

seguranca matematica no que sera desenvolvido no capitulo cinco.

O Capitulo quatro, apesar de curto, mostra o assunto de Congruéncia apresentando
algumas proposicoes, teoremas e corolarios utilizados justamente nas demonstracoes dos
critérios de divisibilidade que sdo apresentados no capitulo cinco. Sendo que é no capitulo
cinco que se apresenta o assunto tema, trazendo os critérios com provas, de dois a onze,
seguindo uma ordem numérica, justamente, como uma forma didatica de apresentar tais

critérios.

No capitulo seis foi colocado algumas curisoidades, como a prova dos nove e o
calendério, com o intuito de agugar a curiosidade do leitor sobre a aplicacdo dos critérios
de divisibilidade e também da congruéncia. E neste mesmo capitulo os macetes fazem
o encerramento do trabalho, fornecendo ao leitor as técnicas, de forma abreviada, dos

critérios colocados no capitulo cinco.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo sera apresentado alguns conceitos fundamentais para o desenvolvimento
deste trabalho, tais como os axiomas de Peano, o Método da Induc¢ao e o Principio da

Boa Ordenacao.

2.1  Axiomas de Peano e o método da Inducao

Os Axiomas de Peano sido os seguintes:
(A) Todo nimero natural n tem um sucessor, representado por n + 1.
(B) Se m+1=mn+1, entdo m = n.

(C) Existe um tnico nimero natural, designado por 1, tal que n+ 1 # 1, para todo

n natural.

(D) (Axioma de Indugao) Seja X um conjunto de niimeros naturais (isto ¢, X C N).
Se 1€ X ese, além disso n +1 € X, para cadan € X, entao X = N.

Aqui N é o conjunto dos nimeros naturais. E importante salientar que em muitas
obras da literatura académica de matematica o conjunto dos naturais N = {1,2,3,4, ...},
tendo como ponto de partida o 1 e em outros, o conjunto dos naturais N = {0,1,2,3,...},
tendo como ponto de partida o 0 (zero). Em muitas demosntrages de indugao serd utilizado
a primeira forma do conjunto dos naturais. Quando for conveniente a segunda notacao

serd utilizada com a devida mencao.

O método da indugao (ou Axioma de Indugdo) como ilustram, no livro matematica
discreta dos professores Augusto Morgado e Paulo Cezar (MORGADO; CARVALHO,
2015), “nao é somente um método de demonstragao: ele é também um método para
construir defini¢oes.” Tal método sera bastante 1til para realizarmos nas demonstracoes de
muitas proposigoes e teoremas deste trabalho. O Teorema abaixo é uma versao um pouco

mais geral que o Axima (D) citado acima.

Teorema 1. Seja P(n) uma propriedade relativa ao nimero natural n e seja k um nimero

natural.

Suponhamos que
i) P(k) € vdlida;
it) Para n >k, a validez de P(n) implica a validez de P(n+ 1).

Entao P(n) € vdlida para todo n > k.
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Demonstracao. O Axioma da Induc¢do é um caso particular do acima, para k = 1. Mas
para demonstrar essa versao um pouco mais geral, recorremos ao Axioma de Inducao.

Tomando

X = {n natural |(k+n — 1) é valida}

Entao, 1 € X, ja que por (i), P(k+1—1) = P(k) é véalida. Além disso, por (ii), se
n € X, entao n + 1 € X. Logo, pelo Axioma da Indugao, X é o conjunto dos ntimeros
naturais. Isto significa que P(k +n — 1) é valida para todo n natural, ou seja, que P(n) é

valida para todo n > k. O

Exemplo 1. Prove que, para qualquer nimero natural n, n®+ (n+1)3+ (n+2)? é divisivel

por 9.

Demonstragio. Consideremos P(n) : n3 + (n 4+ 1)3 4 (n + 2)3. Para P(n) ser divisivel por

9 é preciso que:

P(n) :n®+ (n+1)° + (n + 2)* =9k para k natural

Para n = 1, temos:
P(1) : 13 + 2% + 3% = 36 que ¢ divisivel por 9.
Suponhamos P(n) valida, ou seja que P(n) seja divisivel por 9.

Fagamos a verificagdo para P(n + 1).

Pn+1):(n+ 1>+ (n+2>*+ (n+3)>

Como (n+1)3 + (n + 2)® = 9k — n3, temos ainda que P(n + 1) é:
(n+1°+n+2°+(n+3)°=9—n*+ (n+3)°
= 9k + 9n® + 27n + 27
= 9(k +n* + 3n + 3) que é divisivel por 9
Como P(n) implica em P(n + 1), logo P(n) é vélida para n natural. O

Teorema 2. Principio da Indugcio Completa ou da Inducao Forte

Seja P(n) uma propriedade relativa ao nimero natural n. Suponhamos que:

i) P(1) € valida

it) Para todo n natural, a validez de P(k), para todo k < n, implica a validez de P(n+1).

Entao P(n) € vdlida para todo n natural.
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Demonstragio. Consideremos a sentenga aberta Q(n) : P(k) é valida, para todo natural
k < n Como, por (i) P(1) é valida, Q(1) também é. Suponhamos agora que Q(n) seja
valida. Isto quer dizer que P(k) é valida, para todo k < n. Mas por (ii), isto implica a
validez de P(n + 1), que por sua vez implica em P(k) seja valida para todo k < n + 1.
Logo, Q(n + 1) também é valida. Portanto, pelo Axioma de Inducdo, @(n) é valida para

todo n natural, de onde decorre a validez de P(n) para todo n natural. ]

Os assuntos que serao aqui apresentados possuem como conjunto de referéncia o
conjunto dos numeros inteiros. Quando for conveniente é que serd utilizado o conjunto dos

numeros naturais.

2.2 Os nameros inteiros e o Principio da Boa Ordenacao

De acordo com o professor Abramo, no livro Aritmética, enuncia que o conceito
de nimeros inteiros teve origem de sua criacao com o objetivo de resolver problemas de
contagem. Os nimeros negativos tem sido considerados esporadicamente na antiguidade,
mas tratado com um olhar mais desconfiado por parte dos matematicos até entao; foi
no final da idade média na Europa, com as atividades mercantis que esse receio fora
diminuindo, pois foi sentido a necessidade de considerar os inteiros relativos e com eles
realizar operagoes. Segundo ainda relata Abramo (HEFEZ, 2009), “o matemético de
Bolonha, Rafael Bombelli (1526-1572), no seu livro ’Algebra, publicado em 1572, enuncia
claramente as regras operatérias com nimeros inteiros”. A evolucdo da nocgao intuitiva
de nimeros inteiros para um conceito mais elaborado se deu a passos lentos, pois s6 no
final do século XIX, quando os fundamentos de toda matematica foram questionados e
intensamente repensados, é que a no¢ao de niimero passou a ser baseada em conceitos da

teoria dos conjuntos, considerados mais primitivos.

Nao é o objetivo deste trabalho, aprofundar e apresentar a natureza dos ntimeros
inteiros, elementos apresentados no rigor da matematica e da teoria dos niimeros, mas
apenas apresentar alguns elementos interessantes e importantes deste conjunto, uma vez
que em grande parte do que serda aqui exposto, os niimeros inteiros sao mencionados e

utilizados em teoremas e proposicoes de divisibilidade.

Tomemos como ponto de partida o conjunto Z dos ntimeros inteiros, representado

por

Z={.,-3-2-1,01,23,..}

juntamente com as operagoes de adi¢ao (a,b) — a+b e de multiplicacao (a,b) — a-b.

Assim como cita o professor Abramo (HEFEZ, 2009) “A lista de axiomas que

adotaremos esta longe de ser a menor possivel, pois quanto menor for essa lista, mais
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demorado sera chegar aos aspectos mais interessantes da teoria, 6nus que nao desejamos

ter aqui”, serd realizado aqui breve abordagem.

2.2.1 Adicao e Multiplicacao

A adi¢do e multiplicacdo no conjunto dos niimeros inteiros, possuem as seguintes

propriedades:
1) sdo bem definidas:
Para todos a, b, ¢, d inteiros, se a =ceb=d,entaoa+b=c+dea-b=c-d.
2) sao comutativas:
Para todos a, b inteiros, a+b=b+aea-b=1>-a.
3) sdo associativas:
Para todos a, b, ¢ inteiros, (a +b) +c=a+ (b+c)e(a-b)-c=a-(b-c).
4) ambas possuem elementos neutros:
Para todo a inteiro,a+0=aea-1=a
5) a adigao possui elementos simétricos:
Para todo a inteiro, existe b = —a tal que a + b = 0.
6) a multiplicacao é distributiva com relagao a adicao:
Para todos a, b, ¢ inteiros, tem-se a- (b+c¢) =a-b+a-c. E pela propriedade 1 que

nos é permitido somar um dado nimero (ou multiplicar um dado ntimero) a ambos os

lados de uma igualdade.

Observe que o conjunto dos niimeros inteiros é particionado em dois subconjuntos:

7Z =NU(-N)
Em que N é o conjunto dos niimeros naturais e —N é o simétrico do conjunto N.

Proposicao 1. a-0 =0 para todo a inteiro.
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Demonstracao. das propriedades 4 e 6, temos:

al0=a-(0+0)=a-04+a-0

Somando —(a - 0) a ambos os lados da igualdade e utilizando as propriedades ja

enunciadas, obtemos:

0=—(a-0)+a-0
=—(a-0)+(a-0+a-0)
=(—(a-0)4+a-0)+a-0
=0+a-0
—a-0

]

Proposicao 2. A adicao € compativel e cancelativa com respeito a igualdade: Para todos
a, b, c inteiros,

a=b&sa+c=b+c

Demonstracao. A implicagdo a = b = a + ¢ = b+ ¢ é consequéncia da adi¢ao ser bem
definida (propriedade 1). Supondo que a + ¢ = b + ¢, somando (—c) a ambos os lados,

obtemos a = b. O

2.2.2 Ordenacao dos Inteiros

Admitiremos que em Z também valem as seguintes propriedades:
7) Fechamento de N:

O conjunto N ¢é fechado para a adigdo e para a multiplicagao, ou seja, para todos

a, b naturais, tem-se que a +b € Nea-b e N.
8) Tricotomia:

Dados a, b inteiros, uma e apenas uma, das seguintes possibilidades é verificada:

ii) b—a€eN;

iii) —(b—a)=a—beN
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Diz-se que a é menor do que b, simbolizados por a < b, toda vez que a propriedade

(ii) acima for verificada.

Como a — 0 = a, decorre da definicdo dada que a > 0 se, e somente se, a € N.

Portanto,

{re€Zlx>0}=Ne{reZlzr <0} =-N
Decorre dai que a > 0 se, e somente se, —a < 0.

Proposicao 3. A relacio “menor que” é transitiva: para todos a,b,c inteiros, a < b e

b < ¢ implica que a < c.

Demonstragcao. Supondo a < b e b < ¢, temos que b — a e ¢ — b sdao naturais. Como N ¢

aditivamente fechado, temos que ¢ —a = (b —a) + (¢ — b) € N; logo, a < c. O

Proposicao 4. A adicdao é cancelativa com respeito a relacao “menor que”: para todos

a, b, c inteiros, a < b se, e somente se a + c < b+ c.

Demonstracao. Suponha que a <b. Logo, b —a € N
Dessa forma,
(b+c¢)—(a+c)=b—aeN
O que implica que a + ¢ < b+ c.

De forma reciproca, suponha que a + ¢ < b+ c¢. Pela primeira parte da proposicao,
podemos somar (—c) a ambos os lados da igualdade, o que nos conduz ao resultado que

desejamos provar. O]

Proposicao 5. A multiplicacio por elementos de N é compativel e cancelativa com respeito

a relagdo “menor que”: para todos a,b inteiros e ¢ natural, a < b<a-c<b-c.

Demonstracao. Suponha que a < b. Logo, b —a € N.

Assim, se ¢ € N, pelo fato de N ser multiplicativamente fechado, temos b-c—a-c =

(b—a)-ceN;logo,a-c<b-c.

Reciprocamente, suponha que a-c < b- ¢, com ¢ € N. Pela tricotomia temos trés
possibilidades a analisar:
i) a = b. Isso acarretaria a - ¢ = b - ¢, o que ¢é falso.

ii) b < a, isso acarretaria, pela primeira parte da demonstragao, que b-c < a- ¢, o que

também é falso.
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iii) a < b. Esta é a unica possibilidade vélida.

]

Proposicao 6. A multiplicacio é compativel e cancelativa com respeito a iqualdade: para

todos a, b inteiros e todo c inteiro nao nulo a =b<a-c="b-c.

Demonstracio. A implicacdo a = b = a-c = b - ¢ vale também para ¢ = 0 e decorre de

maneira imediata do fato da multiplicacao ser bem definida (Propriedade 1).

i) caso ¢ > 0. Se a < b, pela Proposicao 5, tem-se que a - ¢ < b- ¢, o que é um absurdo.
Se b < a, pelo mesmo argumento, b-c < a - ¢, o que é absurdo. Portanto, a tnica

alternativa valida é a = b.
Para ¢ > 0, tem-se que

a=b—a-b=b-b—=(a-b)c=(b-Db).c—ac-bc=0.

ii) caso —c > 0. A argumentacao segue a mesma linha usada acima para o caso ¢ > 0, levando

em conta que d < e se, e somente se, —d > —e (que serd provado logo a seguir).

Prova-se que para d, e inteiros, temos d < e se, e somente se, —d > —e.

(=) considerando d < e, somando a ambos os lados —(d + ¢e), temos:

d—(d+e)<e—(d+e) - —e< —d

(<) considerando —d > —e, soma-se a ambos os lados d + e, temos:

—d+d+e>—-e+d+e—e>d
O

Decorre do exposto até aqui que Z ¢ um dominio de integridade!, isto é, se a e b
sao inteiros tais que a-b =0, entdo a = 0 ou b = 0. De fato, se a # 0, entdo ab=0=a - 0.

Pelo cancelamento de a # 0, segue-se que b = 0.

Diremos que a ¢ menor ou igual do que b, ou que b é maior ou igual do que a,

escrevendo a < b ou b > a, se a <b ou a = b.

Note que a < b se, e somente se, b — a € N.Frisa-se que o conjunto dos naturais
mencionado é aquele que inclui o zero. Com isso, verifica-se facilmente que essa nova

relagdo é efetivamente uma relacao de ordem, pois possui as seguintes propriedades:

1 Conforme (GONCALVES, 1999) um dominio de integridade é uma estrutura algebrica com duas

operagoes: soma e multiplicacdo; comutativo, com unidade e sem divisores de zero.
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1) é reflexiva: para todo a inteiro, a < a.
2) ¢é antissimétrica: para todos a, b inteiros, a < b e b < a implica que a = b.

3) é transitiva: para todos a,b,c inteiros, a < b e b < ¢ implica que a < c.

Definiremos a importante no¢ao de valor absoluto.

Seja a inteiro, definimos:

a, sea >0
la| =
—a, se a <0

2.2.3  Principio da Boa Ordenacao

Antes de enunciarmos esta propriedade, vejamos alguns pontos importantes.

o Um subconjunto S de Z é limitado inferiormente, se existir ¢ € Z tal que ¢ < x para

todo x € S.
e Diremos que a € S é um menor elemento de S se a < x, para todo z € S.

o Apesar do conjunto vazio, ser aquele que nao possui nenhum elemento, convencionamos
que seja limitado inferiormente e, respectivamente, superiormente, tendo qualquer
numero como cota inferior e, respectivamente, cota superior. Ou seja, seja T" um
subconjunto de Z, sendo T vazio. Se existisse x € T', ¢ < z, sendo ¢ uma cota inferior

e, x < d, sendo d uma cota supeiror.

o Um menor elemento de S, se existir, é tinico. Tal fato se justifica se considerarmos
a e a', como os menores elementos de S, teremos entao que a < a’ e a’ < a o que

implica em a = a'.

o A exemplo, Z e —N nao sdo limitados inferiormente e nem possuem um menor
elemento. Mas N ¢ limitado inferiormente e possui 0 como menor elemento (em
alguns textos, o menor elemento natural ¢ o 1. Tudo ird depender da conveniéncia

do autor).

Principio da Boa Ordenagao (PBO). Se S é um subconjunto nao vazio de Z e

limitado inferiormente, entao S possui um menor elemento.

Vejamos algumas ilustracoes do uso do PBO.

Proposicao 7. Nao existe nenhum numero inteiro n tal que 0 < n < 1.
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Demonstracao. Provemos por absurdo. Suponhamos que exista n com essa propriedade.
Dessa forma temos um conjunto nao vazio A = {z € Z;0 < x < 1} que é limitado

inferiormente.

Assim A, possui um menor elemento a, com 0 < a < 1. Multiplicando esta ultima

desigualdade por a (atengdo para o fato de a > 0), temos:
0<a?<aqueaindaé0<a’<a<l
Portanto a? € A e a? < a, que é uma contradicao!

Logo A é vazio. m

Corolario 1. Dado um nimero inteiro n qualquer, ndo existe nenhum numero inteiro m

tal quen <m <n+1.

Demonstracao. Por absurdo, suponhamos que exista um nimero inteiro m satisfazendo as

desigualdades n < m < n + 1.

Logo, 0 < m —n < 1, o que contradiz a proposi¢ao anterior. ]

Corolario 2 (Propriedade Arquimediana). Sejam a, b € Z, com b # 0. Entdo eziste
n € Z tal quen-b > a.

Demonstragio. Como |b| # 0, da Proposigao 7, temos que |b| > 1.
Portanto,
(la| +1) - [b] = |a| + 1 > |a] > a

Tomando n = |a| +1,se b >0 e n = —(Ja] + 1), para b < 0, o resultado segue na

desigualdade acima. O
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3 DIVISIBILIDADE

O processo de realizar a divisao de um ntimero por outro, em grande maioria das
vezes realizadas entre niimeros inteiros, é uma das maiores engenhosidades ja descobertas
no mundo mateméatico. O engenhoso algoritmo enunciado por Euclides a séculos atras,
em sua grande obra, intitulada Os Elementos, mostra o quao grande foi esse homem em
sua época. Claro que outros gigantes, que o antecederam e o sucederam merecem honras
por tamanhas descobertas cientificas; a obra de Euclides, quanto ao processo de divisao
envolvendo dois niimeros inteiros, ¢ uma das maiores técnicas ja reveladas para a sociedade.

Conhecamos alguns pontos importantes.

3.1 Divisibilidade

Definicao 1. Dados dois nimeros inteiros a e b, dizemos que a divide b, denotado por

alb, se existir um inteiro ¢ tal que b = ac.
Exemplo 2. Tem-se como exemplo que 3|12 pois 12 = 3.4
Exemplo 3. Porém como ndo hd inteiro ¢ que satisfaga 21 = 2.c, entdo 2 121

Proposicao 8. Sejam a, b, c,d inteiros.
Tem-se que:

i) 1la, ala e al0.
ii) Ola < a = 0.
iii) a divide b se, e somente se, |a| divide |b].
iv) se alb e b|c, entao alc.
v) se alb e c|d = aclbe.
vi) se a|(b+£ ¢) entdo alb < alc.

vii) se d|n e n|d = |d| = |n| para n inteiro.
Demonstragao. Sejam a, b, ¢, d inteiros, tem-se:

i) Decorre das igualdadesa=a-1,a=1-ae0=0-a.
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ii) (=) Suponha que 0|a dessa forma, existe ¢ inteiro tal que a = ¢ - 0.

Decorre da Proposicao 1 que a -0 = 0, dai conclui-se que a = 0.

(<) para a reciproca temos que 0|0, o que torna imediato a prova.
iii) (=)se a|b entao existe k inteiro tal que b = ak.

Sendo assim |b| = |ak| = |a|.|k| o que leva a concluir que |a| divide [b].

(<)|a| divide |b|, entdo |b| = k.|a|, para um determinado k inteiro. Tomando

modulos, tem-se:
|b| = |k| - |a] = |b| = |k| - |a| = |b|=|k-a|=b=k-aoub=—k-a

Dessa forma, tem-se que a divide b.
iv) Se alb tem-se b = ky - a, para k; inteiro; e b|c, tem-se ¢ = ks - b.

Substituindo b = k1 -a em ¢ = ko - b, tem-se ¢ = ko - k1 - a, 0 que prova que a divide

v) Se alb e c|d, entao existem k; e ko inteiros, tal que b = kia e d = koc. Dessa forma,
bd = kiksac. Logo aclbd.

vi) (=) Suponha que a|(b+ ¢). Dessa forma existe k; inteiro, tal que b+ ¢ = k;a.

Mas se al|b, entdo existe ks inteiro tal que b = koa. Juntando as duas igualdades

dadas, tem-se que

kga—l—c: kla

no que resulta em ¢ = kya — kqa = (ky — ko)a. Entao alc.
(<) supondo que a|(b+ c), donde b+ ¢ = kja.

Mas se alc, entdo existe kg inteiro tal que ¢ = kza. De forma andloga ao feito

anteriormente, tem-se:

b+k3a:k1a:>b:(k;1—k3)a

o que possibilita concluir que alb.

Por outro lado, se a|(b — ¢) e alb, utilizando o caso ja mostrado, tem-se a| — ¢, o

que implica que alc.
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vii) considere d e n inteiros positivos, se d|n e n|d existem inteiros k; e ks tal que d = kin

e n = kod, o que leva a concluir que d = n.

Dessa forma se n e d forem inteiros quaisquer nas condigoes dadas, entao |d| = |n|.
[

Proposicao 9. Se a,b, ¢ inteiros sio tais que alb e ale, entdo para todo x,y inteiros

al(xzb + ye)

Demonstragio. Tendo que alb e alc entdo existem k; e ky inteiros tais que b = kja e

c = kqa.

Logo, para z,y inteiros

zb +yc = x(kra) + y(koa) = (zhy + yk)a

0 que prova o resultado. O
Proposicao 10. Se a,b inteiros, onde b é nao nulo, tem-se que a|b implica que |a| < |b).
Demonstracio. Se alb, existe k; inteiro tal que b = kja.

Tomando modulos, tem-se que

|b| = |k1]|al. Como b # 0, tem-se que k; # 0; logo, 1 < |k;| e, consequentemente,
lal <allky| = [b]. 0

Em particular, se a inteiro e a|l, entdo 0 < |a| < 1; entdo |a| = 1 e, portanto,
a = *+1.

Para b # 0, tem-se que todo divisor a de b é tal que |a| < |b|. Segue-se que b tem

um numero finito de divisores que estao no intervalo —|b| < a < [b].

Proposicao 11. Se a,b inteiros e n natural nao nulo. Temos que a — b divide a — b"

Demonstracao. Prova-se usando inducao sobre n.

Para n = 1, tem-se claramente que a — b divide a' — b!

a™tt — " = aa™ — ba™ + ba" — bb" = (a — b)a™ + b(a" — b")

Como a — bla — b e por hipétese a — bla™ — b™, pelo Principio da Inducao e pela

Proposi¢ao 9, a — bla™ ™ — v"*1 estabelecendo assim o resultado para todo n natural. [
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Proposicao 12. Se a,b inteiros e n natural. Tem-se que a + b divide a®**™* + b1,
Demonstracao. Usando indugao sobre n, assim como na proposi¢ao anterior, tem-se:
Para n = 0, tem-se de modo imediato que a + b|a + b.
Suponha que a + bla®"*! + v*" 1. Entao:

2ntD+1 4 200k (202041 221 g2 ontl y p2pont]

a

— a2 . b2)a2n+1 + b2(a2n+1 + b2n+1)

Como a + b divide a* — b?, pois a*> — b*> = (a — b)(a + b) e, por hipétese a + b divide
a?"t14-p?"+1 decorre das igualdades acima e da Proposicao 9, que a+b|a?+D+1 4 p2(ntD)+1,

estabelecendo assim o resultado para todo n natural. O

Proposicao 13. Se a,b inteiros e n natural ndo nulo. Tem-se que a + b divide a** — b*".

Demonstragdo. Novamente a prova serda usando indugao sobre n.
Para n = 1, tem-se a + b divide a® — b (foi mostrado na proposicao anterior).

Suponha que a + bla*® — b*". Entao:

CLZ(TH—l) o b?(n-i—l) — a2a2n o b2a2n + bQCL2n . beZTL
_ (a2 B b2) a4 b2 (a2n . b2n) .

Como a + bla® — b? e, por hipétese a + b|a®™ — b*", decorre das igualdades acima
e da Proposicdo 9 que a + bla*" D) + b2+ o que estabelece o resultado para todo n

natural. 0

Como forma de ilustrar as proposicoes demonstradas, apresenta-se alguns exemplos.
Exemplo 4. Sejam a,b, ¢ inteiros com ¢ nao nulo. Mostre que alb e bla se, e somente se,
la] = [b]

Demonstragio. Se b = 0, como alb devemos ter a = 0, decorrente da Proposigao 8 .

Assim, |a| =0 = |b).

Suponha b inteiro nao-nulo, logo a também é inteiro ndo-nulo, pois alb. Pela

Proposigao 10 , temos que |a| < |b] e |b| < |a|, 0 que mostra que |a| = |b|. O

Exemplo 5. Mostre que, para todo n natural,

a) 10[11" — 1
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b) 8|32 — 1
c) 13]9%n — 24n
d) 65" +1

n

Demonstragio. a) Tem-se que, 10 =11 —-1e 11" — 1 = 11" — 1™.

Segue da Proposigao 11 , ou seja, (a — b)| (a™ — "), que 10]11™" — 1, para todo n

natural.

b) Tem-se que 8 =9 — 1; como 9 = 32, segue-se que:

32"—1:(32)”—1:9"—1”

Da Proposicao 11 , pode-se concluir que 8|3*"* — 1, para todo n natural.

¢) Como 13 =944 =9+ 22 ¢ 92 — 24n — 92 _ (22)*" da Proposicio 13 , segue o

que se deseja provar, para todo n natural.

d) Como 6 =5+ 1 e 52T + 1 = 527! 4 1271 gegue da Proposi¢ao 12 o que se

deseja provar, para todo n natural. O

Exemplo 6. Para quais valores naturais de a, a —2|a® +4 ¢

Demonstragio. Tem-se que a® + 4 = a® — 8 + 12.

Como a — 2 divide a® — 8 (pela Proposigao 11 ) entdo a — 2 divide a® + 4 se, e

somente se, a — 2 divide 12 ; isso ocorre se, e somente assim se, a € {1,3,4,5,6,8,14}. O

3.2 O sistema de numeracao decimal

O homem desde os primérdios, quando ainda vivendo em cavernas, alguns deles
usavam gravuras, para fazer representacgoes das situagoes do dia-a-dia. Com certa evolucao
da humanidade, os povos foram construindo formas de fazer contagem e representacao
desse processo. O homem fazia contagem por meio de associagao com outros objetos, mas
ainda de forma rudimentar sem estabelecer signos para “suas contas”. A humanidade foi
evoluindo e dai civilizagoes foram construindo sistemas de numeracao proprios. Tem-se
como exemplos, os mais citados nos livros de matematica, tendo por exemplo a colecao de
(JR, 2022) nos capitulos que se referem aos sistemas de numeragao, cada qual utilizando
simbologia especifica como forma de representar os signos numéricos, como o sistemas de
numeracao dos egipcios, dos babilonios e dos romanos.

Aqui seré realizado estudo, abreviado, no sistema de numeracao decimal posicional.

Nao porque este fosse o tinico sistema a ser utilizado no meio académico, mas por questao
de simplicidade e usualidade. Mas o sistema de numeracao decimal, nao foi aceito tao
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facilmente pelo povo europeu, como informa o professor Abramo, no livro de Aritmética,
pagina 46:

Esse sistema de numeragao, que é uma variante do sistema sexagesimal
utilizado pelos babilénios 1700 anos de Cristo, foi desenvolvido na China
e na India. Existem documentos do século VI comprovando a utilizacio
desse sistema. Posteriormente, foi se espalhando pelo Oriente Médio,
por meio das caravanas, tendo encontrado grande aceitacdo entre os
povos arabes. A introducao dos sistema decimal na Europa foi tardia por
causa dos preconceitos da Idade Média. Por exemplo, em um documento
de 1299, os banqueiros de Florenga condenavam o seu uso. O sistema
comecgou a ter maior difusdo na Europa a partir de 1202, quando da
publicagdo do livro Liber Abacci, de Fibonacci. Véarios séculos se passaram
para que, finalmente, esse sistema fosse adotado sem restrigoes pelos
europeus. (HEFEZ, 2009)

Como ¢ sabido, o sistema é chamado de decimal, justamente porque ha dez simbolos,

que chamaremos de algarismos, que sao:

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

para o qual o 0 (zero) é a representacao da auséncia de algarismo.

O sistema é também chamado de posicional. Justamente porque “a ordem” em que
estao cada algarismo no simbolo, o faz ser tinico e diferente de outro niimero dado com os
mesmos algarismos, colocados em posicoes diferentes, como por exemplo os nimeros 123 e
312, apesar de possuirem os mesmos algarismo, representam ntimeros diferentes e quando

associados a quantidade, representam quantias diferentes.

No sistema posicional, cada algarismo, além de seu valor intrinseco, possui um
peso que lhe é atribuido em funcao da posi¢ao que ele ocupa no nimero. Esse peso, que

corresponde a uma poténcia de dez, varia do seguinte modo:
1) O algarismo posicionado mais & direita tem peso um;
2) O seguinte, sempre da direita para a esquerda, tem peso dez;
3) O subsequente tem peso 100;
4) O seguinte tem peso 1000 e assim por diante.

Nao é demais frisar, que o peso de cada algarismo no nimero indicado é sempre

dado da direita para a esquerda.

Os nimeros de um a nove sao representados pelos algarismos, respectivamente,
1,2,3,4,5,6,7, 8 e9, o nimero dez é representado por 10, o nimero cem por 100 e o

numero mil por 1000.
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Considere como ilustracao o niimero 34013, que na base 10 tem a representacao

dado a seguir:

3.10* +4.10* + 0.10° + 1.10+ 3

Cada algarismo de um niimero possui uma ordem. Esta ordem é contada daquele
que esta na extrema direita para a esquerda. Dessa forma, no exemplo a cima, o primeiro

3 que aparece ¢ de primeira ordem enquanto o segundo 3 é de quinta ordem.

Cada terna de ordens, também contadas da direita para a esquerda, forma uma

classe. Ilustra-se a seguir os nomes das primeiras classes e ordens:

Classe do Milhao Classe do Milhar Classe das Unidades

ao
ao

ao

Centenas de milh
Dezenas de milh
Unidades de milh

2| Centenas de milhares
2| Dezenas de milhares
*3| Unidades de milhares

| Centenas
| Unidades

2| Dezenas

Ne)
IS
0]
S]
N
IS

ordem | ordem | ordem | ordem | ordem | ordem | ordem | ordem | ordem

Sera enunciado um importante teorema, no qual os sistemas de numeracao posicionais
estao baseados, sendo uma aplicacao da divisao euclidiana, que em momento oportuno

sera apresentado.

Teorema 3. Sejam dados os nimeros inteiros a e b, com a >0 e b > 1. Existem nimeros

inteitrosn >0 e 0 < rg,ry,...,r, <b, comr, #0, univocamente determinados, tais que

a=ry+rb—+rb® + ...+ r,b"

Demonstracao. Usando Indugdo Completa sobre a.
Se 0 < a < b, basta tomar n =0 e ry = a.
Supondo o resultado valido para todo natural menor do que a, onde a > b.

Prova-se para a. Utilizando a divisdao euclidiana, existem ¢ e r, inicos, tais que

a=0bqg+r,com0<r<b

Avalia-se o fato de que 0 < ¢ < a;
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Seq=0,a=r,porém 0 <r <bea <b, oque seria um absurdo;
Se ¢ > 0, como a = bq + r, entdo a > q, pois a > b;

O caso de ¢ < 0 nao poderia ocorrer, uma vez que 0 < a < b. Dai, tem-se que

0<q<a.

Como 0 < g < a, pela hipétese de indugao, segue-se que existem nimeros inteiros
E>0e0<ryry...,mh1 <b, com rg # 0, univocamente determinados, tais que
qg=r +r2b+...+rk+1bk.

Levando em conta as igualdades dadas acima, tem-se que

a:bq+r:b(rl+7“2 b+ ...+ Tk bk>—|—r

donde o resultado segue pondo ro =ren =k + 1. O

Temos entao, pelo teorema, a expansao relativa a base b. Se b = 2, temos a expansao

binaria; se b = 10, teremos a expansao decimal.

3.3 Divisao envolvendo niimeros inteiros

Antes, apresenta-se o teorema de Eudoxius, presente na obra de José Plinio,
Introdugao a teoria dos nimeros (pagina 4) (SANTOS, 2006), sem demonstragao e, também
a de Ulisses Parente em O Algoritmo de Euclides estendido (pagina 2) (PARENTE, 2022);

chave para a demonstracao da divisao euclidiana.

Teorema 4 (O teorema de Eudoxius). Dados a e b inteiros com b nao nulo, entdo a é
maltiplo de b ou se encontra entre dois multiplos consecutivos de b, isto €, correspondendo

a cada par de inteiros a e b # 0 existe um inteiro q tal que, para b > 0,

gp<a<(¢g+1)

e para b < 0,

gp<a<(qg—1)b

Demonstragio. Se bla, tem-se que a = bq, para ¢ inteiro e a prova conclui.

Suponha a > 0 (o caso a < 0 pode ser tratado de modo anédlogo) e considere o

7/ . Cl/
nimero racional 7 com b > 0.
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O fato do conjunto dos nimeros naturais ser ilimitado superiormente garante a

c oA . , . a . p .
existéncia de um nimero natural maior do que 7 Consideremos n, o menor possivel maior

a a
do que 7 Porém a minimalidade de n garante que 7 < n — 1 é falso. Dessa forma

1<a<
n— —<n
— b

Considerando n — 1 = ¢, tem-se que n = ¢ + 1. Dessa forma:

n—1§%<n:>q§%<q+1:>qb§a<(q+1)b

, . a
Mas, se b < 0 com a > 0, tem-se o nimero racional 7 < 0.

. . . a . , , .
Considere n inteiro, tal que n < 7 sendo n 0 maior possivel. Como n é negativo
e pelo Principio da Boa Ordenagao e Coroléario 1 (adaptado), ndo existe nenhum inteiro

a
entre n e n — 1 . Dessa forma g <n-—1.

Assim,

n§%<n—1:>n.b§a<(n—1).b

Chamando n de ¢ concluimos a prova.

, . a . ‘ .
Para b < 0 e a < 0 tem-se o nimero racional 5 > (. E a prova € andloga a primeira

parte da prova ja demonstrada. O
Exemplo 7. Se a =11 e b =4, deve-se tomar q =2, pois 2 x 4 <11 < 3 x 4.

Para a = —11 e b = 4, toma-se ¢ = —3, pois —3x4 <11 < (=34 1) x 4.
Para a = —11 e b = —4, toma-se ¢ = 3, pois 3 x (—4) <11 < (3 —1) x (—4).

3.3.1 O algoritmo da divisao

O algoritmo da divisdo ensinada na educagao basica, nas séries intermediarias do

Ensino Fundamental, sera aqui apresentada, tendo como base o teorema de Eudoxius.

Teorema 5. Dados dois nimeros inteiros a e b, b > 0, existe um unico par de inteiros q

er tais que

a=qgb+r,com0<r<b

(q é chamado de quociente e r de resto da divisao de a por b).
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Demonstracao. Utilizando o teorema de Eudoxius, com b > 0, existe ¢ satisfazendo:

gp<a<(¢g+1)

somando - gb em todas as partes da desigualdade, tem-se:

0<a-—qgb<.

Desta forma, define-se r = a — ¢b, tem-se garantida a existéncia de q e r.

Afim de mostrar a unicidade, suponha-se a existéncia de outro par ¢; e r verificando:

a=q1 b+ricom0<r; <b

tem-se que:

(gb+7r)— (g1 b+7r1)=0
b(g =)+ (r=m)=0
blg—q)=ri—r
Isto mostra que b | (1, — 7).
Como r; < b er < b, tem-se entdo |r; —r| < b.

Mas b | (r; — r), entdo se deve ter r; — r = 0, o que implica r; = r. Logo ¢1b = gb,
portanto ¢; = ¢, uma vez que b é nao nulo. O
a®—1

2

Exemplo 8. Dados a, n naturais, com a > 2 e impar, determinar a paridade de

Demonstragio. Fazendo a prova, por inducao de que a™ — 1 é par para a é impar.

Consideremos k natural, temos que a impar é da forma a = 4k + 1. Para n = 1, tem-se que
al —1 = 4k.
Suponha que para a impar se tenha a™ — 1 par.
Dessa forma,
a—1=a""-a+a—-1=a.(a"—1)+a—1¢par.

Portando, pelo Principio de inducao, para a impar a™ — 1 é par.

n

Como a é impar, tem-se que a™ — 1 é par e, portanto é¢ um numero natural.

a"2—1:a§1(an1+m+a+1)
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Sendo a fmpar, tem-se a” ' + ...+ a + 1 é par ou fmpar, segundo n par ou {mpar.

(a—1)

Dessa forma a analise reduz-se a identificar a paridade de 5

Sendo a impar, ele é da forma 4k 4+ 1 ou 4k + 3. Se a = 4k + 1, entao

(a-1)
2

(S

(a—1) ,
2

par, enquanto que, se a = 4k + 3, ¢é impar.

a” —1

Assim, tem-se que é par se, e somente se, n é par ou a é da forma 4k+1. [

Exemplo 9. Achar os maltiplos de 5 que se encontram entre 1 e 253.

Solucao:

Pelo algoritmo da divisao, tem-se que 253 = 5.50 + 3, onde 50 é o quociente da
divisao de 253 por 5. Dai, nota-se que os multiplos de 5 que cabem em 253 totalizam 50

numeros.

A saber,

1-5,2-53-5,...,50-5

Exemplo 10. Ache o quociente e o resto da divisao de 38 por 7.

Solucao : Sabendo que 35 = 7 -5, entao o quociente de 38 por 7 sera 5 e o resto

sera 3 .

3.4 O maximo divisor comum

O méaximo divisor comum de dois nimeros inteiros a e b (a ou b diferente de zero),

denotado por
(a,b)
¢ o maior inteiro d que divide a e b.

Segundo relata o professor Abramo, no seu livro de Aritmética na pagina 58, a
definicao dada é essencialmente a definicao dada por Euclides nos Elementos e constitui-se

em um dos pilares da sua aritmética.
Propriedades de (a,b) = d, para um ntmero inteiro d > 0 :
I) d é um divisor comum de a e b, e

IT) d é divisivel por todo divisor comum de a e b.

Teorema 6. Seja d o mdzimo divisor comum de a e b, entao existem inteiros n e m tais

que d = na + mb.
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Demonstragio. Considere S o conjunto de todas as combinagoes lineares {za + yb}, onde
x e y sao inteiros. Escolha n e m, tais que ¢ = na + mb seja o menor inteiro positivo
pertencente a S (notemos que S possui tanto niimeros negativos, positivos como o zero).
Prova-se que c|a e ¢|b. Como as demonstragoes sao andlogas, mostra-se apenas cla. A
prova serd por contradicdo. Suponha-se que ¢ nao divida a. Neste caso, pelo teorema
do algoritmo da divisao, existem q e r tais que a = gc+ r com 0 < r < ¢. Portanto

r=a—qc=a—q(na+mb)=(1-gn)a+ (—gm)b.

Isto mostra que r pertence ao conjunto S, pois (1 — gn) e (—gm) sdo inteiros, o
que é uma contradigdo, uma vez que 0 < r < ¢ e ¢ é o menor elemento positivo de S. Logo

cla e de forma andloga se prova que c|b.

Como d é um divisor comum de a e b, existem inteiros ki e ko tais que a = kid e
b = kod e, portanto, ¢ = na + mb = nkid + mkaod = (nk; + mks)d o que implica que d|c.
Como d e ¢ sao ambos positivos, tem-se que d < ¢ e como d < ¢ nao é possivel, uma vez

que d é o maximo divisor comum, conclui-se que d = na + mb. O

Teorema 7. O mdzrimo divisor comum d de a e b € o divisor positivo de a e b o qual é

divisivel por todo divisor comum.

Demonstracao. Do teorema anterior e pela Proposicao 9, conclui-se que d; é divisor comum
de a e b, entao d; | d. Portanto ndo pode existir dois niimeros tendo cada um a propriedade
de ser divisivel por todo divisor comum. Isto por causa do teorema anterior e da Proposicao

8 (item vii), no caso dos nimeros positivos d; e d, nos diz que d; deve ser igual a d. [

Lema 1. Sejam a,b,n inteiros. Se existe (a,b — na), entdo, (a,b) eziste e

(a,b) = (a,b — na)

Demonstragio. Sejad = (a,b—na). Como d|a e d|(b—na), segue que d divide b = b—na+na.
Assim, d é um divisor comum de a e b. Supondo que ¢ seja um divisor comum de a e b,

entdo ¢ serd um divisor comum de a e b — na e, portanto, ¢ divide d. Logo d = (a,b). O

Proposicao 14. Para todo inteiro positivo t, (ta,tb) = t(a,b).

Demonstragio. Pelo Teorema 5, (ta,tb) é o menor valor positivo de mta + ntb, para m,n

inteiros, que é igual a t vezes o menor valor positivo de ma + nb =t - (a,b). ]

Corolario 3. Dados a,b inteiros nao ambos nulos, tem-se que

<<a?b>’ <0fb>> -
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Demonstragao. Pela proposicao anterior (Proposicao 14), tem-se que

o9 (5 am) = (@96 9y = @

O que prova o resultado. O]

Enuncia-se a definicdo de ntimeros primos (que sera realizado apresentagao de

maneira suscinta e melhorada em momento oportuno).

Definicao 2. Dois numeros inteiros, a e b, sao ditos primos entre si, ou coprimos, se
(a,b) = 1.

Proposicao 15. Dois niumeros inteiros a e b sdo primos entre si se, e somente se, existem

numeros inteiros m e n tais que ma + nb = 1.

Demonstragao. Suponha que a e b sejam coprimos. Tem-se entao que (a,b) = 1. De posse

do Teorema 5, existem ntimeros inteiros m e n tais que,

ma +nb = (a,b) =1

Reciprocamente, suponha que existam ntmeros inteiros m, n tais que

ma+nb=1

Se d = (a,b), tem-se que d | (ma + nb), o que mostra que d | 1 e, portanto,
d=1. ]

Teorema 8. (Lema de Gaus) Sejam a, b e ¢ nimeros inteiros. Se albc e (a,b) = 1, entdo

ale.

Demonstrag¢io. Se a | be, entao existe um inteiro k tal que be = ka.

Se (a,b) = 1, entao pela Proposigdo 15, tem-se que existem m, n inteiros, tais que
ma + nb = 1.

Multiplicando por ¢ ambos os membros da igualdade dada acima, tem-se:

(ma+nbjec=1-c

mac + nbc = ¢

Substituindo be por ak, tem-se

mac + nak = (mc+ nk)a = c
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e, portanto alc. ]

Teorema 9. Se a e b sao inteiros e a = bq + r, onde q e r sao inteiros, entao

(a,b) = (b,7).

Demonstracao. Da relagao a = bg + r, tem-se que todo divisor de b e r ¢ também um

divisor de a (Proposigao 3).

Essa mesma relacao, escrita na forma r = a — ¢b, diz que todo divisor de a e b é

um divisor de r. Portanto o conjunto dos divisores comuns de a e b ¢ igual ao conjunto

dos divisores comuns de b e r, 0 que nos da o resultado (a,b) = (b, 7). O
Proposicao 16. Dados nimeros inteiros ay, ..., a,, nao todos nulos, existe o seu mdc e
(a1, .. an) = (a1, ..., (an_1,a,)).

Demonstracao. Usando inducao sobre n, para n > 1.
Para n = 2, nada se tem a provar.

Suponha o resultado véalido para n. Provar para n + 1, basta mostrar que se d é o

mdc de ay, ..., (ay, @yy1), entdo d é o mde de aq, . .., Gy, Gyi1, POis isso provard também a
existéncia.

Seja d o mdc de ay, ..., (an,ant1). Logo, d1, ..., dla,—1 e d|(ay,ant1). Portanto,
dlay, ..., d|lay_1, d|a, e d|a,.1.

Por outro lado, seja ¢ um divisor comum de aq, ..., a,, an+1. LLogo, ¢ é um divisor

comum de ay,...,a,_1 € (a,,a,+1) € portanto c|d. O
Proposicao 17. Seja a inteiro diferente de 1 e m natural nao nulo, tem-se que
am™ —1
(,a— 1) =(a—1, m)
a—1

at —1

1,a—1> = (L,a—1).

Para m =1, temos (
a/ —

Demonstracdo. Suponha m > 1. Chamando d o primeiro membro da igualdade, e fazendo

uso da relagao

a” — b

a—>b

=a" ' +a" b+ ab" P

tem-se:
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d

(am_1+am_2—|—...+a—l—1,a—1)
((am ' =1)+ (@ =1)+...+(a=1)+m,a—1)

Pela Proposicao 11, tem-se ainda que:

a—1|(<am_1—1>—|—...+(a—1)>

Segue-se que (a™ ' — 1)+ (™2 —1)+ ...+ (a —1) = n(a — 1), para algum n

natural nao nulo e pelo Lema 1, tem-se que:

d=(n(a—1)+mya—1)=(a—1,nla—1)+m)=(a—1,m)
[

Sera realizado algumas aplicacoes das proposigoes e teoremas apresentados neste

capitulo.

Exemplo 11. (3,15) = (3,15 —8 x 3) = (3,15 —4 x 3) = (3,15 + 7 x 3) = (3,15 + 8 x 3),

pelo uso do Lema 1.

Exemplo 12. 4/(27 x 20), logo4 | 20 uma vez que (4,27) = 1, uso do Teorema 7 (o Lema
de Gauss).

Exemplo 13. Como (14,35) =7, tem-se que (14/7,35/7) =1 pelo Coroldrio 3

Exemplo 14. Seja n um nimero natural nao nulo, mostre que (n,2n+ 1) = 1.
Demonstracao. Utilizando o Lema 1, tem-se para qualquer n natural nao nulo que
(n,2n+1) = (n,1) =1

O

Exemplo 15. Mostre que (a,a* + na + b) | b, quaisquer que sejam a, b, n naturais ndao

nulos.

Demonstracao. De posse do Lema 1, observa-se que

(a,a2+na+b) = (a,a(a+n)+b) = (a,b)

e que (a,b)|b pela definicdo de mdec. ]
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Exemplo 16. Calcule (33450__11,35 — 1)

Solucao : Por simplicidade, coloca-se x = 3°.

Usando a Proposigao 17, tem-se:

(340_1 35—1> - (xs_lw—1> = (¢ —1,8) = (242,8) =2

3% -1 z—1

3.5 O algoritmo de Euclides

Como enuncia o professor Abramo, no livro de Aritmética, na pagina 60, 'O método,
chamado de Algoritmo de Euclides, é um primor do ponto de vista computacional e pouco
conseguiu-se aperfeigoa-lo em mais de dois milénios". De fato o algoritmo de Euclides,
entre tantas maravilhas do universo da matematica ¢ de uma tamanha engenhosidade e
elegancia, que mesmo apos séculos, o processo é ensinado de geracao a geragdo, sem sofrer

grandes mudancas.

Teorema 10. Sejam rq = a e ry = b inteiros nao negativos, com b nao-nulo. Se o algoritmo

da divisao for aplicado sucessivamente para se obter

= QieaTirn + T2, 0 S 70 <1y

para 7 =0,1,2,....n—1 er,,1 =0, entao (a,b) = r,, o dltimo resto nao-nulo.

Demonstracao. Aplicando o Teorema 5, do algoritmo da divisao, para dividir rq = a por

ry = b, obtendo rg = ¢171 + 2. Em seguida, divide-se r; por ry, obtendo r; = qors + 13.
Faz-se este procedimento, sucessivamente, até obter o resto r,; = 0.

Observa-se que em cada passo, o resto é sempre menor do que o anterior e como
esta se utilizando ntimeros inteiros positivos, ap6s um numero finito de aplicagdes do

Teorema 5, tem-se resto nulo.

Assim, tem-se a seguinte sequéncia de equacoes:

7’0:(]17“1+T2,0<7’2<T1
L= Qqoro + 13,0 <13 <719

ro = q3r3 + 14,0 <714 <73

Th-2 = Qn-1Tn-1 1 Tn, 0< Tn < Th-1

Th—1 = QnTn + 0
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A ultima equacao listada diz, pelo Teorema 9, que o méaximo divisor comum de

Tn € Tp_1 € 7. A pentltima equagdo, que este ntimero é igual (r,_1,7,_2). Prosseguindo

desta maneira, fazendo aplicacao repetida do Teorema 8 | tem-se a sequéncia:

Tn= (Tn_1,mn) = (Prn_o,7n_1) = ... = (r1,72) = (10,71) = (,b)

Dessa forma, o maximo divisor comum de a e b é o tltimo resto nao nulo da

sequéncia de divisoes descrita.

Faz-se a seguir a sistematizacao do algoritmo descrito no teorema acima, colocando

os numeros num diagrama.

Tabela 1 — Divisao sucessiva

q1 | 92 | 43 qn—1 dn Gn+1
al|b|r|re Tne2 | Tne1 | Tn = (a,b)
| Ta | T3 | T4 Tn

Fonte: Producgao do préprio autor.

Exemplo 17. Calcule o mde de 250 por 112.

Tabela 2 — Divisao

2 4 134
250 | 112 | 26 | 8 | 2
26 8 2

Fonte: Producao do proéprio autor.

2=260—-8-3
8§=112-26-4
26 =250 —112-2

Segue-se que

2=26—(112—26-4)-3
—26.13 — 1123
— (250 —112-2) - 13— 112-3

=250.13 - 112 - 29

Tem-se entao que (250,112) =2 =250 - 13 + (—29) - 112

Observa-se que através do algoritmo de Euclides de tras pra frente, pode-se escrever
2 = (250, 112) como multiplo de 250 mais um multiplo de 112.
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3.6 O minimo miultiplo comum

Um ndamero inteiro é chamado de multiplo comum de dois nimeros inteiros dados

se ele é multiplo simultaneamente de ambos os niimeros.
Os nuimeros a.b e 0 sempre serdao multiplos comuns de a e b.

Um ntmero inteiro nao negativo m ¢ um minimo multiplo comum (mmc) dos

nimeros inteiros a e b, desde que possua as seguintes propriedades:
(i) m é um multiplo comum de a e b;
(ii) se ¢ é um multiplo comum de a e b, entao mlc.

Se m e m' sao dois multiplos comuns de a e b, de acordo com o item (ii) da definigao

dada, tem-se que m = m’, o que mostra que o minimo multiplo comum, se existe, é tinico.

Mas, se m é o mmc de a e b e, ¢ é um multiplo comum de a e b, entdao m|c. Portanto,
se ¢ é positivo, tem-se que m < ¢, mostrando que m é o menor dos multiplos comuns

positivos de a e b.

Denota-se por [a, b] o minimo miltiplo comum de dois niimeros inteiros positivos a

eb.

Proposicao 18. Dados dois nimeros inteiros nao negativos a e b, temos que [a,b] existe
e [a,b](a,b) = |ab].

Demonstragio. Se a =0 ou b = 0, tem-se facilmente que |ab| = 0, uma vez que [a, b] = 0.

ab

@t tem-se ainda que:

Pondo m =

m=a b :ba

(a,b) (a,b)

tem-se que a|m e blm. Dessa forma m é um multiplo comum de a e b.

Considere ¢ um multiplo comum de a e b; dessa forma, ¢ = na = n’b. Segue dai que

a , b
n =n
(a,b) (a,0)
- a b :
Pelo Corolario 3, ——~ e sao coprimos. Segue do Teorema 7, que
(a,b) = (a,b)
( ab) divide n’, e portanto m = (a“b)b divide n'b que é igual a c. H
a, )
Corolario 4. Se a e b sdo nimeros inteiros primos entre si, entao [a,b] = |ab|.

Demonstragio. Se a e b sdo primos entre si, tem-se que (a,b) = 1. Da Proposicao 18,

tem-se trivialmente que [a, b] = |ab]. O
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Exemplo 18. o [3,5] = 15, uma vez que (3,5) = 1.

Exemplo 19. Determinar o mmc de 250 e 112.

Tem-se que (250, 112) = 2 e como [250 - 112] = 28000

Da Proposi¢ao 18, pode-se determinar

250, 112]

2
Assim [250,112] = 8200 = 14000.

3.7 Os nGmeros primos

Nesta secao sera feito uma abordagem sucinta sobre ntimeros primos, chegando no
ponto crucial da aritmética que é o Teorema Fundamental da Aritmética. Até porque os
nimeros primos desempenham papel importante na teoria dos ntimeros, estando a eles
associados iniimeros problemas cujas solugoes ainda estdo em aberto, mesmo apds séculos

que foram propostas, fazendo com que esses nimeros sejam enigmaticos.

Definicao 3. Um numero natural ndo nulo que possui como divisores positivos apenas o 1

e a si proprio é chamado de numero primo.

Dados dois ntimeros primos p e ¢ e um numero inteiro a qualquer, decorre da

definicao acima os seguintes fatos:

i) se p|q, entdo p = ¢

De fato, como p | g e sendo ¢ primo, tem-se p = 1 ou p = ¢. Sendo p primo, tem-se
que p > 1, o que acarreta p = q.

ii) se p nao divide a, entdao (p,a) = 1.

De fato, se (p,a) = d, tem-se que d | p e d | a. Portanto, d = p ou d = 1. Mas d # p,

pois p nao divide a e, consequentemente, d = 1.

Proposicao 19. (Lema de Euclides) Sejam a, b, p inteiros, com p primo. Se plab, entdo

pla ou p|b.

Demonstragio. Se plab e p nao divide a, entao p|b. Mas se p nao divide a, tem-se que

(p,a) =1 e o resultado segue do Lema de Gauss (Teorema 7). O

Teorema 11. (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo nimero natural maior do que 1
ou € primo ou se escreve de modo unico (a menos da ordem dos fatores) como um produto

de niumeros primos.
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Demonstracao. Se n é primo nao tem o que demonstrar.

Suponha que n seja composto. Seja p; (p1 > 1) o menor dos divisores positivos de
n. Afirma-se que p; é primo. Isto é verdadeiro, pois, caso contrario existiria p,1 < p < p;

com p | n, contradizendo a escolha de p;. Sendo assim, n = pyn;.

Se n, for primo a prova esta completa. Caso contrario, toma-se p, como o menor

fator de n;. Pelo argumento anterior, p, é primo e, tem-se que n = p1Pans.

Repetindo este procedimento, obtem-se uma sequéncia decrescente de inteiros
positivos ni, ng, ..., n,. Como todos eles sao inteiros maiores do que 1, este processo deve
terminar. Como os primos na sequéncia pq, pa, ..., pr NA0 sa0, necessariamente, distintos, n

terd, em geral, a forma:

a1 ,,a2 ag
n=py Py - P

Para mostrar a unicidade, usa-se inducao em n. Para n = 2 a afirmacao é verdadeira.
Assumimdo, entao, que ele se verifica para todos os inteiros maiores do que 1 e menores do
que n. Prova-se que ela também ¢é verdadeira para n. Se n é primo, nao ha nada a provar.

Supondo, entao, que n seja composto e que tenha duas fatoragoes, isto é,

n=mpip2...Ps = 4qi1q2...4r

Prova-se entao que s = r e que cada p; ¢ igual a algum ¢;. Como p; divide o
produto q1¢s . .. ¢, ele divide pelo menos um dos fatores ¢;. Sem perda de generalidade,
supondo que p; | ¢;. Assim sendo pﬂl =pPa...ps=¢q2...q. Como 1< pﬂl < n, a Hipotese
de Inducao diz que as duas fatoracoes sao idénticas, isto é, s = r e, a menos da ordem, as
fatoragoes pips...ps € q1qs . . . qs SA0 iguais. O

T
Teorema 12. Sen = H pit, o conjunto dos divisores positivos de n € o conjunto de todos
i=1
'
0s nimeros da forma pri, 0<¢<a,1=1,2,3,...,r.
i=1

Demonstragio. E de observacao imediata que se ¢; nao estiver no intervalo mencionado, o

produto acima nao serd um divisor de n.

E interessante observar que se denotar a sequéncia de primos em ordem crescente
por p1 = 2,ps = 3,p3 = 5,...,p, = enésimo primo, entao todo inteiro positivo pode ser

escrito na forma

00
n= Hp?iaai 2 0
i=1
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[e.o]

Os divisores positivos de n sao todos os nimeros da forma H pi,0<¢ <a.
i=1

Todos estes produtos sdo finitos, pois o ntumero de fatores primos de qualquer

inteiro é sempre finito. n

Teorema 13. Se dois inteiros positivos a e b possuem as fatoracoes

a=[p", b=1]p"
=1 =1

entao o mdximo divisor comum de a e b € igual a :

(a,b) = ]I p"
i=1
Onde ¢; = min {a;, b;}.

Demonstracio. Para que um produto de fatores primos seja um divisor comum, nenhum

expoente ¢; de p; podera ser maior do que a; e b;.

Como se esta interessado no maior dos divisores positivos, basta tomar para ¢; o

menor desses dois. O
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4 CONGRUENCIA

Um dos assuntos mais férteis da aritmética foi introduzido pelo grande génio
Gauss (1777 - 1825) quando tinha apenas 24 anos de idade no seu livro Disquisitiones
Arithmeticae, publicado em 1801. Carl Friedrich Gauss desde crianga fora uma crianga
prodigio. Nasceu em Brunsk em 1777, filho de um trabalhador bracal, que ndo compreendia
muito bem os anseios intelectuais do préprio filho. Conta a historia, relatada por Gilberto

Garbi, em seu livro O Romance das Equagoes Algébricas, na pagina 112,

Aos 3 anos de idade ja corrigira as desastradas contas feitas pelo pai.Aos
9, tendo o professor ordenado a classe que somasse os numeros de 1
a 100, observou que 14 100, 2 4+ 99, 3 + 98, etc, totalizavam sempre
101. Como o ntimero de tais pares era 50 (com 100 nimeros, formam-se
50 pares), a soma procurada era 101 x 50 = 5050 produto que, alids,
calculou de cabeca. Aos 12 anos discutia os axiomas dos Elementos, aos
13 questionou-se sobre a independéncia do postulado das paralelas em
relagdo aos demais. Aos 15 percebeu que o postulado das paralelas poderia
ser formulado diferentemente do que fizera Euclides, o que daria origem
a outros tipos de geometria. Também aos 15 anos elaborou a primeira
demonstragao rigorosa do teorema geral das poténcias binomiais, coisa
que Newton descobrira indutivamente mas nao provara. Estas proezas
nao tardaram a chegar aos ouvidos do Duque de Brunswick, Ferdinad,
que passou a custear os estudos de Gauss nas melhores escolas até seu
doutoramento, gesto pelo qual o matematico demonstrou sempre a maior
gratidao. (GARBI, 2007)

Com este trecho, pode-se notar o quao brilhante foi Gauss. Inclusive é ainda
relatado por Garbi que o tema preferido de Gauss era a Teoria dos Numeros, inclusive é
dele a frase “A Matematica é a Rainha das Ciéncias e a Teoria dos Ntumeros é a Rainha

da Mateméatica”.

Apresenta-se os topicos relevantes a este capitulo.

Definicao 4. Se a e b sao inteiros, diz-se que a é congruente a b médulo m (m > 0) se
m|(a — b). Denota-se isto por a = b (mod m). Se m nao divide a — b, dizemos que a é

incongruente a b modulo m.
Exemplo 20. 11 = 3 (mod 2) pois 2|(11 — 3).

Proposigao 20. Se a e b sdo inteiros, temos que a = b (mod m) se, e somente se, existir

um inteiro k tal que a = b+ km.

Demonstragio. Por definigdo se a = b (mod m), entdo m|(a — b), o que implica na

existéncia de um inteiro k tal que a — b = km, isto é, a = b+ km.
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De forma reciproca, se a = b+ km (somando - b em ambos os membros) para
algum k inteiro, implica em a — b = km, o que evidencia que m|(a — b). Assim a = b
(mod m). O

Proposicao 21. Sea, b, m e c sao inteiros, m > 0, as sequintes sentencas sio verdadeiras:

1) a=a (mod m)
2) Se a =b (mod m), entdo b =a (mod m)

3) Sea=b (mod m) e b= c (mod m), entdo a = c¢ (mod m)

Demonstracao.
1) Como m|0, entao m|(a — a), o que implica, pela Proposicao 16, que a = a (mod m).

2) Se a = b (mod m), entdo existe algum inteiro k; tal que a = b+ kym. Dessa forma,

tem-se ainda que b = a — kym, o que implica pela Proposigao 16 que b = a (mod m).

3) Sea=b (mod m)eb=c (mod m), entdo existem inteiros k; e ks tais que a — b = kym

e b — ¢ = kom. Somando membro a membro estas ultimas igualdades, obtem-se:

a — ¢ = (k; — k2)m, o que implica a = ¢ (mod m). O

Teorema 14. Se a, b, ¢ e m sdo inteiros tais que a = b (mod m), entao

1) a+c=b+c (mod m)
2) a—c=b—c (mod m)
3) ac = bc (mod m)

Demonstragdo. Segue que:

1) Comoa =b (mod m), temos que a—b = km e, portanto, como a—b = (a+c)—(b+c)

temos a + ¢ = b+ ¢ (mod m).
2) Como (a —¢) — (b—c¢) =a — b e, por hipdtese, a — b = km tem-se que

a—c=b—c (modm)

3) Como a — b = km entdao ac — bc = ckm o que implica m|(ac — be) e, portanto,

ac =bc  (mod m)
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Corolario 5. Para todo n natural, a, b inteiros, se a = b (mod m), entdo, tem-se

n —

a®=b" (mod m).

Demonstracao. Usando prova indugao em n, tem-se:
Como a = b (mod m), tem-se entdao que m | (a — b).
Para n = 1, nada a provar.
Considere n = k, k natural maior do que 1 . Por hipétese de indugao, considere
valida a* = b* (mod m), ou seja, m | (a’“ — bk).

Prova-se para n = k + 1. Assim:

akH—ka:ak-a—bk-b:ak-a—ak-a—i-ak-a—bk-b:ak-(a—b)—i—b-<ak—bk)

Como m | (a—b) e, por hipdtese de indugao, m | (ak - bk>, entao m | (a]“rl — b’““),

ou seja, por inducao, a™ = b" (mod m) é verdadeira para todo n natural. ]
E interessante observar que o Pequeno Teorema de Fermat enuncia-se a seguir,

podendo ser provado usando o Corolario 5 apresentado.

"Se p é um nimero primo e a inteiro, entdo a”? = a (mod p). Além disso, se p nao

divide a, entdao a?! =1 (mod p)”.

Teorema 15. Se a, b, ¢ e m sdo inteiros e ac = bc (mod m), entdo a =b (mod m/d),

onde d = (c, m).

Demonstragio. Usando o teorema anterior, tem-se que se ac = be (mod m), implica em

ac — bc = ¢(a — b) = km. Dividindo os dois membros por d, temos (5)(@ —b) = k(%)
Logo,
(DI a—b)
e como (—, =) = 1 tem-se entdo que
)| (a1)
Y m
o que implica a = b (mod —). O

d
Defini¢ao 5. Se h e k sao dois inteiros com h =k (mod m), diz-se que k € um residuo

de h maodulo m.
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Corolario 6. Sejam a, b, ¢, m inteiros, com m > 1 e (¢,m) = 1. Tem-se que ac = bc

(mod m) se, e somente se, a =b (mod m).

Proposicao 22. Sejam a, k, m inteiros, comm > 1 e (k,m) = 1. Se ay,...,a, é um
sistema completo de residuos modulo m, entao a+ kay,...,a+ ka,, também é um sistema

completo de residuos modulo m.

Demonstracao. Usando do Corolario 5, para i,7 =0,...,m — 1, tem-se que:
a+ ka; = a+ ka; (mod m) <> ka; = kaa; (mod m) <> a; = a; (mod m) <> i =j

Dessa forma, tem-se que a +kq,...,a + ka,, sao, dois a dois, ndo congruentes

modulo m e, portanto, formam um sistema completo de residuos modulo m. O

Proposicao 23. Sejam a, b inteiros e m,n, my,...m, inteiros maiores do que 1.
Tem-se que:
i) sea=0b (mod m) en|m, entio a =0b (mod n);
it) a = b (mod m); para qualqueri € {1,2,...,r} > a=b (mod )[my,...,m,];
ii1) se a = b (mod m), entdo (a,m) = (b,m).

Demonstragio. i) Se a = b (mod m), entao m | (b — a). Como n | m, segue-se que

n | (b — a). Dessa forma a = b (mod n).

ii) Se a = b (mod m);, para i = 1,...,r, entdo m; | (b — a), para todo i. Sendo
b — a um multiplo de cada m; segue-se que [mq,...,m,] (b —a), o que prova que
a=b (mod )[mq,...,m,]

A reciproca decorre do item 1.

iii) Se @ = b (mod m), entdo m | (b — a) e, portanto b = a + tm, com ¢ inteiro.

Assim

(a,m) = (a+tm,m) = (b,m). O

Sera realizado a ilustracao com alguns exemplos.

Exemplo 21. Sejam a, p naturais, com p primo. Mostre que, se a> =1 (mod p), entdo

a=1 (mod p) oua=—1 (mod p).

Demonstragdo. Tem-se que a®> —1 = (a+1)(a —1). Se a® =1 (mod p), entdo a®* —1 =0

(mod p), o que implica que p | (a* — 1).

Dessa forma p | (a + 1) oup | (a —1). O
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Exemplo 22. Ache o resto da divisao:

a) de 71° por 51 ; b) de 2!% por 11 ;

Solugao :

a) Como 49 = —2 (mod 51). Pois 49 = 72, tem-se ainda que 7> = —2 (mod 51).
Dessa forma 71 = (—2)5 = —32 = 19 (mod 51)

Logo o resto da divisao é 19.

b) Tem-se que 2° = 32 = —1 (mod 11). Entéo 2! = (—=1)* =1 (mod 11).

Logo o resto da divisao é 1.
Exemplo 23. (ENC 98) O resto da divisdo de 12'% por 5 é:
(A) 0
(B) 1
(C) 2
(D) 3
(E) 4
Solugio : Tem-se que 6 = 1 (mod 5) e 4 = —1 (mod 5). Dai entdo 6'> =1 (mod 5)

212612 = 1212 =212 =4%= (-1)° =1 (mod 5)

Logo, a resposta é a alternativa (B).



5 CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE

No ensino de matematica do sexto ano do Ensino Fundamental, os critérios de
divisibilidade sao apresentados como mecanismos simples para identificar quando um
numero é ou nao divisivel por outro sem precisar de fato utilizar o algoritmo da divisao.
Esta previsto na BNCC, como habilidade EFO6MAO05, ja citado na introdugao. Tais critérios,
de 2 até 10, sao explicitados nos mais diversos materiais de apoio didatico,inclusive nos
livros da colecao (JR, 2022), como macetes simples. Nao sdao apresentados, nos livros
didaticos destinados ao publico do Ensino Fundamental, provas matematicas de tais
critérios, até mesmo porque o objetivo do presente objeto de conhecimento é apenas
apresentar aos estudantes estes critérios, que escondem grandes provas matematicas, com
foco em apenas mostrar resultado de aplicacao. O objetivo deste capitulo é apresentar
provas aritméticas dos critérios de divisibilidade apresentadas nos materiais didaticos dos

livros da Educacgao Basica.

E importante frisar aqui, que todos os critérios que serao apresentados, o nimero

n natural indicado estd escrito na base decimal.

Os enunciados e demonstracoes dos critérios que aqui estao tiveram como base de
inspiragao nas produgoes de Talyson Paulo da Silva (dissertagao)(SILVA, 2019), do José
Plinio de Oliveira (Introdugao a teoria dos nimeros) (SANTOS, 2006) e do Abramo Hefez
(Aritmética)(HEFEZ, 2009).

Definicao 6. Fizado um nimero natural nao nulo d, um critério de divisibilidade ¢ uma
condi¢ao P necessdaria e suficiente para que um numero natural seja divisivel por d, ou

seja, um numero natural n € divisivel por d se, e somente se, a condicao P € satisfeita.

5.1 Critério de divisibilidade por 2

Um ntmero natural n = apai_1...asa1a9 é divisivel por 2 se, e somente se, seu

ultimo algarismo pertence ao conjunto {0,2,4,6,8}.
Demonstracao. Escrevendo o nimero natural n, na base 10, tem-se:

n=ag-10F+ar_;- 10"+ .. . +ay-10>+a; - 10 + a

pode-se reescrever n como n = 10.m + ag, com m natural, onde m = ay, - 107! 4+ a5_; -
102+ .. . +ay- 10+ a4
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Como 10 é divisivel por 2 (o que indica que 10 - m sera divisivel por 2), entao n sé

sera divisivel por 2 se, e somente se, aq for divisivel por 2, ou seja, ag € {0,2,4,6,8}.
Fazendo a prova, alternativa, utilizando congruéncia.

Considerando n natural, tal que n = aj-10¥ +ap_1-10F "' +.. . +ay-102+a; - 10+ ay,

pode-se observar que:

10 = 0 (mod 2), utilizando o Corolario 5 , tem-se que 10* = 0 (mod 2), para k

natural.
Dessa forma, tem-se que
2| nseap- 10" +ap- 10"+ .. 4+ay-10 +a; - 10+ ap =0 (mod 2)

isto s6 ocorre se 2|ay. O

Exemplo 24. O diametro da Terra é de 12756 quilometros, 12756 € divisivel por 27

Este exemplo ilustra o aspecto dos jovens do sexto ano do Ensino Fundamental,
poder a partir do niimero dado e com as informagoes do critério de divisibilidade, saber se
o dado ntiimero é ou nao divisivel por 2. Como o citado niimero tem como ultimo algarismo

o 6, pelo critério de divisibilidade, o nimero 12756 ¢ divisivel por 2.

Exemplo 25. O numero n = 123456789 ¢é divisivel por 27

A resposta é nao. Uma vez que o nimero n tem como ultimo algarismo o 9, este

nao é divisivel por 2, o que faz com que o dado nimero n nao seja miltiplo de 2.

Exemplo 26. Considere o nimero natural n = 1023456d. Qual o menor niumero natural

nao nulo d podemos ter para que n seja divisivel por 27

A resposta, de acordo com o critério de divisibilidade por 2 é d = 2 .

5.2 Critério de divisibilidade por 3 e por 9

O nimero n = agag_1.. asaiag é divisivel por 3 | respectivamente divisivel por 9 ,

se, e somente se, ay + ax_1 + ...+ as + a; + ag seja divisivel por 3 , respectivamente por 9 .
Demonstracao. Considerando o nimero n dado por

n=ag- - 10F+ap_1- 10"+ ... +ay-10>+a; - 10+ a

subtraindo (ay + ag_1 + ...+ as + a3 + ag) dos dois lados da igualdade dada a

cima, tem-se:
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n—(ay+ap1+...+ay+a;+ag)=ap-10F+ap_1- 101+ .. +ay- 10>+ ay -
10+ ap — (ag+ ap—1+ ...+ az+ a1 + aop)

Da Proposicao 11, tem-se que 9|(10¥ — 1). Entao:

n=(ax+ag1+...+a+a +a)+9m

Em que 9m = ay, - (10’c — 1) + ...+ a;- (10 — 1). Entao n s6 seré divisivel por 3 ,
respectivamente por 9 | se , e somente se, (ay + ax—1 + ... + as + a; + ag) for divisivel por

3 , respectivamente por 9.

Usando a linguagem de congruéncia, como forma alternativa, para demonstragao,

faz-se observagao, inicialmente, dos restos das poténcias de 10 por 3 e por 9 .

10°=1 (mod 3)ou (mod 9)
10'=1 (mod3)ou (mod 9)
10°=1 (mod 3)ou (mod 9)

ou seja, para todo ¢ natural, tem-se

10°=1 (mod 3)ou (mod 9)

Assim, tem-se:

n=ag 10°4+ap_1-10"1+.. . +ay-10°+ay-10+ag = ap+ap_1+...+as+a;+ag
(mod 3) ou (mod 9). O

Exemplo 27. O diametro da Terra € de 12756 quilometros.12756 ¢ divisivel por 3¢ E por
9?

Tem-se que 1 +2+ 7+ 5+ 6 = 21. Como 3|21, entao 3]|12756. Porém 21 nao é

divisivel por 9, logo 12756 nao é divisivel por 9.

Exemplo 28. Qual o menor valor d natural se deve ter para que o nimero n = 1023456d

possa ser divisivel por 37

Somando os algarismos de n (a priori nao considerando ainda o desconhecido d)
tem-se: 1 +0+2+3+4+5+6=21¢3|21. Entdo o menor d natural que se pode ter é
d=0.

Exemplo 29. Qual o menor valor d natural se pode ter para que o numero n = 1023456 d

possa ser divisivel por 9 ?
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Observando pelo exemplo anterior, tem-se que 1+0+2+3+4+ 546 = 21. Dessa
forma o menor natural d somado a 21 para que o nimero n seja divisivel por 9 é d = 6,
uma vez que 21 +6 =27 ¢ 9 | 27.

5.3 Critério de divisibilidade por 4

Um ntmero natural n = agas_1 ... asa1ag, com dois ou mais algarismos, é divisivel
por 4 se, e somente se, o numero formado por seus dois ultimos algarismos for divisivel

por 4 ou for 00 .

Demonstracio. Conside n = ay, - 10F + aj_1 - 10F" 1 4+ ... 4+ ay - 10?2 + a1 - 10 + aq.

Reescrevendo n na forma n = 100m + (10.a; + ap), com m natural (m = a;.10872 +
... + ag). Temos que 4[100, dessa forma, n serd divisivel por 4 se, e somente se 10.a; + ag

for divisivel por 4 , ou seja, 4|n se, e somente se ajay também for divisivel por 4 .
Usando congruéncia para fazer a demonstracao alternativa, tem-se:
ap 108+ apy - 1051+ .. +ay-10% = (ak 0P 2 b ap - 10F 3+ 4 ag) - 100

Como 100 =0 (mod 4) e 10 = 2 (mod 4), tem-se pelo Teorema 13, item 1, que:

(ar-10%72 + ax_y - 1083 4 4 ap) - 100+ 10+ ay + ap = 2a1 + ap (mod 4)

Assim, um nimero n é divisivel por 4 se o dobro do algarismo da dezena somado

ao algarismo da unidade também for divisivel por 4. O

Exemplo 30. O diametro da Terra é de 12756 quilometros. 12756 € divisivel por /¢

Observe que os dois tltimos algarismos do nimero 12756 forma o nimero 56. E

4|56. Dessa forma o niimero que representa o didmetro da Terra é divisivel por 4.

De maneira alternativa, temos que o algarismo da ordem das dezenas é o 5 e, como
o dobro do algarismo da dezena somado ao algarismo da unidade resulta em 16 (2.5 + 6),

podemos concluir que o nimero 12756 ¢ divisivel por 4.

Exemplo 31. Qual o menor valor d natural se pode ter para que o nimero n = 1023456d

possa ser divisivel por 4 ¢

Observe que os dois ultimos algarismos do niimero natural n formam o ntimero 6d.

Como 4|60, logo o menor valor natural de d é zero.
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5.4 Critério de divisibilidade por 5 e por 10

Seja n = apag_1..asaiag, um numero natural, uma condi¢ao necessaria e suficiente
para que n seja divisivel por 5 é que a, seja 0 ou 5 e para ser divisivel por 10 é que aq seja
0.

Demonstracio. Escrevendo n da seguinte forma:

n=ag-10F+ar_1- 10"+ .. . +ay-10>+a; - 10+ a

Colocando 10 como fator comum, tem-se ainda que:

n=10- (ak-lok_1+ak_1 10" 24 toay- 10+a1) + ag
Como 5|10, tem-se que n é divisivel por 5 se, e somente se, ag ¢é divisivel por 5 , ou
seja, ag = 0 ou ag = 5. Tem-se n divisivel por 10 se, e somente se, ag = 0.
De maneira alternativa, faca-se a prova utilizando congruéncia.

Tem-se que 10 = 0 (mod 5) ou (mod 10), dessa forma se tem que a; - 10" = 0
(mod 5) ou (mod 10), para todo i natural. Assim

n=ag...aa1a0 = ag-10¥F +ap_1- 101+ .. . +ay-10*°+ay-104ag = ao (mod 5)
ou (mod 10). Logo 5|n ou 10|n se, e somente se, a, ¢ divisivel por 5 ou, respectivamente,

por 10.
[

-

Exemplo 32. O diametro da Terra € de 12756 quilometros.12756 é divisivel por 57 E

também. divisivel por 10 ?

Percebe-se pelo exposto no critério que o nimero 12576 nao é divisivel por 5 e nem

por 10, pois o ultimo algarismo do niimero dado é 0 6 .

Exemplo 33. Qual o menor valor d natural se pode ter para que o nimero n = 1023456d

possa ser divisivel por 57 E por 107

Observa-se que o menor d natural para que n seja divisivel por 5 e por 10 é d = 0.

5.5 Critério de divisibilidade por 6

O ntmero natural n = apai_1 ... asaiag, sera divisivel por 6 se, e somente se, n for

divisivel simultaneamente por 2 e por 3.
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Demonstracao. Considere n natural da forma n = 6 m, com m inteiro. Decorre do Teorema

Fundamental da Aritmética que 6 = 2 - 3 (produto de fatores primos).

Dessa forma:;

n=6m=2-(3m)

Fazendo com que 3 m = x, tem-se ainda que n = 2z, para z natural; entdo 2|n. De

forma anéloga

n=6m=23-(2m)

Fazendo com que 2 m = y, entdo n = 3y, para y natural; entao 3|n.

Dessa forma, se n é divisivel por 6, entao n sera divisivel simultaneamente por 2 e

por 3.

De outra forma, suponha que n seja divisivel simultaneamente por 2 e por 3. Para o
caso de 2 | n, entdo existe z1 natural tal que n = 2x;. Observe que 3—2 = 1, multiplicando

ambos os membros desta igualdade por x; tem-se:
(3—=2)xy =21 = 321 — 221 = 11 — 311 —n = 21(7)
Como 3|n, entao existe x5 natural tal que n = 3z, (ii).

Por (i) e (ii) tem-se que:

3r1 —n=ux
3r1 — 31y = 13
3(r) — o) = a1
Fazendo y = x1 — x9, com xy — x5 > 0, entdao x; = 3y, para y natural.

Logo,

n = 2x, = 2.3y = 6y, com y natural
o que garante que n ¢ divisivel por 6 . O]

Usando congruéncia, apresenta-se o critério de divisibilidade por 6, com uma outra

caracteristica, a ser enunciado a seguir:
Um ntmero natural n = ay - 10° + ap_1 - 10F"1 + ... + a9 - 10> + a1 - 10 + aq

é divisivel por 6 se, e somente se, a soma do algarismo da unidade com o quadruplo

de cada um dos outros algarismos é divisivel por 6.
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Demonstracio. Consideremos o natural n dado por n = a, - 10¥ +ax_1 - 101 4+ ... +ay -
]_02 +ap - 10 + agp.

Observa-se que:

10=4 (mod 6)
10°=4> (mod 6) =4 (mod 6)

10F =4 (mod 6) =4 (mod 6)

Dai, tem-se ainda que:

n=ap-10"+ap_1- 101+, 4ay-10°+a,-10+ag = 4-(ax + ... +ay +ai)+ay (mod 6)

Entao 6|n se, e somente se, 4. (ar + ...+ az +a1) +ag =0 (mod 6). O

Exemplo 34. O diametro da Terra é de 12756 quilometros. 12756 € divisivel por 67

Viu-se este exemplo nos critérios por 2 e por 3, e observou-se que o numero
12756 é simultaneamente divisivel por 2 e por 3, portanto este niimero é divisivel por
6 . Utilizando o processo alternativo, demonstrado utilizando congruéncia, tem-se que:
4-(14247+5)+6=4-154+6 =66 que é divisivel por 6 , portanto 12756 é divisivel
por 6.

5.6 Critério de divisibilidade por 7

Apesar do critério de divisibilidade por 7 nao ser explorado na maioria dos materiais
didaticos destinado ao ensino de matematica no Ensino Fundamental, sempre que o assunto
critério de divisibilidade ¢ explorado, surgem as inquietacoes sobre a existéncia de critério
de divisibilidade por 7. Nesta se¢ao aborda-se tal critério, nao apenas para dar continuidade
a abordagem do tema na sequencia apresentada, mas também como um estimulo sobre

um critério de divisibilidade ndo usual.

Apresenta-se o critério, com uma ilustragdo. Considere um nimero natural n dado
por n = 8652. Separa-se o algarismo 2, das unidades, e do niimero restante 865 subtrai-se

o dobro deste algarismo, ou seja,

865 — 4 = 861
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Repete-se este procedimento, tantas vezes quando possivel, de tal forma que se

tenha um numero que seja facilmente identificavel sua divisibilidade (ou nao) por 7.

86 —2 =284

Como 7|84, pois 7 - 12 = 84, entdo o niimero n = 8652 é divisivel por 7 .

Considere 7 o algarismo das unidades do nimero n, entao n pode ser escrito como
10k 4 i. (No exemplo citado tem-se k = 865 e i = 2 ). No procedimento descrito acima
se obteve um numero r como sendo k — 2i. Com base nestas observacoes, sera suficiente
provar que os numeros 10k + i e k — 2¢ sao tais que, se um deles é multiplo de 7, o outro

também é. Prova-se a equivaléncia:

10k 4 ¢ é multiplo de 7 < k — 2i¢ é multiplo de 7

Demonstragio. (=) Se 10k 4+ é multiplo de 7, entdo existe um inteiro m tal que 10k +i =
7m e, portanto, k — 2i = k — 2(7Tm — 10k) = k — 14m + 20k = 21k — 14 m = 7(3k — 2m),

o que implica k - 2i ser multiplo de 7.

(<) Se k—2i é multiplo de 7 | entdo existe n inteiro, tal que k—2i = 7n e portanto,

10k + 1 =10(Tn 4 2i) + ¢ = 70n + 20i + ¢ = 70n + 21i = 7(10n + 3i)

O que implica 10k + ¢ ser multiplo de 7 .
]

No exemplo citado, como 84 é divisivel por 7, entao 861 também o é. Sendo 861

divisivel por 7, entao 8652 também ¢ divisivel por 7.

Exemplo 35. O diametro da Terra € de 12756 quilometros. 12756 ¢ divisivel por 77

Utilizando o procedimento apresentado, tem-se que o algarismo das unidades é o 6

, como o dobro de 6 ¢ 12, tem-se que:

1275 — 12 = 1263

Na operagao obtida, tem-se que o algarismo das unidades é o 3, cujo dobro é 6.

Dessa forma:

126 — 6 = 120
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Usando novamente o procedimento supracitado, tem-se que o dobro de zero é zero.

Assim:

12 -0=12

Como 12 nao ¢é divisivel por 7, entdo o ntimero 12756 nao é divisivel por 7.

5.7 Critério de divisibilidade por 8

Um ntimero natural n = ay..azasaag, com mais de trés algarismos, ¢ divisivel por

8 se, e somente se, o nimero formado por seus trés ultimos algarismos for divisivel por 8 .

Demonstracio. Consideremos n = ay,-10¥+ay_1-105""4. . . +ay-1024+a; -10+ay, colocando
10® como fator comum, no ntimero n decomposto, a partir do algarismo posicionado na

quarta ordem, tem-se:
n=10%. (ak1ok—3 T +a3) Tay-1024+a;-10+ag = 10% -2 +ay- 102 +ay - 10 + ag
sendo & = ay, - 1073 4+ ... + a3, para x natural.

Como 10% < 10* < 10° < ... < 10*. Tem-se que 8 | 103, segue entdo que n serd
divisivel por 8 se, e somente se, ay - 10? + a1 - 10 + a¢ for divisivel por 8 , ou seja, se os

ultimos trés algarismos for divisivel por 8 .

Usando a congruéncia, pode-se demonstrar de forma alternativa, o critério de

divisibilidade por 8 , como se vé a seguir.

10°=1 (mod 8)
10=2 (mod 8)
10°=4 (mod 8)
10° =0 (mod 8)
10* =0 (mod 8)

10 =0 (mod 8), para k > 2.

Assim sendo,

n=ap 10F+ap_1- 10"+ .. +ay-10°4+0a;-10+ao =0+ ... +0+ azaiap (mod 8)

Dessa forma 8|n se, e somente se, asa;ap = 0 (mod 8).
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Observando o nimero n dado na forma decomposta, pode-se ter ainda que:

ak-10k+ak_1-10k_1+...—|—a3-103:(ak-lok_3+...+a3>-103

Como 10* =0 (mod 8),10> =4 (mod 8) e 10 =2 (mod 8), tem-se que

(ak S10F 4+ ag) 10 + a910? + ;10 + ag = 4ay + 2a; +ap  (mod 8)

]

Conclui-se, por congruéncia, que um namero n é divisivel por 8 se a soma do
) Y
quadruplo do algarismo da centena com o dobro do algarismo da dezena com o algarismo

da unidade também o for.

Exemplo 36. O diametro da Terra é de 12756 quilometros. 12756 é divisivel por 8¢

Observa-se que os trés ultimos algarismos do nimero dado é 756. Utilizando o

procedimento demonstrado usando congruéncia, tem-se ainda que:

4.-74+2-5+6=284+10+6=44

Como 44 nao é divisivel por 8, entao 12756 nao é divisivel por 8.

Exemplo 37. Qual o menor valor d natural se pode ter para que o nimero n = 1023456d

possa ser divisivel por 87

Observa-se que os trés ultimos algarismos do niimero n dado é 56d. Utilizando o

procedimento abordado na prova usando congruéncia, tem-se que:

4.-542-6+d=204+12+d=32+d

Assim sendo, se d = 0, tem-se o resultado acima igual a 32 e 8|32, logo n = 10234560

¢é divisivel por 8.

Exemplo 38. Verifique se o nimero 1234120 é divisivel por 8.

De fato, os trés tultimos algarismos do niimero dado forma o ntimero 120, como
8|120, entao 1234120 é divisivel por 8.
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5.8 Critério de divisibilidade por 11

Para encerrar as provas aritméticas dos critérios de divisibilidade apresentados
na grande maioria do material didatico utilizado no ensino de matematica no Ensino
Fundamental, sera abordado o critério de divisibilidade por 11. Assim como o critério de

divisibilidade por 7, o do 11 é também nao usual.

Um ntamero natural n = agag_1...asa1a9 é divisivel por 11 se, e somente se,

ag — a1 + as — ag + ... for divisivel por 11.

Demonstragio. Usando congruéncia, tem-se que 10 = —1 (mod 11), pelo Corolério 5 ,
tem-se 102 =1 (mod 11) e 10*™ = —1 (mod 11).

Assim, para n = arQg—1 - .. A4a3020104¢, tem-se que:

ag = ag (mod 11)
a;-10 = —a; (mod 11)
as-10* =ay (mod 11)
az-10° = —az (mod 11)

ap10F = (=1)*a;,  (mod 11)

Dessa forma se encontra:

n = ap-10F+ap_1- 1057 4. 4ay-10%4a,-104+ag = (=1 Fap+. . .—as+ay—a;+ay  (mod 11)

Segue que,
k .
(=Dfax +...—az+as — a1+ a9 (mod 11) => (~1)'a; (mod 11)
i=0
ou seja, 11|n se, e somente se, ag — a; + az — az + ... for divisivel por 11. ]

Exemplo 39. O diametro da Terra é de 12756 quilometros. 12756 é divisivel por 117

Usando o critério de divisibilidade por 11, tem-se que:

6+7+1=14e54+2=7

Como 14 — 7 = 7, conclui-se que 12756 nao ¢ divisivel por 11 .

Exemplo 40. verifique se o numero n = 52345678 ¢ divisivel por 11 .
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Como8+6+4+2=20e7+5+3+5=20e20—20=0, tem-se que 0 é divisivel
por 11, portanto o nimero n = 52345678 ¢ divisivel por 11 .

Apresenta-se outras ilustracoes que podem ser resolvidas com os assuntos abordados

neste trabalho.

Exemplo 41. Considere o nimero natural n = 2. Verifique se n é divisivel por 3, 5, 6,

7 e 8. E nos casos em que n ndo for divisivel, identifique o resto da divisdo.

Solucao : Verifica-se por 3. Como 22 = 1 (mod 3), pelo Coroldrio 5 , tem-se que:

(22)30 =1* (mod3) —2%=1 (mod 3)

Logo 2% nao ¢é divisivel por 3 e o resto na divisdo é 1 .

Faga-se a verificagao por 5. Como 2? = —1 (mod 5), pelo Coroldrio 5, tem-se que:

(22)30 =(-1)* (mod5)—2=1 (mod 5).

260

Logo nao ¢ divisivel por 5 e o resto na divisao é 1.

Testando por 7 , tem-se que 22 = 1 (mod 7), pelo Coroldrio 5 , tem-se que:

(23)20 =1 (mod7) —»2°=1 (mod 7).

Logo 20 nao é divisivel por 7 e o resto na divisao é 1 .

E por fim, verificando por 8, tem-se que 22 = 0 mod 8 , pelo Corolério 5 , tem-se
que:
3\2Y _ 20 60 _
(2°)" =0" (mod8) »2°=0 (mod 8)
Logo 2% ¢ divisivel por 8.
Exemplo 42. Mostre que a'® — a € divisivel por 2, 3, 5 e 7, para todo a inteiro.

Demonstragio. Tem-se que a'® — a = a (a'* — 1) é divisivel por 2 pois possuem a mesma

paridade.

Do Pequeno Teorema de Fermat, enunciado apds prova do Corolario 5, tem-se que:

a*=a (mod3)—a*=a*> (mod 3)

Entao
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a'® = <a4)3a = (a2)3a = (a3)2a =d*=a (mod 3)

Ainda pelo Pequeno Teorema de Fermat, tem-se que a® = a mod 5 . Dessa forma

a?=d"-d" d*=a-a-a>=d"=a (modH5).

7

De forma semelhante pelo Pequeno Teorema de Fermat, tem-se a” = a mod 7. Logo

a?=ad"-a"=a-a*=a"=a (mod?7)



6 CURIOSIDADES E MACETES

Nesta secao serd apresentado algumas curiosidades, tais como a prova dos nove
e o calendario. Ambos utilizam conceitos desenvolvidos em criterio de divisibilidade e
de congruéncia. Interessante observar que em ambos os temas elencados, o primeiro é
abordado no ensino das quatros operagoes fundamentais enquanto o segundo nos assuntos
de divisibilidade, ambos no Ensino Fundamental. A prova dos noves confere para o
estudante como uma ferramenta adicional de testagem do resultado obitido no processo
aritmético, ainda nos anos iniciais do Ensino Fundamental. J& o calendario, como uma
questao curiosa para identificar, além de verificacao se dado ano foi ou nao bissexto, de

saber qual dia da semana caiu determinada data.

Um fato historico sobre o calendario, é que o formato que nés conhecemos, nem
sempre foi assim. Segundo conta (HEFEZ, 2009) "Desde o tempo do imperador romano
Julio César até o ano de 1482 vigorava no mundo ocidental o calendario juliano, nome
dado em homenagem ao imperador que o havia instituido, e que estimava a duragao do
ano em 365,25 dias, segundo as mediagoes realizadas pelos egipcios em cerca de 300 a.C".
Utilizando métrica mais apurada na duragao do ano, a diferenca entre as duas medidas
resultava em um dia a menos a cada 128 anos. O papa Gregorio XIII, no ano de 1482,
publica uma bula no dia 24 de fevereiro do referido ano, instituindo um novo calendario,que
passaria a vigorar a partir de 5 de outubro do mesmo ano, pois ja havia uma diferenca de

10 dias entre o calendario juliano e o ciclo solar.
Os pontos principais da bula papal eram:

a) O dia seguinte ao dia 4 de outubro (quinta-feira), do calendario juliano, no novo

calendario, seria o dia 15 de outubro (sexta-feira).

b) A cada quatro anos, nos anos multiplos de 4, haveria um ano bissexto, com
excessao dos anos dos centenérios (anos miltiplos de 100) que s6 seriam bissextos se fossem
multiplos de 400.

¢) O inicio do ano passou a ser o primeiro de janeiro, os meses alternariam com 31
e 30 dias, a comegar com janeiro com 31 dias, exceto fevereiro que teriam normalmente 28

dias e 29 dias nos anos bissextos. O més de agosto teria 31 dias.

A diferenca na contagem dos anos bissextos nos anos centenarios foi introduzida

para corrigir uma pequena diferenga que ainda sobra apés a introducao dos anos bissextos.

Serd realizado a exploragao desses dois pontos curiosos nas segoes a seguir.No qual o
segundo (o calendério) serd apresentado algumas proposi¢oes que auxiliam na compreensao

do assunto.
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6.1 A prova dos nove

Este é um teste que pode ser realizado nas quatro operagoes fundamentais com o
intuito de identificar erros nos processos operatérios. Por exemplo, o produto de 4.5 ¢é 20.
Com o objetivo de verificar a exatidao do resultado, questiona-se: e "os noves'fora? Nesse
caso o objetivo dessa pergunta é tirar do niimero o maior multiplo de nove nele contido,
ou basicamente identificar o resto da divisao do dado niimero por nove. Por simplicidade,
aquele que esta operando, pode "somar os algarismos'do ntimero obtido como resultado da
operacao dada e em seguida retirar do resultado o maior multiplo de nove. No exemplo
4.5 = 20, podemos observar facilmente que o maior multiplo de nove contido no resultado
é 0 18 (= 2.9) entdo "os noves'fora resulta em 2, pois 20 — 18 = 2. De maneira alternativa,

facilmente identificamos que no resultado 20, a soma dos algarismos resulta em 2 (= 2+0).

Com esta ilustracao, utilizando a multiplicacdo como operacao selecionada, considera

se:

Suponha efetuando a multiplicacao a.b, obtendo o resultado ¢, cuja exatidao se

quer verificar. Dessa forma, considerando os ntimeros naturais a e b, na base 10, tal que:
a = Apg_1...a109, b = bib;_1...b1by, ¢ = CpCpp—1...C1Co

Coolocando os noves fora em ag+a; +...+ag, obtem-se o algarismo, que chamaremos
de a’. Procedendo da mesma forma para os nimeros b e ¢, obtem-se os algarismos V' e ¢.
Efetuando a multiplicacao a’.b’ e colocando os noves fora, obtem-se ¢”. Se o resultado ¢” for
diferente de ¢/, entdo certamente, um erro na operacao indicada foi cometido. Procede-se

com a justificativa, por meio de congruéncia, a seguir:

Q\
Il
o
Il

a.b

a.b'=c¢” (mod?9)

com0<cd <9e0<"<9. Caso ¢ = ¢”, nada se pode afirmar quanto a exatidao
da operacao efetuada. Porém se passa a ter uma garantia de que a referida conta, tornou-se

mais confiavel, justamente por ter passado por um teste.

Como ilustracao temos que 9.5 = 45 possui noves fora 0, pois 45 além de ser
multiplo de 9, temos que 4+5 =9, no qual 9 - 9 = 0. J& para 7 + 8 = 15, percebe-se que

15 -9 = 6 (o noves fora), assim como 1 + 5 = 6.

No caso de 100:10 = 10, tem-se noves fora 1; facilmente identificado na operacao
10 - 9 quantoem 1 + 0 = 1.

6.2 O Calendario

Nesta secao, apresenta-se uma féormula para descobrir qual é o dia da semana

correspondente a uma data determinada data passada ou futura. E interessante mencionar,
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que devemos considerar dois fendmenos naturais ciclicos envolvendo o planeta Terra, os
quais tem sido utilizados pela humanidade para se localizar no decorrer da historia. Esses
fendmenos sdo o de rotacdo (movimento pelo qual a Terra faz em torno de seu préprio eixo)
propiciando a humanidade identificar e diferenciar o dia da noite e, o movimento orbital
eliptico em torno do Sol, responsével pelas estacoes. E nesses dois fendémenos que esté
baseado os calendarios solares. Conforme cita o professor (HEFEZ, 2009) "Grosseiramente,
a rotacao completa da Terra em torno de seu eixo da-nos uma unidade de tempo que ¢ o
dia, dividido em periodos iguais de 24 horas, subdivididas em minutos e segundos". Ha
também outra unidade de tempo, no qual a humanidade mensura o passar dos anos, que
é o ano solar, neste caso, corresponde a rotacao que a Terra faz de forma completa em

torno do Sol.

E interessante observar que ha alguns problemas na elaboragao de um calendario. A
comecar pelo fato de que o ano solar ndo é um ntiimero exato de dias, tendo como resultado
aproximado de 365,24219. Como relata (HEFEZ, 2009) "Este fato torna necessario que a
cada tanto se deva corrigir o nimero de dias do ano, dai a razao da existéncia dos anos

bissextos, que corrigem parcialmente esse defeito".

Para efeito de simplificacao de contas, sera estabelecida a formula com validade para
valor anual a partir de 1601 (obedecendo critérios instituidos na bula papal de Gregério
XIII). Por fevereiro ser irregular (com 28 ou 29 dias), para dar maior uniformidade a
formula, este serd colocado no final da contagem dos meses. Dessa forma o més 1 de um
ano sera margo, seguido de abril etc., até chegar aos meses 11 e 12, que sao janeiro e
fevereiro (do ano seguinte). Dessa forma, os meses de janeiro e fevereiro de um determinado

ano serao considerados como os meses 11 e 12 do ano anterior.

Uma data (d, m, A) serd constituida por trés nimeros, no qual d representa o dia,
m o més e A um ano posterior a 1600, ou seja A > 1601. Vale a pena frisar, que marco
serd o més 1, ou seja, m = 1. Como ilustracao, 13 de janeiro de 1999 sera representado
por (13, 11, 1998) e 29 de fevereiro de 2016 por (29, 12, 2015).

Enumera-se os dias da semana por: domingo (1), segunda (2), terga (3), quarta (4),
quinta (5), sexta (6) e sabado (7).

Para determinar o dia da semana s (d,m, A), segue-se 0s passos:

a) Determina-se inicialmente uma férmula para s (1,1, A) o dia da semana do

primeiro dia do més de margo do ano A;

b) Acha-se a férmula s (1,m, A), o dia da semana do primeiro dia do més m do

ano A;

¢) Determina-se a formula s (d, m, A).

Proposicao 24. Seja A > 1600. Entao, no intervalo (1600, A,
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i) o nimero de anos multiplos de 4 é

[4] - [2509] = [4] - 400

i) o numero de anos centendrios que nao sao bissextos é

) - L] - 12

100 400

iii) o numero de anos bissextos é

b =[4] - [i5s) + [555) - 988

4 100 400

Demonstragio. i) E uma consequéncia direta da proposicao citada a seguir, uma vez que

o intervalo considerado ¢ (1600, A].

Tem-se que dados inteiros a, b e ¢ tais que 0 < a < b < ¢, entao o nimero de
multiplos de a entre b e ¢ é dado por: * [£] — [2=1] se b incluso na contagem. ** [£] — [2],

se b for excluido da contagem.

ii) O ndmero de anos centenarios desde o ano 1601 até o ano A é dado por:

[s05] — [550

e o nimero de anos centenarios bissextos do ano 1601, ao ano A é dado por:

[200] — [*50]

dal o resultado.

iii) Obtem-se o nimero desejado tomando (i) - (ii), ou seja,

]

Denota-se, provisoriamente, po s o dia da semana de primeiro de marco de 1601,
que ird ser determinado posteriormente.

Como 1602 nao é bissexto, o dia primeiro de marco de 1602 ocorrerd apés 365 dias.
Sendo 365 = 1 (mod 7), segue-se que o dia 1 de margo de 1602 ocorrera em um dia da

semana posterior a s, ou seja, caird no dia s +1 (mod 7).
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O mesmo argumento mostra que s (1, 1, 1603) = s + 2 (mod 7). Para calcular s
(1, 1, 1604), deve-se ter atengao, porque o més de fevereiro do ano de 1604, considerado
como més 12 do ano anterior, tem 29 dias, logo a passagem de primeiro de marco de 1603
para primeiro de margo de 1604 ocorrerd 366 dias e, como 366 = 2 (mod 7), tem-se que s
(1, 1, 1604) = s +2+ 2 (mod 7). Vé-se entao que cada ano bissexto que passa, deve-se

somar 1 (mod 7) ao dia da semana anterior e a cada ano bissexto, deve-se somar 2.

Dessa forma, considerando o inicio da contagem no ano de 1601 e, sendo b o nimero

de anos bissextos no intervalo (1600, A], tem-se que
s(1,1,A) =s+ A —1600+b (mod 7)

. Consultando o calendario no dia que este trabalho foi escrito, verificou-se que o primeiro
do marco de 2024 foi uma sexta-feira; logo, s(1, 1,2024) = 6. Fazendo a substitui¢ao desse
valor na equagao s(1,1,A) = s+ A — 1600 + b (mod 7) e calculando b pela Proposicao 24,

obtemos s =4 (mod 7); logo, s representa uma quarta-feira.
Proposigdo 25. Tem-se que s(1,1,A) =4+ A+ [4] — [{45] + [455] (mod 7)

Para passar de 1 de margo para 1 de abril, deve-se somar 31 dias, e como 31 = 3
(mod 7), tem-se que s(1,2,A) = s(1,1,A) + 3 (mod 7) , logo a constante de s(1,2, A) é 7.
Como 30 =2 (mod 7), tem-se que

s(1,3,A) =s(1,2,A) +2=s(1,1,A) + 5 (mod 7)

logo, a constante de s(1,2, A) é 9, assim sucessivamente somando os nimeros 2 ou 3
ao primeiro dia da semana do més nterior para obter o primeiro dia da semana de um
determinado més, até chegarmos ao més 12 (fevereiro). Assim, os termos constantes que

devemos somar a expressao

para obter o dia da semana de um determinado més m de um ano A sdo:
4,7,9, 12, 14, 17, 20, 22, 25, 27, 30, 33,
ou seja,
4,0,2,5,0,3,6,1,4,6,2,5 (mod 7)

Existe uma férmula empirica em funcao de m = 1, ..., 12 que fornece esses valores (mod 7):
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9 + [13?-1]'

Provando assim o resultado a seguir.

Proposicao 26. Tem-se que

s(1,m, A) =2+ [L2d] + A4 [4] — [A] + [Z] (mod 7).

Como a cada dia do més que passa devemos somar 1 médulo 7 ao dia da semana

do dia anterior, obtem-se imediatamente o resultado a seguir.

Teorema 16. - Zeller

Tem-se a formula

s(dym, A) =d+ 1+ [2222) 4 A4 [4] — [A] + [ 4] (mod 7).

A férmula do teorema é conhecida como o Algoritmo de Zeller, em homenagem ao
reverendo Christian Zeller, que a publicou em 1882.

Sera feita a ilustragao dessa se¢do com dois exemplos a seguir.

Exemplo 43. Descubra qual foi o dia da semana:
a) em que foi declarada a Independéncia do Brasil;
b) em que foi abolida a escravidao no Brasil.
Solugao. a) Sabe-se que a Independéncia do Brasil ocorreu no dia 07 de setembro de 1822.

Pela convengao adotada, setembro é o més 7 (atente para a condigio de marco ser o més
1). Aplicando a férmula de Zeller, obtem-se:
s(7,7,1822) = 7+ 1 + [B31=1] 4 1822 - [1822]  [1822] 4 [1822] (1,4 7).
s(7,7,1822) =8 + 18 + 1822 + 455 — 18 +4 (mod 7) = 2289 = 0 (mod 7)

O que resulta que a Independéncia do Brasil aconteceu num sabado.

b) A escravidio no Brasil foi abolida em 138 de maio de 1888. Pela convengao maio

¢ 0 més 3, ou seja m = 3. Aplicando a formula de Zeller, tem-se:

$(13,3,1888) = 13 + 1 + [13:3=1] 4 1888 - [1888]  [1888) 4 [I888) (11104 7).

5(13,3,1888) = 14+ 7+ 1888 + 472 — 18 + 4 = 2367 = 1 (mod 7)

O que resulta em um domingo.
Exemplo 44. Descubra qual o dia da semana caird o dia 7 de setembro de 20307

Solucao. Fazendo uso do mesmo procedimento adotado no exemplo anterior, temos:
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s(7,7,2030) = 7+ 1 + [B31=1] 4+ 2030 + [2289] — [2080] 4 [2030] (1104 7).
s(7,7,2030) = 8 4 18 + 2030 + 507 — 20 + 5 (mod 7) = 2548 = 0 (mod 7)

Dessa forma o dia 7 de setembro de 2030 caird numa sdbado.

6.3 Macetes

Nesta secao serao colocados alguns "macetes'da teoria colocada até aqui, com o
intuito de simplificar e facilitar a identificacao das técnicas por parte dos professores e dos
estudantes da Educacao Bésica. Estes, macetes, estao embasados nos critérios apresentados

no capitulo 5.
Apresenta-se:
Consideremos um numero natural n, na base decimal. Este nimero sera:
i) divisivel por 2 se for par;
ii) divisivel por 3 se a soma dos algarismos for multiplo de 3;

iii) divisivel por 4, se os dois ultimos algarismos do ntiimero for 00 ou for multiplo

de 4;
iv) divisivel por 5, se 0 niimero termina em 0 ou 5;
v) divisivel por 6, se o niimero for par e multiplo de 3;
vii) divisivel por 8, se os trés tltimos algarismos for 000 ou for miltiplo de 8;
viii) divisivel por 9, se a soma dos algarismos for miltiplo de 9;

ix) divisivel por 10, se o ultimo algarismo do ntimero for 0.
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7 Consideracoes finais

O presente trabalho teve como principal objetivo, apresentar provas aritméticas
dos critérios de divisibilidade abordados no ensino de matematica no Ensino Fundamental.
Muitos desses critérios sao apresentados aos estudantes como técnicas, macetes, sem
apresentar provas. Até porque, estas estao fora do escopo e objetivo do material didatico
destinado ao publico alvo. Mas deixando para os professores de matematica a nobre tarefa

de desvendar o que ha por tras das técnicas que foram apresentadas.

Existem outros tantos critérios de divisibilidade que nao foram abordados aqui;
pois como o objetivo foi demonstrar aqueles que sao tratados no ensino de matematica
para os estudantes da Educacao Basica, em geral, no sexto ano do Ensino Fundamental, foi
citado apenas dois casos nao usuais, simplesmente pela curiosidade que aqueles remeteram

e também para deixar a sequéncia dos critérios apresentados de uma forma mais didatica.

No tltimo capitulo foi apresentado algumas curisoidades, como por exemplo a prova
dos nove e o calendario, como forma de instigr professores de matemaética na aplicacao
dos critérios e também de mostrar aos estudantes estas como elementos que fazem uso
e aplicagao da teoria, tanto de congruéncia quanto indiretamente de divisibilidade. No
final, a presenca dos macetes, direcionados aos leitores, foi uma sintese do que foi colocado
no capitulo cinco e também como material consultivo para facilitar na identificacao dos
critérios; onde as provas ja mostradas, remetem apenas ao interesse de observacao de como

os critérios a luz da aritmética podem ser provados.
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