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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma demonstacao trazida em (MICALLEF; MORARU,
2015), onde os autores unificam as provas de resultados ja comprovados por Cai e Galloway
(CAI; GALLOWAY, 2000), Bray-Brendle-Neves (BRAY; BRENDLE; NEVES, 2010) e
Nunes (NUNES, 2013). Nestes artigos, sdo impostas limitagdes inferiores na curvatura
escalar do ambiente, que é uma variedade Riemanniana tridimensional, para obter-se
conclusoes geométricas e topodlogicas a respeito das superficies minimas nele contidas. Em
termos mais precisos, colocamos Ry := mingep R(z), onde Ry € {—2,0,2} e assumimos
certas condigoes sobre a area e, em dois dos casos, sobre o género da superficie . Assim,

tiramos conclusoes em relagao a métrica da variedade ambiente numa vizinhaga de .

Palavras-chave: curvatura escalar, estabilidade, rigidez, superficie minima.



Abstract

In this work, we present a demonstration from (MICALLEF; MORARU, 2015), where
the authors unify the proofs of results previously established by Cai and Galloway (CAI;
GALLOWAY, 2000), Bray-Brendle-Neves (BRAY; BRENDLE; NEVES, 2010), and Nunes
(NUNES, 2013). In these articles, lower bounds are imposed on the scalar curvature of the
ambient space, which is a three-dimensional Riemannian manifold, to derive geometric and
topological conclusions about the minimal surfaces contained within it. More precisely, we
define Ry := mingep R(x), where Ry € {—2,0,2}, and assume certain conditions regarding
the area and, in two of the cases, the genus of the surface ¥. Thus, we draw conclusions

about the metric of the ambient manifold in a neighborhood of 3.

Keywords: scalar curvature, stability, rigidity, minimal surface.
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1 Introducao

A teoria das superficies minimas tem sido, ha algum tempo, um terreno fértil de
pesquisa em Geometria. Nesse sentido, uma das curiosidades sobre o tema é saber como
essas superficies se comportam em variedades com restri¢oes relacionadas as curvaturas.
Como exemplo inicial, temos uma observacao feita por Simons em (SIMONS; 1968), onde
ele percebeu que nao existem hipersuperficies fechadas, estaveis, minimas e de dois lados

em uma variedade de curvatura de Ricci positiva.

Nos aproximando do que é tratado neste trabalho, baseado no artigo (MICALLEF;
MORARU, 2015) produzido por Micallef e Moraru, que estuda as implicagbes geométricas
e topoldgicas geradas devido a certas limitagoes, por cotas inferiores, na curvatura escalar
do espago ambiente M, podemos falar que os resultados obtidos podem ser rastreados
até o chegarem no famoso trabalho de Schoen e Yau (SCHOEN; YAU, 1979). Neste
memoravel trabalho, Schoen e Yau obtiveram restri¢oes topolégicas em uma superficie
minima orientada, de dois lados e estavel X em uma variedade Riemanniana tridimensional
cuja curvatura escalar é R > 0. Particularizando, eles provaram que o género de X deve

SEer zZero.

Seguindo a linha do tempo, Fischer-Colbrie e Schoen estudaram o caso em que
R > 0 e mostraram no material (FISCHER-COLBRIE; SCHOEN, 1980) que, para este
caso, o género de X deve ser zero ou um. No caso em que é um, entao X é totalmente
geodésica e plana. Além disso, > tem curvaturas normais de Ricci de M e curvatura escalar
R anulando-se ao longo de ¥. Neste trabalho, Fischer-Colbrie e Schoen, lancam a seguinte

conjectura:

Conjectura 1.0.1. Se (M, g) é uma variedade Riemanniana tridimensional completa,
com curvatura escalar nao negativa e se ¥ for um toro de dois lados que é de menor drea

em M, entdo M ¢ plana.

Cai e Galloway provaram essa conjectura em (CAI; GALLOWAY, 2000), onde
eles supuseram que Y é de menor area em sua classe de isotopia. Nessa perspectiva, eles

trouxeram o seguinte resultado local, cuja prova da conjectura segue como consequéncia

dele:

Teorema 1.0.2. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana dimensional com curvatura
escalar nao negativa, R > 0. Se X € um toro de dois lados mergulhado em M e que é

localmente de menor drea, entao a métrica é plana em alguma vizinhanca de 3.

Mais recentemente, Bray, Brendle e Neves em (BRAY; BRENDLE; NEVES, 2010)

e Nunes em (NUNES, 2013) provaram resultados semelhantes para superficies fechadas
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diferentes do toro e sob hipoteses diferentes de curvatura escalar, como mostram os

resultados abaixo.

Teorema 1.0.3 (Bray, Brendle e Neves). Seja (M, g) uma variedade tridimensional com
curvatura escalar maior ou igual a 2. Se ¥ é uma esfera bidimensional mergulhada e que é
localmente minimizadora de drea, entao X tem drea menor ou igual a 4w. Além disso, se a
tgualdade ocorrer, entao ¥ com a métrica induzida gs, tem curvatura gaussiana constante

igual a 1 e existe uma vizinhanca de ¥ em M que € isométrica a ((—e,€) X 3, dt* + gx).

Teorema 1.0.4 (Nunes). Seja (M, g) uma variedade tridimensional com curvatura escalar
maior ou iqual a —2. Se ¥ € uma superficie fechada, bidimensional, merqulhada e de dois
lados, localmente minimizadora de drea, com género g(X) maior que 1, entao ¥ tem drea
maior ou igual a 4m(g(X) — 1). Além disso, se a igualdade ocorrer, entao X com a métrica
induzida gs tem curvatura gaussiana constante iqual a —1 e existe uma vizinhanca de ¥

em M que é isométrica a ((—e,€) X X, dt* + gs).

Observando os teoremas acima, percebe-se que, se olhada de maneira mais precisa,
a prova dada por Schoen e Yau nos diz que um limite inferior na curvatura escalar da

variedade M, fornece um limite na area da superficie minima estavel Y. Mais precisamente,

(1) se R > 2, entao a area de 3 é limitada superiormente por 4r;

(2) se R > —2, entdo a area de ¥ é limitada inferiormente por 47(g(X) — 1).

Tais limites foram apresentados pela primeira vez em (SHEN; ZHU, 1997).
Diante de todo esse contexto, surge Micallef e Moraru em (MICALLEF; MORARU,

2015), onde eles apresentam uma prova unificada para os teoremas 1.0.2, 1.0.3 e 1.0.4.
Assim, o objetivo deste trabalho é apresentar a interesante demonstracao exposta por
Micallef e Moraru no artigo (MICALLEF; MORARU, 2015). Para isso, comecamos fazendo
uma breve revisao de alguns tépicos da geometria Riemanniana através de um capitulo
preliminar. Em seguida, falamos um pouco sobre a nocao de estabilidade, que é um dos
conceitos fundamentais deste trabalho. Além disso, apresentamos a primeira e segunda
formula de variacao da area, as quais sdo ferramentas indispensédveis para a construcao dos
argumentos que nos levam ao objetivo do presente estudo. Por fim, utilizamos de técnicas
coletadas nas referéncias bibliograficas para entendermos e apresentarmos a prova feita

por Micallef e Moraru.
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2 Das Variedades Diferenciaveis a Geometria

Riemanniana: Uma breve abordagem

Neste capitulo fazemos uma breve abordagem sobre as variedades diferenciaveis e
a Geometria Riemanniana, as quais sao ferramentas de conhecimento indispensavel para a
compreensao deste trabalho. Além disso, dentro das possibilidades, deixamos este texto o
mais autocontido possivel, sendo assim, caso deixemos de abordar algum conteido aqui

presente, iremos indicar onde consultar a teoria por meio das referéncias.

2.1 Variedades Diferenciaveis

De forma intuitiva, uma variedade ¢ uma generalizacao de curvas e superficies
para dimensoes maiores. Ela é localmente Euclidiana no sentido de que cada ponto
possui uma vizinhanga homeomorfa a um subconjunto aberto de R™. As coordenadas em
uma carta permitem realizar cdlculos como se estivéssemos em um espago Euclidiano,
de modo que muitos conceitos de R™, como diferenciabilidade, derivadas em pontos,
espagos tangentes e formas diferenciais, sao transferidos para a variedade. Em esséncia,
as variedades diferencidveis sao uma ferramenta poderosa para descrever e entender a

geometria de espacos abstratos de maneira mais flexivel e robusta.

Definicao 2.1.1. Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é um espaco topoldgico
Hausdorff com base enumerdvel M e wma familia de aplicagoes x, : U, € R* — M

definidas em abertos U, de R"™ tais que:

1. Upxa(Uy) = M.

2. Para cada o, X, € um homeomorfismo entre U, e o aberto x,(U,) C M;

1

3. Para todo par o, B, as aplicagoes x,~ oxg e xﬂ_1 0X, Sdo diferencidveis (ver Figura 1).

Uma familia (U,, X) com as duas primeiras condi¢oes é chamada uma estrutura

diferencidvel.

A titulo de exemplo, trataremos primeiramente da esfera unitaria S, a qual é, com
a topologia induzidada de R"*!, uma variedade suave com uma estrutura diferenciavel

que pode ser introduzida como segue abaixo.

Exemplo 2.1.2 (Esfera S"). A esfera unitdria
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Figura 1 — Variedade diferenciavel.

Fonte: préprio autor.

com a topologia induzida de R™™* (sendo, portanto, um espago topoldgico de Hausdorff
com base enumerdvel) é uma variedade suave com uma estrutura diferencidvel que pode

ser introduzida, por exemplo, através do sequinte atlas:

e Atlas de grdficos de hemisférios: Para cadai=1,...,n+ 1, consideremos 0s

sequintes conjuntos(hemisférios)

U+:{(x1a"'7$n+l)ESn:xi>0}7

1

U~ ={(x1,...,xp401) €S":2; <0}.

As projecies xi- : UE — D, onde
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¢ o disco unitdrio, definidas por

Xii(ﬂll, e 7xn+1) = (Il, e L1, g1y - 7In+1)

sdao cartas. De fato, elas sdo claramente continuas e suas inversas sao as aplicacoes

continuas
1/2
n+1
<) My, m) = |2, w1 — Z(:L‘k)2 S Tid 1y Tt |
k=1
ki

de modo que elas sGo homeomorfismos. As mudancas de coordenadas sao as aplicagoes

;o (x) 7 i x (U NUS) = %7 (U NUY)

)

dadas por
1/2
n+1
X?:O(X;t)_l = 1‘17...,xj_1,$i+1,...,l'j,j: 1—Z($k)2 y Ljt1y ey Tn41 |
=
portanto C*°. Observe que este atlas tem 2(n + 1) cartas. ]

O proximo exemplo é de grande interesse, pois ele nos fornece duas estruturas

diferenciaveis para a mesma variedade.

Exemplo 2.1.3 (R com mais de uma estrutura diferenciavel). Considere R munido com
a topologia usual. Podemos definir pelo menos duas estruturas diferencidveis diferentes
para R, isto €, dois atlas ndo compativeis (ou seja, que geram atlas mazximais diferentes).
Temos a estrutura diferencidvel padrao para R, isto é, o atlas maximal que consiste de
todas as aplicagoes que sao difeomorfismos de abertos de R (lembremos que os abertos de
R sao unioes de intervalos abertos). O atlas para R consistindo apenas da carta x : R — R
definida por

x(x) ==

(note que @ € um homeomorfismo) ndo é compativel com o atlas padrao de R, pois
(id ox 1) () = /3

nao € diferencidvel, e portanto este atlas gera uma estrutura diferencidavel diferente da
estrutura diferencidvel canonica. No entanto, estas estruturas diferencidaveis sao equivalentes,

no sentido de que definem variedades diferencidveis difeomorfas. O
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Definicao 2.1.4. Sejam M{' e M3" variedades diferencidveis. Uma aplicagio ¢ : My — M,
¢ diferencidavel em p € My se, dada uma parametriza¢ioy : V C R™ — My em o(p), existe
uma parametrizagio x : U CR™ — My em p tal que o(x(U)) C y(V) e a aplicagdo

ylopox:UCR" = R™ (2.1)

¢ diferencidvel em x~'(p) (ver Figura 2). Dizemos que ¢ é diferencidvel em um aberto de

My se € diferencidvel em todos os pontos deste aberto.

Figura 2 — Diferenciabilidade.

y lopox

Fonte: préprio autor.

Vale destacar que a definicao acima nao depende da escolha das parametrizagoes.
A aplicagao (2.1) é chamada a expressao de ¢ nas parametrizagoes x e y. Analisemos o

exemplo abaixo e vejamos a influéncia da estrutura diferenciavel na diferenciabilidade.

Exemplo 2.1.5. Uma aplicacao entre variedades diferencidveis ser diferencidvel depende
fortemente das estruturas diferencidveis definidas nestas variedades (dai o nome). As duas
estruturas diferencidveis no Exemplo 2.1.3 definem estruturas diferencidveis distintas em R,
e a fungdo identidade deixa de ser diferencidvel dependendo de qual estrutura diferencidavel
escolhermos trabalhar. Com efeito, denotando as variedades diferencidaveis correspondentes

as estruturas por (R,id) e (R,x), as aplicagoes identidade
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id : (R,id) — (R,id),
id : (R,x) — (R, x),
id : (R,id) — (R, x),
sao diferencidveis porque
idoidoid™! =1id,
xoidox™t =id,
x oidoid™!(z) = 23,
mas a aplicacao identidade
id : (R,x) — (R,id)
nao € diferencidvel, uma vez que

idox7(z) = 2'/?

nao € diferencidvel na origem. O

A proposicao a seguir nos fornece uma importante aplicagdo linear, a saber, a

diferencial.

Proposicao 2.1.6. Sejam M] e MJ' variedades diferencidveis e seja ¢ : My — Mo
uma aplicagdo diferencidavel. Para cada p € My e cada v € T,M;, escolha uma curva
diferencidvel o : (—e€,€) — My com «(0) = p, /(0) = v. Faga 5 = ¢ o«a. A aplicagio
dop - TyMy — Ty My dada por dpy(v) = B'(0) € uma aplicagdo linear que ndo depende

da escolha de o .

Definicao 2.1.7. A aplicagio linear dy, dada pela proposi¢io anterior é chamada

diferencial de ¢ em p.

Definicao 2.1.8. Sejam M7 e MJ* variedades diferenciaveis. Uma aplicag¢ao ¢ @ My — Mo
é um difeomorfismo se ela é diferencidvel, biunivoca, sobrejetiva e sua inversa @' é
diferencidvel, ¢ € um difeomorfismo local em p € M se existem vizinhancas U de p e V de

o(p) tais que ¢ : U — V' é um difeomorfismo.

Definimos abaixo dois casos especiais de aplica¢oes diferenciaveis que nos permitem

estudar propriedades geométricas e topologicas das variedades.

Definicao 2.1.9. Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis. Uma aplicacao diferencidvel
@ : M — N € uma imersao se dp, : T,M — T,, N ¢ injetiva para todo p € M. Se,
além disto, @ € um homeomorfismo sobre o(M) C N, onde p(M) tem a topologia induzida
por N, diz-se que @ é um mergulho. Se M C N e a inclusio i : M — N € um mergulho,

diz-se que M é uma subvariedade de N.
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Observe-se que se ¢ : M™ — N™ é uma imersao, entao m < n; a diferenca n —m é

chamada a codimensao da imersao .

Exemplo 2.1.10. A curva o : R — R? dada por a(t) = (t3,t?) é uma aplicacdo
diferencidvel mas nao é uma imersao. De fato, a condi¢cao de imersio neste caso é

equivalente a que o/(t) # 0, o que nao ocorre para t =0 (ver Figura 3).

Figura 3 — Exemplo 2.1.10.

Y

Fonte: préprio autor.

Exemplo 2.1.11. A curva o(t) = (t3—4t,t*—4) (ver Figura /) é uma imersio a : R — R?

que possui uma auto-intersegao para t = 0. Portanto o nao é um mergulho.

Figura 4 — Exemplo 2.1.11.

)

Fonte: préprio autor.

Agora, introduziremos um conceito importante neste trabalho, que é a noc¢ao de

orientacao.

Definicao 2.1.12. Seja M uma variedade diferencidvel. Diz-se que M ¢é orientdvel se M

admite uma estrutura diferencidvel {(Uy,xo)} tal que:
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i) Para todo par «, 8 com xo(Uy) Nxg(Ug) = W # 0, a diferencial da mudanga de
B\YB

coordenadas X, © xﬁ_1 tem determinante positivo.

Caso contrario, diz-se que M é nao-orientavel. Se M é orientavel, a escolha de
uma estrutura diferenciavel satisfazendo (i) é chamada uma orientagao de M. Entao, M
é dita orientada. Duas estruturas diferencidveis que satisfazem (i) determinam a mesma

orientagdo se a unido delas ainda satisfaz (i).

As demonstragoes omitidas nesta se¢do podem ser consultadas em (CARMO, 2008).

Lema 2.1.13. Sejam X eY campos diferencidaveis de vetores em uma variedade diferencidvel
M. Entdo existe um campo vetorial Z tal que, para todo f € D, Zf = (XY —=YX) - f

Demonstragio. Ver (CARMO, 2008). O

O campo vetorial Z obtido no lema acima é chamado o colchete [X,Y] = XY -Y X
de X eY.

Proposicao 2.1.14. Sejam X,Y, Z campos diferencidveis em M e a,b numeros reais, f

e g funcoes diferencidveis, entao:

(a) [X,Y] ==Y, X] (anticomutatividade);
(b) [aX +0Y,Z] = a[X, Z] + b]Y, Z] (linearidade);
(c) [X,[Y,Z]| +[Y,[Z,X]|+ [Z,[X,Y]] =0 (identidade de Jacobi);

(d) [fX,9Y] = fglX. Y]+ f(X(9)Y —g(Y(f))X.

A seguir apresentamos a definicdo de métrica Riemanniana que é um conceito
fundamental na Geometria Diferencial, pois, dentre outras coisas, tal no¢cdo nos permite
fazer medigoes de comprimentos, de angulos e calcular curvatura. Desse modo, vemos a

importancia da no¢ao de métrica Riemanniana.

Definicao 2.1.15. Uma métrica Riemanniana em wma variedade diferencidvel M ¢é
uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um produto interno (-, ->p (isto
é, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espago tangente T,M, que varia
diferenciavelmente no sequinte sentido: Se x : U CR"™ — M ¢é um sistema de coordenadas
locais em torno de p, com x(x1,xa,...,T,) =q € x(U) e 6%,-(‘1) =dx(0,...,1,...,0), entao

<%(q), %(q)> = gij(x1,...,2,) € uma funcdo diferencidvel em U.
i j q

Exemplo 2.1.16 (Métrica Produto). Sejam M, e My variedades Riemannianas e considere

o produto cartesiano My x My com a estrutura diferencidvel produto. Sejam mp : My x My —
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My e my : My x My — My as projecoes naturais. Introduza em My X My uma métrica

Riemanniana pondo:

(U, V) (pg) = (dmy - u,dmy - v)y + (dmy - u,dmy - v)q  para todo
(p.q) € My X My, u,v € Ty gy (My X My).

Desta forma, obtemos a métrica Riemanniana desejada. Por exemplo, o toro S*x---x St =
T" tem uma estrutura Riemanniana induzida por R? e tomando a métrica produto. O toro

T™ com esta métrica Riemanniana chama-se toro plano.

Nesse sentido de fazer medigoes, um outro conceito central na geometria é a nogao

de isometria, a qual estabelece uma ideia de equivaléncia entre variedades Riemannianas.

Definicao 2.1.17. Sejam M e N wvariedades Riemannianas. Um difeomorfismo f: M —

N € chamado uma isometria se:
(u,v)p = (dfp(u), dfp(v)) sy para todos p € M,u,v € T,M. (2.2)

Definicao 2.1.18. Sejam M e N wariedades Riemannianas. Uma aplicagcdo diferencidvel
f: M — N é uma isometria local em p € M, se existe uma vizinhaca U C M de p tal
que [ :U — f(U) é um difeomorfismo satisfazendo (2.2).

Agora vamos mostrar como uma métrica Riemanniana nos permite definir uma

nocao de volume em uma variedade Riemanniana orientada M™".

Precisamos de algumas consideracoes prévias . Sejap € M esejax: U C R" — M
uma parametrizagao, com p € x(U), na orientagdo de M (diremos que tal parametrizacdo
é positiva). Considere uma base ortonormal positiva {ey,...,e,} em T,M e escreva
Xi(p) = 52 (q) na base {e;} : X;(p) = ¥, a;je;. Entao,

dxy
gik( ) <X1,Xk> Zazgaké 6]764 Zalja’kj
7.l

Como o volume vol(X;(p), ..., X, (p)) do paralelepipedo formado pelos vetores X1 (p), ..., X, (p)
em T, M éigual a vol(ey, ..., e,) = 1 multiplicado pelo determinante da matriz (a;;), temos
que

vol(X1(p), ..., Xu(p)) = det(ai;) = \/det(gi;(p))- (2.3)
Sey :V C R" — M é uma outra parametrizacao positiva em torno de p, com Y;(p) = 821_ (p)
e hij(p) = (Y;,Y;)(p), teremos

det(gij(p>> - VOI(Xl(p)v T ’Xn(p))
= Jvol(Yi(p), ..., Yu(p)) = Jy/det(hi(p)),

onde J = det (3”) (p) = det(dy ' odx)(p) > 0 é o determinante da diferencial da mudanga

de coordenadas.
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Seja agora R C M uma regiao (conjunto aberto e conexo), cujo fecho é compacto.
Suponhamos que R esta contida em uma vizinhanga coordenada x(U) de uma parametrizacao
x : U — M positiva, e que a fronteira de x !(R) C U tem medida nula em R™ (observe
que a nogao de medida nula em R™ é invariante por difeomorfismos). Definiremos o volume
vol(R) de R pela integral em R"

vol(R) = /:rl(R) v det(gij) dxy . .. dxy,. (2.4)

A expressao acima estd bem definida. De fato, se R esté contido em outra vizinhanga
coordenada y(V') de uma parametrizagao positiva y : V. C R" — M, teremos com as

notagoes acima e pela férmula de mudanca de variaveis em integrais multiplas,

/ y )q/det(g,-j)dacl...dxn:/ oy V€)= vOI(R),
x~ YR y YR

o que mostra que a defini¢do (2.4) ndo depende do sistema de coordenadas escolhido (aqui

se usa a hipotese de orientabilidade de M, para evitar que vol(R) troque de sinal).

2.2 Conexoes Afins e Conexoes Riemannianas

Na geometria Riemanniana, as conexoes desempenham um papel crucial ao permitir
que se definam derivadas covariantes de campos vetoriais e outras estruturas geométricas

em variedades. A mais importante dessas conexoes é a conexao de Levi-Civita.

Dito isso, indicaremos por X (M) o conjunto dos campos de vetores de classe C'™

em M e por C*°(M) o espago das fungoes reais de classe C* definidas em M.
Definicao 2.2.1. Uma conezxao afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplicacao
ViXM)xX(M)— X(M)

que se indica por (X,Y) AN VxY e que satisfaz as sequintes propriedades:

i) VixtgvZ = [VxZ +gVyZ,
i) Vx(Y+2)=VxY +VxZ,

iii) Vx(fY) = fUxY + X()Y,

para quaisquer X, Y, Z € X(M) e f,g € C*(M).

Exemplo 2.2.2 (Conexao Euclideana). Identificando espacos tangentes em R™ com o
proprio R™, vetores tangentes com vetores em R™ e campos vetoriais em R™ com aplicacoes
suaves R™ — R™, nds definimos a conexdo euclidiana V : X (R") x X(R") — X(R") por

(VXY)p = dY;,(Xp),



Capitulo 2. Das Variedades Diferencidveis a Geometria Riemanniana: Uma breve abordagem 23

ou seja, a derivada direcional do campo Y em p na dire¢ao de X,. Em coordenadas, usando

a definicao de diferencial em R"™,

ou seja,

Para esclarecer a definicao dada acima, temos a proposicao que segue.

Proposicao 2.2.3. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexdao afim V. Entao

exriste uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V' ao longo da curva

DV

o 00 longe de ¢, denominado derivada

diferencidvel ¢ : I — M um outro campo vetorial

covariante de V' ao longo de c, tal que :

a) 2(V4+W)=5+ BY

b) %(fV) = Z—’;Vjtf%, onde V' € um campo de vetores ao longo de ¢ e f € uma fungdo

diferencidavel em 1.

c) Se 'V é induzido por um campo de vetores Y € X (M), isto é, V() =Y (c(t)), entao
DV _
& vdc/thv-

Com a caracterizacao da derivada covariante, surge a nogao de paralelismo.

Definicao 2.2.4. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Um
campo de vetores V ao longo de uma curva c: I — M é chamado paralelo quando % =0,

para todo t € I.

Agora introduziremos o conceito de conexao Riemanniana. Desta forma, comecemos

este trabalho.

Definicao 2.2.5. Seja M wua variedade diferenciavel com uma conexao afim V e uma
métrica Riemanniana (,). A conexao € dita compativel com a métrica (,), quando para
toda curva diferencidvel ¢ e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e P ao longo

de ¢, tivermos (P, P') = constante.

Definicao 2.2.6. Uma conezxao afim V em uma variedade diferenciavel M é dita simétrica
quando
VxY —VyX =[X,Y] para todo X,Y € X(M). (2.5)

Seguindo nossa abordagem, apresentamos o teorema nos fornece a conexao Riemanniana.
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Proposicao 2.2.7. Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma unica conexdo afim

V em M satisfazendo as condigoes:

(a) V é simétrica.
(b) V € compativel com a métrica Riemanniana.

Exemplo 2.2.8 (Conexao Riemanniana em R"). A conezdo euclidiana (Exemplo 2.2.2) é
a conexdo riemanniana de R™ com a métrica usual. Com efeito, a conexao é compativel
com a métrica, pois dada o : I — R™ uma curva diferenciavel e V,W campos ao longo de
a induzidos pelos campos vetoriais X, Y , respectivamente, entao seque da regra da cadeia

que

d d d

%<Va(t)7 Waw) = <dtVa(t), Wa(t)> + <Va(t)7 dtWa(t)>
= (dXo@)((1), Waw) + (Va, dYaw (' (1)))
= (Vo X)aw, Waw) + Vaw), VoY )aw)

(o | )
dt |, a(t)

7Wa(t)> + <Va(t)7 a
)
Além disso, ela é simétrica, uma vez que

n : 7]0 n n ; j 87]0
(;X &BZ)@ ;(ZY 0$1>8x]-
Oy of

; <X ox' (9 ) Oz,

Yp(f)-

[(VxY), = (Vy X),|(f) =

I
CE

2.2.1 Geodésicas e a Aplicacao Exponencial

Um dos conceitos fundamentais da geometria Riemanniana é a ideia de geodésicas,
que pode ser entendida como uma extensao do conceito de “linhas retas” para espacos

mais gerais do que os Euclidianos.
Assuma que M é uma variedade Riemanniana munida de uma conexao Riemanniana.

Definicao 2.2.9. Dizemos que uma curva diferencidvel v : I — M € uma geodésica se a

derivada covariante de seu vetor tangente é identicamente nula, isto €,
D~/
dt

(t)=0
para todo t € I.

Exemplo 2.2.10 (Geodésicas da Esfera). As geodésicas da esfera sio grandes circulos (isto
¢, circulos cujos centros sao o centro da esfera, que podem também ser obtidos intersectando

a esfera com planos passando pela origem).
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A partir de agora, exibimos alguns resultados que permitem-nos definir a aplicacao

exponencial.

Definicao 2.2.11. Seja M wma variedade diferencidvel de dimensio n com um atlas
O = {2, : Uy = M}aea de classe C*. O fibrado tangente de M ¢é a variedade

diferencidvel de dimensdo 2n e classe C*~!

TM ={(p,v):pe M eveTl,M}

com um atlas

U={¢:Uy xR = TM},_,

definido por

Yoz, v1,...,0,) = <:17a(:13), ivz&(x)> )

Lema 2.2.12. Eziste um tunico campo G em T M cujas trajetorias sao da forma t —

(v(t),~'(t)), onde v € uma geodésica em M.

Definicao 2.2.13. O campo G definido acima é chamado campo geodésico em T'M e seu
fluxo € o fluxo geodésico de T'M.

Fazendo uso do Teorema de Existéncia e Unicidade de Equagoes Diferenciais

Ordinérias, temos o resultado a seguir.

Proposicao 2.2.14. Dado p € M, existem um aberto VC M, p € V, numeros 6 >0 e

g1 > 0 e uma aplicagao C*
vi(=0,0) xU = M, U={(q,v) :qeV,veT,M,|v| <&},

tais que a curva t — y(t,q,v), t € (=0,0), é a Unica geodésica de M que no instante t = 0

passa por q com velocidade v.

Noutras palavras, o resultado acima afirma que se |v| < g1, a geodésica (¢, q,v)
existe em um intervalo (—d,0) e é inica. Em verdade, é possivel aumentar (diminuir) o
intervalo de definigdo de uma geodésica diminuindo (aumentando) sua velocidade, isto é,

o comprimento de seu vetor tangente. Isto decorre do seguinte lema de homogeneidade.

Lema 2.2.15 (Homogeneidade de uma geodésica). Se a geodésica y(t,q,v) estd definida

no intervalo (—0,0), entdo a geodésica Y(t,q,av), a € R, a > 0, estd definida no intervalo

(-5:)
a’ a

v(t, g, av) = y(at, q,v).
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Os dois tltimos resultados permitem-nos tornar o intervalo de definicao de uma
geodésica uniformemente grande numa vizinhancga de p. De modo mais preciso, temos o

resultado que segue.

Proposicao 2.2.16. Dado p € M, existem uma vizinhanca V' de p em M, um nimero
real € > 0 e uma aplicagio v : (—2,2) x U — M de classe C*, onde U = {(q,v) €
TM;qeV,weT,M|w| <ce}, tal quet — ~(t,q,w), t € (=2,2), é a dnica geodésica que
no instante t = 0 passa por q com velocidade w, para cada q € V e cada w € T,M, com

lw| < e.

Dessa forma, a luz da Proposicao 2.2.16 podemos definir a aplicacdo exponencial.
Definicao 2.2.17. Sejam p € M eUd C TM um aberto dado pela Proposicao 2.2.16.
Entao, a aplicacao exp : U — M dada por

exp(q,v) = (1, q,v), (g,v) €U,
¢ chamada a aplicagdo exponencial em U.

Preparando o terreno para a apresentacao do Lema de Gauss, vejamos a definicao

de uma superficie parametrizada.

Definicao 2.2.18. Seja A um conjunto conexo de R? com U C A C U, U aberto em R?
e tal que a fronteira 0A de A seja uma curva diferencidavel por partes com angulos dos

vértices distintos de w. Uma superficie parametrizada em M é uma aplicacio diferencidvel
s: ACR?— M.

Lema 2.2.19. Se M ¢ uma variedade diferencidvel com uma conexdo simétrica e s : A —

M € uma superficie parametrizada, entao:

D 0Os D 0Os

wou  dudw’
Na demonstragao do teorema final deste trabalho, utilizamos a no¢ao de campos

de Killing, os quais possuem, como vemos abaixo, algumas propriedades interessantes.

Definicao 2.2.20. Dizemos que Z € um campo de Killing em M, se Z satisfaz:
(VxZ)Y)=—(X,VyZ) (2.6)

para todo X,Y € X(M).

Para que possamos relacionar os campos de killing com o grupo das isometrias
da variedade, precisamos recorrer ao Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugoes de

Equacgoes Diferenciais Ordinarias.
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Teorema 2.2.21. Se X ¢é um campo C* num aberto V de uma variedade M ep € V,
entdo existem um aberto Vo C V, p € Vi, um numero 6 > 0, e uma aplicacio C*,
0 :(—=0,0) x Vo =V tais que a curva t — ¢(t,q), t € (—0,9), € a unica trajetoria de X

que no instante t = 0 passa pelo ponto q, para cada q € Vj.

A aplicacao descrita no teorema acima chama-se o fluxo de X em V.

Dados um campo de vetores tangentes X de M e p € M. Pelo teorema anterior,
existe ¢ : (—e,¢e) x U — M tal que a curva t — @(t,q), t € (—¢,¢), é a trajetéria de X
passando por ¢ em ¢t = 0. Fixando ¢, com [t| < €, ¢; define um difeomorfismo de U em

©i(U) e @y 0 ps = i1 vale onde ambos os lados estao definidos.

Definicao 2.2.22. Pela construgdo acima, dizemos que um campo X gera um grupo oy

chamado de subgrupo (local) a um parametro de difeomorfismos locais.

O conjunto das isometrias da variedade riemanniana M forma um subgrupo do
grupo dos difeomorfismos de M. Assim se um campo gera uma familia a um pardmetro

constituida de isometrias dizemos ele gera um subgrupo a um parametro de isometrias.

Proposicao 2.2.23. Seja X campo de vetores de M. Entdo X € um campo de Killing se

e somente se X gera um subgrupo (local) a um parametro de isometrias locais de M.

Demonstragio. Ver (JOST, 2001), pagina 52. ]

2.2.2 Curvaturas

A nocao de curvatura é de extrema importancia para o estudo da geometria
Riemanniana. Nesse sentido, fazemos uma breve apresentacao dos temas atrelados a este
conceito. Vale destacar que, de modo intuitivo, a defini¢do de curvatura mede o quanto

uma variedade Riemanniana deixa de ser euclidiana.

Definicao 2.2.24. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M € uma correspondéncia
que associa a cada par X, Y € X (M) uma aplicagio R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ+VixyZ, Z € X(M),

onde V € a conexao Riemanniana de M.

Considerando um sistema de coordenadas {z;} em torno de p € M e levando-se

0 0

= 2| = (), podemos ver a defini¢do anterior como abaixo:
Ox;’ Ox; )

em consideracao que [

o 0 ) 5
R (axi’ (‘3:(:]) o1r = (Vosos;Vajou; — Va/axiva/axj)ﬁixk’

isto é, a curvatura mede a nao-comutatividade da derivada covariante.
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A proposicao que segue, nos fornece duas informacgoes tteis a respeito de R e do
operador R(X,Y).

Proposicao 2.2.25. A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das sequintes

propriedades:

(i) R € bilinear em X (M) x X(M), isto €,
R(f X1+ 9X5, Y1) = fR(X31, Y1) + gR(X2, Y1),
R(Xy, fY1 + gYa) = fR(Xy, Y1) + gR(X1, Ya),
onde fﬂg S D(M) € X17X27}/171/2 € X(M)

(it) Para todo par XY € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X (M) é
linear, isto é,
RX,Y)Z+W)=R(X,Y)Z+ R(X, Y)W,

R(X,Y)fZ = [R(X,Y)Z,
onde f € D(M) e Z,IW € X(M).
Demonstragio. Ver (CARMO, 2008) péagina 100. ]

Proposicao 2.2.26 (Primeira Identidade de Bianchi).
R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0.
Demonstragao. Ver (CARMO, 2008) péagina 101. O

Destacamos que, escrevemos por conveniéncia: (R(X,Y)Z,T) = (X,Y,Z,T).

Exemplo 2.2.27 (Curvatura de S%). A métrica da esfera bidimensional de raio R é dada

por:

ds® = R (d92 + send d¢2> :

no sistema de coordenadas (6, ¢). Assim, podemos representd-la como seque:

o R? 0
i = 0 R2sen?6/

Calculemos entao os simbolos de Christoffel T, usando a formula (ver (CARMO, 2008)
pagina 62.):

r — lglm (8%@' i 9gjk _ agij)
1] 2 :

N Ox; 0x; oxy,
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Para a esfera bidimensional, obtemos os simbolos de Christoffel nao nulos:

Y, = —senfcosf (2.7)

Como estamos tratando de uma variedade Riemanniana de dimensao 2, € suficiente
calcularmos as quatro componentes independentes: Ri,,, Ry, Riy € R3y. A partir daf,

obtemos Ria12, usando a notagio Rijr = qim B}y, que serd suficiente para nossas pretensoes.

Sendo assim, utilizando que (ver (CARMO, 2008))

2
0 0
l o m 1 myl l !
Ry = (ijFim - Fikrjm> + %ij - aTUjFik

m=1

(Fgl'krél - F%Jé‘l) + (Fikré2 - F%kpéﬁ) + airé‘k — ;T
e fazendo 1 = k, temos:

Rl‘ji _ (Flrl Tl ) + (1“2.1“1 — 1 ) + Q'Fé’z‘ — ajl“éi.

() gi— il i g1 Ji— a2 i j2
A partir dai, obtemos que:

1 o 1 2 9.
Ry = —Rjg = —sen”0;

R%Ql = _Rgllz_l-

Utilizando que:
2
obtemos:
Ri212 = g1zRi21 + 9223321 = —R?sen?6.

Portanto, utilizando as relagoes (pdgina 104 (CARMO, 2008)) decorrentes da Proposi¢do

2.5 do texto referido, temos:

R1212 = —R2 Sin2 6,

R = —R = R%sin’#
1221 = 1212 = sim” ¢,

R = —Rigp = R*sin%6
2112 = 1212 = sm- v,

2 2
R2121 = R1212 = —R*sin“4.
Em suma, estas sdo as componentes nao nulas do tensor curvatura da esfera. [

Definido o tensor curvatura, podemos apresentar a curvatura seccional, a qual da
origem a outras duas importantes curvaturas, a saber: curvatura de Ricci e curvatura

escalar.
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A seguir, dado um espago vetorial V' com produto interno, indicamos por |z A y| a

expressao

2
VIaPlyP = (,9)"
que representa a area do paralelogramo bidimensional determinado pelo par de vetores

z,yeV.

Proposicao 2.2.28. Seja o C T,M um subespago bidimensional do espago tangente T, M

e sejam x,y € o dois vetores linearmente independentes. Entao

(z,y,7,y)
FEN = el

nao depende da escolha dos vetores x,y € o.

Definicao 2.2.29. Dado um ponto p € M e um subespaco de dimensao dois o C T,M, o
nimero real K(x,y) = K(o), onde {x,y} é uma base qualquer de o, é chamado curvatura

seccional de M em p sequndo o.

Seja x = z, um vetor unitario em 7, M e escolha uma base ortonormal {2y, 25 ..., 2,1}

do hiperplano de T, M ortogonal a = e consideremos as seguintes médias:

Ricy(z) = > (R(z, zi)x, 21,

i

R(p) = ZRiCp(Zj) = (R(z, )z, %)

j
As expressoes acima sao chamadas, respectivamente, de curvatura de Ricci na dire¢ao

x e curvatura escalar em p. Destacamos ainda que as expressoes nao depedem da base

ortonormal escolhida.

Para ver um exemplo, referente a esfera, do calculo detalhado dos conceitos acima,
consulte (BIEZUNER, 2016) pagina 123.

2.2.3 Imersdes Isométricas

Definigao 2.2.30 (Imersbes isométricas). Sejam (M™, g) e (M, ) variedades Riemannianas.

Uma imersio isométrica de (M, g) em (M,q) é uma imersdao f : M — M satisfazendo

9p(u,v) = G (dfp (), dfp(v)) (2.8)

para todo p € M e todos u,v € T,M. Nesse caso, necessariamente devemos ter que n < m.

O numero k = m — n é chamado a codimensado da imersado.



Capitulo 2. Das Variedades Diferencidveis a Geometria Riemanniana: Uma breve abordagem 31

Note que, dadas uma variedade Riemanniana (M,q) e uma variedade diferenciavel,
se f : M — M é uma imersdo, entdo a métrica g induz de modo tnico uma métrica
Riemanniana g em M de modo que f se torna uma imersao isométrica. De fato, basta
definir ¢ pela identidade (2.8). A métrica g definida desse modo chama-se a métrica

induzida pela imersao e serd denotada por g = f*3.

Considere uma imersao isométrica f : (M, g) — (M,g). A conexdo Riemanniana
de M ser4 indicada por V. Se X e Y sdo extensoes locais de vetores tangentes em M, e

X, Y sdo extensoes locais a M, temos que a conexao Riemanniana V de g ¢ dada por:
onde o lado direito da igualdade acima é a componente tangencial de VY.

Agora, vamos definir a segunda forma fundamental da imersao isométrica f : M —

M. Para isso, é conveniente introduzir a definicdo que segue. Se X, Y sdo campos locais
em M,
B(X,Y)=VxY —VxY

¢ um campo local em M normal a M.

No que segue, indicaremos por X (U)* os campos de vetores diferencidveis em U
normais a f(U) =~ U.

Proposicao 2.2.31. Se X, Y € X(U), a aplicacio B : X(U) x X — X(U)* dada por
B(X,Y) =VgY — VxV

é C®(M)-bilinear e simétrica.

Como B(X,Y') é C*°(M) bilinear, segue, exprimindo B em um sistema de coordenadas,
que o valor de B(X,Y)(p) depende apenas de X (p) e Y(p).

Feitas as consideragoes acima, podemos definir a sequnda forma fundamental. Seja
pE€MeN e (T,M)*. A aplicagio Hy : T,M x T,M — R dada por

Hy(z,y) = (B(z,y),N), =,y € T,M,
é, pela proposicao 2.2.31, uma forma bilinear simétrica.
Definig¢ao 2.2.32. A forma quadrdtica I ou A definida em T,M por
IIn(z) = A(x) = Hy(z, x)

¢ chamada a sequnda forma fundamental de f em p sequndo o vetor normal N.
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Observemos que a aplicagao bilinear Hy fica associada uma aplicacao linear
autoadjunta Sy : T,M — T,,M por

(Sn(2),y) = Hy(z,y) = (B(z,y), N).
A proxima proposicao nos fornece uma expressao da aplicagdo linear associada a

segunda forma fundamental em termos da derivada covariante.

Proposigao 2.2.33. Sejape M, x € T,M e N € (T,M)*. Seja N uma extensdo local
de N normal a M. Entao

O resultado que segue, relaciona a curvatura de M com a curvatura de M e
as segundas formas fundamentais. Se z,y € T,M C T,M, sao vetores linearmente
independentes, indicaremos por K (z,y) e K (x,y) as curvaturas seccionais de, respectivamente,

M e M segundo o plano gerado por z e y.
Teorema 2.2.34 (Gauss). Sejam p € M e x, y € T,M wvetores ortonormais . Entdo
K(z,y) — K(z,y) = (B(x,2), B(y,y)) — |B(z,y)|” (2.9)
Segue abaixo uma definicdo de grande importancia para a compreensao dos
principais resultados deste trabalho.

Definicao 2.2.35. Uma imersio f : M — M é geodésica em p € M se para todo
N € (T,M)* a sequnda forma fundam,ental IIy é identicamente nula em p. A imersdo f

é totalmente geodésica se ela é geodésica para todo p € M

Uma condicao mais fraca do que a de ser totalmente geodésica é a condicao de ser

minima.
Definicao 2.2.36. Uma imersio f : M — M ¢é minima se para todo p € M e todo
N € (T,M)* tem-se tr(Sy) = 0.

Se escolhermos um referncial ortonormal Ey, ..., E, de vetores em X (U)*t, onde U

¢ uma vizinhaga de p em que f é um mergulho, podemos escrever, em p,

B(x7y> :ZHl<x7y)Ela xnyTpM, Z: 17...,m,
onde H; = Hp,. O vetor dado por

n-;
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onde S; = Sg,, € chamado vetor curvatura média de f. Observemos que f é minima se, e

somente se, H(p) = 0 para todo p € M.

Agora, daremos um exemplo em que aparecem muitos conceitos apresentados neste
capitulo. Além disso, este serve como modelo para a proposicao de rigidez infinitezimal

apresentada no capitulo 4.

Exemplo 2.2.37. Seja (X, gs) uma superficie Riemanniana compacta orientdvel com
curvatura de Gauss constante Ky. Considere o cilindro M = ¥ x R munido com a métrica
produto gs+dt*. Para cada t, considere o slice Xy = {t}. Pelo item (b), Exercicio 1, Capitulo
6, de (CARMO, 2008), temos que 3, € uma superficie totalmente geodésica de (M, g).
Além disso, pelo item (d) do referido exercicio, se tomarmos um referencial ortonormal
{e1,ea,e3} tal que ey, ey € TY € e3 = Oy, obtemos que R = 2K (TY;) = 2Ky, = 2Ky, onde
a penultima igualdade seque do fato que ¥, € totalmente geodésica, juntamente com a
equagao de Gauss, e a ultima seque do fato que ¥y com a métrica induzida é isométrica
a (3, gs). Novamente, seque do item (d) que Ric(0, 0;) = K (O, e1) + K(0, e2) = 0. Por

fim, note que o vetor normal unitario ao longo de ¥; é dado por 0.
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3 Férmulas de Variacio de Area e
Estabilidade

Neste capitulo tratamos da nocao de estabilidade e das féormulas da variacao da
area, pois estas ferramentas sao de grande importancia para a compreensao dos resultados
principais do presente trabalho. Além disso, fazemos pequenas abordagens sobre Equacoes

Diferenciais Parciais.

Vejamos como se definem algumas ferramentas em nosso contexto. Destacamos que
g={,) é a métrica Riemanniana da variedade diferenciavel M, (n + 1)-dimensional, e V
é a conexao Riemanniana de g. Como ponto de partida, considere uma hipersuperficie >
que, a menos que se diga o contrario, sera fechada sem bordo e um campo X de vetores
tangentes a M definido ao longo de Y. Definimos o divergente de X ao longo de ¥ da

seguinte maneira: dado p € M e {ey,...,e,} uma base ortonormal de 7,%, temos

dive X =Y g(V., X, &).
i=1
Note que, se ¢ : ¥ — R é uma funcao diferenciavel, entao:

n n

divg(pX) = Z(Vaich, e) = Z@ﬁeix +ei(p) X, e;)
i—1 i=1

= @;(veixvei>+;<ei(¢))(7ei>
= godivX—i—i(X,ei(go)ei}

= @divX + (Vgp, X).

Portanto, temos:
divs(9X) = (Vsp, X) + pdiv X.

Note que se Y é um campo de vetores tangentes a M definido ao longo de ¥ e YV

denota sua componente normal, entao
diVE YN = Z g(ei, VeiYN) = — ZQ(YN, Veiei) = —g(YN, F[) (31)

Definicao 3.0.1. Seja [ : ¥ — M uma imersao. Dizemos que uma aplicagdo diferencidvel

F:3¥ x (—e,e) = M € uma variagio de f , se:

(a) As aplicagoes f; : X — M definidas por fi(x) = F(xz,t) sdo imersoes para todo t;

(b) fo=rf;
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(¢c) F(z,0) = f(x) para todo t € (—¢,¢).

No que segue, Vol representara o volume da hipersuperficie imersa com relacao a

métrica induzida pela imersao.

Proposigdo 3.0.2 (Primeira Variacdo da Area). Seja F : ¥ x (—¢,¢) — M wuma variagio

de uma imersao f : X — M. Considere V = % \_o 0 campo variacional. Entao

L ol(p (s, 1)

= . /E (v, H) do, (3.2)

t=0

onde do é o elemento de volume da métrica Riemanniana em ¥ induzida por f.

Demonstragio. Considere {z1,...,x,} um sistema de coordenadas locais em X. Defina as

seguintes relacoes:

v(t) = \/det(gy(t))\/det(g7(0)), ij=1,...,n (3.4)

Ressaltamos que a” é usado para representar a inversa da matriz a;;. Observemos que
v(t) estd bem definido, uma vez que det(g;;(¢)) muda pelo determinante ao quadrado
da Jacobiana da mudanca de coordenadas, enquanto det(g”(0)) muda pelo inverso disso.

Além disso, utilizando (2.4), a drea apresenta-se da seguinte forma:

VOl(F (S, 1)) = /E v(t)\/det(g,;(0)) dz = /Z v(t) do, (3.5)

onde do = doy.

Agora, vamos calcular a derivada da expressao acima:

d
o Vol(F(S.1))

) do. (3.6)

t=0

A fim de obtermos %V(t)’t , 1o ponto z, vamos escolher um sitema de coordenadas

ortonormal no ponto x, ou seja, temos:

4i5(0) = 6 = {0’ A (3.7)

1, sei1=j.
Utilizando esse fato juntamente com a seguinte simetria:

VvF, — Vi V=0,
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podemos obter a derivada de v(t) no ponto z:

d —
_ — i . .. — %
V() . det(g¥7(0)) —+/det(gy;(t)) [ det(g"/(0)) 2 W det (935 (¢ 1
_ tr(g;(0))
2
1 d
= =N SAE(3,1), Fy, (2,1
2 2 7 Fai (2, 1), By (@ )>t:O
1 n

i=1
= 2 (Ve V. Fy)
i=1

= dng %

Podemos obter uma relagao do resultado acima com a curvatura média, para isso temos

que expressar o campo variacional V' em termos de sua componentes normal e tangencial:

C(iitl/(t) . = divy V
= div(VT + V)
= divVT +divVv¥
= divy VT —(V, H), (3.9)

onde a ultima igualdade foi obtida usando a identidade (3.1).

Dessa forma, utilizando (3.9) em (3.6), obtemos:

d

:—/ (v, H) da—l—/dsz do, = —/

onde [y, divyg VT do = 0 decorre do Teorema de Stokes pois V' = 0 nos pontos de 9.
O

A luz da proposicao acima, vale observar que uma hipersuperficie ¥* C M"*! é
minima se, e somente se > for um ponto critico do funcional Vol definido na Proposi¢do

3.0.2, com relacao a variacoes que fixam o bordo. Com efeito, se 3 for minima, entao

segue imediatamente que X é um ponto critico do funcional Vol, uma vez que H=0.

Reciprocamente, suponha que ¥ seja um ponto critico do funcional Vol. Desse modo,

temos que:

Escolhendo V = H , obtemos

t=0

(3.8)
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e, portanto, H = 0, ou seja, ¥ é minima.

De maneira natural, segue a curiosidade em entender como se comporta a segunda
variacao da area calculada em uma hipersuperficie minima. Nesse sentido, temos o seguinte

resultado:

Proposicdo 3.0.3 (Segunda Variacio da Area). Sejam ¥" C M™*! uma hipersuperficie
minina imersa e F' uma variagao de Y na direcio normal. Ponha V = ¢@N como sendo o

campo variacional. Entao

2

L Nol(F(=, 1))

- — /Z IVo|? — (Ric(N, N) + |A]2)¢? do (3.10)

Demonstrag¢ao. Como mencionado no enuciado, nosso campo variacional é normal, ou seja,
em X
VT =o.

Assim como na demonstracido da proposicdo 3.0.2 utilizamos

9i;(t) = g(Fy, Fr)), (3.11)
v(t) = \/det(gy(t))\/det(g7(0)), ij=1,...,n (3.12)

Seguindo o mesmo raciocinio da proposi¢ao anterior, devemos obter a seguinte derivada:

-/ (j;um ]

) det(g,;(0)) dz. (3.13)

2

d
5 VOI(F (2, 1))

t=0

Para isso, utilizaremos o seguinte fato: dado uma familia suave de matrizes invertiveis (g;;(t))
a l-parametro, vale, para s € (—¢,¢), que %det(gij(t))‘t_ = tr(ggj(s)gigl(s)) det(gi;). A
luz desta observacao, temos:

d
7 det(gi;(t)) = 2Wdt det (gi;(t
1
———————tr(g};(t)g ™ (t)) det(gi; (¢
2,/det(g;;(t)) (gw( )g () (9i5())

_ VSO g g

Em resumo, a sequéncia de igualdades acima nos fornece a seguinte relacao:

de ij
et @) = LI o g, (3.14)

Multiplicando ambos os lados desta igualdade por 24/det(g%(0)), obtemos que:

dt

20 (1) = tr(afy (9" (1)) (3.15)
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A partir da relacao (3.15), busquemos calcular a segunda derivada de v(t):
d2 d / lm
2001 = Diix(gl, (09 ()]

= jt[tr(géj (£)g"™ (0)]w(t) + tr(g;j(t)glm(t))jty(t)

= trlgfy ()9 () + gy () (a"™Y () + tr(aly ()™ (1) (1)

tr(gy; (t) g™ (t))v(t)

= trlgf;()g"™ (t) + gi; () (™) (O]w(t) + tr(g; (t)g™ (1)

2
m m [tr(gi;(£)g"™ (£))]?
= trlg(6)g"™ (1) + g () () (D] () + —5 v(t) (3.16)
Para examinarmos %V(t)‘t_o em algum ponto z € ¥, ecolhemos um sistema ortonormal

{x;} em z. Desse modo, derivando a expressao ¢'¥(t)gum(t) = i aplicando a regra do

produto, obtemos:
(9™) () grm (1) = —¢" ()G (1),

avaliando em t = 0 chegamos a:

(9")'(0) = —0193m (0) = — g3, (0).
Dessa forma, utilizando a rela¢do acima em conjunto com (3.16), obtemos que:

2 L] =l 0) — i 01 0] + IO

#"0)| u(t). (3.17)

Sob outra perspectiva, e utilizando a simetria
VvE,, =VE, V=0 (3.18)

juntamente com o fato da variacao ser normal e a segunda forma fundamental ser simétrica,

temos:

Zg(in, ) .
= 9(VvFy, Fo)) + g(F,, Vv Fyy)
(Ve ViE) 4+ 9(Fe Ve, V)
= Rg(V.E) — V.V Fo) + Faog(Fa V) — 9V, Fi, V)
= —9(V.Vr, Fy,) = 9(VE, Fp,, V)
= —9(V.(Vp, F:))") = 9((VE, F:)", V)
= —g(V, A(Fy;, o)) — 9(A(F,, ), V)
)

= —29(V, A(Fy,, Fy,)) (3.19)
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De sorte que,

tr[ggj(o)] = Zg;z(o)

= _29(V7 ﬁ)
= 07

uma vez que X ¢ minima. Utilizando o fato acima em (3.17), verificamos que

d2

= trlgi; (0)] — trlgi;(0) g1, (0)]- (3.20)

Fazendo uso de (3.19) e levando em consideragao que V= @N, chegamos a seguinte

relacao referente a segunda parcela de (3.20):

tr[(g;;(0))’] = ng )g5:(0

i,7=1

= Z gz{j(o)z
3,j=1

= > [-29(V A(F.,, Fy)))
i,j=1

= 1Y [g(pN, A(F, Fy))P?

i,7=1

=%oZ (N, A(F,,, F,))]?

i,j=1

= 42| A% (3.21)

Além disso, percebamos que, em x, temos

trlg; (0] = > gi(0)
=1
i=1 i=1

Utilizando a simetria da conexao, podemos chegar ao seguinte resultado:
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Zg(inthin) - Zg(vvvva“FIl>
=1

i=1

= > 9(VwVr V. F,)

i=1
= ZQ(VVVF,Z,V - VFIZ.VVV + V[V,le.]Fty F.,) + ZQ(VFIZ.VVV, F.)
i=1 i=1
= Zg(RM(FIi, VIV, F,,) + divs(Vy V).
i—1

Substituindo o resultado acima em (3.22), segue que

trlg;(0)] =230, g(Ra(Fe,, VIV, Fyy) 4 2divs (Vi) + 2350 9(Fats Fait)
=2 Zi:l Q(RM(F%, V)V, Fxl) + 2d1VE(V\/V)
+2300 g(Fy Fry) + 2500 g(F, ) (3.23)

Levando-se em consideragao (3.18) e que a variagdo é normal em z, temos:

S gl FL) = Y o((VE) (VoE))

g(VVFIi’FIj)g(vVFIZ‘7ij)

1

-
&
Il

|
iM:

g<VVFx¢7 sz)z

-

<
Il
—

g(sz Vv, Fr])

@
o
I

_

I I
INgERNSE

9(Vr, (oN), Fy,)*

@
&
Il

—

I
NE

[9(Fo ()N F) + 09(V i, N Fy,)]

1

1,3
= 902 Z g(sziNa ij)2
ij=1

= ©’|A]% (3.24)

Novamente, fazendo uso de (3.18), podemos ver que

Z (FY,FN) = f:lg<<vva>N,<vva>N>
_ f:lg<<vpxiv>N,<vpﬁv>N>
= Zn:‘(VinV)N

i=1

‘ 2

(3.25)
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Agora, substituindo (3.24) e (3.25) em (3.23), obtemos:

Gl (0)] = 2div(V) +23 g(Ra(Fu VIV. Ey)

=1

F2lAPG +23 (Ve V)Y

i=1

= 2div(VyV) — 2Rie(N, N)@* + 24P + 23 [(Ve, V)V . (3.26)

i=1

2

Fazendo a substituigdo de (3.26) e (3.21) em (3.20), obtemos:

2 d—Ql/(t)

" = 2div(VyV) = 2Ric(N, N)¢* — 2|4 + 23| (Ve V)Y . (327)

t=0 =1

Dividindo por 2 em ambos os lados da igualdade acima, e substituindo o resultado em
(3.13), temos

2

d
5 VOI(F(Z, 1))

_ / div(VyV) do — / Ric(N, N)g? do — / A2 do
=0 z > =

t

+/E§:‘(VF%V)N’2 do. (3.28)

Levando-se em consideragao que a variagao tem suporte compacto, segue que ViV =0
nos pontos de 9¥. Além disso, vejamos que
n N2 2
S|Ve ] = Y [(Ve, V.V
i=1

Unindo a relagao obtida acima com o fato de ViV = 0 sob as condi¢oes mencionadas,

obtemos (3.28) no seguinte formato:

2

d
= VOI(F (2, 1))

= [I96f* = (Ric(N. N) + |A)¢* do-
t=0
[l

Um fato interessante a se considerar, é que ha outras versoes para as proposi¢oes

sobre a primeira e segunda variagdo de area apresentadas acima. Especificando, temos os
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casos em que a hipersuperficie > possui bordo. Nessa perspectiva, tratamos de variagoes
que fixam o bordo e variagoes de bordo livre. Dito isso, fagamos algumas consideragoes

sobre estas configuragoes.

Primeiramente, vejamos o que significa dizer que uma variacao tem bordo fixo.

Definicao 3.0.4. Dizemos que uma variagio F : ¥ x (—e,e) — M € de bordo fixo (ou
propria), se F(x,-) = x para todo x € 03,

Observagao: Se F(x,-) = x para todo x € K¢, onde K C 3 € um conjunto compacto,

dizemos que a variagcao tem suporte compacto.

Nesse sentido, as férmulas obtidas nas proposigoes (3.0.2) e (3.0.3) apresentam-se
sob o mesmo formato quando tratamos de variagoes que fixam o bordo. No entando, as

variagOes consideradas sdo tais que a func¢ao ¢ que determina a variagao, satisfaz: ¢|ss, = 0.

Em contrapartida, quando a variacao é de bordo livre, temos alteragdes no formato
das expressoes obtidas na primeira e segunda variagao da area apresentadas neste trabalho.

Facamos uma breve abordagem sobre o caso.

Para isso, admita que (M™ ())) seja uma variedade Riemanniana com bordo
OM e chamemos de X o campo normal unitario ao longo de M apontando para fora de
OM . Considere X € M™! uma hipersuperficie com bordo 0% imersa em M. Além disso,
assuma que o bordo de X, 03, esteja contido no bordo do ambiente M. Seja n o vetor
normal unitario a 7,02 que aponta para fora de 0X. Nessa perspectiva, dizemos que X é

bordo livre, se n = X em 0X.

Diante das consideragoes feitas acima, a primeira variagdo da area para o caso

descrito, apresenta-se do seguinte modo:

L Nol(P (s, 1))

dt = —/Z<V> H) d0+/82<n, V) ds. (3.29)

t=0
Além disso, a segunda variacdo da area para o contexto observado, encontra-se sob o
seguinte formato, para cada variacdo de ¥ com campo variacional V' = pN, onde p foi
definida no final do capitulo 2:

2

d
5 Vol(F(2,1))

- /E IVpl? = (Rie(N, N) + |AM2)p? do — /8 (AN N)p) dox
B (3.30)

t

Voltando ao contexto do presente trabalho, integrando por partes a expressao (3.10)

podemos ver a segunda variagdo da area sob uma nova perpectiva. De fato, temos:
/ |V|? — (Ric(N,N) + |AP)p* do = —/ 0Apdo — / (Ric(N, N) + |A]*)¢? do
b 2 b
— —/ o(A + Ric(N,N) + |A]?)p do
2

= —/wLde,
b
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onde L = A + Ric(N,N) + |A|* é chamado de operador de Jacobi de X.

Seguindo o trabalho, definimos entao a nocao de estabilidade. Um dos conceitos que

se fazem necessarios para o desenvolvimento dos resultados centrais da presente dissertagao.

Definigao 3.0.5 (Estabilidade). Uma hipersuperficie ¥* C M™ ¢ dita estdvel se

2

d
5 Vol(F(2,1))

>0 (3.31)

t=0

para toda variacao F com bordo fixo.

Note que a férmula da segunda variagdo de area implica que a condi¢ao (3.31) é

equivalente a seguinte condicgao:
/ (Ric(N,N) + |AP)p? do < / Vol?do, paratoda g € C®(S).  (3.32)
b b

A desigualdade (3.32) é conhecida como desigualdade de estabilidade.

Agora, faremos uma interessante descricao da estabilidade de uma hipersuperficie

minima. Isso se d& por meio da caracterizacao variacional do primeiro autovalor do operador

de Jacobi.

Definicao 3.0.6. Dizemos que A € R € um autovalor do operador de Jacobi L de uma
hipersuperficie minima X" C M" ™! se existe uma fungio o € C*°(X) ndo identicamente

nula, chamada autofuncao associada a X, satrisfazendo

Lo+ p =0. (3.33)

Da teoria classica das equagoes diferenciais elipticas, temos o conhecimento de que
os autovalores do problema Ly 4+ A¢p = 0 sao dados por uma sequéncia nao decrescente e

divergente que denotamos por:
)\1<)\2§>\3§"'/l00.

Com a definicdo acima em maos, vamos apresentar uma caracterizacao variacional do
primeiro autovalor A; do operador de Jacobi L. Para isso, estudamos a segunda variacao

da area que é dada pela forma quadratica:

Qle, p) = —/ZsoLsodO- (3.34)

Observemos que A é um autovalor de L associado a autofuncao ¢ se, e somente se,
Q1) = Au{p, 1) o) Para toda 1 € C=()).

Nesse contexto, o primeiro autovalor A\; de L é obtido variacionalmente pela formula
de Rayleigh:
A1 = inf {M cp e C™(XN)\ {O}} ) (3.35)

fz *do .
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Em particular, segue que:

LUVl = (Rie(N.N) + |AF)¢?) do

/QOQdO‘ 7
)

Além disso, obtemos da caracterizagao (3.35) para o primeiro autovalor A\; de L

A1 <

para toda ¢ € C*(X)\{0}.

que a hipersuperficie minima X ¢é estavel se, e somente se, A\; > 0.

Segue abaixo um importante lema sobre o primeiro autovalor do operador de Jacobi

e sua respectiva autofuncao.

Lema 3.0.7. Suponha que p € C(X)N\{0} € tal que Q(p,¢) = A\ [x p*do. Entdo, p é

uma autofuncgdo de L associada ao autovalor \i.

Demonstragio. Dada v € C*°(X), defina a seguinte fungao

f) = Q(g@—i—tv,go—l—tv)—/\1/E(go+tv)2do, teR.

Observe que decorre da caracterizagao variacional de A; dada em (3.35) que f(¢) > 0 para
todo t € R. De fato, temos

. Q(,v) 0 Qp + tv, p + tv)
A _mf{fngdU el (E)\{O}} < ot to)ide

Além disso, por hipétese, f(0) = 0 e, portanto, ¢t = 0 é um ponto de minimo global de f e,

consequentemente ¢ também um ponto critico. Logo,

0= f'(0) =2Q(p,v) — 2\ /2 v do.

Noutras palavras, para toda v € C*°(X), temos:

—/ngpda:)\l/govda.
by b

Logo,
/ v(Ly + Ap)do =0, para toda v € C*(%).
>

Portanto, segue que Ly + A1 = 0, ou seja, ¢ é uma autofuncdo associada a ;.

]

Apresentamos agora um resultado que sera de grande utilidade na demonstracao
da proposicao 4.0.5, esta que se faz de grande necessidade para atingir os objetivos deste
trabalho.

Seja F: (—¢,e) x ¥ — M uma variacdo de ¥ com suporte compacto concordando
com a definigcio 3.0.1 e tal que f,(9%) C OM para todo t € (—¢,¢). Destacamos que o
indice ¢ é usado para se referir a quantidades associadas a ¥; = f;(X). Por exemplo, N, e

H; denotam, respectivamente, o campo normal unitario e a curvatura média de ;.
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Proposicao 3.0.8. Seja p(t) = <%—I§(t,x),N(t)>. Entao seque que:

(%)

onde Ly, = Ay, + Ric(Ny, N;) + |A¢|* € o operador de Jacobi de ¥;.

d

dt _L2t<p(t))7

Demonstra¢io. Uma demonstracao para esta proposicao pode ser encontra em (AMBROZIO,
2015), Proposicao 16. O

Vale destacar que para os objetivos deste trabalho, o resultado acima reduz-se a

d

SH(t) = —Ls, (pl1))

pois estamos tratando de superficies com curvatura média constante e, como consequéncia

disso, a diferencial da mesma é nula.
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4 Principais Resultados

A seguir seguem varios resultados que contribuirdo preciosamente para o desfecho

deste trababalho. Nessa perspectiva, vejamos a proposi¢ao que segue.

A fim de demonstrar a Proposi¢ao (4.0.3) necessitamos de um lema que é consequéncia

da equacao de Gauss. Desse modo, segue abaixo o resultado necessario.

Lema 4.0.1. Seja (M™!,G) uma variedade Riemanniana e X" C M™ uma hipersuperficie.
Entao:
R =R —2Ric(N,N) + H*> — |A]?, (4.1)

onde R denota a curvatura escalar de ¥ com respeito a métrica induzida.

Demonstracao. Lembremos que a equagao de Gauss nos diz que :
R(X,Y,Z,W) = R(X,Y, Z,WV) + A(Y, Z)A(X, W) — A(X, Z)A(Y, W),

onde R(X,Y,Z, W) = (R(X,Y)Z,W), para todos X,Y, Z, W € TX. Consideremos uma
base ortonormal {es,...,e,} do espago tangente T,M, o qual é ortogonal a N = N(p).

Utilizando a base escolhida e a equacao acima, chegamos a:

R(ei, e; e, e1) = R(e;, e, ex, e)) + Alej, ex) Ales, e1) — Ales, er) Aley, er),

ou simplificadamente,

Riji = Rijip + AjAa — AigAji.

Agora, fagamos k£ = j. Somando e subtraindo o termo R;yn; na equacdo acima e somando

em j de 1 até n, obtemos:
Y Riji=Y Riyj+ Rinvi — Rinnvi+ Y AjjAu — D AijAj,
j=1 j=1 j=1 j=1

donde segue que

Ricy = Ricy — Rinni + HAy — Y AijA .

j=1

Fazendo ¢ = [ e somando em ¢ de 1 até n, obtemos:

Z Ricy; = Zmu + Ricyy — Ricny — ZEiNNi + Z HA; — Z Z AijAji,
i=1

=1 =1 =1 =1 j=1

onde acima também somamos e subtraimos o termo Ricyy. Portanto, temos
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R =R —2Ric(N,N) + H* — |A].

Como consequéncia do lema acima, segue o seguinte corolario.

Corolario 4.0.2. Seja (M3,q) uma variedade Riemanniana e ¥.* C M3 uma superficie
minima, entao:

2Ky = R —2Ric(N,N) — |A]*. (4.2)

Demonstracao. Supondo n = 2 no lema acima demonstrado, segue-se que R = 2Ky. Além

disso, ¥ é minima (H = 0), logo, a expressao obtida no resultado mencionado nos da:

2Ky = R —2Ric(N,N) +0 — |A]%.
Com isso, o resultado segue. O]

Com o resultado acima em maos, podemos partir para a proposi¢ao que segue. Esta
que utiliza de propriedades geométricas e topoldgicas de superficies minimas em variedades
Riemannianas para tirar conclusoes sobre a forma e a area dessas superficies, dependendo

das condigoes impostas sobre a curvatura escalar do ambiente.

Proposicao 4.0.3. Sejam (M, g) uma 3-variedade Riemanniana orientdvel e ¥ C M uma

superficie minima compacta e orientdvel. Se 3 € estdvel, entao
1
5/ Ry +|APdo < / K do = 21x(%). (4.3)
b )

Em particular, se

(1) Ry >0, entdo X é homeomorfa a uma esfera ou um toro;
(it) Ry > 2, entao ¥ é homeomorfa a uma esfera e |X| < 4r;
(1i1) Ry > —2 e 3 possui género g(X) > 2, entdo |X| > 4m(g(X) — 1).
Demonstragdo. Inicialmente provaremos a desigualdade (4.3). Para isso, seja N um campo

unitario de vetores normais definido ao longo de 3. Para cada fungdo ¢ € C*°(X), temos,

pela segunda variacao da area e pelo fato de X ser minima estavel, que
[ (Ric(N, N) + [AP)6% dor < [ [Vl dor
b )

onde A e do denotam, respectivamente, a segunda forma fundamental e o elemento de

area de Y. Escolhendo ¢ = 1, segue que V¢ = 0 e, assim:

/2 (Ric(N, N) +|A[2) do < 0. (4.4)
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Agora, pelo Lema (4.0.1) temos que
Ric(N,N) = =2 = Ky = . (4.5)

Fazendo a substitui¢ao de (4.5) em (4.4), temos:

R Al?
SO N S . YT
o_/2<2 . 2+||>do—

_ Ry |A]”

]_ 2
< —
5 / (Ry+ |Al]?) do /EKE do = 2mx(2),

Portanto,

onde a ultima igualdade segue do Teorema de Gauss-Bonnet.

Para finalizarmos a demonstracao desta proposigao, provaremos os itens (i), (i),
(77i). Com esse objetivo, lembremos que x(X) = 2 — 2¢g(X), onde g(X) denota o género de
Y e x(X) a caracteristica de Euler de 2.

Para o item (i), basta que olhemos para a relacao (4.3) e percebamos que deve
ocorrer de x(2) > 0.

Para demonstrar o item (ii), suponha que R, > 2. Logo, como |A[* > 0, segue da
desigualdade (4.3) que x(X) > 0 (em particular, g(¥) = 0), ou seja, ¥ é homeomorfa a

uma esfera, e
1
1Z| < 3 /E(Rg + |A]*) do < /ZKE do = 2mx (%) = 4,

0 que prova o item (i1).

Para demonstrar o item (4i7), suponha que R, > —2 e que X possui género g(X) > 2.
Desse modo, novamente levando em consideracao que |A|? > 0, temos pela desigualdade

(4.3) que
1
IS5 [(Ry+ AP do < [ K do = 2mx(8) = 4n(1 - g(%).
s s
Portanto, |X| > 47(g(X) — 1), o que prova o item (ii7). O

Em resumo, a proposicao acima mostra que superficies minimas estaveis em
variedades com certas condigoes de curvatura possuem restrigoes topoldgicas e geométricas

especificas.

A préxima proposicao simplificard o nosso estudo em alguns aspectos, isso porque
ela nos diz, sob certas condigoes, que o operador diferencial que descreve a estabilidade é

apenas o Lapaciano na superficie X, fato que simplifica a analise da estabilidade.
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Proposicao 4.0.4 (Rigidez infinitesimal). Seja (M, g) uma 3-variedade Riemanniana
orientdvel e X C M uwma superficie minima compacta e orientdvel. Suponha que ¥ € estavel

e R, > Ry, onde Ry € {—2,0,2}.

(i) Se Ry =0 e X é homeomorfa a um toro; ou
(ii) se Ry =2, 3 é homeomorfa a uma esfera e |X| = 47; ou

(iii) se Ry = —2, ¥ possui género g(X) > 2 e |X] = 4n(g(X) — 1),
entao

1. ¥ € totalmente geodésica e Kx, = Ry/2;

2. R, € constante igual a A e Ricy(N,N) =0 ao longo de X.
Em particular, o operador de Jacobi de ¥ é dado por L = Ay.

Demonstragio. De acordo com as nossas hipéteses, temos R, > A. Desta forma, decorre
deste fato e da estabilidade de ¥ que

R 1
Sz < 3 / (R, + |A]?) do < 27x(%). (4.6)
>
Observe que as condigoes (i), (i7) e (iii) implicam
R
Boy5) = 2my(m).

Portanto, as desigualdades em (4.6) sao, de fato, igualdades. Logo, como R, > A, segue
da igualdade

Ry 1

—Z:f/R APy d

208l =5 [ (Ry+1AP) do
que A = 0, ou seja, ¥ é totalmente geodésica, e Ry = Ry em .

Agora, vamos mostrar funcao ¢ = 1 estd no ntcleo do operador de Jacobi L =
As, + Ric(N,N) + |A]> de .

Para isso, note, pela demonstracao do Corolario 4.0.3, que a igualdade
1
5/2 (Rg + \A|2) do = 2mx (%)

¢é equivalente a igualdade
[ (Ric(N, N) + |AP) do = 0. (4.7)
by

Agora, consideremos A; o primeiro autovalor do operador de Jacobi de ¥, o qual é

definido (veja (3.35)) variacionalmente por

A= mf{/zuwﬁ (Ric(N, N) + |A)¢ / P2do = 1} (4.8)
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Sendo ¥ estavel, segue que A\; > 0. Ademais, escolhendo ¢ = \/|12—|, obtemos que
g

/gozdazl e |Vel*=0.
5

Outrossim, utilizando (4.7), temos

/E<|w\2 — (Ric(N,N) + |A]?))p? do = —|21|g /Z(Rz'c(N, N+ |A]2)do = 0.

Dai, decorre que A\; = 0 e L(p) = 0, ou seja, ¢ estd no nicleo do operador de Jacobi.
Consequentemente, a fungao ¢ = 1 também estd no nicleo de L, pois é um multiplo de .

Portanto, como ja concluimos acima que X ¢ totalmente geodésica, obtemos

Ric(N,N) = L(1) = 0.

Para concluir a demonstragao, segue da relacao (4.2) e das informagoes obtidas até

aqui que
2Ky = R, — 2Ric(N,N) — |A]* = A,

ou seja,
A
KZ — §
[

A proposicao 4.0.5 sera ferramenta de grande importancia para demonstracao do
Teorema 2 e, consequentemente, do Teorema 3. A proposicdo em questao, por meio da
funcao w, nos fornece uma ferramenta para explorar a geometria das superficies proximas a
uma dada superficie inicial. Esta garante a existéncia de deformagoes suaves que preservam

a curvatura média constante.

Proposicao 4.0.5. Seja N um campo normal unitirio em uma superficie orientada e de
dois lados ¥ imersa em uma variedade tridimensional M. Se o operador de Jacobi de ¥ €
dado por L = Ay, entdo existe € > 0 e uma funcio suave w : 3 X (—¢,¢) — R tal que,

para todo t € (—¢,¢), as superficies
¥ = {exp,(w(z,t)N(z)) : x € X}

tém curvatura média constante H(t). Além disso, temos que

w(i,0) =0, ;w(x,t)|t:0 —1 e /Z(w(-,t) — ) do =0,

para todo x € ¥ et € (—¢,¢).
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Demonstracao. Seja L o operador de Jacobi de ¥ e suponha que L = Ay. Fixemos

a € (0,1) e definamos os seguintes conjuntos:
X = {uec?(x): / wdo =0} e Y ={ue (%) : / wdo = 0},
b s

Note X e Y sdo espagos de Banach, pois sdo subespagos fechados de C%%(X) e C%*(X),

respectivamente. Definimos entao, para cada v : X — R, ¢, : ¥ — M por

Pu(r) = exp, (u(z)N(x)).

Pomos entao ¥, = ¢,(X). Dito isso, escolha ¢, > 0 tais que ¢, seja uma imersao, para
todo t € (—¢,¢) e uw € B(0,0) = {v € X : ||v||c2« < 0}. Com essa escolha, a superficie

Y.4¢ imersa ¢é de classe C*®. Denote por H,; a curvatura média de 2.

Agora, considere a aplicacao ¥ : (—¢,¢) x B(0,0) — Y definido por:
1
V() = Hy = g /E Hy,,, do. (4.9)

Note que ¥(0,0) = 0, uma vez que Xy = X. Vamos agora calcular a derivada Dy¥(0,0) - v,
veX:

aw
Dy¥(0,0)-v = E(O,sv)

d 1
- % (H —7/ Hs,. d
d5< ESU |E| E 2S/U O->
d 1 / ( d
— 5 [ s
o |Z[/s\ds
1

- —Hy
= —Lv—l——/ Lvdo,
b

) do.
s=0

onde, na ultima igualdade, utilizamos a proposicao 3.0.8. Agora, pelo Teorema da Divergéncia

ds sv
%]

e pelo fato de L = Ay, temos:
DV(0,0) -v=—Agv

Dando continuidade ao trabalho, observemos que Ay, : X — Y é um isomorfismo linear.
Uma consequéncia imediata deste fato, é que DW(0,0) também é um isomorfismo. Como
U(0,0) = 0, segue do Teorema da Fungao Implicita que existem 0 < £; < € e uma fungao
u: (—e1,e1) = B(0,6) tal que

uw(0) =u(0,-) =0 e V(t,u(t,-)) =0, Vte (—e1,e1).
Definamos agora w(t,-) = u(t,-) + ¢, onde t € (—e1,£1). Observemos que, como

U(t,u(t,)) = 0, a superficie £; = @,)(X) tem curvatura média constante para todo
t € (—e1,e1). Ademais, w(0,z) = u(0,2) = 0 e como u(t,-) € B(0,6) C X, temos:

/Z(w(t,~)—t) dazfu(t,.)do—:o, Vi€ (—epen) (4.10)

3
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Feitas as consideragoes acima, defina f : (—e1,e1) x ¥ — M por

f(t, ) = exp,(w(t,z)N(z)). (4.11)
Levando-se em conta que w(0,x) = 0, temos:

of
ot

_ Ow

(0.2) = -2

v(1, z,w(t,x)N(x))

ot 5 (0@)N (@), Vo e X, (4.12)

t=0

Agora, observemos que devido ao fato de W(¢,u(t,-)) = 0 para todo t € (—¢&y,&1), obtemos

que:
1
Hue) = 5 /E Hyy,) do = 0.

Nessa perspectiva, segue que:

0
an(u.)

1 0
- |E|/z (atHw(m

> do =10
t=0

t=0

Pela proposicao 3.0.8 , temos:

& (500) = gy s (G00) a0 =0

Como a integral na expressao acima ¢é nula, conclui-se que:

As, (%Z’(o )> — 0.

ow
Logo, como ¥ é compacta e 93 = ) temos que — (0, ) é constante.

ot

Além disso, derivando (4.10) em ¢ = 0, temos

/E (%zf(t.-) . 1) do =0,
é(%?(o,)) do = [3.

w w
ot ot

todas a condigoes afirmadas na proposicao sao, de fato, satisfeitas. O

isto é,

Por fim, como $*(0,-) é constante, obtemos % (0,-) = 1. Em resumo, verificamos que

A proposicao anterior nos garante que certas pequenas deformagoes normais da
superficie X resultam em superficies Y; com curvatura média constante. Assim, sob as
hip6teses de ser totalmente geodésica e ter Ric(N, N) = 0 ao longo de 3, além de uma
limitacao inferior da curvatura escalar do ambiente, o Teorema 4.0.6 nos diz que a area
dessas superficies nao aumenta diante de pequenas deformacoes. Além disso, o resultado a

seguir, fornece uma expressao explicita para a area da superficie original, 3.
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Figura 5 — Variacao normal. Proposigao (4.0.5)

Fonte: préprio autor.

Teorema 4.0.6. Seja M uma variedade tridimensional e seja > C M uma superficie
imersa, de 2 lados e fechada. Denotemos por R a curvatura escalar de M e seja Ry :=
mingey R(x). Suponha que ¥ tenha as sequintes propriedades:

(i) X € totalmente geodésica;

(i) R € igual a Ry ao longo de ¥;

(1ii) a curvatura de Ricci normal de M se anula ao longo ¥.

Sejam ¥y e € como na Proposicio 4.0.5 e denote por A(t) a drea de ¥;. (Em
particular, A(0) é a drea de X.) Entdo existe 0 < 0 < € tal que

para [t| < §, A(t) < A(0).

Além disso, X2 tem curvatura Gaussiana constante igual a %Ro e, portanto, pelo Teorema

de Gauss-Bonnet, A(0) = %]’y — 1| se Ry for nao nulo.

Demonstra¢io. Com a notagao da Proposicao 4.0.5, seja
fi(x) :=exp,(w(z,t)N(z)), =z € X,t€ (—¢,¢).

Entao, fo =: f ¢ um dado mergulho totalmente geodésico. Defina p, : ¥ — R pondo:

pr(x) = <Nt(:r:), gtft(a:)> : (4.13)
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onde N; é o normal unitario de ¥;, o qual é escolhido continuo em t. A fun¢ao assim
definida satisfaz a seguinte equagao de Jacobi (ver (AMBROZIO, 2015), Proposigao 16):

H'(t) = —As,pr — (Ric(Ny, No) + [Ad*) py (4.14)

onde (-)' := 2(-). Note que, utilizando a Equacdo de Gauss (4.1), podemos reescrever

(4.14) do seguinte modo:

fi ZRUN ’AtP) pr (4.15)

/ —_— — — —_—
H0) =~ - (- g T30 -1

onde Ri(x) := R(fi(z)) e K¢(x) := K(f:(x)) é a curvatura de Gauss de 3; em f;(x). Agora,

observe que
t[)>

pola) = (Nafo), 5 o)

t0> = <No($),;expx((w(az,tw(z))

= (No(z), N(x))
= 1.

Dessa forma, sendo po(z) = 1 para todo x € X e X sendo compacta, podemos assumir,

diminuindo e se necessario, que p;(z) > 0 para todo x € ¥. Assim, podemos dividir (4.15)

por py:

1 1 1 1 1
H(t)— =——Asg,p — =R + K, — —H(t)* — | A% 4.16
()pt P SePr T Gl T A =g (t) 2| t] (4.16)
Fazendo uso das hipdteses (i), (i) e (4i7) juntamente com Equagao de Gauss (4.1), obtemos:
Ry R
Ky = > < t2(x), VoeX te (—ge). (4.17)
Usando este fato em (4.16) obtemos:
1 1 R, Ry Ry H(t)?  |A?
Hl)— = ——A L UNLUNY e -
( )Pt p Pt — 2 + 9 9 + Ky — 9 9
H(t)? |A?
= Bt (Ro— R+ (- o) - T -
S _;Aztpt + (Kt — KO) (418)
t

Agora, integrando sobre ¥; com relacao ao elemento de area do; induzido por f; e levando

em consideragao que H(t) nao depende de x, temos:
1 1
H/(t)/ *dO‘t S / <—A2“0t> dUt +/ (Kt — KQ) dO't
Z Pt by Pt by

1
-/ <vzt <>,vztpt> dov + [ (K~ Ko) doy
b)) Pt ¢

v
- —/ <E;pt,V2tpt> dat+/E(Kt—Ko) do,

2
_ HvztptH do +/ KO dO’t

< /E (Kt - Ko) do,
= dn(1— (%) — KoA(t). (4.19)
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Vale destacar que esta tltima igualdade foi obtida aplicando-se o Teorema de Gauss-Bonnet.

Tendo em vista que
A(t) = [ H(O)pedon= H() [ pidon (4.20)

para mostrarmos que existe 0 < § < ¢ tal que A(t) < A(0) para todo t € (—6,0) ,
é suficiente checarmos que H(t) < 0 para t € [0,0) e H(t) > 0 para todo t € (—0,0] para
algum 0 < 9§ < €. Isso sera feito a seguir. Faremos apenas o caso t > 0, pois o caso t <0 é

analogo.

Afirmacgao 1 : existe um ntimero real positivo ¢ < € tal que H(t) < 0 para todo
t €10,0).

Demonstracao da Afirmacao 1. Temos trés casos a considerar:

Caso 1: Ry > 0. Fazendo uma homotetia na métrica de M, se necessario, podemos
supor Ry = 2. Por (4.17) segue que Ky = 1. Logo, segue do Teorema de Gauss-Bonnet,
que ¥ tem género zero e A(0) = A(X) = 4n. Deste modo, a desigualdade (4.19) fica

H'(1) [ Lo, < am— A@t) = A0) — A(t) = —/(: A(s) ds

= —/Ot{H(s)/Zps das} ds, (4.21)

onde a tltima igualdade foi obtidad usando-se a Férmula da Primeira a Variacdo da Area

(3.2).

Definimos entao ¢(t) = [y idat e {(t) = [x ptdo;. Note que ¢ é estritamente
positiva qualquer que seja t € (—¢,¢). Assim, da desigualddade (4.21) segue que:

/ 1 t
H() <~ /0 H(s)&(s) ds (4.22)
Como ¢(0) = £(0) = A(0), pois pg = 1, e ¢ e £ sdo continuas com relagao a t,

podemos assumir sem perda de generalidade que

1 4

o) = A(0)

Tendo em vista que queremos mostrar que existe 0 < § < ¢ tal que H(t) < 0 para todo

e &(t) <4A(0), Vite (—e,e). (4.23)

t € [0,9), vamos supor que este fato ndo ocorra. Sendo assim, para todo 0 < § < ¢ existe
ty € (0,0) tal que H(t;) > 0. Por continuidade, existe t_ € [0,t,] tal que H(t_) < H(t)
para todo t € [0,t,]. Como H(0) = 0, seque que H(t_) < H(0) = 0.

Pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢, € (t_,t,) tal que

H(ty) - H(L)
ty —t_

= H'(t)).
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Deste modo, por (4.22) e (4.23) e usando que —H (t_) > 0, temos

H(t-f-) — H(t—) _ H/<t1) < —

Lt iy o O s < 168

Logo,
H(ty)— H(t.) < —16H(t_)(t, —t_)t; < —16H(t_ )5
pois 0 < (ty —t_)t; < 4. Portanto, H(ty) < H(t_)(1 — 16462).

Assim, escolhendo 0 < § < ¢ suficientemente pequeno tal que 1 — 1652 > 0, temos
0< H(ty) < H(t_)(1-166%) <0,

o que é uma contradicao.

Caso 2: Ry = 0. Por (4.17), temos que Ky = 0 e, pelo Teorema de Gauss-Bonnet,
¥ tem género um. Dessa forma, pela desigualdade (4.19), segue que H'(t) <0Vt € [0,¢),
donde a fungdo H ¢é nao-crescente e como H(0) = 0, teremos H(t) <0, Vt € [0,¢).

Caso 3: Ry < 0. Fazendo uma homotetia na métrica de M, se necesséario, podemos
supor Ry = —2. Assim, por (4.17) e pelo Teorema de Gauss-Bonnet segue que ¥ tem
género g(X) > 1 e A(0) = 4m(g(X) — 1). Além disso, a desigualdade (4.19) se expressa do

seguinte modo:

H’(t)/ Lo, < an(1—g(x)) - (—1)A®t) = A(t) — A(0) :/OtA’(s) ds

= /ot{H<S)/2ps das} ds. (4.24)

Procederemos a demonstragao deste caso por contradi¢ao. Dessa forma, suponha que para
todo 0 < § < ¢ existe ty € (0,9) tal que H(ty) > 0. Defina o seguinte conjunto:

I ={te|0,ty): H(t)> Hty)}

Afirmamos que: inf I = 0. Suponhamos o contrario, isto é, que t* := inf I > 0. Note que
H(t*) = H(to) pois, H é continua. Além disso, para todo t € [0,t*) temos t ¢ I, ou seja,
H(t) < H(ty) < H(t*). Pelo Teorema do Valor Médio, existe t; € (0,t*) tal que

H(t) = H'(t)¢, (4.25)

uma vez que H(0) = 0. Por (4.24), (4.23) e (4.25), temos

¥\ __ 17/ * r h
H(t*) = H'(t)F < Wl)/O H(s)&(s) ds

S ) HE)E) ds < G HE) AAOR)

< 16H(t*)d?, (4.26)

<
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o que é uma contradi¢cdo se escolhermos 6 < %. Dessa maneira, nossa afirmacao esta

provada.
Nesse sentido, sendo inf I = 0, segue da definicao de I que H(0) > H(ty). Ora,

mas isso é uma contradigao pois H(0) =0 e H(ty) > 0. Logo, a afirmacao 1 fica provada.

Para finalizar a prova deste teorema, note que a informacao H(t) < 0Vt € [0,0)
atrelada a relagao (4.20) implica que A’(t) < 0. Dessa forma, A(t) é nao-crescente e,

portanto, A(t) < A(0) Vt € ]0,9). O

Teorema 4.0.7. Sejam (M, g) uma 3-variedade Riemanniana completa com curvatura
escalar R, e Ry := mingcpr R(x). Assuma que M contenha uma superficie minima fechada,

merqulhada, com dois lados, minimizante de drea.

1. Suponha que Ry =2 e que a drea de ¥ seja igual a 4m. Entdo X tem género zero e
possui uma vizinhaga que é isométrica ao produto g + dt* em S* x (=4,6), onde ¢,

¢ a métrica na esfera euclidiana de raio 1.

2. Suponha que Ry =0 e que X tenha género um. Entdo > possui uma vizinhaga que €
flat e isométrico ao produto go + dt* em T? x (—4,0), onde gy é uma métrica flat no

toro T?.

3. Suponha que Ry = —2 e que ¥ tenha género v > 2 e drea igual a 47(y — 1). Entao
Y possui uma vizinhaca que é isométrica ao produto g_1 + dt* em ¥ x (—d,6), onde

g_1 € uma métrica de curvatura gaussiana constante igual a —1 em X.

Demonstragio. Seja f : (—e€,€) x X — M a variacdo de ¥ dada pela Proposicao 4.0.5.
Diminuindo € > 0 se necessario podemos supor que f é um mergulho de (—¢,€) X ¥ em
uma vizinha U de ¥ em M e que A(t) < A(0) para todo —e < t < ¢, pelo Teorema 4.0.6.

Como ¥ é minimizante de area, temos A(0) < A(t) para todo t € (—¢,¢). Disso,
segue que para todo t, 3, = f(¢, %) é minimizante de drea e além disso satisfaz as condigoes

1 e 2 da Proposicao 4.0.4. Em particular, temos
0= AEtPt-

Portanto, p; é constante para todo t.

Note que como ¥; é totalmente geodésica, temos que Vay, Ny = 0, onde {z1, x5}
9

g
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sao coordenadas locais em .. Logo,

0

)
- (%TuG)
_ 9 [N o of
B 8t<Nt’8xi> <V%?Nf’axi>

_ ofi

Portanto, concluimos que Vay, Ny = 0 e com isso que N; é um campo de vetores paralelo
ot
definido em /. Em particular, /N; define um campo de Killing em U, o que implica que o

fluxo local de NNy age por isometrias locais.

Como Y é compacta, temos que o fluxo local de N; em torno de ¥ esta definido
em um intervalo (—d,0), onde 6 > 0 nao depende de x € 3. Logo, como esse fluxo local
age por isometrias locais de M, temos que X possui uma vinhanga V ~ (—e¢, €) x 3 onde
podemos escrever a métrica g como dt? + gs, onde gs é a métrica induzida em ¥ a qual

tem curvatura de Gauss constante igual a 0, 1 ou —1, conforme o caso. O

4.1 Consideracoes finais

Finalizamos esse trabalho tecendo alguns comentarios sobre os resultados provados
por Micallef e Moraru em (MICALLEF; MORARU, 2015) sobre os quais dissertamos.
Destacamos que a importancia desse trabalho, para além de fornecer uma prova unificada
dos resultados provados em (CAI; GALLOWAY, 2000), (BRAY; BRENDLE; NEVES,
2010) e (NUNES, 2013), deve-se também ao impacto que a técnica utilizada nele teve
em outros contextos. Mais precisamente, a abordagem usada por Micallef e Moraru em
(MICALLEF; MORARU, 2015) foi utilizada com sucesso para demonstrar varios resultados
de rigidez em diversos outros contextos, a saber: hipersuperficies minimas em dimensao
superior, problema de bordo livre, relatividade geral matematica, variedades com peso, etc.
Ao leitor interessado em mais detalhes, indicamos, como exemplo e de modo nao exaustivo,
as seguintes referéncias: (MORARU, 2016), (AMBROZIO, 2015), (BARROS; CRUZ, 2020),
(GALLOWAY; MENDES, 2018), (MENDES, 2019) e (CASTRO; ROSALES, 2014).
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