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RESUMO

Neste trabalho fazemos uma apresentagao de algumas interessantes propriedades das equagoes
algébricas. Mais especificamente, fazemos um estudo de como sao alteradas as raizes de uma equa-
¢ao polinomial quando realizamos algumas transformacoes algébricas sobre as mesmas, dentre elas

citamos: as transformacoes aditivas, transformac¢des multiplicativas e transformacgdes reciprocas.
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ABSTRACT

In this work we present some interesting properties of algebraic equations. More specifically,
we study how the roots of a polynomial equation change when we perform some algebraic transfor-
mations on them, including: additive transformations, multiplicative transformations and reciprocal

transformations.
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INTRODUCAO

No presente trabalho desenvolvemos um assunto pouco visto (ou quase nunca antes estudado)
no ensino médio das escolas brasileiras: as transformacgoes algébricas. Tais transformagoes surgem
quando em um polindmio na variavel x fazemos uma mudanga de variavel, por exemplo, substi-
tuindo x por x + a. Feita a transformacao, verificamos de que modo sdo afetadas as raizes do velho
polindmio quando comparado ao novo polindmio. Também sao consideradas transformagoes em que
x é sustituido por kx, ou em que x € substituido por 1/x.

O trabalho é dividido em trés capitulos. No Capitulo 1 fazemos uma apresentacao dos conceitos
de fungdo monomial, polindémios, opera¢des com polindmios com énfase na divisao de polindmios.
Em seguida consideramos o caso particular da divisao por bindmios do primeiro grau e apresentamos
o algoritmo de Briot-Ruffini. Alguns exemplos sao apresentados.

No Capitulo 2 fazemos uma apresentacao das chamadas equagoes polinomiais apresetando o
conceito de raiz de uma equagao polinomial, nimero de raizes de um equagao polinomial, raizes
multiplas, relagoes entre os coeficientes e raizes, raizes complexas e pesquisa das raizes racionais.

No Capitulo 3 sao apresentados os conceitos de transformacgodes algébricas, mais precisamente,
os conceitos de transformacoes aditivas, multiplicativas e reciprocas. Algumas propriedades notaveis
das equacoes reciprocas sao apresentadas.
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Capitulo 1

POLINOMIOS

1.1 Introducao

Com o objetivo de deixar o texto um pouco mais autosuficiente, apresentamos neste capitulo alguns

dos conceitos e terminologias que serao bastantes utilizados nos capitulos posteriores.

1.2 Fung¢ao monomial

Defini¢ao 1.2.1 Dados um nimero complexo a e um namero natural #, chama-se fun¢ao monomial
a fungao definida para todo x real por M(x) = ax". O numero a é denominado coeficiente da fungao

monomial.

Exemplo 1.2.1 Sao exemplos de fun¢ao monomial, as seguintes fungoes:
a) M(x)=2x>ondea=2en=3;
b) P(x) = —%xS, onde a = —% en=>5;
c) A(x)=—-x,ondea=-len=1;
d) f(x)=5,ondea=5en=0.

Defini¢ao 1.2.2 Se a # 0, o nimero natural n é chamado o grau da fun¢ao monomial M(x) = ax".

Quando a = 0, a funcao monomial M(x) = 0, que assume valores nulos para todo x real, é

denominada fungao nula e nesse caso nao se define seu grau.

Exemplo 1.2.2 Os graus dos mondmios M(x) = 3x5, f(x) = nx?, A(x) = —x* e g(x) = =2 = —2x° sao,
respectivamente, sao 5, 2, 4 e 0. Daqui em diante, denominaremos as fun¢des monomiais simples-

mente por mondmios.

1.3 Operagoes com monomios
Multiplicagao

12
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Defini¢ao 1.3.1 Dados dois monomios quaisquer M, (x) = ax” e M;(x) = bxP, chama-se produto deles
0 monomio
P(X) = Ml (x)'MZ(x) = gbxn"'p,

ou seja,
(ax™).(bxP) = abx"*P.

Exemplo 1.3.1 a) (6x3)(—%x4) = 6. (—%)x3+4 = -3x7;
b) (2x°)(x?)(V3x*) = 2V3x'1;
o) ($x).0=0.

Adicao de monomios de mesmo grau

Defini¢ao 1.3.2 Dados dois monomios de mesmo grau M;(x) = ax” e M,(x) = bx" chama-se soma

desses mondmios a0 monomio S(x) = M;(x) + M,(x) = (a+ b)x", ou seja
ax" +bx" = (a+b)x".
Exemplo 1.3.2  a) 5x°+(-3x>) = (5-3)x° = 2x°;
b) nx? + (-mx?) = (1 - w)x% = 0;

o) —3x3+2x3-5x3 = (—% +2- 5)x3 =-Zx3.

1.4 Funcao polinomial

Defini¢ao 1.4.1 Chama-se fun¢ao polinomial ou simplesmente polinémio a qualquer soma de fun-

¢O0es monomiais.
Exemplo 1.4.1 Sao exemplos de polindmio as seguintes fungoes:
a) Pi(x)=3x>—4x3+x+1;
b) Py(x) =7x>+0;
) Py(x)=5x2 —x>—v2x2 -1
d) Py(x)=-3.

No polinémio P(x) = 2x3 +x—x?+2x—4x3 + 1, efetuando-se as adi¢des dos mondmios de mesmo
grau, obtemos
P(x)=-2x3+3x—x%+1,

que é chamada forma reduzida do polinomio.
Escrevendo-se agora esse polindmio ordenado segundo as poténcias decrescente de x, obtemos:

P(x)=-2x>—x*+3x+1

que € a forma reduzida e ordenada do polinomio.

De maneira geral, todo polindmio pode se colocado na forma reduzida e ordenada

P(x)=ax"+a, 1 x" '+ .. +a;x+a

onde n é um numero natural e a,,a,_1,...,4,,41,ag sao os coeficientes do polinomio.
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1.5 Grau de um polinémio
Definicao 1.5.1 Chama-se grau de um polinémio ao grau do seu mondmio de maior grau.

O grau de um polindmio é denotado por gr(f) ou d(f).

4 _x3+2x+1 é quatro;

Exemplo 1.5.1 a) O grau do polindmio P(x) = x
b) O grau do polindmio A(t) = t” — 3 — 2t + 3 é sete;
c) O grau do polinémio R(x) =5 é zero.
E possivel mostrar que:

i) d(f +g) =max{d(f),d(g)};

ii) d(f.g)=a(f)+a(g)

Observagao 1.5.1 Nao definimos o grau do polindmio nulo.

1.6 Valor numeérico - Raiz

Definicao 1.6.1 Dado um ntimero complexo a e um polindmio f(x) = a,x" +a,_1x" 1 +..+a;x +4ag,
¢ P p n n-1 1 0

chama-se valor numeérico de f em a4 a imagem de a pela fungao f, isto é:
fla)=a,a"+a,_1a" ' +.. +aja+ag.

Muitas vezes, a ordem de escrita dos termos de um polindomio nao é a ordem decrescente das potén-
cias de x, mas isso nao chega a causar grande problema como se observa nos exemplos abaixo.

Assim, por exemplo se f(x) =2+ x + x> + 3x>, entdo:

f(2)=2+2+22+3.23=32
f(=1)=2+(=1)+(=1)>+3(-1)° = -1
fA+i)=2+(1+i)+(1+i)?+3(1+i) > +2+1+i+1+2i—-1+3+9i—9-3i =-3+9i.

Muitas vezes, com o objetivo de simplificar a notacao, escrevemos simplesmente
f=ax"+a,_1x" ... +a;x+ay.

para representar um polindomio f na variavel x. Neste caso estaremos dizendo que f é o mesmo que

f(x). A ordem dos termos de um polindomio nao importa.

Defini¢ao 1.6.2 Dados um numero complexo a e um polinémio f, diz-se que a é uma raiz (ou um
zero) de f se f(a)=0.

Exemplo 1.6.1 Por exemplo, os niimeros —2 e —1 sdo raizes de f(x) = 2x + 3x% + x3, ja que

f(=2)=2(=2)+3(-2)*+(-2)° =0
f(=1)=2(-1)+3.(-1)*+(-1)> = 0.
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Exemplo 1.6.2 Consideremos o polindmio P(x) = 3x> + 4x? — 5x — 2 e calculemos seu valor numérico

parax=-1,x=1ex= —%. Temos:

P(-1)=3(-1)3+4(-1)>=5(-1)-2=-3+4+5-2=4;
P(1)=3.134+41?2-51-2=3+4-5-2=0;
P(-1)=3(-3)P3 +4(-1)2-5(-4)-2=-1+%+3-2=0;

Nesse caso, os numeros 1 e —% sao zeros ou raizes do polinomio, visto que P(1)=0e P(—%) =0.

Defini¢ao 1.6.3 Dizemos que um polinomio f é nulo (ou identicamente nulo) se f assume o valor

numérico zero para todo x € C. Quando f é identicamente nulo, escrevemos f = 0.

Proposi¢ao 1.6.1 Um polinoémio f é nulo se, e somente se, todos os coeficientes de f forem nulos. Dito de
outro modo, f(x) = ag+a;x +ax*+...+a,x" = 0, entdo

f=0say=a=a,=..=a,=0
(<) E imediato que se ay = a; = a, = ... = a,, = 0, entao
f(x)=0+0x+0x>+..+0x"=0, VxeC.

(=) Se f é nulo, entao existem n + 1 numeros complexos g, a1, a3,..., a,, dois a dois distintos tais

que

flag) =ag+ajag+ay(ag) +... + a,(ag)" =0,
flay) =ag+aja; +ax(a;)® +...+a,(a)" =0,
+

flaz) =ag+aja; +ay(ay)? 0,

At ay(a)!

flay)=ag+aja,+ ar(a,)? +...+a,(a,)" =0.

Estamos, desse modo, diante de um sistema linear homogéneo do tipo (n+1)x(n+1) cujas incognitas

sdo ag, a1, a,. O determinante da matriz dos coeficientes é

2 n

I a a5 ... ap

1 o af woay
D=|1 a, a5 .. a}
2 n

1 a, a; ay,

determinante esse, que é nao nulo por tratar-se do determinante de uma matriz de Vandermond cujos
elementos caracteristicos sao ay, ay, @y, ..., &, todos eles distintos. Desse modo, esse sistema possui

uma Unica solugao, qual seja, a trivial
agy=ay1=ay=..=a,=0,
como queriamos demonstrar. [

Defini¢ao 1.6.4 Dois polinomios f e g sao ditos iguais (ou idénticos) quando assumem valores nu-
méricos iguais para todo x € C. Se f e g sdo idénticos escrevemos f = g.
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Proposi¢ao 1.6.2 Dois polinémios f e g sdo iguais se, e somente se, os coeficientes de f e g forem ordena-

damente iguais, isto é, dados

n
f(x)=ax"+a,_1x" + . +ajx+ay = Zaixi

i=0
e
n .
g(x) = byx" + b, x" 4+ byx+ by = Zbixl
i=0
tem-se

f=gea;=b;, Vie{0,1,2,..,n}.

Demonstragao: De fato, para todo x € C, tem-se

n n n
ai:bi<:>ai—bi:0<:>ai—bi:0<:>(a,-—bl-)xi:O<:>Z(ai—bl-)xi:0<:> aixi— bl-xi:O.
i=0 i=0 i=0
Portanto,
n n

Y aix' =) bix'  f(x)=g(x)

i=0 i=0
como queriamos demonstrar. [

1.7 Operag¢oes com polinomios

Adicao

A soma de dois polindomios P; e P, é o polindmio P; + P, que obtemos somando os mondmios
de mesmos graus d P; e P;.

Vejamos um exemplo. Sejam P (x) = 3x* — 2x3 + x> + 4x + 1 e Py(x) = 2x> + x + 1. Entdo, a soma
Py (x)+ Py(x) é

P(x)+Py(x)= 3x*-2x3+x?+dx+1+2x3+x+1
= 3x*+x?+5x+2

Multiplicagao

O produto de dois polindmios P, e P, é o polindmio P;.P, que se obtém multiplicando cada
mondmio de um deles por todos os monomios do outro, somando em seguida os resultados obtidos.

Por exemplo, o produto de P;(x) = x> + 2x + 1 por Py(x) = 2x3 - 3x2 +x -2 é:

(x?+2x+1)(2x3-3x% +x-2)
x2(2x3 =3x2 +x-2)+ 2x(2x3 = 3x% + x - 2) + 1.(2x3 - 3x% + x - 2)
2x% + x* = 3x3 - 3x2 - 3x - 2.

Py (x).Py(x)

Divisao
Sabemos que dividir o nimero natural a pelo nimero natural nao nulo b significa obter dois
numeros naturais g e r tais que :
a) a=bq+r;

b) 0<r<b,
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conforme o velho esquema indicado na figura abaixo:

a |'b
"

q

Por exemplo, na divisao de 245 por 26, tem-se

245 |26

11 9

Mostraremos em seguida que na divisao de polindmios ocorrem fatos semelhantes a esses casos.

Definicao 1.7.1 Dividir um polinémio f por um polinémio g, onde df > dg, onde g ndo é identicamente

nulo, significa determinar polinomios q e r tais que
a) f(x) = g(x)-q(x) + r(x);
b) d(r) <dgour(x)=0.
Quando r(x) = 0 a divisdo é chamada exata e, nesse caso, diz-se que f(x) é divisivel por g(x).

O teorema que garante a possibilidade de dividir polindmios conforme a defini¢ao acima, de
fato, existe e € chamado Algoritmo da divisao. Sua demonstracao nao sera feita aqui, visto que foge
aos objetivos desse texto. E importante salientar que, numa divisao, o quociente e o resto sao nicos.

Vejamos um exemplo.

3 2

Exemplo 1.7.1 Suponha que desejamos dividir f(x) = 2x* — x3 + x? + x + 3 por g(x) = x>+ 2x? —x + 3.

Nesse caso, procuramos g(x) e r(x) tais que as seguintes condic¢oes sejam satisfeitas:
a) O resto r(x) tem a forma r(x) = mx? + nx + p, visto que dr < dg ou r(x) = 0, para todo x € C;

b) O quociente g(x) é da forma g(x) = ax + b, visto que, para a identidade

3

26t =P x4 x+3= (P +2x2 —x+3).9(x) + mx® +nx+p

seja verdadeira é necessario que o grau de primeiro membro tenha o mesmo grau que o segundo
membro. Além disso, como dg =1, entao dg=df —dg=4-x=1.

Portanto temos

2x4—x3+x2+x+3:(x3+2x2—x+3).(ax+b)+mx2+nx+p

ou seja

2x4—x3+x2+x+3:ax4+(b+2a)x3+(2b—a+m)x2+(3a—b+n)x+(3b+p).

Usando a identidade de polindomios, chegamos ao seguinte sistema

a=2,

b+2a=-1,

2b—a+m=1<a=2,b=-5 m=13,n=10, e p=18,
3a-b+n=1,

3b+p=3.

Dai, segue que
q(x)=2x-5 e r(x)= 13x2-10x+18.
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O método acima descrito é denominado método de Descartes ou método dos coeficientes a deter-

minar.

1.8 Um algoritmo para a divisao: método da chave

Nessa secao descrevemos um algoritmo para obter o quociente e o resto da divisao do polindmio
f(x) = 2x* = x3 + x2 + x + 3 pelo polindémio g(x) = x> + 2x? — x + 3. Isso sera descrito por etapas.

Etapa 1: Escrevemos f(x) e g(x) na forma reduzida, isto é, ordenados de acordo com as poténcias
decrescentes de seus termos.

Etapa 2: Dividimos o mondmio de maior grau de f(x) pelo mondémio de maior grau de g(x), obtendo-

se assim o0 mondmio de maior grau do quociente g(x), ou seja

2x% x3

2x

Em seguida multiplicamos 2x por g(x), subtraindo de f(x) o produto obtido:

2% -3+ x2 + x + 3 ’ X+2x2-x+3

“2x% —4x3 + 2x? — 6x 2x
—5x3 + 3x2 - 5x + 3

O polindémio r;(x) = —5x> + 3x* — 5x + 3 é denominado primeiro resto parcial.
Etapa 3: Repetimos com cada resto parcial o procedimento (descrito na Etapa 2) até obtermos um
resto com grau menor que o de g(x) ou, se a divisao for exata, o resto sera nulo. Assim, procedendo,

obtemos

—5x3 + 3x2 — 5x + 3 X +2x2—x+3
5x3 +10x2 = 5x + 15 -5
13x%2 — 10x + 18

E, de modo resumido, podemos escrever:

2% =X+ x2 + x + 3 x> +2x2—x+3

—2x* —4x3 + 2x% — 6x 2x—-5
—5x3 +3x2 - 5x + 3
5x3 +10x2— 5x + 15
13x2-10x+18

Portanto, o quociente g(x) e o resto r(x) sdo, respectivamente, g(x) = 2x—5 e r(x) = 13x>~10x+18.

Observacao 1.8.1 O algoritmo que acabamos de descrever s6 deve ser usado na divisao de f(x) por

g(x) quando df > dg. Quando isso nao acontece, procedemos como nos exemplos abaixo.

Exemplo 1.8.1 Se quisermos dividir f(x) = x*> + 1 por g(x), lembremos inicialmente, que a seguinte
igualdade devera ser satisfeita

xX+1=(x+ 1).q9(x) +r(x)
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e dr <dgour(x)=0. Assim,

?rl=(x>+ 1).q(x)+mx2+nx+p.

Para que a identidade acima aconteca, deve-se ter, necessariamente, q(x) = 0. Assim, substituindo-se

g(x) por 0 na identidade acima, obtemos r(x) = x* + 1.

Exemplo 1.8.2 Agora suponha que f(x) =0 e g(x) = x> + 1. Nesse caso, devemos ter:
0=(x>+ 1).q(x)+ mx? + nx+p.

Essa ultima identidade s6 ocorre se g(x) =0 e r(x) = 0.

1.9 Divisao por bindmios do 1Y grau

Apresentaremos agora métodos especificos para determinarmos o quociente e o resto da divisao de
polindmios por bindmios do primeiro grau. O aprendizado desses métodos é muito Gtil no estudo
das equagoes polinomiais.

Destacaremos, por sua importancia, a divisao por polindmios da forma x —a.

Proposi¢ao 1.9.1 (Teorema do resto) O resto da divisdo de um polinémio f(x) por x —a é igual ao valor
numeérico de f para x = a.

Demonstragao: Observemos, inicialmente, que na divisao de um polinémio f(x) por x —a, o resto é
uma constante, visto que o grau de x —a é um.

Portanto, podemos escrever
f(x)=(x—a).q(x)+k, onde k é oresto nessa divisao.
Portanto, tomando x = a na expressao acima, obtemos
f(a)=(a—a)q(x)+k < r(x)=k=P(a),

como queriamos demonstrar. [

3’+x2—2x—3por x—1, sem

Exemplo 1.9.1 Para determinarmos o resto da divisao de f(x) = 2x* —x
efetuarmos a divisao, basta calcularmos o valor numérico de f(x) para x = 1, ou seja, para o valor de

x que anula x—1. Assim, oresto é r(x) = f(1)=2-1+1-2-3=-3.
Proposi¢ao 1.9.2 (Teorema de D’Alembert) Um polinémio f(x) é divisivel por x —a se f(a) = 0.

Demonstragao: De fato, pelo teorema do resto, quando f(x) é divisivel por x—a tem-se r(x) = f(a) =0,
isto é x = a é raiz de f(x). Reciprocamente, se f(a) = 0 segue que f(x) é divisivel por x —a, pois
f(a)=r(x)=0. |

Corolario 1 (Extensao do Teorema de D’Alembert) Se um polinémio f(x) é divisivel por x —a e por

x—bcoma=b, entdo f(x) é divisivel por (x —a)(x —b).
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Pelo teorema de D’Alembert, temos f(a) = f(b) = 0. Por outro lado, pelo conceito de divisao e levando

em conta que (x —a)(x — b) tem grau 2, temos

f(x) = (x=a)(x=b).q(x) + px +q. (1.1)

Fazendo-se, sucessivamente, x =ae x =b em (1.1), vem

fla)=(a—a)(a-b)q(a)+pa+q=0 (1.2)

f(b)=(b—a)(b-b)g(b)+pb+q. (1.3)
Subtraindo (1.3) de 1.2, obtemos

pa-pb=0 < pa-b)=0

e, visto que a # b, podemos concluir que p = 0. Da mesma forma, segue de (1.2) e p =0 que g = 0, ou

seja r(x) = 0. |

1.10 Dispositivo de Briot-Ruffini

Mostraremos nessa secao um dispositivo pratico para agilizar a divisao de um polinémio f =a,x" +
a1 x" ' +..+a;x+ag, de grau n > 1, por x —a. Lembremos que, nesse caso, obtemos como quociente

um polinémio q(x) de grau n—1 e como resto uma constante g, isto é:

2

apx" +a, X" 4 Lragx+ag = (x—a)(gux" T+ g X2 4+ Gax + 1) + g0

Note que, no segundo membro da igualdade acima, temos:

- monOmio em x": x.qux" 1 = q,x",

- mondmio em x" ! XGp 1" 2 —aq,x" = (q,_1 —aq,)x"" ",

n-2. n-2

- mondmio em Xx XGp-2X""3 —aq,1x""% = (qu_n — ag,_1)x" 2,

- mondmio em x: xgrx —aq3x* = (g, — aqz)x?,
- mondmio em Xx: xq1 —agx = (q1 —aq,)x,
- termo constante: do — aq;

Assim, pela identidade de polindmios, os coeficientes q,,, 4,,_1, --- ,41 € qo de q(x), dados por

dn = ans
An-1 =04y = ap-1 = qu-1 = aqy +ay_1,
An-2 —aq4n-1 = y-2 = qn-2 = 4qy-1 +ay_2,
q2—4aqs =a; = {qp=aqgsz+a,
qi1—aq; =ap =41 =aqy+4a,
qo—aqg1 =ap = 4o = aqx +do.
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Isso equivale ao seguinte dispositivo pratico, chamado dispositivo de Briot-Ruffini:

+
! |

Ay An-1 Ap-p - ai ap ‘ a

I I I I I

T T T T T
ay a.qutay_1 a.gy_1+a,_2 aqa+ay aqi+aop

n dn-1 dn-2 q1 qo

| .

Figura 1.1: Dispositivo de Briot-Ruffini

Exemplo 1.10.1 Vamos dividir 3x> — 3x3 + 2x% — 5 por x — 2 usando o dispositivo de Briot-Ruffini. De

fato, usando o dispositivo, temos:

+

| |
5 0 3 2 0 5 |2
T T T T T
3 2.3+0 6.2-3 9.2+2  20.2+0 40.2-5
3 6 9 20 40 75
| .

Figura 1.2: Dispositivo de Briot-Ruffini

Desse modo, temos q(x) = 3x* + 6x3 + 9x2 + 20x + 40 e o resto r(x) = 75.
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Capitulo 2

EQUACOES POLINOMIAIS

Em todo esse trabalho, denotamos por P(x) uma funcao polinomial do tipo
P(x)=a,x"+a, 1 x" '+ .. +a;x+a

onde os coeficientes ag, a1, a;,..., 4, sdo nameros complexos e x uma variavel complexa, isto é x
pode assumir um valor complexo qualquer. Algumas vezes precisaremos fazer alguma restricao aos
coeficientes, por exemplo, assumir que os coeficientes sejam nimeros reais.

No capitulo anterior vimos alguns conceitos basicos necessarios neste e no proximo capitulo,

quais sejam:
a) o valor nimérico de P(x) para x = a;
b) fung¢ao polinomial identicamente nula;
c) fungdes polinomiais idénticas;
d) adi¢ao, multiplicagao e divisao de polindomios;

e) Divisao por bindomios do primeiro grau.

2.1 Conceitos iniciais

Definicao 2.1.1 Dadas duas fung¢oes polinomiais y = f(x) e y = g(x), chama-se equagao polinomial

ou equacgao algébrica a sentenca aberta f(x) = g(x).

3 2

Assim, por exemplo, se f(x) = x>+ x> —x—1 e g(x) = 3x*> — 3, a sentenca aberta
Crxt-x-1=3x>-3

€ uma equagao polinomial.
Lembremos, ainda, que uma sentenga em x, aberta, pode ser verdadeira ou falsa conforme o

valor atribuido a x. No nosso exemplo, temos:
i) para x =0, tem-se 0% +02—0—1 = 3.0? - 3 é uma sentenga falsa;
ii) para x=1,tem-se 1>+ 12 —~1-1=3.12 -3 ¢ uma sentenca verdadeira.

23
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Defini¢ao 2.1.2 Dada uma equagdo polinomial f(x) = g(x), chama-se raiz da equagdo a todo numero
que, substituido em lugar de x, torna a sentenga verdadeira. Assim, o numero r € raiz de f(x) = g(x)

se, e sO se, f(r) = g(r) é uma sentenca verdadeira.

2_x—1=3x%2-3,assuasraizessio 1,2 e —1 pois:

Retornando ao exemplo x3 + x
i) parax=1tem-se 13+12-1-1=3.12-3, ou seja 0 = 0, o que é uma sentenca verdadeira,
ii) para x =2 tem-se 23 +22-2-1=3.22-3,0useja 9 =9, o que é uma sentenca verdadeira,

iii) parax=—1(-1)>+(-1)>=(-1)—-1=3.(-1)*> -3, ou seja 0 = 0, o que é uma sentenca verdadeira.

Por outro lado, x = 3 nao é uma raiz visto que, para x = 3 tem-se 33432-3-1=3.32-3,0u seja

33 = 24, o que é uma sentenca falsa.

Defini¢ao 2.1.3 Chama-se conjunto-solucao ou conjunto-verdade em C da equacao f(x) = g(x) ao

conjunto S cujos elementos sao as raizes complexas desta equagao.

Por exemplo, o conjunto solu¢ao da equagao
Crxt-x-1=3x>-3

éS=11,2,-1}.

Resolver uma equagao polinomial significa obter o seu conjunto solu¢ao. Desse modo, resol-
ver uma equacgao polinomial significa desenvolver uma sequéncia de raciocinios légicos e concluir
quais sao as raizes, sem ter de advinhar nenhuma e sem esquecer nenhuma delas. Neste capitulo nos

propomos a resolver equagoes polinomiais.
Definicao 2.1.4 Diz-se que duas equagoes polinomiais sao equivalentes quando apresentam o mesmo
conjuto solugao, isto é, toda raiz de uma equagao é também raiz da outra e, reciprocamente

3 2

De acordo com a defini¢ao precedente, as equagdes x> + x> —x -1 =3x>-3 e x> - 2x> —x -2 = 0 sdo

equivalentes visto que admitem o mesmo conjunto solugao.
Ha duas operagoes que nao alteram o conjunto solucao de uma equagao polinomial, isto é, ha

duas maneiras de transformar uma equagao polinomial em outra, equivalente a primeira:

i) somar aos dois membros a mesma funcao polinomial isto é
flx)=gx) & f(x)+h(x)=g(x)+h(x).
Exemplo 2.1.1 Considere a equagao
3x2 —4x+1=2x>+x+5, (2.1)
e adicionemos h(x) = —g(x) = —2x> — x — 5 a ambos 0os membros. Obtém-se, entio:
(3x2 —4x+11)+ (-2x* —x—-5) = (2x® + x + 5) + (-2x* —x = 5).

Apos a simplificacao obtemos
x> —5x+6=0. (2.2)
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Segue-se que as equagoes (2.1) e (2.2) sao equivalentes. Portanto, resolver a equagao (2.2) é equiva-
lente a resolver a equagao (2.1).

Na pratica, aplicamos a propriedade precedente com o seguinte enunciado: “em toda equagao
polinomial, transpor um termo de um membro para o outro, trocando o sinal de seu coeficiente, nao

altera o conjunto solucao, ou seja”
flx)=g(x) & f(x)-g(x)=0.

ii) Multiplicar os dois membros pelo mesmo nimero complexo k, onde (k = 0).

- 2 ~ . . .
Por exemplo, as equagoes 3% —% =0 e 6x*>—1 = 0 sdo equivalentes, visto que a segunda foi

obtida da primeira multiplicada por 8.

Na resolucao de uma equacao polinomial procuramos sempre transforma-la em outra equiva-
lente e mais “simples”, na qual o conjunto solucao possa ser obtido mais facilmente. Assim, fazendo
uso dos artificios acima descritos, é possivel transformar qualquer equagao polinomial f(x) = g(x)

numa equacao equivalente P(x) = f(x) — g(x) = 0, isto é, uma equacgao polinomial se reduz a forma

A X"+ a, 1 x" +ax" 2 +ajx+ag =0.

Quando transformamos uma equagao polinomial para a forma P(x) = 0, dois casos imediatos

podem acontecer:

i) 12 caso: P(x) é identicamente nula. Neste caso estamos diante da equagao
0.x"+0.x" 1 +0x"2+..+0x+0=0

a qual é uma sentenca verdadeira qualquer que seja o nimero complexo x. Nesse caso, S = C.

ii) 2% caso: P(x) é constante e nao nula. Neste caso estamos diante da quacao

0.x"+0.x" 1 +0x"2+...+0x+k=0,

a qual é uma sentenca falsa qualquer que seja o nimero complexo x. Nesse caso, S = 0.

2 3

Exemplo 2.1.2 Vamos resolver a equacao (x — 1)(x?> + 1) + x> = x> + x — 1. De fato, desenvolvendo os

calculos no primeiro membro, obtemos

x3—x2+x—1+x2:x3+x—1,

ou seja
(xP+x-1)-(x*+x—-1)=0.

Dai, tem-se
0x>+0x2+0x+0=0

Logo, =C.
Exemplo 2.1.3 Vamos resolver a equagao x(x—1)(x—2) = x> - 3x2+2x-7. Desenvolvendo o primeiro

membro, obtemos

x3—3x2+2x:x3—3x2+2x—7,
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ou seja
(x3=3x%+2x)— (x® = 3x% +2x - 7) = 0.

Dai, segue que
0x> +0x% + 0x +7 = 0.

Portanto, S = 0.

2.2 Numero de raizes

Nesta se¢ao vamos analisar a quantidade de raizes de uma equagao polinomial. Visto que toda equa-

¢ao polinomial pode ser colocada sob a forma
P(x)=a,x"+a,_1x"  +a, x> +a;x+ag=0,
entdo, é evidente que as seguintes afirmacdes sao equivalentes:
(1) r éraiz da equagao P(x) = 0;
(2) r éraiz da fun¢ao polinomial P(x);
(3) r éraiz do polindmio.

De um modo mais geral as proposicoes acima se traduzem em P(r) = 0. Diremos também que a
equacao P(x) = 0 é de grau n se, e somente se, P(x) e P sao de grau n. O seguinte teorema é de grande
importancia e sera admitido sem demonstracao, visto que a demonstragao foge aos objetivos desse

trabalho. Uma demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [4].

Teorema 2.2.1 (Fundamental da algebra) Todo polinémio de grau n admite pelo menos uma raiz com-

plexa.
Teorema 2.2.2 [da Decomposigao ] Todo polinémio P de grau n, (n>1)
P=a,x"+a, 1x" ' +a, ,x" 2+ .. +a;x+ag, (a,=0)
pode ser decomposto em um produto de n fatores do primeiro grau, isto é:
P=a,(x—r)(x—1)(x—13)...(x— 1)
onde r,15,13,..., 1, sao as raizes de P. A menos da ordem dos fatores, essa decomposigdo é uinica.

Demonstragao: Dividiremos a demonstragao em duas partes: Existéncia e Unicidade.

14 Parte: Existéncia.

a) Seja P um polindmio de grau n > 1. Pelo teorema fundamental da algebra, P possui uma raiz ry.
Assim, P(r;) = 0 e, pelo teorema de D’Alembert, P é divisivel por x —rq, isto €

P=(x-r)Q1(x) (2.3)

onde Q; é um polindmio de grau n— 1 e coeficiente dominante a,,. Sen=1,entaon—1=0e Q; sera
o polindmio constante Q; =a, e P = a,(x —r;), 0 que demonstra o teorema nesse caso.

b) Se n> 2, entdo n—1>1 e o teorema fundamental da algebra pode ser aplicado ao polindmio Qy,
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ou seja, Qq possui uma raiz r,. Assim, Q;(r,) = 0 e, novamente pelo teorema de D’Alembert, Q; é
divisivel por x —r,, ou seja

Q1 =(x-12).Qa. (2.4)

Substituindo-se (2.4) em (2.3), obtemos
P=(x-r)(x-12)Q, (2.5)

onde Q, é um polindmio de grau n — 2 e coeficiente dominante a,,. Se n =2,entaon—-2=0e Q, = a,.
Portanto, P = a,,(x — r;)(x — 1), ficando demonstrado o teorema.

c) Continuando desse modo, apoés n aplicagoes do teorema fundamental da algebra, chegamos na
igualdade

P=(x—r)(x—1r)(x—r3)..(x—1,).Q, (2.6)
onde Q,, € um polinémio de grau n —n = 0 e coeficiente dominante a,, Portanto, Q,, =a, e

P=a,(x—r)(x—1)(x—13)...(x —1y,),

0 que garante a existéncia.
24 Parte: Unicidade.

Suponhamos que P admita duas decomposi¢oes:

P=a,(x—r)(x—1))(x=713)...(x—1,)

P=a,(x—r)(x=r))(x=15)...(x—1,,).

Reduzindo e ordenando os dois segundos membros, temos

apx" —a,S1.x" ™ —al, S,

Pela definicao de igualdade de polindmios, tem-se necessariamente:

n=m| e |a, =a,|

Assim, chegamos a igualdade

(x—r)(x—1)(x = 13)..(x = 1) = (x = 1] )(x = 13)(x — 15)..(x — ). (2.7)

Tomando x = ry, na igualdade acima, obtemos

’

0= (ry —r()(r1 = ry)(r1 = 13)...(r1 = 17).

Desse modo, um dos fatores r; — r]f deve ser nulo; fazendo uma conveniente ordenacao dos fatores,

podemos supor, sem perda de generalidade, que . Assim, a igualdade (2.7) se transforma em

(x—r)(x=1p)(x = 13)c(x = 1y) = (x =17 )(Xx = 1)) (x = 75).e.(x — 1)

e, dali,

(x—1)(x=13).c(x = 1) = (x = 13)(x = 15)...(x — 7).



28 CAPITULO 2. EQUACOES POLINOMIAIS
Atribuindo x = r,, na equagao precedente, obtemos

0=(ry—r3)(ry—15)...(ra— 1)

e, analogamente, um dos fatores r, — r; = 0; novamente podemos supor que |, =r; | Procedendo

’

desse modo, assim por diante, concluiriamos que |7 =7;

para todo i € {1,2,3,..,n}. As igualdade

m=mnea, =a, r =1, ,="ry,r5="rs,., I, =1, sdo a prova da unicidade da decomposicao. [
Corolario 2 Toda equagao polinomial de grau n (n > 1) admite n, e somente n, raizes complexas.
Demonstragao: Consideremos a equagao polinomial

P(x)=a,x" +a,_1x" "V +a, ,x* +...+a;x+ag=0.

Pelo que vimos na demonstragao do teorema precedente que P admite as raizes (distintas ou nao) ry,
13, 12,..., Iy Além disso, na demonstracao do mesmo teorema vimos ao provar a unicidade, que essas

sao as Uunicas raizes de P. [ |

Exemplo 2.2.1 Vamos fatorar o polindmio P(x) = 5x> — 5x* — 80x + 80, sabendo que suas raizes sio 1,

-2, 2,-2i e 2i. Ora pelo teorema da decomposicao

P=5(x-1)(x+2)(x—2)(x+2i)(x—2i).

Exemplo 2.2.2 Vejamos qual o conjunto solucio da equacio 7(x —1)3(x — 2)*(x - 3)?> = 0 e qual o grau
dessa equacdo. Ora, os fatores (x — 1)3, (x — 2)* e (x — 3)? indicam que as raizes 1, 2 e 3 tém multiplicidade

3, 4 e 2, respectivamente. Portanto
P=7(x-1)(x=1)(x=1)(x=2)(x=2)(x—2)(x = 2)(x = 3)(x - 3)
de modo que, as raizes de P sao 1,1, 1, 2, 2, 2, 2, 3 e 3. Logo, a equagado é do nono grau.

Observagao 2.2.1 Tendo em vista o teorema da decomposi¢ao, todo polindmio P de grau n (n > 1)
pode ser visto como o desenvolvimento de um produto de n fatores do primeiro grau e um fator

constante a,,, que é o coeficiente dominante de P. Desse modo,

P=a,(x—r)(x—1)(x=13)...(x = 1).

Além disso, nada impede que P apresente fatores iguais. Associando os fatores idénticos da decom-
posi¢ao de P, obtemos:

P=a,(x—r))"(x—ry))"(x—13)"...(x )"

onde
mq +m2+m3+...+mp =n
T, 12, 13,..., 1y S30 dois a dois distintos.

Nesse caso, P ¢é divisivel separadamente pelos polindmios (x — 7)™, (x —12)"2, (x —1r3)"> ... (x —1,)".
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2.3 Multiplicidade de uma raiz

Consideremos, como um exemplo preliminar, a equagao polinomial
(x=3)(x—1)*(x—4)°

que possui 6 raizes: uma igual a 3, duas iguais a 1 e trés iguais a 4. Nesse caso, dizemos que 3 € raiz

simples, 1 é raiz dupla e 4 é raiz tripla da equacao em questao.

Defini¢ao 2.3.1 Diz-se que r é uma raiz de multiplicidade m, m > 1, da quagao P(x) = 0 se, e somente

se,

’P:(x—r)m.Q‘ e Q(r)=0,

isto é, r é raiz de multiplicidade m de P(x) = 0 quando o polinémio P é divisivel por (x —r)" e nao é

m+1

divisivel por (x — )", ou melhor, a decomposicao de P apresenta m fatores iguais a x —r. Quando

m =1, dizemos que r é raiz simples; quando m = 2 dizemos que r é raiz dupla; quando m = 3 dizemos

que r € raiz tripla, etc.

Exemplo 2.3.1 A equagao x*(x+5)” = 0 admite as raizes 0 com multiplicidade 4 e =5 com multiplici-
dade 7, portanto, embora seja uma equacao do 112 grau, seu conjunto solugao s6 tem dois elementos:
S ={0,-5}

Exemplo 2.3.2 A equacado (x —a)"” = 0 s6 admite a raiz a com multiplicidade n, isto ¢, seu conjunto
solucao é S = {a}.
2.4 Relacoes entre coeficientes e raizes

Consideremos a equacao dos segundo grau:
ax’>+bx+c=0, (a=0) (2.8)

cujas raizes sao ry e r,. Pelo Teorema da Decomposicao essa equacao pode ser escrita sob a forma:

a(x—ry)(x—ry) = 0. (2.9)
Segue que
ax? +bx+c=a(x—r)(x—r,),
ou seja
2, b e
X+ —x+—=x"—(r1 +1r)x+117.
a a

Assim,

r+rp=—— € nry=
a

NI oY

que sao as relagoes entre raizes e coeficientes da equagao (2.8).

Analogamente, consideremos a equagao polinomial do terceiro grau
ax® +bx?+cx+d =0, (a=0), (2.10)
cujas raizes sao ry, r, e r3. Pelo teoema da decomposigao, essa equagao pode ser escrita sob a forma

a(x—r1)(x—1ry)(x—r3) = 0. (2.11)
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Tem-se, portanto, a identidade
ax3 +bx? +cx+d = a(x—r)(x —rp)(x —13).

Dai, segue que

3. b, ¢ d 3 2
X7+ =X+ =X+ —=x" = (1| + 1y +13)x" + (11T +1or3 + 137 )X — 111713,
a a a

Dai,
Cc
7’1+1’2+7’3:—5, 7’17’2+7’27’3+1’37’1:; e 7’17’21’3:—;

sao as relacoes entre as raizes e os coeficientes da equagao (2.10).
Vamos agora, deduzir as relagdes entre os coeficientes e as raizes de uma equacao polinomial
de grau n, (n>1).

Considere a equagao polinomial
P(x)=a,x" +a,_1x" Vv a, ox" 2+ . vayx+ayg=0 (a,=0),
cujas raizes sao ry, 1, 13, ... , I,. Tem-se, pelo teorema da decomposicao, a identidade

P(x) =a,(x—r)(x—1)(x—13)...(x—=1,)
=a,x" —a,(ry +1+ 13+ +1,)X" 1+

a,(riry+rir3+.+ rn_lrn)x”‘z—

34+

(~1)'a, Spx™ " + .+ (=1)"a, (11 1513...1).

"
an(rirr3 + 11y + o+ 1y 211 )X

Assim, aplicando a identidade de polindomios, obtemos

Sl = nn+trt+rt+.tr, :——aZ%
n
Sop= rrp+rry+ritgt.+r, 1, = “Z*Z
n
5, — soma de todos os ¢, produtos _ ((—1yhfut)
h= de h raizes da equagao a ay

Sy = rirrz.r, =(=-1)"=2

sao as relagoes entre os coeficientes e as raizes da equagao P(x) = 0, também chamadas relagoes de
Girard.

Exemplo 2.4.1 Vamos calcular a soma e produto das raizes da equagao
2x* +3x3 + 4x? +5x + 6 = 0.
Ora, utilizando as relacoes de Girard, obtemos
3
7’1+7’2+1’3+7’4:—§

enquanto que
48 _6_ 4

r1.19.73.74 = (—1
1.72.13.74 = ( )a4 )



2.4. RELACOES ENTRE COEFICIENTES E RAIZES 31

Exemplo 2.4.2 Seja {ry,r,,73} 0 conjunto solucao da equagao

2x3 +5x% +8x+11=0.

Desejamos calcular o valor de 72 + r2 + r2. Usando as relacoes de Girard, obtemos
) 1T +r13 ¢
__4a _ _8 _
r+ry+r3= 4 2—4,
Tty + 113+ 113 = Z_; = % =4
_ 1
riryr3 = -5
Portanto,
5 25 7
r12 + r22 + r32 =(r +1473)2 =2(ri 1+ 1113+ 1y13) = (—E)2 -24= I 8= T

Exemplo 2.4.3 Suponha que desejemos resolver a equagao x> —6x?+3x+10 = 0, sabendo que a soma

de duas raizes é 1. Usando as rela¢oes de Girard, temos

a

Tl+72+r3=—£ = 6 (2.12)
0

r172+r173+r273—£ = 3 (2.13)

r1r2r3:—Z—: - 10, (2.14)

rn+r, = 1 (2.15)

Substituindo (2.15) em (2.12) obtemos 1+ r3 = 6, ou seja r3 = 5. Agora, de (2.14) e (2.15) obtemos o

10
riry, = -5 = —2,
rn+ry= 1

sistema de equagoes

cuja solugao é r; = -1 e r, = 2 (ou vice-versa).

Observagao 2.4.1 E interesante notar que as n relagoes de Girard para uma equagao polinomial nao
sao suficientes para se obter as raizes ry, r, r3, ... ,r,,. De fato, se tentarmos calcular ry, por exemplo,

apos varias substitui¢coes obteremos a equagao

a, P +a, "V va "2+ +ar +ag=0
n'1 n-1"1 n-2"1 171 0

P(ry)

o0 que equivale a equacio dada. Por exemplo, se tentarmos resolver a equacio P(x) = x> —6x?+3x+10,

simplesmente usando as relagdes de Girard, teremos

1’1+1’2+7’3:6 (216)
nry+ 13+ 103 =3 (2.17)
rirary =—10 (2.18)
Usando a equagao (2.17) obtemos
10
r(rp+r3)=3 = r6-r)-—=3

r



32 CAPITULO 2. EQUACOES POLINOMIAIS

e, dai
r12(6—r1)—10 =3r =

1 —6r2+3r +10=0.

P(ry)

Quando uma condigao adicional é dada, (por exemplo, a soma das raizes é 1) entao, como vimos no
Exemplo 1.4.3, é possivel determinar explicitamente a solu¢ao da equagao.
2.5 Raizes complexas

Teorema 2.5.1 Se P(x) é uma equagao polinomial com coeficientes reais e z = a + bi é uma solugdo, entdo

z=a—bi também o serd.
Demonstragao Suponha que
P(x)=a,x" +a,_1x"  +a, ,x"? + . +ayx+ay=0,
que os coeficientes ay, ay, as,..., a,, sejam todos reais e que z = a + bi seja uma raiz de P(x). Entao,

P(z)= a,(2)"+a,_1(2)"" Yva, 5z )”+2+...+a12+a0

= a,z"+a, 12" +a, 2"+ . +a;Z+ag

= 4,2"+8,12" 1+ G, 22"+ .. +a;Z+dg

= a,z"+a, 12"V +a, 2"+ . +az+ay

= ax"+a, X"V +a, ,x"2+..+a;x+ag=P(z)=0=0,
como queriamos demonstrar. [

Teorema 2.5.2 Se uma equagao polinomial P(x) = 0 com coeficientes reais admite a raizz=a+ bi (b= 0)
com multiplicidade p, entdo também admite a raiz Z = a — bi com multiplicidade p.

Demonstragao: Suponhamos que a equagao P(x) = 0 com coeficientes reais admite a raiz z = a + bi
(b # 0) com multiplicidade p e a raiz z = a—bi com multiplicidade g, com g # p. Mostraremos que isso
leva a uma contradi¢ao. De fato seja m = min{p,q}. Como o polindmio P(x) é divisivel por (x —z)P e
por (x —z)4, entao P é divisivel por (x —z)" e por (x —z)™. Visto que z # z, segue que P é divisivel por
(x—z)".(x —2z)™. Desse modo,

P= [(x-2)"(x-2)"]Q
(x z)(x-2)]".Q

x°—(z+2z)x+2z]".Q

[
[
[x?
[x? - 2ax + (a® + b?)]"™.Q

Como P e [x?—2ax+(a’+b?)]™ tém coeficientes reais, segue-se que Q também tem todos os coeficientes

reais. Assim, sao possiveis dois casos:

(1) m =p < q. Nesse caso Q nao seria divisivel por x —z, ou seja, Q(z) # 0 e Q(z) = 0, 0 que seria um

absurdo.

(2) m = q <p. Nesse caso, Q nao seria divisivel por x—z mas seria divisivel por x—z, ou seja Q(z) = 0
e Q(z) =0, o que seria um absurdo.
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Assim, deve-se ter q = p. n

Observacao 2.5.1 Os dois teoremas precedentes so se aplicam a equagdes polinomiais que possuem

coeficientes reais. Por exemplo, a equacgao x>

—ix = 0 admite comjo raizes 0 e 7, entretanto nao admite
—i (conjugado de i) como raiz.

Visto que a toda raiz complexa z = a+ bi de uma equacao polinomial P(x) = 0, com coeficientes
reais, corresponde uma outra raiz z = a — bi, com igual multiplicidade, segue-se que o numero de
raizes complexas nao reais de P(x) = 0 é necessariamente par.

Além disso, se uma equagao polinomial com coeficientes reais tem grau impar, entao ela admite
uma reiz real. Assim, por exemplo, toda equagao ax3+bx?+cx+d =0, (com g, b, c e d reais) tem uma

ou trés raizes reais ja que o numero de raizes complexas e nao reais aparecem aos pares.

Exemplo 2.5.1 (Aplicagdes) a) Vamos determinar o menor grau que pode ter uma equagao po-
linomial de coeficientes reais para admitir 1, i e 1 +i como raizes. Ora, para que tal equagao
polinomial tenha tais raizes, devera também ter as raizes conjugadas —i e 1 —i. Portanto, tal

equagao tera no minimo 5.

b) Suponha que desejemos formar uma equagao polinomial de coeficientes reais e grau minimo
que admita 0 como raiz simples; 1 como raiz dupla e 2—3i como raiz tripla. Visto que a equagao

também tera 2 + 3i como raiz tripla, entao a equagao sera
k(x—0)(x—1)*(x—2+3i)°(x=2-3i)° =0

ondekeRek=0.

41+ x3+2x%+3x—-3 = 0 sabendo que uma das raizes

¢) Suponha que desejemos resolver a equagao x
é iV3. Nesse caso, —iV3 também sera uma raiz. Assim, o primeiro membro da equagio sera

dividido por (x—iV3)(x+iV3) = x> + 3. Fazendo a divisio, concluimos que vale a decomposi¢do
(x> +3)(x*+x—-1)=0.

As raizes restante sao x = _115

15

2.6 Raizes reais

Nessa secao desejamos analisar quando a equagao polinomial P(x) = 0 com coeficientes reais admite
raizes em um certo intervalo |a, b|.

Com essa finalidade, seja entdao P(x) = 0 uma equagao polinomial com coeficientes reais. Indi-
quemos por 1y, ra, 13,...,f, suas raizes reais e 21, Z1, 22, 22, 23, 23, «- » Zg) Eq, suas raizes complexas e

nao reais. Pelo Teorema da Decomposicao, tem-se
P=a,(x—r)(x=r2).(x=1p)[(x = 21)(x =21 )(x = 22)(x = Z2)...(x — 2)(x = Z,)]. (2.19)
Facamos o produto correspondente a duas raizes conjugadas, digamos z; = a+ bi e z;. Ora

(x—z1)(x—21) = x? —(zy +Z1)x+ 2121
= x2-2ax+a%+0b?
= (x-a)?+b*>>0, VxeR.
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Com isso verificamos que o produto é positivo para todo valor real de x. Como o polindmio

Q= (x—z)(x=Z1)(x —22)(x = Z3)...(x = 25)(x — Zy)
€ o produto de g fatores do tipo que acabamos de analisar, segue-se que Q assume valor numérico

positivo para todo x real e a expresao (2.19) fica da seguinte forma:

{ P(x) = ay.Q.(x —11)(x = 12)(x = 13)...(Xx = 17)), (2.20)

com Q(x)>0, VxeR.

Teorema 2.6.1 (de Bolzano) Sejam P(x) = 0 uma equagdo polinomial com coeficientes reais e |a,b[ um

intervalo aberto. Entdo:

a) Se P(a) e P(b) tém o mesmo sinal, entdo existe um par de raizes reais ou nao existem raizes reais da

equagdo em a, bl.

b) Se P(a) e P(b) tém sinais contrdrios, entdo existe um niimero impar de raizes reais da equagdo em
la, bl.

Demonstra¢ao: Notemos, inicialmente, que se r; é uma raiz no interior do intervalo ]a, b[, entao
a<r;<b,ouseja
a—-1;<0

b—ri>0 }:(a—ri)(b—ri)<0.

Notemos ainda, que se r, é uma raiz real externa ao intervalo ]a, b[, digamos a < b < r,, entao

a—r,<0

b1, <0 }:(a—ri)(b—ri)>0.

Agora, calculemos o produto P(a) - P(b). Tem-se
P(a).P(b) = [a,.Q(a)(a—r)(a—ry)(a—r13)..(a=71p)]x
[a3-Q(b).(b—11)(b—=12)(b—13)...(0 = 1p)]
= a;[Q(a).Q(0)][(a—r1)(a—r,)(a=r13)...(a—1,)]x

[(b—r1)(b=72)(b—13)...(0 = 1p)]

Desse modo, verificamos que P(a)- P(b) € um produto de p + 2 fatores numéricos, a saber:

(2.21)

um fator é afl >0,
outro fator € Q(a).Q(b) >0, pois Q(x)>0, VxeR,
p fatores do tipo (a—r;)(b—r;) onde r; € uma raiz da equagao.

Assim, os tnicos fatores negativos do segundo membro da expressao (2.21) sao os fatores correspon-
dentes as raizes de P(x) = 0 internas ao intervalo ]a, b[, o que permite concluir a existéncia de duas

possibilidades.

(1) quando P(a) e P(b) tém o mesmo sinal, ou seja, P(a).P(b) > 0, existe um namero par de fatores
negativos do tipo (a —r;)(b —r;) e, portanto, existe um ntimero par de raizes reais da equacao
P(x) = 0 no interior do intervalo ]a, b[.
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(2) quando P(a) e P(b) tém sinais contrarios, isto é, P(a).P(b) < 0, existe um numero impar de
fatores negativos do tipo (a —r;)(b —r;) e, portanto, existe um numero impar de raizes reais da

equacao P(x) = 0 no interior do intervalo |a, b].
Isso, encerra a demonstracao. |

Exemplo 2.6.1 (Aplicagdes) Vamos determinar quantas raizes reais a equagao x> + 5x> —3x+4 =0

pode apresentar no intevalo ]0,1[. Primeiro, observe que se P(x) = x> + 5x? — 3x + 4, entdo

P(0)=03+5.02-3.0+4=4>0
P(1)=13+512-3.1+4=7>0.

Visto que P(0) e P(1) sdo positivos, a equagao pode ter duas ou nenhuma raiz real no intervalo.
Agora, vamos analisar quantas raizes reais a equagdo polinomial x> — 3x% + 7x + 1 = 0 pode
apresentar no intervalo | - 1,1[. Com essa finalidade, considere o polindomio P(x) = x> — 3x3 + 7x + 1.

Temos:
3_3.(-1)?+7.(-1)+1=-10<0
(~1)?+7.(-1)+1=6>0.

e,
—_
—
Il
—_
I
W —

Visto que P(—1) e P(1) tém sinais contrarios, a equagao pode ter uma ou trés sinais no intervalo em
questao.

Para finalizar, consideremos a equagao
x® = 2x* +3x3 = 5x2 + x + (m—3) = 0.

Desejamos determinar m de tal modo que a equagao acima tenha ao menos uma raiz real no intervalo
10, 2[. Para isso, observe que:
P(0)=m-3 e P(2)=m+3.

A condigao de existéncia traduz-se em P(0).P(2) < 0. Assim, deve-se ter (m —3)(m+ 3) < 0 o que
equivalea -3 <m < 3.

2.7 Pesquisa das raizes racionais
Nessa secao desenvolvemos um método para determinar, caso seja possivel, as raizes racionais de
uma equacgao polinomial P(x) = 0.
Teorema 2.7.1 Suponha que uma equagao polinomial
P(x)=a,x" +a,_1x" " +a, x> +...+ayx+ay=0, (a,%0),

tenha coeficientes inteiros e admita uma raiz racional g (ondepeZeqelZ,q+0, comp eq primos entre
si). Entdo, p é divisor de ay e q é divisor de a,,.

Demonstragao: Se s é raiz de P(x) = 0, tem-se

Multiplicando-se ambos os membros por g", obtemos

n n-1 n-2 _2 n—-1 n_
anp” +ay1p q+ayop g +..+aipqg +aeq =0.
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Isolando a,p" e, depois, agq"”, obtemos

app" = —qlay_1p"  + ay_op" 2+ ..+ a1 pg" "t + apg™ Y, (2.22)

agq" = —planp" " +a,1p" g+t arq"'] (2.23)

Como ag, aj, ay,...,4,, p € q sao todos inteiros, segue que [a,_1p" ' +a,_,p" 2q+..+a;pq" > +apq" ']
e [anp”‘1 + an_lp”‘2q +...+ alq”‘l] também o serao. Portanto, de (2.22) e (2.23), segue que

ap"

——€Z e
q

Isso significa que g divide a,,p" e, como q e p” sdo primos entre si, entdo a, é divisivel por g; de modo

n

€ Z.

analogo, temos que ayq" é divisivel por p e, como q" e p sao primos ente si, segue que p divide a.

Isso encerrra a demonstracao. |
Exemplo 2.7.1 Quais sao as raizes racionais da equagao
2x% - 5x° + 4x* — 5x° ~10x? + 30x - 12 = 0.

As possiveis raizes racionais sao da forma s onde p é divisor de —12 e q é divisor de 2. Desse modo,
temos
pe{-1,1,-2,2,-3,3,-4,4,-6,6,-12,12} e g€{l1,2}.

Assim se a equagao tiver raizes racionais, essas raizes se encontram no conjunto
11 33
-1,1,-2,2,-3,3,-4,4,-6,6,-12,12,——, -,——, =}
{ 272 2 2}
Esses valores foram obtidos dividindo os possiveis valores de g (no caso 1 e 2) por todos os possiveis
valores de p (no caso -1, 1, -2, 2, -3, 3, -4, 4, -6, 6, —12, 12). Fazendo a verificacao de P(x) para as
16 possiveis raizes, obtemos que P(2) =0 e P(%) = 0. Para as demais tem-se P(x) = 0.

Exemplo 2.7.2 Vamos determinar as raizes inteiras da equagao polinomial x>+ 3x% - 3x -9 = 0. Note
que, nesse caso temos que p € {-1,1-3,3,-9,9} e g = 1. Portanto, as possiveis raizes inteiras s estao
no conjunto {-1,1-3,3,-9,9}. Apos verificagao, uma-a-uma, tem-se que P(-3) = 0. Portanto, -3 é a

Unica raiz inteira.

Observagao 2.7.1 E importante observar que o teorema precedente s6 se aplica a equagdes polino-
miais com coeficientes inteiros (todos!). Nao é suficiente que o coeficiente dominante a, e o termo
independente a, sejam inteiros. Por exemplo, a equagio x> — %x +1 = 0 apresenta as raizes 2 e %
enquanto que o teorema precedente (aplicado de forma errada!) nos daria como possiveis raizes 1 e
-1.

Por outro lado se a equagao P(x) = 0 com coeficientes inteiros e ay # 0 admite uma raiz inteira
r = 1, entdo r é divisor de a; (termo independente de P). Assim, as possiveis raizes inteiras de

7x°+x* -3 —x?—x+6=0

sao-1,1,-2,2,-3,3,-6¢ 6.
Se a equagdo P(x) com coeficientes inteiros e coeficiente dominante unitario (a,, = 1) admite
uma raiz racional %, entao essa raiz é necessariamente inteira visto que g = 1. Assim, por exemplo,

qualquer raiz racional da equagao
x4 11x° - 7x> +4x-8 =0,

€ necessariamente inteira pois esta no conjunto {-1,1,-2,2,-4,4,-8, 8}.



Capitulo 3

TRANSFORMACOES ALGEBRICAS

3.1 Conceitos iniciais e exemplos

Defini¢ao 3.1.1 Chama-se transformac¢ao de uma equagao algébrica P;(x) = 0 a toda operacao a par-
tir da qual se obtém uma outra equacgao algébrica P,(y) = 0 cujas raizes estejam relacionadas com as
raizes da equacao inicial através de uma lei conhecida y = f(x). Nesse caso, a equagao P;(x) =0 é
chamada equagdo primitiva, enquanto que a equagao P5(y) = 0 é chamada equagado transformada e a lei

v = f(x) é chamada relagdo de transformagao.

2

Exemplo 3.1.1 Se P;(x) = 3x*~7x2+5 = 0 é a equagio primitiva e y = x? é a relacao de transformagio,

entao:

Py(y) =3(v9) - 7(\)* +5=3p* -7y +5=0
¢ a equacao transformada. Nesse caso, as raizes de P,(y)=0 sdo iguais aos quadrados das raizes de
Pl (.X) =0.

Exemplo 3.1.2 Seja P;(x) = 2x°> —5x2+7x—1 = 0 a equagio primitiva e y = x— 1 a relagdo de transfor-
magao. Entao
P(y)= 2(y+1)P°-5@+1)*+7(y+1)=
= 293+92+39+3=0
€ a equacao transformada.
E interessante observar que, no presente exemplo, as raizes de P,(y) = 0 sdo iguais as raizes de
Pi(x) = 0 diminuidas de 1.

A seguir faremos uma analise das trés principais transformacoes que sao mais usuais em equa-

¢Oes polinomiais.

3.2 A transformacao multiplicativa

Definicao 3.2.1 Chama-se transformag¢ao multiplicativa aquela na qual a relacao de transformacao
é dada por
y=kx, (k=0).

No presente caso, dada a equagao primitiva P;(x) = 0, substituindo x por % e fazendo as devidas

simplificagoes, obtemos a transformada P,(y) = 0, cujas raizes sao precisamente as raizes de P;(x) =0
multiplicadas por k.

37
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Exemplo 3.2.1 Dada a equacio x3—2x?+x+1 = 0, vamos obter sua transformada pela relacio y = 2x.
Ora,

P =R)=CP-28)7+E)+1=0

Apos eliminacao dos denominadores, chegamos a conclusao de que
Py(y) =y —8y> +4y+8=0.

Exemplo 3.2.2 Suponhamos que desejemos obter a transformada que apresenta como raizes os si-
métricos dos triplos das raizes de 5x° + x> — x + 1 = 0. Nesse casos, temos: equacdo primitiva: Py (x) =
563+ x2—x+1=0,

relagdo de transformagdo: y = —3x. Dai, segue que

Pix)=Pi(-3) =52+ (-3~ (-3) +1=0.

Assim, apo6s a eliminac¢ao dos denominadores, obtemos

Py(y) = -5° +3p? + 9y + 27 = 0.

3.3 A transformacao aditiva

Definicao 3.3.1 Chama-se transformacao aditiva aquela em que a relacao de transformacao é dada
por
y=x+a.

No presente caso, dada a equagao primitiva P; (x) = 0, substituido-se x por y —a, e fazendo as devidas
simplifica¢oes, obtemos a transformada P,(y), cujas raizes sao precisamente as de P;(x) acrescidas de

a, sendo 2 um namero complexo qualquer.

Exemplo 3.3.1 Considere a equagao x> — 2x? + x + 1 = 0. Vamos obter sua transformada pela relagao
y=x+2.Ora,
Pi(x)=Pi(p-2)=(-2°-2(y-2)°+(p-2)+1=0

0 que apos a simplificagao, nos leva a
P(y) =v> - 8y? +21y—17 = 0.

Exemplo 3.3.2 Nesse exemplo, vamos obter a transformada que apresenta como raizes as raizes de

2

563 +x2—x+1=0

diminuidas de 3. Nesse caso, temos

2

equacdo primitiva: P (x) =5x3 + x> —x+1=0

relagdo de transformagdo: y = x — 3. Dali,
Pi(x)=P(y+3)=53+3)°+(@m+3)>—(y+3)+1=0.
Apos a simplificacao da expressao acima, obtemos

Py () = 59° + 46> + 140y + 142 = 0.
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Observe que os resultados obtidos nesses dois exemplos poderiam ser indicados de outro modo,

digamos:

0 Pi(x)=x3-2x2+x+1
Py(x+2)=(x+2)3-8(x+2)?+21(x+2)-17

0 Pi(x)=5x>+x2—x+1
Py(x—3)=5(x—3)3+46(x—3)>+140(x - 3) + 142

onde P;(x) = Py(x + a) para todo valor complexo atribuido a x, visto que desenvolvendo as potén-
cias indicadas em P5(x + a), obtemos P;(x). Podemos dizer entao que P;(x) e P,(x + a) sao fungdes

polinomiais idénticas.
Teorema 3.3.1 Dada a equagdo primitiva
Pi(x) = aux" +a, X" +a, ,x"? +a,x +ag

a sua transformada aditiva é

2

Py(x+a)=Ry.(x+a)"+Ry_q1.(x+a)" P +R,_p.(x+a)" >+ ..+ Ry.(x+a) + Ry =0

onde Ry, Ry, Ry,...,R,, sdo os restos das divisoes de Py pelos sucessivos quocientes por (x + a).

Demonstragao: Provemos que P;(x) e P;(x + a) sao fun¢des polinomiais idénticas. Isso sera feito por
etapas.
1% Etapa Quando dividimos P; (x) por x + a, obtemos um quociente Qg (de grau n —1) e um resto Ry
de tal modo que se tem

Py = Qq.(x+4a) + Ry. (3.1)

22 Etapa Quando dividimos Qg por x+a, obtemos quociente Q; (de grau n—2) e resto R; de tal modo
que

QOZQI.(X+Q)+R1 (32)
e, substituido (3.2) em (3.1), resulta:

P =Qq.(x+a)?+R;(x+a)+Ry. (3.3)

3% Etapa Quando dividimos Q; por x + 4, obtemos um quociente Q, (de grau n — 3) e resto R, de tal

modo que
Ql = Qz.(X+&Z)+R2. (34)

Substituido (3.4) em (3.3), resulta que
P =Qs.(x+a)® +Ry.(x+a)® + Ry.(x +a) + Ry, (3.5)
e assim, sucessivamente, até que:
P =Q,o(x+a)" ' +R, y(x+a)" 2 +..+Ry(x+a)+R,.

4% Etapa Quando dividimos Q,,_, por x + a, obtemos o quociente Q,,_; (de grau 0) e resto R,,_; de tal
modo que

Qu2=Qu1.(x+a)+ R, (3.6)
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e, substituindo (3.6) em (3.5), obtém-se
Quo2=Qu1.(x+a)"+R,_1.(x+a)" ' + ...+ Ry (x + a) + R,

Finalmente, a divisao de Q,,_; por x + a produz um quociente 0 e resto R,. Assim, Q,_; = R,, o que
resulta em
P =R,.(x+a)"+R,_1.(x+a)" ' +R,_5.(x +a)" % +...+ Ry.(x + a) + R,
0 que demonstra o teorema. |
Do teorema acima resulta que a transformada aditiva de P;(x) = 0, de grau n, é definida pelos
n+ 1 restos das divisoes do polinomio P; e os sucessivos quocientes, por x +a. As sucessivas divisoes
por x +a podem ser realizadas mais rapidamente com o auxilio do chamado dispositivo de Horner-

Ruffini (semelhante ao dispositivo de Briot-Ruffini), conforme ilustrado abaixo:

-a Py
Qo Ry
Q1 Ry
Q2 Ry
Q3 R3
,,,,,,,, 1o
Qn—l Rn—l
Ry

Exemplo 3.3.3 Dada a equacao x> —2x%+x+1 = 0, vamos obter sua transformada aditiva pela relacao

v = x + 2. Pelo dispositivo de Horner-Ruffini, tem-se

-2 1 -2 1 1
1 -4 9 -17=Rg
1 -6 21 =Ry
1 -8=R»
1=R3

Portanto, a transformada aditiva desejada é dada por
(x+2)?—8(x+2)+21(x+2)-17 = 0.

2

Exemplo 3.3.4 Suponhamos que desejamos desenvolver o polindmiio P; = 5x3+x?—x+1 em poténcias

de x — 3. Pelo dispositivo de Horner-Ruffini, temos

3 5 1 -1 1
5 16 47 ‘ 142 =R,
5 31 ‘ 140 = Ry
5 46 =R,
5=Rj3
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Portanto segue-se que
Py =5(x—3)% +46(x —3)? +140(x — 3) + 142.

6 _x*+3x%+1 =0, suponhamos que desejamos obter uma equacio

Exemplo 3.3.5 Dada a equagao x
cujas raizes sejam as raizes da equagao dada acrescidas de 1. Assim o problema consiste em achar

a transformada aditiva através da relacao y = x + 1. Usando o dispositivo de Horner-Rufini, tem-se

entao

-1 1 0 -1 0 3 0 1
1 -1 0 0 3 -3 4
1 -2 2 -2 5 -8
1 -3 5 -7 12
1 -4 9 -16
1 -5 14
1 -6
1

Desse modo, a equagao procurada é a

p® —69° + 14p* —16y° +129° -8y +4=0.

3.4 A transformacgao reciproca

Defini¢ao 3.4.1 Chama-se transformacao reciproca aquela em que a relagao de transformagao é
dada por

1 =0
=—, x=0.
y X

Dada a equacgao primitiva P;(x) = 0, substituindo x por % e fazendo as devidas simplificagoes,

obtemos a transformada P,(y) = 0, cujas raizes sao precisamente os inversos das raizes de P;(x) =0

Exemplo 3.4.1 Dada a equagio x°> - 2x? +x+ 1 = 0, vamos obter sua transformada pela relagao y = )l—c
De fato.
P = Ri(5) = () =2+ () +1=0.
y y y y
Apbs as simplificagoes obtém-se
P(y)=1-2p+p?+9° =0,

Exemplo 3.4.2 Suponha que desejemos obter a transformada que apresenta como raizes os inversos

2 2

das raizes de 5x3 + x*> —x + 1 = 0. Tem-se, entdo: equacdo primitiva: P(x) =5x3 + x> —x+1=0

relagdo de transformagado: y = %
Portanto, tem-se
1 1, 1
Pi(x)=Pi(=)=5(=)"+(=
y y y y
que, apos as devidas simplifica¢des, nos leva a

Py(y)=7y>-p+p+5=0.
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Observe que, para se obter a transformada reciproca é suficiente inverter totalmente a ordem

dos coeficientes da equagao primitiva e trocar x por y:
Pl (X) = anx” + an_lx"_l + an_zx”_z +..t+tax+ayg= 0,

Py(y) =agy" + aly”_l +..+ an_zy”_z +a,_1y+a,=0.

Assim, por exemplo, tem-se:
O+ 2x 4363 +4x2 +5x+6=0,

6y5+5y4+4y3+3y2+2y+1:0.

3.5 Equacgoes reciprocas

Defini¢ao 3.5.1 Uma equagao polinomial P(x) é chamada reciproca se, e somente se, é equivalente

a sua transformada reciproca P(%) =0.

Teorema 3.5.1 Seja P(x) = 0 uma equagao reciproca, tendo o como raiz com multiplicidade m. Entdo, %
também serd uma raiz dessa mesma equagao, com multiplicidade m.

Demonstragao: Ja sabemos que se @ # 0 é uma raiz de P(x) = 0, entao é é raiz da transformada

reciproca P()l—c) =0,tendoa e % a mesma multiplicidade. Se P(x) = 0 é equivalente a P()l—c) =0, entao
toda raiz da segunda também sera raiz da primeira e, portanto, % é raiz de P(x) = 0. [

O teorema precedente sugere um processo para construir equagoes reciprocas: basta formar a

equacao tomando o cuidado de a cada raiz a fazer corresponder uma raiz é com a mesma multipli-
cidade de a.

Vejamos alguns exemplos.
Exemplo 3.5.1 P(x)=4(x-2)(x— %) =0 é uma equacio reciproca, ja que P(x) = 4x>—10x+4=0e

B 4 —10x + 4x?
h X

P(1)=4()~10(1) +4

sao equacoes equivalentes.

Exemplo 3.5.2 A equagao P(x) =18.(x—3)(x— %)(x + %)(x + %) € uma equagao reciproca que pode ser

escrita sob a forma
18x*—21x3-94x?> - 21x+18 = 0.

Exemplo 3.5.3 P(x)=2.(x—1)3(x— %)(x—Z) = (0 é uma equagao reciproca que também pode ser escrita
sob a forma
2x° — 11x* +23x° = 23x%> + 11x -2 = 0.
Observe que, neste exemplo a raiz @« = 1 corresponde a raiz é =1.
Exemplo 3.5.4 P(x) = (x—2)(x—3) = x?> —5x + 6 ndo é uma equacao reciproca, ja que suas raizes 2 e 3

nao vém acompanhadas de suas respectivas inversas.

Exemplo 3.5.5 P(x) = (x—2)%(x - %) também nao é uma equacao reciproca, ja que as raizes 2 e % nao

tém a mesma multiplicidade.
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Pelo exposto, aprendemos a reconhecer, de imediato, quando uma equagao disposta na sua
forma fatorada é ou nao uma equacgao reciproca. No entanto, as equagoes polinomiais raramente
vém na forma fatorada. Desse modo, necessitamos de um critério que garanta quando uma equagao

polinomial é reciproca.

Teorema 3.5.2 (do reconhecimento) Uma equagio polinomial P(x) = 0 é reciproca se, e somente se, seus

coeficientes equidistantes dos extremos forem iguais ou simétricos.
Dada a equagao polinomial
P(x)=a,x" +a,_1x" V4 a,_ ,x" P+ . +ajx+ay=0

dizemos que a,, e ag sao os coeficientes extremos, a,,_; e a; sao coeficientes equidistantes do extremos,
a,_, € a, também, etc. De modo mais geral, a,_j e a;, onde k < n sdo equidistantes dos extremos.
Demonstragao: Consideremos, entao, a equacao polinomial de grau n

1 2

P(x)=a,x"+a,_1x" +a, ,x""+..+a;x+ay=0.

(&) Suponhamos que a,,_j = +ay, para todo inteiro k, onde 0 < k < n. Entao, é imediato que
1
P(-)=0
()
é equivalente a P(x) = 0. = Provemos, agora, que se

P(x)=a,x" +a, 1 x" V+a, ,x" 2+ . +ax+ay=0

1 2

P(=)=apx"+a;x"  +apx" 2+ .+ a,_ x> +a, 1 x+a, =0
X

sao equagoes equivalentes, entao a,_; = +ay, para todo k = 0,1,2,...,n. De fato, da equivaléncia das

equagoes segue que os coeficientes devem ser proporcionais, ou seja

ay = p-ag
ap-1 =p-4
ay—2 =p.ay
a =pap2
ay =pan-1
ap =pa,

Observando as igualdades acima, vemos que

p-k =pax € Aag=p.Ayk-

Dai, segue que
Ak = p(p-an-k)-

Logo, p? = +1, ou seja a,,_; = +ay, como queriamos demonstrar. |
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Exemplo 3.5.6 As equagdes polinomiais abaixo sdao todas reciprocas:

4x> - 10x+4=0
18x*-21x3-94x2-21x+18=0

2x° —11x* +23x3 - 23x2 +11x-2=0
3x7 +5x°> +5x> +3=0.

Observe que a ultima das equagdes acima pode ser reescrita sob a forma
3x7 +0.x°+5x° + 0.x* + 0.x% + 5x% + 0.x + 3 = 0.
Com o objetivo de facilitar sua resolucao, classificamos as equagoes reciprocas em:

a) equacgoes reciprocas de 1% espécie: sao aquelas em que os coeficientes equidistantes dos extremos
sao iguais,
a, =4ag, Aay_1=4ay, Ady_y)=4ay, ..

Por exemplo
33 +4x% +4x+3=0

7x*—11x° 5%~ 11x+7 =0
sao equagoes reciprocas de primeira espécie.

b) equacgées reciprocas de 2% espécie: sao aquelas em que os coeficientes equidistantes dos extremos
sao simétricos, isto é

a, =—dag, Aduy—1 =—4y1, Ay_p=—4ap, ...

Assim,
7x3 —6x°>+6x-7=0

4x* —5x3 +5x-4=0

sao exemplos de equagoes reciprocas.

3.6 Propriedades notaveis das equagoes reciprocas

1% propriedade: Toda equacao P(x) = 0, reciproca de 2% espécie admite o numero 1 como raiz. A

divisao de P por x — 1 conduz a uma equacao reciproca de 1% espécie. De fato, se P(x) = 0
apresenta os coeficientes equidistantes dos extremos simétricos, entao a soma dos coeficientes

equidistantes dos extremos € nula, ou seja
P(l)=a,+a,_1+a,o+...+a,+a;+ag=0,
ou seja, 1 é raiz. Aplicando o dispositivo pratico de Briot-Ruffini, obtemos

an an-1 an-2 az al ag ‘ 1

an (an+an-1) A +ap—1 +ap—2 (an +ap-1) an ‘ 0 ‘

Q(x)

Portanto, P(x) = (x—1).Q(x) = 0 e Q(x) = 0 € uma equacao reciproca de 1% espécie.
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2% propriedade Toda equagao P(x) = 0, reciproca de 14 espécie e grau impar admite o nimero -1
como raiz. A divisao de P(x) por x + 1 conduz a uma equagao reciproca de 1% espécie de grau
par. De fato, como P(x) = 0 apresenta numero par de coeficientes iguais dois a dois, tem-se
entao:

P(—l) =—a,+a,4.1 — Ay +..+a,—a;+ay=0,
e, portanto, —1 é raiz. Aplicando o dispositivo de Briot-Ruffini, obtemos

an an-1 an-2 az al ao ‘ -1

an  (ap-1+ap) Ap-2 —ap-1+an (a1 —ap) ag ‘ 0 ‘

Q(x)

Portanto, P(x) = (x + 1).Q(x) e Q(x) é uma equacao reciproca de 1% espécie e grau par.

Analisemos um pouco mais de perto as equagoes de 12 espécie e grau par.
Para isso, vamos resolver a equagao polinomial P(x) =0 onde a,_ =a, para0<k<nen=2p

(n é par). Temos que

2p-1 2p-2

agx?P +a;x arx ot ap_le”z +a,_1 xP+l 4 a,xP+

ap,lxp‘l + ap,zxp‘2 +o+ayx?+ajxt +ap=0.
Dividindo ambos os membros por x”, obtemos
al +a xPl axP 24+ ap_zxz +ta, | +a,t

1 1 1 1 1 _
ap_lz +[1p_2F +... +512F +Q1F +€l0x—p =0.

Associando os pares de termos equidistantes dos extremos, vem

1 - 1 - 1
ag(x?P + )+ ay (x4 por=y) ay(x?P2 + Z7) tot

2,1 1 -
apo(x“+5)+ap1(x+3)+a, =0
Fazendo a transformacgao y = x + %, obtemos

1 1
x2+—:y2—2, x3+—:y3—3y, x*

3 3 :y4—4y2+2, etc
X X

x*
Assim, a equagao (3.7) se transforma em

2 3 _ _n
ap+ap, 1y +a, 2(y”—2)+a, 3(y°—3y)+..=0 (degraup= E)'

Exemplo 3.6.1 Vamos resolver a equacgao 6x* —35x3 + 62x% —35x+ 6 = 0. Dividindo essa equacdo por
x%, obtemos

1 1
6x% —35x+62-35.-+6.— =0,
X X
0 que equivale a

1 1
6(x* + —) - 35(x + 2)+62=0.
X

Fazendo a mudanga de variavel y = x + %, a equagao precedente se torna

6(y>—2)—35y+62=0,
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resultando na equagio do segundo grau 6y? — 35y + 50 = 0, cujas raizes sdo y = % e %. Assim, se
x+% = % tem-se 2x2 —5x+2 = 0 de onde se obtém x =2 ou x = % Por outro lado, se x + )l—c = %, tem-se
3x2-10x+3=0¢,dai,x=3oux = % Portanto o conjunto solugao da nossa equacao inicial é
1 1
S=1{2,-,3,=}.
2,5,3,3)

Exemplo 3.6.2 Vamos resolver a equacio 6x°—13x>—6x*+26x3—6x2—13x+6 = 0. Para isso, dividimos

essa equagao por x>, obtendo

1 1 1
6x3—13x>—6x+26-6.——13.— +6.— =0,
X x2 x3

ou ainda,

1 1 1
6(x> + =) —13(x* + =) —6(x+ =) +26 = 0.
X X X

Fazendo a mudanga de variavel y = x + %, obtemos a equacao
6(y> —3y)—13(y*-2)-6v+26=0,

ou ainda
6y° — 139> — 24y +52 = 0.

Fazendo a pesquisa das raizes racionais, encontramos y =2,y =-2ouy = %. Assim,
a) se x+ )1—( = 2, entao obtemos a raiz dupla x = 1;

b) se x+ ;1? = -2, entao obtemos a raiz dupla x = —1;

[\S][}}

C) se x+ )l—c = %, entao obtemos a raizes x = % ou x =

Logo, a equacao inicial tem por conjunto solugao S = {1,-1, %, %}.

Observacao 3.6.1 De modo resumido, temos os seguintes resultados:

a) Dada uma equacao reciproca de 2% espécie e grau impar, sabemos que uma de suas raizes € 1.
Assim, dividindo por x — 1, recaimos numa equagao de 1% espécie e grau par.

b) Dada uma equagao reciproca de 24 espécie e grau par, sabemos que uma das raizes é 1. Assim,
dividindo por x — 1, recaimos numa equacao de 14 espécie e grau impar. Nesta uma das raizes

é —1 e, dividindo por x + 1, recaimos numa equagao de 1% espécie e grau par.

c) Dada uma equacgao reciproca de 1% espécie e grau impar, sabemos que uma das raizes é —1. Dai,

dividindo por x + 1, recaimos numa equagao de 12 espécie e grau par.



Capitulo 4

CONSIDERACOES FINAIS

Essa dissertagao teve por objetivo o resgate de contettdos pouco ou nunca considerados nos ultimos
tempos no ensino médio no Brasil. Iniciamos com uma apresenta¢ao mais ou menos autossuficiente
introduzindo os conceitos basicos necessarios ao estudos dos polindmios, tais como o grau de um
polindmio, as operagoes de adi¢ao, subtragao, multiplicacao e divisao de polindmios. Foram discuti-
das ainda algumas ferramentas necessarias como a divisao por polindmios do primeiro grau, e mais
precisamente algoritmos como o de Briot-Ruffini. Finalmente fizemos uma apresentacao das trans-
formagoes algébricas mais simples desejando que o assunto possa ser de utilidade para quem deseja

se aprofundar no estudo da algebra.
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