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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo estudar propriedades qualitativas de solugoes para

a seguinte classe de equacoes elipticas dada por
—div(w|Vu|P~2Vu) = f(z,u), em
u = 0, sobre 0f).

em dominio limitado, para nao linearidade f e func¢ao peso w. Além disso foi abordado
também neste trabalho a existéncia de solucao nao negativa para uma classe de equacoes

elipticas envolvendo o operador Laplaciano com peso.

Palavras-chave: p—Laplaciano. Espacos de Sobolev com peso. Existéncia de solucao.



Abstract

The present work aims to study qualitative properties of solutions for class of elliptic

equations given by the next lecture

—div(w|Vul[P2Vu) = f(z,u), in Q
u =0, in 0.

in bounded domain, for nonlinearity f and w is weight function. Furthermore, this work
also addressed the existence of a nonnegative solution for a class of elliptic equations

involving the weighted Laplacian operator.

Keywords: p—Laplacian. Sobolev spaces with weight. Existence of solution.



Lista de simbolos

S+ Conjunto de todos os elementos nao negativos do conjunto S

|S] Medida de Lebesgue do espaco S;

Q Subconjunto limitado e suave do R¥;

C () Espaco das fungoes infinitamente diferenciaveis com suporte compacto
em ()

At Operador p—Laplaciano com peso w, dado por A, ,u = div(w|Vu[P~2Vu);

AP} Operador Laplaciano com peso w(z) = |z|72* dado por Ag,u =

div(|z|72*Vu);

LP(2) Espago de Lebesgue, dado por LP(§2) = {u Q- R;/ lulPde < +oo} , 1<
Q
p < +00;

WkP(Q) Espaco de Sobolev, dado por WkP(Q) = {u: Q — R;u € LP(Q) e D € LP(Q)},
1<p<+4oo, |a|<klekeN;

LP(Q,w) Espaco de Lebesgue com peso w, dado por
LP(Q,w):{u Q—>R/ |u|pdx<+oo}, 1 <p<+o0;

WhP(Q,w) Espago de Sobolev com peso w, dado por WhP(,w) = {u Q-

(/ |u(z |”dm+/ x)|Vu(z |pdx) <+oo},1§p<oo;

WoP(w)  WoP(Qw) = {C& (N, - [[1pw )3

1
||| e Norma da fun¢ao u no espago LP(§2) dada por ||ul|r» = (/ |u(x)|pdx> i
0

1
|| [ Norma da fungao u no espago W*?(Q) dada por ||u||yx» = (Z|a|<k || Dul| |Lp) "

1
| |p.w Norma da fungdo u no espago LP(Q, w) dada por ||ul|p.m = (/ w(:c)|u(x)\pdx> "

0
1

||k pow Norma da fungao u no espago W*?(Q, w) dada por ||u| | p.. = (Z|a‘<k || D>l \p wa) v

HUHWS,p(Q,w) Norma da funcio u no espaco W, ”(Q, w) dada por HUHWS,p(Q,w) =
1

w(x)|VulPdx E;
(U )



Norma da funcéo u no espaco Wy *(Q, w) dada por ||u|| = (/ \:U|_2“]Vu]2das> :
0

|72¢ ¢ a fungio peso;

em que w(x) = |z
Conjunto das fungoes pesos w, tais que w € L} (Q) e wET € Li,.(Q);

Conjunto das fungoes g : (0,00) — (0,00) tal que g é uma fungao de

classe C';

Conjunto das fungoes f € G tal que f'(y) > (p — 1)[f(y)]5%§ para todo
y > 0;

Convergéncia fraca, quando n — +o00;
Convergéncia forte, quando n — +oc;
Imersao continua;
quase todo ponto;

Sequéncias que convergem a zero quando n — +00;
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1 Introducao

Neste trabalho vamos estudar propriedades de soluc¢oes positivas para a seguinte

classe de equagoes elipticas dada por
—Appu = f(z,u), 1<p< oo, (1.1)
em que w € A, é a funcdo peso e A, ,, é o operador p-Laplaciano com peso, dado por
A, u = div(w|Vu|P~*Vu)

em um dominio suave limitado 2 C R™ e nao linearidade f. Note que, quando w =1, o
operador A, ,, torna-se o operador p-Laplaciano A, definido por Ayu := div(|Vu[P~2Vu)

o que se reduz ainda mais ao Laplaciano classico A para p = 2.

Fazendo uma breve andlise histérica sobre o problema (1.1) temos inicialmente o
trabalho pioneiro de Fabes [19], onde os autores estabeleceram um resultado de regularidade
de Hoélder local e algum principio do maximo junto com Poincaré para estudar problemas
em operadores elipticos degenerados com pesos de Muckenhoupt. Além disso, resultados
relativos as desigualdades com peso de Poincaré e Sobolev foram obtidos por Chanillo e
Wheeden [10], enquanto que o teorema de Liouville foi provado para o peso w(x) = |z|" com
r> N e N > 2 em De Cicco-Vivaldi [12] e o problema de autovalor degenerado estudado

em Kawohl [24]. Em Prashanta [21] estes resultados sao melhorados e complementados.

Assim o primeiro objetivo deste trabalho é estudar os resultados obtidos em [21]
que fornecem condigoes suficientes para a funcao peso w estabelecer a inexisténcia de
supersolugoes positivas, desigualdade do tipo Hardy, teorema da comparacao e propriedades
de simplicidade e monotonicidade do primeiro autovalor para o operador p-Laplaciano com
peso na estrutura do espago de Sobolev com peso. Alguns desses resultados sdo obtidos
como consequéncia da famosa Identidade de Picone. Vale ainda ressaltar que quando w = 1,
varias propriedades qualitativas de solugoes para a equagao (1.1) vem sendo estudadas nos

ultimos anos, uma boa referéncia esta no artigo de Allegretto-Huang [2].

Posteriormente, inspirados pelos belos trabalhos de [3] e [6] mostraremos a existéncia

de solucao nao negativa para a seguinte classe de equagoes elipticas

—Ngu = f(u)|z|72"%, em Q C RV,
s = fu)le )
u >0, em €.

em que Ay, é o operador Laplaciano com peso, dado por Ay,u = div(|z|2*Vu) e
N —

N2>3 —x<a< 7 a<e<a+1, d:1+a—662*:N 5 que denota o

expoente critico de Hardy e Sobolev. Além disso, supomos que f é uma funcdo continua

que satisfaz as seguintes condigoes:
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o fls) f(s) .
() iy s = lmup =y = Oemque L <r <21
F(s)
l. =
(f2)  flim W =T

(f3) H(s)=sf(s)—2F(s) é crescente em |s| e H(0) = 0.

Obtemos a existéncia de solugao para o problema acima usando uma versao do
conhecido Teorema do Passo da Montanha encontrada em [13]. Como ocorre em problemas
deste tipo, nos deparamos com a necessidade de mostrar a limitagao da sequéncia de
Cerami, para isso adaptamos os resultados de [3]. E para mostrar a convergéncia forte da

sequéncia de Cerami utilizamos a condigao Sy encontrada na referéncia [27].

Apresentaremos a seguir a disposicao geral deste trabalho. No Capitulo 2, apresentamos
alguns resultados preliminares sobre espagos de Lebesgue e espacos de Sobolev que serao
essenciais no decorre deste trabalho. No Capitulo 3, faremos uma breve introducao aos
espacos de Lebesgue com peso e espacos de Sobolev com peso, enunciando e provando
alguns resultados sobre esses espacos. Para o Capitulo 4, fazemos um estudo qualitativo de
algumas propriedades de solucoes positivas para alguma equacao eliptica em um dominio
limitado e com nao linearidade f. Por fim, no Capitulo 5 mostramos a existéncia de
solucoes nao negativas para uma classe de problemas elipticos envolvendo o operador

Laplaciano com peso.



2 Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados sobre os espagos de Lebesgue
LP(Q) e espagos de Sobolev W*P(Q), juntamente com o Teorema do Passo da Montanha
que serao fundamentais para os capitulos posteriores. Os resultados podem ser encontrados
em [1], [8], [9] e [16] .

2.1 Espacos de Lebesgue L7

Definicdo 2.1. Seja 1 < p < oo, Q C RN um conjunto mensurdvel e u : Q — R.

Denotamos por LP(2) o conjunto das fungoes u = u(x) mensurdveis tal que / lu(x)Pdr <
Q

||| rr = (/Q |u(x)|pdx>; .

E o espago L>®(Q)) é o conjunto de fung¢oes mensurdveis limitadas, isto €, existe uma

+o00 dotado da norma

constante C' > 0 tal que |u(z)| < C q.t.p sobre Q dotado da norma

l|ul|pe = Inf{C;|u(x)| < C q.t.p sobre Q}.

Chamamos o espago LP(£2) de Espago de Lebesque. Além disso, LP(2) equipado
com a norma ||u||L» é um espago de Banach [9, Teorema 4.8] que é para 1 < p < o0

uniformemente convexo e, portanto, reflexivo.

Definicao 2.2. Denotamos por LY ,.(Q) o conjunto das fungoes u = u(x) definidas em

para o qual u € LP(Q) para todo conjunto compacto Q) C Q.

Teorema 2.3. (Teorema 3.18 - [9], pdg. 69) Sejam E um espago de Banach reflexivo
e (u,) uma sequéncia limitada em E, entdo eziste uma subsequéncia (uy,) de (u,) que

converge na topologia fraca de E.

Teorema 2.4. (Teorema 4.9 - [9], pdg. 94) Seja (u,) uma sequéncia em LP(2) e seja
u € LP(Q) tal que ||u, — u||r — 0. Entdo existe uma subsequéncia (u,,) e uma fungao
h € LP(Q) tal que

(1) Un, () = u(x) ¢.t.p em Q.

(7)) |un,(x)| < h(z) para todo k q.t.p em €.

Proposicao 2.5. (Lema 2.2 - [1], pdg. 23) Sejam a,b >0 e 1 < p < +o0, entdo
(a+ b)P <2071 (aP + bP).
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Proposigao 2.6. (Teorema 1.2.2 - [7], pdg. 7) Sejam a,b € R e 1 < p < 400, entio
ja —b" < 2°(lal” + [b]P).

Proposigao 2.7. (Desigualdade de Young - [23], pdg. 219) Sejamp>1eq>1

reais tais que % + % = 1. Dados a >0 e b > 0 entdo vale

p q
< ¥ (2.1)
P oq

valendo a igualdade se a? = bP.

Teorema 2.8. (Desigualdade de Hélder - [9], pdg. 92) Sejam p,q > 1 tais que
%—I—% = 1. Suponha que u € LP() ev € LI1(Q) com 1 < p < oo. Entio uv € L'(Q) e

[|uvl|r < JJullo[|v]] Lo
Lema 2.9. (Lema de Fatou - [9], pdg. 90) Seja (u,) uma sequéncia de fungoes em
LY (Q) tal que
(1) para todo n, u, >0 q.t.p em Q.
(17) supn/ Up, < 00.
Q

Para quase todo x € Q2 definimos u(zx) = lim inf un(x) < +00. Entdou € L' e

/Qun(m) <liminf [ w,(z).

n— oo 9}

Teorema 2.10. (Teorema da Convergéncia Dominada - [9], pdg. 90) Seja (f,)

uma sequéncia de fungoes em L*(Q)) que satisfaz

(1) fu(z) = f(z), ¢-t.p em Q.
(it) Ewiste uma fungdo g em LY(Q) tal que, para todo n, |fn(z)] < g(x) g.t.p em Q.
Entao f estd em LY(Q) e ||f, — fllzr ) — 0.

Definicao 2.11. Dizemos que uma sequéncia (u,,) € uma sequéncia de Cerami, abreviadamente

sequéncia (C), para um funcional I de classe C* se (u,) satisfaz
I(up) = ¢ e (14 ||un DI (u,) — 0.

Teorema 2.12. (Teorema do Passo da Montanha - [4, 13]) Seja E um espago de
Banach real e suponha que I € C*(E,R) satisfaca a condicdo

max{/(0),1(d)} < a < <inf{I(u)},
para alguma o < 5, p>0ed € E com ||d||g > p. Seja ¢ < [ caracterizada por :

¢ = inf max I(+(t)),
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onde T = {vy € C°([0,1], E), v(0) =0, v(1) = d} € o conjunto de caminhos continuos
ligando O e d. Entdo, existe uma sequéncia de Cerami de I com o nivel do passo da

mantanha ¢ > 3.

2.2 Espacos de Sobolev W

Seja 2 C RY um conjunto aberto. Denotaremos por z = (z1,...,x,) os pontos de
Q, a=(a,...,a,) € NV as n-uplas de ntimeros inteiros nao negativos (ou multi-indice)

e por |a] = aj + -+ + a, seu comprimento. Além disso, denotamos também

olel

01025 - Oxon

Da

o operador derivagiao. Em particular, se u € C*(2) entao temos que D° = u e D'u =

ou ou . .
Vu = <8,-~- ' | em que D; = % com 1 < 7 < n. Dizemos que o suporte
X1 L, ‘

de u, o qual serd denotado por supp(u), é definido como o fecho em  do conjunto
{x € Q;u(z) # 0}. Se este conjunto for um compacto do RY entdo dizemos que u possui
suporte compacto. Denotamos por C§°(£2) o conjunto das fungoes u : Q@ — R que sao
infinitamente diferencidveis e possuem suporte compacto. As fungoes u € C§(2) sao

chamadas de funcoes testes.

Definigao 2.13. Sejam u,v € L}, .(Q) e « € NV um multi-indice. Dizemos que v € a

a-éstma derivada fraca de u e escrevemos Du = v se

/QuD“sDZ (—1)'“'/91190

para toda fungdo teste ¢ € C§°(Q).

Defini¢ao 2.14. Seja k € N e 1 < p < +oo. Denotamos por W*P(Q) o conjunto de todas

as fungoes u € LP(S2) para o qual as derivadas fracas D*u com |a| < k existem em LP(Q).

O espaco WkP(Q) é chamado de Espago de Sobolev e equipado com a norma
1
P
[ullwrs = (Z HDQUHJZP)
lo| <k

é um espaco de Banach [1, Teorema 3.3] que é para 1 < p < 400 um espago uniformemente

convexo e reflexivo [1, Teorema 3.6].

Definicao 2.15. Denotamos por Wfopc(Q) o conjunto das funcoes u definidas em € para o

qual u € W*P(Q) para todo conjunto compacto Q C Q.

Teorema 2.16. (Teorema de Imersdo - [16], pdg. 21)
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(1) O espago de Sobolev estd imerso continuamente no espago de Banach X, ou seja, a

estimativa

lullx < e [ullwwn

vale para cada fungio u € WHP(Q)) com uma constante ¢ > 0 independente de u,

onde

(a) X = LYQ) com

k
> -~
2> —+ N

S
hS R

desde que kp < N.
(b) X = L"(Q2) com r > 1 arbitrdrio se kp < N.
c = *(Q) desde que kp = N onde m é um inteiro nio negativo e o nimero
X = C™k(Q) desd k N ond q
A sao escolhidos de tal forma que qualquer
(k—m)p—N

(k—m—-1p<N<(k—m)p e 0<A< "

(2.3)

ou (k—m—1)=N e\ € (0,1) arbitrdrio.

(11) Além disso, a imersao (b) é compacta e as imersoes (a) e (¢) sdo compactas se as
desigualdades (2.2) e (2.3) sao estritas.

Apresentaremos algumas definigbes que serao tteis nos proximos capitulos. Para

maiores detalhes sugerimos [18].

Suponha © um dominio limitado de RY e considere o problema de Dirichlet
homogéneo
—Au = f(x), em ,
u =0, em Of).

(2.4)

em que f : R — R é diferenciavel, com |f'(x)| < ¢ para todo z € Q e para alguma

constante ¢ > 0.
Defini¢do 2.17. (i) Uma funcgio uy € C*(Q) € dita subsolugdo de (2.4) se:

_Aul < f(l'), em Q?

up <0, em 0N2.

(it) Analogamente, uma fungio uy € C%(Q)) é dita supersolugdo de (2.4) se:

_AUQ Z f(‘T)J em Q?
uy >0, em 0N2.



CAPITULO 2. PRELIMINARES 15

Definigio 2.18. (i) Dizemos que u; € W'%(Q) é uma subsolugdo fraca de (2.4) se:
/ Duy - Dudzx < / f(z)vdx
Q 0
para cada v € C°(2), v >0 ¢.t.p.
(it) Analogamente, uma funcgio uy € WH2(Q) € dita supersolugdo fraca de (2.4) se:
/ Dus - Dvdz > / f(a)vde
Q 0
para cada v € C§°(2), v >0 q.t.p.
(i41) Dizemos que u € W, (Q) é uma solugdo fraca de (2.4) se:
/ Du - Dvdzx :/ f(z)vdx
Q Q

para cada v € C§°.



3 Introducao aos espacos de Sobolev com

peso

Neste capitulo trazemos alguns resultados envolvendo os espacos de Lebesgue com

peso e Solobolev com peso.

3.1 Espacos de Lebesgue com peso

Para maiores detalhes sobre o assunto sugerimos Drabek, Hufner e Nicolosi [16] e
Kufner [25].

Defini¢ao 3.1. Seja Q C RY e 1 < p < oo. Denotamos por LP(Q,w) o conjunto das
fungoes u = u(x) mensurdveis tal que / |u(x)|Pw(z)dx < co onde w = w(x) é uma fungdo

positiva e mensurdvel em Q. A fung¢io w = w(z) é chamada de Fungio Peso.

O espago LP(Q,w) é conhecido como FEspago de Lebesgue com peso. Além disso,

LP(Q, w) equipado com a norma

fully = ( [ Jue) )iz

é um espaco de Banach que é para p > 1 uniformemente convexo e portanto reflexivo.

Conforme veremos abaixo.

Teorema 3.2. (Teorema 1.3 - [25], pdg. 538) O espago LP(Qw), 1 < p < o0

equipado com a norma ||ul|p.m € um espago de Banach.

Demonstragio. Seja (u,) uma sequéncia de Cauchy em LP(2, w), por defini¢ao, temos que

dado € > 0 existe nyg € N tal que se m,n > ngy entao

1
D\Pp
|t — tnlpw = </Q |t — un|pwp) <ée
o que implica em

1
it = tal o = ([ (¥ = 7)<
Q

Seja vy, (z) = um(x)w%(x) e vp(x) = un(x)w%(x), observemos que (v,) é uma sequéncia

em LP(Q2). Temos também que

(/Q oy () — Un(x)|pdzv>; <e. (3.1)
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isto é,

[|Um — vnl||r < € sempre que m,n > ny. (3.2)
Portanto (v,) é uma sequéncia de Cauchy em LP(2) e como LP(2) é Banach, temos que
existe v(z) € LP(Q) tal que limv,(z) = v(z) em LP(Q). Seja u(x) = v(x)w_%(:v), por
defini¢ao temos que u(x) € LP(Q2,w). Como v,(x) = un(m)w%(:p) ¢ uma sequéncia em
LP(Q) tal que ||v, — v||» — 0, segue pelo Teorema 2.4 que existe uma subsequéncia (v, )
tal que vy, () = v(z) q.t.p em Q. Dai temos que

Tim v, (2) = v(z) = lim u,, (2)wr (2) = ()

isto é,

. v(z)
lim u,, () = —
k—ro0 ( ) 'll};(.CC)

visto que w é uma fungdo mensuravel e positiva. Dai temos que

. o(z) _ ulz)ws ()
lim w,, (r) = — = " =u(x) q.t.p em .
Jim wy, () v el (#) a.t-p

Como (u,,) C LP(Q2,w) é uma sequéncia de Cauchy e (u,, ) uma subsequéncia de (u,) tal

que Uy, () — u(x) entdo por [26, Proposi¢do 3] temos que u,(z) — u(x). Assim
1 1 - -
i =l = ([ (uaw? =) = ( [ ou@) = via)P?)

[lun = ullpw = [[on = ul[» = 0.

logo

Portanto u, — u em LP(), w), isto é, LP(2, w) é Banach.

]

Lema 3.3. (Lema 1.1 - [16], pdg. 18) Seja v uma fungio peso e M, o operador de

multiplica¢do pontual dado por,
M,(u) = v(x)u(z), x € Q.

Se w € uma funcao peso e v = w%, 1 < p < oo, entio M, : LP(Q,w) — LP() é um

isomorfismo isométrico.

Demonstragio. Seja v(x) = w%(:r), M, : LP(Q, w) — LP(Q)) dado por M,(u) = v(z)u(x) e
1 < p < 00, iremos mostrar que M, é um isomorfismo isométrico. Faremos a prova deste

fato nas quatro etapas abaixo.
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(i) M, é linear.
De fato, seja f,g € LP(Q,w) e o € R, entdo temos que

My(f +ag)(x) = (f+ag)(z)-v(z)
= f@)v(z) + ag(z)o(z)

= M,f(x)+ aMyg(x).

(1i) M, é uma aplicagdo injetiva.
Com efeito, tome f € Ker(M,), ou seja, M, f(z) = 0. Dai, sendo v = w? para
1 < p < oo temos

0= M,f(z) = f(x)v(z) = f(z)w?.

Como w é uma fungao peso, segue que w é mensuravel e positiva, logo w(z) > 0
para todo x € Q. Assim, como M, f(z) = f(x)w% =0e¢w > 0segue que f(z) =0
para todo x € €2, isto é f = 0. Portanto M, é uma aplicagao injetiva.

(7i1) M, é uma aplicacao sobrejetiva.
Seja f € LP(Q). Entao como v = wr é uma funcao peso, segue que v > 0. Note que,
% € LP(Q,w), pois

p P
/f w= |f|w:/|f|p<oo.
Q|v Q vP Q
Assim, temos que M,(L(z)) = vgz)) v(xz) = f(x) para todo z € Q e portanto M, é

uma aplicacao sobrejetiva.

(iv) M, é uma isometria.

Seja u € LP(, w) entao temos

el = late)o@)in = eyl = ([ k),

gl = ([ 1) =l

Logo ||Myu(x)||r = ||u||pw para todo u € LP(Q, w).

isto é,

De (1), (it), (ii7) e (v) concluimos que M, é um isomorfismo isométrico. O

Definicao 3.4. Seja p > 1. Diremos que uma fungdo peso w satisfaz a condi¢ao B,(§2) e
escrevemos w € By(Q)) se
1
W € L, (%),

Teorema 3.5. (Teorema 1.5 - [25], pdg. 538) Seja Q C RY um conjunto aberto,
p>1, w € By(Q) e Q um conjunto compacto em RN, Q C Q. Entdo LP(Q,w) < LP(Q),

ou seja, LP(2,w) estd imerso continuamente em LP(S2).
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Demonstragio. Seja u € LP(2,w), entao pela desigualdade de Holder, segue que

u(@)ldz = [ |u(@)|w? (z)w7 (z)dz

Q Q
< (/Q(|u( )|wP pdx) (/ wi= 1 da:)
< ([ Qu@rut ) (f vt i)

Como w € B,(2) e @ um conjunto compacto em RY, Q C €, segue que WD € L ().
Assim, wp;—ll(:c)dx < 00 e portanto
Q
u||zr < ¢ ||ul|pw, para todo u € LP(Q,w),

onde ¢ > 0 é uma constante. O

Proposicao 3.6. (Observagdo 1.8 - [25], pdg. 539) Seja w € B,(Q2), ¢ € C3°(2) e

a € N um multi-indice fixado. Entao
Lo(u) = / uD%¢dx, u € LP(Q,w)
Q
define um funcional linear continuo em LP($), w).

Demonstragio. Com efeito, como ¢ € C3°(€2) entdo temos que ¢ tem suporte compacto.

Seja () = supp(¢), entdo sendo @) C €2, segue pela desigualdade de Holder,

Lo = |[ D%

g/ [uD"g|
Q
11
— [ ullpogl = [ JullDoglwrw
Q Q
1, -1
= [ Julwr D glw
Q
1 . p—1
< (i) (o)’
Q Q
L
= ([ 1aPtal)” ([ 107017 i)
Q Q

= lullpw ([ 10°0170l7) 7

Além disso, sendo @) C © um conjunto compacto e D% € C°(2) segue pelo Teorema de

D=

Weierstrass que D¢ admite um ponto de maximo, isto é,

(67 < « .
[D%¢| < max | D%¢(z)]
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Assim,

| La(u)]

IN

Il s D% ([ 71) ™

< a o fullpw = ¢ [lullpw,
onde ¢ = max,eq |D@(x)] e o = / |wp%11|dx < 400, pois w € B,(Q2). Portanto
Q
|L*(u)| < ¢ ||ul|pw para todo w € LP(Q,w) e ¢ > 0.

]

3.2 Espacos de Sobolev com peso

Definigao 3.7. Seja k € N, 1 < p < 0o e w uma familia de fungoes peso w,, |af < k,
isto €, w = {wy (), € Q;|a| < k}. Denotamos por W*P(Q, w) o conjunto das funcgoes
u € LP(Q,wg) onde 0 denota o muiti-indice 0 = (0,0, ...,0) para os quais as derivadas

fracas D*u com || < k pertencem a LP(Q, w,).

Chamamos o espaco W*P(Q,w) de Espago de Sobolev com peso equipado com a

norma (veja [16]),

1
p
[l ko = (Z HDC“UHZ,M> :

| <k

Neste trabalho, consideraremos apenas o caso em que k£ = 1 com a norma

N ou [ v
p— p a
|l 1po (/Q |u(x)|? wo(x)dz + ;/Q ’8% dx)

Teorema 3.8. (Teorema 1.11 - [25], pdg. 540) Seja w, € B,(Y) para todo |a| < 1,

entdo o espago W'P(Q,w), 1 < p < oo equipado com a norma ||ull1p.. € um espaco de

Banach.

Demonstragio. Seja (u,) uma sequéncia de Cauchy em WP(Q, w), entdo para todo € > 0

existe ng € N tal que se n, m > ngy entao

S =

1t =t = (Z 107 (= ) wa(x)da:) <e

|| <1
isto é,
1
P

( / | D%y — D% ) [P wo (z )dx) = |[D%up — D) |pw, <€
la|<1

Entao (D%u,) é uma sequéncia de Cauchy em LP(2,w,) para todo ||a|] < 1 e pela

completude do espaco de Lebesgue com peso (Teorema 3.2 ), existe uma fungao u, €
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LP(Q, w,) tal que u, = nh—>r£lo D%u,, em LP(Q,w,). Note ainda que pela defini¢do do espago
de Sobolev, como (u,) C WH(Q, w) entdo (u,) C LP(Q,wp) e pela completude do espago
LP(Q2, wg) segue que u,, — ug em LP(, wp).

Fixando |a| <1 e a fungdo ¢ € C5°(2), vamos considerar o funcional
Ly : LP(Q,w) > R, Ly(u) = /QuDagodx.
Pela Proposicao 3.6 temos que o funcional linear L, é continuo em LP(2, wy), logo
Lo () = Lo (ug). (3.3)

Seja agora Ly um funcional linear continuo em LP(£2, w,) e sabendo-se que u, = nh_)rgo D%u,,
segue que
LO(DO‘un) — Lo(ua). (34)

Entao pela definigdo de derivada fraca ( ou distribucional) temos que
Lo(D%u,) = / D%, pdx = —/ u, D%pdx = — Lo (uy,).
Q Q

Dai temos que L (uy,) = —Lo(D%u,). Passando o limite quando n — 0 na igualdade acima

e usando (3.3) e (3.4), segue que

Lo(ug) = —Lo(ua), (3.5)

isto é,

/QUODO‘QD = —/Quagp, para todo ¢ € C5°(92).
Como a iguldade acima ¢ vélida para todo ¢ € C§°(f2), segue que u, ¢ a derivada
distribucional de ug, ou seja, u, = D%uy. Como u, = D%y € LP(2,w,) € w, € By(£2)
segue pelo Teorema 3.5 que LP(Q,w,) C L},.(Q), logo uqy = D%y € LP(Qw,) =
LP(Q,w,) N LE,.(Q). Além disso, note que como u,, — ug em LP(Q, wp) entdo temos que

ug € LP(Q, wp). Donde concluimos que uy € WHP(Q, w) e

lun —wollfpw = D2 [1D%un — D%uoll}, = > |1D%n — tall}

o<1 o<1

tomando o limite quando n — oo segue que ||u, — uol|f ., — 0, visto que ||D%u, —
Ug|[?,, — 0. Portanto, a sequéncia de Cauchy (u,) converge para ug em W'P(€,w), ou
seja, WHP(Q, w), é Banach. O

3.3 Espacos de Sobolev com peso W?(Q), w)

Apresentaremos a seguir alguns resultados importantes sobre Espacos de Sobolev

com peso. Para maiores detalhes, sugerimos [5], [14], [17] e [21].
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Definicao 3.9. A classe de pesos A, € definida por
A, = {w é uma fungio peso em Q:w € Ly, .(Q), w r- 7T e L;, ()}

Exemplo 3.10. w(z) = |z|* € A, se —N <a < N(p—1).
A prova deste resultado pode ser vista em [28, pdg. 229 e pdg. 236]

Defini¢ao 3.11. Para w € A, definiremos o espago de Sobolev com peso WHP(Q, w) como

o conjunto de todas as fungoes mensurdaveis de Lebesque u definidas em 2 para o qual

ol 1 = ( / lu(z)|Pd + / )| Vu(z |pdac) < oo, (3.6)
Proposigao 3.12. (Teorema 1.8 - [16], pdg. 23) Seja w € Ly, () entdo C3*(Q) €

um subconjunto de W'P(Q, w).

Demonstragio. Seja u € C§°(S2), entdo sabemos que u possui suporte compacto. Seja

K = supp(u). Como K C € é compacto e u € C*(Q2) segue que
/ |ulPdx :/ luPdx < 400
Q K

Logo, u € L?(2). Resta-nos mostrar que Vu € LP(Q, w). Note que como u(x) = 0 para
todo z € Q\K entdo Vu(z) = 0 para todo z € Q\K, isto é, supp(Vu) C K. Assim por

defini¢ao, temos que

supp(Vu) = {z € Q; Vu(x) # 0} C K.

Por sua vez, como o fecho de qualquer conjunto é um conjunto fechado, segue que
supp(Vu) = K; é um conjunto compacto. Além disso, como w € L} .(9), segue que para

todo conjunto compacto ) C €2 temos

/Qw(x)dx < 400 (3.7)

Assim, usando a Desigualdade de Hoélder, segue que

/Qw(m)|Vu|pdx = /Klw(x)|Vu|pda7
= L{lw(x)\Vu\pw(:c);w(x);dx

- /K w(z) 7 |VulPw(z)?

1

p—1

< ( /K 1w(x)d:1:>p ( /K 1 |Vu(:v)|p2w($)) (3.8)

Como K é compacto e Vu € C§°(2), segue pelo Teorema de Weierstrass que a fungao

3=

Vu admite um ponto de méaximo, isto é,

|Vu| < max |Vul.
rxeKq
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Assim, por (3.7) e (3.8) segue que

/Qw(x)|Vu|pdx < MP (/Kl w(x)dm)ppl (/Kl w(x))é < +00.

Portanto Vu € LP(Q,w), isto é, w € WP(Q, w). O

Definigao 3.13. Como consequéncia pode-se definir o espago (veja [25]), Wy P(Q, w) como

o fecho de C§°(S2) com relagio a norma || - ||1pw, isto €,

Wy (,w) = {C(Q), [T [T1p}-

Definicao 3.14. Definiremos uma nova classe de pesos

N 1
A, = {w € A, : para alguns s € (,oo) N ll,oo> , w e LI(Q)}.
p p—

_N

oo temos que p, = £ > N.

Assumindo que p > 2N entao para s = T

Exemplo 3.15. Observe que w(z) = |z|* € A; se =N < o < p—2N.

Abaixo apresentamos uma importante desigualdade que iremos usar mais adiante

no texto.

Teorema 3.16. (Desigualdade de Caffarelli, Kohn, Nirenberg e Xuan - [30],

pdg. 704) Seja @ C RN um dominio limitado e suave, com 0 € Q, N >3, 1 <p<

%, a<e<a+1lep = NNpr (chamado de expoente critico de

Hardy-Sobolev) em que d =1+ a — e. Entao temos que existe uma constante C' > 0 tal que

N, —oc0 < a <

(/Q ]x\o‘\u]’”)r gc/g\xrapyvuypdx, para todo u € WrP(Q, |z|"™)  (3.9)

Np
N-—p

Observacao 3.17. Note que para os parametros r = 2*, p =2 e a = 2*a temos que a

em que 1 <r < ea<(a+1)r+N(1-1).

2
desigualdade (3.9) € vdlida, visto que para 1 < 2* < ~ temos que usando a defini¢ao

do expoente critico de Hardy-Sobolev temos que

. 2N 2N 2N
2" < 2(:)

d<1.
- N

<
N_2d-N_27¢%=

Por sua vez, d =14 a — e, logo

d<lel+a—-e<lsa<e
onde esta ultima desigualdade é verdadeira por hipotese. Vejamos agora o caso em que
2*a < (a+1)2* + N(1 — ). Note que

2% 2% 1 1
Ya<(a+1)2 +N(1- ) e a= 2*a§(a+1)+N(—).
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Assim, novamente pela definicio do expoente critico de Hardy-Sobolev, temos
1 1 N—-2d 1
N(—) N S
2% 2 N2 2
Logo, sendo d =1+ a — e, seque que
a<(a+l)—d&a<e.

Assim concluimos que a sequinte desigualdade é verdadeira

([ Jal 2}
Q

A seguir apresentaremos alguns resultados sobre imersoes para espagos de Sobolev

2
2*>2 < C/Q 2| 72| Vul*dz, para todo u € Wy*(Q, |z|72%).

COoIm peso.

Teorema 3.18. (Teorema de Imersao para Espacos de Sobolev com peso - [20],

pdg. 5)

(1) Para qualquer w € Ay, temos a imersao continua

L), para ps < q < p: no caso de 1 < py < N,
WhP(Q,w) = WP (Q) — { LY(Q), para 1 < ¢ < +00 no caso de p;, = N,
C(Q) no caso de p; > N,

onde ps = s]—?sl € [1,p).

(13) Além disso, as imersoes acima sao compactas, exceto para ¢ = p
1 <ps < N.

*

¥ no caso de

(i11) O mesmo resultado vale para o espago Wy (Q, w).
Teorema 3.19. (Teorema 2.2 - [11], pdg. 12) Seja w € A, com 1 < p < +00 entdo

a imersio WiP(Q, w) — LP(Q,w) é compacta.

Assumiremos também para o resto da dissertacao, h € G e f € M, salvo indicagao

em contrario onde G e M sao definidos da seguinte forma:
G ={g:(0,00) — (0,00) : g é uma funcio de classe C'}
p—2
M={feG: f(y) = (p—D[f(y)]> para todo y > 0}.

Note que f(x) = 2P~! pertence a M visto que f é solugao da equacio diferencial ordinéria

f'ly)=(p-— 1)[f(y)]z%?e portanto a igualdade é alcangada.

O préximo resultado ¢ essencial para as provas de algumas propriedades envolvendo

o operador p—Lapaciano com peso. A demonstragao é baseada na referéncia [2].
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Lema 3.20. (Identidade de Picone - [21], pdg. 486) Seja 2 um dominio qualquer

em RN, u >0, v > 0 fungoes diferencidveis em 0 e w uma fungdo peso definida em 2.

Seja
=w(x up—pup_l v[P2Vu - Vo u'fv) vl?
L) = (o) { Vel = 20 S0P Vo L0 o]
R(u,v) = w(x) {|Vu|p -V <f(v)> [ VolP~ Vv} .

Entao L(u,v) = R(u,v) >0 em Q. Além disso, L(u,v) =0 q.t.p em ) se, e somente se,

u=cv q.t.p em Q para alguma constante ¢ > 0.

Demonstracio. Com efeito, seja w uma funcdo peso e u,v : © C RY — R funcdes
diferenciaveis em 2. Expandindo R(u,v), e usando a regra de derivacdo do quociente,

obtemos

w’ N  fo)VeP —uPVfv) - VuP PV f(v)
v () L N OO R IO

Dai, segue pela regra da cadeia que

o= (55508 ).

R(u,v) = w(z)

puP I VulVoP2Vu P f'(v)Vou|Vol|P~2Vu }

{

:'M@%W”_ G Ty
{
{

puP I Vu|VoP2Vu P f(v)Vo? |VolP|[Vo| 2 }
f(v) flv)? '

B puP~'Vu|Vol|P—2Vu upf'(v)|Vv|p}
f(v) f(v)? '

Logo, R(u,v) = L(u,v). Mostraremos agora que L(u,v) = R(u,v) > 0 em . De fato,
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note que

puP~! P2y . Vo uP f'(v) vIP
Fy | VOV +<f<v>>2’v‘}

uP f'()[Vol? — pu V| [Vt pur Vo V|
(f(v))? fw) (f(v))

puP~HVouP~2VuVo }

Llu,v) = w(z) {\wp -

= w(z){|Vu|p +

fv)

u? f'()[Vol? — pu [ Vu|[ Vo=t pur Vo
(f(v))? fw) (f(v))

— w(az){ <|Vu|p + (U|VU|)(p_1)q> _p(u|vv|)(P—l)q Upf’(U)|VU|p

= w(x) {|Vu|p + {|Vul||Vv| — Vqu}}

p ()7 g (W)

pur— [ Vul|[ Vo[~ erup‘llvv\”_2

fw) (f(v))

Pela Desigualdade de Young, sabemos que dados a, b nao negativos, temos que

{|Vu||Vv| — VUVU}}.

ab b
ab < —+ —
p q

onde ;1) + % = 1 e a igualdade é valida quando a? = b?. Aplicando a Desigualdade de Young

para a = |[Vu| e b = % segue que

[VulP (u|Vo|)P=Ye P~ V|| VolP?
+ >
p qf(v)? f(v)

que implica em

P (p—1)q p—1 p—1
<|Vu| L (Vo) >>pu Vul| ot 5.10)

p qf (v)4 f(v)

Como u e f: (0,00) — (0,00) sao fungdes nao negativas a igualdade (3.10) vale quando

= GV
fye
ou seja,
(p—1)q
g - T
fw)r
Como % +1 =1, segue que =V _ 1 ¢ portanto a igualdade ¢é valida quando
P g P
\Y
[Vu| = el UJ- (3.11)

fo)r
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Por outro lado, usando novamente o fato de que p e ¢ sdo conjugados de Lebesgue e que
f €M, logo f'(y) = (p— 1)f(y)7, obtemos

LIV = DIV g

f(v)? N f(v)?
p(lVo)?  plulTel)eo

qf (v)? qf(v)e

isto é, -
uPf' ()| Vol _ p(ulVol)1P

FE T afr (3.12)
A igualdade (3.12) ocorre quando

f') = (0= DI W)= (3.13)

Combinando (3.10), (3.12) e sabendo que |Vu||Vv| > VuVov temos que

w|P ulVol) @1 uWNVoDN@Da e () IV olP
Liuv) = w@{p(‘Vl | (Vo)) )_p< Vo)) f'(v)| Y

p af ()" T ()
- p“ﬂ'jzj”)v“'pl + L “p<;|z;|p2{!vu|!vv\ - Vuw}}
s R PV P p(ul Vo)) pur! [Vl Vop-!
f(v) qf(v)? qf(v)? f(v)
4 W{|vu||vv|—vuvv}}

= p—up*1|Vv|p*2 u||Vv| — VuVotw(zx
= ) {IVul|Vv| = VuVutw(z) = 0

Portanto, L(u,v) > 0. A igualdade vale quando (3.11), (3.13) junto com |Vu||Vv| = VuVu
valem simultaneamente. Para finalizarmos, provaremos que L(u,v) = 0 q.t.p em 2, se e
somente se, V (u) =0 q.t.p em Q. Seja L(u,v) =0 e u(zg) # 0 entao

v

u|Vo|
a5,

f(v)?
(i) f'(y) = (p— 1) f(y)>T;
(i13) |Vu]|Vv| = VuVo.

(@) [Vul =

fly)=y" (3.14)
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De (3.11) e (3.14) temos que
u
a(p=1)
v P

V| = V.

Sendo p e ¢ conjugados de Lebesgue, segue que ¢(p — 1) = p. Assim, obtemos
u
|Vu| = —|V|
v
que é equivalente a

Vu|  u|Vo|  |Vu|  ulVo|
e Rt — e

v v2 v v?

0.

Por sua vez, note que se |Vu||Vv| = VuVv entdo temos que |Vu| = Vu e |Vu| = Vv ou

|Vu| = —Vu e |Vv| = —=Vv. Em ambos os casos, temos
Vul  ulVo Vu  uVu
L T
v v v v
Consequentemente,
Vu uVu u
VeV o (2] Zpema
v v v

Por outro lado, se S = {x € Q : u(x) = 0} entao por [22, Lema 7.7] temos Vu = 0 q.t.p

em S. Portanto

v (“) (z) = U(x)VU($U)(;>Z(I)VU(x) =0 qtpem S.

Donde concluimos que V (Z) =0 q.t.p em €2. Observe ainda que pelo Teorema do Valor
Médio V <Z) = 0 se, e somente se, u = cv em ) para alguma constante c O
Lema 3.21. (Lema 3.3 - [21], pdg. 486) Para ¢ € [C(Q)|T ev € C(Q)NWP(Q, w)
hg(bz) € Wy (0, w)]*, desde que w € A,.

Demonstragido. Seja h € C1(0,00) e v € C(Q) N WP(Q, w) entdo temos que h,v sdo

tal que v > 0 em €2 nds temos

funcoes continuas e as restricoes de ambas as fungoes a qualquer subconjunto compacto

K C Q também sao continuas. Assim as fungoes

FL:K — R
r — Fi(z)=h(v)(x)

Fr:K — R
r +— Fy(zr) = h(v)(x)
sdo continuas, visto que sdo composigoes de fungoes continuas. Como ¢ € [C§(Q)]T,
consideremos K = supp(¢). Por sua vez, sendo K C 2 compacto e F} continua, entao

pelo Teorema de Weierstrass, segue que F; admite um ponto de méximo, isto é,

[Fy(w)] < max |Fi(2)] = . (3.15)



CAPITULO 3. INTRODUCAO AOS ESPACOS DE SOBOLEV COM PESO 29

De forma analoga F5 admite um ponto de minimo, isto é,
|Fa(z)| = n&? |Fi(z)| =6 > 0. (3.16)

Assim, sendo ¢ € [C5°(Q)]T e K C Q seu suporte compacto, segue novamente pelo Teorema

de Weierstrass que ¢ admite um ponto de maximo em K, ou seja,

Dai temos que

[¢()] < max |§(z)] = [|9]lsc = [$(2)[”" < [|9]I%-
¢ | ][22

/ﬂ h(v) @ |h(v)P

Sendo |Fa(x)| > d > 0, entdo pela defini¢do da F, obtemos

SRS

|F> ()| = [h(v)(2)] = 6 = @) <

Portanto,

p
1 2 1 21
< pz/ < p /—< P10 00
<6l [, et < 1K [, 3 < ol 100 < o

J

€ L?(R2). Por outro lado, usando a regra da cadeia e a desigualdade |a — b]P <

(v)

isto é,

P
h(v)
2P(|al? + |b|?), segue que

fu@v (525)[ = [ wto|ToH - TH

) PErIOP () )
< v [ {E5 s () e
De (3.15) e (3.16), sabendo que |¢(x)| < ||¢|]o0, Obtemos
¢ \[ » PPV '(v) p
frew (i) = 2 (P + () 1o

(=1 |\ p|P P
> [ i {ppuqsuooép op | eI, ‘p}

z)

IN

IN

QPMl/Kw(x)|ng|p—1—2”M2/Kw(x)|Vv|p. (3.17)

p—1)

» p(
onde M; = % e My, = |(|5‘§I|,‘°° Por sua vez, note que

[ w@IVo)l < [ 1o(o)Pde+ [ w@|Vo@)ldr =6l (3.15)

/ 2)|Vo(z \P</\U |pdx+/ 2)|Vo(@)Pdz = [[o][?, .. (3.19)

- f ot pYe T
K h(v) h(v)?

p
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De (3.17), (3.18) e (3.19), segue que
& \|?
/Qw(x) \Y <h(v)>

il P(€), w ortanto &
W)EL(Q’ ). Portant h(o)

Lema 3.22. (Lema 3.4 - [21], pdg. 487) Seja w € A,. Entdo para qualquer ¢ > 0,
ot ) € WP (Q,w)]*, desde que, u € C(Q) N [WyP(Q,w)]* eveCQ)N
[WHP(Q, w)]*.

< 2M[QI[7 0 + 27 Mal[o][1,,, < 00 (3.20)

e WP (Q, w)]*. O

ou seja, V (

temos que

Demonstragio. Seja w € Ay, u € C(Q) N [WyP(Q,w)]t e v e C(Q) N [WH(Q, w)]*t. Pela
Observacao 3.13, sabemos que [W,7(Q, )]t = {C5°(Q), ] - 1o}, logo u € C2(). Seja

K = supp(u), entao temos que

/ v—l—e

Como u é uma funcao continua definida num conjunto compacto K C €2, segue pelo

I

alh(v+e)lP

Teorema de Weierstrass que v admite um ponto de maximo, isto é,
2 2
[u(2)] < maxfu(z)] = [[ulloe = |u(z)[" < [[ullZ
Além disso, vamos considerar h € G uma func¢do monétona decrescente tal que

P (x+e)
q-(7) = m

onde M (e) é uma constante positiva que depende de € > 0, mas nao depende de z. Como

< M(e), para todo e > 0,2 > 0, (3.21)

h é decrescente, segue que se € < v + £ entao
1

hig) < h(v+e) = ) > eE

Dai, temos que
p

/ W |u] Hquz/ 1 < HUHPQ/ 1
alh(v+e) K |h(v+¢e)lP *Jk |h(v+e)p — < Jk h(e)p
1 2 1
< »’ / du < ||ull?
<t o e < Il
P
ou seja, o u+ ] € L*(Q). Por outro lado, usando (3.21) e a regra da cadeia, obtemos
vte

P puP~'Vu (v 4+ e)uPVul’
[ wiw) -
Q h(v+¢) h(v + ¢€)?

v (h(vu: e))

p

- e (e e

p

= /Qw(x) phléz;j_vg? — q-(v)uPVu
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Pela desigualdade |a — b|P < 2P(|al? + [b|?), sabendo que 5 (8) > h(v+5) segue que
up P ppup(p_l)|Vu‘p 2
< 21?/ (0))PuP’ [ VolP
/Qw<x) V(h(v—i—a)) - Qw(m){ h(v +e)p T (@ () [Vl

IN

ul1P@=D) |74, |P )
2 [ o { PP areppuivor

< QPMl/Qw(J;HVu\p—i—2"M2/Qw(x)|Vv|p

PP lul PP~

onde M; = h(e)P

e My = (M())?||u||Z.. Dai, como

| w@IVul < lullf e [ w@) Vol < o],

tendo em vista que u € [WyP(Q,w)]t e v € [WHP(Q, w)]t concluimos que

/Qw(x) v <h(vui 5)>

p
o+ 5)) € LP(Q,w). Portanto

p
< My [ull} s+ 2 Mool £, < o,

p

Mot © (WP, w)]*. O

isto é, V (



4 Operador p-Laplaciano com peso

Neste capitulo iremos apresentar algumas propriedades das solugoes para uma
classe de equagoes envolvendo o operador p-Laplaciano com peso. Consideraremos f € M

satisfazendo a hipétese (3.21) e 0 < g1, 92 € LY(R), q = Ll Assim, suponha que exista
p —

uma funcio u € C(Q) N WP(Q, w) que satisfaz a equacao

—Apwt — g1(z) f(u) = ga2(x), weE A, (4.1)
com u > 0. Entao para qualquer funcio teste ¢ € [Wy?(Q,w)]" temos que

—Apwup — gi(2) f(u)e = ga2(x)p, w € A,
Dai, integrando em {2 segue que
| =Bpue = [ g@)fwe = [ e()e, we 4, (42)

para toda ¢ € [W,?(Q,w)]*. Observemos que,

/Q—Ap’wugo = /Qw(x)|Vu\p_2Vu - V. (4.3)

De fato, seja F = w(z)|VuP72Vu - ¢ um campo vetorial em € e notemos que

div(w(z)|VulP?Vu - ¢) = div %w(mﬂvml)_%p, ce Ou w(x)|VulP 2| .
01, oz,
Pela definicao do operador divergente, temos que
div(w(x)|[Vu[P2Vu - ) = ail (gzzw(:c)|Vu|p_2g0> +- 4 aiL (;le(x)\Vu\p_%o) :

0%u do  Ou

= . p—2 . p=2 4 ...
0%u do  Ou

. p—2 . p—2
+ G w@IVP ot 22 @) vl

0%*u B 9%u B

dp Ou

_r . - P—2 1 ... .
+ w(x)|VulP~2+ - + or. or.

w(z)|Vul|P—?
donde obtemos,

div(w(x)|VulP2Vu - ) = ¢ - div(w(x)|VuP2Vu) + Ve - Vuw(z)|VulP 2.
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Assim como o operador p-Laplaciano com peso é dado por A, ,u = div(w|Vu[P~?Vu) segue
que usando o Teorema da Divergéncia no campo vetorial F' sabendo que ¢ € Wy (Q,w)]*
temos

/ div(w(x)|VulP*Vu - p)dx _/a w(x)|VulP*Vu - pdz = 0.
Q

Por outro lado,

/le z)|VulP2Vu - ¢ /gp A wu+/ 7)|VulP~>Vu - Vo
e portanto, / —Ap U = / 7)|VuP">Vu - V. De (4.2) e (4.3), concluimos que
/Qw(x)]Vu]p’QVu~Vgpdx—/le(:v)f(u)cp:/QQQ(x)go, we A, (4.4)

com 0 < g1, g2 € LY(Q). Note que uma u € C(Q)NWIP(Q, w) que satisfaz (4.4) é chamada

de solucao fraca e se satisfaz a inequagao
/Qw(x)\Vu\p_2Vu -Vdr — /le(:l:)f(u)go > /Qgg(.r)go, we A, (4.5)
¢é chamada de supersolugao fraca (Definigao 2.18).

Teorema 4.1. (Inesxisténcia de supersolugdes positivas - [21], pdg. 488) Dado
w € Ay, se existir u € C(Q) N [WyP(Q,w)]* tal que

J(u) = /Qw(x)|Vu|pdx - /le(a:)updx <0 (4.6)

entio (4.1) nio tem supersolugio fraca positiva em C() N Wy (Q, w).

Demonstracao. Para fins de contradi¢ao, suponhamos que v seja uma supersolugao fraca
p

u
B flo+e)
eu e CQ)N[WyP(Q,w)]* segue pelo Lema 3.22 que ¢ € [Wy(Q, w)]. Assim de (4.5)

| w@IVup2Vu- Vedr - [ @) fe > [ g

e positiva de (4.1) e € > 0. Seja ¢ = a funcao teste de (4.5), entdo como w € A,

up

flo+e)
/Q 91(2) (J; (i)g)“p < /Q {w(x)myww.v (f (U“+ 5)> ~0:(2); (v“+ 5)}

= /Q{w(x)|Vu|p — w(x)|Vul’ + w(x)|Vu|P2Vu - V <up>

flv+e)
92@)]“(114—5)}

com @ = e usando o Lema 3.20, temos que

up

f(v +€)dx

= /Qw(x)|Vu]pd:L‘—/QR(U,U+€)—/QQZ(x)

IN

/ w(x)|VulPde,
Q
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dai, temos que

0< / x)|VulPdr — / g1(x (fq)(j_)g)up. (4.7)
Como ¢ () f{zfi)s) > 0, segue pelo Lema de Fatou

. f ( p

Q sli%l'* S (LC) f(U u = sliI(T]EF / gl
que implica em
. f() . f()
y _JNTT P <L LN P
/le(:v)u QaliglJrgl(x)f(v+€)u _allgl“' le(x>f(v+€)u

Tomando o limite em (4.7) com ¢ — 07, segue que

0</ ]Vu|pd:r—/gl = J(u)

isto é, J(u) > 0 o que é uma contradigao, pois J(u) < 0. Portanto (4.1) ndo tem
supersolucio fraca e positiva em C(€) N Wy (2, w). O

Teorema 4.2. (Desigualdade do Tipo Hardy - [21], pdg. 488) Seja w € A, e
assuma que existe v € C(Q) N WLP(Q, w) satisfazendo

—Ap v >g(x)f(v), v>0emQ, feM (4.8)

para alguma fungao nao negativa g € L1(Q), ¢ = p%l. Entao para qualquer u € [C§°(Q)]F

vale que

/Qw(x)]Vu|pde/Qg(x)updx.

Demonstragio. Com efeito, seja u € [C5°(Q)]F, v € C(Q) NWIP(Q, w) tal que v > 0 em
uP 1 .
—— € [WyP(Q,w)]*. Assim usando

como funcio teste em (4.8), sabendo que v € C(Q) N WHP(Q, w) satisfaz

Qe w € A, entdo pelo Lema 3.21 segue que ¢ =

—Apv > g(@)f(v), v>0em Q, feM

temos que

A, v >g(x)f(v)-p, v>0em Q, feM
para toda ¢ € [W1P(Q,w)]T. Integrando ambos os membros em €, obtemos
/ —A, 0 - pdx >/ -, p € [WHP(Q,w)]". (4.9)
Pelo Teorema da Divergéncia, temos que

/ —A, U - pdr = / w(x)| V[P~ 2V - Vodz. (4.10)
Q Q
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Assim, de (4.9) e (4.10)
/Qw(x)|Vv|p_2Vv -Vpdr > /Qg(x)f(v) - . (4.11)

Pelo Lema 3.20, sabemos que

[ B vy = /Qw(x){\wp—v <f1<i)> - |vv|p2w}dq,-

p
= /Qw(x)|Vu|pdx - /Qw(x)v (f?v)) |V |P~2Vodx > 0.
Dai, temos que
/ w(x)|VulPde > / w(x)V wy. |Vu[P~2Voda (4.12)
9 ~ o f)
P
e portanto sabendo que ¢ = f?év) segue de (4.11) e (4.12)

/Qg(x)f(v) s < /Qw(x)\VUP”QVU -Vpdr < /Qw(x)\vmpdz,
ou seja,
| 9@)f@) ¢ < [ w@)|VuPda
donde concluimos que
/Q g(z) - uP < /Q w(z)|VulPdz. (4.13)
[

Teorema 4.3. (Teorema da Comparagdo - [21], pdg. 489) Seja w € A, e assuma
que u € C(Q) N [WLP(Q, w)]* tal que

Ay = fi(z)|ulP2u, u>0, em Q,
u=0, em Of.
Entio qualquer solugdo ndo trivial v € C(Q) N WHP(Q, w) de
A, v = fo(2)|vP2v, em Q,
v =20, em 0.

onde 0 < fi(z) < folz) ¢.t.p em Q e f1, foa € LUQ), q = F5 deve mudar de sinal.

Demonstragio. Podemos considerar sem perda de generalidade que v > 0 em €2. O caso
em que v < 0 pode ser tratado de forma andloga para a fungao —v. Note que w € A,,
uwe C(Q)N WP (Q,w)]" eve CQ)N[WH(Q,w)]" assim, segue do Lema 3.22 que
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p
o= il u+ ) € [WhP(Q,w)]™ em que f(v+e) = (v+e)P~'. Considerando ¢ como fungao
vte
teste em (4.15) sabendo que v € C(Q) N [WHP(Q, w)]T satisfaz
—Ap v = fo(z)|[vP2v, v >0, em Qe v =0 em O
temos que

~Apuvp = fo(a)[o]Pop, o € Wy (Qw)]*.

Integrando em €2 ambos os membros, segue que

[ =Bpuve = [ Bl e € W32 w)])" (4.16)
Pelo Teorema da Divergéncia, sabemos que
/ —Ap VP = / z)|VolP Vv - Vodr (4.17)
e portanto de (4.16) e (4.17), tendo em vista que f(v+¢) = (v + £)P~! segue que

/Q w(@)| Vo2V - Vode = /Q Fola )" 20
_ m()
= [, Bl v+€)
- /Qf2<$>up(vi€)p_l-

/Q w(@)| Vo2V - Vdr = /Q fg(x)up( v )p_l. (4.18)

v+e
Por outro lado, considerando ¢ = u como fungao teste em (4.14) e sabendo que u €
C(Q) N [W,P(Q,w)]t satisfaz

Assim,

—Appu = fi(z)|uff2u, u>0, em Qe u=0em 9O

temos que
—Appud = fi(@)|ufPug, ¢ € [Wy(Qw)]*.
Integrando em ambos os membros, obtemos
| =Bpwud = [ fi@)luus, o € W@ w)]t (419)

onde novamente pelo Teorema da Divergéncia,

/ “A, up = / )|Vl ~2Vu - Vode (4.20)
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e portanto
p—2 . - p—2
/Qw(x)|Vu| Vu - Vodx /Qfl(x)|u| ue.

Por sua vez, sendo ¢ = u, entao

/Qw(as)|Vu|p_2Vu-Vudx = /Qfl(:v)up

/Qw(a:)]Vu|pd:c = /Qfl(x)up. (4.21)

De (4.18) e (4.21), usando o Lema 3.20 com f(v+¢) = (v +€)P~!, obtemos

US/L(u,v+e)da: = /R(U,U+8)
Q Q

- s o) e

= /Qfl(x)up—/gfg(a:) (v—i—g) uPdx. (4.22)

p—1
> u? > 0, segue pelo Lema de Fatou

v
v+eE

Qel—>0+f( )<f(v—|—6)> alg(%/fz ( )) o

que implica em

Como fy(z) (

f@wrde = [ im fo) (—2) wds
Q

Qe—0t v+ e

< lim | fg(x)< Y )plupdx. (4.23)

e—0+t v+¢€

Assim passando o limite em (4.22) com € — 0" temos que

—1
< Pl i P
0< /Qfl(x)u dx slir(%/ fo(z (v—i—s) uPdx

e usando (4.23), obtemos

/Qfl(l’)upd:p —/Qfg(x)upd:z; = /Q(fl(x) — foz))uPdz > 0.

Dai temos que fi(z) > fa(x) q.t.p em Q, o que entra em contradigdo com o fato de que

fi(z) < fo(z) q.t.p em €. Portanto, v muda de sinal. ]

Lema 4.4. (A desigualdade de Friedrich com peso - [21], pdg. 489) Para qualquer

w € Ay, a sequinte desigualdade
/ ufPdz < C / 2)|Vauldz, (4.24)

vale para cada u € Wol’p(Q,w) e para alguma constante C' > 0 independente de u.
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Demonstragio. Esta prova foi baseada em [16]. Com efeito, como w € A; entdao pela
Teorema 3.18, segue que W, 7*(Q) «— LP5 (), isto &, Wy*(Q) est imerso continuamente
em LP:(2). Assim, existe ¢ > 0 tal que

]| ox < eljullwivs, para todo u € WyP*(Q). (4.25)
Por outro lado, usando a Desigualdade de Holder, com os duais o = == e o/ = Ps
p ps—p
segue que
Py p% 3 Pz;gp
u(z)|Pde < </ uxpps)s /1?3‘*1’ ‘
[ u@prdz < ([ (u@) i
P Ps—p

*
pPs—P

onde ¢; = (/ dm) e Dai, obtemos
Q

(/ e ]pd:v) < b (/ lu(

Assim de (4.25) e (4.26) segue que

(Aguuﬂﬂm);s(a(équ@nw+¢vu@nmym>é. (4.27)

Além disso da teoria de espagos de Sobolev [9], sabemos que as normas

sao equivalentes, isto é, existe uma constante c3 > 0 tal que

</Q(]u(:v)|1” + !Vu(a:)\p)dxf e </Q Nu|pd$); o

e portanto de (4.27) e (4.28) temos

(/Q |u(x)|pdx); <c3 (/Q |Vu(x)

Usando novamente a Desigualdade de Holder, obtemos

/Q|Vu(x) Psdx = /Q\Vu

) . (4.26)

mwag_ .
b B B

([ Ivuty - ws ) ([ +>

— ([ Ivuta)r-w) </|wéﬂﬁﬂiayﬂ

= (fwatopn)® () .

IN

s [E
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s
Dai, lembrando que p, = ﬁ_ T segue que
s

(/Q |VU(I)|de$>JS < (/Q |Vu(ac)|”-w(x)) (/Q |w_s|dm>pls. (4.31)

N 1
Por sua vez como w € A; segue que para algum s € [ —, 00| N 71,00 temos
p D —

B

w™* € LY(Q), logo / lw™*|de < o0 e
Q

([ Ivut

onde ¢4 = / |w™¥|dx. Assim concluimos de (4.29) e (4.32)
Q

psdx)pls <y (/Q [Vu(z)[P w(x))i (4.32)

/ |u(z)|Pdr < C’/ |Vu(z)P - w(z)dr para todo u e C§°(£2)
Q Q

em que C' = c3-¢c4 > 0. O

Observe que pelo Lema 4.4 a norma

1
lullgou = ( [ w@)Vupds)

do espaco W,y (Q, w) é equivalente a norma ||ul|y ., definida em (3.6). A seguir vamos

analisar o seguinte problema de autovalor

{Ap,wu — AB(@)[u?2u, em ©, )

u =0, em 0f).
onde w € A; e (> 0) € L>(Q).

Definicao 4.5. Um nidmero real X tal que o problema de autovalor (4.33) admite
uma solugdo u é chamado de autovalor do operador —A, ., e u sua correspondente

autofuncao.

Defini¢ao 4.6. Definimos o primeiro autovalor do operador —A,,, como

A= inf{/ﬁw(m)WU\pdx : /QB(:U)M”d:c _ 1} (4.34)

e denotamos por .

A demonstracao dos dois préximos resultados foram adaptagoes de resultados

encontrados em [17].

Teorema 4.7. (Simplicidade do primeiro autovalor - [21], pdg. 490) O primeiro
autovalor \y do operador —A, ., é simples para qualquer w € A, desde que sua autofuncao

u e C(Q) N [WyP(Q,w)].
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Demonstracao. Sejam u, v duas autofungoes associadas ao primeiro autovalor A;. Podemos
assumir que u,v € C(Q) N [Wy?(Q,w)]" em Q. Seja & > 0. Pela Identidade de Picone,

com f(v) = (v+¢e)P~! sabemos que

0§/QL(U,U+€) = /QR(U,U-F&E)

= /Qw(x)|Vu|p—/Qw(ac)V ((m) | Vo|P 2 V0. (4.35)

v+e)p!

up

(01 eyt € [W,?(Q, w)]*. Considerando

Como w € A, segue pelo Lema 3.22 que ¢ =

¢ como a fungao teste em (4.33), temos que
_ 1
Dy = MB@) P, g € [WeP(Qw)]T
Integrando em ambos os membros e usando o Teorema da Divergéncia, segue que

p—2 . — p—2
/Qw(x)|Vv| VoV /Q)\lﬁ($)|v| V. (4.36)
Logo,

| w@IVelr2ve-ve = [ B

= [ M) ((vﬁ:)p—l>

= Joviter (5 5)

_ /Q)\lﬁ(x)up( v )p_l. (4.37)

v+e

Por outro lado, considerando ¢ = u como fungao teste em (4.33), temos que
—Dpwt-p = MB@)|ulPu- b, b€ WoP(Quw)]t.

Integrando em ambos os membros e usando novamente o Teorema da Divergéncia, segue

que
| w@IVup2vu-vo = [ Mgl e
isto é,
/Qw(x)|Vu\p_2Vu -Vu = /Q)\lﬂ(a:)|u|p_2u2
e portanto

w(x)|Vul? = [ M\p(z)ul. (4.38)
J J
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De (4.35), (4.37) e (4.38), segue que

OS/QL(u,U—l—e) - / w(@)|Vul? / w(z)V <(Uupp_1>-\Vv\p2Vvdx

s +

€)
p—1

- [t [t () o
- e [ ()]

p—1
) > 0, entao pelo Lema de Fatou, segue que

Como fS(x)u? (v +€

lim B(x)up< ! )p_ldxg lim/ﬂ(m)up< v )p_ld:v

Qe—0t v+¢€ e—0t JQ v+ €

que implica em

/QB(I‘)uPd:L‘: lim B(x)up( v )pldxg lim/ﬁ(x)up< v >p1 .

Qe—0t v+e¢€ v+ €

e—=0t JQ

Passando o limite em (4.39) com ¢ — 0" e usando (4.40), obtemos
o< [ L A P ()
< — — I
_/Q (u,v+¢) 1 /Qﬂ(x)u lim Qﬂ(a:)u (v—i—e) x

A1 [/Qﬁ(x)up - /Qﬁ(x)updx

IA

=0

41

(4.39)

(4.40)

(4.41)

isto é, / L(u,v) = 0. Por sua vez, / L(u,v) = 0 implica que L(u,v) =0 q.t.p. em e
Q Q

portanto pela Identidade de Piconne, temos que u = cv em que ¢ é uma constante. Assim,

concluimos que A\; é simples.

[]

Teorema 4.8. (Propriedade de monotonicidade do primeiro autovalor - [21],
pdg. 490) Seja w € A; e suponha que Qy C Qq tal que Q1 # Qo. Entdao M\ (1) > A (22).

Demonstragio. Sejam uy, up autofungoes positivas associadas aos autovalores Af (€2;) e

Af(€2) respectivamente. Entdo para ¢ € C°(€;) temos pelo Lema 3.20 com f(up) = uh

e pelo Teorema da Divergéncia

P
0 [, How) = [ Blpuw) = | w@IVel’ ~ [ w(@)¥ (1254) Vs P2V,

1951 9

Spp
= [, el [ Sy ()
¢p
= /Q1 w(x)|vg0|l’ — /Ql _Ap,wUQ <up_1> .

2

(4.42)



CAPITULO 4. OPERADOR P-LAPLACIANO COM PESO 42

Sabendo que wuy,us > 0, entao de (4.33), temos

_Ap,wUQ == AT(QQ),B(I’)|U2|Z)_2U2

s (4.43)

De (4.42) e (4.43), obtemos

05 [, L) = [, wlolVel = [ M@ ()

Ua
isto é,

0< | Lpug) = /Q

951

w(@)| Vel = A (@) [ Ala)e.

1
Como C5°(€) é denso em Wy (w, Q) segue que para todo uy € Wy P (w,Qy), existe uma

sequéncia (p,) em C§°(£2;) tal que ¢, — uy. Assim, temos que para cada n,

0< [ Lignus) = | w(@)Veoul =3 (@) | Bla)eh.

Fazendo n — oo segue que

0< [ Lim.us) = /Q (@) Venl = A (©2) /Q ()t (4.44)

Além disso, note que
w(x)|Vuy [P Vg | 72|V |2

/Qlw(x)\Vuﬂp - /

()
= /lw(x)|Vu1|p_2|VU1||Vu1|
= [ w@)

e pelo Teorema da Divergéncia, obtemos

2

2

w(z)|Vui P2 Vu, Vg

2

1

/ w(2)|[Vuy [P 2Vu, Vuy = —/ Ay - U (4.45)
Ql Q1
donde concluimos que
/ w(x)|Vu [P = —/ Ay - Uy (4.46)
Ql Ql
Por (4.43), (4.44) e (4.46)
0< o Luy,up) = —/Q1 Appur - up — A (Q2) /Q1 B(z)uf

= [ A @)B@) = N (@) [ Bl

951

= X(@) | By =\ (@) [ By

Ql Q1
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Logo,
0< /Ql L(ur,uz) = (A (@) = A () [ B}

Como G(z) > 0 e uf > 0 segue que / B(z)ul > 0. Assim, AT () — AT (€3) > 0. Por sua
Q
vez, se AT (1) — AT (€2) = 0, entdo terfamos que
0< [ L) = (A (@) = X () | By =0
1

ou seja, L(uy,us) = 0 q.t.p. em Q e pelo Lema 3.20, temos que u; = kuy para alguma
constante k > 0, o que contradiz o fato de que ; C Q5 e ©; # Q,. Portanto, A\ () >
AT (). O

Enunciaremos a seguir um resultado de grande importancia para a continuacao
deste trabalho.

Proposigao 4.9. (Coroldrio 2.1.8 - [29], pdg. 18) Suponha que 2 C R" seja aberto
eu € WH(Qw) onde 1 <p <400 ew € Ay Seja u™ = max{u,0} e v~ = min{u,0}.

Entdo u™, u™ e |u| € W (Q,w) e parai=1,--- ,n,
Dt — Dyu, seu >0,

0, seu <0,

0, seu >0,

Diu, seu <0,

D;u, seu >0,
Dilu| =40, seu=0,

—D;u seu < 0.



5 Aplicacao

5.1 Existéncia de solucoes para uma classe de problemas elipticos

envolvendo o operador Laplaciano com peso

Nesta secao consideraremos p = 2 com a funcio peso dada por w(x) = |z|~22.

Observe que pelo Exemplo 3.15 temos w € A;. Com estas condi¢bes apresentaremos uma
solugdo nao negativa para o problema (1.2). Para isso, reapresentaremos o problema (1.2)

e as condigoes sobre a fungao f, isto é,

—Ag pu = f(u)|z|72"?, em Q C RY,

u >0, em €.
em que Ay, é o operador Laplaciano com peso, dado por Ay, = div(|z|2*Vu) e
N >3 —oco<a< — , a<le<a+1l, d=14+a—ee2" = ue denota o
= 2 == N-—2d 1

expoente critico de Hardy e Sobolev. Além disso, supomos que a nossa f é uma funcao

continua que satisfaz as seguintes condic¢oes:

N LGN, f(s) \
(f1) £1£I(1) RE = llir‘riig A =0emquel <r<2"-1
. F(s)
1 —
(£2) m£3m|ﬂ2 oo

(fs) H(s)=sf(s)—2F(s) ¢ crescente em |s| e H(0) = 0.

Observagao 5.1. Note que pela condicio (f3) obtemos H(s) > 0 para todo s € R e por

(f1) temos que lim sup f<5;)1 =0em quel <r <2*—1 implica que lim sup ffl =
jsl-+o0 |8[" Is|+oo |$

Além disso, por (f1) temos também que dado € > 0, existe 6 = () e c. > 0 tal que

[f(s)s] < elsl® + celsl gz (s) (5.1)

[F(s)] < elsl” + cels|"x gz (s) (5.2)
em que X € a fungdo caracteristica do conjunto A = {t € R: [t| > ¢}.
Vamos encontrar uma solugao para o problema (1.2) usando um método variacional,

isto é, vamos procurar solugoes entre os pontos criticos do funcional associado ao problema

(1.2). Assim para os nossos objetivos o funcional associado ao problema (1.2) é dado por

]_ —2a —2*%a
I(u) = i/ﬂm 2 |Vu|2dx—/QF(u)]x| Zagy (5.3)
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em que F'(u) = /Ou f(t)dt. Observe que por (f;) temos que
|F(s)] < C|s|* para todo s € R.
De fato, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que
1f(s)| <els|* 7!, sempre que |s| < 6.

Dai, temos que

!F

|—¢/ ﬁ‘ /|f kﬁ<5/‘m2*m

Considerando C = ; > 0 obtemos

|F(s)] < Ci|s]*, sempre que |s| < 4. (5.4)
De forma andaloga, como | llim | fgf)l = 0, segue que para todo € > 0, existe R > > 0
s|—+oo [S|°
tal que
|F(s)] < Cyls]*, sempre que |s| > R. (5.5)

Por fim, como [4, R] é um conjunto compacto e f uma fungao continua, segue pelo teorema
de Bolzano Weierstrass que f admite um ponto de méximo. Assim |f(s)| < K para todo
d < |s] < R. Entao |S{2(le

< K sempre que § < |s| < R, isto é,
[f(s)] < K[s|* 7!, 6 <|s| <R
Integrando em [0, s, obtemos

y—‘/ dt‘ /yf \dt<K/\t

Seja C3 = 25 > 0, logo

[s*

Plgr = K
2%

|F(s)] < Cs|s|*, sempre que 6 < |s| < R. (5.6)
Portanto de (5.4), (5.5) e (5.6) segue que

|F(s)| < Cls|* paratodo s € R.

Mostraremos a seguir que o nosso funcional (5.3) estd bem definido, isto é, as duas

integrais na definicao do nosso funcional sao finitas. Com efeito, pela Defini¢ao 3.13 sabemos

que Wy P(Q,w) = {C5°(Q), || - [|1.paw }- Assim podemos considerar o espago Wy *(92, w) como
sendo o fecho de C§°(£2) com relagdo a norma ||u||W(},z(Q w) onde w(z) = |z|72* é a funcio

peso, isto ¢,

1
—% z
el = Nl = ( f, ot~ Vuldz) " < oo,
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Por outro lado, pela condicao (f1) temos que existe uma constante C' > 0 tal que

|F(s)] < C|s|* para todo s € R.

Dai, como a fungao |z|72"% é positiva, segue que

lz| 72| F(s)| < Clz|7%%|s|* paratodo s€R e x €. (5.7)
A N -2
Para os pardmetros N > 3, —oo < a < > t<e<a+1l d=1l+a—cee
2N
* N4 temos a importante desigualdade de Caffarelli, Kohn, Nirenberg e Xuan

2
3

2*dx>2 SK/ 2| 72| Vul?dz, we Wy (Q,w). (5.8)
Q

([ Jal 7}
Q

Por (5.7) e (5.8) temos que

2%

/ 2|72 F (u)dx < / Cla|™>u)* <C <K/ |x|_2a|Vu|2daz:>2 < 400
Q Q Q

e portanto o nosso funcional esta bem definido. Note ainda que pelo Lema A.4 temos que
I € CY (W39, w)) com derivada de Gateaux dada por

I'(u)v :/ 2| 2*Vu - Vudz —/ lz| 72" f(u)vdz para todo u,v € Wy ?(Q,w). (5.9)
0 0

Vamos encontrar uma solu¢ao usando o Teorema do Passo da Montanha. Para isso

precisamos definir e provar alguns resultados auxiliares.

Lema 5.2. Suponha (f1) e (f2). Entdo o funcional I satisfaz a Geometria do Passo da

Montanha, isto é
(i) Ezistem a,p > 0 tais que I(u) > « e ||u]| = p.
(i1) Eziste e € Wy (Q,w) tal que |le|| > p e I(e) < 0.

1 . 2
Demonstragio. (i) Seja I(u) = §||u|\2—/ F(u)|z| % *dz em que ||u|| = (/ \x]2“|Vu]2d:c> :
Q Q
Por (f1) sabemos que existe C' > 0 tal que

|F(s)] < C|s|* para todo s € R,
e portanto
/F(u)|x|_2*“dx < c/ |22 (5.10)
Q Q

Pela desigualdade de Cafarelli, Kohn, Nirenberg e Xuan, temos

*

[l e < 5% ([ ol vapas) " < k¥ f. )
Q Q
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De (5.10) e (5.11), obtemos

/fmmwﬁngc/mr“ 2 < CKF |l = M|[ul|*
Q Q

u

onde M = CK% > 0. Assim,
1 *
Iw) = Sllull?= [ Fwlal ™ ds

2%

Vv

1
Sl P = M

1 *_
=l |5 — Ml 2]

Note ainda que,

1 * 1
lim | — M 2ﬂ:.
ﬁﬂiz [ 2

Assim pela defini¢ao de limite temos que dado € > 0, existe d > 0 tal que

1 . 1
§—M||u 2 _2—2‘ < e, sempre que 0 < |[|u]| <.

Tomando € = & > 0, segue que existe § > 0 tal que se 0 < ||u|| < & entdo

—1>0
4

1 .
*—MHU 2* -2

>1
— — £ =
2

2

N —
> =

e consequentemente
1 " 1
[all? |5 = Ml 2| = Zlul?

ou seja, I(u) > ”“4”2. Logo,
oy »
u) > 4 sempre que 0 < ||ul| <é.
, )
Assim se, ||u|| = 3 < J, temos que
[Jul[> _ 02
I(u) > =—>0
W="3"=1
e portanto, considerando p = g eq= %, obtemos

I(u) > a >0 para todo u € W,?(Q,w)

com ||uf| = p.

F(s)

2

(77) Com efeito, por (f2) sabemos que |1|im
s|—oo S

tal que
|F'(s)| > R|s|*>, sempre que |s| > A.

47

(5.12)

= 400, isto é, dado R > 0 existe A > 0

(5.13)
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Tomando uy € C(Q)\{0} temos para t > 0 que tuy € W,>(Q,w). Logo,

1 .
I(tug) — 5||tu0\|2—/QF(tuo)w? “dy

]. *
- §t2|]u0||2—/ F(tuo)|z| 2 da. (5.14)
Q

|72*a

Como a fungao |z é positiva, segue de (5.13) que

12|72 F(s)| > R|s|*|z|7*%, sempre que |s| > A. (5.15)

De (5.14) e (5.15), obtemos

1 _92%q
I(tuy) < 5||zsu0||2—R/Q|tu0|2|gc| Zagy

1 x
< Pl ~ Re? | Juof?lal > *da
Q
2 ||U0||2_ 2|..|-2%a
< t 5 R [ |ugl*|x|™* “dx (5.16)
Q

Tomando R > 0 suficientemente grande, temos que I (tug) — —oo quando t — +o0

o que finaliza a prova.

O

O préximo lema serd de grande importancia para mostrar a convergéncia da
sequéncia de Cerami (C) em W,?(Q,w). Este resultado pode ser visto em [27, Lemma
3.1].

Lema 5.3. (Condicdo S, - [27], pdg. 22) Seja Q C RY um dominio suave e limitado,
com0ef, 1<p< N, —0<a< % e seja (u,) C WoP(Q,w) tal que

(1) up — u, quando n — —+o0,

(43) limsup | |z|"*|Vu,[P*Vu, - V(u, —u)dr < 0.
Q

n—-+o0o

. : N 1
Entao existe uma subsequéncia que converge forte em Wyt (9, w).

Pelo Lema 5.2 concluimos que o funcional I satisfaz a geometria do Passo da

Montanha, a saber Teorema 2.12. Assim existe (u,), uma sequéncia (C') para I, isto é,
I(u,) = c e (14 [Jun|DI (un) — 0

onde

— inf T(~(t
¢ = Inf max (v(1))
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Ccom

I'={yeC(0,1], W *(Qw) :7(0) =0 e v(1)=e, com I(e) <0}

Mostraremos agora que a sequéncia de Cerami (C') é limitada em Wy*(Q, w). Para

isso, provaremos inicialmente o seguinte lema.

Lema 5.4. Eziste uma constante M > 0 tal que I(tu,) < M para todo t € [0,1] e n € N.

Demonstracao. Como o funcional I satisfaz a Geometria do Passo da Montanha, Teorema
2.12 segue que para todo t,, € [0, 1] podemos considerar I(t,u,) = max I(tpuy,). Além disso,
se t, = 0 para todo n € N entao temos que I(t,u,) = I(0) = 0 < M para todo n € N.
Por outro lado, se t,, = 1 para todo n € N entdo como a sequéncia (I(u,)) é convergente,
segue que existe uma constante R > 0 tal que |/(u,)| < R para todo n € N. Dai, segue
que I(t,u,) = I(u,) < R para todo n € N. Portanto, se t,, = 0 ou ¢, = 1 para todo n € N
entao o resultado estd obtido. Assim, podemos assumir ¢,, € (0,1) e I'(t,u,)t, u, = 0. Dai,

temos que

20 (tyuy) = 21(tau,) — I'(taun)taty,

_ 2(1/ el 2Vt Pl — [ F(tyunla] e

— /|m|_2a]thun| . |thun|dx+/ 2|72 f (g ) tpttnde
Q Q

_ / 2|22 |Vt |2 — 2 / F(tyu)|z| 2 de
Q Q

- / 2|22 |Vt |2 + / 2|72 f (bt tnttnda
Q Q

= /\x|72*af(tnun)tnundx—2/ F(tau,)|x| "% “dx
Q Q

_ / 2|72 (F (bt ity — 2F (1)) di
Q

_ /Q 2|2 H (tyuy, ) da. (5.17)

~ ’ ~ 9% 7, oy .
Por (f3) sabemos que a funcio H(s) é crescente e como a fungio |z|72"® é positiva, segue
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que |z|72H (t,u,) < |z|7%*H (u,). Assim,

I(thu,) = /Q|x|_2*“H(tnun)dx
< [ lal T H(u,)do

- /Q 2]~ (f () — 2F (uy) ). (5.18)

Donde temos que

2twn) = [ Jo 7 (wn)unde =2 [ Fluy)lz] > da
Q Q
_ /|x|_2“|Vun|2dx—2/ F(up)|a| 2 de
Q Q
— /|x\_2a]Vun\2—|—/ 2|72 f (up ) upda
Q Q
_ 2(1/ o] |V P — [ Flu )|x|2*ad:c)
2 Ja " Q "
— /Q|a7|_2“|Vun|.|Vun|dx—|—/Q|x|_2*“f(un)undm
= 2[(u,) — I'(uy)u,

= 2I(uy,) + 0,(1). (5.19)

Portanto 21 (t,u,) < 2I(u,) + o,(1). Por sua vez, como I(u,) — ¢, segue que fazendo
n — +oo em (5.19) obtemos
I(thu,) <c

para todo t € [0,1] e n € N. O

Lema 5.5. A sequéncia de Cerami (uy,) é limitada em W,>(Q,w).

u
Demonstragao. Para fins de contradigao, suponha que ||u,|| — 400 e seja v, = I "H

Unp
Como ||v|| = 1, segue pelo Teorema 2.3 que existe v € W, *(Q, w) tal que v, — v em

Wy (9, w). Afirmamos que v = 0. De fato, como I(u,) — ¢ temos que
1 «
Sluall? = [ Flun)le] ™ 2dz = ¢+ 0u(1)
Q

isto é,

o

Lol e p Pl T )

— + —
2 ||Un||2 ||un||2 ||un||2 |un|2
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A condigao (fy) implica que para todo M > 0, existe R > 0 tal que
F(s)

52

> M, sempre que |s| > R. (5.20)

Dai, temos que

1 |27 F (un) 2|2 F(u,)
Stoul) = [ HE > | o
2 | Qon{lun>R}  |Un]
> M 2|72 v, |2 (5.21)
Q0N {fun|>R)

em que Qy = {z € Q;v(x) # 0}. Note que, como v, — v em Wol’Q(Q,w) entao pela
imersao compacta Wy *(Q, w) < L*(Q,w) (Teorema 3.19), segue que v, — v em L*(Q, w)
1 1 2 ’ .
e por sua vez, w2v, — wzv em L?(Q2). Dai, pelo Teorema 2.4, temos que existe uma
subsequéncia renomeada (v,) de (w2v,) tal que v,(z) — v(x) q.t.p em Q e que existe
h € L*() tal que
v, (z)] < h(z) q.t.pem €, paratodo n. (5.22)

Donde concluimos que

| —2*a |—2*a

hmlnf v, 2|z = Jv|?|x q.t.p em €.

n—+
Logo pelo Lema de Fatou,
1

— > M liminf 2|72 v, | 2da
2 n—+00 JOon{|un|>R}

v

M/QO Lim inf X oy, > ry 2] Jun|*dz
> M/ 2|2 |o|da (5.23)
Qo

1 .
isto é, 5 > M / |z| 72" *|v|*dz. Tomando M > 0 suficientemente grande, obtemos uma
0

0
contradicao e portanto |29| = 0. Por sua vez, como [€2y| = 0 segue que v = 0 q.t.p em €.

[[n]|

Além disso, para A > 0 tem-se € [0, 1] para n suficientemente grande. Assim pelo
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Lema 5.2, segue que para todo t € [0, 1] temos

A
I(thu,) = max I(tuy,) > I(HunHun) = [(Av,)

1 -2 2 —2*
_ [V (Av,) e — [ F(Avy)la] 2
3 [ L1729 (v Pdz — [ F(Av,) 2| da
1
:fA2/ 207y, 12d —/FAn 2y
34 [ a2 v, e — [ F(Av,)lal *da

= oall? = [ F(Auv,)|z| >
ol = | F(Avy)lal 2 da

A2 —2*a
= 5= F(Av,)|x|™* “dz. (5.24)
Q

Como consequéncia da condigao (f;) temos de (5.2) que

|[F(Avy,)| < 5|Avn|2* + Ca|AUH‘TX{\t|Z5}(AUn)'

Logo,
A2 * *
I(twwn) = o = | [elAval® + ol Aval Xy (Ava)] | “dw
A2 * * *
= 5 - 5/9 |Av, |¥ |z 72 — CE/Q | Av, "X (je26y (Avy) || 727
A2 o* o* o* o*
= 7—&4 /Q|vn x|~ “—caAT/Q|vn|TX{‘t|25}(Avn)|:p|_ ¢ (5.25)

Pela desigualdade de Cafarelli, Kohn, Nirenberg e Xuan, segue que

A2 2*
I(thu,) > -5 eA’K 7 ||v,

Z caAT/Q [on]"X(je120) (Avn) 2] 727

Fazendo ¢ — 0T, obtemos

A? o
I(tntin) = - — e AT /Q 0] X (125 (Ava) 2727, (5.26)
Por sua vez, como v,(z) — 0 q.t.p em Q entdo |x|72"%v,(z)|" — 0 q.t.p em Q. Além
disso, sabemos que 1 < r < 2* — 1, assim novamente pela Desigualdade de Cafarelli, Kohn,

Nirenberg e Xuan

[l a2z < [ o,
Q Q

ou seja, |v,|"|z| 72" € LY(Q). Observe também que por Cafarelli, Kohn, Nirenberg e Xuan,
temos h(x)? |z|72" € LY(Q) e de (5.22) obtemos |v,|"|z|72* < h(z)*

n € N, assim pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

2122y < KT [Jon]|? < +00

x|72"% para todo

lim A |vn|rx{|t‘25}(Avn)|a:]’2*“ =0. (5.27)

n—-+oo
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Logo, passando o limite em (5.26) com n — 400, segue que

. (A . . oy A?
liminf I (t,u,) > lim inf o c.A / [Un|" X {11201 (Avy) 2|~ “da | = —
0 >

n—r-+o00 n—-+o00 2
para todo A > 0, o que constitui uma contradicdo com o fato de que pelo Lema 5.4,
(I(t,uy)) € limitada. Portanto a sequéncia (u,,) é limitada.

O

Teorema 5.6. Assuma que (f1), (f2) e (fs) sao vdlidas. Entao o problema (1.2) tem uma

solug@o nao negativa.

Demonstragio. Pelo Lema 5.5, temos que a sequéncia de Cerami (u,) é limitada em
Wy ’Q(Q,w) entdo como Wy ’Q(Q/w) é um espaco reflexivo, segue pelo Teorema 2.3 que
existe uma subsequéncia que denominaremos por (u,) que converge na topologia fraca de
Wy (2, w), isto é, existe u € W, *(Q, w) tal que

U, — u em Wy (Q,w).

Além disso como Q ¢é limitado, entdo pela imersdo compacta Wy*(Q,w) — L*(Q, w)
(Teorema 3.19) segue que u, — u em L*(Q,w). Afirmamos que I'(u,)p — 0 para
todo ¢ € Wy*(Q, w). De fato, como (u,) é uma sequéncia de Cerami, entdo temos que

(1+ ||un||WO1,2(va))||I’(un)|| — 0. Assim, sendo
0 < [ (un)Il < (1 + [[un| DI (un)]

entao fazendo n — +oo na desigualdade acima, obtemos ||'(u,)|| — 0. Dai, segue que
I'(u,)p — 0 para todo ¢ € Wol’Q(Q, w). Em particular para ¢ = u, temos que I'(u,)u — 0.
Além disso, como o funcional I é de classe C! e a sequéncia (u,) ¢ limitada, segue que

fazendo n — 400 na seguinte desigualdade
' (ut Y| < [17 ()] [
obtemos |I'(uy,)u,| — 0. Donde concluimos que

lim I'(uy)(u, —u) = 0. (5.28)

n—-4o00

Note que,
() — ) = /Q 2|2V, - V(up — u)dz — /Q 2|2 f () (n — W)z (5.29)

Como u,, — u em L%(Q, w), segue que Wwin, — wiu em L*(9). Por sua vez, pelo Teorema
2.4, existe uma subsequéncia renomeada (u,) de (w2u,) tal que u,(z) — u(z) q.t.p em Q
e existe h € L?(Q2) tal que

lun ()| < h(x) qt.pem Q, paratodo n. (5.30)
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Por (f1) temos

Ll ) = )

< ™ ) o = w)l

= [ Jal
Q

— C/ |£C|_2*a
Q

Aplicando a Desigualdade de Holder com os duais o =

f(un>’|un - u|dx

=, — u|da. (5.31)

U/n
23_1 e o/ = 2* e usando a

Desigualdade de Cafarelli, Kohn, Nirenberg e Xuan, segue que

’/Q’xh*af(un)(un_u)dx < C/me%

—2%a —2*%a
< o[ Jol = T
Q

U |* "ty — ulde

2, — ul|dx

_o* _o*
<o bl o
: .
—2% * —2*
< e (et ) (f e i)
Q Q
251 L
2% * * 2
< ¢ (/ 2|72y 2$dx> (/ 2|~ %y, — ul|? dx)
Q Q

2" —1 1 N
= ¢ K7 K3 ||| Y |un — ul| < +o0 (5.32)

un|? 7 (u, — u)(z)] € LY(Q). Além disso, como u,(z) — u(x) q.t.p em €,
2*—1’(

isto ¢, |z|~%®

temos que |z|~% % u, up —u)(x)] = 0 q.t.p em Q e existe uma constante M > 0 tal

que |(un, —u)(x)| < M para todo n € N. Assim por (5.30), obtemos

T (= w) ()] < M7 a7 < M- h(2) |27

2| un

onde sabemos por Cafarelli, Kohn, Nirenberg e Xuan que h(z)?|z|~2* € LY(Q). Logo

pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue que

’/ 2] 727 f () (4, — w)d| < c/ 2172 |2y — uldr = 0,(1). (5.33)
Q Q
Portanto de (5.28), (5.29) e (5.33), obtemos
lim sup/ 2| 2"V, - V(u, — u)dz = 0,(1). (5.34)
n—4oo JQ
Assim, sendo © C RY um dominio suave e limitado, com N > 3, —oo < a < %32, (u,)

uma sequéncia em W, (Q, w) tal que u, — u em Wy*(Q,w) e vale (5.34) segue pelo

Teorema 5.3 que existe uma subsequéncia renomeada (u,) em Wy*(€, w) tal que

u, —u em Wy (Q,w).
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Assim, usando que para toda ¢ € W, ’Q(Q, w) o funcional I'(u,)e é continuo, temos que
I'(un) — I'(u)p para todo ¢ € Wy (Q,w).
Por outro lado, sabemos que
I'(uy)p — 0 para todo ¢ € Wy (Q, w).

Logo, pela unicidade do limite, concluimos que I'(u)p = 0, para todo ¢ € W ’Q(Q, w), isto
é, u é uma solucao fraca de (1.2.) Além disso, observe que u é solugdo nao trivial. De fato,

como o funcional I é continuo e u, — u em Wy(€, w), segue que
I(u,) — I(u).

Mas, sabemos que
I(u,) — ¢ >0.

Entao, novamente pela unicidade do limite, segue que I(u) = ¢. Como 1(0) =0ec#0
concluimos que u ¢é solucao nao-trivial. Mostraremos agora que a solugao encontrada
u ¢ nao negativa. Para isso, seja u € Wol ’Q(Q,w) entao considerando a funcgao teste

¢ = u~ = max{0, —u} temos pelo Corolario 4.9 que v~ € W, *(Q, w). Dai,
/ |z|72*Vu - Vu~ = / 2|72 f(u)u™. (5.35)
0 Q
Assim, como
/ 2| 2*Vu - Vu~ = / 2| 2*Vu - Vu~ + / 2| 2*Vu - Vu~
0 [u>0] [u<0]
segue novamente pelo Coroldrio 4.9 que Vu~ = 0 em [u > 0], e portanto
[l 2vuevus = [ o] 2w, (5.36)
Q [u<0]
Por outro lado,
[l epu = [ el e + [ jaFepu =0 (537)
Q [u=0] [u<0]
De (5.35), (5.36) e (5.37)
e 2 pusop ) = /[M] || 72| Vu~]? = /Q 2|7V - Vu~ = /Q 2|7 f (u)u™ = 0

. , — 112
isto é, ||u HWOLQ([USOLw) [u<0],w

em €. Como u=ut+u" eu” =0, concluimos que u = u™, ou seja, u é uma solucao nao

= 0. Por sua vez, ||u_||a/&,2( )= 0 implica que u~ = 0 q.t.p

negativa para o problema. O



A Apéndice

A.1 Operadores diferenciaveis

Apresentaremos a seguir algumas defini¢oes e proposi¢oes cujas provas podem ser

encontradas em [15]. Seja F um espago de Banach e E* seu espaco dual.

Definicao A.1. Seja U um aberto em E e ® : E — R. Dizemos que ® é diferencidvel a
Fréchet em xy € U, com derivada de Fréchet ®'(zo) € E* se

O (zg+ h) = P(x0) + D' (z0)h + o(h)

o(h)
IRl

Fréchet, existe e é continua em U.

em que — 0 quando h — 0. Além disso, dizemos que ® € C1(U) se ', a derivada de

Definicao A.2. Suponha U um aberto em E e ® : E — R. Dizemos que ® é diferencidavel

a Gateauzr em xg € U, com derivada de Gateauz grad ®(zo) € E* se

t—0+ t

= grad ®(z¢) para todo h € E.

Proposicao A.3. Se o operador ® : E — R tem derivada de Gateaux continua em U
entio ® € CY(U).
Lema A.4. O funcional I, definido em (5.3) € de classe C' com derivada de Gateaur

dada por

I’(u)v:/Q\x|’2aVu-Vvd:c—/Q]x\’?af(u)vdx para todos w,v € Wy?(Q,w). (A.1)

1
Demonstragio. Definamos os funcionais ®;, ®5 em W, (€, w) dados por ®; (u) = 3 / 2|72 | Vul*dx
Q
e Oy(u) = / |z| 72" *F(u)dz em que F(u) = / f(t)dt. Mostraremos que grad ®o(u)v =
Q 0
/ |z| 72" f (u)vdz. Para isso definamos
Q

[F'(u(z) + to(z)) — Flu(z))]

tel|0,1).
: Ctelo

gi(x) = |z~
Por (f1) temos que dado € > 0, existe § > 0 tal que

1f(s)] <els]* 71, |s| < 6. (A.2)
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Assim usando a desigualdade (a + b)" < 2"7!(a" 4+ b") e o Teorema do valor Médio temos
que existe 6 € [0, 1] tal que

-2 [F'(u(z) + to(z)) — Flu(z))]
t

gi(z) = |z

_geo P (u(z) + Otv(z))tv(x)
t

= |z

= o] F'(u(x) + Otv(z))v(x)

= |27 f(u() + Otv(z))v(x)

= 2| e(ju(z) + Otv (=) H(z)

= 2" 227 (@) + [Oto(@) [T v ()

= cla[™ (@) |u(@) " + a7 u(@)

= h(z) (A.3)

em que ¢ = ¢ - 2272 > (. Pela Desigualdade de Caffarelli, Kohn, Nirenberg e Xuan temos

que
.
el e de < (K/ ]a:\2“|Vv]2dx) T < KT | < 40 (A.4)
Q Q
Usando a desigualdade de Holder com os duais a = 2*2; e o/ = 2* e novamente a
Desigualdade de Caffarelli, Kohn, Nirenberg e Xuan, obtemos
[l et olde = [ 12l 7 2l 5 uf* " folda
Q Q

_ *
2 g o) da

= [l
Q
1 . 1
(L N7 =) ([ et o)
Q Q
21 L
_ </ |x|_2*a 2*) 2% (/ |x’_2*a U|2*>2
Q Q

*
2*71|

IA

u

2" -1
2

= K, K2§||U

[l

= K|u||* |]v]| < +o0 (A.5)
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2% 1 1

em que K = K, 2 K2 > 0. Por (A.4) e (A.5) temos que h € L'(Q.) Assim, como existe
h € L*(Q) tal que |g;| < h segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada 2.10, temos que

lim Oy (u + tv) — Po(u)

grad ®o(u)v = lim ;

i /Q 2|~ P (u + tv) — /Q 2]~ F (u)
= 1m

t—0 t

= hm/g ‘x’—z*a[F(U +tv) — F(u)]

t—0 t

= lim/ 2|72 f (u + Otv)v
0

t—0

_ . —2*a

= Q%l_{%|[l?| f(u+ 0tv)v

= | e p (. (A6)
Pela desigualdade (A.5) temos que o grad ®(u)v é um funcional coninuo em €2 e portanto

da Proposicao A.3 segue que ®5 € C1(Q) com derivada de Fréchet dada por
O (u)v = /Q |2 f (u)vde.
De modo analogo, mostraremos que
grad @ (u)v = / 12| 72*Vu - Vodz para todo u,v € Wy (Q, w)
Q

e que grad ®; € C1(Q2). Por definigdo temos que

lim D1 (u+ tv) — Py (u)
t—0 t

grad @, (u)v =

1 —2a 2 _1 —2a 2
3 [ el 2V ) e = 2 [ 29 )P

= lim
t—0 t
2 2
gy [ T P = S,
t—0 2 Ja t

dx

= lim
t—0

1 oo [[Vu + V]2 = [V (u)?]
||
2 Ja t

1
= lim 5/ |z|**[2Vu - Vo + tVv]dx
Q

t—0

1
= lim/ ].:1:|_2“Vu-Vvdm+lim—/ tVudx
Q t—0 2 Jo

t—0

- /Q 2|2V - Vod. (A7)
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Mostraremos agora que grad ®(u)v é continuo em €. De fato, aplicando a Desigualdade

de Holder com os duais o = 2 e o = 2 segue que

| grad &4 (u)v| = ’/ |z|**Vu - Vv dx
Q
< /\x|_2“|Vu-VU|
0

< [l Vul - |90
Q

< [ e TVl Vel
Q

1
G

< ([ 1= 9ule)” ([ a2 wel)”
Q Q

< (Lratrrwal)” ([ ler9or?)’
Q Q

< ] - [lol] (A.8)

isto é,
| grad @, (u)| < ||u||, para todo u € W,?(Q,w).

Assim pela Proposicio A.3, segue que ®; € C1(2) com derivada de Fréchet
O (u)v = / |z|2*Vu - Vudz.
Q
Logo, como I'(u)v = & (u)v + P4(u)v temos que

I'(u)v = /Q 2| 2*Vu - Vudr — /ﬂ lz| 7% f(u)vde para todo u,v € Wy2(Q,w).
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