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RESUMO

Na reta real existe um importante teorema, conhecido como Teorema de Favard, que
garante a existéncia de uma tnica medida de probabilidade em relagao a qual certos po-
linémios, que satisfazem uma relagao de recorréncia de trés termos, sao ortogonais. Para o
circulo unitario existe uma conhecida versao deste resultado, entretanto a medida obtida
é tal que os respectivos polindmios ortogonais nao satisfazem uma relagao de recorréncia
de trés termos como no caso real. O objetivo deste trabalho é estudar um teorema do
tipo Favard para o circulo unitario associado a polinémios que satisfazem uma relacao de
recorréncia de trés termos em que os coeficientes que aparecem na relagao de recorréncia
sao sequéncias reais, sendo uma delas uma sequéncia encadeada positiva. A metodologia
aplicada nesse trabalho foi a pesquisa bibliografica, onde utilizou-se, para a fundamen-
tagao teorica, de materiais encontrados em base de dados como Scielo, CAPES, sites de
Universidades, bem como materiais impressos, artigos cientificos, dissertacoes, teses, re-
vistas e outros periddicos. A revisao de literatura, aqui proposta, mostra a importancia
do estudo e conexao da Teoria de fracoes continuas e sequéncias encadeadas positivas para

caracterizacao de medidas de probabilidade nao triviais no circulo unitario.

Palavras-chave: Polinémios ortogonais no circulo unitario. Relagao de recorréncia de

trés termos. Sequéncias encadeadas. Fragoes continuas.



ABSTRACT

On the real line there is an important theorem, known as Favard’s Theorem, which guaran-
tees the existence of a single probability measure in relation to which certain polynomials,
which satisfy a three-term recurrence relation, are orthogonal. For the unit circle there
is a known version of this result, however the measure obtained is such that the respec-
tive orthogonal polynomials do not satisfy a recurrence relation of three terms as in the
real case. The objective of this work is to study a theorem of Favard type for the unit
circle associated with polynomials that satisfy a three-term recurrence relation in which
the coefficients that appear in the recurrence formula are real sequences, one of which is
a positive chained sequence. The methodology applied in this work was bibliographical
research, which used, for the theoretical foundation, materials found in databases such as
Scielo, CAPES, University websites, as well as printed materials, scientific articles, dis-
sertations, theses, magazines and other periodicals. The literature review proposed here
shows the importance of studying and connecting the Theory of continued fractions and
positive chained sequences to characterize non-trivial probability measures in the unit

circle.

Keywords: Orthogonal polynomials on the unit circle. Three-term recurrence formula.

Chain sequences. Continued fractions
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1 INTRODUCAO

Os polinémios ortogonais, desde a sua origem, estao baseados nas areas de
Analise e Trigonometria e sao relacionados mais diretamente a Fragoes Continuas. Isso
porque a origem destes polinomios deu-se a partir de fragoes continuas de casos especiais,
estudadas por mateméaticos tais como Stieltjes, Gauss, Jacobi, entre outros (veja, por

exemplo, Szegd [31]).

A teoria dos polinémios ortogonais auxilia substancialmente a resolucao de
problemas envolvendo diversas areas da Mateméatica Pura e Ciéncias Aplicadas. Por
exemplo, os polindmios ortogonais vem contribuindo em estudos relacionados a equagoes
diferenciais, interpolacao, aproximacgao numeérica, fracoes continuas, estabilidade numé-
rica, além de ter aplicacao no ramo da Mecéanica Quantica, Fisica Estatistica e outros.
Sua aplicagao também esta bastante relacionada com a revolugao dos computadores e ao
aumento da atividade na teoria da aproximacao e anélise numérica (mais detalhes sobre
aplicag¢oes dos polindmios ortogonais podem ser encontrados, por exemplo, em [I], [5], [6]

e [16]).

Uma sequéncia de polindmios { P, }°, é chamada de sequéncia de polindémios

ortogonais com relagdo & medida + no intervalo (a,b), se P, é de grau exatamente n e

<Pm’ Pn>’Y = /b Pm(x)Pn(f)d’y(f) = O’ 7& . se m 7& n ‘
‘ Pn , se m=mn

Neste caso, a medida (positiva) 7 é uma funcao real, definida no intervalo (a,b),
—00 < a < b < o0, limitada, nao decrescente, com infinitos pontos de aumento e tal

que as integrais de Stieltjes

existam.

Os polinémios ortogonais na reta real gozam de propriedades bem particulares
e importantes. Por exemplo, seus zeros sao todos reais, simples, pertencem ao intervalo
de ortogonalidade (a,b) dado, além de satisfazerem uma interessante propriedade de en-

trelagcamento. Estes mesmos zeros podem ser usados como os nos das “famosas” formulas
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de quadratura Gaussianas, que tém maximo grau de precisao algébrico, e seus estudos

sao de grande utilidade na resolucao de problemas das ciéncias e engenharias.

Uma outra propriedade extremamente ttil, e que merece destaque, relativa aos
polinémios ortogonais na reta real, é o fato desses polinomios satisfazerem uma relagao
de recorréncia de trés termos. Essa relagdo para polindmios ménicos (ou seja, polindmios

cujo coeficiente do termo de maior grau, a, ., ¢ igual a 1) ¢ dada por:

PnJrl(x) = (I - an+1>Pn(x> - 6n+1pn71(x)7 n > 07
com Py(z) =1, P_y1(x) =0e Bpi1,an, € R, n > 1.

Um conhecido resultado da literatura, chamado Teorema de Favard, garante
que se {P,}52, é uma sequéncia de polindmios monicos satisfazendo a relagao de recor-
réncia de trés termos acima, entao, sobre certas condigoes na sequéncia real {3,}°2, é
possivel obter-se uma tnica medida de probabilidade em relacao a qual a sequéncia de

polinémios { P}, é ortogonal (veja, por exemplo, Chihara [9]).

A teoria dos polindmios ortogonais também pode ser discutida no circulo uni-
tario, onde é, justamente, o foco desse trabalho. Neste caso, o estudo desses polinémios
(também chamados polindémios de Szegd) iniciou-se na primeira metade do século XX por
Gabor Szegd e, atualmente, vém chamando a aten¢ao de muitos pesquisadores, sobretudo
devido suas aplicagoes em diversas areas e temas da Matemaética, tais como, regras de
quadratura, processamento de sinais e teoria espectral (para outras aplicagbes veja, por

exemplo, [7, 22, 25, 26, 32]).

Se 11(2) = p(e?) ¢ uma medida de probabilidade nao trivial no circulo unitario
C={z=¢":0<0 <2}, uma sequéncia de polinémios ortogonais, no circulo unitario,

{S,}22,, com rela¢do & medida pu, pode ser definida por

- 2 P , 0, se m#n
/T Su(2)m(2) dpi(z) = / Su(€)Bn(@®) diu(c®) = ,

Kk 2#0, se m=n
onde S, é um polinémio de grau exatamente n. Aqui, conforme a terminologia adotada
por Simon [27], a medida x é nao trivial se o seu suporte é um conjunto infinito e x é uma
medida de probabilidade se p(C) = 1. Além disso, diz-se que zy € C é um ponto puro (ou

ponto de massa) de p, se a medida desse ponto € positiva, ou seja, u({z0}) > 0.

Diferentemente dos polinomios ortogonais na reta real, os polinémios ortogo-

nais no circulo unitario nao satisfazem uma relagao de recorréncia de trés termos. Todavia,
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quando monicos, esses polinomios satisfazem as relagoes
Sn(2) = 28p-1(2) — Q-1 55 _1(2),
Sn(z) = (1— ‘an—1|2)zsn—l(z) — Qp-15,(2),

onde Sp(z) = Si(z) = 1, ap—1 = —S5,(0) e Si(z) := 2"S,(1/Z) denota o polinémio

reciproco de S, (z).

Os niimeros complexos «,, sao usualmente conhecidos na literatura como coe-
ficientes de Verblunsky, e por serem oriundos da sequéncia de polindémios ortogonais

{Sn}o2,, satisfazem a condig¢ao de que |a,| < 1 para todo n > 0.

Uma conhecida versao do Teorema de Favard para o circulo unitario assegura
que se {a, }22 , é uma sequéncia arbitraria de nimeros complexos tais que |a,| < 1, n > 0,
entao, associada a esta sequéncia, é possivel obter-se uma tnica medida de probabilidade
nao trivial u, suportada no circulo unitério, tal que os polinémios S, (z), n > 0, gerados
pelas relagoes , sao os respectivos polindmios de Szegd monicos (veja, por exemplo,

[15] ou |27, Teorema 1.7.11]).

Vale ressaltar que na versao do Teorema de Favard para o circulo unitério
mencionada acima as relagoes de recorréncias para os polinomios de Szegd nao sao relagoes
de recorréncia de trés termos (como no caso real) e, além disso, os coeficientes envolvidos
nao sao compostos apenas de sequéncias reais, ja que no caso envolvem a sequéncia de

niameros complexos {a, }5°,.

Neste sentido, surgiram alguns questionamentos que nortearam a presente pes-
quisa, tais como: seria possivel obter-se um teorema do “tipo Favard” para o circulo uni-
tario envolvendo polinomios que satisfizessem uma relagao de recorréncia de trés termos?
Os coeficientes dessa relacao poderiam ser apenas sequéncias reais? Que condigoes es-
sas sequéncias deveriam satisfazer? E possivel caracterizar completamente a medida e os

polinémios ortogonais nesse caso?

Diante dessas indagacoes, a presente pesquisa, tem como principal objetivo
apresentar um teorema do tipo Favard para o circulo unitario associado a polinémios que
satisfazem uma relagao de recorréncia de trés termos em que os coeficientes que aparecem
na relagao de recorréncia sao sequéncias reais, sendo uma delas uma sequéncia encadeada

positiva. Vale mencionar que, segundo Chihara [9], uma sequéncia {d, }°°, ¢ denominada
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sequéncia encadeada positiva se existe uma outra sequéncia {g, }5°, tal que
0<go<1l, 0<g,<1, paran>1 e d,=(1-gn1)gn paran > 1.

Neste caso, a sequéncia {g,}°2, (que pode nao ser necessariamente tnica) ¢ denomi-
nada sequéncia de pardmetros para a sequéncia encadeada positiva {d,}> ;. Ademais,
toda sequéncia encadeada positiva possui uma sequéncia de parametros minimal e uma

sequéncia de parametros maximal, denotadas, respectivamente, por {m,}>°, e {M,}>,.

Para ser preciso, neste trabalho, deseja-se discutir os resultados estabelecidos
em Castillo et al. [8], onde os autores mostraram que a partir do par de sequéncias reais
{{en oo, {d, 35}, onde {d,, }°°, é uma sequéncia encadeada positiva, é possivel obter-se
uma Unica medida de probabilidade p, no circulo unitario, tal que a sequéncia de polind-
mios {R,(z) — 2(1 — m,)R,_1(2)}22, € a sequéncia de polindmios de Szegé com relagao
a esta medida p. Aqui, a sequéncia {m,}>°,, que ¢é utilizada para gerar a sequéncia de
polinémios ortogonais em relagao a u, é a sequéncia de parametros minimal da sequéncia
encadeada positiva {d,}2°,. Além disso, os polindémios R, (z), n > 0, também utilizados
para gerar a sequéncia de polindmios ortogonais, satisfazem a relacao de recorréncia de

trés termos
Roi1(2) = [(14+icpi1)z+ (1 —icpy1)|Ra(2) — 4dpi12Rn-1(2), n>1, (1.2)

com Ry(z) =1e Ri(2) = (14+ic1)z+ (1 —icy).

Vale salientar que no trabalho de Costa, Felix e Sri Ranga [11] também foi
possivel recuperar-se a medida de probabilidade associada ao par de sequéncias reais
{{en 22, {d,}52,}, porém, por um método diferente daquele empregado em Castillo et
al. [8], o qual partindo de certas fungées racionais que seguem dos polindémios R, (z),
utiliza a Teoria de fragoes continuas, expansoes em séries, no infinito e na origem, e
o Teorema da Sele¢ao de Helly para obter a medida associada g como o limite de uma
subsequéncia de medidas discretas, 1, (¢?), cujos pontos puros (aqueles diferente de z = 1)

sdo exatamente os zeros de R, (z).

Observe que uma discussao dentro dessa temética possibilitara a compreensao
de muitos outros resultados relacionados a Teoria dos polinomios ortogonais no circulo
unitario, uma vez que o uso da Teoria de sequéncias encadeadas positivas para caracteriza-
¢ao de medidas de probabilidade nao triviais no circulo unitario teve grande destaque, na

literatura, a partir do trabalho de Castillo et al. [§] (bem como do trabalho de Costa, Felix
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e Sri Ranga [I1]), o que pode contribuir para obtencao de novos resultados sobre o tema,
os quais estao relacionados, de forma intrinseca, ao crescimento cientifico e tecnolégico do

pais.

Na busca de atingir os objetivos da pesquisa, optou-se em elaborar-se uma
pesquisa bibliografica que fundamentasse o tema em questao, onde foram consultadas
obras bibliografias especificas voltadas a Teoria dos Polindmios Ortogonais, encontradas
em livros, dissertagoes, teses, artigos cientificos, revistas e outros periddicos, tendo como

ponto de partida os resultados fornecidos em Castillo et al. [§].

A presente dissertagao esta organizado em trés capitulos (além das conside-
ragoes finais e referéncias utilizadas), onde o primeiro deles é a introdugao e os demais

descritos, resumidamente, como segue.

O Capitulo [2| é dedicado a apresentacao de algumas defini¢oes e resultados
classicos da Teoria dos polinémios ortogonais, bem como de outros temas auxiliares,
essenciais para a compreensao dos assuntos discutidos nesse trabalho. Especificamente,
sao apresentadas defini¢oes e principais resultados relativos a polinémios ortogonais (na
reta real e no circulo unitario), a teoria de fragdes continuas e a teoria de sequéncias

encadeadas positivas.

J& no Capitulo [3| sao apresentados os principais resultados estabelecidos em
Castillo et al. [8], cujo principal objetivo é obter, a partir do par de sequéncias reais
{{en oo, {d, 35}, onde {d, }5°; é uma sequéncia encadeada positiva, uma tunica medida
de probabilidade g, no circulo unitério, tal que a sequéncia de polindmios
{R,(2) —2(1—my)R,—1(2)}5°, € a sequéncia de polindmios ortogonais no circulo unitéario
com relagao a esta medida u. Precisamente, a partir dos polinomios R, (z), gerados pela
relagdo de recorréncia de trés termos ([1.2)), defini-se a funcéo racional Q,(z)/R,(z) (onde
os polinémios @,(z), n > 0, satisfazem a mesma relagao de recorréncia (|1.2) satisfeita
por R,(z), mudando-se apenas as condigoes iniciais, ou seja, Qp(2) =0 e Q1(z) = 2d;) e
obtém-se suas expansoes em séries, em torno de zero e do infinito, com o uso das fracoes
continuas, da teoria das funcoes hipergeométricas e outras funcoes especiais, que serao
essenciais para obter a medida de probabilidade p desejada. A partir dai, com a utili-
zacao de um dos teoremas apresentados nesse mesmo texto, obtém-se os coeficientes de

Verblunsky e os polinomios ortogonais no circulo unitario associados a essa medida.
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2 PRELIMINARES

Este capitulo apresenta defini¢oes e propriedades basicas sobre a Teoria dos
polinémios ortogonais na reta real e no circulo unitario, fragdes continuas, sequéncias
encadeadas positivas e fungoes especiais, limitando-se ao essencial para a compreensao do
texto, servindo assim, de preparacgao para o proximo capitulo que trata sobre os principais
resultados que se deseja discutir nesse trabalho. Este capitulo faz a exposigao de teoremas
e outros resultados, omitindo algumas demonstracoes. Para um estudo mais detalhado
sobre esses topicos, veja, por exemplo, Chihara [9], Cuyt [12], Ismail [19], Simon [27] 28]
e Szegd [31].

2.1 Polinémios ortogonais na reta real

Antes de introduzir a Teoria dos polinémios ortogonais no circulo unitério,
que esta diretamente relacionada com o principal objetivo desta pesquisa, apresenta-se,
nesta secao, um pouco da Teoria classica dos polindémios ortogonais na reta real, todavia,
apenas 0 necessario para um bom entendimento das préximas se¢oes. Para um estudo
mais detalhado sobre a Teoria dos polindmios ortogonais na reta real, pode-se consultar,

por exemplo, os textos de Chihara [9], Ismail [19] e Szegé [31].

Inicia-se essa se¢ao com a nocao de integral de Riemann-Stieltjes essencial
para compreensao do conceito de medida (positiva), em relagdo a qual os polindmios,

aqui estudados, serao ortogonais.

Defini¢ao 2.1 Uma fungdo vy : [a,b] — C tem variagao limitada se exite uma constante

M > 0 tal que para qualquer particio P =a =ty <ty < --- < t, = b de [a,b] tem-se

V(1 P) = () — v(ti-)| < M.
k=0
A wvariagao total de v, V(v), € definida por

V(y) = sup{v(v; P); P é parti¢ao de|a,b]}.

Observe que V(y) < M < oco. Além disso, se v é real e nao-decrescente, entao tem

variagao total, V() = v(b) — v(a).
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Teorema 2.2 Seja v : [a,b] — C wma fun¢ao de varia¢ao limitada e suponha que
f i ]a,b] — C seja continua. FEntao exite um nidmero complezo I tal que para todo
€ > 0 existe 0 > 0 tal que quando P = {a =ty < t; < --- < t, = b} € uma particao de

[a,b] com ||P|| = max{(ty —tx—1);1 < k <n} <0 tem-se

=" flt)te) — v(ter)]

<€

b
k=1
para qualquer ponto fixo t;c, com tp_q < t;g < t.

O nimero [ é chamado de integral de Riemann-Stieltjes de f em relacao a ~y

no intervalo [a, b], sendo denotado por

b b
1= [ o= [ f@re)
Essa integral possui as mesmas propriedades que a integral de Riemann (para mais deta-

lhes veja [10]).

Definigao 2.3 Seja v uma fungao de valores reais, nao-decrescente e definida no inter-
valo (a,b), —oco < a <b<oo. Un ponto de aumento da fungao 7y € todo ponto n tal que

v(n+e€) —~v(n—e) >0, para todo e > 0. O conjunto desses pontos,
supp(7) = {n € (a,b);7(n+¢) —(n —€) > 0, para todo € > 0},
¢ chamado de suporte de .

Em Chihara [9], o conjunto supp(y) também é chamado de espectro de 7. E

os pontos de aumento de v sao chamados de pontos espectrais.

Definigao 2.4 Se v é uma fungao real, definida no intervalo (a,b), —oo < a < b < 00,
nao-decrescente, limitada, com suporte infinito (isto €, infinitos pontos de aumento) e tal

que as integrais de Riemann-Stieltjes

b
Lin ::/ a"dy(z), n=0,1,..

exitem, entao diz-se que y € uma distribui¢ao ou medida (positiva) nao trivial no intervalo

(a,b).
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Os numeros u, sao chamados de momentos de v de ordem n. Quando o
intervalo (a, b) é limitado, os momentos p,, sempre existem. Por outro lado, se o intervalo

for ilimitado, isso nem sempre ocorre, porque a integral acima pode nao convergir.

Quando g = 1 diz-se que v é uma medida de probabilidade. Além disso, se a
medida 7 for definida em um intervalo (—a,a), com 0 < a < oo e satisfaz

dvy(z) = —dvy(—x), diz-se que v é uma medida simétrica.

Observagao 2.5 Note que se vy é uma medida positiva em um intervalo (a,b) e p € um
polindmio de grau n, com p(z) > 0, entdo quando x € supp(y), a defini¢do permite

escrever \

| v > o
De fato, se v tem infinitos pontos de aumento, entao pelo menos um desses pontos difere
dos zeros de p(x). Seja entdo xy esse zero. Assim, p(xy) # 0, isto é, p(xr) > 0 e
Y(zg +€) —y(zp —€) > 0.

Logo, existe um intervalo (ty_1 = x), — €1, = x1, + €) tal que

p(t) [y () — v(trmr)] > 0,

com t_1 < t;g < ti. Por outro lado, como v € nao-decrescente, entao, para qualquer
intervalo (t;_1,t;), obtém-se y(t;) — v(ti—1) > 0. Dessa forma, pela defini¢iao da integral

de Riemman-Stieltjes, tem-se

/pum«w>o

Do exposto na Observacao ¢ possivel definir-se o produto interno (-, -),
dado por:

umwa/mmwmw,

onde f e g sdo fungdes continuas definidas em (a,b). A partir dai, e observando que

polinémios sao fungoes continuas, tem-se a seguinte definicao.

Definigao 2.6 Uma sequéncia de polinomios { P,}°, € ortogonal, com relagao a medida

v no intervalo (a,b), quando P, tem graun e

b 0,
(o Pols = [ Pala)Paa)in(a) = L mtn
‘ Pn ; Se m=n
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Levando em consideracao o delta de Kronecker, definido por

0, se m#n
Omn = 7 , (2.1)
1, se m=n

pode-se reescrever a definicao acima na forma
b
(P, Po)y = / P, (z)Py(x)dy(x) = ppdmm, m,n=0,1,2,....

Quando p, = 1 para todo n > 0, a sequéncia de polinémios ortogonais é
chamada de sequéncia de polindmios ortonormais em relagao a medida v, a qual denota-
se, usualmente, por { PF}°° .. Além disso, se a medida vy associada aos polinémios P,,, com
n > 0, for simétrica, entao os polinomios P,, para n > 0, sao chamados de polinémios

ortogonais simétricos.

Segue das propriedades de ortogonalidade da Algebra Linear (veja, por exem-
plo, [23]), que a sequéncia {F,}52, da Defini¢ao [2.6] forma uma base infinita para o
espago vetorial dos polinémios P. Em particular, { Py, P, ..., P,} constitui uma base finita

para o espaco vetorial dos polinémios de grau maximo n, P,.

Observacao 2.7 Por conveniéncia, a expressao “sequéncia de polindmios ortogonais”
serd substituida por sua correspondente sigla em inglés, a saber: OPS. Além disso, salienta-
se que polindmios monicos sao polindmios nos quais o coeficiente do termo de maior grau,

Qp, € tqual a 1.

Dada uma sequéncia de momentos reais, {p,}52,, ¢ possivel formar-se uma
matriz de ordem n + 1, denominada matriz de Hankel, e seu determinante, chamado

determinante de Hankel,

MO /"Ll e /J[’TL
o, = ,U'l ,U'z :un.+1 >0
Hn  Hpy1 - Hon

Um resultado bem conhecido na literatura garante que existe uma OPS, em relacao a
medida positiva v, se, e somente se, H, # 0 para todo n > 0. Uma demonstracao dessa

afirmativa pode ser encontrada, por exemplo, em Chihara [9].

Outro fato essencial que caracteriza as OPS, {P,}°°,, é que seus polindmios
P,(x) satisfazem uma férmula de recorréncia de trés termos. Mais precisamente, tem-se

o seguinte resultado:
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Teorema 2.8 Sejam v uma medida positiva nao trivial e {P,}:, uma OPS moénica.

Entao existem constantes o, € i1 >0, n > 1, tais que
Poii(x) = (x — aps1) Po() — Bpa Pooa(z), n=1,2,..., (2.2)

com Py(z) =1, Pi(z) =2z —ay ¢

Pnapn n
Apy1 = ua n Z 07 € ﬂn-}—l - P , N Z 1.
Pn Pn—1

Uma demonstragao para o teorema acima pode ser encontrada em Chihara [9] ou Simon

[27]. A reciproca desse resultado é valida e é apresentada a seguir.

Teorema 2.9 (Favard) Sejam {a, }02, e{Bn}o, sequéncias de nimeros reais, onde o, €
R e fBpy1 > 0paran > 1. Se{P,}>°, € uma sequéncia de polinémios monicos satisfazendo

a formula de recorréncia de trés termos

P,(x) = (x — an)Py1(x) — BpnPro(x), n=2,3,...,

com Py(x) =1 e Pi(x) =z — oy, entdo exite uma unica medida v com suporte em R tal

que a sequéncia de polindomios {P,}5°, € ortogonal em relagao a essa medida.

Para uma demonstragao veja Simon [27] ou Szegd [31]. Uma consequéncia dos

teoremas 2.8 e [2.9) ¢ o seguinte resultado.

Entre os resultados consequentes da relagao de recorréncia de trés termos (Teo-
rema [2.8) estd a chamada Identidade de Christoffel-Darbouz que tem importantes impli-
cagoes no contexto de zeros de polinomios ortogonais. Tal identidade é apresentada no

proximo teorema e sua demonstracao pode ser encontrada, por exemplo, em Chihara [9].

Teorema 2.10 Se {P,}>2, ¢ uma OPS ménicos, em relagio a uma medida positiva -,

entao

1 Pn—f—l(x)Pn(y) - Pn(w)Pn—H(y)
Z 5152 5k+1 = Brfa- - Bun) r—Yy 7 (23)

onde B;, com j = 1,2,...,n + 1, sio os mesmos coeficientes da formula de recorréncia

2.

Observe que somando-se e subtraindo-se P, ;1(x)P,(x) no numerador do se-

gundo membro da equacgao ([2.3), obtém-se

_ Pa@) (P (2) = Bua(y) — Bura () (Bu(2) — Puly))

Z 5132 5k+1 BBz Bry1(r —y)
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Consequentemente, quando y — x, tem-se

~ (@) [Pu@)(Pura(@) = Py (2) (Pu())
; BB Brar B1B2 -+ Bt =0
de onde segue que
Po(@)(Paga(2)) = Poga(2)(Pa(x)) > 0. (2.4)

Por meio da desigualdade ([2.4)) pode-se mostrar que os zeros de P, (z) e P, 1(x)

se alternam em ordem crescente, isto é,
Tn+1,1 < Tn < Tn+1,2 < Tn,2 < < Tn+1,n < Tn,n < Tn4+1,n+1,

onde z,;, j = 1,...,n, sdo os zeros de P,(r) e x,4+1,; s@o os zeros de P,i1(x),
7 =1,...,n+ 1. Essa propriedade dos polinomios ortogonais ¢ conhecida como pro-
priedade de entrelacamento de zeros. Além disso, é possivel mostrar que esses zeros sao
todos reais distintos e que estdao em (a,b), isto é, no intervalo de ortogonalidade dos po-
linémios (para mais detalhes sobre essas e outras propriedades dos polinémios ortogonais

na reta real, confira, por exemplo, [9] e [31]).

As sequéncias de polinémios ortogonais na reta real mais conhecidas na litera-
tura sdo aquelas definidas por Agarwal e Milovanovié [1] como sequéncias de polindmios
ortogonais cldssicos (veja também Chihara [9]). Dentre esses polinomios tem-se, por

exemplo, os polindmios de Chebyshev de sequnda espécie, descritos no exemplo a seguir.

Exemplo 2.11 Os polinémios de Chebyshev de sequnda espécie, denotados por U,(z),
sio ortogonais no intervalo (—1,1) com relagio o medida dy(z) = (1 — 22)/2dx. Esses

polindmios podem ser definidos por:

_ sen((n+1)arccosz)  sen((n+1)0) B
Up(x) = Vi = —; , xel-1,1, n=0,1,2,..., (2.5)

onde x = cosf e 0 € (0,7). Note que, usando a relagao trigonométrica

sen(n + 2)0 + sen(nf) = 2cos @ sen(n + 1)6

com x = cosl, e a definicao dada em (2.5)), a relagio de recorréncia de trés termos para

o0s polindmios de Chebyshev de 2% espécie fica:

Upi1(x) =22 U, (z) — Up—i(x), n>1, (2.6)
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tendo Up(z) =1 e Uy(x) = 2z como condigdes iniciais. Por outro lado, uma vez que

Uo() = sen(arccosz)  senfl 1
T VT2 VI-cos0

sen(2arccosz)  2senflcosd
Ui(r) = —F———= =2
1(3:) 1 — I2 sen@ xz,

utilizando a relagao de recorréncia de trés termos (2.6)), obtém-se

Us(z) = 2xU(x) — Up(z) =222 — 1
Us(x) = 20Uy(z) —U(z) =2°2° — 4o

Up(x) = 2"a" +....

Ou seja, por recorréncia, conclui-se que os polindmios de Chebyshev de 2% espécie, U, (x),
nao sao monicos. Precisamente, o coeficiente do termo de maior grau para esses polind-
mios € dado por:

pn=2" n>0.

Em relagao a ortogonalidade dos polinomios de Chebyshev de 2% espécie Uy, (x),
usando a defini¢ao dada em (2.5)), € possivel verificar que a relacao de ortogonalidade (com

respeito a medida dy(x) = (1 — 22)Y2dx), para esses polinémios, € tal que:

1 0, se m#n,
<Unv Um>7 - / Un($)Um(1‘)(1 - $2)1/2d513 =

1 s _
X se m =n.

Finalmente, os zeros dos polinomios de Chebyshev de 2% espécie U, (z), n > 1,

definidos como em ([2.5)), sdo os pontos xny (k=1,2,...n) tais que
sen|(n+ 1)0, %] = Up(znr) =0, para 0 <6, <,

onde x,, = cosb, . Consequentemente, esses zeros sao dados, explicitamente, por

km
n+1

xn,k:COS‘gn,k:COS( ), k=1,2,...,n.
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2.2 Polinémios ortogonais no circulo unitario (OPUC)

Nesta secao serao apresentadas algumas defini¢oes e resultados classicos refe-
rentes a Teoria de polindmios ortogonais no circulo unitéario (na sigla em inglés, chamados
abreviadamente de OPUC). O objetivo aqui é fornecer apenas o suficiente para o bom
entendimento do préoximo capitulo onde se encontram os principais resultados desse tra-
balho. Para mais detalhes sobre a Teoria de polindmios ortogonais no circulo unitéario,

sugere-se, por exemplo, os textos de Ismail [19], Simon [27, 28] e Szegd [31].

Definic¢ao 2.12 Uma medida positiva p, no circulo unitdirio C = {z = €;0 < 0 < 27}
€ uma funcgao real, limitada e nao-decrescente com suporte infinito sobre C. FE, seus

momentos (trigonométricos) sao definidos por
2 ] ]
o = /zmdu(z) = / e ™0du(e), m=0,+1,42,.... (2.7)
c 0

De acordo com Simon [27], a medida p é chamada nao trivial se seu suporte é
um conjunto infinito e é chamada medida de probabilidade se p(C) = [, du(z) = po = 1.
Além disso, diz-se que zy € C é um ponto puro ou ponto de massa de p, se a medida
desse ponto é positiva, ou seja, u({z0}) > 0. Um ponto de massa zy é chamado isolado

ou discreto quando existe uma bola aberta B(zg, ) tal que u(B(zo,7) — {20}) = 0.

Observagao 2.13 (i) Nao é dificil verificar que a medida p(e?), 0 < 6 < 27, da
Definicao induz uma outra medida positiva [i(0), também com suporte infinito
no intervalo [0, 27|, a qual serd denotada simplesmente por u(0). Essa notacao serd

utilizada algumas vezes longo desse trabalho.

(11) Os momentos trigonométricos, dados na Defini¢ao 5a0 tais que: fi_,, = fbm-
De fato,

S W /Oz”eimadu(eie>: /0 2W[cgs(m9)—i—isen(mG)]du(e“’)

2w
cos(mf)du(e?) + z/ sen(mé)du(e?)
0

27
cos(mb) — i sen(mf)]du(e®).

[Freamre |
_ / " cos(mb)du(e®) — i / " sen(m8)dp(e?)
[
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Consequentemente, como a funcao seno € impar e a fungao cosseno € par, obtém-se
2 )
h_, = / [cos(mB) — isen(mB)]du(e”)
0

— /0ﬂ[cos(—m@)+isen(—m9)]dﬂ(ew)

2T
— / e—imed#(eie) :/z_mdu(z)
0 c

Dada a medida nao trivial g (com suporte no circulo unitario C), pode-se

definir o funcional linear (chamado de funcional de momento)

L[z"] = /czmd,u(z) = lm, m=0,+1,4+2, ... (2.8)

tomando elementos no espago dos polinémios de Laurent, ou seja, fungoes ¢(z) : C — C,

dadas por

(z) = chzk, c, € C,

k=1

onde ¢ e 7 sao numeros inteiros tais que ¢ < j.

Observe que sendo a medida p de suporte infinito em C, tem-se

Clp) = / " (p(e®)dub) > 0,

onde p é um polinoémio tal que p(e®) > 0, mas nao identicamente nulo em [0, 27]. Dai,
como no caso dos polinomios ortogonais na reta real, é possivel utilizar o funcional linear

L para definir o produto interno (-,-) da seguinte forma:

- - 2 o
(.0) = L) = [ o) = [ T du®). 29)
0
onde os polinémios p e ¢ sao definidos no circulo unitério C.

Agora, em relagao a sequéncia de momentos {ji,, }5°___, pode-se definir matriz

de Toeplitz,

Hn  Hp—1 - Ho
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onde seu determinante (chamado determinante de Toeplitz) é dado como segue

Ho 1 fn
Ayi=1 e A, =| M H0 7 ) sy, (2.10)
Hn  Hp—1 - Ho

Defini¢ao 2.14 Diz-se que um funcional linear L, com L]z"™| = p,, € positivo definido
se N, >0, comn >0, e quase definido se /N, # 0, comn > 0. Além disso, a sequéncia
{pbm }2° € chamada hermitiana se p, = [,, comn > 0, e é chamada hermitiana

m=—00

positiva definida se A\, > 0, com n > 0.

Observagao 2.15 Usando-se as defini¢coes do funcional linear L e do produto interno
(-,+), dadas, respectivamente, em e [2.9), e levando-se em consideragdo o item (it)
da Observacao ¢ possivel mostrar que dada uma medida positiva (nao trivial) no
circulo unitdrio C, a sequéncia de momentos {pm, }o_ ., definidos por , forma uma

sequéncia hermitiana positiva definida.

Diante da terminologia apresentada nesse capitulo, é possivel definir, nesse
momento, sequéncias de polindmios ortogonais com relacao ao funcional de momento £

e, posteriormente, em relacao a uma medida p suportada no circulo unitario C, a saber:

Definigao 2.16 Para um funcional linear L positivo definido (ou quase definido), a
sequéncia de polinomios {S, 152, € chamada de sequéncia de polindmios ortogonais em

relacdo a L quando

0, se m#n
(Sn, Sm) = L[Sn(2)Sm(2)] = B . (2.11)
k;2#0, se m=n

Trocando S,,, por um polindémio qualquer 7,, de grau m < n, tem-se que a

ortogonalidade dada ([2.11)) também pode ser reescrita como

0, se m<n
(SnyTm) = L[Sn(2)mm(2)] = ) (2.12)

kX #0, se m=n
Além disso, quando i é uma medida positiva com suporte em C, considerando o delta de

Kronecker (2.1 e o produto interno ([2.9)), obtém-se a seguinte definigao:
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Definigao 2.17 Seja {S,}52, uma sequéncia de polinomios e ju(z) uma medida com su-
porte no circulo unitdirio C = {z = €;0 < 0 < 27}. Diz-se que {S,}%, € uma sequéncia
de polinémios ortogonais (OPS) em relagao a medida pu(z) se cada polindémio S, tem grau

n e

2m
/Sn(z)Sm(z)du(z) = / S (€S, (e®)dp(e™) =k 26mm , my,n=0,1,...,
C 0

onde k,? = [, 1Sn(2)[Pdp(z) = ||Sn||* # 0, sendo os respectivos polindémios ortonormais

em C dados por s,(z) = k,Sn(z), n > 0.

Observagao 2.18 (i) Neste texto, os polindmios ortogonais no circulo unitdrio, de-
notados por S,, serao sempre considerados em sua forma monica, ou seja, com o

coeficientes do termo de maior grau iguais a 1.

(77) Os polinémios ortogonais no circulo unitdrio também sao chamados de polindmios

de Szegd.

Agora, seja S, ( Z by, w2* com bpi € C, by, =1en >0. Entao, usando

k=0
a definigdo do funcional linear £, dada em (12.8)), é possivel observar que

(Suz™) = L15,(:5 = [ 5,77duc)
= /s —dp(z /(Z b k2 ) Zimdu(Z)
_ /C (é bm,kzk—m) dp(z) :;bm,k /C 2" dp(z)

= Z bn,kﬂm—k'
k=0

Aqui, o fato de se ter z = € = cosf + isend, para 0 < § < 27, garante que |z| = 1 e,

consequentemente, 2™ = 1/2" = z7™.

Observe que da tltima igualdade e da ortogonalidade dada em (2.12)), tem-se

i . 0, se m<n
> bugttmei = (Sn, 2"y =4 . (2.13)

=0 k, #0, se m=n

Dai, fazendo-se m = 0,1,2,...,n em (2.13]), obtém-se um sistema de equagoes lineares,
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que na forma matricial fica

,U/Obn,O + N—lbn,l + -+ ,U/—n—l—lbn,n—l + ,U/—nbn,n 0
,ulbn,() + ,u()bn,l + -+ ,u—n—f—an,n—l + ,u—n—i—lbn,n 0
,unflbn,O + Manbn,l + -+ ,U/Obn,nfl + ,U/flbn,n 0
,unbn,O + Mn—lbn,l +--+ Mlbn,n—l + ,uobn,n l;:n
ou, equivalentemente,
Ho  H-1 c fengl Hen bn,o 0
M1 Mo ot Pept2 Mentl bn 1 0
Hn—1 Hn—2 - [o -1 brn—1 0
Hn Hpn—1 - H1 Ho bn,n ]%n

Note que os indices ¢ de p; na primeira coluna da matriz em (2.14]) indicam o
valor de m ja que k = 0 naquela coluna.

Agora, considerando

po  H-1 o fepgr O
pi o flo e fing2 O
Ae = : , : o
Pn—1 fn—2 -+ po 0
Ln Pt oo g1 K
pela Regra de Cramer, tem-se
A
byn = A_i'

onde A, é o determinante de Toeplitz dado em (2.10]). Mas, uma vez que

A{ = ];n(_l)n+n+2Anfl = ];:nAnfla

entao .
knAn—l

bnn -
) An

Dai, como b, , = 1, ja que os polindémios S,, sao monicos, obtém-se
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e, consequentemente, por (2.13]), chega-se a

0, se m=0,1,...n—1
(Sn, 2™y =19 A, : (2.15)

se m=n
)
An—l

Observe que substituindo a ultima linha do sistema (2.14)) por S, (z) = Z b 2",
k=0

obtém-se o sistema

Ho M1 o Hent1 H—n bn,O 0

M1 fo  ccr Heng2 fensl bn1 0
Mn—1 Hp—2 --- Ho H—1 bn,nfl 0

20 2t o gl 2" br.n Sn(2)

De forma semelhante, usando a Regra de Cramer para calcular b, ,,, é¢ possivel

observar que os polinémios S,,, n > 0, podem ser reescritos da seguinte forma:

Mo  H—1 - Heng1  Hn
H1 Ho - Hent2 Hontl
So(z)=1 e Sp(z) = Ai—l : : : : . (2.16)
MUn—1 Hn-2 - Ko -1
1 z e ot z"

Este procedimento permite verificar a existéncia e a unicidade dos OPUC ménicos, ja que
A,_1 # 0, além de apresentar um método para construir esses polindmios a partir da

sequéncia de momentos { i, }>°_

—0o0"

Defini¢ao 2.19 Seja g,(z) um polindmio no circulo unitdrio, de grau no mdximo n. Seu

polindmio reciproco € definido por

() = 2"qn(1/2).

Os polindmios reciprocos satisfazem propriedades de ortogonalidade que de-
correm das propriedades de ortogonalidade dos polinémios ortogonais no circulo unitério.
Assim, a partir das defini¢oes de polindémio reciproco e do funcional linear £, dada por
, e de (2.15), pode-se mostrar uma importante propriedade de ortogonalidade (que

seré utilizada mais adiante) satisfeita por esses polinomios, a saber:

Do se m=0
(Si(2),2™) =4 Dt ’ (2.17)

0, se m=1,2,....,n.
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De fato,

(Sp(2),2") = <z”@ zm> = <z"sn <i)zm> = <Z"Sn(z),zm>

= /Z”Sn(z) 2mdu(z) = /Z"Sn(z).imdu(z) = /z”mSn(z)du(z)
c c < c
JAVS 5
, se m=0,
= <z"_m, Sn(z)> ={ Dua
0, se m=1,2,...,n.

Como mencionado na introdugao desse trabalho, os polinémios ortogonais no
circulo unitario nao satisfazem uma relagao de recorréncia de trés termos do tipo ,
como ¢ o caso dos polindmios ortogonais na reta real. Todavia, utilizando os polind-
mios reciprocos dados na Defini¢ao [2.19] quando monicos, esses polinémios satisfazem as

relagoes dadas pelo seguinte teorema:

Teorema 2.20 Os polinémios ortogonais no circulo unitdrio monicos, S,(z), satisfazem

as formulas de recorréncia

Sn(2) = 28,-1(2) — @1 S;_1(2), (2.18)
Sp(2) = (1 = |op_1/)28n-1(2) — @p_1S5(2), n>1, (2.19)
onde So(z) = Si(2) = 1, an_1 := =5,(0) e Si(z) := 2"S,(1/z) denota o polindmio

reciproco de S, (z).

Para a demonstragao do Teorema [2.20] veja, por exemplo, [29].

Na literatura, os coeficientes «,, que aparecem nas férmulas de recorréncia do
9
Teorema [2.20] sdo chamados, por exemplo, de coeficientes de Verblunsky, como em Simon

[27]. Tais coeficientes cumprem, para n > 1, as seguintes condigoes:

— <ZSn717 1>
Ty g = o2l (2.20)
' < n—1» 1>
(6
An,_
1— |2 = =222 5 0, (2.21)

2
Anfl
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Com efeito, utilizando (22.18]), o produto interno (S,(z), 1) fica

(Su(2).1) = / Su(2)Tdu(z) = / S, (2)du(2)

C c

_ / [281(2) — @1 Sy (2))dp(2)

_ /zsn 1 (2)Tdps(2) —am/s 2)Tdp(2)
= (581 (2) 1) — T (ST (2),1).

Dai, uma vez que por (2.15)) tem-se (S, (2),1) = (S,(2), z%) = 0, a tltima igualdade pode
ser reescrita como

n1(9,-1(2), 1) = (2501(2), 1).

ou, equivalentemente,
_ (zS,-1(2), 1)
Op_1 = ¥ )
<Sn71<z)7 ]->

que é o resultado desejado em (|2.20)).

Agora para chegar a ([2.21)), basta calcular o produto interno (S, (z), 2™) usando

(2.19). Assim,

(Sn(2),2") = (1= |an-1[*)2Su-1(2) — @n-155(2), 2")
_ /C[a— (1 |2) 281 (2) — @1 S7(2)] Tl

= (1—Janal) / Sy ()Tt — Ty | STV T2
C C

= (= |an-1)(28u-1(2), 2") — @1 (S5 (2), ") (2.22)
Consequentemente, como

(2Sn-1(2),2") = 2Sn-1(2)2"dpu(z) :/czSn_l(z)zindu(z)

/
= [Swat ) = [ Sia@FTauce)
— <S

C
n—1<z)7 Zn_l)

)

e de (2.15)) e (2.17)), tem-se, respectivamente, que

JAVS A
n—1\ __ n—1 n\ __ n x _n\ __
Baa(2) 27 = 2L (8,027 = A e (512 =0,
a igualdade em (2.22)) se torna
JAVS _ yAVS
(1 = [@ ) =
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de onde segue que

como se desejava demonstrar.

Observagao 2.21 Observe que a igualdade em (2.21)) garante que |a,| < 1, para todo
n > 0. Além disso, usando a rela¢iao dada em (2.16)), obtém-se

M1 M2 - o Hpn—1
Bo  H—1 - Hentl  Hen
Tp = —Sp41(0) = (_Aln)n : A © |, n>0 (2.23)
Hn—2 Hp-3 -+  H- -2
Hn—1 Hp-2 - Ho H—1

Dessa forma, pode-se afirmar que associada a uma medida de probabilidade nao trivial
W, suportada no circulo unitdario C, existe uma unica sequéncia de nimeros complexos
{an}o2,, tal que |ay,| < 1, commn > 0. O teorema sequinte (cuja prova pode ser encontrada,
por exemplo, em [27]) traz a reciproca dessa afirmagao. Esse resultado é conhecido como

teorema de Verblunsky ou teorema de Favard para o circulo unitdrio.

Teorema 2.22 (Verblunsky) Associada a uma sequéncia de nimeros complexos {au, }5°,
com |ay,| < 1 para n > 0, existe uma unica medida de probabilidade ndo trivial u, su-
portada no circulo unitdrio, tal que os polinémios S,, n > 0, gerados por (2.19) (ou por

(2.18]) ) sao os respectivos polinémios ortogonais (em rela¢io a 1) no circulo unitdrio.

Abaixo apresenta-se um exemplo bem conhecido na literatura de uma medida
de probabilidade nao trivial suportada no circulo unitario C, com respectivos momentos,
sequéncia de polindomios ortogonais e coeficientes de Verblunsky a ela associados. Este

exemplo é tratado em Simon [27], como “caso livre”.

Exemplo 2.23 A medida de Lebesgue, wy, definida, como uma medida de probabilidade,
por

dwy(2) = (2miz) " 'dz, ze€C,

¢ tal que supp(wo) = C. Além disso, é facil ver que os momentos trigonométricos associa-

dos a esta medida, definidos em (2.7) e denotados por M%MO), satisfazem

:ungO) = 50,717 n Z 07
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onde &y, € o delta de Kronecker, definido em (2.1).

Por outro lado, usando (2.10) e (2.16), nao é dificil ver que os polinémios

ortogonais no circulo unitdrio com relagao a wy, denotados por SS‘JO), sao tais que
SWo(z) =2 n>0.

Consequentemente, os coeficientes de Verblunsky associados a medida de Lebesgue wy sao

dados,explicitamente, por

a0 = 50y =0, n>0.

n

Observe também que os zeros, znr, 1 < k < n, dos polindomios Séwo)(z) =z"n>1,

sao todos tguais a zero. Neste caso, os zeros de S%0) sGo de multiplicidade n e nao estao

localizados em C, ja que, para todo 1 < k < n, tem-se |z, x| = |0] = 0.

Em relagao aos zeros dos polindmios ortogonais no circulo unitario S,,, tem-se

o seguinte resultado.

Teorema 2.24 Todos os zeros dos polindmios de Szeqd S,, com n > 1, estao situados

no disco unitdrio aberto |z| < 1.

A demonstragao do Teorema pode ser encontrada, por exemplo, no texto
de Sri Ranga, Bracciali e Andrade [29]. Observe que, neste caso, diferentemente dos
polinémios ortogonais na reta real que tem todos os seus zeros simples e localizados no
suporte da medida (no caso, o intervalo (a,b)), os polindémios de Szegé nao gozam de
uma tal propriedade. Todavia, relacionado aos polinémios ortogonais no circulo unitério,
existe uma importante classe de polindmios, os polindmios para-ortogonais, que satisfazem
essa propriedade. De acordo com Jones, Njastad e Thron [20], esses polinémios podem

ser definidos por

Sp(Wn, 2) = Sp(2) + wnS;(2), (2.24)

onde w, € C, |w,| =1 e {S.(2)}>2, s@o os polindomios de Szegd em relagao a medida u,

sendo S¥*(z), n > 0, os seus respectivos polindmios reciprocos.
Assim, considerando as relagdes de ortogonalidade (2.15)) e (2.17)), tem-se
(Sn(w,2),1) = (Sn(2), 1) + wa(S5(2), 1) # 0,
(Sp(w, 2),2™) = (Sn(2),2™) + wp(S:(2),2™) =0, para m=1,2,...n—1,

<Sn(w7 Z)) Zn> = <Sn(z>7 Zn> + wn<S:L(Z)7 zn> # 0.
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Existe, portanto, uma diferenca em relagao aos polindmios de Szegé devido a primeira

das trés igualdades acima. Isso motiva a seguinte definigao.

Definicao 2.25 Diz-se que uma sequéncia de polinomios {X,}32, é uma sequéncia de
polindmios para-ortogonais em relacao a uma medida p se cada X,, comn > 0, tem grau

n e satisfaz

(Xn,1) #0,

(Xp,2™) =0, para m=1,2,...n—1,

(Xn,2") #0.

Esses polinémios, além de se caracterizarem pela propriedade (X,,, 1 0
Y 9 Y
possuem apenas zeros simples e situados no circulo unitario C, o que em geral nao ocorre

com os polindomios S, (z). Para mais detalhes sobre esses polinomios, veja [20)].

Observacao 2.26 Usando as relagoes dadas em (2.18]) e (2.19), € possivel obter-se uma
outra representa¢do para os polindmios para-ortogonais Sy (wy, z), dados por (2.24]) (na

forma monica), a saber:
Sp(Wn, 2) = 285-1(2) + W, S5 _1(2), com |w,|=1, n>1, (2.25)

onde So(w, z) = 1.

No prozimo capitulo serao utilizados certos polinémios para-ortogonais do tipo
(os polinémios R, (z)) para se obter uma medida . com suporte no circulo unitdrio.
Como mencionado na introducao desse trabalho, essa medida serd dada como o limite de
uma subsequéncia de medidas discretas, 1,(e), cujos pontos puros (aqueles diferente de

z =1) sao exatamente os zeros de R, (z).

2.3 Sequéncias encadeadas positivas

As sequéncias encadeadas positivas possuem relagoes bem interessantes com
a Teoria dos polinémios ortogonais associados as medidas suportadas tanto na reta real
como no circulo unitario. Essas sequéncias tiveram papel crucial na Teoria dos polindmios
ortogonais no circulo unitario no trabalho recente de Costa, Felix e Sri Ranga [I1] e

também no trabalho de Castillo et al. [§], sendo este altimo, justamente, o trabalho que
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serd discutido no proximo capitulo dessa dissertacao. Por isso, nesta segao, apresenta-se
algumas definigoes e propriedades essenciais referentes a Teoria de sequéncia encadeadas

positivas. Para um estudo mais detalhado e demonstragoes veja, por exemplo, Chihara

[9] ¢ Wall [33].

Definicao 2.27 Diz-se que uma sequéncia {d,}>2, € uma sequéncia encadeada positiva

se existe uma outra sequéncia {g,}5°, tal que

0<go<1l e 0<g,<1, paran>1,

dp = (1 = gn_1)gn, para n > 1.

oo
n=0"

A sequéncia {g,} da definicao acima, é chamada de sequéncia de pardme-

tros para a sequéncia encadeada positiva {d,, }5°,, e go é chamado de pardmetro inicial.

Os proximos dois resultados encontrados em Chihara [9], trazem a relacao

entre sequéncias de parametros distintas para uma sequéncia encadeada positiva.

Teorema 2.28 Dada uma sequéncia encadeada positiva {d,}> |, se {g.}52, € {hn},

sao sequéncias de parametros de {d,}>°, entdo

gn < h,, para n > 1 se, e somente se, gy < hg.

Teorema 2.29 Seja {d,}>°, uma sequéncia encadeada positiva. Se {d,}>°, possui uma
sequéncia de parametros {gn}>2, tal que go > 0, entdao para cada hy tal que 0 < hy < go,

existe uma correspondente sequéncia de parametros {h, 2.

A partir dos dois teoremas acima, é possivel observar que as sequéncias de
pardmetros podem existir em ntmero infinito e também podem ser comparadas entre
si. Além disso, toda sequéncia encadeada positiva possui uma sequéncia de parametros
{mn}2, tal que mg =0 e m, < g,, n > 1, para qualquer outra sequéncia de parametros
{gn}22, de {d,}32,, e uma sequéncia de parametros {M,}>2, tal que M,, > g,, n > 0,
para qualquer outra sequéncia de parametros {g, }2° , de {d,}>>,. Isso motiva as seguintes

definigoes:

Definigao 2.30 Seja {d,,}5°, uma sequéncia encadeada positiva. Uma sequéncia de pard-

metros {m, }>2, € chamada de sequéncia de parametros minimal para {d,}°, se mg = 0.
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Definigao 2.31 Seja {d,}32, uma sequéncia encadeada positiva. Uma sequéncia de
parametros {M,}>°>, é chamada de sequéncia de pardmetros mazimal para {d,}5°,, se

M, > gn, n > 0, para qualquer outra sequéncia de parametros {g,}>2, de {d,}5°.

Em relacao as sequéncias de parametros, tem-se o seguinte resultado (conhe-
cido na literatura como critério de Wall, e cuja demonstracao pode ser encontrada, por
exemplo, em Chihara [9]) o qual é bem 1util para verificar se uma determinada sequéncia

de parametros (de uma dada sequéncia encadeada positiva) é maximal:

-

Teorema 2.32 Dada uma sequéncia encadeada positiva {d,}5°,, a sequéncia {M,}2, é

a sequéncia de parametros mazimal para {d,}> | se, e somente se

(e 9]

MM, --- M,
Z(l—M1)<1—Mg)"'(1—Mn)

= OQ.

n=1
Observagao 2.33 (i) Do exposto acima (veja teoremas e pode-se afirmar

que toda sequéncia encadeada positiva possui uma sequéncia de pardmetros minimal

e uma sequéncia de parametros maximal.

(17) Se {d,}>2, € uma sequéncia encadeada positiva com sequéncias de pardmetros mi-
nimal, {m,}>2,, e mazimal, {M,}>°, coincidentes (ou, equivalentemente, caso
mo = My = 0), diz-se que a sequéncia encadeada positiva {d,}>°, determina seus
pardmetros unicamente ou, ainda, que {d,}°, € unicamente determinada. Caso
contrdrio, diz-se que {d,}5°, é uma sequéncia encadeada positiva nao unicamente

determinada.

Abaixo ilustra-se um simples exemplo de sequéncia encadeada positiva (nao

unicamente determinada) com respectivas sequéncias de parametros minimal e maximal.

Exemplo 2.34 A sequéncia constante {d,}5>, = {1/4,1/4,...} € uma sequéncia enca-
deada positiva com sequéncias de pardmetros minimal e mazximal dadas, respectivamente,
por

n 1

=" ¢ M,—= n>0. 2.26
m St 1) e n (2.26)

De fato, para verificar que {d,}2, € uma sequéncia encadeada positiva, sendo as sequén-
cias {m, }22, e {M,}2,, dadas por (2.26)), sequéncias de pardmetros para {d, },, basta

observar que, para n > 1, tem-se
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- () - () s
(175 gy = (e
—0)

e, paran > 2,

d, =

2(n+1)

sendo dy = 1/4=(1-0)1/4 = (1 — mg)m;.

Além disso, como mo = 0, seque que {m,}2,, dada em (2.26), € a sequéncia
de parametros minimal de {d,}>2 ;. Por outro lado, como a sequéncia {M,}>,, dada em

[£26), ¢ tal que

N M M;--- M, B s (12
; (1= My)( 1_M2)"'(1—Mn)_;(1/2)71_007

0 Teorema garante que a sequéncia de parametros {M,}5° € a sequéncia de pard-

metros mazximal de {d,}3 ;.

Um tltimo, mas nao menos importante, teorema relacionado a Teoria de
sequéncias encadeadas positivas (cuja prova também pode ser encontrada, por exemplo,
em Chihara [9]) lida com sequéncias oriundas de outras sequéncias encadeadas positi-
vas por supressao dos primeiros termos destas. Ou seja, o proximo teorema garante que
se {dy,ds,ds,...} & uma sequéncia encadeada positiva, entdao {ds,ds,dy,...} também é
sequéncia encadeada positiva, bem como {ds,dy,ds, ...}, {d4,ds,ds, ...}, etc. Precisa-

mente, tem-se o seguinte resultado:

Teorema 2.35 Seja {d,}32, uma sequéncia encadeada positiva com sequéncia de pard-

metros {gn}o,. Entao,

(1) {d1n}2 = {dni1}2, €, também, uma sequéncia encadeada positiva com sequéncia

de parametros {g1n}oeo = {gn+1}oro;
(2) Se {m,}52>, denota a sequéncia de pardmetros minimal de {d; ,};>, entdo

My < Mg, para n > 0;
(3) {Min}2y = {Mni1}22, € sequéncia de parametros mazimal para {dy ,}5 ;.

Note que a sequéncia encadeada positiva {d,}>2, pode ser tal que
My = mo = 0, ou seja, {d,}>°, é unicamente determinada (veja item (ii) da Obser-

vacao [2.33)). Mas, é importante observar que sempre se tem 0 < my o < Mo < 1, onde
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a igualdade m; o = M; o permanece quando a sequéncia encadeada {d,, }5° ; é unicamente

determinada.

Para as demonstragoes de todos os resultados vistos nesta segao sugere-se,

também, a consulta dos textos [19],[27] e [31].

2.4 Fragoes continuas

Nesta secao serao apresentados os conceitos mais relevantes para este texto
sobre a Teoria de fragoes continuas. Essas fragoes, como sera visto no préximo capitulo,
possuem relagoes bem importantes com a Teoria dos polindmios ortogonais, particular-
mente, no circulo unitério. Para um estudo mais detalhado das fragoes continuas indica-se,

por exemplo, as obras de Cuty et al. [12], Jones e Thron [21] e Lorentzen e Waadeland|24].

Sejam {a,}5°, e {b,}>2, duas sequéncias quaisquer de ndimeros complexos.
Uma frag¢ao continua é uma expressao da forma:
a1

(05} )
as

b + (2.27)

by +
by +
bs +

a qual também pode ser denotada por
T
o [ o

As fragdes continuas dadas em ([2.27)) podem ser do tipo finita ou infinita.

Além disso, considerando a sequéncia {C),}>°,, definida por

a
Co=bo, Cr=by+3, @:bﬁﬁ % (2.28)
1 2

o seu termo geral, C,, (que é uma fragao continua finita), expresso por

cn:bo+%1 %2 : f (2.29)

é chamado n-ésimo convergente da fragao continua , que pode convergir ou divergir

de acordo com a defini¢ao abaixo.
Definigao 2.36 Uma fragao continua do tipo (2.27) converge para o valor k (finito) se
no mdximo um numero finito de termos C,, € indefinido e se

lim C, = k.

n—0o0
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Caso contrdrio, diz-se que a fragao continua diverge. No caso em que a fracao continua

(2.27)) converge para k, escreve-se

by+rJ —i 7% TR

Exemplo 2.37 Pode-se mostrar que a fra¢ao continua

I I I I

\2\2 m

€ uma fragcao continua convergente tal que

cUS UL U s

\2\2 \2

1sto €, converge para V2.

E possivel mostrar que os termos da sequéncia {C,}>,, definida por (2.28)

(com termo geral dado por (2.29)) podem ser reescritos como

An
Cn:B—n, n:0,1,2,...,

onde, considerando-se A_; :=1, B_1 :=0¢ b, # 0 paran > 1, tem-se

AO == bo [§ BO == 1,
Ay =boby + a1 = biAg + a1 Ay e By =b; = b By +a1B_1,

Ag = bgblbg + boag + a162 = bQAl + CLQA() e B2 = b1b2 + a9 = bgBl + CLQBo,

Ay =byAp 1 +anAns e By =byBy_1+ anBn_s (2.30)

As expressoes para A, e B, obtidas (por indugao) em ([2.30]) sdo conhecidas na
literatura como formula de Wallis e sao vélidas para todo n > 1 (desde que b,, # 0), com
as condicoOes iniciais A_; =1, Ag = by, B_;1 =0 e By = 1. Além disso, os nimeros A, e
B,, sao chamados, respectivamente, de n-ésimo numerador parcial e n-ésimo denominador

parcial do n-ésimo convergente C), da fragdo continua.

Agora, observe que multiplicando-se a primeira equagao de (2.30) por B,_1 e
a segunda por A,_i, subtraindo-se o resultado desta segunda operacao do resultado da

primeira, obtém-se

Aan—l - BnAn—l - _an[An—an—Q - Bn—lAn—Q]a
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de onde pode-se mostrar, recursivamente, que

AnBy_y — ByA,_1 = (—1)"aiay---a,, n>1. (2.31)

A equagao (2.31)) é conhecida como formula do determinante (veja, Wall [33])
e tem grande importancia na Teoria de fragoes continuas. Essa férmula também pode ser

reescrita como
A, A, (=D)"agay--ay
— — = . 2.32
Bn Bn—l Bn—an ( )

Uma vez que Ay = by e By = 1, tem-se Ay/By = by. Logo, somando-se
membro a membro a expressao obtida em (2.32) (trocando-se n por k e considerando-se

k=1,2,..,n), tem-se

A, "L (=D aray - - a
oy E

B, °F By1Br
k=1

desde que b, £ 0 e B # 0 para 1 < k <n.

O ultimo resultado dessa se¢ao conecta a Teoria de fragoes continuas a Teoria
de sequéncias encadeadas positivas e sua demonstracao pode ser encontrada, por exemplo,

em Andrade e Bracciali [2] (veja também Chihara [9, Teorema 3.1]).

Lema 2.38 Seja {g,}>2, uma sequéncia de pardmetros para a sequéncia encadeada po-

sitiva {d, }2 ;. Entao

| b d] 14
T m M1 =90+

1+ F’

onde

2.5 Funcoes Especiais

Nesta se¢ao serao apresentadas algumas funcoes especiais que serao utilizadas
neste texto. Para demonstragoes e um estudo mais detalhado sobre tais funcoes veja, por

exemplo, Andrews [4].

A fungao Gama foi descoberta por Euler por volta de 1729 (confira [4]) no

estudo do problema de estender o dominio da funcao fatorial, e pode ser definida como:
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Definigao 2.39 Para todo x € C, com x # 0,—1, -2, ..., a funcao Gama, denotada por
['(x), € dada por

| .x—1
['(z) = lim &

Aqui, (z)f =2z +1)(x+2)---(x+k—1), k € N (com (z)o := 1), ¢ conhecido na
literatura como simbolo de Pochhammer. Observe que, por exemplo, se a = 1, tem-se

(1),, = n! para todo n > 0.

Vale salientar que uma outra forma de definir a funcao Gama é por meio da

integral de Fuler de sequnda espécie

[(x) = / e "t Ldt,
0
para x € C e Re(x) > 0.

A funcao Gama satisfaz muitas propriedades interessantes, dentre elas tem-se:

I(x) i nln®1 i nln®1 (x+n)n
xT(z) =« lim =z lim
n—oo () nsoo (x4 1)(x+2)---(x+n—1)(z+n)n
In® In*
= lim T IR g T (x4 1),

nooo (x+1)(z+2)---(x+n—1)(x+n) n n—oo (x + 1),
ou seja,
Fx+1)=zT(z).
Uma outra importante propriedade da funcao Gama, a qual sera utilizada neste trabalho,

é enunciada no teorema abaixo (a prova pode ser encontrada, por exemplo, em [4]).

Teorema 2.40 (Formula de reflexdo de Euler) Se x € C —Z, entdo

™

T(2)(1 - ) =

(2.33)

sen(mz)

Dentre as chamadas func¢oes especiais, também existe uma outra importante
funcao conectada & Teoria dos polindmios ortogonais, a saber: a funcao Beta. Tal funcao

pode ser definida através da integral de Fuler de primeira espécie como:

Defini¢ao 2.41 Para todo x,y € C, com Re(x) > 0 e Re(y) > 0, a fun¢do Beta, denotada
por B(z,y), é dada por

1
B(x,y):/ t7 (1 — ).
0

Uma importante relacao entre as funcoes Gama e Beta é dada no teorema a

seguir, cuja demonstragdo pode ser vista, por exemplo, em [3].
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Teorema 2.42 A func¢io Beta pode ser dada em termos da fun¢ao Gama da sequinte

forma:
@I

com z,y € C, Re(z) >0 e Re(y) > 0.

(2.34)

Outra fungdo que seré utilizada mais adiante (no exemplo da Segao [3.6]) é a

funcao hipergeométrica definida a seguir.

Definicao 2.43 Sejam a,b,c € C, com c € C—7_. A fun¢ao hipergeométrica, denotada

por o Fy(a,b;c; 2), € dada por

oo
N (a)n(b)nzn
2F1 (CL, b7 & Z) - Z (c)nn'
n=0
Aqui, Z_ denota o conjunto dos nimeros inteiros nao positivos, isto é, Z_ = {0,—1,...}.

Antes de finalizar este capitulo cabe citar um importante resultado, que sera
utilizado mais adiante neste trabalho para a obtengao da medida de probabilidade, em
relagdo a qual certos polindmios sdo ortogonais, o teorema de sele¢iao de Helly (veja [20]),

cujo enunciado é dado com segue:

Teorema 2.44 Seja (fn)neny uma sequéncia uniformemente limitada de fungoes
fn: R = R, isto ¢, exitem a,b € R tais a < f, < b para todo N. FEntao, a sequén-

cia (fo)nen admite uma subsequéncia pontualmente convergente.
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3 UM TEOREMA DO TIPO FAVARD EM C
VIA SEQUENCIAS REAIS

O objetivo deste capitulo é estudar diretamente um teorema tipo Favard as-

sociado com a férmula de recorréncia de trés termos
Rui1(2) =[(1+icht1)z + (1 —icy1)|Ra(2) — 4dpi12Rn-1(2), n>1,

com Ry(z) = 1e Ry(z) = (1+ic1)z+(1—icy), onde {¢, }22, é uma sequéncia real e {d,, }°° ,
é uma sequéncia encadeada positiva. Precisamente, serd mostrado, nesse capitulo, que
associado ao par de sequéncias reais {{c,}>2 ,,{d,}32,} existe uma tinica medida de pro-
babilidade nao trivial u no circulo unitario C (a qual foi obtida em [11I] por um método
diferente) para a qual {R,(2) — 2(1 — m,)R,-1(2)} da a sequéncia de polinémios orto-
gonais com relagao a essa medida. Aqui, {m,}>2, é a sequéncia de pardmetros minimal
da sequéncia encadeada positiva {d,}>2 ;. O elemento d; da sequéncia encadeada, o qual
nao afeta os polinomios R,,, tem influéncia na medida de probabilidade ;1 obtida e, por-
tanto, nos associados polindmios ortogonais no circulo unitario. Para ser mais preciso, se
{M,}22, ¢ a sequéncia de parametros maximal da sequéncia encadeada, entdo a medida
1 é tal que My é o ponto massa em z = 1. Ao final do capitulo, um exemplo é fornecido
para ilustrar completamente os resultados obtidos. Vale ressaltar que os resultados aqui

apresentados foram estabelecidos no trabalho de Castillo et al. [g].

3.1 Uma introducao

Em quase todos os estudos recentes relacionados aos polindmios ortogonais no
circulo unitario (OPUC), S,,, é notério que as relagoes de recorréncia e (que
nao sao relagoes de recorréncia de trés termos) e os coeficientes de Verblunsky (dados
por (2.23))) desempenham um papel fundamental na construgao dos resultados ali obti-
dos. Nesta dissertacao, contudo, como mencionado anteriormente, o ponto de partida da

analise aqui proposta é a féormula de recorréncia de trés termos

Rui1(2) =[(1+icht1)z + (1 —icy1)|Ra(2) — 4dpi12Rn—1(2), n>1, (3.1)
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com Ry(z) =1e Ri(2) = (14ic1)z+ (1 —icy), onde {c, }5°, é uma sequéncia de nimeros

reais e {d, }22, é uma sequéncia encadeada positiva.

Embora o primeiro elemento d; da sequéncia encadeada nao afete a sequéncia
de polindmios { R, }, seu uso ira se tornar aparente quando for introduzida, mais adiante, a
sequéncia de polindémios {Q),, } e, em particular, a sequéncia de fungoes racionais {A,,/ B, }

na Secao [3.3]

E importante salientar que a formula de recorréncia (3.1]) foi considerada por

Delsarte e Genin [I3], na seguinte forma

Roi1(2) = (B2 + Bn)Ru(2) — 2Ru_1(2), n=0,1,...,m.

A equivaléncia desse sistema finito de equagbes & recorréncia (3.1) para

n=1,2,...,m é obtida com
Ro(2) —Zm(B,) 1
R,(2)=——""—, h=—75—2~" € dyy1 = )
HRe(ﬁk) Re(5y) ARe(By_1)Re(5y)
k=1

Em [I3], as formulas de recorréncia e o sistema finito resultante dos OPUC sao

analisados sob a condi¢ao de que as matrizes tridiagonais

2Re (o) 1 e 1
7 — 1 2726'(B1) e () |
0 0 .. 2Re(Bn)
sao positivo-definidas para n = 0,1,...,m — 1 e nao negativo-definidas para n = m.

Lembrando que uma matriz real M, de ordem n x n, é positivo-definida se 2" Mz > 0
para todos os vetores nao-nulos z com entradas reais (isto ¢, z € R"), em que 27 denota o
transposto de z. Por outro lado, M é dita ndo negativo-definida se z¥ Mz > 0, para todo

vetor z € R™.

Note que, usando resultados encontrados em Wall e Wetzel [34] (veja, ainda,
Wall |33, Teorema 16.2]), estas condigoes podem também ser expressas em termos da
sequéncia {d, 1} = {1/(4Re(Bn_1)Re(B,))}", sendo esta tltima uma sequéncia

n=1"

encadeada positiva finita.

No trabalho de Castillo et al. [§] que sera discutido nesse capitulo, os autores

consideram a relagdo de recorréncia de trés termos (3.1) como um conjunto infinito de
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formulas (para n > 1) e, usando uma técnica diferente de [I3], descrevem completamente
os associados funcionais de momentos, medida positiva e polinémios ortogonais no circulo

unitario.

3.2 Alguns resultados preliminares

Os resultados apresentados nessa se¢ao fornecem algumas informagoes impor-
tantes relacionadas aos zeros dos polinémios R,(z). Esses resultados serao de grande
utilidade na obten¢ao da medida de probabilidade nao trivial g (no circulo unitéario) que
esté associada ao par de sequéncias reais {{c,}:2,,{d,}°>,} por meio da relagao de re-
corréncia de trés termos , pois, como mencionado na introducao deste trabalho, tal
medida sera obtida como o limite de uma subsequéncia de medidas discretas, 1, (%),

cujos pontos puros (aqueles diferente de z = 1) sdo exatamente os zeros de R, (z).

Lema 3.1 Todos os n zeros dos polinémios R, (z) sdo simples e estiao no circulo unitdrio

C. Além disso, se denotarmos os zeros de R, por z,; = eni j=1,2,... n, entdo

0< 9n+1,1 < Gn,l < 9n+1,2 < ... < en,n < 9n+1,n+1 < 27T, n > 1. (32)

Demonstracao: Este lema é parte de um resultado um pouco mais geral estabelecido
no trabalho de Dimitrov e Sri Ranga [14] com o uso das fung¢oes G, (z), definidas no
intervalo [—1, 1], por

Gn(z) = (42)?R,(2), n >0, (3.3)

onde 2z = 212 + 2712 ¢ 2 = ¢, Em [I4] os autores mostraram que, para todo n > 1,
as fungoes G,,(x) tem exatamente n zeros distintos em [—1, 1]. Precisamente, denotando
€sses Zeros por &, ;, mostrou-se que x,; = cos (6,,;/2), com j = 1,2,...,n, onde esses

zeros também satisfazem a propriedade de entrelagcamento

—1 < Zptin1 < Top < Tpgipn < ... < Tpg12 < Tpa < Tpg1a < L (3.4)

Dessa forma, usando a relagao (3.3), que conecta os polindémios R,,(z) com as

fungoes G, (z), definidas em [—1, 1], por meio da transformacgao

2r =224+ 272 com z=¢% 0<0<2n,
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e levando-se em consideragao que os polinémios R, (z) (gerados pela relagao de recorréncia
(3.1)) tem grau n (n > 1), e que cada um de seus zeros, denotados por z,;, j = 1,2,...,n,

gera um zero da fun¢ao G, (z) (e vice-versa), ja que

1 1

-n/2 __ o
(42)™" = (A2)"2 ~ (dei0)n/2 7# 0,

pode-se concluir que todos os n zeros dos polindmios R, (z) sao simples, estao no circulo

unitario C e sao tais que

SYe

_ /2 _ i,
2%, = 2 nj »oocom  zp;=e" (< O0,; < 2m.

n7j

Ademais, a propriedade (3.2)), satisfeita pelos argumentos 6, ;, j = 1,2,...,n, de
Znj = e segue diretamente da propriedade de entrelacamento (3.4]), satisfeita pelos

Z€eros, Tp j = cos (6, ;/2), das funcdes G, (). u

Observacao 3.2 (i) Uma vez que os zeros z, ; = eni i =1,2,...,n, dos polinomios
R,(2), n>1, sdo tais que 0 < 0,,; < 2w para todo j =1,2,...,n, tem-se que z =1
nao € um zero de R,(z), n > 1, isto €, z,; # 1 para todo j = 1,2,...,n, ou ainda,

R,.(1) #0, para todo n > 0.

(1) Em Dimitrov e Sri Ranga [T]|] também foi mostrado que as fungoes G,(x), dadas

por (3.3), satisfazem a formula de recorréncia de trés termos
Gnii(x) = <x — V1 — :U2> Gn(z) — dpi1Grg(x), n>1,

com Go(x) =1 e Gi(z) = x — ;1 — 2%, Além disso, as fungoes de Christoffel-

Darboux associadas (ou Wronskianos)
Wi(z) = G, (2)Gna(2) = G,y (2)Gn(z), n =1, (3.5)

as quais nao sao necessariamente positivas ao longo de todo o intervalo [—1,1],

satisfazem, nos zeros de Gp(x), n > 1, em [—1,1],
Wn(xmj) >0 e Wn+1<xn,j) = dn—l—an(xn,j) > 0, j = 1, 27 Lo, n, (36)

Neste caso, sendo x,;, 7 =1,2,...,n, um zero de G,(x), tem-se, por (3.5)), que

! !

Wi(n;) = Go(n;)Gn1(Tng) € Waii(wng) = =G (@n;)Gnia(Tn,).



3.2 Alguns resultados preliminares 43

Agora, considerando os Wronskianos

/ /

Vo(z2) =R, (2)R,1(2) — R, {(2)Rn(2), n>1, (3.7)

associados com os polinomios R, (z), vale o seguinte resultado:

Lema 3.3 Sejam V,(z) e W, (z) os Wronskianos associados, respectivamente, aos polind-

mios R,(z) e as fungoes Gp(x), n > 1, dados, respectivamente, por (3.5)) e (3.7)). Se z,; e

Tnj, J=1,2,...,n, sdo, respectivamente, os zeros de R,(z) e G,(z), entdo, para n > 1,
tem-se
(Zn j)i(nim 2n—3 .
’—1Vn(zn7j) =2""Wy(zn,), J=12,---,n. (3.8)
Zn,j -

Demonstragao: Uma vez que a relagao em (3.3)) é tal que
o1 = 242 4 2712 (3.9)

com z = €, 0 < § < 2m, é possivel considerar z como uma funcao de z, de modo que,

por (3.3)), tem-se
G,(r) = [(42)’"/25’”(,2)]/ = —g(4z)’(”/2)’1(4zl)Rn(z) + (42)’"/21%;%(2)2,. (3.10)

Por outro lado, derivando-se, membro a membro, a igualdade (3.9 implicitamente em

relagao a x, obtém-se

2= lz’l/Qz/ — 12’3/2,2/ = < L ) Z,

2 2 9,1/2  9,3/2

de onde segue que
’ 423/2

z—1

(3.11)

z

Consequentemente, substituindo (3.11)) na expressio de G/, (), dada em (3.10]), tem-se

Go(r) = —g(4z)‘<"/2>—1 {4(423/2ﬂRn(:c)+(4z)—n/23;l(z)(423/2)

z—1 z—1
—9In(4z)~(n+2)/24,3/2 42)1/2 (4:3/2 )
z—1 z—1
—n(4 —(n+2)/2 4 3/2 4 —n/2 2:)(4 1/2 ,
|l R )
z—1 z—1
_ —n(4z)mED/2 2z(42)(n+0/2
T T T W
(42)~(—1)/2

= B 2R (0) — nRu2)].

Dai, considerando G,,(x) definido como em (3.3)), os Wronskianos W,,(z), dados por (3.5)),

satisfazem
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! /

Wi(z) = G,(2)Gna(r) = G, (2)Gn(x)

ez
N Rl 2R, (2) — nRo(2)| (42)7 V2R, (2)

z—1
_(421_(%?/2 [%R;_l(z) —(n— 1)Rn,1<z>} (42) "R (2)
- % [QZR;(Z)Rn_l(z) - an(z)Rn—l(Z)}
_% [zzR;,l(z)Rn@) —(n— 1)Rn71<z)Rn(2)]
_ @%1) {92 [R(2)Rus () = By 1()Ral2)] = Ru(2)Rua ()}

Agora, levando-se em consideragao os Wronskianos V,,(z) (associados aos po-

linémios R, (z)), dados por (3.7)), a igualdade anterior pode ser reescrita como

(42)~ (1)
W, (z) = — 1 22V, (2) — Rp(2)Ry—1(2)], n>1.
Z —_
Logo, se z,; € Ty, j = 1,2, ..., n, sdo, respectivamente, os zeros de R,,(2) e G,,(z), n > 1,

entdo, para todo j =1,2,...,n, tem-se, por (3.3)), que
Ry (2n3) = Gu(2n ) (4205)"% = 0.(42)"* = 0

e, consequentemente,

Wa(wn;) = — 1 220,jVa(20,5) — Rulzn,5) Rn1(2n5)]
n?]
(425,5) 7Y
- B e,
ou ainda,

(an>—(n—2) 2n—3 .
— . Vi(znj) =2 Wy(zpnj), 7=12,---,n, n>1 N

Zn?j -

Observacao 3.4 Da formula de recorréncia para a sequéncia {R,(2)} em (3.1]), tem-se

Roi1(z) = [( +icuin)z + (1 —icaqa) | Ru(2)
—4zR,,_1(2)

= dn—i—l .

Dai, para z =1, obtém-se

d Rn-l-l(l) — QRn(l) _ 2Rn(1) Rn-l-l( ) _ Rn(l) Rn-l-l(l)

il —4R, (1) AR,_1(1) T 2R, (1) 4R,_1(1)
_ Ba(1) Ra(1) Roa(1) R,(1)  R,(1) Ryui(1)
2R, 1(1)  R.(1)4R, (1) 2R, 1(1) 2R, (1) 2R.(1)"

~—

_ i {1 _ RLl(l)} L (3.12)

2R, (1)
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Agora, considerando a sequéncia {1y}, tal que

PN Rn+1(1)
n = 1 T aD /1) Z Y
m 2R (1) n >0

€ possivel observar que esta sequéncia € a sequéncia de parametros minimal da sequéncia
encadeada positiva {dy .}, onde dy, = dpy1, n > 1 (veja Teorema . De fato,
usando a igualdade em (3.12)), tem-se

(1 = 1)y, = P—O—Jﬂﬁ—]c_&i@>
1

2R, (1) 2R (1)
R, Ronr(1)
2R, (1) (1‘ 2}i<1>)
- dn+1 —dl,n

Além disso, uma vez que as condigdes inicias da relagao de recorréncia (3.1)) sao tais que
Ro(z) =1e Ri(z) = (1 +ic1)z+ (1 —icy), entao
. Ri(1)

oo — 1 :1_(1+i61)—|—(1—i61)

_ = 0.
2R,(1) 2

Por outro lado, como
(]- - mn—1>mn - dn+1 - dl,n; n > 17

e {d1n}02, € uma sequéncia encadeada positiva, tem-se 0 < dy,, < 1 para todon > 1, ou,
equivalentemente,

0<dip=(1—rp_1)i, <1, n>1,

de onde seque que

0<m, <1, para n>1.

Assim, por defini¢io, {m,}>>, € a sequéncia de pardmetros minimal para a

sequéncia encadeada positiva {dy ,}2 ;.

3.3 Propriedades assintoticas e um funcional de mo-

mento auxiliar

Seja {@Qn}22, a sequéncia de polindomios dada pela expressao de fragao continua

Qn(2) 2d, ‘ 4ddyz ‘ 4d,,~ ‘

Ro(z) [ (+ic)z+ (1 —icr) [(I+ic)z+ (1 —ic)) [ (I+ica)z+ (1—icy)
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Da teoria de fragoes continuas (veja, Segao ou ainda, as formulas de Wallis

dadas em (2.30])) pode-se afirmar que os polinomios ), sdo dados por
Qn+1(2) = [(L+icni1)z + (1 = icn41)] Qn(2) — 4dps12Qn-1(2), n =1, (3.13)

com Qo(z) =0 e Q1(z) = 2d;.

O primeiro lema dessa segao fornece um resultado assintotico associado com a

sequéncia {Q,(1)/R,(1)}. Precisamente, tem-se o seguinte resultado:

Lema 3.5 Sejam {R,}22, e {@.}5%, sequéncias de polindmios gerados, respectivamente,
pelas relagoes de recorréncia de trés termos (3.1)) e (3.13), a partir do par de sequéncias

reais {{c, 1521, {d,}5°,}, onde {d,}22, € uma sequéncia encadeada positiva. Entao,

_ (1) _ () Qna(1) _ Qu(l)
- Qn(1)
Jirrolo R (1 — My). (3.15)

Demonstracao: Observe que fazendo-se z = 1 na expressao em fragdo continua do
quociente {Q,(z)/R,(z)} (dada no inicio da se¢do), e, em seguida, realizando-se um

simples processo de fatoracao da fragao continua obtida, tem-se

Qu(l)  2di] 4d2\ 4ds| Ad,,

R.(1) — | 2 |2 2
_ H H J_ _%. (3.16)

Agora, se A, /B, denota o n-ésimo convergente da fragao continua

1_4 J H H

entao, por (3.16)), tem-se

Ay Q1)
BB (3.17)

Logo, se {M,}>°, ¢ a sequéncia de pardmetros maximal para a sequéncia encadeada

positiva {d,}°°,, entdo, da igualdade em (3.17)), dos resultados apresentados na Segao

n=1»

relativos & Teoria de sequéncias encadeadas positivas (veja Teorema [2.32) e do Lema

[2.38] obtém-se

li [1 - Q”m}  fim An 1= Mo (3.18)
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onde
. > My My - - M,
= = 00.
2 (1= My)(1 = My) - (1 — My)

Consequentemente,

- Qu(1)

lim ——= = (1 — M,

am o ~ (Mo,

o que representa o resultado (3.15)) do lema.

Para verificar o resultado estabelecido em (3.14)), basta observar que, de (3.17)
e (3.18), tem-se

Qn(1) A, 1— M,
= 11—t =1 M
R, (1) B, " ITE,
(- My)(1+Fy) — (11— M)
1+ F,
_ (1 M)—tn > 1 (3.19)
- 01+Fn7 n-1, .
onde, para n > 1,
F, = 1772 k < 00.

2 (1= My)(1— My) - (1 My)

Neste caso, como {M,}2°, ¢ a sequéncia de parametros maximal para a sequéncia enca-
deada positiva {d,, }>°,, entao d,, = (1 — M,,_1)M,,, com 0 < My < 1e 0 < M, <1 para
n > 1, de onde segue que cada parcela da soma F,, é tal que F,, > 0. Portanto, para

n>2, G,_1 < F, e, consequentemente, G,,_1(1 + F,,) < G,(1 + G,,_1) ou ainda, usando

Gn—l
1 + Gn—l

G @n(1)

—:(1—MO> 1+Gn:Rn(1)7

< (1 — M)

n > 2.

Finalmente, por (3.16)) e (3.19)), tem-se, respectivamente, que

= 1— M, 1— M, >1
EACT RN (VA A
e isto conclui a prova do lema. [ ]

O proximo lema dessa secao lida com as expansoes em séries das funcoes
racionais @, (z)/R,(z), as quais serao discutidas daqui em diante. Observe que, da
formula de recorréncia de trés termos para os polindmios R,(z) (dada em (3.1))), se
R, (2) = 37 Tn;?’, entao é possivel verificar que

n n

R,(z) = Zrmjzj = ZFn,n_jzj =R (z), n=>0, (3.20)

J=0 J=0
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e, em particular,

n

roo=1 e Tnp=Tno=][L+ic), n>1, (3.21)
k=1

onde R’ (z) = 2"R,(1/Z) representa o polindémio reciproco de R,(z). De fato, uma vez

que
R.(1/7) =Y ra;(1/2) = Tuj(1/2),
j=0 J=0
tem-se

3

R (2) = Z”R(l/z):z”‘ Fn,j(l/z)j

0
= n — n—1 — 0
= Tno? + Tn1% + -+ T'nn?
n
= Fn,nszj
7=0

Por outro lado, usando a formula de recorréncia (3.1)), em que Ry(z) = 1 (de onde segue

que rop = 1) e Ry(2) = (1 4+ ic1)z + (1 — icy), obtém-se, respectivamente, que

RQ(Z) = [(1 + iCQ)Z + (1 — iCz)]Rl (Z) — 4d22R0(2)
= [(1+4ic2)z+ (1 —ico)][(1 +icy)z 4 (1 —icy)] — 4daz
= H(l +icy)2® + a1z + H(l —icg), onde a; € C,
k=1 k=1
R3(z) = [(14ic3)z+ (1 —ic3)|Ra(2) — 4d3zR1(2)

2 2
= [(1+4dc3)z+ (1 —ic3)] H 1+icg)z —|—a1z+H 1 —ick)
k=1
—Adsz [(14+ic1)z+ (1 — zcl)]

3 3
= H(l +icy) 2 + [ba2® + byz] + H(l —icg), onde by, by € C,.
k=1 k=1
e, por recorréncia,
H1+zckz + [Wn12™ 7 wp_p2™ SWy 2 —i—Hl—zck ,
k=1 k=1

onde wy,_1,Wy_oa,...w; € C. Assim,

:H(l—l—z’ck l_Il—zc;g =Tno, n>1
k=1 k=1
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Finalmente a igualdade entre os polinomios R,,(z) e R%(z), isto &,
R.(z) =R} (z), n>0,

segue do fato desses polindmios satisfazerem a mesma féormula de recorréncia de trés

termos (dada em (3.1])) e com as mesmas condigoes iniciais, ja que

Ri(2) = 2°Ro(1/2) = 1 = Ry(2),

Ri(z) = 2'Ri(1/2) = 2[(1 +icy)(1/2) + (1 —icy)]

= z[(1—ic1)(1/2) + (1 +icy)] = Ri(2)
e, pela relagao de recorréncia ,
R (1/2) = [(1+ e )(1/2) + (1 = icns1) | Ru(1/2) — Adys (1/2) o1 (1/2),

ou ainda,

Rn+1(1/z) = [(1 - icn+1)(1/z) + (1 + Z'CnJrl)]Rn@/z) - 4dn+1<1/Z>Rn71(1/2)7
de onde se obtém que

SHRT1/Z) = [(1—iensn)(1/2) + (1 +icay)]2 [z”Rnu /z)}

—ddy i (1)2)2 znfan,lu/z)} ,
ou, equivalentemente,
Ry (2) = [(1+icna)z + (1 —icn )[Ry (2) — ddnia 2R, 4 (2), n2>1,

com as condigoes iniciais R§(z) =1 = Ro(z) e Rj(2) = (1 +ic1)z + (1 —ic1) = Ry(2).

Polinémios que satisfazem a propriedade sao conhecidos na literatura
como polindmios auto-inversivos. Dessa forma, os polindémios R,, n > 0, sao polinémios
auto-inversivos e, analogamente, os polinémios @,, de grau n—1 (n > 1), os quais também
satisfazem uma rela¢do de recorréncia de trés termos do tipo (3.1)) (veja (3.13])) com
condig¢oes iniciais Q1(z) = 2d; e Qa(z) = 2di[(1 + ic1)z + (1 — icy)], s@o polindmios

auto-inversivos, ou seja,

Qi (2) = 2"'Qu(1/2) = Qu(2), n>1.
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Observe que aplicando a formula do determinante (2.31) na fra¢do continua

expressa para (,(z)/R,(z) no inicio dessa se¢do, e considerando

n(2 R, (z
Uiy = | D B R ) - (R, nE1 (322)
Qn-1(z) Ru_1(2)

tem-se Uy (z) = 2d; e
Uni1(2) = 4dy 12U, (2) = 22" dydy - - dpyr 2", no> 1. (3.23)

De fato, uma vez que Qo(z) = 0, Q1(z) = 2d; e Ry(z) = 1 (veja condigoes iniciais para
as relagoes de recorréncia de trés termos de {R,}5°, e {Q,}5°, dadas, respectivamente,

por e (3.13)), obtém-se
Ul(Z) = Ql(Z)R()(Z) - Q0(2’>R1(Z) == 2d11 - OR1<Z) = 2d1

Além disso, uma aplicagao direta da formula do determinante (2.31) na fracdo continua
de Qn(2)/ R, (2) fornece, para todo n > 1, que

Un1(2) = Qns1(2)Rn(2) — Qu(2)Rnta(2)
= (=D H2d,) (—4dy2) - - - (—4dyp2) (—4dpi12)
= Adp2(—=1)"(2d))(—4dy2) - - - (—4d,2)
= Addpy12U(2),

ou, equivalentemente,

Upi1(2) = 4dpi12(=1)""(2d))(—4dyz2) - - - (—4d,2)
= Adp2(—D)" T 2(=1)" 4 N ydy - - dy 2"

= 22n+1d1d2 cee dn+12n.

Agora, considerando expansoes em séries em torno da origem e do infinito,

utilizando ([3.23)), é possivel afirmar que

7n—1 -1
— = =l O (2™
Qn(Z) B Qn—l(z) _ Fn—l,n—lz 1<Z ) n>1 (324)
R.(z) R,_1(2) Li_,_oz((l/z)nﬂ) ’ -
Tnfl,nfl zZ"

onde, para n > 1, denota-se v,_1 =: (2" *dydy - - d,) /Trn,

O1(z") = 12" + lpp1 2" 4o, i €C, keEN,
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€

02 ((1/z>n+1) = Zn+1(1/z)n+1 + l~n+2(1/z)n+2 +eey ln-i—k € C? ke N.
Aqui, considera-se expansoes em séries em torno da origem e do infinito do tipo

9 1 _ N <2
1_2:1+z+z +---, e m—1+(1/w)+(1/w)+'--,

em que |2 < 1 e |l/w| < 1. De fato, utilizando (3.23), onde
Un(z2) = Qn(2)Rn-1(2) — Qu-1(2)R,(z), e levando em consideracao que, para n > 0,
R,(2) =30 yrnj?’, e que, por (B.21)), 1, = T para n > 1, obtém-se
Qn(z) B Qn-1(2) Un(2) B 22 didy - - - d 2"t
R.(z2) R,_1(2) Ru(2)R,_1(2) R.(2)R,—1(2)
_ 22n71d1d2 . dnznfl
<Z;'Z:0 Tn,jzj) (Z;:ol Tnfl,jzj)
22n71d1d2 . dnznfl
Tn0Tn-1,0 T (Tn0Tn—1,1 + Tn1Tn-10) 2 + = + Tupln_10-12"""
22n71d1d2 . dnznfl

Tn,0Tn—1,1 + Tn1Tn—1,0 TnnTn—1n—-1 _
Tn,0Tn—1,0 (1 + B S 2]

Tn,0"n—1,0 Tn,0"n—1,0
22n—1d1d2 . dnz"_l

1
Fn,nanl,nfl |:1 — (7:12 + -4+ anlenl):|

= —fynil Zn_l [1 + (7:12 + -+ fgn_len_1> + (7:12 +---+ 7:271_122”_1)2 + - }

Fn—l,n—l
_ V-1 n—1 l n l n+1
= —=Z +nZ +n+1Z +

Tn—1mn-1

Yn-1 _

— _n—zn 1 + Ol(Zn),

n—1n-1

onde
~ 77171 ~ ~2 ﬁnfl
ln:’l“l_—, ln+1:(7“2+7"1)_—, N
Tn—1n-1 Tn—1,n-1

e, de modo geral, [, € C para k € N, com

N Tn,0"n—1,1 T n,17n—1,0

rn = )
Tn,0"n—1,0
- Tn0"n—1,2 T "n1"n—1,1 T "n,2"n—1,0
2 — )
Tn,0"n—1,0
~ TnnTn—1n-1
Top—1 = — ———-

Tn,0"n—1,0
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Analogamente, também pode-se obter

Qn(Z) anl(z) _ Un(’z) _ 22n_1d1d2 e dnzn_l
Ru(2)  Rp1(2) Ru(2)Ru1(2) Ru(2)R._1(2)
o 22n—1d1d2 tee ann_l
Tn,nrnfl,nflzwl_l + (Tn,nflrnfl,nfl + Tn,nrnfl,an) 22n—2 + -+ Tn,0"n—1,0
22n—1d1d2 - dnz”_l

_ rn,nflrnfl,nfl + rn,nrnfl,nf2 1 Tn,OTnfl,O 1
Tn,nrn—l,n—len 1 (1 + — cee 4 5T
TnnTn—1n-1 z TnnTn—1,n—1%
_ Tn—1 1 1
rn—l,n—l Al 1 + rn,nflrnfl,nfl + rn,nrnfl,nf2 1 + 7011,07'7171,0 1
L TnnTn—1n-1 z TnnTn—1n-1 ZQnil
(
_ Tn—1 1 1
Tn—1,n—1 " ~ 1 ~ 1
L= |-+ + W15
\ z Zm

Yoot 1 1 . 1 1 N 1 ]°
:—_n 1+ ’w1—+"‘+"LU2n71m + w1—+~~—|—w2n,1m + -
Tn—1,n—1% ¥ z z z
e 1 ~ -
— L_ﬂ+ln+l(1/z)n+1+ln+2(1/z)n+2+...
7ﬁnfl,nflz

Yo—1 1 n+l
= Tl L0, (1
’I"n—17n—1 n + 2 (( /Z) ) )
onde
l~n+1 = Tn-t ) l~n+1 = (71)2 + ﬁ)%) = )
Tnfl,nfl rnfl,nfl

e, de modo geral, [,,,; € C para k € N, com

~ Tn,n—lrn—l,n—l + TnnTn—1,n—2

wp = s
TnnTn—1n-1
i . TnnTn—1n-3 + Tnn—-1Tn—1,n—2 + nn—2Tn—1n—-1
2 — = )
TnnTn—1n-1
~ . Tn,0"n—1,0
Wop—1 = ———

TnnTn—1n-1

A igualdade estabelecida em ((3.24]) significa que existem expansoes formais em

séries Fy(z) e Ex(z), respectivamente em torno da origem e em torno do infinito, tais que

Eo(z) — 2:52 = Z—"nz" +O1(z"h), n>0. (3.25)
Eoz)— 2B _ o Lo a)am) no. (3.26)

B R.(2) T 271
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Por razoes que serao esclarecidas mais adiante, defini-se

Ey(2) =: —v) — vpz — v32® — 02 — -+ (3.27)

Eoo(z)::—+—+z——l——+---. (3.28)

Agora, como R, e @, sdo polinémios auto-inversivos, segue de (3.26|) que

2 EL(1/7) - Rnég :Zn + O5(z"1), n>0.

Com efeito, por hipotese, R, (z) = R (z) = 2"R, (1/Z) e Qn(2) = Qi (2) = 2" 'Q, (1/Z).

n

Logo, considerando a igualdade em (3.26)), para n > 0, tem-se

Qn(l/z) _ Tn 1
R,(1/2)  rpn (1/2)"H

E.(1/2) — + 0, (z"77),

ou ainda,

de onde segue que,

qu_ 2"'Qn (1/2) _ jn 2 4 Oy(2H),
"R, (1/Z)  Tun
ou seja,
SV EL(1)7) — Rni; - Zn 0oz, n>0.
Comparando a ultima igualdade com tem-se, entao, a propriedade si-
métrica

1B (1/7) = Ey(2),
a qual garante que

v =—U_j41, Jj=1,2,..., (3.29)
j& que, de , tem-se
Eo(1/2) = v0Z + v 122 + v 97" + v 32 + -+,
ou, equivalentemente,

2 B (1/2) =Tg +T_12 + 092> +0_32° 4+ - .
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Dai, como vale a a propriedade simétrica 2 'FE,(1/Z) = Fy(z), pode-se concluir, por

(3-27), que
— — — 2 — 3 _ 2 3
Vg +V_12+V_92" +0U_32" + -+ = —U] — Va2 — V32" — V42" — -

Finalmente, o resultado em ((3.29) ¢ estabelecido quando se compara, respectivamente, os

coeficientes de 2", n > 0, na dltima igualdade.

Considerando agora a igualdade em (3.25]), tem-se

Eo(2)Ru(2) = Qu(2) = 2227 Ro(2) + Oy ("), (3.30)

Tnn

onde O3(2"*!) := O1(2"*")Ry(2). Consequentemente, como Ey(z) = 37,

(3.27)), denotando R,(z) = 377 (7n ;2 e Qu(2) = Z;:ol qn;7?, a igualdade em ([3.30))

—v;2771 (veja

pode ser reescrita como

n

o0 n—1 7

-1 i i I .n i ntl
E —v;z E T2’ | — E Gnj?' = =7z T2’ | +O0s3(2"),
j=1 7=0

§=0 nn i=0

3

<

ou ainda,

(—012° — w2t — o — 2" = ) (0 a2 T
- (qn,OZO + qn,lzl +- Qn,n—lzn_l)

= _’Y—”(rnvoz” + 12T 4 2P+ O3(2" ).

n,n

Assim, comparando-se os coeficientes de 2z em ambos os membros da equacao
acima, obtém-se

—U1Tn,0 — Gn,0 = 0.
Para os coeficientes de z!, tem-se
—U2Tno — ViTn1 — Q4n1 = 0.

Seguindo o mesmo procedimento até z"~!, conclui-se que
—UnTno — " —U1Thn—1 — Qnn-1 = 0.

Ja em relacao aos coeficientes de 2", tem-se

_ Tn D £ —
“Un+1Tno0 — = UV2Tnn—1 — Vilnn = = Tno = = Tnn = Vno
n,n n,n

onde a igualdade 7,9 = 7, , ¢ consequéncia do resultado obtido em ([3.21)).
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Dessa forma, obtém-se o sistema

7

—U1Tp0 —qno =0
(3.31)
—UnTn,0 te —UiThn—1 — Gnn-1 = 0
L —Un41Tno - —V2Tnn—1 — ViTnn = 771

De modo anélogo, considerando O4((1/2)?) =: O2((1/2)""?)R,.(2), a igualdade

em (3.26)), fornece

Fac(2)Ral2) = Qu(2) = 25— Ru2) + 0a((1/2)%). (332

Tnn

Consequentemente, como Ey(2) = 222, —v;27 7" (veja (3.28)), sendo R, (2) = 377 527
e Qn(z) = Z?;& qn 77, € possivel reescrever a igualdade (3.32)) da seguinte forma

(Z J“) (Zrmz]> qu ': - n 271 (ZT"’]Z ) +0u((1/2)7),

j=1

ou, equivalentemente,

Vo V1 V_pn n
(;+?+---+2n+1 —|—~-->(rn,0+rnylz—|—---+rn,n2 )

_(Qn,O +qpiz+ -+ qn,n—lzn_l)
= i ( ,0 + 1 +"'+77>+O4((1/z)2),

Tn,n Zn+1 Zn—i—l

Dai, comparando-se os coeficientes de (1/z) = 27! em ambos os lados desta tltima equa-
¢ao, obtém-se
Tn

VoTn,0 + V_1Tn1 + -+ V_nTnn = 'nn = TIn-

n,n

De igual modo, para os coeficientes de z°, tem-se
VoTp1 T V_1Tp2 + - + V(i) — qno = 0.
Seguindo o mesmo procedimento até 2", chega-se a igualdade

VoTnn — Qnn—1 = 0.

Assim, obtém-se o sistema

(
VoT'n,0 +U—lrn,1 +U—nrn,n = n

VoT'n,1 te +U—n+1rn,n —dn,0 =0 <3 33>

VoTnn —Gnn-1 = 0
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Note que a tltima equagao do sistema (3.31]) e a primeira do sistema ([3.33)
sdo as mesmas ja que por (3.20) tem-se, para n > 0, r,; = Fppn_j, j > 0, €, por (3.29),

tem-se v; = —V_j41, J > L.

Agora, a partir dos sistemas de equagoes (3.31)) e (3.33), é possivel observar

que
. HZY
Tn = (_1> T:Jrl) Tnmn n=>1, (334)
Hn
onde

Um Um+1 " Umin—1
H(m) _ Um+1 Um+2 - Um+n (3 35>

Um4n—1 Um+4n *°° Um42n—2

sdo os determinantes de Hankel associados com a sequéncia dupla {v,}2 . De fato,
subtraindo-se membro a membro as equagoes de (3.31) que contém os termos
—Qn0s —qn1,-- -, —qnn-1 das respectivas equacoes de (3.33) que contém esses mesmos

termos, obtém-se o sistema (acrescentado da primeira equacao de (3.33))

(
VoT'n,0 + V_1Tn1 + -+ V_nTnn = Tn
VoTn,1 + -+ V-n+1Tnmn — 4no — (_'Ulrn,O - Qn,O) =0
s
L VoTnn — Qnn—1 — (_'Unrn,[) — T~ UiTpn—1 — Qn,nfl) = 0

ou, de forma equivalente, o sistema

(

VoTn,0 + V_1Tn1 + -+ V_nTnn = Tn
V1Tn,0 + UOTTLJ + -+ 'U—n-i-lrnﬂ’b = 0 <3 36)
L UnTn,0 + Un—1"n1 + - VoTn,n =0

que, na forma matricial, pode, ainda, ser reescrito como

V_n T V-1 Vo Tnn Tn
Vopy1 o0 Vg U1 B

Tn,1 0

Vo 0 Up—1 Up Tn,0 0

Mas, pela regra de Cramer, considerando Hf;ﬁ) definido como em (3.35)),
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tem-se
Tn V—n41 U_1 Vg
. B 1 0 V_n+2 Vo (%1
n,n — _
HY
0 V1 Un—1 Up
Portanto,
VUopy2 - Vo U1
R R B I R (3.37)
’ H(—”) H(—”) n !
n+1 n+1
o R T

onde a ultima igualdade é consequéncia de (3.35) quando se considera m = —n + 2 para

se obter H{ 2.

Por outro lado, uma vez que v; = —70_;41, 7 > 1 (veja (3.29)), tem-se

Uopy2 -0 Vo U1 —Up—1 —U1
-n+2) U—ptg - U1 U2 _ —Un—2 —o
n
U1 o Up—1 Up _EO _5—n+2
Up—1 Uy Vo V_pt1
Up—2 ) vy
= (-1)" =(-D"|
V1
Vg vt VUopy2 Uoptl Vo

onde as duas

Assim, considerando-se

Vopt1 Vept2 * Vo
—(—n+1)
H, " = =
V-1 Vo Un—2
Vo 01 Un—1

conclui-se que

@—n—&-l 6—71-‘,—2
U_1 Vo
Vo [
(—n+1)
n )
n>1

_E—n—i—l

6—n—i—2

ultimas igualdades sao consequéncias das propriedades de determinantes.
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e isto é exatamente o resultado afirmado em (|3.34)).

Diante do exposto é possivel, agora, estabelecer o seguinte lema.

Lema 3.6 Sejam {R,(z)}:2, e {Qn(2)}o2, as sequéncias de polindmios obtidas da sequén-
cia real {c,}°°,, da sequéncia encadeada positiva {d,}°2, e das respectivas formulas de

recorréncia de trés termos (3.1) e (3.13). Entao, as fungoes racionais Q,(z2)/R.(z) sa-
tisfazem as correspondentes propriedades dadas por (3.25) e (3.26]). Além disso, se o

funcional de momento N € tal que
N[ = vn, n=0+1,42, ..., (3.38)
entdo os polinomios R,(z) satisfazem

_7n7 Se j:_l
N[C"R,(O] =% 0, se j=0,1,....,n—1, n>1, (3.39)

Tns s€ ]: n,

2d, 4d, 1
€V =7
14 iCl K 14+ 1Cp41

onde vy = vg = Yn_1, paran > 1.

Demonstragao: A primeira parte do lema, isto é, que as fungoes racionais Q,(z)/ R, (2)
satisfazem as correspondentes propriedades dadas por e , segue da construgao
estabelecida apos a prova do Lema até a obtencao das referidas propriedades. Resta
provar as relagoes de ortogonalidades , satisfeitas pelos polinémios R, (z), em relagao
ao funcional de momento N . Para isso, utiliza-se, novamente, o sistema (obtido de
e ), porém, desta vez, incluindo-se a tltima equagao de em , isto

é, considerando o sistema

(

VoT'n,0 + V_1Tn,1 +- 4+ V-nTnn = Tn
V1Tno + VT + -+ +VpiTnm = 0

)
UnTn,0 + Un—1"n1 + -+ VoTn,n =0
Un+1Tn,0 + UnTn, + - U1Tnn = _777,

\

e observando que R, (¢) = >_1_, k(" obtém-se, por (3.38), que
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n

NIC™HR(Q)) = N[g—nﬂzrn,kck] =N[2rnykc—"+j+k]

k=0 k=0
n n

= Zrn,k-/\/’ [C_n—’—j—Hq = Zrn,kvn—j—k

k=0 k=0
= Tn,o0Un—j + Tn1Un—j—1 + -+ TnnU—j

—N,, se j=-—1
= 0, se 7=0,1,....,.n—1, n>1,

Yo, SE€ ] =n.

Além disso, considerando n = 0 na primeira equagao do sistema acima, tem-se
Yo = Toolo = v, ja que, por (3.21), rop = 1. Consequentemente, como

Yn—-1 = (22n_1d1d2"'dn>/rn,n para n 2 1 (Veja )7 €, por " Tl,l =1 + icla

conclui-se que

2d, 2d,
Vo = = — = .
0= rii 1+

Finalmente, usando-se, mais uma vez, a definigdo de 7, (k > 0) e a igualdade
em (13.21)), obtém-se

7an+1,n+1 ntl .

H(l + ZCk)
k=1

_ 92y 220 Lddy - - - d, _ 4d, .y 22 dydy - - dy,

e n , 1+ icn4 Tom
(1 +ichs1) H(l + icy)
k=1
4d,,
= — g n>1,
1 + 1Cn+1
e isto conclui a prova do lema. [ ]

Em termos de v, = N[R,(¢)], n > 0 (obtido quando j = n), os elementos de

{en}o2, e {d,}22, satisfazem

1 1 1 1 1 1
_— = — s 11— = — — —
di Y% T di v o
€
1 Y-l  Vn-i  Cntl Va1l Vn—t
— + — , 7 —= — — y n Z ].
an+1 Tn Tn 2dn+1 Tn Tn

De fato, uma vez que vy = 2d; /(1 + icy), tem-se 7, = 2d; /(1 — icy) e, portanto,
1

1+ics 1—1 1

1
Yo 70 2d1 2d1 d1 ’
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e

1 1 1+ics 1—1i¢ .l

—_— = = — = 1—.

Y0 Yo 2d, 2d, dy

Por outro lado, como
4dn+1
n— 7T .  In—1 > 1,
L 1+ zanfy o

entao

Tn-1 _ 1+ 2ch41 o Vn-1 _ 1 —icni
Tn 4dn+1 Tn 4dn+1

Consequentemente, para n > 1, tem-se

Tn—1 + 7,1_1 . 1 + Y:Cn+1 1-— ’iCn+1 . 1
an 771 4dn+1 4dn+1 2dn+1
€
Tn—1 . Vn-1 _ 1+ iCn+1 _ 1-— iCn+1 _ Cn+1
Tn 771 4dn+1 4dn+1 2dn+1 '

Observe, ainda, que é possivel escrever-se

N{ | ]_ Bo(z), para z~0,

z—C B

E(z), para z~ 0.

De fato, uma vez que

N L ! J —N [C_le} =N [-(¢=2"] = -N[ -2,

considerando FEy(z) e Ey(z) definidos, respectivamente, como em ([3.27) e (3.28), e o

funcional A satisfazendo ([3.38)), obtém-se, para z ~ 0, que

e R L]

e, para z ~ 00, tem-se

N { ! } — NT0] = N0.C"] = ON[CT"] = 0.0, = 0 = Eoo(2).

Observagao 3.7 A emisténcia do funcional de momento N tal que N|C"""R,({)] = 0
para 0 < j < n (onde os polinomios R,(z) sao aqueles gerados pela relag¢io de recor-
réncia (3.1)), seque também de Ismail e Masson [18, Teorema 2.1]. Os autores em [18]

consideram a formula de recorréncia da forma

~

Ru(2) = (2 = B Ruca(2) = B2 (2 = BY) Rual2), n2> 1,
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com }?_1(;:) =0ce }?1(2) =1, a qual € reduzida para a formula de recorréncia do tipo
considerado no presente texto quando {57(13)}20:1 € a sequéncia nula. Para comparar exa-
tamente com a formula de recorréncia , pode-se ainda impor outras restrigoes sobre
as sequéncias {BT(LI)};O:l e {552)}?:1- Por exemplo, a restrigao sobre {@(11)}30:1 é ]@(11)| =1
paran > 1. De [18, Teorema 2.3/, junto com o fato que os zeros de R, sdao todos simples
e pertencem circulo unitdrio |z| = 1, pode-se deduzir que o funcional de momento N pode
ser escrito como N[f] = fc f(¢)da(¢). Com as condigdes especificas assumidas em (3.1)),
serd estabelecido na proxvima se¢ao que da(C) = (1 — ()du(C), onde du(¢) € uma medida

positiva no circulo unitdrio.

3.4 A medida no circulo unitario e o respectivo funcio-

nal de momento

Dadas as sequéncias de polinomios { R,,(2) }22, e {Qn(2)}52,, obtidas da sequén

cia real {¢,}>,, da sequéncia encadeada positiva {d,}>2; e das respectivas formulas de

recorréncia de trés termos (3.1) e (3.13]), considere {4, (2)}22, e {B.(2)} sequéncias de

polinémios tais que
Ap(2) = Rp(2) — Qu(z) e Bu(z) :=(z—1)R,(2), n>0. (3.40)

Neste caso, tem-se

Ani1(2)  An(z) 1 [Qua(2)  @n(2) n
=R x s R e b e | BEED 4
Com efeito,
fes) Al Fat)- () _ [l ol
Bnii(z)  Ba(2) (2 = 1) Rnia(2) (2 = 1)Ra(2)
_ 1 |:Qn+1(z) . Qn(z>1
z=1[Rnpa(2)  Ru(2)
Dai, de (3.24)), segue que
7” n n+1
An+1(2) . An(z) _ Fn,nz " OS(Z ) n
Bpii(z) Ba(z) ) _ n1+2 T Os((L/2)) ) >0, (3.42)

onde, para n > 0, v, = (2" dydy -+ - dpsy1) /Tnstnr1s

O5(2"") =t g1 2™ + hpgo2" 4+, by €C, k€N,
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(§

O6 ((1/2)"3) =2 hnya(1/2)" 2 4 hya(1/2)" 4+ ) hpyos €C, k€N

De fato, considerando-se expansoes em séries em torno da origem e do infinito do tipo

(1/w)
1—(1/w)

(em que |Z| < 1 e |[1/w| < 1), utilizando (3.24) e a igualdade em ({3.41)), tem-se, para
n > 0, que

=144+, e = (1/®) + (1/®)? + (1/®)* + - --

1—-2

Apy1(2) _ An(z) _ 1 Qn+1(2) _ Qn(2)
Bni1(z)  Bu(2) z2—1[Rni1(2)  Ru(2)
' :_nzn+01(zn+l)’
PR S 0a12 ),
( (1+z+z2+-~-)j—"zn+(1+z+22+~--)01(z”+1),
Tnn
= _ _ 2 _ s_ g 1
—(1/2) = (12 = (12 =) 2
\ +[=(1/2) = (1/2)* = (1/2)* = --- ] Oo((1/2)"*?),
( _,Y_"Zn + hn+lzn+1 + hn+2zn+2 +oe
Tnn
_= ’ » 1 N 5
| a1/ R (1)
( j_nzn+05(zn+1>
TTLTL
= ’7 n >0,
| 5 e T O/
onde
hois = 20 4+ lyst, hgs = 2+ s + lugas -
Bn+3: _:/_n_ n+2; Bn+4: _:_n_ n+2_l~n+37 ceey

e, de modo geral, h,k, Bn+2+k € Cpara k € N, com [, e l~n+1+k dados como na prova
de (3:29).

Com os resultados da secao anterior e do inicio desta secao é possivel, agora,
estabelecer um dos principais resultados apresentados no trabalho de Castillo et al. [§],
o qual configura-se, também, como o primeiro passo em direcao ao alcance do principal
objetivo da presente dissertagao, ou seja, obter uma tnica medida de probabilidade nao
trivial no circulo unitario associada ao par de sequéncias reais {{c,}°°,{d,}5°;} (que

esta conectado a rela¢do de recorréncia de trés termos (3.1]) satisfeita pelos polinémios
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R, (2)) de tal modo que {R,,(z) —2(1—m,)R,_1(z)} representa a sequéncia de polinémios
ortogonais com relagao a essa medida, sendo {m, }°° ;| a sequéncia de parametros minimal

da sequéncia encadeada positiva {d,, }5° .

Teorema 3.8 Associado ao par de sequéncias reais {{c,}°2 1, {d,}>2 1} existe uma unica
medida de probabilidade nao trivial p no circulo unitario. Se My > 0, onde {M,}5°, € a
sequéncia de parametros mazximal de {d,}5°, entdo pu tem um ponto puro com massa My
em z = 1. Além disso, se N € o funcional de momento associado & {c,}°; e {dn}5°,

como no Lemal3.6|, entdao
NIC = [[M1= (), n= L2
C

Demonstragao: De (3.42) tem-se que existem expansoes em séries Fy(z) e Fio(2) tais

que
A, 7

Foz) = 8 - ;—”z" +05(z™Y), n>0 (3.43)

e

An(z) w1 n+3
Fo(z) — B.) Tran + O6((1/2)"), n>0 (3.44)
Logo, definindo

Fo(2) = —py — pioz — pgz® — pgz® — -+ (3.45)

3
Fo(z) =ty Bty B2 sy (3.46)

z 22 23 24

tem-se entdo, de (3.25)), (3.26), (3.40), (3.43) e (3.44), que os numeros iy, satisfazem

o =14 v, Pon=1—= v, n=1,23,. ., (3.47)
j=1

j=1
com py = 1. De fato de (3.40)), segue que

An(2) _ Ru(2) — Qn(2) _ 1 Qn(2)
B.(z)  (2—=1R,(2) 2z—1 z—1R,(2)

Consequentemente, utilizando (3.25)) e (3.43)), obtém-se

(3.48)

Fy(2) = 2" = 052" = —= = — | Eo(2) = " = Oy (")

ou, equivalentemente,

(z = 1)Fo(2) — 1+ Ep(z) = j—"z"“ + (2 — 1)Os(2"1) + O1(z").

Tnn
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Dai, considerando Fy(z) e Fy(z) definidos, respectivamente, como em ([3.27) e (3.45)), &

possivel observar que

(11— 1= 01) + (2 = pr — v2)2 + (i3 — p12 — v3)2° + - -+ + (ftng1 — fin — Vny1)2" = O(2"™),

de onde segue (por comparagao de coeficientes em ambos os lados da igualdade) que
pj— i1 —v; =0, 7=123,....n+1, n=>0.

com p := 1. Disto, tem-se

n+1 n+1
Hnt1 — fo = Z(,Uj — fj1) = Z%‘; n 20,
P =1

ou ainda,

unzl—l—Zvj, n>1.
j=1

De forma semelhante, utilizando (3.48)), (3.26]) e (3.44), chega-se a igualdade

Fu(z) + 2L 04((1/2)#)

rn,n Zn+2

1 1 n
— _ Buo(z) — I
z—1 z-1 o

a qual implica em

(2= DFal2) = 1+ Buol2) = 1 (= = 1)06((1/2)"™) + Oa((1/2)2).

T 272
Consequentemente, tomando E..(z) e F,(z) definidos, respectivamente, por (3.28) e
(3.46)), obtém-se

H—1—Ho—Vo H—2— 1 — V1 He(nt1) = h—n — U—n ~ n
(o = 1) 4+ P EE e = 0((1/2)"2),

Observe que comparando-se os respectivos coeficientes em ambos os membros da tltima

igualdade, pode-se concluir que
M_j—u_j+1+v_j+120, j:1,2,3,...,n—|—1, TLZO

com p := 1. Dai, tem-se

n+1 n+1
H—(n+1) — Ho = Z(N—j — Peji1) = — Zv—j-i-la n =0,
j=1 j=1
ou, equivalentemente,
n
op=1— Zv_jH, n > 1.

J=1
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Agora, uma vez que v; = —U_;1 para j > 1 (veja (3.29))), é possivel concluir

a partir de (3.47)) que

k k

k
pre =1+ ZUJ' =1- Z(ﬁfjﬂ) =1- Z(Ufﬂl) =fy, k=1
=1

Jj=1 J J=1
Portanto,

Pk = Hy, k=1
Observe que definindo o funcional de momento M por
M[CH =, k=0%1,£2,..., (3.49)
entao,

1—(*
1=¢

M[c’f]:1—/\/{ } k=0,4+1,+2,.... (3.50)

Com efeito, de (3.38]), tem-se

k k k
Zvj = ZN (7] =N [Z gj] . (3.51)
Mas, considerando
Q)= ¢ =4 (3.52)
obtém-se
Q) =G = (TP RV
(A R Y

= C_l - C_k_lv

de onde se tem

Sl S el S (1 - Ck) | (3.53)

T.(¢) = —
Logo, levando-se em consideragao a primeira igualdade em (3.47)) e utilizando (3.51]),(3.52])
e (3.53)), conclui-se que

k
MM =pe=14> v =1+N

Jj=1

Jj=1

k
4 1 - ¢k
i =1 _
3¢ ] =
o que representa a igualdade ([3.50)).

Observe, também, que a partir das relagdes dadas em (3.47)) tem-se

Vo = bk — H—k—1, k:07i17i27"‘7
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jd que para k=1,2,---, vale
k k+1
Mk — -1 = Uk — H—(k+1) = [1 - ZU—jH] - [1 - Z U—j+1] = Vg,
j=1 j=1
para k =0 e k = —1, observa-se, respectivamente, que
1
po— 1 =1—p_;=1-— 1—Zv_j+1] =1—(1—1w) = vy,
j=1
1
ul—uozﬂl—lz 1+ZU]'] —1:(1+U1)—1:U1,
j=1
e, para k = —1,—2,--- , fazendo-se w = —k = 2,3, -+, obtém-se
w w—1
ok — bt = et = | +zv]—] _ 1+zvj] P
j=1 j=1

Consequentemente, os funcionais de momento M e AN (dados, respectivamente, por ({3.38)
e (3.49)) satisfazem

MICFA =) = M[C" = ¢ = MIC] = M = oy — ey

= pog — pog-1 = vp = N[CY]

Y

isto é,
N[CF =M[F1-0¢)], k=0+1,42,.... (3.54)
Agora, considerando a decomposigao parcial de A,,(z)/B,(z), tem-se
e R A R e .
onde z, j, para j = 1,2,...,n, sdo os zeros de R,(z),
Ao =1 — @n(1) A= @nlEnd) j=1,2.. . .n (3.56)

€ n,g] — / I
Ry(1) T (L= 2 Ry ()
De fato, a igualdade em ([3.55)) é valida se, e somente se,

Qn - Any]'
~ Rng; N T s MY

zZ — ij

1

j=1
Logo, tomando o limite quando z tende para 1 em ambos os membros da igualdade acima
chega-se a primeira relagao em (3.56|). De modo anélogo, a relagao (3.55)) é verdadeira se,
e somente se,

R, (2) — Qn(2)
z—1

An LA W ,
:Rn(z)z_’ol—i-Rn(z)ZZ_—’], 2# 2ny, J=1,2,...,n,



3.4 A medida no circulo unitario e o respectivo funcional de momento 67

ou ainda,
Fol2) = Qul2) Mo " g
P = Rn(z); + [Rn(z) - Rn(zmj)] ]z:; . Zn,j’ z 7é Zn,j»
com j = 1,2,...,n. Dai, como R,(2,;) = 0 para todo j = 1,2,...,n (ja que z,; com
Jj =1,2,...,n, sao os zeros de R,(z)), tomando o limite quando z tende para z,; em

ambos os membros da tltima igualdade, obtém-se

Qn(2n, ) .
(1_—2.) =R, (2nj) My, J=12,...,n,
n?]

o que equivale a segunda relacao em ((3.56)).

Observe que da primeira igualdade em (3.56) e do Lema segue imediata-

mente que
1_d1 :)\170 >)\270> >)\n70 >)\n+1,0 >
e
n—oo

Além disso, da segunda igualdade em ([3.56), considerando V,,(2) e U, (z), respectivamente,
como em (3.7) e (3.22) (veja também (3.23))) e levando em consideracao que R, (z,;) =0
e R,_1(%y,;) # 0 para todo j = 1,2,...,n (veja Lema , é possivel observar que, para

7=1,2,...,n, vale

N — Qn(znaj) _ Qn(zna])Rrwl(Zm]) _ Un(zn,j)

(1= 2nj) R (2ny) (1= zug) R (2nj) Ruo1(2n,3) (1= 20j)Va(2ny)

Consequentemente, usando a relagao (3.8) (obtida no Lema e a relagao ((3.23)), tem-se

Un(2n,5)
(1= 2n,5)Va(2n)
22n—1d1d2 . dnzgglz;§n72)2—(2n—3)
(1= zn5)(2ng — 1) Wa(n,;)
4d1d2 tee dn Zn,j

- >0, j=12,...,n.
W) (1= zn5) (205 — 1)

Anj =

Aqui, a positividade de A, ;, 7 = 1,2,...,n, segue do fato dos Wronskianos W,,(z), defi-
nidos em (3.5)), satisfazerem W, (x, ;) > 0 nos zeros, , ;, n > 1, j =1,2,...,n, de G,(z)
em [—1,1] (veja (3.6)), do fato da sequéncia {d,}>2, ser tal que d,, > 0, para n > 1 (ja
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0

que {d,}>2, é uma sequéncia encadeada positiva) e do fato que, sendo z, ; = €', entao
sz B eiGn’j 67:9"73' B 1
T2y 1) (= eP)(eP Tt —ePi 12— ¢
B 1
-~ —cos (0;) —isen (0, ;) + 2 — cos (=0, ;) — isen (=0, ;)
1
~ —cos (0n;) —isen (6, ;) + 2 — cos (6, ) + isen (6,,.;)
B 1 B 1 - 1 0
2 —2cos (0,,5) 1 1 cos(b,) 4 son? O j ’
2 2 2
para todo j =1,2,...,n, (n > 1).
Além da positividade dos elementos A, ;, j = 0,1,2,...,n, por considerar o

limite de zA,(z)/Bn(z), quando z — oo, tem-se ainda

> =1 (3.58)
=0

De fato, observe que, de (3.55)), por um lado, vale

2An(2) _ 2[Rn(2) = Qn(2)] _ Bn(z) — Qn(2) 1 Qn(2)

S (P (o () Y

de onde segue que

. 2Au(2) _ Qu(2)
Iy T

ja que, de - (3-28), tem-se lim, o [@,(2)/Rn(2)] = 0. Por outro lado, usando
novamente , obtém-se

=1, (3.59)

2An(2)

B,(2) - z—lz+zz—znj ( )+Z an
== B z
z
Consequentemente,
. ZAn(Z) . )‘7%0 - )\n,j
e T _( 1) * Z | _ P
1—-- j=1 >
z

= Aot D A= Ay, (3.60)
j=1 j=0

e o resultado em ([3.58)) segue, portanto, de (3.59)), (3.60) e da unicidade do limite.
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Agora, definindo-se funcdes escada v, (e?), n > 1, no intervalo [0, 27], por

¢

0, se 6=0,
)\7%07 se 0<4@ < Gn,l,
wn(eie) — k
> Mg se O <0< O, k=12 n-1,
5=0
L L se  Op, <0 <2m,
entao, uma vez que 2, ; = eni j=1,2,...,n (n>1), tem -se, da definicio da integral

de Riemann-Stieltjes e de (3.55)), que

1 1 = 1 Mo = Ay An(2)
d n - — )\n : )\n i — - . = )
/CZ—C ¥n(€) z —et0 70+Zz—e’9w’ R p— | +]Z:;Z—Zn,j B,(2)

J=1

ou seja,

An(z) 1 N
Bao) /c Z_den(g), > 1. (3.61)

Dai, aplicando o teorema de selegdo de Helly (teorema [2.44]), tem-se que existe uma
subsequéncia {n;} tal que 1y, (€%) converge para uma funcio limitada e nao-decrescente

em [0, 27]. Denotando essa fungdo por u(e), como

/C dipn(C) = Z Anj =1 (3.62)

(que segue da definigao da integral de Riemann-Stieltjes e de (3.58])) e, como, considerando

expansoes em séries em torno da origem e do infinito, (3.43)), (3.44)) e (3.61)), vale

Mo | H-1 | M2 Ben An(2)
Tt T T T OB
1 1 1
= d n = - d n
[z etenir= [ [i=g) 0
_ [ ¢ ¢
= /02{14';4';4'"'}65?%(0
- Yo [
€
—p1 — fipZ — gzt — - — 2T = 2:8
1
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de onde segue que
/dez/;n(g) = g, k=41,42,... +n, (3.63)
c
entdo, tomando o limite da subsequéncia wnj(ew), a qual converge para ju(e'), tem-se,
por (3.62) e (3.63), que
[an©=1=mi e [ctan(q) == M) k=122 @00
c c

onde M é o funcional de momento definido em ([3.49)).

Finalmente, a partir de conhecidos resultados na literatura sobre problemas de
momento no circulo unitario, pode-se concluir que p é a tnica medida de probabilidade
que satisfaz as relagoes (3.64]). Além disso, da construcao estabelecida acima e da defini¢ao

da integral de Riemann-Stieltjes, tem-se também que

/c FOBE) = D Fen) s + F(DAng

= [ HOW0 + FDA, (3.65)
onde @En(ew), n > 1, sao fungoes escada no intervalo [0, 27|, do tipo
(0, se 0<0<0,;,
Un(e?) = iAw, O <0< Oppr1, k=1,2,...,n—1,
j=
1, se  O,, <0 <2m,

\
que também (pelo teorema de selecio de Helly) possui uma subsequéncia {n;} tal que
z/zﬁj (€%) converge para uma fun¢ao limitada e nao-decrescente em [0,27], a qual serad
denotada por fi(e?). Logo, tomando o limite na igualdade (3.65) quando n — oo, e

levando em consideragao que por (3.57)), lim,, .o An o = My, obtém-se

/c F(Q)du(C) = /C FOA() + F(1)My,

de onde segue que a medida i tem um ponto puro de massa My em z = 1.

Observe também que a igualdade em (3.54)), junto com as relagoes em ([3.64)),
garantem que, para k = 0,£1,£2,..., vale

N = 1= Q) =M = M

:/gndﬂ /g"“du /< (1= Odu(),

e isto conclui a prova do teorema. [ ]
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3.5 Outras propriedades de R,,(z) e os OPUC associados

Nessa secao apresenta-se algumas propriedades adicionais satisfeitas pelos po-
linémios R, (z) que ajudardo a determinar a sequéncia de polindmios ortogonais associada
a medida de probabilidade p obtida na se¢cao anterior. Inicialmente, observe que do Teo-

rema [3.8 tem-se

szKﬂ=ACM—owm,k=mﬂ¢zm.

Dat, considerando R,,(¢) = >_7_, 7C7, 0 Lema garante que

TR (O = QdplC) = Zn:mj ¢TI (1 = Q)dplC)
/ r | |

= Y N =N [Zn: P g G ]
=0

=0

= N[C_n+kRn(C>]
= 0, (3.66)

para k=0,1,...,n—1, comn > 1.

O seguinte lema relaciona os valores das integrais [, R,(¢)du(¢) com a sequén-

cia de parametros minimal da sequéncia encadeada positiva {d, }52 .

Lema 3.9 Seja 4, = [, Rn(¢)dp(C), com n > 0. Entao
Jo=1 € A =2(1—my)yp-1, n>1, (3.67)

onde {m,}5°, € a sequéncia de pardmetros minimal da sequéncia encadeada positiva

{dn}izs-

Demonstragao: Primeiro observe que, sendo Ry(¢) = 1, usando a definigao de 4,, e o

fato de p ser uma medida de probabilidade (veja primeira igualdade em ({3.64))), tem-se

0= [ Rol€)du(0) = [ autc) =1

c c

o que garante a primeira parte de (3.67)). Por outro lado, sendo R;(z) = (1+icy)z+(1—icy),
usando a definicao de ¥, e a relacao da medida p com sua respectiva sequéncia de mo-

mentos {u}3> ., (dada em (3.64))), obtém-se

4 = LR&O@M»=/R1+wnc+u—umumo

C
— (1+ic) / Cau(C) + (1 — icy) / au(C)
= (L+icy)p—r + (1 —icy). (3.68)
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Mas, da segunda igualdade em (3.47)) e das relagoes entre as sequéncias {7, }5°, {cn,}0°
e {d,}°, (dadas no enunciado do Lema [3.6]), sabe-se, respectivamente, que

1
M_lzl—ZU_j+1:1—Uo (§] U0:2d1/(1+i01).

j=1

Logo, uma vez que my; = dy (pois {m,}7>, ¢ a sequéncia de parametros minimal para

{d.}>2,), a igualdade (3.68) pode ser reescrita como

2d,
o — (1 . 1—
m ( + ZCI) ( 1 + iCl

e isto mostra a segunda parte de (3.67)) para n = 1.

Para provar os demais casos de ([3.67)), observe inicialmente que, a partir de

(3.66)) com k =n — 1, tem-se
0= /CCan(C)(l —Qdu(¢) = /CCan(C)dM(C) - /CRn(C)dN(C)
= [ RO 4.

de onde segue que
o= [ CTRAQN(C)
c

Dai, fazendo k = n — 2 em (3.66) e usando a igualdade anterior, obtém-se
0= [CRAQ0 =000 = [ RO = [ RO
= [ R0 4.

- /c C2R(C)dpu(©).

Logo, continuando o processo acima para k =n — 3,n —4,...,0, pode-se concluir que

ou ainda,

— [CIRAOIWO. F=01 i m 1 (3.70)
C

Consequentemente, utilizando a férmula de recorréncia de trés termos (3.1]), é possivel

observar que, para n > 1, tem-se

it = [ C R Qau©) = [ M+ )+ (1= )] B0
~ i | Rua (Q)d(0),
= (tienn) [ RuQau©)+ (1 = ienin) [ ¢ Rudu)
~ ddyir | Rua (Q)d(0

= (1 + Z'Cn-l—l)ﬁ/n + (]- - ch—‘rl) - 4dn+17n 1
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ou ainda,

’S/n-‘rl = 2’3/71 - 4dn+1,$/n—17 n 2 1. (371)
Agora, observe a igualdade (3.71]) é equivalente a
. . . <2 _ ,Y"Zf“rl)
di, = d.q = 2%n — Yn+41 __Tn Tn
" T e 2% 2
’?n FA}/n—i-l
- 1— — (1= )01, n>1, 3.72
(1= 2 = (- g, (3.72)
onde
Gni=1— j/n , n>1. (3.73)
2’}%71

Logo, usando (3.69)), obtém-se

j 2(1 —
| g = 20 =m)

—1—
2% 2.1 s

e, portanto, g; = my. Mas, do fato da sequéncia de parametros minimal de uma sequéncia

encadeada positiva {d, }>2 ; ser ainda uma sequéncia de parametros da sequéncia encadea-

da positiva {d; ,}7°, (veja Teorema , obtém-se, de (3.72)), a seguinte igualdade
(1 —=mi)my =di1 = (1 - g1)ge,

de onde segue que go = my. Seguindo sucessivamente esse processo é possivel concluir

que g, = m,, para todo n > 1, o que garante por (3.73)) que

ou, equivalentemente,

o que conclui a prova do lema. [ |

Agora, como consequéncia imediata do Lema [3.9) (veja também (3.70)), tem-se

/C T IRA(C) — 201 — ) Rua ()] ds(C)
- / CFRAC)Ap(C) — 2(1 — my) / Rt (O)du(C)
C C
= '?n - 2(1 - mN)ﬁ/n—l
= ’Ayn - fAVn
— 0 E=01,....n—1, n>1. (3.74)
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Dai, usando o fato de R, (z) — 2(1 — m,,)R,—1(2) ser um polindmio de grau exatamente
n com o coeficiente do termo de maior grau, r,,, sendo r,, = [[,_,(1 + ic;) (veja
(3.21))), é possivel estabelecer o seguinte teorema (o qual fornece a respectiva sequéncia

de polindmios ortogonais em relagao a medida p obtida na segao anterior):

Teorema 3.10 Se a sequéncia de polinémios {S,} € tal que
So(z) = H 1+ick) = Ry(2) —2(1 — my)Rp-1(2), comn > 1,
k=1

entio {S,(2)}52, € a sequéncia de OPUC ménicos com relagao a medida ji(z).

Demonstracao: De fato, uma vez que Sp(z) =1# 0 e

S, (2) = R,(2) —3(1 —mp)Ry—1(2) 40, n>1,

[T+ ic)

k=1

tem-se
@5 = |1 = IS, £0. 0 >0,
Além disso, como S,,(z) é um polinémio moénico de grau exatamente m, fazendo

Sm(z) == Z?ZO bm.; 7, bmj € C (bym = 1), m > 0, pode-se observar, por (3.74)), que

[5G = [SaEs @) = [ 3 b St

de onde segue pela Defini¢ao que {S,(2)}52, é a sequéncia de polindomios ortogonais

monicos, no circulo unitario, com relagao a medida pu(z). [

Observacao 3.11 Do teorema acima, e levando-se em consideracao que se

Ro(2) = 375 Tnj?’, entdo, paran > 1, 1, = Tno = [[i=y (1+ick) (veja (3.21)) ), pode-se

afirmar que os coeficientes de Verblunsky associados a medida p, isto €, a,—1 = —S,(0),

comn > 1, sao dados por

1—2mn—icnﬁ1+z’ck 51
Q1 = , — ., n>1.
! 1+1c, P 1 — ¢y
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De fato, para n > 1, tem-se

B [Ra(0) = 2(1 = mp)Ru1(0)] [ — 2(1 — my)rp—1 0]
B Y 7S R VA (Rerz8

~Tno + 200 = m)Tuoro = [Ty (1 der) +2(1 = ma) TTzy (1 + ici)

[Tiey (1 —icy) [Tie (1 —icy)

ST i) 20 -m R 1y o

HZ:1(1 —icy) a HZ:l(l —icy)
HZ=1<1 + i)

n

B 1—2mn—icn1—[1+ick
B 1+1c,

1 —dcy
: %

3.6 Um exemplo

Essa secao é dedicada a apresentacao de um exemplo que ilustra os princi-

pais resultados obtidos neste capitulo (onde foi estabelecido o objetivo principal desse

trabalho).

Sejam {c,}0° e {d,}>2, sequéncias reais tais que

Ui

Cp = , n>1
A+n (3.75)
1 /2x+1 I n@2x+n+1) '
dy = dy(t) = - 1—1), dpy=- o>,
1= (1) 2()\+1)( o o 10+n)+ntD)

onde A\ n e R, A>—-1/2e0<t<1.

Observe que, como verificado em [I1], {d,}>°, ¢ uma sequéncia encadeada

oL N ~ . t
positiva com sua sequéncia de parametros maximal {Mé )};ff’zo dada por

1 /2)
MO =t MW= 5 < < j:) , n>1 (3.76)

Foi mostrado primeiro em [30] (veja ainda [II]) que os polinémios R,, obtidos
das sequéncias {c,}>°, e {d,}32, (dadas por (3.75))) e da féormula de recorréncia (3.1,
sao
(2X +2),
(A+1),

onde b = X\ +in e o F(a, b: ¢; Z) é a fungao hipergeométrica definida na Secao . Isto

R.(2) = o (=, b+ 10 +0+2;1—2), n>1, (3.77)

segue da relagao contigua de Gauss (veja [4], Eq.(2.5.16))

(c—a)Fi(a—1,b;¢;2) = (c—2a— (b—a)z)sFi(a,b;c; 2) + a(l — 2)aF1(a+ 1,b; ¢; 2),
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substituindo-se a por —n, bpor b+ 1, cpor b+b+2e z por 1 — z.

Agora, considere as fungbes racionais @, /R, com n > 1, dada pela expressao

em fragao continua
4d22 ‘

@n(2) _ 2d, _ -
R,(2) ‘ (14ic1)z 4+ (1 —icy) ‘ (14 i)z + (1 —icy)

1d.2 ()

‘ (1+icy)z+ (1 —icy)

Pelo Lema [3.5], a sequéncia crescente {Q,(1)/R,(1)}:2, satisfaz

_Qn(1)
)

—1-M"=1-1

Para obter as expansoes em série de poténcia associadas as func¢oes racionais

Qn(z)/ R, (z), escreve-se a expressao em fragao continua (3.78)) na forma equivalente

(1—dc)@n(z) L | a2 | anz | (3.79)
2d1 R, (2) [ 1+biz | 1+bez | 1+b,2 '
onde, para n > 1,
1+idc, b 4d,, b+b 1
bn:1tzz :5+n € Gy = _ nlbtbint ) (3.80)
. +n (1 —icy)(1 —icpyr)  (b+n)(b+n+1)
De fato, de (3.78)) tem-se
2d1 ‘ 4d22 ‘
Qn(z) ( - — - —
— 4 1 +icy) . (1 +icy)
1-— 1 —_— 1-— 1 —_—
R,(2) (1 —icy) { ”(1—2'(;1)} (1 —icz) { T e
4dn,12 4an
_ ) (1+ic,_1) . (1 +1icy)
1—ic,1) |1 —_ 11— 1 —
(1 —ic,1) { + Z(l “ieo 1) (1 —ieq) |1+ Z(l —icy)
- 2d1 ‘_ 4d22 ‘_
B , (14 ic) . (1 +icy)
1-— 1 -—_— 1-— 1 —_—
( zcl)[ +z<1_i61) (1 —icy) +z<1_i02>
B 4dn_1Z ‘
(1 —ic,1) 1—|rz<1+Z,CW1> — Az ‘
(1 —icyq) (1—ic,) 1+Z(1+ch)
" (1 —icy,)
B 2d1 ‘ 4d22 ‘
B (1+ic1) , (1+ ico)
1— 1 1— 1
(1 —icy) { + z<1 o) (1 —icy) |1+ (1= icy)
B 4dn_1Z ‘
14+ ic,_ 4
(1 —ic,_1) 1+z21jzin 13 _ dnz T
U (1 —den) (1 —dcp_q) {1 + z(l_—w")}
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de onde segue que

2d, ‘_
= , 1+ 4d
R,(2) (1—icy) |1+ zEl zzl; - = (14 icy)
- 1 . .
1— 1-— 1 P E—
(1 —ico)(1 —icy) [ + 2(1 — icz)}
4dn_12’ ‘
- 1+ic,_ 4d,,
(Lﬁ%1)1+z&ti %_ 2 T
1Cn—1 (1 — ZCn)(l — iCn_l) |:1 + Z(l——w:):|
_ 2d, 4d,,_1z
. a2z . anZ
1— 14bz— 1—icy 1) |14by 12—
(1 —icy) [ + b1z 1+b22} (1 —ic,1) { +bp_12 1+bnz}
B 2d; 1 | az | L Gp1Z | GpZ |
(1 —icy) ‘1—1—1)12 ‘1+b22 ‘1—1—1)”_12 ‘1+bnz
Portanto,
(1 —ic1)Qn(z) _ 1 | az | L @n1Z | ap? |
2d1 R, (2) [ 1+biz | 1+bez [ 14by1z [ 14bu2

Assim, é possivel obter as expansdes em séries de poténcias, em torno da

origem, das fung¢oes racionais no primeiro membro de (3.79) a partir de

Qb 2) 1 oz Ap_12 anz
) = _ e — .
0(0; ‘ 1+ bz ‘ 1+ byz ‘ 14+0b,_12 ‘ 1+ bpz — ans12,(b; 2) (3.81)
onde B
F 1,-b;b 2
Q(b; 2) = 2 int1,=bib+nt2z) n > 0. (3.82)

2Fi(n, —b;b+n+1;2)

A relagao acima segue da relagao contigua de Gauss (veja [4], Eq.(2.5.3))

b1
JFi(a,biciz) = (H%z)zﬂ(aﬂ,b;cﬂ;z)
a+1)(c—b+1
_ cg§+1) )zQFl(a+2,b;c+2;z),

com a substituicdo de a, b e ¢ por n, —b ¢ b+ n + 1, respectivamente.

De fato, fazendo essas substitui¢coes na equagao acima obtém-se

_ b+1
oFi(n,—bjb+n+1;2z) = (1+n+ +

b+n+1
(DO +n+b+2)
(b+n+1)(b+n+2)

z) oFi(n 41, =b;b+n+2;2)

zoFi(n+2,—b;b+n+3;2),
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implicando, por (3.80)), que

oFi(n, =bib+n+1;2) = (14by12)oFi(n+1,-b;b+n+2;2)

- an-l-QZQFl(n + 27 _bal_)+n+ 3) Z)

Agora dividindo ambos os membros desta ultima equacao por

2Fi(n+1,—b;b+n+2;2), tem-se

1 o (n, —b;b+n+1;2)
Q,.(b; 2) oFy(n+1,—b;b+n+2;2)
oFi(n 42, —b;b+n+ 3; 2)
oFi(n 41, —b;b+n+2;2)
= (14 bpr12) — ang2z Qi (b; 2),

= (14bys12) — apyaz

ou, equivalentemente,

1
Qn b7 - s > 0.
b2) = o) —amer o) "2

Desse modo, a série ,(b; z) fica definida de forma recursiva e, consequentemente, a partir

de Qo(b; z) (dado em ([3.81])) pode-se obter as expansoes em séries de poténcias, em torno
da origem, das fungoes racionais [(1 — ic;)Qn(2)]/[2d1R,.(2)]. Ora, sendo (veja (3.82))

Qo(b; z) = =,F(1,=b,b+2;2
o) = szQ—hb+1w) il )
ja que
2 F1(0,—b,b+ 1; 2) —1+§:—l—liff=1+o_1
(b+1),n! ’

de (3.79) e (3.81)), obtém-se

(1 = ic1)Qn(2)

de onde segue que

~ F 9:2) = —v; — vz — vgz? — -
Rn(z) 1_ ’iclz 1( b b + Z) (%1 (Y4 V32

Consequentemente, tem-se

: _b+b+1(=b—1),
b+l (b+1),

ja que, por (3.75)), sendo b = A + in, chega-se a igualdade

2dy  b+b+1
1 —ic b+1

(1—t), n>1, (3.83)

(1 _t)a
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e das defini¢oes apresentadas na Segao para simbolo de Pochhammer e funcao hiper-

geométrica, vale

F(1,-b0;b+2;2) =
2 1( ) Z<b+2nn‘ Z _|_2nn|
= i _(_b)n 2"
o (b+2),

b+ 1= (=b—1),
b+ Z( )+1Zn

b+14= (b+ 1),

Y

e isto garante que

—Zvn+1z" = —vU — Vg2 —U32% — - -
2d,
= Fi(1,—b;b+ 2;
1—2012 (1, +22)
b+b+1 b+1] = (-b—1
= {J_r—+(1_t)} {_ + }Z(_ )n+1zn
b+1 b+1 b+ 1

_ _Z{b+b+1 b_l)nﬂ](l—t)z",

b+1  (b+ 1)1
de onde segue a igualdade em (3.83]) por comparacao dos respectivos coeficientes de 2"

para n > 0.
Observe que pelas propriedades propriedades da funcao gama fornecidas na
Segao 2.5 tem-se
I'la+n) = (a+n—1)T(a+n—-1)

= (a+n—-1)(a+n—-2)'(a+n—-1)

= (a)al'(a).

Logo, do resultado estabelecido em (3.29) (veja Segao , isto é, de v, = —U_,41,
n=1,2,..., com a convengao (a), :=I'(a +n)/I'(a) para todo os valores inteiros de n, a

expressao para v,, dada em ([3.83)), é valida, também, para n < 0.

O proximo passo desse exemplo é mostrar que

v, = N[ :/CC_”dl/z(t,b;C), n=0,+1,£2, ..., (3.84)

onde
—i\F(b+1)|2(1 — ) T

- o) — o N\—b—171 _ _\btb+1
d(t,b; z) = on T 15+ 1) (—2) (1—2) dz.
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Aqui, os cortes de ramo em (—z)% = (e772)" e em (1 — 2)"* = (e~ (2 — 1))"*? sdo ao
longo do eixo real positivo.

Antes de verificar (3.84]), observe que ([3.84]) pode ainda ser escrita na forma

equivalente

B 2b+5+1|r(b +1)[2(1 - ¢)
 2iD(b+b+1)

n

2m
/ o1 o—i8/2 o (7—6)Im(b) [sen2(9/2)]Re(b)+1/2d9- (3.85)
0

Com efeito, de (3.84), tem-se

B S+ DPA =1, 5 e
vn—/cc R (—0) (1 — P

—i|0(b+ 1)[*(1 —t) / b+b+1
= d
270(b + b +1) ¢ —¢) ¢

_ —Z|F(b + 1)| (1 / 671n0<6717rez9) b*l[efiﬂ'(eie _ 1)]b+5+1d9. (3.86)
27T (b+b+1)  Jo

Mas,
(e—z‘nez‘e)—E—l[e—m(ew N 1)]b+5+1
_ [6(0777)1'] —b-1 [e*”(ew . 1)]b+5+1
_ [e(G—N)i]*Re(b)JriIm(b)fl [6_m(ei9 _ 1)]2Re(b)+1
_ [e(w—e)]lm(b) [ei(w—e)]Re(b)H [e‘”(e“’ B 1)]2726(17)—%—1’ (3.87)
onde

[ei(w—e)}Re(b)Jrl [e_m(eie _ 1)]2Re(b)+1

= [cos(m —0) + isen (m — 9)]Re(b)+1 [(cos 7 —isenn) (e — 1)]2Re(b)+1
= [(cosf — isen §)]7OH! [—(e — 1)]2726(b)Jrl
1)3Re(®)+2 ( _iQ)Re(b)H [ew(l B €_i9>]272e(b)+1
1) Re®) ( iﬂ)Re(b) (1 _ 6_i9>2ne(b)+1
_1)Re® [61(9/2)}2726(1)) (1 B €_i9)27€e(b)+1
Re(b) [ez’w/m} -1 [ez’(e/m(l _ e*i9>]2Re(b)+1

_1)Relb) ,~i(0/2) [ei(6/2) _ e—i(e/z))]me(b)ﬂ
Re(b) g=i(0/2) [2i sen (9/2)]2726([7)Jrl
_1)Re(b)(_1)Re(b)i227€e(b) —i(6/2) [sen (9/2)]72@ b)+1/2

— b0 [sen?(/2)] F Y2 (3.88)

(=
(=
(

— (-1
(
(
(
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Assim, substituindo-se (3.88)) em ([3.87)) e, depois, esse novo resultado, em ([3.86)), obtém-se
a igualdade desejada (3.85)).

Agora, para mostrar (3.84)), inicia-se verificando a igualdade para v_,, tomando

valores de n tais que Re(n — b) > 0. Ora, uma vez que v, = —0_,41, n = 1,2, ..., isto &,
e V_p = —Tps1,n=1,2,... segue de (3.83) que
B Un+1 - [b+5+1<—b—1)n+1:|
(1 t - b+1  (b+ 1)pn
b—l—l—n+1)
o b+b+1 I(—b—1) __lb+l3+1 L(=b+n)T(b+1) ]
b+1 Th+1+n+1) b+1 T(b+n+2)(-=b—1)
L(b+1)
1 r [(— L(b+1
_ [ b+b+ b+n)_( 1) } [(b+b+ 0 ( b+nz (b+ )}
—(=b—=1)T(=b—1DT(b+n+2) —I(=0)I'(b+n+2)

-[or SRR ] e ]
R L(=b+n) PO+ 100B) T — T(=b+n)(b+1I(b+1)
i R AT 2)} - [<b+ O ) OTA TG+ 0t 2) ]
r(—_13+ nC(b+DCG+1) Babi) F(—M n)|T(b+ 1)? |
T(OT(1—b)L(b+n+2) T@OT(1—b)L(b+n+2)

—[(b+5+1)

—(b+b+1)

Mas, utilizando a formula de reflexdo de Euler, (2.33)), tem-se que

L(—b+n)|0(b+1)|? (1—1)
LT (1 —b)I(b+n+2)

D(=b+n)|T(b+ 1)

—(b+0b+1)

= —(b+b+1)—— (1—1)
sen(wl_))r(b )

_ _2sen(mb)(0+ b+ Db+ mPO+ P

- 2rT(b+n + 2) =9

__2sen(@))(b+ b+ DI(b+b+ DI(=b+n)[T(b+ 1)) 19
2mT(b+b+ 1T (b+n + 2)
__2sen(@))T (b + b+ 2A0(=b+n)T(b+ 1P 12
27T (b+ b+ )I(b+n + 2)
2sen(m)[C(b+ D1 =) T(=b+n)l(b+b+2)

2r0(b+b+ 1) L(b+n+2)

Por outro lado, utilizando a equagao (2.34)) que relaciona as fungoes beta e gama, e a defini-

¢ao da fungao beta, dada na Segéo (observando também que Re(b+b+2) = 2A+2 > 0,
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ja que A > —1/2), vale

2sen(mb)|[T(b+ VPP =) T(=b+n)C(b+ b+ 2)

2r0(b+b+ 1) L(b+n+2)
2 D)|T(b+ 1)2(1 — - _
__ Zsen(md)|[T(b+ DI t>B(—b+n,b+b+2)
2r(b+ b+ 1)
_ _2sen(7rb)|F_(b + DAL =) /1 z,nfgfl(l _ $)b+g+ldl’.
27TF(b+b+ 1 0

Dai, conclui-se que

~ 2sen(mh)|T(b + 1)*(1 — t)
27T (b+b+ 1)

V_p =

1 _ _
/ "1 — 2) 0 (3.89)
0

Resta mostrar, agora, que (3.89)), trocando n por —n, é equivalente a ((3.84)).
Com efeito, de (3.84), tem-se

_q 201 _ _ _
v, = Z’F<b + 1)_‘ (1 t) /z—n(_z)—b—l(l o Z)b+b+1dz,
27T(b+b+1)  Je

onde,

b—1 (1 . z)b+5+ldz,

/Z_n(—2>_b_l(1 B Z)b+5+ldz :/ Z_n(—Z)_
¢ Cr+C2+Cr+Cy

sendo C, o circulo interno de raio r com r — 0 (veja Figura |3.1]).

Figura 3.1: Contorno C.

Cr

Co

Fonte: Autoria propria (2024).
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Mas, sendo
/ z_"(—z)_g_l(l — Z)b+5+1d2 = / z_”(e_mz)_g_l(l — Z)b+5+1d2
Cr+C2+Cr+C1 Ca+C1
= / z_”emge”z_z_l(l - z)b+5+1dz = —e”b/ z_"_g_l(l - z)b+5+1dz
Co+C1 Co+C1
_ _emE [/ anfEfl(l B z)bJrEHdz +/ anfEfl(l B z)HbHdz} ’
Cq Ca

e considerando os cortes de ramo, onde

1
/ an7571<1 - Z)b+5+1dz _ / xfnfgfl(l _ x)bgﬂda:
Cq 0

/ Z—n—g—l(l _ Z>b+5+1dz — / 6(—n—5—1)logz(1 _ Z)b—i-g-!-ldz

CQ CQ

e(—n—E—l)(10g|z\—i—ianrg(z))(1 _ Z)b+5+1dz _ / e(—n—g—l)(10g|z|+2m‘)<1 . Z)b—i-g-‘rldz
Co

_ _ _ _. 0 ,
Z—n—b—le—waz(l _ Z)b+b+1d2’ — 6—27rbz/ flf_n_b_l(]_ . {L‘)b+b+1dl‘
1

I

_ / e(—n—5—1)10g|z|e(—n—5—1)2m‘(1 . Z)b+5+1dz
.
I

_ 1 _ _
_ _6—27rb7,/ .I_n_b_l(l _ x)b+b+1d:v,
0

tem-se
—ilD(b+1)2(1 -t z 5
U = ir(b+ )_|( )/Zn(_z)b1<1_z)b+b+1dz
2rl(b+ 0+ 1) c

—i|T(b+ 1)|?(1 -t 7 7
_ i+ )_| ( ) / Z—n(_z>—b—1(1 _ Z)b+b+1dz
2rl’(b+b+1)  Jegrcpro+o

— 2 — X - -
Z‘F(b + 1)l (1 t) / Z—n(e—wrz)—b—l(l o Z)b+b+1dz
2r0(b+ b+ 1) CotCy

(
)

) —i[T(b+ 1P~ 1) U i
)

71(1 B Z)HEHdZ

[« 1]
Py
—t
N
SN—
o
+
o
+
QL
N
_|_
o
N
3
o

270(b+ b+ 1)
. 201 _ N _ )
i+ 1)1 (1-1) <1 _ 6727rbz) / 21 = )t g
27T(b+b+1) 0
oim _ ez'7r5> —i|I'(b + 1)l2(1 — 1) /1 x—n—5—1<1 _ x)b+5+1dx
27Tr(b + b + 1) 0

- —1|I’ D21 - 1 ~ _
= —2isen(b) T + )—| — / (L — )PPy
2rl(b+ b+ 1) 0

- B0 DO [ty gy
27TF<b + b + 1) 0

que é exatamente (3.89)), porém com n em vez de —n.
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Para obter o resultado esperado em (3.84)) para os outros valores de n restantes

é suficiente observar que

b+1+n
—-b—14+n

v, = Uny1 € Up = —T_py4q, paran=0,1,2,..., (3.90)

ou seja,

b+1+n

[eravteno - S

/g_(n+1)d/l7z)(t’ b; C)? n = O’ ]‘7 27 et
C

(que segue como consequéncia do método de integra¢ao por partes) e

/C” Ld(t, b;C) = /("d@/ztbg) n=0,1,2,.
(que segue por uma simples conjugacao direta).

A ideia usada para calcular a integral (3.84)) pode ser encontrada, por exemplo,
em [17] e [30]. Em [I7], os autores consideram um conjunto geral de parametros para os

expoentes de z e 1 — z, porém restringindo os valores dos parametros para serem reais.

Agora, utilizando a representacdo (3.83), para os coeficientes v, tem-se de

BA7) que M[1] = M[] =po=1c¢
M[C] = B, =M = —1+Zvj—1+2

b+b+1(— b= _
b+1 (b+1),

= 1+b+b—+1(1—t)ZM, n>1
= (b+1);

P = “n—1‘41—ﬂ+%1—t%+giéilﬁL_@Eji;Z:l&

= 1-(1-t)+(1—-0t) |1+ berijJ{lZ ((_(_,bj:l;
(_b)n
(b+1),

que é consequéncia da féormula de somatorio

b+b+1~(=b—1);  (=b)
LT

= t+(1—1) . n>0,

- = — , n>1, (3.91)
= (b+1); (b+1),

a qual é valida por inducao matematica, ja que para n = 1, tem-se

1+b+5+1@¢—1h B 1+b+5+1¢$—1)_1_(b+b+m
b+1  (b+1), b+1  b+1 b+1
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ou seja, a formula (3.91)) vale para n = 1. Além disso, supondo a validade de (3.91)) para
n = k, tem-se

k+1

b+b+1 —b—1);
+ T Z(_ )J
+1 = b+ 1)
b+b+1(=b— 1) b+b+1 e~ (=b—1);
_ 1+ >
b+1  (b+ 1)y b+1 (b+1);
b+b+1(=b— 1) (=b)
- _ + —
b+1  (b+1)r  (b+ 1)

(b+b+1)(=b— 1)1+ (b+ 1)(=b)p(b+k+1)
(b+1)(b+ i

(b+b+1)(=b—1)(=b)r + (b+ 1)(=b)x(b+k +1)
b+ 1)(b+ Dira

—(b+b+1)(=b)g + (=b)p(b+k+1)

(b+ 1)kt
 (=D(=b+ k) _ (=b)kt1
(b4 1)1 (b+ 1)kt

isto é, a formula (3.91)) também ¢é valida para n = k+ 1, de onde segue, pelo Principio da
Indugao Finita, que a formula (3.91)) é valida para todo n > 1.

Observe, por outro lado, que da representagao (3.84) para os coeficientes v,

tem-se, por (3.50), que

-] _ . _i|F<b+1)‘2 . 1-¢" _\=b=171 _ ~\btb+l
micn) = 1=y [ (520 ) o -0

-4W@+1WQ/ - 51 "
= 1-(1-¢ = 1—¢ ") (— 1—¢)"™dc, 3.92
=05 mrpan L1 OO .92
paran = 0,+1,42,.... Mas, usando integragao por partes, é possivel verificar que
—i|T(b+1)[? 5 5 b+1
(1—1) P+ ”!/G{)b%l—OHwCZ———r—ﬂq:1—t
2rl(b+0+1) Je b+b+1

De fato, seja C = {¢ = €¥;0 < § < 27}, usando integragao por partes, tem-se

/(_C)bl(l—C)Mbdg:_ (_eie),g,lw 2
C b+b+1
B Ve Uy
[ip- =9
! e b+b+1

+ _b(j—%—%l—)l /C<—<>—1<—c>-b-1<1 — ()PP, (3.93)
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E, como B B
lim(_ew 51 (1 _ e'i9)b+b+1 _ (_1)_5_1 (1 _ e?)b—i—b-l—l 0
6—0 b+b+1 b+b+1
e . 7 . 7
lim (_ew)fﬁq (1- el_e)b%ﬂ _ <_€i27r)7571 (1- eliﬂ)bﬂ)ﬂ —0
o—2m b+b+1 b+b+1 ’
ja que

e*'™ = cos(2m) +isen(2m) = 1,

entao, de (3.93)), vem

51 5, (b+1) 1 b1 b+l
Jroa—artac = L [eom o orira

_ b+b+1
B b+b+1/C —¢) -

Dai, de (3.83)) (que como viu-se é valida também para n > 0), de (3.84) e do fato que

v1 = —70y, obtém-se

—i[I'(b + 1>|2 —b—1 b+b
P e Sl AR USIORL

b+1) —ill(b+ 1?1 -1 .
- _ ( _ ) | ( /C C)b+b+1d(
b+b+1 27l b+b+1
b+ 1 b+
(0 VR U | B
b+b+1 b+b+1
_ wfl)[—bfb+1ﬂ—¢ﬂ
b+b+1 b+1
=1—t.

Agora, substituindo o valor acima em (3.92)), é possivel escrever-se (veja tam-

bém (3.64))

/C Crdp(t b C) = MG

AT (b+ 12 ;
R R e KGRI ORL ST

paran =0,+1,£2 .... De fato,

/C e b C) = MIC™]
—i|T'(b + 1)\2
27T(b+b+ 1

— 1 _(1_ _Z|Fb+1‘2{ -1 b+b o \b=1(q _ ~\b+b
= 1= (-t [t - otac [0 - o

— 111 ) / (1= ) (=CP (1 - () ¥
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ou, ainda,

/C Crdu(t ) = MG

-2 e g
—<1—t>2;;‘f£i€£'; /

= 1+(1—t)2;;|FbZ:;i|2 /C (1= Q)¢ — (1 1)

o B [

Observe que a igualdade (3.94) pode ainda ser reescrita como

= /C Cmdpt, b C) = MC™]

: 2 Db+ D)2 7,
— ¢t in.0 +(1—t _ / —inf ,—if[ ,(m—0)1Zm(b) 2 0/2 Re(b)de’
4 (1= L [ et O en2)

paran = 0,41, 42, .... Com efeito, de (3.94), tem-se

_ _7/|F b+ / 1 b E
n= 11T+ (1 -t *td
R e A - Q)G
— tem.o Z|F(b + 1>| (1 t) / efznO(efzﬂew) b— 1[671'#(62'9 o 1)]b+5d9. (395>
27Tr(b + b + 1) 0
Ora, como

(e—mez’(;)—é—l[e—wr(ew _ 1)]b+5 _ [6(9—7r)i] —b-1 [e‘”(ew _ 1)]b+5

[6(9,71-)11 —Re(b)+iZm(b)—1 [efiw<€i0 . 1)]2Re(b)

_ [e(w—e)}fm(b) [ei(ﬂ—G)}Re(bH‘l [e_m(eie . 1)]27%6(1))’ (3.96)

com

[ei(wfe)}ne(b)ﬂ [e*”(ew _ 1)]2Re(b)

= [—(cos® —isen 0)]Re b)+1 [—(e — 1)}272@(17)

_ (_1)3Re(b)+l (e—iO)Re(b)+1 [eie(l . 6_i0>]2R€(b)

= —(=1)R® (eiQ)Re(b)—l (1- e,w)zne(b)

Y
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ou, equivalentemente, com
[ei(wfé)]Re(b)'i'l [efiw<ei9 _ 1)]2736(1;)

1)Re(®) [ i(6/2) }2Re(b)f2 (1 B e,w)zne(b)
Re(b)

1 [ 1(0/2) } -2 [ei(G/Q)(l _ e_ig)}wle(b)

Re®e1? [2i sen (0/2)]7 "

(=1)
(1)
= (- 1)Re(b —20[ i(0/2) _ —z’(0/2))}2Re(b)
(=1)
(=1)

1 Re(b) ( )'Re(b)227?,e( )6 i0 [Sen2<0/2)}’Re(b)

Re(b)

= —btheif [sen®(6/2)] (3.97)

Assim, substituindo-se (3.97)) em (3.96)) e, depois, esse novo resultado, em ((3.95)), obtém-se
a igualdade desejada (3.94)).

Finalmente, como b = X + in, considerando a sequéncia {c,}>2, definida em

(3.75)), é possivel observar que

n

k:1< PR AFDA+2) (A Fn) (A1),
) Hl—i—zck_ btk (b+1)(b+2)-(b+n)  (b+1),
\l—iey b4k 0+ 1)(0+2)--(b+n)  (b+1),

Consequentemente, pelo Teorema os OPUC monicos, Sr(f)(z) (veja formula (3.77))

(®)

para R, (z)), e os coeficientes de Verblunsky, «,,”; (veja Observacao (3.11])), associados a

medida positiva u(t,b; z), dada por (3.94)), sdo tais que S’ét)(z) =1e, paran > 1, tem-se:

(t) :()‘+1)n (2)‘+2)HF_ b+1:b E 2:1 —
SO (2) b, | O, 1(=n,b+ 10 +b+2;1—2)
2\ + 2)_ _
—2(1-m t(—”F— —1),b+1;b+b+2;1—
( )(/\+1>n—12 1( (n )7 + L6+ 0+ 2 Z):|
2\ +2), _
= LR (-nb+ 1 b4+ b+2;1 —
<b+1)n[21(n7+a++7 Z)
A+n -
—2(1—mW)——— R (—(n—1 1; 2:1—
( m”)2)\+n—12 (—=(n—1),b+1;0+ b+ 2; z)}
(&
& _ - (_"
OB St)() 1—2m,(1)—zcn1—[1+zck_ m Z(A—f—n) (b+1),
Qp1 = — . - T
Ltic, 1+ 1—ic 1+Z.( U ) (b4 1),
A+n
(1 —2m)YA+n) —in(b+1),  —A—in+2XA+n—2mP A +n) (b+1),

A+n+in b+1)n Adin+n (b+1)n
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e, como b = \ + i1, obtém-se

o0 —b—n+2x+2n—2mP N +n) (b+ 1),
- b+n (b4 1)
—(b+n)+ (2 =2mN (A +n) (b+1),
b+n (b+1),

- {1+(2—2 )(ziz)“ 1)

R )
B (5+1)n[l 21

b+ n]
para n > 1, onde {mn)}n ° o, tal que
dn

1—mff)_1’

mog=0 e mﬁf): com n > 1,

é a sequéncia de parametros minimal da sequéncia encadeada positiva dada em (3.75|).

Uma ultima consideragao interessante em relagao a este exemplo diz respeito
a duas situagoes particulares nas quais é possivel obter os coeficientes de Verblunsky de

forma explicita.

Na primeira delas, quando ¢ = 0, as sequéncias de parametros minimal e

maximal {m\ } °p € () )}n ° o, respectivamente, de {d, }°° ,, coincidem, pois

Dai de (3.76)), tem-se

= S {2
b+ 1), 1/2X+n\] A+n
- _(5+1)n{1_2[1_§<)\+n)]b—l—n}
(b+1), 200+n)— 2 \+n)] A +n
R {1_2[ 2\ +n) ]b+n}
(b + 1), ) n (b+1), b
B _(E+1)n{ _b—l-n}__(b—l—l)nb—i—n
- (b)n+1 (D)n(b+n)
b+ 1ab+n) b+ 1)u(b+n)
I O
(b+1),

com n > 1. Neste caso, os OPUC monicos sao (veja [30]):

n

oF (—n,b+1;0+b+1;1—2), n>1
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A outra situagao ¢ quando A = 0 (isto ¢, b = in). Para este caso os coeficientes

de Verblunsky aff)_l sao dados por (veja [11]):

m+ 1), 1 [ t
OIS et PR L B
(—in+ 1), 14+ (n—1)t
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CONSIDERACOES FINAIS

As pesquisas sobre os polindmios ortogonais no circulo unitario vem se forta-
lecendo ao longo dos tltimos anos, devido a sua vasta aplicagao em diversos contextos da
Matematica e de outras ciéncias. Por esse motivo, varios pesquisadores vem se dedicando

a analisar e explorar as possibilidades desta interessante teoria.

Como consequéncia, é natural o surgimento de métodos alternativos para obter
os OPUC, a partir de sequéncias reais. O método apresentado nesta dissertacao é uma

técnica diferente da apresentada em [I3], por exemplo.

Além disso, o objetivo desta dissertagao é servir como um texto introdutorio,
com demonstracoes detalhadas, para aqueles que pretendem conhecer o essencial sobre
esta recente teoria, a respeito da obtencao dos polinémios ortogonais no circulo unitario

associados a um par de sequéncias especificas.
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