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Resumo

Em filtragem adaptativa, wviarios filtros sao baseados no meétodo do erro
quadritico médio (do inglés, MSE-mean squared error) e muitos desses foram
desenvolvidos para obter wma convergencia rapida com um menor desajuste. Os
algoritmos minimo quadritico médio (do ingles, LMS-least mean square) e minimos
quadrados recursivos (do inglés, RLS- recursive least square) foram um marco em
filtragem adaptativa.

Nesse trabalho apresentamos o desenvolvimento de uma familia de algoritmos
adaptativos baseados nas poténcias pares do erro, inspirado na deducao do algoritmo
RLS padrao. Chamaremos esses novos algoritmos de recursive nao-quadraitico
(RNQ). A 1déia basica é baseada na funcao de custo apresentada por Widrow no
algoritmo minimo quarto médio (do inglés, LMF-least mean square fourth).

Inicialmente derivamos equacoes baseadas em uma poténcia par do erro para
obter critérios que garantam a convergencia. Determinamos também, equacoes
que definem o desajuste e o tempo de aprendizagem do processo de adaptacao do
algoritmo RNC) baseado em uma poténcia par arbitraria.

Trabalhamos também, no sentido de tornar o algoritmo menos sensivel ao
tamanho do erro numa direccao alternativa, propondo wma funcao de custo baseada
na soma das poténcias pares do erro. Essa segunda abordagem torna explicito o
papel do erro na formulacao do RLS ao propor uma nova funcao de custo que
preserve a solugao MSE, mas permite a utilizacao dos momentos de alta ordem do
erro para aumentar a velocidade de convergencia do algoritmo,

() principal objetivo do nosso trabalho é criar a partir dos primeiros principios
(novas funcoes de custo) um mecanisino para incluir informacoes de erro instantaneo
no algoritmo RLS e torna-lo um segnidor melhor.  Assim, o aspecto-chave dessa
nova abordagem ¢ incluir o erro no “ganho de Kalman”que controla efetivamente a
velocidade de adaptacao do algoritmo de RLS.

Palavras-chaves: Filtragem adaptativa, funcio nao-quadratica e velocidade de

convergencia.



Abstract

In adaptive filtering many adaptive filter are based on the mean square error
method (MSE). These filters were developed to improve convergence speed with a
lower misadjustment. The least mean square (LMS) and the recursive least square
(RLS) algorithms have been the hallimark of adaptive filtering.

In this work we develop adaptive algorithms based on the even powers of the
error inspired in the recursive lest square (RLS) algorithm. Namely recursive non
quadratic (RNQ) algorithm. The idea is based on Widrow's least mean square
fourth (LMF) algorithm.

First we derive equations based on a singal even power of the error in order
to obtain criterions that guarantee convergence. We also determine equations that
measure the misadjustment and the time constant of the adaptive process of the
RNQ algorithm.

We work also, toward making the algorithm less sensitive to the size of the error
in an alternative direction, by proposing a cost function which is a sum of the even
powers of the error. This second approach bring the error explicitly to the RLS
algorithm formulation by proposing a new cost function that preserves the mean-
square-error (MSE) solution, but allows for the exploitation of higher order moments
of the error to speedup the convergence of the algorithm.

The main goal this work is to create from first principles (new cost functions) a
mechanism to include instantaneous error information in the RLS algorithm, make
it track better, and allow for the design of the forgetting factor. As we will see
the key aspect of our approach is to include the error in the "Kalman gain”that

effectively controls the speed of adaptation of the RLS algorithm.

Keywords: Adaptive filtering, non-quadratic function and convergence speed.
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Capitulo 1

Introducao

Os sinais envolvidos em processamentos de filtragem, predigao e estimagao sao
sinais aleatdrios, os quais sao caracterizados por suas propriedades estatisticas. O
projeto de filtro para o processamento de sinais aleatorios requer o conhecimento
prévio de algumas informacoes sobre as propriedades estatisticas dos sinais
envolvidos. Quando isso € possivel, trata-se o problema no ambito do processamento
estatistico de sinais. Nos casos em que tais informacoes sao desconhecidas e nao
podem ser estimadas em tempo real, a melhor solucao é o emprego de filtros
adaptativos [1].

A filtragem adaptativa constitui uma ferramenta fundamental no processamento
de sinais digitais. Essa técnica tem sido explorada com sucesso em um grande
nimero de problemas de economia, engenharia biomédica, equalizacao de canais,
sistemas de controle ¢ em telecomunicacoes.  Em especial, na drea biomdédica,
diversas aplicacoes podem ser encontradas, tais como cancelamento de interferencias
do coracio no eletrocardiograma (ECG) e cancelamento da influencia materna em
ECG fetal.

Trabalhos em fltragem adaptativa envolvem o estudo de algoritmos e de
estruturas de filtragem de forma a melhorar o desempenho dos sistemas adaptativos
existentes, cuja a estrutura € alterdvel (através do ajuste dos seus coeficientes)
de tal forma que seu comportamento melhore de acordo com algum critério de

desempenho através da exposicao ao ambiente no qual serd inserido. O ajuste
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dos coeficientes do filtro adaptativo ¢ realizado através da implementacio de um
algoritmo, devidamente escolhido, cujo objetivo € atender a requisitos dos sistemas.
Estes algoritmos sao definidos como algoritmos adaptativos. Muito do sucesso dos
filtros adaptativos é devido ao desenvolvimento do popular e robusto algoritmo
minimo quadrado médio (do inglés, LMS-least mean square) [2](p.99 - 111), o qual
determina os parametros do filtro minimizando o critério do erro quadratico medio
(do ingles, MSE-mean squared-ervor). Além disso, o algoritmo convergira para a
solugao de Wiener, na teoria de estimagiao de minimos quadrados [3].

Os algoritinos LMS e minimo quadrado recursivo (do ingles, RLS-recursive
least square) foram um marco em filtragem adaptativa, mas com desenvolvimento
baseado em duas abordagens muito diferentes. O primeiro sendo wma aproximacao
estocastica de gradiente descendente e o nltimo uma formulacao matematica
recursiva da solucao de Wiener. Normalmente, pode-se destacar como a maior
diferenca entre os dois algoritmos, o uso da aproximacao de segunda ordem no
RLS, isto é, que o RLS faz uma busca online de maneira similar ao método de
Newton, usando passos diferente na busca do minimo. Mas, o erro instantaneo
nunca aparece explicitamente no algoritmo RLS, e isso é ruim, diferente do LMS
que usa como estimativa do erro o proprio erro instantaneo, pois o erro fornece
informacao instantanea sobre estimagao paramétrica do modelo para cada amostra
da série temporal. Essa é a razao pela qual o LMS é um seguidor ripido e porque o

RLS tem dificuldades em seguir o sinal desejado, como bem conhecido na literatura

[1].

1.1 Motivacoes

Motivado por aplicacoes em tempo real de algoritmos de processamento de
sinais adaptativos, diversas modificacoes e novos algoritmos tem sido propostos em
filtragem adaptativa. Trabalhos anteriores sobre combinagoes convexas de filtros
adaptativos restringiram-se principalinente a combinacoes de filtros das mesmas
familias, ou seja, dois LMS [4, 5, 6], ou dois RLS [4, 7]. Uma combinacao de
dois filtros baseados em diferentes funcoes de custo foi proposto em [8]. Usando

uma regra de combinagao diferente, foram propostas as combinagoes de filtros de



Kalman ou RLS em [9, 10]. Em [11] o desenvolvimento dos filtros sio baseados em
uma combinacao convexa de filtros de familias diferentes, objetivando aleancar um
filtro geral com o desempenho de rastreamento superior.

Modificacoes na deducao do algoritmo RLS padrao foram feitas no intuito de
reduzir sua carga computacional, por exemplo, o algoritmo RLS approzimate [12]
utiliza nma abordagem de substituicao da matriz de correlacao de dados do algoritmo
RLS por um escalar. Os algoritmos fast RLS [14, 15| e o fast transversal filter (FTF)
[16] usam propriedades dos dados para reduzir o custo computacional do algoritmo
RLS. No entanto esses algoritmos tém cddigos bastante complexos, que podem nao
ser adequados para aplicacoes em tempo real, e apresentam uwm comportamento
instavel de operacio com grandes conjuntos de dados [17].

Identificacio de sistemas nao-lineares e problemas de controle em [18, 19, 20, 21,
22,23, 24, 25| demonstram aplicagoes do algoritmo RLS modificado para problemas
praticos e complexos. Em outros trabalhos, o uso da estatistica de alta ordem como
forma de extrair mais informagoes dos sinais envolvidos no processo de adaptacao
tem se mostrado 1itil em sistemas adaptativos [26, 27, 28, 29, 30],

Trabalhos propostos anteriormente, como em [31, 32| utilizam o fator de
esquecimento  variavel na deducao do algoritmo RLS. Novos resultados de
convergencia para os algoritmos RLS, com modificagoes no fator de esquecimento,
tém sido apresentados em [33, 34, 35, 36]. Outros tentaram incluir o erro instantaneo
no algoritmo de RLS, mas os métodos tém sido heuristicos. Em [37] nma técnica

para melhorar a taxa de convergencia do algoritmo RLS é apresentada, onde o vetor

1
£in)

de ganho leva em consideragao o valor de , sendo £(n) nma estimativa a priori
do erro.

Em nosso trabalho é explicito o papel do erro na formulacao do RLS ao propor
uma nova funcao de custo que preserve a solucao MSE, permitindo a utilizacio
dos momentos de alta ordem do erro para aumentar a velocidade de convergencia
do algoritmo RLS. A idéia ¢ baseada no algoritmo minimo quarto médio (do inglés,
LMF least mean square fourth) [28], onde a velocidade da dindmica de aprendizagem

pode ser aumentada para que se atinja a mesma solucao MSE. Isso pode ser

compreendido geometricamente, pois as funcoes de custo dos erros quadritico e de



quarta poténcia tém o mesmo minimo global, mas na maior parte do espaco de busca,
a quarta poténcia tem wma inclinagao maior, exceto na vizinhanga do minimo, onde
a velocidade de adaptacio é maior. Essa idéia basica foi utilizada em [13], onde foi
pela primeira vez ligado ao algoritmo RLS, isto é, este artigo mostrou que é possivel
desenvolver um algoritmo similar ao RLS para a superficie de desempenho do erro
de quarta potencia, que de fato geron melhores tempos de convergencia. Entretanto
o artigo analisou o porque disto e nem caracterizou totalmente os parametros livres
contidos na nova formulacao. Além disso, o problema da pequena curvatura da
superficie de desempenho perto do ponto 6timo nao foi estudado.

Neste trabalho apresentamos o desenvolvimento de uma familia de algoritmos
adaptativos baseados nas poténcias pares do erro, inspirado na deducao do algoritmo
RLS [1](p.562 - 569)., Chamaremos esses novos algoritmos de recursivo nao-
quadritico (RN(Q)). O principal objetive do nosso trabalho é criar a partir dos
primeiros principios (novas funcoes de custo) um mecanismo para incluir informacoes
de erro instantaneo no algoritmo RLS e torna-lo um segnidor melhor. Dessa forma,
como iremos apresentar, o aspecto-chave dessa nova abordagem é incluir o erro

no “ganho de Kalman”[1] que controla efetivamente a velocidade de adaptacao do

algoritmo de RLS.

1.2 Organizacao do texto

Este trabalho esta organizado em cinco capitulos. No Capitulo 2, apresentamos
o combinador linear adaptativo, fazemos nwma revisao da superficie quadratica e um
breve comentario sobre algoritmos de gradiente estocastico e de minimos gquadrados.
Revisamos também, o algoritmo RLS mostrando a sua deducao, convergéncia do
vetor peso, tempo de aprendizagem e desajuste final.

No Capitulo 3, desenvolvemos um novo algoritmo baseado em uma tinica
poténcia par do erro.  Obtemos expressao para garantir a convergencia e
determinamos o desajuste. Simulacoes sao realizadas para comparar o desempenho
do algoritmo proposto com o RLS padrao. Apresentamos também discussoes e
conclusoes sobre o desenvolvimento desse novo algoritmo.

No Capitulo 4, desenvolvemos o algoritmo RN() baseado na soma ponderada

&n



das poténcias pares do erro. Analisamos os parametros livres presentes e a curva
de aprendizagem do algoritmo proposto através de simulagoes. Mostramos que a
inclusao do erro instantaneo no vetor ganho controla efetivamente a velocidade de
adaptacao do algoritmo. Discussoes e conclusoes sobre o algoritmo RNQ também
sao apresentadas.

Finalmente no Capitulo 5, apresentamos a conclusao e os trabalhos futuros.



Capitulo 2

Filtragem adaptativa

2.1 Introducao

Oz filtros adaptativos representam wma parte significativa no processamento
de sinais digitais. Historicamente, a abordagem paramétrica de sinais tem sido
explorada com sucesso em problemas de comunicacoes, controle robdtica, radar,
sismologia e engenharia biomédica. Os chamados problemas de filtragem podem
ser identificados e caracterizados mais especificamente pelos termos de filtragem,
suavizacao, predigao [1](p.03).

O principal objetivo da filtragem de sinais ¢ melhorar a qualidade do sinal de
acordo com um critério de desempenho. Os sinais podem ser considerados tanto no
dominio do tempo com no dominio da freqgiiencia. A diferenca dos filtros adaptativos
com relacao aos demais € o sen desempenho auto-ajustavel e variante no tempo.

Muitos algoritmos adaptativos se utilizam do erro quadratico médio (do ingles,
MSE-mean squared-error) como funcao de custo que se deseja minimizar. O erro
quadritico médio ¢ nma funcao convexa dos componentes do vetor peso e gera
uma superficie hiperparaboléide que garante a existencia de wm minimo global.
() problema consiste em determinar procedimentos de tal forma a encontrar esse

minimo, o mais rapidamente possivel e com o menor erro final.
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2.2 O combinador linear adaptativo

A estrutura mais usada na implementacao de filtros adaptativos é o combinador
linear adaptativo (CLA), mostrado na Figura 2.1[1](p.15). Pode-se observar que o

filtro adaptativo possui uma entrada tinica, u; (no tempo i), definida como

T
u; = [L[,;1 T wey 'H.j_[L_]J] {21}

sendo L a ordem do filtro.

Entrada

Woor—> 2 | 2 |— —r-z']—

Resposia

Figura 2.1: Combinador Linear Adaptativo - forma transversal

W, € 0 vetor peso no tempo n, definido por

w, = [ Wag Wehtr - Wil f,—1) ]Tq {22}

e a saida, 7;, é ignal ao produto interno de u; por w,:

h = ]erWn = w;rr"ui- {23}

Conforme visto na Figura 2.1, o sinal de erro no instante i ¢ dado por

e =d;, — . (2.4)

Substitnindo (2.3) nesta expressao, temos:



e =d; — u;rw,. =d; — W.?;Uf- (2.5)

Existem varios algoritmos e abordagens que podem ser utilizados em filtragem
adaptativa, dependendo dos requisitos do problema. No entanto, existem duas
abordagens principais para o desenvolvimento de algoritmos de filtros adaptativos

[1]. Discutiremos essas duas abordagens nas proximas segoes.

2.3 Algoritmos de gradiente estocastico

O MSE, como ja foi dito, é uma funcao convexa dos componentes do vetor
peso e gera uma superficie hiperparaboldide que garante a existéncia de um minimo
global, o que representa a solugio Gtima de Wiener [1](p.203-205). Esta solucio pode
ser encontrada pelo bem conhecido método de otimizagao, denominado “método de
descida mais ingreme”, que utiliza o vetor gradiente para descer gradualimente passo
a passo para o minimo da fungao de erro. As chamadas equagoes de Wiener-Hopf,
em forma matricial, definem esta solucao dtima de Wiener. Vamos, agora determinar

a solugio 6tima a partir do critério do erro quadratico médio dado por [2](p.54-60).

¢ = Blel] = Bl(d - wlu)]. 29)

Considerando um ambiente estaciondrio, podemos desenvolver a Equacao (2.6)

COIN

E=d +wlpw —2z"w, (2.7)

sendo ¢ a matriz de auto-correlacao do sinal de entrada w; e z a vetor de correlagao
cruzada do sinal de entrada v; com o sinal desejado ;.

Pode-se observar que o MSE ¢ uma fungio quadratica dos pesos, cujo grafico
¢ uma superficie concava hiperparaboloica, conforme vemos na Figura 2.2, onde
consideramos apenas dois pesos. Esta funcao, obviamente, nunca pode ser negativa.

O gradiente da superficie de desempenho do erro quadratico médio, designado
por ¥V, pode ser obtido derivando a Equacao (2.7) para obter o erro guadratico

médio minimo, isto é:
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Figura 2.2: Porcao de uma superficie quadritica tridimensional, juntamente com
alguns contornos. O erro quadratico médio estd plotado na vertical, wq e wy variam
de —1al

el
el

V= ; = 2pw — 2z, (2.8)
e
fhiery,

O vetor peso ¢ ajustado para seu valor otimo, w,, onde o gradiente é zero, ou

seja;

w, = "z (2.9)

Esta equacao ¢ a forma matricial da equacio de Wiener-Hopf [1](p.203-205).

Um sistema maodificado das equacoes de Wiener-Hopf, usado para adaptar os
pesos do filtro em dire¢io ao minimo é o algoritmo chamado minimo quadrado médio
(do inglés, LMS-least mean squares), inventado por B. Widrow e M.E.Hoff Jr em
1959. Este algoritmo caleula o gradiente da fungao de erro de valores instanténeos da
matriz de correlacio das entradas e do vetor de correlacio eruzada entre as entradas

e a resposta desejada. Nesta se¢io, faremos uma breve disenssio deste algoritmo.
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Para desenvolver o algoritmo LMS, usamos o préprio €? como uma estimativa
de &;. Entao, a cada iteragao, no processo adaptativo, nos teremos uma estimacao

do gradiente da forma

de dey

N ey gy

V.= : = 2¢, : = —2e,u,. (2.10)
de2 des
Fhe dhy,

As derivadas de e;, em relacao aos pesos, seguem, diretamente da Equacao (2.4).

A partir da Equacao (2.10) temos o algoritmo LMS [28]

W, =W, _, + pe,u,, (2.11)

sendo g o passo de adaptacao. Tal parametro € uma constante que comanda a

velocidade de convergencia do algoritmo.

2.4 Algoritmos de minimos quadrados

Na deducao do algoritmo LMS o objetivo é minimizar o quadrado médio da
estimacao do erro. No método dos minimos quadrados, por outro lado, no instante

n = (), os pesos do filtro adaptativo sao caleulados tal que a gquantidade

Cn. = Zﬂi |Ei|2 ' (212]
i=1

¢ minimizada, sendo p; um fator de ponderacao, dai o nome minimos quadrados
Um algoritmo muito popular da familia dos minimos quadrados é o algoritmo
minimo quadrado recursivo (do inglés, RLS-recursive least squares). Tal algoritmo
tem como vantagem a baixa sensibilidade 4 natureza do sinal de entrada e uma
maior velocidade de convergencia quando comparado com os algoritmos de gradiente

estocdstico [1](p.580-583). Na prixima secio faremos a deducio deste algoritmo.
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2.5 O algoritmo minimos quadrados recursivo
(recursive least squares-RLS)

Em implementacoes recursivas do método dos minimos quadrados, comecamaos
com condicoes iniciais conhecidas e utilizamos a informacao contida em novas
amostras de dados para atualizar as estimativas passadas. Assim, encontramos que
o tamanho do dado observavel é variavel. Desta forma, expressamos a huncio de
custo para ser minimizada como =, sendo n o tamanho variavel do dado observavel.

Portanto é comum introduzir um fator peso na definicao da funcao de custo.

2.5.1 Deducao do algoritmo RLS

No algoritmo RLS o fator ponderagao p; é escolhido como sendo

=N (2.13)

sendo 0 << A < 1 uma constante positiva a ser escolhida.

) método dos minimos quadrados padrao visto anteriormente corresponde ao
caso em que A = 1. O parametro A ¢ denominado fator de esquecimento. Claramente
quando A = 1, os fatores de ponderacao definidos (2.13) dao um peso maior as
amostras recentes das estimativas do erro (e assim, a amostras recentes do dado
observado) comparado com as amostras mais antigas.

Substituindo (2.13) em (2.12) obtem-se a funcao de custo a ser minimizada na

deducao do algoritmo RLS:

En= D A" el (2.14)
=1

Supondo que ¢ seja uma matriz nao singular, o valor 6timo do vetor peso, W,
para que a funcao de custo atinja este valor minimo € definido pela equagiao normal

escrita em [orma matricial

W = @, 2, (2.15)
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sendo
en = N uu! (2.16)
i=1

a matriz de auto-correlacao do sinal de entrada u; e

Tn

7, = Z N g, (2.17)

i=1
o vetor de correlacao cruzada do sinal de entrada w; com o sinal desejado d;.

Expandindo a Equacao (2.16) e isolando o termo ¢ = n, temos

n—1
Pn = )&[ZAH_]_i,LI,iL[;.r +uﬂlu;‘i'
1=1
en = Algaa] +u,u;. (2.18)

Analopamente podemos escrever a Equacao (2.17) da seguinte forma
= I e 2
z, = Alz,_1| + u,d,. (2.19)

0 lema de inversao de matrizes

Lema 1: Sejam A e B matrizes definidas positivas de dimensao L = L, definimos
A=B'+CD'C" (2.20)

De 2.20 obtemos
A'=B-BC(D+C'BC) ' C'B (2.21)

Sendo D matriz positivamente definida de dimensio | e O uma matriz L x V.
Sendo D matriz posit te definida de d NxLeC triz. L x N

A demonstracao desse Lema é estabelecida pela multiplicacao da Equacao (2.20)
por (2.21). Na proxima secao mostraremos como o lema de inversio de matrizes

pode ser aplicado para obter nma equacao recursiva.
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O algoritmo RLS ponderado exponencialmente

Considerando que a matriz de anto-correlacio ¢ positivamente definida e nao
singular, podemos aplicar o lema de inversao de matrizes para equagao recursiva

(2.16). Primeiramente faremos as seguintes identificacoes:

A=y,
B'=MAo, = B=X"p",

t n— i)
C=nu, (2.22)
D=1

Substituindo as definigoes (2.22) na Equacao (2.21), obtemos a relagio de

recursividade da matriz 2, , ou seja:

-2, .=1 T, =1
A P WnWy, 2,
T | i

1+ A !y ",

wul = ATl - (2.23)

Por conveniéncia computacional podemos escrever as seguintes igualdades:

P, =y (2.24)

—1
A Pre.—lun

k, = .
1 + }t_luzpﬁ—]uﬂ

(2.25)

Podemos reescrever a Equacao (2.23) como segue:

P,=\"P, - A 'ku'P, . (2.26)

sendo Py, a inversa da matriz de anto-correlacao de dimensao L = L e k,, o vetor

ganho de dimensao L x 1. Reorganizando a Equacao (2.25), temos:

kri + kn)‘_luIPn 1, = }'l_lPri 15,
k,=[A"P, - kX u P ], (2.27)

Substituindo a Equacao (2.26) em (2.27) seque-se:
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Atualizacao do vetor peso

(2.28)

(2.29)

No desenvolvimento de uma equacao recursiva, utilizaremos as Equacoes (2.15),

(2.19) e (2.24) para expressar a estimativa do minimo quadrado do vetor peso, W,

. ho instante n como segue:

ﬁ'rﬂ - Pﬂ [}‘-Zﬂ'—] + uudn]

ﬁrn = )‘Pnzn—l'i'P::undn-

Substituindo a Equacao (2.26) na Equacao (2.30), temos:

- T
W, = Pu—lzn—l - k]luTtPﬂ—lzﬂ—] + Pnundﬂ

Das Equacgoes (2.29) e (2.31), segue-se:

W, =W, — knf-r.::a

sendo €, a estimativa do erro a priori definida por:

2.5.2 Convergeéncia do algoritmo RLS

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

Estudaremos nesta secio a convergencia do algoritmo RLS no contexto de um

problema de modelagem de sistema, Como planta consideramos um regressor

miultiplo linear caracterizado pela equacao



d, = wlu, + ¢, (2.34)

sendo w, o vetor pesos do regressor, v, o vetor entrada, e, o ruido da planta e d,

a saida da planta. O ruido do processo é branco com média zero e variancia o?

O comportamento médio do vetor peso no algoritmmo RLS

De (2.15) e (2.17) obtemos
Wo = ) N T wd, (2.35)
i=1
Substituindo (2.34) em (2.35) e usando (2.16), temos

W =Wt Y A e, (2.36)
=1

Aplicando o operador esperanca em ambos os membros da Equacao (2.36) e
reconhecendo do principio de ortogonalidade que todos os elementos do vetor u,

sao ortogonais ao erro e,, obtemos

Matriz de correlacao do vetor desvio

Definimos o vetor de desvio como

Vo = W, — W,. {235]
De (2.36), temos,
v =2, Y A e (2.39)
i=1

Definimos a matriz de correlacao do vetor desvio da seguinte forma,
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K, = E[v,v]]. (2.40)

Substituindo (2.39) em (2.40) e notando que [p;" = ¢t e AT = A

obtemos,

K,=F

(t,-::;l Z}\"_i_uiﬁi) (z AH_IE.’EII?) :;:;1] . (2.41)
i=1 =1

Podemos observar em [38](p.427) que para o rigoroso cileulo da Equacio (2.41)

devemos fazer as seguintes hipdteses:

1. O vetor de entrada u; possui amostras de um processo ergotico.  Assim,

podemos usar as médias do tempo ao invés do conjunto de médias.
2. O fator de esquecimento A € muito proximo de 1.
3. O tempo n o qual K, é caleulado ¢ grande.

Notamos, de (2.16) que ¢, ¢ mmna soma ponderada dos produtos externos,

P T T
e, Wy W, g, Wy 21y, 4, ...

Assim, considerando as hipoteses acima, encontramos,

1o

242
o 1 — }l. R1 { J

sendo R = E[u,u’| a matriz de correlacio do vetor de entrada.

Substituindo (2.42) em (2.41) e notando que Ele,e’] = a*, obtemos,

1-A™" /1=
— 22 - N e 1
K "(1—;&) (1—)&)“‘

L (1= A 1+M) |
- e R 2.43
”(1+A 1= A (243)




Curva de apredizagem do algoritmo RLS

Para algoritmo RLS, ¢ conveniente usar o erro ¢, para definir o MSE, assim
podemos expressar a curva de aprendizagem do algoritmo RLS em termos do erro

A priori como,

u = Elel]. (2.44)

De (2.38) e (2.34) podemos escrever o erro a priori da seguinte forma:

€n = €y — VL Wy, (2.45)

=

Substituindo (2.45) em (2.44), obtemos,

& = F [eﬁ] + F [ui—vn—lvi— 1“u]

- E [v?:—luﬂeﬂ] -E [Enug:vn 1] . {2-—16]

O primeiro valor esperado do lado direito da Equacao (2.46) é simplesmente
a variancia de e,. Para os demais valores esperados, podemos fazer as seguintes

observagoes:

1. A estimativa W, _;, ¢ portanto o vetor desvio v,_p. ¢ independente do vetor
de entrada u,; o 1ltimo ¢ assunido como sendo derivado de um processo
estaciondario no sentido amplo de média zero. Consequentemente, podemos
usar esta independéncia estatistica junto com os resultados conhecidos de
algebra matricial para expressar o segundo valor esperado do lado direito da

Equacao (2.46), como se segue,

Enlv, vl u] = Etr{ulv, v ju,}]
= Etr {ulu,v, v}
= tr{E [ulu,] E [v,ov) ]}
_ 0 {RK,.]. (2.47)
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sendo que na tltima linha utilizamos as definicoes de médias da matriz de

correlacao R = E[unu:‘:] e da matriz de correlacao do vetor desvio K, =
T

Elv,v!].

O erro de medicao e, depende do vetor de entrada u,; isto segue de uma
T

©_1 ¢ portanto

simples manipulacao da Equacao (2.34). O vetor desvio v
independente de u, e e,. Entretanto, podemos mostrar que o terceiro valor

esperado do lado direito da Equacao (2.46) é zero. Assim,

E [VE: e, = E [VT | .Euge,]. (2.48)

n—1

Reconhecemos do principio de ortogonalidade que todos os elementos do vetor

1, sao ortogonais ao erro de medigao e,, isto &,

E [vz_luﬂ-ﬁﬂ-] = ﬂ {24":”

O guarto valor esperado do lado direito da Equacao (2.46) tem a mesma forma
matematica considerada no item 2. Entretanto podemos dizer que este valor

esperado € igual a zero,

E [enuivn_l] = 0. (2.50)

Assim, reconhecendo que Elel] = £, e usando os resultados das Equacoes

(2.47) até (2.50) em (2.46), obtemos a seguinte férmula para o erro quadratico

médio no algoritmo RLS:

&n = Emin +1r {RKu—l} . {25]]

sendo £, 0 minimo MSE do filtro encontrado quando uma estimativa perfeita de

w. ¢ calculada. Substituindo (2.43) em 2.51 obtemos

1A\ (14 A .
€n = Emin + (1 + }L) ’ (1 — },.‘i‘!-—l) ’ Lfm:iu- (2'92]

Este resultado descreve a curva de aprendizagem do algoritmo RLS.
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Tempo de aprendizagem

Facamos, agora, uma andlise do comportamento do algoritmo RLS. O segundo
termo do lado direito da Equacao (2.52) é um valor positivo que indica o desvio de
£y de £, Notamos também que a velocidade com que estes termos convergem e
determinada pelo termo exponencial A"~!, ou equivalentemente A". Desta forma,
definimos o tempo de aprendizagem Tres associado com o algoritmo RLS usando a

seguinte equacao,

— 1

A" = e7res. (2.53)

Resolvendo (2.53) para Trrs obtemos,

1 )
S — 2.54
TRLS o (2.54)

Para simplificar (2.54) usaremos a seguinte aproximacao,

InA=1In(l—-{1-A))=—(1-A). (2.55)

Substituindo (2.55) em (2.54) temos,

1
TRLS = m

Deste resultado, notamos que o comportamento da convergencia do algoritmo

RLS ¢ independente dos autovalores da matriz de correlacao das entradas.

Excesso do erro guadratico médio e desajuste

Sabendo que o erro quadratico médio (£,) é maior que o erro quadritico médio
minimo (&, temos, entao, um excesso no erro final e podemos definir o excesso
do erro quadritico médio, ErcessoMSE, como a diferenca entre o erro quadratico

médio atual e o erro quadritico médio minimo [38].
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Usando 2.52 obtemos,

ErcessoMSE = (;—i) - L€ pin. (2.57)

Definimos também o ExcessoMSE normalizado pelo erro quadratico médio

minimo, como o desajuste My s,

EreessoMSE .
Mrpes = e : (2.58)
Substituide 2.57 em 2.58 temos
1—A .
= —Z . L 250
Mprs (l—i—}u) . (2.59)

sendo L a ordem do filtro.

2.6 Conclusao

Neste capitulo, realizamos uma revisao da superficie quadratica gerada quando
se utiliza o erro guadratico médio como critério aplicado sobre o erro em um
filtro adaptativo. Mostramos a dedugio do algoritmo LMS. Realizamos também, a
deducao do algoritmo RLS e descrevemos as equacoes que determinam sua condicao
de convergéncia. O tempo de aprendizagem e o desajuste também foram enfatizados,
pois o8 mesmos sao utilizados como referéncia comparativa de outros algoritmos

adaptativos.
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Capitulo 3

Algoritmo RNQ baseado em uma
Unica poténcia par do erro

3.1 Introducao

Neste capitulo desenvolveremos um algoritmo adaptative baseado em uma
poténcia par do erro, inspirado no algoritmo RLS padrao. Chamaremos esse novo
algoritmo de recursivoe nao-quadratico (RNQ)), para o qual escolhemos uma
funciao baseada em uma 1inica poténcia par do erro como critério a ser minimizado.
() nosso objetivo ¢ determinar wmn algoritmo que ajuste os pesos do combinador
linear adaptativo de forma tal a minimizar esta funcao. Mostraremos, também,
que a superficie de desempenho obtida por este criterio oferece maior velocidade
de convergencia, bem como um menor desajuste na busca do peso dtimo quando

comparado com o algoritmo RLS.

3.2 Deducgao do algoritmo

A estrutura basica de um filtro adaptativo é composta por um sinal desejado d;,
um vetor de entrada w; = [, w-, ..., -u.,_-_LH]T__ e 0 erTo e, usado para atualizar o
vetor peso Wy, = Wy, Wy e W1 ,)7 . Devemos recuperar d; estimando o sinal
le saida v = w! lenois de calenuls ) . = . . sonicl 1T le
ae salda iy = W, Aepols oe CalCilal o erro ; = dy — iy, SeIlo 7d 0 INInero. oe
iteracao, 1 < i < n e L a ordem do filtro.

Para desenvolver o algoritmo RN(Q) baseado em wuma poténcia par do erro,
utilizamos como funcao de custo uma funcao par, continua e simétrica, representada

por
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M

Jo= e} (3.1)

i=1
sendo j e i inteiros positivos, com 7 = 1 e 0 << A < 1 fator peso exponencial on
fator de esquecimento. Podemos observar que para j = 1 obtemos o mesmo critério
(funcao de custo) utilizado no algoritmo RLS padrao, deduzido no capitulo anterior.
Objetivando encontrar o peso 6timo, devemos calcular o gradiente da funcao J,,.

Assim, derivando a Equacao (3.1) em relacao a w, obtemos,

7, — o - —i By : B
v = -2 e
= > (e - Wi )
=1

o121

Desenvolvendo o binomio [rf.z; - W, u;-] . e negligenciando as poténcias de alta

ordem, podemos reescrever a Equacao (3.2) como,

Vi = = N w2i {dP = (2j - 1)d7 7 (wi) }
i=1

T T

~ =2j 3 ] - 25 - )Y e rud wa|, (33)

i=1 i=1
sendo o vetor de correlacao cruzada, z,, entre as entradas e a resposta desejada de
dimensao L x 1, definido pelo primeiro termo do lado direito da Equacao (3.3), isto

€,

n

2, =Y [\ ] (3.4)

1=1
E a matriz de correlacio do vetor de entrada de dimensao L x L definida pelo

segundo termo da Equacao (3.3),

mn

®, = (2j— 1) [A"d? Puu]]. (3.5)

i=1
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Dessa forma, podemos reescrever a Equacao (3.3)como,

VI, &= —2[zn — ®pwal. (3.6)

Assim, o valor 6timo do vetor peso, W, para que a funcao da Equacio (3.1)

atinja o valor minimo é definido pela equacao normal escrita em forma matricial

w, =® 'z, (3.7)

Agora, para encontrarmos uma regra de atualizagao para o peso w, faremos o
seguinte desenvolvimento:
Primeiramente, isolando o termo correspondente a ¢ = n da Equacao (3.5),

]!Udi—‘.ll’l(}ﬁ escrever

®, = AP, + [(2/ — 1).d¥ ] u,.u,. (3.8)

Analogamente podemos reescrever a Equacgao (3.4) como,

Z, = N, 1 + [dﬁ“' 1] u,. (3.9)

A deducao das Equacoes (3.8) e (3.9) foi feita com o intuito de facilitar o ealeulo
da inversa da matriz de correlacao @,,, que ¢ necessirio de acordo com a Equacao
(3.7).

Considerando a matriz de correlagao ®,, positivamente definida e nao singular,
podemos aplicar o lema de inversio de matrizes para equacao recursiva 3.5, onde

faremos as seguintes identificacoes,

A = @,
B! = @, _,

C = u,
D' = (25— 1)d¥ (3.10)
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Substituindo as definicoes 3.10 na Equacao 2.21 do lema de inversao de matrizes,
obtemos a relagio de recursividade da matriz €, | ou seja,
DR ESRTITLD R
‘I";l — A—l@;il _ ;4_1 n=1 {311]

(2 — Dd? )1+ A ald ! u,

Por conveniéncia computacional podemos escrever as seguintes ignaldades,

P,=&' (3.12)
}‘_IPtr lun

. 3.13
((2§ — 1)d2 21 4 A1 u'P,_ju, ( )

Bn =

Assim, podemos reescrever a Equacao 3.11 como,

P, = }l_lpn—l - }‘_lgnuEPn—lr (3-14]

sendo Py, a inversa da matriz de auto-correlacao de dimensao L = L e g, o vetor
ganho de dimensao L = 1.
Para facilitar futuras manipulacoes matematicas, nds reorganizamos a Equacao

(3.13) como,

(25 — 1) %) 'g, = Pou,. (3.15)

3.2.1 Atualizacao do vetor peso

No desenvolvimento de uma equacao recursiva utilizaremos as Equagoes 3.7, 3.9

e 3.12 para determinar a regra de atualizacao do vetor peso w,,. Assim,

_ -1
W, = ¢,.q_ Ly

= AP,z, ; +d7'P,u,. (3.16)

Substituindo a Equacao 3.14 no primeiro termo do lado direito da Equacao (3.16)

obtemos,



T 27—1
w, = P,,2,,— gnly P, 1z, + d;;':l P,u,

= Wp1— giu;}:wu—l + d?,:j_lpnun- {31?]

Usando o fato de que P,u,, ¢ uma fatoragao de g, como mostrado na Equagao

(3.15), obtemos a seguinte equacao,

i,
27 —1)°"

i, T
Waol + gu [m - unwll 1]' {318]

Podemos ver que o termo entre cochetes na Equacao (3.18) é a estimagdo a prior

— T..T
Wn = W1 — g"“”wn—l +

do erro, o qual denotamos por,

d:: T -
£ = —— — U, W, ;
(27 - 1)
(3.19)
Assim, a estrutura de atualizagao do algoritmo proposto é dada por,
ﬁ"n = ﬁ'.fr—]. T+ En-Erpe {32“:]

3.2.2 Resumo do algoritmo

Na Tabela 3.1 podemos observar o resumo do algoritmo proposto.

Tabela 3.1: Resumo do algoritino RNQ) para uma poténcia par do erro
Inicializar o algoritmo, definindo
P, =41, & ¢ uma constante positiva pequena
wy =0
Para cada instante de tempo, n = 1,2, ..., computar

g = AP,

v —1
|:|::2j_]}f |zJ_j +-}'_Iuﬁ.Pu—lu1|
— ——

Cp = Eul_] W _1ln

Wn = ﬁr::—l + Eitn
Pn = J\_lPﬂ—l - )‘_lg”u?-;Pﬂ—]
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3.3 Convergéncia do algoritmo

Estudaremos nesta secio a convergéncia do algoritmo ENQ) para uma poténcia
par do erro no contexto de um problema de identificagao de sistemas adaptativos, da
mesma forma que estudamos a convergencia do algoritmo RLS no capitulo anterior.
A primeira analise sera encontrar as condicoes de convergencia do algoritmo e
descrever como ele se comporta até atingir o estado estacionario. Isso pode ser
realizado através do estudo do comportamento dos pesos. Em seguida analisaremos
o desajuste e o tempo de aprendizagem do algoritmo proposto.

Como planta, consideramos um regressor multiplo linear caracterizado pela

O Aacao,

d, = e, +wiu,, (3.21)

sendo w, o vetor peso do regressor, v, o vetor entrada, e, é o ruido da planta e d,,

a saida da planta.

3.3.1 O comportamento médio do vetor peso no algoritmo

De (3.4), (3.7) e (3.21) obtemos,

W, = @, i[x*—i.ui.(w;f'u,-+e!}2'f“] . (3.22)

i=1

2j-1
. € desprezando

Utilizando desenvolvimento binomial do termo (w;‘:'u,- + ff!}
os termos de alta poténcia (assumindo esses termos proximo de zero), podemos

reescrever a Equacao (3.22) como,

W = w, o+ Y [ e . (3.23)

i=1
Aplicando o operador esperanca em ambos os membros da Equacao (3.23) e
lembrando qgue w; e e; sao independentes para todo i, essa e que €; tem média zero,

obtemos,



E[Ww,] = w.. (3.24)
Desse resultado temos que w,, ¢ uma estimacao nao enviesada de w,. Em outras

palavras, podemos afirmar que o algoritmo proposto converge em torno da média.

3.3.2 Matriz de correlacao do vetor desvio

Para descrever a curva de aprendizagem do algoritmo nos estudamos a matriz
de correlacao do vetor desvio. Assim, iremos fazer nma mudanca de variavel para

definir o vetor desvio como,

Vi = 1ﬁ"r::l — W, {325]

sendo w, a solucao Gtima,

De (3.23) e (3.25), obtemos,

LU

v, =®, " Z [}n“_i ;- f.’?j_l]. (3.26)

i=1

Agora, definimos a matriz de correlacao do vetor desvio como,

K, = E[v.v,]. (3.27)

Substituindo (3.26) em (3.27) e notando que (®.1)" = &', sabendo que o erro
de medicao neste processo é um ruido branco com variancia a? e que o vetor de
entrada e o vetor desvio sao independentes, essa tiltima afirmacao tem sido uma
pritica comum na andlise de algoritmos em filtragem adaptativa [39, 40, 41, 42, 43,

44, 45, 46, 47, 48], obtemos,

KTr =c*- E [‘I.re,_l{Unﬁnﬁnu;};j@n_l] t {328:]

sendo A, uma matriz diagonal formadas pelos fatores exponenciais

Arloo N2 e U, é a matriz dos dados de entrada. isto é
U,=[uw u ... u,l (3.29)
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Para o calculo rigoroso da Equacao (3.28) devemos fazer as seguintes hipoteses
[38](p.427):

1. O vetor de entrada w; constitul amostras de mn processo ergadico. Assim,

podemos usar as medias do tempo ao invés do conjunto de médias.
2. O fator de esquecimento A € muito proximo de 1
3. O tempo n o qual K, é calculado & grande.

Podemos notar da Equacao (3.5) que € ¢ uma soma ponderada dos produtos
internos [u, - uz, W, 1 - uf L+ Assim, considerando as hipdteses acima, temos

que,

P, ~ (2j — 1}.:32121 13. (3.30)

sendo R = E[u,u’] a matriz de correlacio de entrada.
Analogamente, obtemos,

1_;\2:1
1—A2

U, AAUT = R, (3.31)

Substituindo (3.31) e (3.30) em (3.28) temos,

1 1—A 14
K, =0 . e S (3.32)
[{Qj—].]ldi} 2] I1+A 1=\

No estado estaciondrio, isto ¢, quando n — oo, e usando a Equacao (3.32),

obtemos,

. 1 1— A - |
om0 {[(Ej—lj.n!?} 2]? 1+ A ‘R } (3.33)

3.3.3 Curva de aprendizagem

De (3.19). (3.21) e (3.25) obtemos

1 r
= (e, — 3.34
{2:". o 1-] |:f nn V::_—'Iu:rl-}!l { )

I"-il'l-
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sendov,_; o vetor desvio no tempo n — 1.
Como indice de desempenho estatistico para o algoritmo proposto, é conveniente
usar um erro de estimativa a priori €, para definir o valor esperado do erro de gran

27,

&:E%ﬁi (3.35)

sendo j um inteiro positivo. Substituindo (3.34) em (3.35), obtemos,

1

&= G B[l el (3.36)

Utilizando desenvolvimento binomial e notando que v,_; & proximo de zero,
apos o estado transitdrio, podemos desconsiderar alguns termos do lado direito da
Equagao (3.36) que incluem poténcias altas de v,,_;. Entretanto, supondo que a
distribuicao de densidade do sinal errvo, e,, é siimétrica e que E' ||e,|™ | ¢ o 2j-¢sima

potencia de e,, temaos,

1 . 1 , , . -
gu = YT E [f:nzﬂl] + IGY T TR {2,] o 1] - E [’ENER 2] tr {R'KH-—].}
(25 — 1) (25 —1)%

1 i a
+ W-tr{{fu{n_l} 1. (3.37)

o , "

Substituindo (3.32) em (3.37) e definindo &, = ﬁ'f - E [|f:"| j] Como 0

minimo de e,, quando w = w,, obtemos a seguinte expressao para o algoritmo
proposto,

j 1—A 141
(27 — D)Lt 1T+ 1= At

£n = Emim+ L.o% E |:|€n|2_i—2]

1 (1—A)7 (1+ A1) . o
2 Dud @Ay G-y L) (3.38)

sendo L a ordem do filtro.
A Equacao (3.38) descreve a curva de aprendizagem do algoritmo RN(Q) para

uma poténcia par do erro.
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3.3.4 Analise do tempo de aprendizagem

Analogamente a analise feita na deducao da constante de tempo do RLS,
no capitulo anterior, podemos verificar que a velocidade na qual o segundo e o
terceiro termo do lado direito da Equacao 3.38 convergem é deferminada pelos
termos exponenciais A™ e X'V, respectivamente. Assim, podemos obter o tempo
de convergéncia associado ao algoritmo proposto definido por Tryg, € Tryg,. da
seguinte forma: primeiro, para o segundo termo no lado direito Equacao (3.38)

femnos,

—

e RN = A" (3.39)

que nos da,

-1
TRNQ = 1y = TReS (3.40)

Analogamente obtemos para o tltimo termo no lado direito da Equacao (3.38),

— T2

eRNGz = \ (3.41)

que nos da,
-1 .
TRNQ; = A (3.42)

3.3.5 Desajuste

O desajuste, Mgy, ¢ definido como mwma diferenca dimensional entre o erro
quadritico médio (MSE), e o MSE minimo. Em outras palavras, este é uma
medida normalizada do custo de adaptacio [28].

O desajuste do algoritmo RLS ¢é dado por [38],



Para o algoritmo proposto, encontramos,

o lil'nn = (€n - gmin} - 1—A j .
Mupyo = Eomin A1+ (25 — 1]2-""‘1.(!;1;?_4 L. (3.44)

3.3.6 Analise comparativa

Nesta secao faremos nma andlise comparativa da velocidade de convergéncia e
dos desajustes associados aos algoritmos RLS e RN(Q) para uma poténcia par do
€IT0.

A curva de aprendizagem do algoritmo RLS é dada por [1],

2+1—A 1+ At
L+ A 1=t

Podemos observar da Equacao (3.45) que o erro minimo do algoritmo RLS é

Enprs =0 L (a?). (3.45)

ignal a o e que o estado transitério é governado pelo segundo termo da Equacio
(3.45).

Por outro lado, da Equagao (3.38), observamos que a curva de aprendizagem do
algoritmo proposto é composta por trés estagios durante o aprendizado. O estado
estacionario € dado por £,,,. Os outros dois estao associados a diferentes estatisticas

. . - . . 951
do erro. Um estd associado com ¥ e o outro estd associado com 472 A soma

€n
desses dois termos tende para zero mais rapido que o segundo termo na Equacio
(3.45) quando n tende para o infinito.

Para comparar a velocidade de adaptacio dos algoritmos dividimos tres por

TRAN Qg+

RES _ j, (3.46)
TRNQ:

sendo j um inteiro positivo.

Da Equacao (3.46), podemos observar que Trarg, = Tres for j =1 e, mryg, <
Tres for j = 1.

Analisando as Equacoes (3.40) e (3.42), podemos observar claramente que a
velocidade de convergencia do algoritmo RNQ) para uma poténcia par do erro é

mais rapida que a do algoritmo RLS padrao.
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Das Equacoes (3.43) e (3.44), temos que o desajuste Mgyg = Mpges para j =1

e Mpyo < Mprs. para j = 1.

3.3.7 Complexidade computacional

Podemos extrair da Equacao (3.20) a complexidade computacional do algoritmo
proposto. O algoritmo RN(Q) para nma poténcia par do erro requer duas divisoes,
L% 4+ 5L + 25 multiplicacoes, L? + 3L adicoes por iteracao, para um filtro de ordem
L. Assim, esse algoritmo requer 27 — 1 multiplicacoes e wma divisao escalar extras
por iteracio quando comparado com algoritmo RLS padrao [49]. A complexidade

computacional é da ordem de O(N?) e é comparavel com a do algoritmo RLS.

3.4 Resultados

Objetivando verificar a exatidao das equacoes deduzidas neste capitulo, fizemos
simulacoes para estimar os coeficientes de um filtro FIR e comparamos os
desempenhos dos algoritmos RLS ¢ RNQ baseado em wma poténcia par do erro.

As simulacoes foram realizadas em dois tipos de sistemas: wm sem rmido e outro
com sinal ruidoso.

Para o sistema sem ruido, aplicamos o algoritmo proposto em uma estrutura
de identificacao de sistema, onde usamos um filtro FIR com resposta ao impulso h
e ordem L = 15, como podemos ver na Figura 3.1. O sinal de entrada, u;, ¢ um
sinal branco uniformemente distribuido, limitado no intervalo [—1, 1], Filtramos
este sinal w; por b e usamos este sinal como sinal desejado d;. O sinal de saida do
filtro é denotado por ;. O sinal erro ¢ definido comao a diferenca entre o; e y;. Esse
erro ¢ utilizado para ajustar oz pesos do filtro adaptativo usando o algoritmo dado
em (3.20).

Para cada 7 = 1, 2 e 3 fizemos 100 simulacoes de Monte Carlo, Utilizamos o fator
de esquecimento, A = 0,95 para ambos os algoritmos. As curvas de aprendizagem
resultantes, para o sistema sem ruido, sao mostradas na Figura 3.2a.

No caso do sistema ruidoso, nés usamos a estrutura do sistema dado na primeira
simulacao, mas depois da filtragem do sinal de entrada nds adicionamos um sinal

ruido n;. Fizemos simulagoes para tres diferentes distribuicoes de sinais ruidosos:
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distribuicoes uniforme, gaussiana e laplaciana. Todos os sinais ruidosos foram
gerados com média zero e variancia unitaria. O fator de esquecimento A = 0, 95, foi
aplicado para ambos os algoritmos.

Nas Figuras 3.2b, 3.2c e 3.2d podemos visualizar o desempenho do algoritmo
RNQ baseado em uma poténcia par do erro para diferentes valores de j (j=2e 5 =
3) e o desempenho do algoritmo RLS (j = 1), através das curvas de aprendizagem
correspondentes para cada simulacao. Na Figura 3.2b temos o resultado com o ruido
distribuido uniformemente, enguanto que nas Figuras 3.2¢ e 3.2d temos o resultado
para os ruidos com distribuicao gaussiana e laplaciana respectivamente.

Na tabela 3.2 podemos ver a melhora, em decibéis, do desempenho em termos
de £, do algoritmo proposto em relagio ao RLS padrao, para tres diferentes
interferéncias de ruidos.

Para reforcar nossos resultados, mostramos na Figura 3.3 o decaimento
exponencial, na qual podemos ver os trés estagios do tempo de convergencia como

descrito na subsecao da analise do tempo de aprendizagem desse capitulo.

desejado
entrada sinal
u, . d;
h
« +
saida
S ;
L=15 i -
» BITO
RNQ | “ .
1

Figura 3.1: Estrutura de um filtro adaptative no contexto de identificacao de
sistema. u ¢ o vetor de entrada, h ¢ o filtro FIR, w ¢ o vetor peso, e ¢ o sinal
erro, d ¢ o sinal desejado, e y ¢ a saida do filtro

34



(b)

10"
L j=1
Lt EF Y muld f pr e funbunripn agge & & o)
E 10"
= 0 j=2
. . " 1 D'z . R
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Figura 3.2: Curvas de aprendizagem. As simulagoes foram realizadas com e sem
ruidos. (a) Sem ruido. (b)), (e} e (d) adicionando ruidos com distribuicao uniforme,
gaussiana e laplaciana, respectivamente. Foi utilizado A = 0,95 para todas as
simulagoes, e utilizamos também tres valores para j (j = 1, 2 e 3).

3.5 Discussoes e conclusoes

Nesse trabalho nds propomos nma funcao de custo baseada na ponderagao

exponencial da poténcia par do erro, inspirado na funcao de densidade de



Tabela 3.2: Melhora no desempenho do algoritmo RNQ para wma potencia par do
erro em termos de £, em relacio ao RLS padrao para trés diferentes interferéncias
de ruidos.

Ruido =2 =3
Uniforme 11 dB 22 dB
Gaussiana 8dB 19 dB
Laplaciana 4 dB 15 dB

(b)

Erro

10

0 200 400 600 800 0 200 400 E00 E0D
Nimerao de iteracies Niimero de iteraches

Curva de aprendizagem RNQ
oo Decaimento exp. do ALS
= = = Decaimento exp. do ANG

Figura 3.3: Os decaimentos exponenciais para os dois primeiros estagios do tempo
de convergeéncia associados ao algoritmo RNQ. As linhas retas denotam a curva
de aprendizagem: as linhas tracejadas representam o primeiro estagio do tempo
de convergéncia e as linhas pontilhadas representam o segundo estagio, a qual
¢ aproximadamente o mesmo decaimento exponencial da constante de tempo
associada ao algoritmo RLS. (a) A curva de aprendizagem do algoritmo RNQ para
j=2e(b)acurva de aprendizagem do algoritmo RNQ) para j = 3.

probabilidade ( probability density function) de uma variavel aleatdria, que pode ser
escrita como uma combinacao linear dessas poténcias. O resultado é win algoritino
dado pela Equacgiao (3.20), similar ao algoritmo RLS, mas com um desempenho
melhor em termos de velocidade de convergencia, como estabelecido na Equacao
(3.46) e visualizado na Figura 3.2, A vantagem das superficies de alta ordem quando

comparadas com as guadraticas é que elas naturalinente apresentam uma riapida
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convergencia com menor desajuste.

Na analise da relacao entre velocidade e estabilidade, que é causada pela alta
ordem da funcao de custo do erro, demonstramos que nosso algoritmo é um
estimador nao enviesado e consistente de w,. como podemos ver das Equacoes (3.24)
e (3.33).

Comparando a Equacao (3.38) com (3.45) podemos ver que o algoritmo RNQ)
para uma poténcia par do erro tem wm melhor desempenho que o algoritmo RLS
para maiores valores de j tanto no sistema sem ruido como no sistema com ruido.
No caso do sistema sem ruido, temos £, == 0 para ambos os algoritmos, mas
ressaltando que o algoritmo proposto tem um menor tempo de convergeéncia, como
podemos observar da Equacao (3.46) e da Figura 3.2a.

Além disso, sendo £, = E-'[Etﬂ]2 para o algoritmo RLS, e para o RNQ para uma
poténcia par do erro temos &, = F [E?T,]gj, obviamente, em wm cenario ridoso o
algoritmo proposto atinja wm £,,;, menor, pois no estado estaciondrio |e,| < 1. Esses
fatos, previstos pela Equacao (3.38), podem ser vistos na Figura 3.2 (a, b, ¢ and
d). Na Figura 3.2a, para um sistema sem ruido, a principal vantagem notada com o
aumento de j é na velocidade de convergencia, atingindo o mesmo &,,;,,. No entanto,
na presenca de ruido, além de uma rapida convergencia, o algoritmo proposto atinge
nm menor erro minimo para ruidos uniforme, gaussiano e laplaciano como mostrado
nas Figuras 3.2h, 3.2¢ e 3.2d. respectivamente. Essa reducao do £, também pode
ser vista em decibéis na Tabela 3.2, Para j = 2, podemos ver que a melhora de
em média de 11 dB, 8 dB e 4 dB quando usado distribuicoes uniforme, gaussiana e
laplaciana, respectivamente. Analogamente, para 7 = 3, a melhora foi de 2 dB, 19
dB e 18 dB, respectivamente.

Nota-se que, para j = 2, o ruido Uniforme apresentou um melhor desempenho
que os outros dois ruidos. Interessantemente, para j = 3, os desempenhos para os
trés ruidos sao muito mais proximos o que implica em um maior desempenho para
o ruido laplaciano.

() estudo do comportamento dos pesos foi realizado através da analise do
desajuste e do tempo de convergéncia. Comparando a Equacao (3.43) com a Equacao

(3.44) podemos notar que o desajuste diminui com o aumento de j.



Para a andlise do tempo de convergencia associado ao algoritmo RNC) baseado em
uma poténcia par do erro, usamos as aproximacoes exponenciais das Equacoes (3.39)
e (3.41) para os dois primeiros estagios da curva de aprendizagem dada pela Equacao
(3.38), sendo o estdagio final dado pelo &, O tempo de convergéncia resultante
foi expressado pelas Equacoes (3.40) e (3.42), sendo cada uma representando seu
estdgio. Da Equagio (3.46) podemos ver que Tres € j vezes maior que Trarg,. Na
verdade, mostramos que o primeiro estagio tem uma convergencia mais rapida do
que o segundo, observamos também que o segundo estigio tem aproximadamente
a mesma velocidade de convergéncia do algoritmo RLS, dessa forma tornando todo
o processo de aprendizagem do algoritmo proposto mais rapido que o do algoritmo
RLS padrao.

Este é um importante resultado, que mostra, que com o aumento de j é possivel
alcancar melhores desempenhos, em termos de velocidade de aprendizagem. sem
aumento significativo na ordem da complexidade computacional., Mesmo para
valores maiores de j pode ser notado que a complexidade computacional continna
na ordem O(N?), como podemos observar da andlise feita na subsecio 3.3.7.

O resultado apresentado mostra o algoritmo RNQ) proposto ¢ uma escolha
alternativa para o algoritmo RLS, uma vez que tem wm melhor desempenho
na velocidade de convergencia e erro meédio minimo sem aumento consideravel
na complexidade computacional. Entretanto, outros algoritmos baseados nessa
abordagem poderiam ser propostos, por exemplo, em vez de usar apenas uma
potencia par do erro, a funcao de custo pode ser baseada na soma ponderada
exponencialmente de todas as poteéncias pares do erro. Essa nova superficie de
desempenho, que usa todas as poténcias pares do erro, poderd possivelmente atingir
melhores resultados através da captura informacoes completas de baixa e alta ordem,
que inclui uma ampla variedade de sinais. Este é o ponto abordado no préximo

capitulo.
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Capitulo 4

Algoritmo RNQ baseado na soma
de poténcias pares do erro

4.1 Introducao

Neste capitulo faremos uma generalizacao do algoritine RNQ) desenvolvido
no capitulo anterior. Para isso, em vez de usarmos apenas uma poténcia par,
utilizaremos como funciao de custo a soma ponderada das poténcias pares do
erro.  Dessa forma escolhemos a funcao baseada na soma das poténcias pares
do erro como critério a ser minimizado na deducao do algoritmo RNQ) proposto.
Mostraremos, também que o aspecto chave do uso dessa nova abordagem é incluir
o erro instantaneo na determinacao do vetor ganho, g, que controla efetivamente a

velocidade de adaptacao do algoritmo.

4.2 Deducao do algoritmo

Seja J, uma funcao par, continua e simétrica baseada na soma das poténcia

pares do erro, e, definida por

e

J =Y _K"TE [Ae¥] (4.1)

j=1

sendo m, 7 e k inteiros positivos. Outra caracteristica dos elementos deste conjunto
de funcoes é que, para um valor fixo de m, podemos determinar intervalos [—4, 4|
onde as curvas destas funcoes apresentem inclinacao maior do que a curva da funcao

quadratica, neste mesmo intervalo. Podemos observar esta caracteristica na Figura
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4.1, onde plotamoes os grificos das funcoes (¢* +e* + %) e £2. Observamos também

que estas funcoes, nao possuem minimo local, apenas o minimo global.

RNQ

Figura 4.1: Graficos das funcoes (e? + e' + ¢%) e ¢, onde podemos ver a maior
inclinacio da primeira, no intervalo [—1; 1]

Para desenvolver uma generalizacio do algoritmo BNQ, definimos da Equacio

(4.1) o seguinte risco empirico,

m

Iy = Z km-ii{,x"-* '[e.,-]'“}, (4.2)

=1 i=1
sendo m, j e k inteiros positivos. Podemos notar que gquando j = 1, F = 1 e
m = 1 obtemos a funcao de custo do MSE. O fator peso exponencial. A, é o fator de
esquecimento convencional que normalmente é selecionado maior que zero e proximo
de um, isto é, 0 << A < 1. A ponderacio k™ ¢ apenas um termo multiplicativo
que desempenha o papel de acelerar a convergeéncia de adaptacao do algoritmo. Os
termios mais interessantes sao os que definem o primeiro somatdrio, 7 e m, ou seja,

podemos observar que j > 1 define a poténcia par do erro e que m adiciona diferentes
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potencias do erro determinando a funcao de custo como wna soma das poténcias
pares do erro. Quanto maior o valor de j, mais ingreme ¢ a fungao de custo e maior
o gradiente, exceto perto do minimo cuja inclinacio se torna basicamente plana.
Portanto um algoritmo de gradiente descendente utilizando wm tinico valor de j
tera uma diminuicao muito rdpida do erro, mas em seguida ¢ feito uma busca do
valor minimo.

Esta intuicao pode ser traduzida matematicamente da seguinte forma: & medida
que a poténcia do erro aumenta, o espalhamento dos autovalores da matriz de
autocorrelacio das entradas anmenta proporcionalmente. Portanto para j = 2 ¢
m = 1 essa funcao de custo se ignala a funcao do algoritmo least mean fourth
(LMF) [28]. A funcio de custo do algoritmo LMF apresenta, basicamente, uma
grande inclinacao quando comparada com a funcao de custo do MSE em quase
todas as areas da curva, com excegao de uma vizinhanca do minimo.

Em [13], nds mostramos que a funcio de custo com k=1, m = le j > 1 de
fato pode ser vista como um algoritmo do tipo RLS que apresenta uma velocidade
de convergencia mais rapida quando comparado com o algoritmo RLS padrao, mas
podemos observar que esse algoritmo utilizando uma nnica poténcia par do erro nao
¢ Otimo, pelo fato de essa funcao apresentar na vizinhanca do minimo wma inclinacao
basicamente plana, como discutido acima.

Agora nos iremos mostrar como a Equacao (4.2) pode ser usada para derivar uma
nova familia de algoritmos do tipo RLS ainda mais rapida em relagao a velocidade
de convergencia.

Objetivando encontrar o vetor peso otimo, w,,, devemos calcular o gradiente da

funcao J,. Assim, derivando a Equacao (4.2} em relacao a w, obtemos,

T

VI, = i =25k A e ]

ij=1 i=1

3
-
2

= —2.a; [A”_.';.E??}.E.’;-.ua] . (4.3)

=1 i=1

sendo a; = j.E" 7 e oy = 2j — 2.

Assim, igualando V.J, a zero para que a funcao da Equacao (4.2) atinja o valor
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minimo, definimos o valor 6timo do vetor peso, Ww,,. pela equacio escrita em forma

matricial,

W, =P, 'z,, (4.4)

sendo @, a matriz de autocorrelacao do vetor de entrada de dimensao L x L definida

por,

m

e =D % Z (A" | (4.5)

1=1 =1
e o vetor de correlacao cruzada, z,, entre as entradas e a resposta desejada de

dimensao L = 1 definido por,

T M

Zo = »_da; y_ [Aeldin] B, (4.6)

1=1 i=1
Podemaos notar que a matriz de antocorrelacao e o vetor de correlacao cruzada sao
agora funcgoes explicitas do erro instantaneo, diferente dos algoritmos convencionais
em filtragem adaptativa. Isto significa que nos ganhamos mais controle sobre a
dinamica de aprendizagem, modificando a forina da superficie de desempenho sem
afetar a solucao final, continnando dessa forma uma solugao de Wiener, como iremos
demonstrar no final dessa secio.

Isolando o termo correspondente a i = n da Equacao (4.5), podemos escrever

@, = A0, + D {a;e} | (4.7)
i=1
[
Zn = Mooy + | Y {aep} | do, (4.8)
=1

sendo @ o valor anterior da matriz de autocorrelacao e 2, 1 o valor anterior do
vetor de correlacao cruzada.,

As dedngoes das Equacoes (4.7) e (4.8) foram feitas com o intuito de facilitar o
caleulo da inversa da matriz de autocorrelacao @,,, que é necessiria para determinar

o valor estimado, w,,, do vetor 6timo de acordo com a Equacao (4.4).
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Como a matriz de autocorrelacao é positivamente definida e nao singular,
podemos aplicar o lema de inversio de matrizes para equagio recursiva (4.7).

Primeiramente faremos as seguintes identificacoes,

A=o,

B!'=\b,,

C=nu, (4.9)
L

D! = > {rJ'J Fn }
i=1

Substituindo as definicoes (4.9) na Equacao (2.21), obtemos a relacao de
recursividade para a inversa da matriz de autocorrelacao @, , ou seja,
A gul et
1 _ 1 1 n—1"n"n Fn-1 y
=N — — : (4.10)
m
o 1
MY {ajed | +ul® i,

=1

Por convenieéncia de notacao, temos

P, —®! (4.11)

Pﬂ-_ L
g = S _& (4.12)

A- E {ﬂ-_;‘--?:-:j} + ufT;Pn 1y
i=1

sendo g, o vetor ganho de dimensao L x 1.

Ao comparamos este resultado com o ganho convencional do algoritmo RLS,
observamos que o erro, que aparece no termo do somatorio, afeta diretamente o
fator de esquecimento. Portanto podemos considerar que a nossa abordagem modula
efetivamente o fator de esquecimento com a informacao de erro instantaneo, o que
faz com que o ganho seja nao dependente apenas da dinamica do sinal de entrada,
mas também da resposta desejada através do erro.

Assim,
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P,=)" {P”_l — g"uH;P"_l) . (4.13)

Para facilitar futuras manipulacoes matematicas, nos reescrevemos a Equacao

(4.12} como segue:

g, = Pauy !Zm: (aj.e:-f}] : (4.14)

j=1
4.2.1 Atualizacao do vetor peso

No desenvolvimento da estrutura de adaptacao do algoritmo RNQ) proposto
utilizaremos as Equacoes (4.4), (4.8) e (4.11) para expressar a estimativa W, do

vetor peso no instante n como segue:

= -1
w, = ® 'z,

"‘ﬂl"'rr.: = )‘Pnzn—l + Pre.

m
Z {ﬂ.j.ﬁfﬁ}] du,. (4.15)

5=l

Substituindo a Equacao (4.13) na Equacao (4.15), temos:

m
- - T E : o
Wn = Pn 1&5 l_gn“..;!,-PTt 1Zp-1 + {H_J'E.q_J Pnundn
J=1
m
. T : )
= W, —g,u W, |+ E {a;.e}| Pou,d,. (4.16)
i=l]

Das Equacoes (4.14) e (4.16), obtemos a estrutura de atnalizacao do algoritmo

RNQ) dada pela seguinte equagao,

ﬁ'a::. = 'j"n—l + gfr-fm '['Llﬂ

sendo £, nma estimacao a priori do erro, dada por,
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€n = '“!Iﬂ - ﬁ";ll;l_lun~ {118:]

As Equacoes (4.12), (4.13), (4.18) e (4.17) respectivamente, constituem o
algoritmo RNQ) baseado na soma das poténcias pares do erro, resumido na tabela

4.1.

4.2.2 Resumo do algoritmo RNQ baseado na soma das
poténcias pares do erro

Na tabela 4.1 podemos observar o resumo do algoritmo RNQ) baseado na soma

das poténcias pares do erro.

Tabela 4.1: Algoritino RN() baseado na soma das poténcias pares do erro
Inicializar o algoritmo, definindo
Py =4""1, 4 éuma constante positiva pequena
wy =0
Para cada instante de tempo, n = 1,2, ..., computar

o =dy — W,

14 1115

1
I:ll.- {'1; E?I ] —u;'l;'P',,_lu,.

1

W, = ﬁrn—l + gTr'Eru

P,=\" (P, —gu'P, ).

4.2.3 Analise do vetor ganho do algoritmo RNQ

Nessa subsecao, iremos analisar com mais detalhe o vetor ganho do algoritmo
RNQ) da Equacao (4.12) e comparar com o vetor ganho do algoritino RLS padrao.
Como visto no Capitulo 2, é sabido que o vetor ganho do algoritmo RLS depende
somente do sinal de entrada, enquanto que na Equacao (4.12) podemos observar
que o vetor ganho do algoritmo proposto é eficientemente modulado nao apenas
pela dinamica do sinal de entrada, mas também pelo erro instantaneo. Para melhor

analise, iremos reescrever o somatorio da Equacao (4.14) como



Ly e i .
E'_?'(T) . (4.19)

=1 Lom
Quando o erro quadratico sobre & ¢ maior que wn, como normalmente é o caso
no momento inicial da aprendizagem, o ganho torna-se maior, pois a base é elevada

a ;. Dessa forma, espera-se que gquanto maior a poténcia na funcao de custo

4o
mais rapida a velocidade de convergencia. Por outro lado quando o erro quadrado
sobre & ¢ menor que um, os termos do somatdrio passam a ter significancia, e k é
sempre elevado a poténcia de m, que equilibra o fato de o erro ser exponencialimente
pequeno. Portanto o ganho serda sempre grande para ambos os casos em que o erro
& pequeno e grande,

Em outras palavras, a estrutura de atnalizacao do algoritmo RNQ) proposto é
muito similar ao do algoritmo RLS padrao, mas com mais flexibilidade em termos
de velocidade de convergencia, ou seja, o vetor ganho g, do algoritmo RNQ &
controlado pela soma ponderada das poténcias pares do erro, fornecendo assim uma
rapida velocidade de convergencia ao algoritmo. Esse fato é muito importante para
entendermos sobre quais condigcoes o algoritmo RN(Q) atingirda a solucao dtima do
MSE. Dessa forma, podemos rescrever as Equacoes (4.5) e (4.6) em termos de valor

cspe rado como sege:

m

¢, = Z {a;AE e u,ul]} (1.20)
a=l
e
Zn = Z {ﬂ]"""E[E:‘l 'dll -“n]}- {421]
=1

Se assumirmos que o erro ¢ estatisticamente independente do sinal de entrada e

do sinal desejado, temos

b, = i {a;AE[e2] .E [uuy ]}, (4.22)

=1
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20 = S AL Eld, ]} (129
=1

A solucao dtima torna-se

Eld, ] j_f:l {AE[en’]}

El {a;\E ']}
_il:
= R'-P, (4.24)

que, de fato, é a solucao de M5SE. Entretanto, o algoritmo RNQ seguira, na maioria

das vezes, a solucao de MSE durante sua adaptacao.

4.3 Resultados

O sinal de entrada nsado nas simulagoes é um sinal de ruido rosa com distribuigao
uniforme. Esse sinal de entrada gerado pelo software MatLab apresenta espectro de
poténcia com reducao de aproximadamente 3dB por oitava. Fizemos 100 simulacoes

de Monte Carlo para comparar o desempenho dos algoritimos RNQ) e RL5S.

4.3.1 Identificacao perfeita de sistema usando um filtro FIR

Para os primeiros testes criamos mma configuracao onde o sistema desconhecido
pode ser perfeitamente identificado (i.e. com erro muito proximo de zero).
Utilizamos nm filtro FIR com resposta ao impulso h, tamanho L = 10 e 1, = 0,
como podemos ver na Figura 4.2, O sinal desejado d; é obtido pelo sinal de entrada,
u;, filtrado por h. A saida do filtro adaptativo é denotada por y;. O sinal erro
definido como a diferenca entre d; e y;.

Da Equagao (4.2), podemos observar que o algoritmo proposto apresenta em
sua formulacao trés parametros livres: m, a malor ordem da funcio de custo, que
também controla o nimero de termos da soma; o parametro & que funciona como

um termo de ganho adicional, bem como um parimetro de escala para o erro; e o
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Figura 4.2: Estrutura de um filtro adaptativo no contexto de identificacio de
sistema, sendo w; o vetor de entrada, h um filtro FIR, d; o sinal desejado, n; o
sinal ruido, ¢; o sinal erro e y; a saida do filtro.

fator de esquecimento A. Chamamos atencao para esses tres parametros livres com
o objetivo de fazer umn estudo sistematico do comportamento do algoritmo RNQ).
Para esta andlise, mostraremos a dinamica de aprendizagem (tempo de adaptacio
e 0 MSE no estado estacionario) do algoritmo RNQ) em funcio dos trés parametros,
m, ke A, Definimos o tempo de adaptagao como o niimero de iteragoes necessarias
para que o erro permaneca dentro da faixa de 5% do valor de estado estacionario,
Nas Figuras 4.3a, 4.4a e 4.5a podemos visualizar o niimero de iteragoes requeridas
para que o algoritmo BRNQ) atinja a convergencia e a nas Figuras 4.3b, 4.4b e 4.5b
o MSE no estado estacionario. Esses resultados foram obtidos atraves da média de
100 simulacoes de Monte Carlo.

Na Figura 4.3 podemos visualizar o tempo de adaptagao e MSE final em fungao
da maior potencia do erro, m, e o parametro & com A = 0.96 do algoritmo
RNQ) em sen estado estacionario, respectivamente. Este estudo é interessante para
notarmos que a velocidade de convergéneia aumenta lentamente com m e com k
até kb = 10 e entao satura. Além disso, o MSE ¢é basicamente independente desses
dois parametros. Podemos observar na Figura 4.4 o temo de adaptacao e o MSE
final em funcao da poténcia do erro, m, e de dez diferentes valores para o fator de
esquecimento, A, com & = 10. Como podemos ver a velocidade de convergencia
melhora com m, como o esperado, enquanto o erro é basicamente constante com m
e variavel com o fator de esquecimento (nota-se que os valores de MSE sao muitos

pequenos, de modo que o pico nao pode ser significativo).
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Finalmente, na Figura 4.5 visualizamos o tempo de adaptacao e o MSE final
em fungao do parametro £ e dez diferentes valores para o fator de esquecimento,
A, com o = 5. Observamos que a velocidade de convergéncia ¢ muito ripida
para k = 10 e que nao existe uma iteragao notavel com o fator de esquecimento,
enquanto que o erro nao apresenta uma mudanca substancialmente independente
desses dois parametros. Para essas simulacoes nos utilizamos m = 1,2, 3, ..., 14, 15;
k=1,2.3...49.50 ¢ A = 0,90:0,91: 0, 92...: 0, 98: 0, 99.

Em conclusio, os resultados apresentados nessas trés simulacoes mostram que o
MSE no estado estacionario ¢ basicamente o mesmo, como esperado, enguanto que
a velocidade de convergéncia é controlada, efetivamente pelos parametros m = 5,
k = 10 e A que normalmente é selecionado como () << A < 1. Finalmente, na
Figura 4.6 podemos observar a comparacao entre os algoritmos RLS, o algoritmo
nao quadritico de [13] com j = 3 e o algoritmo RNQ com m = 5,10e 15, e k = 10. O
fator de esquecimento A = 0, 96 para ambos os algoritmos, Este resultado mostra um
anmento na velocidade de adaptacao do algoritmo RNQ proposto quando comparado
com a abordagem proposta em [13].

Nota-se que esses resultados sao obtidos quando o sistema faz uma identificagao
prefeita da planta. o que explica o8 pequenos erros no estado estacionario. Na Figura
4.7 podemos visualizar a evolugio do ganho em (4.14) com a proporgio * [k da soma
(4.19} e o nimero de interacoes para k& = 5. Observamos que a dinamica do erro no
comego da adaptagao pode ser controlada pro essa proporcao. Quando a soma em
(4.19} estabiliza, o ganho também é estabilizado, o que mostra que utilizar o ganho
em funcao do erro, ajuda o algoritmo RNQ obter um aumento em sua velocidade

de convergencia.

4.3.2 Identificacao de sistema ruidoso usando um filtro FIR

No caso do sistema com ruido, usamos a estrutura da na Figura 4.1 modificada
com a nao linearidade d = 2 aplicada para o resultado garantir que o erro serd
grande, pois a planta é agora uma fungio nao linear da entrada, sendo = a nova saida
da planta. Além disso, o sinal desejado d; é corrompido por um ruido. Nés fizemos

simulagoes para dois diferentes sinais ruidosos: um com distribuicao Gaussiana e
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ambos os graficos.
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Figura 4.4: Desempenhos (a) do tempo de adaptacao e (b) do MSE pelo mimero
de termos da soma e por dez diferentes valores para o fator de esquecimento A com
k=10, %endom=1,2,3,...,14,15 e A = 0,90;0,91;0,92...; 0, 98; (), 99 para ambaos
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outro Laplaciana, sendo que esses sinais foram gerados com meédia zero e variancia

unitaria. A relacio sinal ruido é de 30dB para ambos os casos.
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(s resultados das simulacoes com sinais ruidosos sao mostrados na Figura 4.8,
onde podemos visualizar as curvas de aprendizagem do algoritmo RLS com A = 0,96

e do algoritmmo RNQ comm = 5em = 10, k = 10 e, A = 0,96, Na Figura 4.8a
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visualizamos o resultado para o sinal ruido com distribuicao Gaussiana e na Figura

4.8b para o ruido com distribuicao Laplaciana. Nota-se que para o caso onde a
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planta nao pode ser perfeitamente identificada, o mesmo comportamento para o
caso da subsecio anterior é obtido, isto € o algoritmo RNQ) converge mais ripido
que o BRLS, mas ambos os algoritmos apresentam erros muito proximos no estado
estacionario significando que eles convergem para o mesmo valor minimo no espago
de peso.

A dindmica do ganho do algoritmo RNQ e da proporcio e2/k, para o caso onde
o erro ¢ grande, podem serem visualizadas na Figura 4.9, Como podemos observar
as dinamicas sao muitos similares as mostradas na Figura 4.7 (caso em que o erro
¢ pequeno), dessa forma podemos afirmar que o algoritino RNQ) apresenta uma

dinamica estavel.

4.4 Conclusao

Nesse capitulo, nos apresentamos o desempenho de nm novo algoritinoe, RNQ), na
atualizagao dos pesos de um filtro adaptativo usando wma funcao de custo baseada
na soma das poténcias pares do erro. Na deducio desse algoritmo observamos que

o erro instantaneo aparece na atualizacao do vetor ganho que controla efetivamente

wn
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a velocidade de adaptacao do algoritmo.

(s testes foram realizados tanto para o caso em que o algoritmo é capaz de
identificar o sistema com um erro desprezivel (identificacao perfeita) quanto quando
o erro € muito grande. Atraves dos resultados apresentados mostramos que, com
a soma ponderada das poténcias pares do erro, a nossa hincao de custo, J,, teve
um desempenho melhor do que o algoritmo RLS padrao em ambas as condigoes, em

termos de velocidade de convergencia.



Capitulo 5

Conclusao e trabalhos futuros

Nesse trabalho apresentamos duas abordagens similares a apresentada para o
método dos minimos quadrados recursivo (RLS - recursive least squares). A primeira
consiste na utilizacao de nma potencia par arbitraria como funcao de erro a ser
minimizada, em contraste com a poténcia quadrdtica utilizada no RLS padrao.
Nossa motivacao foi a generalizacio apresentada por no algoritmo minimo quarto
médio (LMF -least mean fourth) [28].

No estudo da primeira abordagem foi feita uma analise comparativa com o RLS
padrao no que se diz respeito a velocidade de convergéncia e o desajuste minimo
para 0s casos de sinais puros e corrompidos por ruidos brancos com distribuicoes
uniforme, guassiana e laplaciana.

A segunda generalizacao, inédita na literatura, consiste na utilizacao da soma das
poténcias pares ponderadas exponencialmente em lugar das potencias pares simples
usadas na primeira abordagem que propomos em [13]. Aqui, trabalhamos para
tornar o algoritimo menos sensivel ao tamanho do erro numa abordagem alternativa.
Observamos também, que o erro instantianeo aparece na atualizagio do vetor ganho
controlando efetivamente a velocidade de adaptagao do novo algoritmo RNQ. Os
testes foram realizados tanto para o caso em que o algoritmo ¢ capaz de identificar
o sistema com um erro desprezivel (identificagao perfeita) quanto quando o erro é
muito grande.

Essa nova abordagem traz o efeito do erro instantaneo no algoritino RLS. De fato,
o fator de esquecimento, A, do RLS se torna wma funcao da poténcia do erro, utiliza

no RNC), mas ambos os algoritmos apresentam a mesma solucao MSE. Portanto o

own
=1



algoritmo RNQ) afeta apenas a dindmica de aprendizagem. Uma vez que o algoritmo
RLS & conhecido por ser win rastreador fraco para parametros variantes no tempo
quando comparado com o algoritmo LMS [50], nés esperamos que o algoritmo RNG)
seja muito 1til na condigao de aprendizagem, onde a estatistica do sinal muda com
o tempo.

(s resultados apresentados mostram que o algoritmo RNQ proposto é uma
escolha alternativa para o algoritmo RLS, uma vez que tem wm melhor desempenho
na velocidade de convergéncia sem awmento consideravel na complexidade
computacional.

Em relagao a trabalhos futuros, algumas possibilidades merecem ser investigadas,
A primeira é um estudo mais detalhados do fator de ponderacao apresentado no
somatorio do algoritmo RNQ), considerando a base desse fator como wm nimero
real qualquer. Uma possibilidade de extensao do estudo é a realizagao da andlise
de convergéncia do algoritmo proposto na segunda abordagem, fazendo uma

comparacao com o tempo de aprendizagem e o desajuste do algoritmo RLS padrao.
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