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Resumo

Pires, Danúbia Soares. Proposta de Controle Nebuloso Baseado em Critério de Estabilidade

Robusta no Domı́nio do Tempo Discreto via Algoritmo Genético Multiobjetivo. São Lúıs,

2013. Dissertação de Mestrado, Universidade Federal do Maranhão.

Nesta dissertação é proposta uma metodologia para projeto de controle PID digital

nebuloso robusto baseado nas especificações das margens de ganho e fase. É desenvolvida

uma formulação matemática, baseada nas especificações das margens de ganho e fase, no

modelo nebuloso Takagi-Sugeno da planta a ser controlada, na estrutura do controlador PID

digital e o atraso de tempo do sistema incerto. A partir dos dados de entrada e sáıda da

planta, o algoritmo de agrupamento nebuloso Fuzzy C-Means (FCM), estima os parâmetros

do antecedente (regiões de operação) e o número de regras do modelo nebuloso Takagi-Sugeno.

O algoritmo de mı́nimos quadrados fornece os parâmetros dos submodelos lineares do conse-

quente. Uma estratégia genética multiobjetiva é utilizada para encontrar os parâmetros do

controlador PID digital nebuloso, de modo que as margens de ganho e fase especificadas para

o sistema de controle nebuloso sejam alcançadas. Uma análise das condições necessárias e

suficientes para o projeto do controlador PID digital nebuloso com estabilidade robusta, a

partir da proposta de dois teoremas, é apresentada. O controlador PID digital nebuloso proje-

tado foi implementado numa plataforma para supervisão e controle em tempo real, baseada

no CompactRIO 9073 e no software LabVIEW, da National Instruments, do Laboratório

de Inteligência Computacional Aplicada à Tecnologia (ICAT/DEE/IFMA), com aplicação

ao controle de temperatura de uma planta térmica. Resultados experimentais mostram a

eficiência da metodologia proposta, uma vez que a trajetória de referência é seguida e as

margens de ganho e fase permanecem próximas às especificadas.

Palavras-chaves : Sistemas dinâmicos, Controlador PID digital nebuloso robusto, Controle

Robusto, Controle Nebuloso, Algoritmo Genético Multiobjetivo.



Abstract

Pires, Danúbia Soares. Proposal of Fuzzy Control Based on Robust Stability Criteria on

Discrete Time Domain via Multiobjective Genetic Algorithm. São Lúıs, 2013. Master Thesis,

Federal University of Maranhão.

In this master thesis, a robust fuzzy digital PID control methodology based on gain and

phase margins specifications, is proposed. A mathematical formulation, based on gain and

phase margins specifications, the Takagi-Sugeno fuzzy model of the plant to be controlled,

the structure of the digital PID controller and the time delay uncertain system, was devel-

oped. From input and output data of the plant, the fuzzy clustering Fuzzy C-Means (FCM)

algorithm estimates the antecedent parameters (operation areas ) and the rules number of

Takagi-Sugeno fuzzy model. The least squares algorithm provides the consequent parameters

linear submodels. A multiobjective genetic strategy is defined to tune the fuzzy digital PID

controller parameters, so the gain and phase margins specified to the fuzzy control system

are get. An analysis of necessary and sufficient conditions for fuzzy digital PID controller

design with robust stability, with the proposal of the two theorems are presented. The digital

fuzzy PID controller was implemented on a platform designed for monitoring and control in

real time, based on CompactRIO and LabVIEW 9073, National Instruments, of the Labo-

ratory of Computational Intelligence Applied to Technology (ICAT/DEE/IFMA), applying

the temperature control of a thermal plant. Experimental results show the efficiency of the

proposed methodology, through tracking of the reference and the gain and phase margins

keeping closed of the specified ones.

Keywords: Dynamical Systems, Robust Fuzzy PID Digital Controller, Robust Control,

Fuzzy Control, Multiobjective Genetic Algorithm.
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Simpósio Brasileiro de Automação Inteligente (SBAI 2013). Fortaleza-CE, 2013.

2. Pires, D.S.; Serra, G.L.O. Proposal of Robust Fuzzy Digital PID Controller Based on Mul-

tiobjective Genetic Algorithm for Uncertain Dynamic Systems with Time Delay. IEEE In-

ternational Conference on Computer Science and Automation Engineering (CSAE 2013).

Guangzhou, China, 2013.

3. Pires, D.S.; Serra, G.L.O. Robust Fuzzy Digital PID Control for Uncertain Dynamic Systems

with Time Delay. 11o Congresso Brasileiro em Inteligência Computacional (CBIC 2013).

Porto de Galinhas-PE, 2013.

4. Pires, D.S.; Serra, G.L.O. A New Methodology for Model Based Robust Fuzzy Digital PID

Controller Design. IEEE Third Global Congress on Intelligent Systems (GCIS 2012). Wuhan,

China, ISSN:978-1-4673-3072-5, p. 264-267, 2012.

x



5. Pires, D.S.; Serra, G.L.O. Multiobjective Genetic Fuzzy PID Control Design for Uncertain

Dynamic Systems. 13th Ibero-American Conference on Artificial Intelligence (IBERAMIA
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2.3.2 Compensação Paralela e Distribúıda-CPD . . . . . . . . . . . . . . . 37

3 Metodologia de Controle PID Digital Nebuloso Baseado em Estabilidade

Robusta 39
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(a) e sáıda (b), respectivamente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

4.3 Estimação do atraso puro de tempo a partir da função de correlação cruzada
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última geração, os valores correspondentes a melhor solução foram: α=2.297,

β=-2.368 e γ=0.07442. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

4.10 Diagrama de Bode de G1
pG

1
cz

−τ/T . A margem de ganho é 9.44dB, na frequência
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Caṕıtulo 1

Introdução

Um sistema de controle é projetado para desempenhar duas funções essenciais: moldar

a resposta de um sistema em um comportamento desejado e manter este comportamento

durante a operação diante das incertezas que afetam o sistema. Este segundo requisito,

denominado de robustez à incerteza, é fundamental para a confiabilidade do sistema de con-

trole. De fato, o controle é normalmente baseado em modelo da planta real a ser controlada.

Todavia, para que o projeto de controle seja bem sucedido, necessita-se de um modelo que

represente o comportamento dinâmico da planta, a fim de garantir a robustez e estabilidade

(Bartoszewicz 2011).

Novas metodologias tem sido desenvolvidas para sistemas de controle com o objetivo

de garantir alto desempenho. Atingir esses objetivos, diante das incertezas a que uma planta

complexa está submetida, não é uma tarefa trivial, e ainda se constitui um desafio na área

de controle, em especial, o de superar as limitações a que os projetos de controle clássicos

estão submetidos, principalmente quanto à etapa de modelagem, na qual a incorporação das

principais dinâmicas da planta tais como não-linearidades, incertezas, atraso puro de tempo,

entre outras, se faz necessária a fim de garantir um projeto de controle robusto (Mueller

2011).

Nos últimos anos, tem crescido o interesse no desenvolvimento de estratégias para mode-
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lagem e controle de plantas complexas, motivado, principalmente, pelos seguintes fatores

(Serra 2012):

• Avanços na teoria de sistemas não-lineares, requerendo metodologias de projeto aplicáveis

a esta classe de sistemas;

• Desenvolvimento de métodos de identificação eficientes e maior aplicabilidade de recur-

sos computacionais;

• Melhoria das tecnologias dos softwares e hardwares, tornando posśıvel a incorporação

de modelos complexos no projeto de sistemas de controle.

A teoria de controle robusto tem crescido notavelmente nos últimos anos, ganhando

espaço inclusive no ambiente industrial, onde se constitui uma valiosa ferramenta para análise

e projeto de sistemas dinâmicos (Wu, He e She 2010). Devido sua aplicabilidade prática, a

teoria de controle, é utilizada na resolução de problemas de engenharia e tem sido aplicada

em diversas áreas onde requisitos práticos de desempenho são relevantes (Zhong 2006; Iannou

e Sun 1996; Serra 2012; Bottura 2013).

Assim, diante da necessidade de projetistas e engenheiros lidarem com plantas indus-

triais cada vez mais complexas, levando-se em conta caracteŕısticas dinâmicas e estruturais

tais como não-linearidades, incertezas, variações paramétricas, tempo de atraso, entre outras,

várias metodologias de controle robusto tem sido propostas, possibilitando em sua formulação

o uso de restrições e a satisfação de requisitos de desempenho de forma eficiente e prática

(Serra 2005). Em (Okuyama 2010), é alcançada a estabilização de um sistema de controle

robusto baseado em modelo de referência. Em (Pahuja e Rai 2012), é apresentado um pro-

jeto de controle robusto para sistemas com perturbação usando a técnica QFT (Teoria de

Realimentação Quantitativa, do inglês, Quantitative Feedback Theory). Em (Lin-ke et al.

2011), é proposto um projeto de controlador PID nebuloso que garante a estabilidade de um

sistema hidráulico de posição servo. Em (Xiangyu, Wei e Hao 2012), é proposto o controle

robusto de um véıculo espacial e, a partir da resolução da equação de Riccati, garante-se as

exigências de desempenho e estabilidade.
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O desenvolvimento de estratégias flex́ıveis e eficientes com a finalidade de tratar proble-

mas práticos, tem incentivado o uso de Inteligência Computacional (IC). A utilização de

técnicas inerentes à Inteligência Computacional permite a melhoria no desempenho dos sis-

temas de controle, se comparada com as estratégias clássicas, constituindo-se em uma ferra-

menta robusta, que vem sendo utilizada em diversas aplicações (Iram et al. 2011; Venayag-

amoorthy 2009; Murakata e Matsuo 2011; Chen e Wu 2011; Khan e Rehman 2010; Valdes,

Cheung e Wang 2011; Pires e Serra 2012; Pires e Serra 2012).

Desde 1994 (Zadeh 1994; Bezdek 1994), essas técnicas de IC vem sendo utilizadas para

modelagem e controle de plantas reais, incluindo em sua metodologia inúmeras abordagens,

tais como: sistemas nebulosos, algoritmos evolutivos, redes neurais artificiais, agentes in-

teligentes, racioćınio baseado em casos e sistemas especialistas, resultando no aumento da

capacidade de processamento com alto desempenho.

Os fundamentos da teoria de sistemas nebulosos, como uma forma de modelar plantas

complexas, foram propostos por Zadeh (Zadeh 1965). Os Sistemas Nebulosos permitem a

introdução de aproximações, relativas ao conhecimento humano, permitindo a formulação do

conhecimento humano em termos de modelos matemáticos.

A metodologia nebulosa expressa leis operacionais em termos lingúısticos, em vez

de equações matemáticas. A ampla utilização do controle nebuloso e a eficácia em suas

aplicações, é determinada pela possibilidade de formalização do comportamento de um sis-

tema através de uma base de regras, do tipo “SE - ENTÃO”, contendo variáveis lingǘısticas

(Wang, Tanaka e Griffin 1995; Wang 1997; Grigorie 2011).

Os Algoritmos Evolucionários (AEs) consistem em várias formulações capazes de re-

solver tarefas de otimização através da emulação de alguns aspectos da evolução natural.

Alguns trabalhos sobre a abordagem de AEs podem ser observados em meados de

1950, com Friedberg, Bremermann, Spendley, Satterthwaite, entre outros. Porém, a falta de

recursos computacionais aliado a formalizações e caracterizações deficientes das metodologias

evolutivas, fez com que este campo permanecesse sem muitos trabalhos relevantes, por mais de

três décadas. Em 1970, os trabalhos de Holland, Rechenberg, Schwefel e Fogel impulsionaram
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a retomada de pesquisas nesta área (Coelho 2003; Popa 2012).

Os fundamentos que servem como base para o desenvolvimento dos AEs estão inspirados

nos estudos de teorias biológicas, de adequação e extinção de espécies, propostos por vários

autores desde meados do século XIX, onde os naturalistas propõem que cada espécie havia

sido criada separadamente por um ser supremo ou através de geração espontânea: Carolus

Linnaeus acreditava na existência de uma certa relação entre as espécies; Thomas Robert

Malthus propôs que fatores ambientais (doenças e carência de alimentos, por exemplo) limi-

tavam o crescimento de uma população. Em 1858, após anos de observações e experimentos,

Charles Darwin apresentou sua teoria de evolução através de seleção natural. Por volta

de 1900, a moderna teoria da evolução combina a genética e as idéias de Darwin sobre a

seleção natural, criando o prinćıpio básico da Genética Populacional, o qual acredita que a

variabilidade entre indiv́ıduos em uma população de organismos é produzida pela mutação

e pela recombinação genética (está última dá-se através da reprodução). Este prinćıpio foi

desenvolvido durante os anos 30 e 40, por biólogos e matemáticos de importantes centros

de pesquisa. Nos anos 50 e 60, muitos biólogos começaram a desenvolver simulações com-

putacionais de sistemas genéticos. Entretanto, foi John Holland o precursor das pesquisas

sobre o tema. Em 1975, Holland publicou o seu livro “Adaptation in Natural and Artificial

Systems”. Nos anos 80, David Goldberg, aluno de Holland, aplica, no âmbito industrial, o

Algoritmo Genético. Desde então, estes algoritmos vêm sendo aplicados com sucesso nos mais

diversos problemas de otimização e aprendizado de máquinas (Atilgan e Hu 2010; Rodriguez,

Garcia-Martinez e Lozano 2012; Goldberg 1989).

Uma das teorias evolutivas mais utilizadas no desenvolvimento dos AEs é o neo-Darwinis-

mo. O neo-Darwinismo defende que a maior parte da história de evolução das espécies foi/é

realizada através da interação de quatro procedimentos essenciais: competição, reprodução,

mutação e seleção. A competição é consequência da expansão das populações em um ambi-

ente de recursos finitos. Na reprodução ocorre a passagem de mesmo material genético dos

ancestrais aos descendentes, garantindo a preservação das caracteŕısticas oriundas de cada

espécie; maior potencial de reprodução garante o crescimento populacional de determinada

espécie. A mutação evita que erros de replicação, durante a transferência de código genético,
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necessariamente ocorram, incluindo caracteŕısticas novas aos indiv́ıduos, ou melhor, à espé-

cie. A seleção é um processo natural que permite aos indiv́ıduos mais aptos a propagação da

espécie (Haupt e Haupt 2004).

Dentre as principais caracteŕısticas de um AE, temos:

• Não é requerido o conhecimento das caracteŕısticas do problema de otimização, desta

forma não utilizam propriedades na definição de uma função objetivo, tais como, con-

vexidade ou diferenciabilidade;

• Constitui uma ferramenta de otimização de próposito geral, ou seja, utiliza uma função

de custo, apenas como forma de avaliação do resultado, sem a necessidade de muitas

informações em relação ao problema a ser solucionado; constitui-se como método de

otimização global;

• Permite implementação paralela e distribúıda;

• É usualmente utilizado em modo off-line, devido ao tempo de processamento computa-

cional requerido.

Desde que os sistemas nebulosos podem representar diferentes formas de conhecimento,

através do modelamento das relações entre as variáveis de um sistema, através de um con-

junto de regras (proposições), a sua representação torna-se qualitativa e quantitativa; e, ao

passo que os AEs apresentam caracteŕısticas relacionadas à otimização de busca global, a in-

tegração de sistemas nebulosos e algoritmos evolutivos tem-se tornado frequente na literatu-

ra de Sistemas Hı́bridos Inteligentes (SHIs) (Iqbal, Boumella e Figueroa-Garćıa 2012; Popa

2012; Azeem 2012). Em (Chen e Ludwig 2011), propõe-se a melhoria em uma das abor-

dagens de AE (o algoritmo genético), fazendo uso da lógica nebulosa, durante o processo

estocástico de busca genética, onde o componente nebuloso ajusta dinamicamente as taxas

de cruzamento e mutação a cada dez gerações consecutivas, o que melhora a qualidade de

busca do algoritmo. Em (Alvarez-Alvarez, Trivino e Cordon 2012), através da lógica nebulosa

e algoritmo genético, é obtido um modelo espećıfico que descreve a biomecânica relacionada

ao movimento humano, o que possibilita a análise de distúrbios de caminhada e auxilia em
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processos de reabilitação, mostrando-se mais eficiente em relação a outros métodos clássicos

adotados nesta aplicação. Em (Lydia et al. 2013), a integração das abordagens nebulosa e

evolutiva, mostrou-se eficiente na modelagem de turbinas eólicas.

Com o desenvolvimento de sistemas mais complexos e a necessidade de controlá-los,

desenvolver modelos que representem suas caracteŕısticas estáticas e dinâmicas ainda é um

desafio. A utilização de sistemas h́ıbridos, especificamente, incluindo AEs e sistemas nebulo-

sos, a fim de garantir as caracteŕısticas de desempenho, robustez e estabilidade, tem motivado

o surgimento de novas metodologias e propostas para identificação e controle de processos

envolvendo novas arquiteturas de controle inteligente.

Nesta dissertação é proposta uma metodologia para projeto de controle PID digital

nebuloso robusto baseado nas especificações das margens de ganho e fase. É desenvolvida

uma formulação matemática, baseada nas especificações das margens de ganho e fase, no

modelo nebuloso Takagi-Sugeno da planta a ser controlada, na estrutura do controlador PID

digital e o atraso de tempo do sistema incerto. A partir dos dados de entrada e sáıda da

planta, o algoritmo de agrupamento nebuloso Fuzzy C-Means (FCM), estima os parâmetros

do antecedente (regiões de operação) e o número de regras do modelo nebuloso Takagi-

Sugeno. O algoritmo de mı́nimos quadrados fornece os parâmetros dos submodelos lineares do

consequente. Uma estratégia genética multiobjetiva é utilizada para encontrar os parâmetros

do controlador PID digital nebuloso, de modo que as margens de ganho e fase especificadas

para o sistema de controle nebuloso sejam alcançadas.

1.1 Motivação

Na teoria de controle, a questão da estabilidade está intrisicamente relacionada à in-

vestigação e caracterização do comportamento de um sistema dinâmico, por isso tem sido

extensivamente investigada. Em sistemas de controle, a estabilidade está associada a mu-

danças das propriedades dos sistemas dinâmicos quando sofrem alguma perturbação interna

ou externa. Neste sentido, o controle robusto tem sido utilizado para garantir a estabilidade
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de sistemas dinâmicos.

Dentro da estratégia de AEs, os Algoritmos Genéticos (AG), tem-se apresentado en-

quanto ferramentas úteis na solução dos problemas de otimização. Em meados de 1950,

Holland propôs os prinćıpios básicos de um AG, baseado em expressões matemáticas e simu-

lações computacionais dos mecanismos biológicos que permitem a adaptação das espécies no

sistema natural. O ponto fundamental de um AG são os indiv́ıduos, entre os quais serão rea-

lizados os procedimentos essenciais de evolução (competição, reprodução, mutação e seleção),

onde cada um deles representa uma solução fact́ıvel em um espaço de busca, verificado através

de um mapeamento apropriado.

Ainda, a crescente utilização da lógica nebulosa em identificação e controle pode ser

observada através de diversas publicações nesta área, tais como: Proceedings of IEEE In-

ternational Symposium on Intelligent control, Proceedings of IEEE International Conference

on Decision and Control, IEEE Transactions on Fuzzy Systems, International Journal on

Fuzzy Sets and Systems, International Journal of Control, anais do Congresso Brasileiro de

Automática, do Simpósio Brasileiro de Automação Inteligente, entre outras fontes.

Uma lista de aplicações de sistemas nebulosos inclui:

• Controle em aeronaves: melhoria da capacidade de detecção, diagnóstico e tolerância

a falhas de aeronaves e aumento do desempenho durante a fase de pouso quando sub-

metido a ventos graves (Xu e Zhang 2011); controle de vibração em estruturas mecânicas

de aeronaves e véıculos aeroespaciais (Ferreira e Serra 2011);

• Agricultura: gerenciamento eficiente de espaços de sistemas agŕıcolas para aquisição

de recursos naturais desejados (Lin e Chen 2011); controle de irrigação efetiva sem

desperd́ıcio de água (Chen e Yue 2011);

• Indústria de Energia: controle de tolerância a falha em sistemas de energia eólica

(Kamal et al. 2012) e em sistemas de energia de grande porte (Yuan, Sun e Hu 2012);

• Tecnologia Médica: melhoramento de imagens em ressonância magnética (Harchaoui

et al. 2012); diagnóstico médico (Agarwal, Hanmandlu e Biswas 2011);
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• Robótica: melhoria na precisão sensorial e coordenação de movimentos (Jayasiri,

Mann e Gosine 2011; Phuc e Thinh 2011).

• Automóveis: regulador de velocidade (Arif, Iqbal e Munawar 2012); monitoramento

on-line de baterias inteligentes (Kumar e Khare 2012).

Devido a necessidade crescente de metodologias de controle utilizando abordagens de

IC que garantam estabilidade robusta em sistemas dinâmicos no tempo discreto, nesta dis-

sertação é proposta uma metodologia para projeto de controle PID digital nebuloso robusto

baseado nas especificações das margens de ganho e fase. O modelo nebuloso da planta a

ser controlada, com estrutura Takagi-Sugeno, será identificado através de um algoritmo de

agrupamento nebuloso Fuzzy C-Means (FCM), o qual estima os parâmetros do antecedente

(regimes de operação) e o número de regras do modelo nebuloso e um algoritmo de mı́nimos

quadrados, que fornece os parâmetros dos submodelos lineares do consequente do modelo

nebuloso. Usando uma estratégia genética multiobjetiva, a partir de especificações de mar-

gens de ganho e fase, pretende-se encontrar os parâmetros do controlador nebuloso. As

condições necessárias e suficientes para estabilidade robusta do sistema de controle nebu-

loso serão analisadas através de dois teoremas propostos. A comprovação da eficiência da

metodologia proposta será obtida através do controle PID nebuloso de uma planta térmica,

do Laboratório de Inteligência Computacional Aplicada à Tecnologia (ICAT/DEE/IFMA).

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo Geral

Esta dissertação tem o objetivo de propor uma metodologia de controle PID digital ne-

buloso robusto, via algoritmo genético multiobjetivo, baseado nas especificações das margens

de ganho e fase, no domı́nio do tempo discreto.
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1.2.2 Objetivos Espećıficos

Neste trabalho são propostos os seguintes objetivos espećıficos:

• Desenvolver a metodologia de projeto de um controlador PID digital nebuloso robusto

baseado em modelo nebuloso, com estrutura Takagi-Sugeno, via algoritmo genético

multiobjetivo (especificações de margens de ganho e fase);

• Analisar as condições de estabilidade e robustez para o projeto do controlador PID

digital nebuloso robusto;

• Validar a metodologia proposta no controle de temperatura de uma planta térmica.

1.3 Organização da Dissertação

O presente trabalho, a partir das definições e considerações apresentadas, está organi-

zado com a seguinte estrutura:

O Caṕıtulo 2, entitulado “O Problema de Controle Robusto Baseado em Modelo Ne-

buloso”, apresenta o problema de estabilidade robusta, faz uso das definições e caracteŕısticas

dos tipos de incertezas e perturbações, as quais os sistemas dinâmicos estão suscet́ıveis, bem

como o efeito do atraso puro de tempo em sistemas discretos, no domı́nio da frequência. São

abordados ainda, a modelagem nebulosa Takagi-Sugeno baseada em dados experimentais,

com inferência nebulosa Takagi-Sugeno, o algoritmo de agrupamento nebuloso Fuzzy C-Means

(FCM), a estratégia de compensação paralela e distribúıda e as definições das margens de

ganho e fase.

O Caṕıtulo 3, entitulado “Metodologia de Controle PID Digital Nebuloso Baseado em

Estabilidade Robusta”, apresenta a metodologia proposta para o projeto do controlador PID

digital nebuloso robusto baseado em modelo, a partir das especificações de margens de ganho

e fase. A estrutura do modelo nebuloso Takagi-Sugeno da planta a ser controlada, bem como

a estrutura do controlador PID digital nebuloso robusto são observados. A partir da análise
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de estabilidade robusta, são propostos dois teoremas contendo as condições necessárias e

suficientes para o projeto do controlador PID digital nebuloso robusto. Uma estratégia

genética multiobjetiva utilizada para garantir as especificações de margens de ganho e fase

do sistema, a partir da determinação dos parâmetros do controlador nebuloso, também é

apresentada.

NoCaṕıtulo 4 são apresentados os resultados obtidos através da utilização da metodolo-

gia proposta, em uma planta térmica, via plataforma de aquisição de dados da National

Instruments com interface baseada no software LabVIEW.

No Caṕıtulo 5 tem-se as conclusões e propostas para trabalhos futuros.
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Caṕıtulo 2

O Problema de Controle Robusto

Baseado em Modelo Nebuloso

Um controle é dito robusto quando o mecanismo de ajuste do controlador leva em con-

sideração certas classes de incertezas paramétricas e dinâmicas não modeladas da planta a

ser controlada. O controlador é projetado a fim de que o sistema de controle seja estável,

apesar das incertezas ou mudanças paramétricas na planta. Quando utilizadas as abordagens

clássicas de controle, em sistemas práticos sujeitos a complexidades dinâmicas e estruturais

(por exemplo, não-linearidades, incertezas, variações paramétricas, atraso puro de tempo),

o desempenho torna-se limitado, pois o modelo matemático não compreende estas carac-

teŕısticas dinâmicas (Tao 2002; Okuyama 2010; Pahuja e Rai 2012).

Desde 1994 (Zadeh 1994; Bezdek 1994), técnicas de Inteligência Computacional (IC)

vem sendo propostas para tratar com incertezas. Dentre estas técnicas, pode-se citar: sis-

temas nebulosos, redes neurais artificiais, computação evolutiva e sistemas h́ıbridos (com-

binações entre técnicas de IC). Dentre estes métodos, os sistemas nebulosos têm sido efetiva-

mente utilizados como técnicas para modelagem e controle de sistemas não-lineares e incertos,

uma vez que a estrutura nebulosa baseada em regras permite trabalhar com incertezas, e não-

linearidades de forma eficiente (Wang e Lin 2011; Serra e Bottura 2006). Assim, a modelagem

de plantas reais, bem como o projeto de controle por meio de inteligência computacional,
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tem-se tornado uma alternativa para pesquisadores da área de controle (Lam e Narimani

2010; Yoneyama 2006; Zhang et al. 2010; Sharma e Irwin 2003; Pires e Serra 2013; Pires e

Serra 2013; Pires e Serra 2013).

2.1 Estabilidade Robusta em Plantas Complexas

Uma questão essencial no projeto dos sistemas de controle é a estabilidade. O conceito

de estabilidade está associado à investigação e caracterização do comportamento dos sistemas

dinâmicos e desempenha um papel importante na teoria dos sistemas de controle. Por isso tem

sido extensivamente discutida em muitos trabalhos, artigos e teses (Wu, He e She 2010). Em

sistemas de controle, a estabilidade está associada à mudança das propriedades das dinâmicas

dos sistemas, quando submetido a uma perturbação (Iannou e Sun 1996). A estabilidade é

definida a partir da identificação dos limites das variações dos parâmetros que deixam o

sistema de controle estável. Portanto, a análise dos parâmetros da planta a ser controlada

viabiliza o projeto de controle robusto, uma vez que, um controlador mal projetado, pode

levar o sistema de controle à instabilidade.

Para o estudo e melhoria das propriedades de robustez dos projetos de controle torna-se

necessária a caracterização dos tipos de incertezas das plantas que são igualmente encontradas

na prática. Uma vez que as incertezas são caracterizadas através de formulações matemáticas,

elas podem ser usadas para analisar as propriedades de desempenho e estabilidade no projeto

de controladores através de modelos simples, porém aplicados a plantas com incertezas. Os

tipos de incerteza podem ser caracterizados em duas categorias: Incertezas Não-Estruturadas

e Incertezas Estruturadas (Iannou e Sun 1996).

2.1.1 Incertezas Estruturadas e Não-Estruturadas

No projeto de sistemas de controle baseado em modelo, a primeira tarefa do projetista

é obter um modelo matemático que descreva o comportamento dinâmico da planta real a
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ser controlada. Contudo, a planta real pode ser muito complexa e possuir dinâmicas dif́ıceis

de serem entendidas. Assim, o desenvolvimento de um modelo matemático que descreva

precisamente o comportamento f́ısico da planta sobre diversos pontos de operação não se

constitui uma tarefa trivial, pois além de descrever a planta com precisão, o modelo deve ser

simples o suficiente do ponto de vista de controle, uma vez que modelos de ordem elevada

podem tornar o controlador mais complexo, com implementação de alto custo e falta de

compreensão em termos de operação (Alyaqout, Papalambros e Ulsoy 2011).

O termo incerteza refere-se aos erros entre o modelo e a planta real e a representação de

incertezas é o mecanismo utilizado para representar estes erros. T́ıpicos erros de modelagem

podem afetar a estabilidade do sistema de controle, a saber: dinâmicas não modeladas (es-

pecialmente em altas frequências), não-linearidades desconsideradas na modelagem, modelos

de ordem reduzida e variações paramétricas.

Incertezas Não-Estruturadas

As representações de incertezas não-estruturadas são utilizadas para descrever dinâmicas

não modeladas. Estas incertezas ocorrem geralmente em faixas de alta frequência e podem

incluir atrasos não-modelados (atraso puro de tempo) (Zhong 2006), acoplamento parasita,

histerese e não-linearidades. Este tipo de incerteza se constitui na representação de per-

turbações dinâmicas que podem ocorrer em diferentes partes da planta e podem ser agru-

padas em um simples bloco de perturbações ∆. Na incerteza não-estruturada tem-se pouco

conhecimento em relação a planta e a resposta em frequência da mesma encontra-se limitada

entre dois pontos. A incerteza não-estruturada pode ser caracterizada como incerteza aditiva

ou multiplicativa (Iannou e Sun 1996).

Seja H(z,v) a função de transferência de um sistema dinâmico real e H(z) a função de

transferência nominal. A relação entre H(z,v) e H(z), considerando a incerteza aditiva, é

dada por:
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H(z, v) = H(z) + ∆A(z, v) (2.1)

ou

H(z, v) =
Y (z, v)

X(z)
=

bα + bα−1z
−1 + . . .+ b1z

−α+1 + b0z
−α

1 + aβ−1z−1 + . . .+ a1z−β+1 + a0z−β
+∆A(z, v) (2.2)

onde:

∆A é a incerteza aditiva do sistema dinâmico;

X(z) e Y(z,v) representam a entrada determińıstica e a sáıda do sistema dinâmico

incerto, respectivamente;

a e b são os coeficientes do sistema dinâmico nominal;

v(k) é a variável de escalonamento da incerteza ∆A , a qual é variante no tempo;

z é o operador da Transformada-z ;

α e β são as ordens do numerador e denominador de H(z), respectivamente.

A estrutura de ∆A(z, v) é usualmente desconhecida, mas ∆A(z, v) é dita satisfazer um limite

superior no domı́nio da frequência, isto é:

|∆A(ω, v)| ≤ δA(ω) ∀ω (2.3)

para alguma função conhecida δA(ω) . Com as equações (2.1) e (2.3), define-se uma famı́lia

de plantas descritas por:

∏

A

= {H | |H(ω, v)−H(ω)| ≤ δA(ω)} (2.4)
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O limite superior δA(ω) de ∆A(ω, v) pode ser obtido através de experimentos de resposta

em freqüência. Em controle robusto, H(z) é exatamente conhecido e as incertezas dos polos

e zeros de H(z,v) estão inclúıdas em ∆A(z, v) . A Figura 2.1 mostra o diagrama de blocos

que representa o modelo da planta com incerteza aditiva (Ferreira e Serra 2010).

Figura 2.1: Representação em diagrama de bloco de um sistema dinâmico com incerteza

aditiva.

No caso de uma incerteza multiplicativa, a relação entre H(z,v) e H(z) é dada por:

H(z, v) = H(z)(1 + ∆M(z, v)) (2.5)

onde ∆M(z, v) é estável e conhecido como perturbação ou incerteza multiplicativa da planta.

No caso de uma perturbação multiplicativa na planta, ∆M(z, v) deve satisfazer um

limite superior no domı́nio da frequência:

|∆M(ω, v)| ≤ δM(ω) ∀ω (2.6)

A incerteza multiplicativa, ∆M(ω) , pode ser obtida através de experimentos de resposta

em frequência. Das equações (2.5) e (2.6), uma famı́lia de plantas pode ser descrita por:

∏

M

=

{
H| |H(ω, v)−H(ω)|

H(ω)
≤ δM(ω)

}
(2.7)
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A Figura 2.2 mostra o diagrama de blocos que representa o modelo da planta com

incerteza multiplicativa.

M

Figura 2.2: Representação em diagrama de bloco de um sistema dinâmico com incerteza

multiplicativa.

Incertezas Estruturadas

Em muitos sistemas de controle industrial, incertezas podem ser causadas devido a uma

variação nas caracteŕısticas de seus componentes, efeitos de uso e desuso destes componentes

e/ou mudança nos pontos de operação. Estas perturbações podem ser representadas por

variações dos parâmetros do modelo sob alguns intervalos de valores (complexos ou reais) e

são chamadas de incertezas estruturadas ou paramétricas.

Exemplo de Representação das Incertezas: A função de transferência da planta real,

a qual descreve a dinâmica de um motor DC, utilizada na representação das incertezas é

descrita a seguir (Iannou e Sun 1996):

H(z, v) =
b1z + b0

z2 + a1z + a0
(2.8)
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onde as variáveis da função de transferência relacionadas aos parâmetros do motor são:

b1 = −(A(eaT + ebT ) +B(1 + ebT ) + C(1 + eaT ))

L
(2.9)

b0 =
AeaT ebT + BebT + CeaT

L
(2.10)

a1 = −(eaT + ebT ) (2.11)

a0 = eaT ebT (2.12)

a =
−R−

√
R2 − 4Lα0

2L
(2.13)

b =
−R +

√
R2 − 4Lα0

2L
(2.14)

A =
K

ab
(2.15)

B =
K

a(a− b)
(2.16)
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C =
K

b(b− a)
(2.17)

Para finalidade de simulação, consideram-se os seguintes valores para os parâmetros do

motor, relacionados às variáveis anteriormente descritas (Ferreira e Serra 2010):

K = k1/J

α0 = Kk2

L = 0.055H - indutância da armadura;

R = 7.56Ω - resistência da armadura;

J = 0.068kgm2 - inércia do rotor;

k1i = k2y = 3.475NmA−1 - Torque e força contraeletromotriz constantes, sendo i a

corrente de armadura e y a velocidade angular;

T = 10ms - tempo de amostragem.

Substituindo-se os valores paramétricos L, R, J , k1i, k2y e T na equação (2.8), a função

de transferência real do motor DC, é dada por:

H(z, v) =
0.03012z + 0.01908

z2 − 1.082z + 0.253
(2.18)

18



Em muitos motores DC, a indutância L é pequena e pode ser desconsiderada, fazendo

com que haja a redução na ordem da função de transferência dada pela equação (2.8), como

segue:

H(z) =
d0

z + l0
(2.19)

onde:

d0 = −K

α0

[e(−
α0T
R

) − 1] (2.20)

l0 = −e(−
α0T
R

) (2.21)

Substituindo-se os valores paramétricos, anteriormente citados, na equação (2.19), a

função de transferência nominal do motor DC, é dada por:

H(z) =
0.06024

z − 0.7907
(2.22)

Através da equação (2.1), a representação da incerteza aditiva ∆A(z, v), é dada por:

∆A(z, v) =
−0.03012z2 + 0.06044z − 0.03033

z3 − 1.873z2 + 1.109z − 0.2
(2.23)

Através da equação (2.5), a representação da incerteza multiplicativa ∆M(z, v), é dada

por:
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∆M(z, v) =
−0.03012z2 + 0.06044z − 0.03033

0.06024z2 − 0.06518z + 0.01524
(2.24)

As variações no ganho e na fase devido à presença da incerteza não-estruturada, podem

ser vistos na Figura 2.3, com os diagramas de Bode de magnitude e fase para as funções de

transferência H(z,v) e H(z).
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Figura 2.3: Incerteza não-estruturada no domı́nio da frequência.

A fim de observar o comportamento da incerteza estruturada relacionada ao parâmetro

L (indutância), dentro de uma faixa de valores de [0.02,0.09 ], tem-se a seguinte resposta

em frequência mostrada na Figura 2.4. A curva tracejada em cor vermelha representa as

curvas de ganho e fase correspondente à função de transferência nominal e as curvas em azul,

as respostas em frequência correspondente à função de transferência sob efeito da incerteza

paramétrica.

Como observado, as incertezas influenciam diretamente na resposta em frequência do

sistema a ser controlado, alterando o ganho e/ou fase do mesmo. Logo, as curvas de resposta

em frequência podem revelar o efeito das incertezas no modelo tanto em baixas como em

altas frequências, podendo servir como uma ferramenta auxiliar para análise da influência

dos parâmetros do sistema no projeto de controle com estabilidade robusta.
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Figura 2.4: Incerteza estruturada no domı́nio da frequência.

2.1.2 Análise no Domı́nio da Frequência do Atraso Puro de Tempo

A garantia de estabilidade em um projeto de controle se faz necessária, mesmo na

presença de parâmetros f́ısicos incertos na planta (Wang e Lin 2011). O atraso puro de

tempo também prejudica o desempenho do sistema de controle em malha fechada (Matausek

e Sekara 2011). Sistemas com atraso puro de tempo (ou tempo morto ou ainda, atraso

de transporte) aparecem com frequência em aplicações relacionadas a processos qúımicos,

biosistemas, entre outros. Pesquisas envolvendo estabilidade em sistemas com atraso puro

de tempo iniciaram-se em meados de 1950, utilizando métodos de análise no domı́nio da

frequência e posteriormente utilizando métodos no domı́nio do tempo (Qi e Brdys 2005;

Wu, He e She 2010). A presença do atraso puro de tempo tem incentivado a pesquisa e

desenvolvimento de técnicas de controle robusto (Serra 2012; Wang 2011; Ramakrishnan e

Ray 2013; He e Ji 2011). O atraso puro de tempo é uma propriedade do sistema f́ısico na

qual a resposta a uma entrada aplicada (ação) é atrasada em relação ao seu efeito normal
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(Qin, Zhong e Sun 2013; Wu, Ya e Xiao-bo 2011; Zhang et al. 2010). É importante que

o modelo sistemático utilizado para projeto do controlador inclua o atraso puro de tempo

existente na planta a ser controlada (Jung, Chang e Stefanov 2011). No tempo discreto, a

representação do atraso puro de tempo relaciona o atraso inerente à planta a ser controlada

e o peŕıodo de amostragem.

Seja um sistema dinâmico descrito por:

G(s) = e−τsH(s) (2.25)

onde o termo e−τs representa o atraso puro de tempo de τ segundos, que inclui tanto o atraso

do sistema dinâmico quanto o atraso computacional e H(s) é uma função de transferência

racional (Franklin, Powell e Workman 1997). O atraso puro de tempo pode ser descrito como

a soma de um número inteiro de peŕıodos de amostragem menos uma fração do peŕıodo de

amostragem (Jacquot 1995):

τ = mT − fT (2.26)

com m assumindo valores inteiros e f assume valores entre zero e um. Aplicando o segurador

de ordem zero, a função de transferência discreta de (2.25) é dada por:

G(z) =
z − 1

z
Z
−1

{
L−1

[
H(s)

s
e−τs

]}
(2.27)

Da equação (2.26), a função de transferência dada por (2.25), pode ser reescrita como

segue:

G(s) = H(s)e−(mT−fT )s (2.28)

Expandindo a transformada inversa de Laplace em H(s)/s :

L−1

[
H(s)

s

]
= A0 + A1e

−p1t + A2e
−p2t + . . .+ Ane

−p1t (2.29)
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onde assume-se polos distintos e integradores em G(s). Assim, tem-se:

L−1
[
H(s)
s

]
e−(mT+fT )s = A0u (t−mT + ft) + A1e

−p1(t−mT+fT )tu (t−mT + ft)+

+ . . .+ Ane
−pn(t−mT+fT )tu (t−mT + ft)

(2.30)

A Transformada Z, por amostragem das funções, é dada por:

Z
−1

{
L−1

[
H(s)

s

]
e−τs

}
= z−m

(
A0

z − 1
+

A1e
−p1fT z

z − e−p1T
+ . . .+

Ane
−pnfT z

z − e−pnT

)
(2.31)

Para determinar a função de transferência G(z), conforme a equação (2.27), a equação

(2.31) deve ser multiplicada pelo fator (z − 1) /z, como segue:

G(z) =
z − 1

z
Z
−1

{
L−1

[
H(s)

s
e−τs

]}
=

z − 1

z
z−m

(
A0

z − 1
+

A1e
−p1fT z

z − e−p1T
+ . . .+

Ane
−pnfT z

z − e−pnT

)

(2.32)

onde A|0,1,2,... ,n, correspondem aos coeficientes obtidos através de frações parciais e p|0,1,2,... ,n,

os polos de H(s).

Exemplo de Representação do Atraso Puro de Tempo no Domı́nio da Frequência:

Para ilustrar o atraso puro de tempo no domı́nio da frequência, considera-se a função de

transferência de um sistema de primeira ordem, frequentemente encontrado em controle de

processos qúımicos industriais (Jacquot 1995):

G(s) =
e−τs

s+ 1
(2.33)

Considerando um intervalo de amostragem de T = 0.2s e f = 0.5, tem-se a seguinte

função de transferência no domı́nio do tempo discreto:

G(z) = z−m0.09516z + 0.08611

z − 0.8187
(2.34)

onde o termo m representa o atraso puro de tempo no domı́nio do tempo discreto. Na Figura

2.5 é observada a comparação das respostas em frequência da função de transferência dada

em (2.34), com o atraso puro de tempo m = 1, 2, 3, 5, 8 e 13 e sem atraso. Pode-se verificar
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Figura 2.5: Representação do atraso puro de tempo no domı́nio da frequência.

que as respostas referentes à fase diferem em altas frequências, com relação ao efeito do atraso

puro de tempo.

Pela equação (2.26), com o termo f próximo de zero, tem-se que:

m = τ/T (2.35)

O termo τ/T da equação (2.35) será utilizado nesta dissertação para representar o

atraso puro de tempo, no domı́nio do tempo discreto.

2.2 Modelagem Nebulosa Takagi-Sugeno Baseada em

Dados Experimentais

Uma vez que foram apresentados conceitos relativos a modelagem de sistema dinâmicos,

tais como análise de incertezas e atraso puro de tempo no domı́nio do tempo discreto, nesta

seção será descrita a formulação matemática, utilizada nesta dissertação, para a modelagem
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nebulosa TS baseada em dados experimentais.

2.2.1 Sistema de Inferência Nebuloso Takagi-Sugeno

Uma forma de modelagem baseada em regras nebulosas para aproximação de uma vasta

classe de sistemas dinâmicos foi introduzida por Takagi e Sugeno (Takagi e Sugeno 1985). O

sistema de inferência nebuloso Takagi-Sugeno (TS) é caracterizado por uma base de regras

nebulosas SE-ENTÃO, na qual a i|[i=1,2,... ,l]-ésima regra, sem perda de generalidade, possui

a seguinte estrutura (Serra 2005):

R(i): SE x̃1 é F i
j|x̃1

E . . . E x̃n é F i
j|x̃n

ENTÃO ỹi = fi(x̃)

onde l é o número máximo de regras. O vetor x̃T = [x̃1, x̃2, . . . , x̃n] ∈ ℜn contém variáveis

lingúısticas do antecedente, ỹT = [ỹ1, ỹ2, . . . , ỹm] ∈ ℜm é a variável do consequente, a qual

contém uma expressão funcional na i -ésima regra. Cada variável lingúıstica tem o seu próprio

universo de discurso Ux̃1 , . . . , Ux̃n
particionado pelos conjuntos nebulosos representando os

termos lingúısticos correspondentes. A variável x̃t|[t=1,2,... ,n] pertence ao conjunto nebuloso

F i
j|x̃t

com um valor µi
Fj|x̃t

definido por uma função de pertinência µi
x̃t

: ℜ −→ [0, 1], com

µi
Fj|x̃t

∈ µi
F1|x̃t

, µi
F2|x̃t

, µi
F3|x̃t

, . . . , µi
Fpx̃t

|x̃t
, onde px̃t

é o número de partições do universo de

discurso associado à variável lingúıstica x̃; e, fi corresponde ao modelo (função) linear local.

O grau de ativação hi para a regra i, é dado por:

hi (x̃) = µi
Fj|x̃∗1

⊗ µi
Fj|x̃∗2

⊗ · · ·µi
Fj|x̃∗n

(2.36)

onde x̃∗
t tem algum ponto em Ux̃t

. O grau de ativação normalizado para a regra i, é dado

por:

κi (x̃) =
hi (x̃)
l∑

λ=1

hλ (x̃)

(2.37)
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e

l∑

λ=1

hλ (x̃) > 0, (2.38)

com hλ (x̃) ≥ 0, i = 1, 2, . . . , l, esta normalização implica em:

l∑

i=1

κi (x̃) = 1 (2.39)

No sistema de inferência nebuloso TS, a resposta é uma soma ponderada dos parâmetros

do consequente, ou seja, uma combinação convexa dos modelos (funções) lineares locais, fi,

como segue:

fi(x) =
l∑

i=1

κi (x̃) fi (x̃) (2.40)

Este sistema de inferência pode ser entendido como um sistema Linear Variante nos

Parâmetros (LPV). Com o uso desta propriedade, a análise de sistemas de inferência nebu-

losos TS em um contexto robusto é simplificada, seja na etapa de identificação, quanto

no projeto de controladores que atendam as caracteŕısticas de desempenho e estabilidade

requeridas para sistemas de controle em malha fechada.

Mais detalhes sobre a teoria de Sistemas Nebulosos podem ser vistos no Apêndice A.

2.2.2 Agrupamento Nebuloso de Dados: Estimação Paramétrica

do Antecedente

A modelagem de um sistema dinâmico pode ser realizada através de leis f́ısicas que

regem o comportamento do mesmo ou pelo processamento dos dados experimentais de en-

trada e sáıda. Os métodos amplamente utilizados para a obtenção de modelos nebulosos

simplificados são: Linearização em torno de pontos de operação e agrupamento nebuloso.

• Linearização: Neste método, o sistema dinâmico é aproximado por um modelo linear

válido em torno de um ponto de operação. Diferentes modelos lineares podem ser
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obtidos em diferentes pontos de operação. A Linearização é obtida, por exemplo,

através de expansões e aproximações via série de Taylor, por exemplo (Komatsu e

Takata 2008).

• Algoritmo de Agrupamento Nebuloso: Neste método, utilizado nesta dissertação, são

utilizados algoritmos para construir modelos nebulosos a partir de dados experimentais.

Dentre os algoritmos de agrupamento nebuloso mais utilizados, temos: Fuzzy C-Means

(FCM), Gustafson-Kessel (GK) e Algoritmo de Estimação através da máxima verossi-

milhança nebulosa (FMLE) (Babuska 1998).

O objetivo da análise através de agrupamentos nebulosos é a classificação dos dados de

acordo com as similaridades existentes entre eles, bem como a organização destes dados em

grupos. O potencial dos algoritmos de agrupamento revelam estruturas em dados a serem

explorados, não somente através da classificação ou organização dos dados, como também

através da redução da complexidade na modelagem e otimização.

As técnicas de agrupamento de dados podem ser aplicadas a dados quantitativos (numé-

ricos), qualitativos (categóricos) ou na mistura destes dois tipos de dados. O agrupamento

de dados quantitativos será considerado nesta dissertação. Os dados experimentais são ob-

servados através dos sinais de entrada e sáıda do sistema dinâmico. Cada observação consiste

em n variáveis medidas, agrupadas em um vetor coluna zk = [z1k, z2k, . . . , znk]
T , zk ∈ ℜn.

Um conjunto de n observações é expresso por Z = {zk|k = 1, 2, . . . , N}, onde Z é a matriz

de dados n×N , representada como segue:

Z =




z11 z12 · · · z1N

z21 z22 · · · z2N
...

...
...

...

zn1 zn2 · · · znN




(2.41)

onde as colunas são chamadss de padrões ou objetos e as linhas são chamadas de carac-

teŕısticas ou atributos.
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Existem várias definições para agrupamento, as quais surgem dependendo do objetivo

do agrupamento. Genericamente, um agrupamento pode ser definido como um grupo de

objetos que são muito similares entre si em relação aos objetos de outros agrupamentos

(Babuska 1998). Tal similaridade pode ser entendida em termos matemáticos: em espaços

métricos, por exemplo, geralmente definida como a norma da distância.

A distância pode ser medida entre os vetores de dados ou entre um vetor de dados e um

objeto prototipado de um agrupamento. Os protótipos geralmente não são conhecidos e são

obtidos através dos algoritmos de agrupamento à medida que a divisão de dados ocorre; além

disso, podem ser vetores de mesma dimensão dos objetos de dados, como também podem ser

definidos como objetos geométricos, tais como subespaços, funções lineares ou não-lineares.

O objetivo do agrupamento é particionar um conjunto de dados Z em c agrupamentos.

Considerando que c é conhecido a priori. A partição nebulosa de Z pode ser definida como

uma famı́lia de subconjuntos {Ai|1 ≤ i ≤ c} ⊂ P (Z), com as seguintes proprieadades:

c⋃

i=1

Ai = Z (2.42)

Ai ∩ Aj = 0 (2.43)

0 ⊂ Ai ⊂ Zi (2.44)

A equação (2.42) expressa que os subconjuntos Ai coletivamente contém todos os dados

em Z. Os subconjuntos devem ser disjuntos, confome a equação (2.43) e nenhum deles pode

ser vazio ou conter todos os dados em Z, de acordo com a equação (2.44). Em termos da

função de pertinência, µAi
é a função de pertinência de Ai. Para fins de simplificação, nesta

dissertação é utilizado o termo µik, em lugar do termo µik (zk). A matriz c × N , U = [µik]

representa um espaço de particionamento nebuloso se, e somente se:
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Mfc =

{
U ∈ ℜc×N |µik ∈ [0, 1] , ∀i, k;

c∑

i=1

µik = 1, ∀k; 0 <
N∑

k=1

µik < N, ∀i
}

(2.45)

A i -ésima linha da matriz de partição nebulosaU contém os valores da i -ésima função de

pertinência do subconjunto nebuloso Ai de Z. Um conjunto inicial de centróides é otimizado

através do algoritmo de agrupamento por meio da minimização da função de custo J em um

processo iterativo. Esta função é dada como segue:

J (Z;U,V,A) =
c∑

i=1

N∑

k=1

µm
ikD

2
ikAi

(2.46)

onde:

• Z = {z1, z2, . . . , zN} é um conjunto de dados finito;

• U = [µik] ∈ Mfc é a partição nebulosa de Z;

• V = {v1, v2, . . . , vc} , vi ∈ ℜn é um vetor de protótipos de agrupamentos (centros);

• A corresponde a uma c-tupla de norma induzida (A = (A1,A2, . . . ,Ac));

• D2
ikAi

corresponde ao quadrado da norma do produto interno da distância;

• m ∈ [1,∞) é o grau de ponderação, o qual determina o grau de fuzzificação dos agru-

pamentos.

Dentre vários algoritmos de agrupamento nebuloso, um dos mais utilizados é o algoritmo

Fuzzy C-Means (FCM), o qual será utilizado nesta dissertação. O FCM utiliza a norma

Euclidiana como norma métrica, a qual influencia no critério de agrupamento através da

determinação da medida de similaridade. A norma Euclidiana, enquanto norma métrica,

induz a agrupamentos hiperesféricos, o que caracteriza o algoritmo FCM. Além disso, neste

algoritmo, a matriz de norma induzida AiFCM
é igual à matriz identidade (AiFCM

= I), a

qual impõe, estritamente, uma forma circular a todos os agrupamentos e é dada por:

D2
ikFCM

= (zk − vi)
T AiFCM

(zk − vi) (2.47)
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Ao final desta seção tem-se um quadro com os passos para implementação do algoritmo

FCM.
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O Algoritmo FCM

Dado um conjunto de dados Z e a matriz de partição inicial U (0) ∈ Mfc,

escolha o número de agrupamentos 1 < c < N , a tolerância de encerra-

mento ǫ > 0 e o expoente de ponderação m > 1.

Repita para l=1,2,...

Passo 1- Calcule os protótipos dos agrupamentos (centros):

v
(l)
i =

N∑

k=1

µ
(l−1)
ik zk

N∑

k=1

(
µ
(l−1)
ik

)m
, 1 ≤ i ≤ c

Passo 2- Calcule as distâncias:

D2
ikA =

(
zk − v

(l)
i

)T
A
(
zk − v

(l)
i

)
, 1 ≤ i ≤ c, 1 ≤ k ≤ N

Passo 3- Atualize a matriz de partição:

Se DikA > 0 para 1 ≤ i ≤ c, 1 ≤ k ≤ N ,

µ
(l)
ik = 1

c∑

j=1

(DikA/DjkA)
2/(m−1)

,

31



senão,

µ
(l)
ik = 0 se DikA > 0, e µ

(l)
ik ∈ [0, 1] com Σc

i=1µ
(l)
ik = 1.

Até ||U (l) − U (l−1)|| < ǫ

2.2.3 Estimação Paramétrica do Consequente

Seja a função de transferência Gi
P (z) como consequente da i -ésima regra do sistema

nebuloso TS, dado por:

Gi
P (z) =

bi0 + bi1z
−1 + . . .+ biβz

−β

1 + ai1z
−1 + ai2z

−2 + . . .+ aiαz
−α

(2.48)

onde:

• z é o operador da Transformada Z;

• ai1,2,... ,α e bi1,2,... ,β são os parâmetros do i -ésimo submodelo;

• α e β são as ordens do numerador e denominador de Gi
P (z), respectivamente.

O modelo dinâmico do sistema nebuloso TS apresenta a seguinte estrutura:

ỹ(k) =
l∑

i=1

γi(k)
[
bi0u(k) + . . .+ biβu(k − β)− ai1y(k − 1)− ai2y(k − 2)− . . .− aiαy(k − α)

]

(2.49)

E na forma matricial resulta:

Ỹ(k) = Γ1X(k)Θ1 + Γ2X(k)Θ2 + . . .+ ΓiX(k)Θi (2.50)
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onde:

X(k) =
[
u(k) u(k − 1) . . . u(k − β) −y(k − 1) −y(k − 2) . . . −y(k − α)

]
(2.51)

é a matriz de regressores,

Θi =




bi0

bi1
...

biβ

ai1

ai2
...

aiα




(2.52)

é o vetor dos parâmetros do submodelo na i-ésima regra,

Γi =




γi(0) 0 . . . 0

0 γi(1) . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . γi(N)




(2.53)

é a matriz diagonal de ponderação da i-ésima regra,

Ỹ(k) =




ỹ(0)

ỹ(1)
...

ỹ(N)




(2.54)
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é o vetor de sáıda do modelo nebuloso.

Considerando a sáıda do vetor do sistema dinâmico dada por:

Y(k) =




y(0)

y(1)
...

y(N)




(2.55)

e aplicando o algoritmo de mı́nimos quadrados a fim de reduzir o erro de aproximação entre as

sáıdas do modelo nebuloso e do sistema dinâmico considerado, os parâmetros dos submodelos

do consequente podem ser estimados como segue:

Θ1 = (X
′

Γ1X)−1X
′

Γ1Y(k)

Θ2 = (X
′

Γ2X)−1X
′

Γ2Y(k)

...

Θl = (X
′

ΓlX)−1X
′

ΓlY(k) (2.56)

2.3 Controle Robusto Baseado em Modelo Nebuloso

Na seção anterior, foi descrita a formulação matemática para a modelagem nebulosa TS

baseada em dados experimentais. Uma vez que, nesta dissertação, serão utilizadas especi-

ficações de margens de ganho e fase no projeto de controle nebuloso, utilizando a estratégia

CPD (Compensação Paralela e Distribúıda), serão apresentados alguns conceitos relevantes

a estas abordagens.

2.3.1 Margens de Ganho e Fase

Em projetos de sistemas de controle, é muito importante conhecer como o sistema

responde a uma dada entrada senoidal, e isto é realizado através de métodos de projeto
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utilizando resposta em frequência. Dentre os métodos utilizados para obter a resposta em

frequência em projeto de controle de sistemas digitais, podem ser citados: Nyquist, Bode

e Nichols (Jacquot 1995). A utilização da resposta em frequência em projetos de sistemas

de controle permite que o sistema seja projetado de forma que os rúıdos indesejáveis sejam

desprezados, como também extende a análise a determinadas classes de sistemas não-lineares.

Sabe-se que as margens de ganho e fase tem sido amplamente utilizadas como medidas

importantes de robustez, por serem medidas relacionadas à estabilidade de um sistema em

malha fechada. Na teoria de controle clássica, a margem de fase está relacionada com o

amortecimento do sistema, e, portanto, serve também como uma medida de desempenho

(Li 2013; Miranda e Komatsu 2011; Yuan-Jay 2012). As soluções são normalmente obtidas

numericamente ou graficamente por meio da análise do Diagrama de Bode (Lee e Teng 2002).

A Margem de Fase é a diferença entre a fase do sistema considerado e −180o, na

frequência de cruzamento de ganho, ou seja, na frequência onde o módulo da função de

transferência em malha aberta, |G(jωg)|, é unitário. A margem de fase é dada pelas seguintes

equações:

|G (jωg)| = 1 (2.57)

φm = arg [G (jωg)] + π (2.58)

onde ωg é a frequência de cruzamento de ganho. A margem de fase é positiva para φm > 0 e

negativa para φm < 0. Para sistemas estáveis, a margem de fase deve ser positiva. A margem

de fase pode ser entendida como o atraso adicional em ωg que torna o sistema instável.

A Margem de Ganho corresponde ao rećıproco do módulo do sistema considerado,

|G(jωp)|, na frequência de cruzamento de fase, ou seja, na frequência onde o ângulo de fase

é −180o. A margem de ganho é dada pelas seguintes equações:

arg [G (jωp)Gp (jωp)] = −π (2.59)
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Am =
1

|G (jωp)|
(2.60)

onde ωp é a frequência de cruzamento de fase. A margem de ganho, em dB, é positiva para

Am > 1 e negativa para Am < 1. Para sistemas estáveis, a margem de ganho deve ser positiva

(em Decibéis). A margem de ganho indica o quanto o ganho pode ser incrementado, para

tornar o sistema instável.

As margens de ganho e fase, quando apropriadamente especificadas, previnem contra

variações paramétricas da planta. Além disso, limitam o comportamento do sistema em

malha fechada próximo à frequência de ressonância, por esse motivo são especificadas no

domı́nio da frequência.

Considere as funções de transferência para um sistema dinâmico e um controlador dadas

por Gp(z) e Gc(z), respectivamente, e as margens de ganho e fase especificadas por Am e φm,

respectivamente. As expressões para as margens de ganho e fase do sistema de controle são

dadas por:

arg [Gc (jωp)Gp (jωp)] = −π (2.61)

Am =
1

|Gc (jωp)Gp (jωp)|
(2.62)

|Gc (jωg)Gp (jωg)| = 1 (2.63)

φm = arg [Gc (jωg)Gp (jωg)] + π (2.64)
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Para ilustrar o comportamento das margens de ganho e fase, será utilizada a seguinte

função de transferência, com tempo de amostragem T = 0.25 (Jacquot 1995):

G(z) =
0.025z + 0.0204

z2 − 1.48z + 0.5026
(2.65)

Na Figura 2.6 observa-se o comportamento deste sistema no domı́nio da frequência,

quanto às margens de ganho e fase.
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Figura 2.6: Margem de ganho e fase para o sistema G(z) = 0.025z+0.0204
z2−1.48z+0.5026

, com T = 0.25.

A margem de ganho é Am = 27.7dB e a margem de fase é φm = 110◦. As frequências de

cruzamento de ganho e fase são ωg = 0.338rad/s e ωp = 4.48rad/s, respectivamente.

2.3.2 Compensação Paralela e Distribúıda-CPD

A história da Compensação Paralela e Distribúıda iniciou com um projeto baseado

em modelo proposto por Kang e Sugeno (Sugeno e Kang 1986). No entanto, somente em

trabalhos posteriores, foi analisada a estabilidade dos sistemas de controle (Tanaka e Sugeno

1992) e surge o termo Compensação Paralela e Distribúıda (Wang, Tanaka e Griffin 1995).

A estratégia CPD caracteriza-se por um procedimento de projeto de controlador nebuloso a

partir de um determinado modelo nebuloso da planta a ser controlada. No projeto via CPD,
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cada regra de controle é projetada a partir da regra correspondente do modelo nebuloso

da planta. O controlador nebuloso projetado compartilha os mesmos conjuntos nebulosos

existentes no antecedente da regra lingúıstica do modelo nebuloso do sistema dinâmico. A

estratégia CPD é ilustrada na Figura 2.7.

Regra n Regra n

Regra 2 Regra 2

Regra 1 Regra 1

Conjuntos Nebulosos - Antecedente

Modelo Nebuloso da Planta Controlador Nebuloso

Figura 2.7: Estratégia CPD. O controlador nebuloso compartilha o mesmo espaço do an-

tecedente do modelo nebuloso da planta.

Neste caṕıtulo foram apresentados conceitos importantes em relação ao problema de

controle baseado em estabilidade robusta, tais como as definições e caracteŕısticas das in-

certezas e o efeito do atraso puro de tempo, no domı́nio da frequência. Foi apresentada

também a formulação matemática que utiliza a modelagem nebulosa Takagi-Sugeno, baseada

em dados experimentais, o método de agrupamento nebuloso e conceitos relacionados às mar-

gens de ganho e fase e a estratégia de compensação paralela e distribúıda, os quais serão

utilizados nesta dissertação.
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Caṕıtulo 3

Metodologia de Controle PID Digital

Nebuloso Baseado em Estabilidade

Robusta

Desde meados de 1980, sistemas nebulosos têm sido amplamente aplicados na mode-

lagem e controle de sistemas dinâmicos. Entre os vários tipos de sistemas nebulosos, existe

uma classe muito importante denominada Takagi-Sugeno (TS), que recentemente se tornou

uma poderosa ferramenta prática para aplicações na área de modelagem e controle (Qi e

Brdys 2005). Isto deve-se à sua estrutura baseada em regras que permite a aproximação de

funções, bem como incertezas e não-linearidades (Qi e Brdys 2005; Azeem 2012).

O controlador nebuloso proposto nesta dissertação será do tipo PID. O controlador PID

convencional ainda é muito utilizado devido sua estrutura relativamente simples, de fácil

ajuste, que garante estabilidade e confiabilidade em diversas aplicações (Xu et al. 2011).

Porém, em processos industriais com não-linearidades, variações paramétricas e incertezas,

o ajuste dos parâmetros do controlador PID torna-se dif́ıcil, de forma que os requisitos de

robustez não são atendidos. Diante disto, o controlador nebuloso PID, tem se tornado uma

alternativa para o projeto de sistemas de controle com garantia de robustez e requisitos

de desempenho, uma vez que a sua estrutura baseada em regras auxilia no tratamento de
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variações e incertezas da planta a ser controlada (Arulmozhiyal e Kandiban 2012; Bo et al.

2010; Xiong e Wang 2012).

A metodologia proposta neste trabalho, consiste em um controle PID digital nebuloso

robusto, baseado em modelo com estrutura nebulosa do tipo Takagi-Sugeno, a partir das

especificações das margens de ganho e fase. A formulação matemática baseada na estrutura

do modelo nebuloso Takagi-Sugeno, bem como na estratégia CPD, é apresentada. Por meio

de algoritmo genético multiobjetivo, os parâmetros dos subcontroladores PID são obtidos de

acordo com as margens de ganho e fase especificadas e os parâmetros do modelo nebuloso

da planta a ser controlada. Resultados sobre as condições necessárias e suficientes para o

projeto do controlador PID digital nebuloso, com a proposta de dois teoremas, bem como

experimentos com a aplicação desta metodologia em um sistema para controle de temperatura

são apresentados. O diagrama correspondente às etapas levadas em consideração, nesta

dissertação, para o projeto do controlador PID digital nebuloso é mostrado na Figura 3.1.

3.1 Formulação Matemática do Modelo da Planta e

do Controlador Nebulosos com Estrutura Takagi-

Sugeno

3.1.1 Modelo Nebuloso Takagi-Sugeno da Planta

Desde que, nesta dissertação, será levada em consideração a presença de não-linearidades

des e incertezas na planta a ser controlada, já inerentes às funções de pertinência do an-

tecedente, bem como o atraso puro de tempo, inerente à estrutura dos submodelos no con-

sequente, o sistema de inferência nebuloso TS a ser usado como modelo da planta a ser
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Figura 3.1: Diagrama do Sistema de Controle Proposto.

controlada, apresenta a i|[i=1,2,...,l]-ésima regra dada por:

R(i) : SE ỹ(k − 1) É F i
k|ỹ(k−1) ENTÃO

Gi
P (z) =

Ki
1z +Ki

2

aiz2 + biz + ci
z−τ/T

(3.1)

onde ai, bi, ci, Ki
1 e Ki

2 são os parâmetros a serem estimados pelo algoritmo de mı́nimos

quadrados. A variável ỹ(k − 1)|[t=1,2,... ,n] pertence ao conjunto nebuloso F i
k|ỹ(k−1) com um

valor µi
Fk|ỹ(k−1)

definido por uma função de pertinência µi
ỹ(k−1) : R → [0, 1], com µi

Fk|ỹ(k−1)
∈

µi
F1|ỹ(k−1)

, µi
F2|ỹ(k−1)

, µi
F3|ỹ(k−1)

, . . . ,µi
Fpỹ(k−1)|ỹ(k−1)

, onde pỹ(k−1) corresponde ao número de

partições do universo de discurso relacionado à variável lingúıstica ỹ(k − 1).
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O modelo nebuloso TS, Gp(ỹ(k − 1), z), é dado pela soma ponderada de submodelos

lineares locais:

Gp(ỹ(k − 1), z) =
l∑

i=1

γi(ỹ(k − 1))
Ki

1z +Ki
2

aiz2 + biz + ci
z−τ/T (3.2)

3.1.2 Controlador PID Digital Nebuloso Takagi-Sugeno

O controlador PID digital nebuloso TS apresenta a j|[j=1,2,...,l]-ésima regra dada por:

R(j): SE ỹ(k − 1) É F j
k|ỹ(k−1) ENTÃO

Gj
c(z) =

αjz2 + βjz + γj

z2 − z
(3.3)

onde:

αj = Kj
P +

Kj
IT

2
+

Kj
D

T
(3.4)

βj =
Kj

IT

2
−Kj

P − 2Kj
D

T
(3.5)

γj =
Kj

D

T
(3.6)

e KP , KI , KD são os ganhos proporcional, integral e derivativo do controlador nebuloso,

respectivamente (Jacquot 1995). Logo, o controlador nebuloso TS Gc(ỹ(k − 1), z) é uma

soma ponderada de subcontroladores PID lineares locais.

Gc(ỹ(k − 1), z) =
l∑

j=1

γj(ỹ(k − 1))×
(
αjz2 + βjz + γj

z2 − z

)
(3.7)

No ramo direto do sistema de controle em malha fechada, considerando o modelo e o

controlador PID digital nebulosos, tem-se:
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Gc(ỹ(k − 1), z)Gp(ỹ(k − 1), z) =
l∑

j=1

l∑

i=1

γi(ỹ(k − 1))× γj(ỹ(k − 1))×

×
(
αjz2 + βjz + γj

z2 − z

)
× Ki

1z +Ki
2

aiz2 + biz + ci
z−τ/T

(3.8)

A equação caracteŕıstica do sistema de controle nebuloso em malha fechada, é dada

por:

GM(ỹ(k − 1), z) = aiz(τ/T )+4 +
(
bi − ai

)
z(τ/T )+3 +

(
ci − bi

)
z(τ/T )+2 − ciz(τ/T )+1 + · · ·+

+αjKi
1z

3 + (αjKi
2 + βjKi

1) z
2 + (βjKi

2 + γjKi
1) z + γjKi

2

(3.9)

3.2 Projeto do Controlador PID Digital Nebuloso Baseado

em Modelo

Uma vez que a estrutura do modelo nebuloso TS da planta a ser controlada foi obtida,

conforme equações (3.1) e (3.2), o projeto do controlador PID digital nebuloso robusto pode

ser desenvolvido via estratégia CPD, conforme apresentada na seção (2.3.2), no caṕıtulo 2.

Nesta seção, serão propostos dois teoremas para análise das condições necessárias e suficientes

ao projeto do controlador PID nebuloso com garantia de estabilidade robusta.

Considere as funções de transferência da planta e do controlador nebulosos conforme

equações (3.1) e (3.7) e as margens de ganho e fase especificadas por Am e φm, respectiva-

mente. As expressões para as margens de ganho e fase do sistema de controle nebuloso são

dadas por:
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arg
[
Gc(ỹ(k − 1), ejωpT )Gp(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T

]
= −π (3.10)

Am =
1

|Gc(ỹ(k − 1), ejωpT )Gp(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T | (3.11)

∣∣Gc(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T
∣∣ = 1 (3.12)

φm = arg
[
Gc(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T

]
+ π (3.13)

3.3 Análise da Estabilidade Robusta do Sistema de Con-

trole Nebuloso

Para o projeto do controlador PID digital nebuloso robusto, baseado nas especificações

das margens de ganho e fase, os seguintes teoremas são propostos:

Teorema 1: Cada subcontrolador PID digital Gj
c (z) |[j=1,2,... ,l], no espaço do conse-

quente da base de regras do controlador PID nebuloso TS, garante estabilidade para o res-

pectivo submodelo linear Gi
p (z) |[i=1,2,... ,l], no espaço do consequente da base de regras do

modelo nebuloso robusto TS da planta a ser controlada, ou seja, para i = j.

Prova: A equação caracteŕıstica, na i-ésima regra do sistema de controle nebuloso em

malha fechada, é dada por:
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GMF (ỹ(k − 1), z) = aizm+4 +
(
bi − ai

)
zm+3 +

(
ci − bi

)
zm+2 − cizm+1 + · · ·+ αjKi

1z
3+

(αjKi
2 + βjKi

1) z
2 + (βjKi

2 + γjKi
1) z + γjKi

2

(3.14)

onde m = −τ/T .

O critério de Jury (Jury e Blanchard 1961) é um dos métodos empregados para testar

a estabilidade de um sistema. Seja a equação caracteŕıstica do sistema dada pelo seguinte

polinômio:

F (z) = an + an−1z + an−2z
2 + . . .+ akz

n−k + . . .+ a0z
n (3.15)

com a0 > 0. A condição necessária e suficiente para que todas as raizes do polinômio

(3.15) encontrem-se dentro do ćırculo unitário pode ser obtida através da tabela. 3.1, onde os

primeiros elementos das linhas ı́mpares devem ser maiores que zero e os valores dos coeficientes

são obtidos em (3.16):

bk =

∣∣∣∣∣∣
a0 an−k

an an

∣∣∣∣∣∣
, ck =

∣∣∣∣∣∣
b0 bn−1−k

bn−1 bk

∣∣∣∣∣∣
,

dk =

∣∣∣∣∣∣
c0 cn−2−k

cn−2 ck

∣∣∣∣∣∣
...

r0 =

∣∣∣∣∣∣
s0 s3

s3 s0

∣∣∣∣∣∣
, r2 =

∣∣∣∣∣∣
s0 s1

s3 s2

∣∣∣∣∣∣
(3.16)

A fim de garantir a estabilidade, todos os primeiros elementos das linhas ı́mpares da

Tab. 3.1 devem ser positivos. Assim, tem-se as seguintes restrições:
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Tabela 3.1: Tabela para análise do Critério de Jury

Linha zn zn−1 zn−2 · · · zn−k · · · z1 z0

1 a0 a1 a2 · · · an−k · · · an−1 an

2 an an−1 an−2 · · · ak · · · a1 a0

3 b0 b1 b2 · · · · · · · · · bn−1

4 bn−1 bn−2 bn−3 · · · · · · · · · b0

5 c0 c1 c2 · · · · · · cn−2

6 cn−2 cn−3 cn−4 · · · · · · c0

. . . . · · · .

. . . . · · · .

. . . . · · · .

2n− 5 s0 s1 s2 s3

2n− 4 s3 s2 s1 s0

2n− 3 r0 r1 r2

|an| < a0 ou a0 > |an|
|b0| > |bn−1|
|c0| > |cn−2|
|d0| > |dn−3|
.

.

.

|r0| > |r2|

(3.17)
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onde em (3.17), tem-se (n−1) restrições. Além disso, deve-se observar as condições descritas

em (3.18) e (3.19).

F (1) > 0 (3.18)

F (−1) > 0 (3.19)

De acordo com a equação (3.14), tem-se as três primeiras linhas ı́mpares, como segue:

ai0 > 0 (3.20)

(
ai − (γjKi

2)
2

ai

)
> 0 (3.21)

(
(ai)2 −

(
γjKi

2

)2)2

(ai)2
−
[(
ai
(
βjKi

2 + γjKi
1

))
−
(
bi − ai

) (
γjKi

2

)]2

(ai)2(
ai − (γjKi

2)
2

ai

) > 0 (3.22)

...

O termo (γjKi
2)

2
na equação (3.21) deve ser pequeno para tornar o termo à esquerda

da referida equação, maior que zero. Pela expressão (3.6), se Kj
D < T , resulta que γj < 1 ;

na equação (3.22), devido o valor pequeno de γj, os termos (γjKi
2)

2
, γjKi

1 e (bi − ai) (γjKi
2)

tornam-se pequenos e, pela expressão (3.5), uma vez que os ganhosKP ,KD eKI são positivos,

então βj < 0, e o termo (βjKi
2 + γjKi

1) é negativo. Assim, as condições de estabilidade,

segundo o critério de Jury, são satisfeitas para o par subcontrolador PID e submodelo linear,

para o caso i = j.
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c.q.d.

�

Teorema 2: O controlador PID digital nebuloso robusto, Gc(ỹ(k − 1), ejωT ), garante as

especificações das margens de ganho e fase ao sistema de controle nebuloso.

Prova: Na prova deste teorema serão considerados dois casos particulares: Ativação de

uma única regra e Ativação de mais de uma regra (região intermediária).

Ativação de uma única regra

A partir das equações (3.10) e (3.11), a margem de ganho do sistema de controle

nebuloso, é dada por:

arg[λ1G
1
c(ỹ(k − 1), ejωpT )G1

p(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T + . . .+

+λnG
n
c (ỹ(k − 1), ejωpT )Gn

p (ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T ] = −π
(3.23)

Am =
1

AmD

(3.24)

onde AmD
, corresponde ao denominador da equação 3.24 dada por:

|λ1G
1
c(ỹ(k − 1), ejωpT )G1

p(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T + . . .

+λnG
n
c (ỹ(k − 1), ejωpT )Gn

p (ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T |
(3.25)
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e n corresponde ao número de regras do modelo/controlador nebuloso TS.

Quando uma única regra p é ativada, conforme mostra a Figura 3.2, o grau de ativação

desta regra é igual a 1 (um), enquanto que o grau de ativação das outras regras serão iguais

a 0 (zero), visto que a estrutura do sistema de inferência nebuloso TS implica na soma

ponderada dos submodelos do consequente, ou seja,
n∑

i=1

λi = 1.
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Figura 3.2: Grau de ativação sob a condição de uma única regra ativada.

Assim, para a ativação somente da regra p (λp = 1), as equações (3.23) e (3.24) podem

ser reescritas da seguinte forma:

arg
[
Gc(ỹ(k − 1), ejωpT )Gp(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T

]
=

arg[0.G1
c(ỹ(k − 1), ejωpT )G1

p(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T + . . .

+λpG
p
c(ỹ(k − 1), ejωpT )Gp

p(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T + . . .

+0.Gn
c (ỹ(k − 1), ejωpT )Gn

p (ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T ]

(3.26)

e
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∣∣Gc(ỹ(k − 1), ejωpT )Gp(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T
∣∣ =

|0.G1
c(ỹ(k − 1), ejωpT )G1

p(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T + . . .

+λpG
p
c(ỹ(k − 1), ejωpT )Gp

p(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T + . . .

+0.Gn
c (ỹ(k − 1), ejωpT )Gn

p (ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T |

(3.27)

Uma vez que cada subcontrolador PID garante a especificação da margem de ganho,

em ωp, considerando o respectivo submodelo linear, na regra p, tem-se:

arg
[
Gc(ỹ(k − 1), ejωpT )Gp(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T

]
= arg

[
Gp

c(ỹ(k − 1), ejωpT )Gp
p(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T

]

−π = −π (3.28)

∣∣Gc(ỹ(k − 1), ejωpT )Gp(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T
∣∣ =

∣∣Gp
c(ỹ(k − 1), ejωpT )Gp

p(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T
∣∣

1

Am

=
1

Am

c.q.d. (3.29)

A partir das equações (3.12) e (3.13), a margem de fase do sistema de controle nebuloso,

é dada por:

|λ1G
1
c(ỹ(k − 1), ejωgT )G1

p(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T + . . .

+λnG
n
c (ỹ(k − 1), ejωgT )Gn

p (ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T | = 1
(3.30)
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φm = arg[λ1G
1
c(ỹ(k − 1), ejωgT )G1

p(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T + . . .

+λnG
n
c (ỹ(k − 1), ejωgT )Gn

p (ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T ] + π
(3.31)

onde n corresponde ao número de regras do modelo/controlador nebuloso TS.

Para a ativação somente da regra p (λp = 1), as equações (3.30) e (3.31) podem ser

reescritas da seguinte forma:

∣∣Gc(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T
∣∣ =

|0.G1
c(ỹ(k − 1), ejωgT )G1

p(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T + . . .

+λpG
p
c(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp

p(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T + . . .

+0.Gn
c (ỹ(k − 1), ejωgT )Gn

p (ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T |

(3.32)

arg
[
Gc(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T

]
=

arg[0.G1
c(ỹ(k − 1), ejωgT )G1

p(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T + . . .

+λpG
p
c(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp

p(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T + . . .

+0.Gn
c (ỹ(k − 1), ejωgT )Gn

p (ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T ]

(3.33)

Uma vez que cada subcontrolador PID garante a especificação da margem de fase, em

ωg, considerando o respectivo submodelo linear, na regra p, tem-se:
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∣∣Gc(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T
∣∣ =

∣∣Gp
c(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp

p(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T
∣∣

1 = 1 (3.34)

arg
[
Gc(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T

]
= arg

[
Gp

c(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp
p(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T

]

φm − π = φm − π c.q.d. (3.35)

Ativação de mais de uma regra (região intermediária)

Quando mais de uma regra é ativada, tem-se duas funções de pertinência contribuindo

com seus respectivos graus de pertinência, (λp e λp+1), conforme mostra a Figura 3.3. O

somatório dos graus de ativação destas regras é igual a 1 (um), enquanto que o grau de

ativação das outras regras serão iguais a 0 (zero), visto que a estrutura do sistema de inferência

nebuloso TS implica na soma ponderada dos submodelos do consequente, ou seja,
n∑

i=1

λi = 1.

A partir das equações (3.10) e (3.11), a margem de ganho do sistema de controle, no

contexto nebuloso, para a ativação de duas regras, p e p+1, é dada por:

arg[0 + . . .+ 0 + λpG
p
c(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp

p(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T+

+λp+1G
p+1
c (ỹ(k − 1), ejωpT )Gp+1

p (ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T + 0 + . . .+ 0] = −π
(3.36)

52



0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Universo de Discurso (y(k−1))

G
ra

u 
de

 P
er

tin
ên

ci
a

......

F2
F3F1

Fp
Fn−1 Fn

Fp+1

λ
p

λ
p+1

y*(k−1)

Figura 3.3: Grau de ativação sob a condição de mais de uma regra ativada (região inter-

mediária).

Am =
1

AmD1

(3.37)

onde AmD1
na equação 3.37, é dado por:

AmD1
= |0 + . . .+ 0 + λpG

p
c(ỹ(k − 1), ejωpT )Gp

p(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T+

λp+1G
p+1
c (ỹ(k − 1), ejωpT )Gp+1

p (ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T0 + . . .+ 0|
(3.38)

onde n corresponde ao número de regras do modelo/controlador nebuloso TS.

As equações (3.36) e (3.37) podem ser reescritas da seguinte forma:
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arg
[
Gc(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T

]
=

arg[λpG
p
c(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp

p(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T+

+λp+1G
p+1
c (ỹ(k − 1), ejωpT )Gp+1

p (ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T ]

(3.39)

∣∣Gc(ỹ(k − 1), ejωpT )Gp(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T
∣∣ = |λpG

p
c(ỹ(k − 1), ejωpT )Gp

p(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T+

+λp+1G
p+1
c (ỹ(k − 1), ejωpT )Gp+1

p (ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T |

(3.40)

A equação do submodelo e controlador correspondente, pode ser representada em termos

de módulo e fase (Franklin, Powell e Workman 1997), como segue:

GcGpz
−τ/T =

∣∣GcGpz
−τ/T

∣∣ ejφ(ωpT ) (3.41)

e, de acordo com a propriedade para somatório de módulos, tem-se (Carmo, Morgado e

Wagner 2001):

|c| ≤ |a|+ |b| (3.42)

Substituindo-se (3.41) e (3.42) em (3.39) e (3.40), respectivamente, tem-se:
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arg
[
Gc(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T

]
=

arg[
∣∣λpG

p
c(ỹ(k − 1), ejωpT )Gp

p(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T
∣∣ ejφp(ωpT )+

+
∣∣λp+1G

p+1
c (ỹ(k − 1), ejωpT )Gp+1

p (ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T
∣∣ ejφp+1(ωpT )]

(3.43)

∣∣Gc(ỹ(k − 1), ejωpT )Gp(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T
∣∣ ≤

∣∣λpG
p
c(ỹ(k − 1), ejωpT )Gp

p(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T
∣∣+

+
∣∣λp+1G

p+1
c (ỹ(k − 1), ejωpT )Gp+1

p (ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T
∣∣

(3.44)

Uma vez que λp e λp+1 assumem valores positivos, tem-se:

arg
[
Gc(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T

]
=

arg[λp

∣∣Gp
c(ỹ(k − 1), ejωpT )Gp

p(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T
∣∣ ejφp(ωpT )+

+λp+1

∣∣Gp+1
c (ỹ(k − 1), ejωpT )Gp+1

p (ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T
∣∣ ejφp+1(ωpT )]

(3.45)
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∣∣Gc(ỹ(k − 1), ejωpT )Gp(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T
∣∣ ≤

λp

∣∣Gp
c(ỹ(k − 1), ejωpT )Gp

p(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T
∣∣+

+λp+1

∣∣Gp+1
c (ỹ(k − 1), ejωpT )Gp+1

p (ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T
∣∣

(3.46)

Uma vez que cada subcontrolador PID garante a especificação da margem de ganho,

em ωp, considerando o respectivo submodelo linear das regras p e p+1, tem-se:

arg
[
Gc(ỹ(k − 1), ejωpT )Gp(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T

]
= arg

[
λp

1

Am

ejφp(ωpT ) + λp+1
1

Am

ejφp+1(ωpT )

]

(3.47)

∣∣Gc(ỹ(k − 1), ejωpT )Gp(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T
∣∣ ≤ λp

1

Am

+ λp+1
1

Am

(3.48)

desde que λp + λp+1 = 1 e, conforme observado na Figura 3.4, −180◦, 0◦ e 180◦ são ângulos

congruentes, resulta que:

arg
[
Gc(ỹ(k − 1), ejωpT )Gp(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T

]
= arg

[
λp

1

Am

· 0 + λp+1
1

Am

· 0
]

−π = arg [0]

−π = −π (3.49)
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Figura 3.4: Comportamento da Função Trigonométrica Tangente.

∣∣Gc(ỹ(k − 1), ejωpT )Gp(ỹ(k − 1), ejωpT )z−τ/T
∣∣ ≤ (λp + λp+1)

1

Am

1

Am

≤ 1 · 1

Am

1

Am

=
1

Am

c.q.d. (3.50)

A partir das equações (3.12) e (3.13), a margem de fase do sistema de controle nebuloso,

para a ativação de duas regras, p e p+1, é dada por:

|0 + . . .+ 0λpG
p
c(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp

p(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T+

λp+1G
p+1
c (ỹ(k − 1), ejωgT )Gp+1

p (ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T + 0 + . . .+ 0| = 1
(3.51)
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φm = arg[0 + . . .+ 0 + λpG
1
c(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp

p(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T+

λp+1G
p+1
c (ỹ(k − 1), ejωgT )Gp+1

p (ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T + 0 + . . .+ 0] + π

(3.52)

onde n corresponde ao número de regras do modelo/controlador nebuloso TS.

As equações (3.51) e (3.52) podem ser reescritas da seguinte forma:

∣∣Gc(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T
∣∣ =

|λpG
p
c(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp

p(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T+

+λp+1G
p+1
c (ỹ(k − 1), ejωgT )Gp+1

p (ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T |

(3.53)

arg
[
Gc(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T

]
=

arg[λpG
p
c(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp

p(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T+

+λp+1G
p+1
c (ỹ(k − 1), ejωgT )Gp+1

p (ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T ]

(3.54)

Utilizando a propriedade para somatório de módulos da equação (3.42) na equação

(3.53) e a representação por módulo e fase da equação (3.41) na equação (3.54), tem-se:

∣∣Gc(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T
∣∣ ≤

∣∣λpG
p
c(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp

p(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T
∣∣+

+
∣∣λp+1G

p+1
c (ỹ(k − 1), ejωgT )Gp+1

p (ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T
∣∣

(3.55)
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arg
[
Gc(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T

]
=

arg[
∣∣λpG

p
c(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp

p(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T
∣∣ ejφp(ωgT )+

+
∣∣λp+1G

p+1
c (ỹ(k − 1), ejωgT )Gp+1

p (ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T
∣∣ ejφp+1(ωgT )]

(3.56)

Uma vez que λp e λp+1 assumem valores positivos, tem-se:

∣∣Gc(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T
∣∣ ≤

λp

∣∣Gp
c(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp

p(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T
∣∣+

+λp+1

∣∣Gp+1
c (ỹ(k − 1), ejωgT )Gp+1

p (ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T
∣∣

(3.57)

arg
[
Gc(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T

]
=

arg[λp

∣∣Gp
c(ỹ(k − 1)Gp

pz
−τ/T

∣∣ ejφp(ωgT )+

+λp+1

∣∣Gp+1
c Gp+1

p z−τ/T
∣∣ ejφp+1(ωgT )]

(3.58)

Uma vez que cada subcontrolador PID garante a especificação da margem de fase, em

ωg, considerando o respectivo submodelo das regras p e p+1, tem-se:

∣∣Gc(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T
∣∣ ≤ λp · 1 + λp+1 · 1 (3.59)
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arg
[
Gc(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T

]
= arg

[
λp · ejφp(ωgT ) + λp+1 · ejφp+1(ωgT )

]

(3.60)

desde que λp + λp+1 = 1 e φp = φp+1:

∣∣Gc(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T
∣∣ ≤ (λp + λp+1) · 1

1 = 1 (3.61)

arg
[
Gc(ỹ(k − 1), ejωgT )Gp(ỹ(k − 1), ejωgT )z−τ/T

]
= arg

[
(λp + λp+1) · ejφp(ωgT )

]

φm − π = φm − π c.q.d. (3.62)

�

60



3.4 Algoritmo Genético Multiobjetivo

Os teoremas propostos na seção 3.3, fornecem as condições necessárias e suficientes para

o projeto do controlador PID digital nebuloso robusto. Um algoritmo genético multiobje-

tivo, a partir das especificações de margens de ganho e fase, pode ser utilizado para obter os

parâmetros do controlador nebuloso proposto. Neste seção, serão apresentados alguns con-

ceitos relacionados ao algoritmo genético enquanto ferramenta de busca eficiente para fins de

otimização.

Otimização pode ser entendida como o processo de ajuste de entradas ou caracteŕısticas

de um dispositivo, processo matemático ou experimento para encontrar o resultado ou a sáıda

máxima ou mı́nima. No entanto, esta busca encontra dificuldades quanto ao fato de um dado

mı́nimo ser global ou local. A busca pelo custo mı́nimo global dentro de uma superf́ıcie de

custo (todos os posśıveis valores que a função pode obter) é o objetivo principal de todas

as rotinas de otimização. Dentre os métodos de otimização na busca por soluções ótimas

(máximos ou mı́nimos), tem-se: Otimização Anaĺıtica, Método Downhill Simplex (Nelder-

Mead), Otimização baseada na minimização em linha e os Métodos Naturais de Otimização

(Haupt e Haupt 2004).

Todos os métodos citados, com exceção dos métodos naturais de otimização, possuem

a mesma abordagem básica de encontrar extremos, a partir de um ponto arbitrário, diferindo

apenas na decisão do movimento (em que direção irão se mover), bem como a dificuldade de

encontrar um mı́nimo global ao invés de um mı́nimo local.

Já os métodos naturais de otimização (por exemplo, o algoritmo genético, dentro da

categoria de algoritmos evolucionários) representam os processos de otimização de fenômenos

naturais e vem sendo muito utilizados nos últimos anos, tendo como principal vantagem a

geração de novos pontos no espaço de busca, através de métodos estat́ısticos, não necessitando

de cálculos envolvendo derivadas (Yan 2010; Peng et al. 2011).

Os prinćıpios básicos do Algoritmo Genético (AG) foram propostos por Holland ao

longo de 1960 e 1970 e popularizado por David Goldberg, inspirados pelo mecanismo de
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seleção natural de um processo biológico. O AG, além do prinćıpio da seleção genética de

Darwin, utiliza ainda o modelo de cálculo da seleção natural sobre o processo de evolução

biológica (Pereira e Pinto 2005; Haupt e Haupt 2004; Shi e Cui 2010; Patalia e Kulkarni

2010).

As principais vantagens desta técnica são (Dong e Peng 2011):

• Otimiza com variáveis cont́ınuas ou discretas;

• Não requer informações de derivadas;

• Permite buscas simultâneas a partir de uma ampla superf́ıcie de custo;

• Pode abranger um grande número de variáveis;

• É adequado para processamento em paralelo;

• Otimiza variáveis com superf́ıcie de custo extremamente complexas;

• Fornece uma lista das melhores variáveis (não uma solução única);

• Trabalha com dados gerados numericamente, experimentalmente ou através de funções

anaĺıticas.

O AG com base na seleção natural e teoria genética, utiliza um método de busca que

combina as regras de aptidão para sobrevivência em um processo de evolução biológica e

o mecanismo aleatório de troca de informações sobre cromossomos no grupo. Dentre as

operações genéticas de um AG temos a seleção, cruzamento e mutação. A codificação de

parâmetros, a criação da população inicial, a função custo, as funções de projeto, operadores

genéticos do projeto, conjunto de parâmetros de controle são elementos que compõem o núcleo

do algoritmo genético.

Em um AG a posśıvel solução do ótimo global é entendida como um indiv́ıduo que

pode ser representado como um conjunto de parâmetros, os quais são considerados os genes

de um cromossomo que são estruturados a partir de valores concatenados. O AG proposto
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nesta dissertação otimiza os valores dos ganhos do controlador PID digital nebuloso, a saber,

αj, βj e γj, a partir da estratégia CPD, na j-ésima regra, de acordo com as especificações

de margens de ganho e fase, utilizando um operador de seleção baseado em um ranking,

realizado a partir dos custos de cada indiv́ıduo em uma dada geração obtidos a partir de uma

função de custo multiobjetiva.

3.4.1 Função de Custo Multiobjetiva

Definição: Uma função de custo multiobjetiva, com n objetivos, relacionados às funções

f1, . . . , fn, as quais são ponderadas a partir de coeficientes positivos δ1, . . . , δn, são utilizadas

para obter um escalar associado ao custo de cada indiv́ıduo. Desta forma, a função de custo

multiobjetiva é dada por (Bäck, Fogel e Michalewicz 2000):

Φ : ℜn → ℜ

f(ai) 7−→
n∑

k=1

δkfk(ai) (3.63)

onde Φ representa a estratégia de atribuição de custo, sendo o custo de cada indiv́ıduo

associado à soma ponderada das funções f1, . . . , fn.

A função de custo multiobjetiva utilizada nesta dissertação é dada por:

Custo = δ1|Amc − Ame|+ δ2|Pmc − Pme| (3.64)

com:

δ1 + δ2 = 1 (3.65)

ondeAmc e Pmc correspondem às margens de ganho e fase calculadas; Ame e Pme correspondem

às margens de ganho e fase especificadas, respectivamente; e, δ1 = δ2 = 0.5.
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O cruzamento aritmético entre dois cromossomos usado no algoritmo genético multiob-

jetivo gera dois novos descendentes através de um simples operador de cruzamento, o qual

realiza uma soma poderada entre os genes dos pais para gerar o descendente, como segue:

cromossomo1 = [α1
1β

1
1γ

1
1α

1
2β

1
2γ

1
2 ]

cromossomo2 = [α2
1β

2
1γ

2
1α

2
2β

2
2γ

2
2 ]

descendente1 = η ∗ cromossomo1 + (1− η) ∗ cromossomo2

descendente2 = η ∗ cromossomo2 + (1− η) ∗ cromossomo1

(3.66)

onde os termos α1
1, β1

1 , γ1
1 , α1

2, β1
2 , γ1

2 e α2
1, β2

1 , γ2
1 , α2

2, β2
2 , γ2

2 representam os genes do

cromossomo-mãe (cromossomo1) e os genes do cromossomo-pai (cromossomo2), e descendente1

e descendente2 correspondem aos indiv́ıduos obtidos a partir da operação de cruzamento re-

alizada entre os dois cromossomos, respectivamente e η é um valor aleatório compreendido

entre 0 e 1.

O operador de mutação aleatório usado nesta dissertação seleciona aleatoriamente um

gene de um cromossomo da população de descendentes e modifica o valor por outro, dentro da

faixa de valores posśıveis para os ganhos do controlador nebuloso. O melhor cromossomo da

geração anterior permanece na próxima geração, a qual é complementada pelos descendentes

e o resultado da mutação nos descendentes. Os estágios de avaliação, classificação, seleção

de pais, cruzamento, mutação e formação da nova população são repetidos em cada iteração

do algoritmo (Li, Pan e Teng 2009; Gkoutioudi e Karatza 2012; Feng-Guo 2010). As etapas

do AG utilizado nesta dissertação são apresentadas no quadro ao final desta seção.

Mais detalhes sobre os parâmetros e operadores de um AG podem ser vistos no Apêndice

B.
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Algoritmo Genético

No ińıcio devem ser informados os parâmetros do núcleo de um AG:

número de gerações; número de genes; número de indiv́ıduos da popula-

ção (N); função de custo (f); taxa de cruzamento (TC); taxa de mutação

(TM).

Passo 1- Gerar população inicial:

cromossomo1 = [α1
1β

1
1γ

1
1α

1
2β

1
2γ

1
2 ]

cromossomo2 = [α2
1β

2
1γ

2
1α

2
2β

2
2γ

2
2 ]

...

cromossomoN = [αN
1 β

N
1 γN

1 αN
2 β

N
2 γN

2 ]

Passo 2- Calcular os custos:

f1 = δ1|A1
MC − A1

ME|+ δ2|P 1
MC − P 1

ME|

...

fN = δ1|AN
MC − AN

ME|+ δ2|PN
MC − PN

ME|
onde δ1 + δ2 = 1
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Passo 3- Colocar os custos em ordem crescente:




f1
...

fN




Passo 4- Selecionar indiv́ıduos para cruzamento:

TC ∗N = IC

Passo 5- Aplicar o operador de cruzamento:

descendente1 = η ∗ (cromossomo1) + (1− η) ∗ (cromossomo2)

descendente2 = η ∗ (cromossomo2) + (1− η) ∗ (cromossomo1)

...

descendenteIc−1 = η ∗ (cromossomoIc−1) + (1− η) ∗ (cromossomoIc)

descendenteIc = η ∗ (cromossomoIc) + (1− η) ∗ (cromossomoIc−1)

Passo 6- Selecionar os descendentes para mutação:

TM ∗ descendentes = IM
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Passo 7- Aplicar o operador de mutação:

descendente1 = [α1
1β

1
1γ

mut
1 α1

2β
1
2γ

1
2 ]

descendente2 = [αmut
1 β2

1γ
2
1α

2
2β

2
2γ

2
2 ]

...

descendenteIM = [αM
1 βM

1 γM
1 αM

2 βmut
2 γM

2 ]

Passo 8- Formar a nova população:

NP = IM + IC

Passo 9- Calcular os custos da nova população:

f1 = δ1|A1
MC − A1

ME|+ δ2|P 1
MC − P 1

ME|

...

fNP = δ1|ANP
MC − ANP

ME|+ δ2|PNP
MC − PNP

ME |
Passo 10- Checar a convergência:

Se o critério de parada foi satisfeito, encerrar.

Senão, voltar ao Passo 2.

Neste caṕıtulo foi apresentada a estrutura do modelo nebuloso Takagi-Sugeno da planta

a ser controlada e a estrutura do controlador PID digital nebuloso utilizados no projeto de

controle nebuloso baseado no critério de estabilidade robusta. Foram propostos dois teore-

mas, para as condições necessárias e suficientes do projeto de controle PID digital nebuloso

robusto. Foi apresentada, ainda, uma estratégia genética multiobjetiva utilizada para garan-

tir as especificações das margens de ganho e fase do sistema de controle nebuloso em malha
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fechada, com detalhes acerca da estrutura do AG implementado nesta dissertação, e utilizado

para encontrar os parâmetros do controlador PID digital nebuloso.
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Caṕıtulo 4

Resultados Experimentais

Neste caṕıtulo serão apresentados os resultados obtidos através da utilização da metodolo-

gia proposta nesta dissertação, aplicada em uma planta térmica, bem como a comprovação

experimental dos teoremas propostos no caṕıtulo 3, na seção (3.3).

4.1 Descrição da Plataforma de Controle em Tempo

Real da Planta Térmica

A plataforma de controle em tempo real é composta de uma planta térmica, o soft-

ware LabV IEW TM (Laboratory Virtual Instrument Engineering Workbench), o CompactRIO

9073, o módulo para entrada analógica NI 9219, o módulo para sáıda analógica NI 9263, o

sensor de temperatura LM 35 e o atuador CI TCA 785. O processo térmico consiste em uma

torradeira monofásica de 220Volts em corrente alternada, com temperatura funcional no in-

tervalo entre 25◦C e 265◦C. O LabV IEW TM é um software que utiliza a linguagem gráfica

e compõe o sistema supervisório que efetua a análise em tempo real do sistema de controle

em malha fechada: a temperatura e os sinais de tensão de entrada são recebidos através do

sensor por meio do sistema de aquisição de dados, o controlador PID digital nebuloso robusto

implementado processará o sinal de controle, o qual será enviado ao processo térmico.
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O módulo CompactRIO 9073 que corresponde a um sistema integrado que combina

um controlador industrial de tempo real e um FPGA (Field Programmable Gate Arrays)

reconfigurável para controle de equipamentos e monitorammento de sistemas, é composto

por um processador de tempo real de 266MHz e um chassi com oito slots, com um FPGA

reconfigurável embutido e portas de entrada e sáıda utilizadas para configuração de tempo,

controle e processamento. Além disso, possui porta Ethernet de 10/100BASE-T e porta serial

para a conexão de periféricos.

O LM 35 é um sensor de precisão de temperatura na forma de circuito integrado, cuja

tensão de sáıda é linearmente proporcional à temperatura em graus Celsius, com sensibilidade

de 10mV/◦C. O sensor está conectado ao módulo para entrada analógica NI 9219 ,

onde o valor da tensão correspondente à temperatura será processado pela plataforma, e

então será comparada com a temperatura de referência. O sinal de erro encontrado será

utilizado para gerar a ação de controle através do controlador PID digital nebuloso robusto

implementado no ambiente de instrumentação virtual LabV IEW TM .

O sinal de controle, o qual está condicionado para valores de tensão dentro do intervalo

de 0V a 8V , é enviado através do módulo para sáıda analógica NI 9263 para o circuito

integrado TCA 785. Os TCAs 785 são circuitos integrados dedicados a controlar o ângulo de

disparo de tiritores, TRIACs e transistores. Os pulsos de disparo podem ser deslocados dentro

de um ângulo de fase entre 0◦ e 180◦, garantindo, nas aplicações em que é utilizado, uma ampla

faixa de controle em circuitos C.A. (Corrente Alternada) (Almeida 2003). Aplicações t́ıpicas

incluem circuitos conversores, controladores de C.A. e controladores trifásicos. No sistema de

controle de temperatura apresentado nesta dissertação, o TCA 785 deve modificar o ângulo

de disparo do TRIAC TIC 226D e, consequentemente, obter o controle da temperatura a

partir da variação da potência aplicada ao processo térmico. A plataforma do sistema de

controle do processo térmico em tempo real pode ser observada na Figura 4.1.
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Figura 4.1: Plataforma utilizada para supervisão e controle do processo térmico.

4.2 Modelagem Nebulosa TS da Planta Térmica

Na etapa de identificação, o modelo matemático da planta foi obtido a partir da mode-

lagem caixa preta, ou seja, aplicando-se um dado sinal de entrada e observando-se o com-

portamento da planta através do sinal de sáıda obtido (Aguirre 2007). Foi aplicado à planta

térmica um sinal de entrada correspondente a uma tensão RMS (do inglês Root Mean Square,

em português, corresponde ao valor eficaz) em C.A., e o sinal de sáıda obtido corresponde

a um sinal de temperatura em ◦C. Os sinais de entrada e sáıda aplicados na etapa de

identificação, são mostrados na Figura 4.2, respectivamente.

4.2.1 Estimação do Atraso Puro de Tempo

Conforme observado no caṕıtulo 2, na seção 2.1.2, o efeito do atraso puro de tempo

influencia na resposta do sistema, no domı́nio da frequência. Por consequência, para o projeto

do controlador proposto nesta dissertação, o atraso puro de tempo precisa ser estimado e

considerado na obtenção do modelo do sistema.
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Figura 4.2: Etapa de identificação do modelo nebuloso: dados experimentais de entrada (a)

e sáıda (b), respectivamente.

O atraso puro de tempo pode ser estimado a partir da simples observação da resposta

ao degrau do sistema, o que pressupõe que o rúıdo presente no sinal é suficientemente baixo.

Contudo, em casos em que o rúıdo é significativo ou requerem um maior rigor, este pro-

cedimento determińıstico torna-se inadequado. Um procedimento estocático utilizado para

estimar de forma simples o atraso puro de tempo é a FCC (Função de Correlação Cruzada)

entre os sinais de entrada e sáıda da planta. Uma forma de estimar a FCC entre dois sinais

u(t) e y(t) (entrada e sáıda, respectivamente), a partir de séries discretas no tempo, é dada

por (Aguirre 2007):

ruy (k) = lim
N→∞

1

2N + 1

N∑

n=−N

u (n) y (n+ k) (4.1)

onde k é um número inteiro, N indica o número total de amostras e, na prática, deve ter um

valor elevado. Da mesma forma, a função de autocorrelação (FAC) de um sinal u(t) pode ser

estimada como segue:

ruu (k) = lim
N→∞

1

2N + 1

N∑

n=−N

u (n) u (n+ k) (4.2)
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Desde que a resposta y(k) de um sistema a uma entrada u(k) é dada pelo somatório de

convolução:

y (k + n) =
∞∑

r=0

h (r) u (k + n− r) (4.3)

onde h (r) é a resposta ao impulso do sistema no instante r. Substituindo-se a equação (4.3)

em (4.1), considerando o somatório para N = 0 a N = ∞ tem-se:

ruy (k) = lim
N→∞

1

2N + 1

N∑

n=0

u (n)
∞∑

r=0

h (r) u (k + n− r) (4.4)

uma vez que, assim como r, n varia de 0 a ∞:

ruy (k) = lim
N→∞

1

2N + 1

N∑

n=0

u (n)
∞∑

n=0

h (n) u (k) (4.5)

reorganizando os termos, tem-se:

ruy (k) =
∞∑

n=0

h (n) lim
N→∞

1

2N + 1

N∑

n=0

u (n) u (k) (4.6)

ou:

ruy (k) =
∞∑

n=0

h (n) ruu (k − n) (4.7)

Na equação (4.7), também conhecida como equação de Wiener-Hopf, observa-se que a

correlação entre sinais pode ser interpretada, para cada valor de k, como o grau de simi-

laridade entre os sinais para diferentes deslocamentos relativos entre eles. Graficamente, e

quando comparada com a operação de convolução, a correlação pode ser vista também como

a soma do produto entre dois sinais onde um se desloca relativamente ao outro segundo o

ı́ndice n. Para cada valor de n, um dos sinais é mantido fixo (eixo k) e o outro, sem ser

refletido, é deslocado no sentido que depende do sinal de n. Assim, a variável k, na equação

(4.7), expressa o atraso de uma seqüência em relação à outra.
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Utilizando a FCC, o atraso de tempo do processo térmico foi estimado entre as amostras

dos sinais de entrada e sáıda observados na etapa de identificação. Obteve-se um atraso de

1360 amostras e considerando o tempo de amostragem utilizado de 17ms, estima-se um atraso

de tempo de 2.312 segundos. A Figura 4.3 mostra a função de correlação cruzada entre os

sinais de entrada e sáıda utilizados na etapa de identificação.
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Figura 4.3: Estimação do atraso puro de tempo a partir da função de correlação cruzada

entre os sinais de entrada e sáıda do processo térmico. O ponto onde a correlação cruzada

atinge o maior valor, define o atraso puro de tempo correspondente.

4.2.2 Estimação Paramétrica do Modelo Nebuloso

Com o atraso puro de tempo estimado, o algoritmo FCM foi implementado a fim de

obter o modelo nebuloso TS da planta térmica. O FCM utilizado possui 2 agrupamentos,

expoente de ponderação m = 1.3 e tolerância de ǫ = 0.01, obtendo-se os conjuntos nebulosos

da Figura 4.4. A região intermediária entre as funções de pertinência, na Figura 4.4, repre-

senta a região de incerteza da planta, a qual é caracterizada pela ponderação dos graus de

pertinência nos submodelos encontrados na etapa de identificação. Sobre os dados de entrada
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e sáıda da planta térmica, o algoritmo de mı́nimos quadrados foi utilizado a fim de estimar

os submodelos do consequente, no domı́nio do tempo discreto, de forma que a base de regras

do modelo nebuloso TS da planta térmica é dada por:

R1: SE Temperatura é F 1, ENTÃO:

G1
p (z) =

0.0513z + 0.0504

z2 − 0.5815z − 0.4177
z−136 (4.8)

R2: SE Temperatura é F 2, ENTÃO:

G2
p (z) =

0.1344z − 0.1334

z2 − 0.5921z − 0.4072
z−136 (4.9)
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Figura 4.4: Funções de pertinência obtidas pelo algoritmo de agrupamento nebuloso FCM a

partir dos dados experimentais de entrada e sáıda do processo térmico.

O modelo nebuloso obtido acompanhou o comportamento da planta térmica, conforme

observado na Figura 4.5, porém um ajuste de ganho DC se fez necessário. Este ajuste nos

submodelos foi realizado através de um AG, com as seguintes caracteŕısticas: 300 gerações,

população inicial aleatória de 100 cromossomos, onde cada cromossomo compreende dois
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genes (relacionados aos ganhos dos submodelos), a taxa de seleção de 50% e a taxa de

mutação de 12%. O operador de cruzamento utilizado é o mesmo descrito na equação (3.66);

o operador de mutação seleciona aleatoriamente um gene de um cromossomo da população

de descendentes, obtida a cada geração, e modifica o valor por outro, dentro da faixa de

valores posśıveis para os ganhos dos submodelos. A função de custo utilizada é dada a partir

do erro relativo médio (MRE, do inglês, Mean Relative Error) como segue:

MRE =
1

n

n∑

k=1

(yreal(k)− ymodelo(k))
2

ymodelo(k)
(4.10)

onde yreal e ymodelo correpondem aos dados da planta térmica e do modelo a ser otimizado

pelo AG, respectivamente.

Os valores dos ganhos DC obtidos foram g1 = 0.0055 e g2 = 0.72, para os submodelos

G1
p e G2

p, respectivamente. A estrutura otimizada do modelo nebuloso TS da planta térmica

é dada por:

R1: SE Temperatura é F 1, ENTÃO:

G1
p (z) = 0.0055

0.0513z + 0.0504

z2 − 0.5815z − 0.4177
z−136

R2: SE Temperatura é F 2, ENTÃO:

G2
p (z) = 0.72

0.1344z − 0.1334

z2 − 0.5921z − 0.4072
z−136 (4.11)

onde:

F1(Temperatura, a, b)|(a=70;b=150.2) =



1, T emperatura ≤ a

1− 2
(
Temperatura−a

b−a

)2
, a ≤ Temperatura ≤ a+b

2

2
(
Temperatura−a

b−a

)2
, a+b

2
≤ Temperatura ≤ b

0, T emperatura ≥ b

(4.12)

e F2 = 1− F1.
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Ainda na Figura 4.5, observa-se o sinal de entrada e as sáıdas para o modelo nebuloso, o

sistema térmico e o modelo nebuloso otimizado através do AG, obtidos na etapa de validação

do modelo nebuloso.

Observa-se que o AG implementado conseguiu encontrar ganhos DC adequados a cada

submodelo, de forma que o modelo nebuloso representa satisfatoriamente o comportamento

dinâmico da planta térmica. Ainda, observa-se o comportamento não linear do sistema

identificado através da equação (4.12).

4.3 Projeto do Controlador PID Digital Nebuloso Ro-

busto

Uma vez que o modelo nebuloso foi identificado, implementou-se um algoritmo genético

para encontrar os parâmetros do controlador PID digital nebuloso, a partir das especificações

das margens de ganho e fase, de acordo com os critérios estabelecidos no caṕıtulo 3, na seção

3.3, a partir dos dois teoremas propostos nesta dissertação.

O algoritmo genético multiobjetivo utilizado possui os seguintes parâmetros: 300 gerações,

população inicial aleatória de 100 cromossomos, onde cada cromossomo compreende seis

genes, a taxa de seleção de 50% e a taxa de mutação de 12%. O desempenho da estratégia

genética multiobjetiva, em relação aos custos do melhor indiv́ıduo em cada geração, bem

como a média dos custos da população em cada geração, podem ser observados na Figura 4.6

(a) e (b), respectivamente. O AG possibilita convergência para valores de custos mińımos e

a população em cada geração é diversificada, aumentando o campo de busca e, consequente-

mente, encontrando valores de custos menores. Nas Figuras 4.8 e 4.9 podem ser observados

os valores dos parâmetros α, β e γ, obtidos a cada geração e associados ao melhor indiv́ıduo,

para os submodelos G1
p (z) e G

2
p (z), a partir da estratégia CPD, respectivamente. Na Figura

4.7, são observadas as posśıveis soluções apresentadas pelo AG, para as margens de ganho

e fase, onde C1 = δ1|Pmc − Pme| e C2 = δ2|Amc − Ame|, a solução destacada em vermelho

corresponde ao valor ótimo encontrado.
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(b), para cada geração, respectivamente. Observa-se que a melhor solução é obtida na 300a
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Figura 4.8: Valores para os parâmetros do controlador PID (α em (a), β em (b), γ em (c))

correspondente ao submodelo G1
p (z), obtidos pelo AG, em cada geração. Na última geração,

os valores correspondentes a melhor solução foram: α=10.24, β=-10.47 e γ=0.2353.
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Com a estratégia genética multiobjetiva utilizada, especificando as margens de ganho

de 2.5 e de fase de 60◦ para o sistema de controle nebuloso, os parâmetros do controlador

PID digital nebuloso, bem como as margens de ganho e fase obtidas, podem ser observados

na Tabela. 4.1.

Tabela 4.1: Parâmetros do Controlador PID e as Margens de Ganho e Fase obtidas para os

submodelos.

Submodelo (Ame,Pme) (Amc,Pmc) Parâmetros do PID (α,β,γ)

G1
p (2.5, 60◦) (2.9643, 63.8115◦) (10.24, -10.47, 0.2353)

G2
p (2.5, 60◦) (2.5936, 64.1991◦) (2.297, -2.368, 0.07442)

R1: SE Temperatura é F 1, ENTÃO:

G1
c (z) =

10.24z2 − 10.47z + 0.2353

z2 − z

R2: SE Temperatura é F 2, ENTÃO:

G2
c (z) =

2.297z2 − 2.368z + 0.07442

z2 − z
(4.13)

Pode-se comprovar a eficiência da metodologia desenvolvida para o projeto do contro-

lador PID baseado em modelo, uma vez que os valores alcançados para as margens de ganho e

fase, através da estratégia genética multiobjetiva desenvolvida, ficaram próximos aos valores

especificados. A base de regras do controlador PID digital nebuloso robusto, pode ser ob-

servada na equação (4.13). Os Diagramas de Bode dos submodelos G1
pG

1
cz

−τ/T e G2
pG

2
cz

−τ/T

podem ser observadas nas Figuras 4.10 e 4.11, respectivamente.

Foi realizada uma análise de estabilidade do sistema de controle nebuloso em malha

fechada, através do Critério de Jury. A partir da equação caracteŕıstica (3.9) (a qual foi

apresentada no caṕıtulo 3, na seção 3.1, na subseção 3.1.2), tem-se a equação (4.14), repre-

sentando as equações caracteŕısticas dos submodelos do sistema nebuloso. A solução da

aplicação do Critério de Jury em (4.14), pode ser vista nas Tabelas C.1 e C.2, no anexo (C).
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Observa-se que os primeiros valores das linhas ı́mpares são positivos, garantindo a estabilidade

do sistema de controle em malha fechada para cada submodelo nebuloso identificado, além

disso foram observadas as condições descritas em (3.18) e (3.19), conforme apresentadas

também no caṕıtulo 3.

Equação caracteŕıstica de G1
pG

1
cz

−τ/T :

z140 − 1.5815z139 + 0.1638z138 + 0.4177z137 + 0.0029z3 − 1.1611× 10−4z2 − 0.002836z+

+6.5225× 10−5

Equação caracteŕıstica de G2
pG

2
cz

−τ/T :

z140 − 1.592z139 + 0.1849z138 + 0.4072z137 + 0.2223z3 − 0.4497z2 + 0.2345z − 0.007144

(4.14)
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Figura 4.10: Diagrama de Bode de G1
pG

1
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Figura 4.11: Diagrama de Bode de G2
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2
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de cruzamento de fase, ωp = 185rad/s, e a margem de fase é 64.2◦, na frequência de cruza-

mento de ganho, ωg = 0.0972rad/s.

Um controlador clássico Ziegler-Nichols foi projetado, a fim de ter a ação de controle

comparada ao controlador PID digital nebuloso robusto proposto nesta dissertação. O con-

trolador clássico foi projetado a partir do atraso puro de tempo, τ , e o coeficiente angular,

R, associados à curva de resposta ao degrau do sistema. As equações para sintonia do con-

trolador PID clássico Ziegler-Nichols são dadas por (Jacquot 1995):

KP =
0.9

Rτ
(4.15)

KI =
0.6

Rτ2
(4.16)

KD =
0.6

R
(4.17)

O controlador PID projetado através do Método Ziegler-Nichols, apresenta os seguintes
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valores de ganhos KP = 2.8518,KI = 0.6167 e KD = 3.2967, e estrutura, de acordo com a

equação (3.3), apresentada no caṕıtulo 3, dada por:

196.7806z2 − 390.6936z + 193.9235

z2 − z
(4.18)

Na Figura 4.12 pode ser observada a comparação dos desempenhos das respostas tempo-

rais do controlador PID digital nebuloso robusto, projetado através da metodologia proposta,

e o PID clássico Ziegler-Nichols. A temperatura inicial de referência utilizada foi de 100oC. A

mudança de referência para 150oC foi realizada em 7.0833 minutos. Uma variação no ganho

foi aplicada ao processo térmico em 3.5333 minutos. A resposta do sistema térmico com o

controle clássico apresentou sobressinal de até 35%, enquanto que o controlador nebuloso

apresentou, 5%. Quanto ao tempo de acomodação, o controlador clássico apresentou um

tempo de 1 minuto, enquanto que o controlador nebuloso apresentou 0, 5minutos.

Na Figura 4.13, podem ser vistas as ações de controle obtidas pelos controladores PID

digital nebuloso robusto e Ziegler-Nichols. A partir das respostas das ações de controle,

observa-se que o controlador PID digital nebuloso robusto, apresenta amplitudes menores

em relação ao controlador clássico. Este desempenho, mesmo diante de perturbações, deve-

se à natureza da metodologia proposta, baseada em especificações de margens de ganho e

fase, a qual garante a estabilidade do sistema.

Um vez que as margens de ganho e fase instantâneas obtidas pelo controlador PID

digital nebuloso robusto permanecem próximos aos valores especificados, conforme observado

na Figura 4.14, a estratégia genética multiobjetiva desenvolvida mostrou-se eficiente, uma

vez que as margens de ganho e fase especificadas foram alcançadas e mantidas no controle da

planta térmica, assim como os teoremas propostos foram comprovados experimentalmente.
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0 5 10 15
0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

200

Tempo (minutos)

V
ol

ta
ge

m
 (

R
M

S
)

 

 

Ziegler−Nichols
PID digital nebuloso robusto

Figura 4.13: Comparação das ações de controle: PID digital nebuloso robusto e PID clássico

de Ziegler-Nichols.

86



0 5 10 15
2

2.5

3

Tempo (minutos)

M
ar

ge
m

 d
e 

G
an

ho

 

 

0 5 10 15
59

60

61

62

63

Tempo (minutos)

M
ar

ge
m

 d
e 

F
as

e 
(°

)

Margem Instantânea
Margem Especificada

Figura 4.14: Margens de ganho e fase instantâneas definidas pela ação do controlador PID
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Caṕıtulo 5

Conclusões

Tendo em vista que projetar um sistema de controle para plantas sujeitas a incertezas

e variações paramétricas não é uma tarefa trivial, muitas metodologias de controle tem sido

propostas e intensivamente discutidas. Diante disto, a área de controle robusto tem crescido

significativamente, e, no sentido de desenvolver estratégias flex́ıveis e eficientes com a finali-

dade de tratar aplicações complexas do mundo real, tem-se utilizado técnicas de Inteligência

Computacional, uma vez que, estas mostram-se eficientes para lidar com caracteŕısticas es-

truturais e dinâmicas de um sistema dinâmico. Dentre as técnicas utilizadas em IC, tem-se os

sistemas nebulosos e os algoritmos evolutivos, cujo uso, separadas ou agregadas, possibilita

inúmeras aplicações eficientes em diversas áreas.

Na formulação do projeto de controle devem ser analisados itens relativos ao compor-

tamento da planta. Devido a isto, é importante incluir no modelo da planta as incertezas

e parâmetros que influenciam em seu comportamento dinâmico. O modelo que representa

a planta a ser controlada, deve ser simples do ponto de vista de implementação, ao mesmo

tempo que deve satisfazer seus critérios de desempenho, de forma que o controlador projetado

com base em tal modelo possa garantir, eficientemente, robustez e estabilidade.

Nesta dissertação, foi proposta uma metodologia para controle nebuloso no domı́nio

do tempo discreto. Foram apresentados conceitos importantes em relação a modelagem de
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sistemas dinâmicos, tais como as definições, caracteŕısticas e representações das incertezas

e a influência das mesmas em uma planta. Foi observado ainda, o efeito do atraso puro de

tempo em sistemas discretos, no domı́nio da frequência. Conceitos relacionados a metodologia

nebulosa de Takagi-Sugeno, método de agrupamento nebuloso, margens de ganho e fase e

a estratégia CPD, foram vistos, tendo em vista que, a partir de dados experimentais, via

algoritmo de agrupamento, foi utilizada uma metodologia de controle baseada em modelo

nebuloso com estrutura TS.

A partir de dados experimentais, o algoritmo de agrupamento nebuloso Fuzzy C-Means

(FCM) estimou o número de regras e as funções de pertinência relacionadas ao antecedente

do modelo nebuloso, e através do algoritmo de mı́nimos quadrados foram estimados os

parâmetros de cada submodelo linear do consequente do modelo nebuloso, utilizado para

representar uma planta térmica. Uma estratégia genética multiobjetiva, a partir de especi-

ficações de margens de ganho e fase, foi utilizada para encontrar os parâmetros de cada

subcontrolador do tipo PID, referente a cada submodelo identificado.

Dois teoremas foram propostos a fim de demonstrar a robustez do projeto do contro-

lador nebuloso: o primeiro teorema enuncia as condições necessárias e suficientes para que

cada subcontrolador PID digital garanta a estabilidade de seu respectivo submodelo, através

da análise da equação caracteŕıstica por Critério de Jury; o segundo teorema prova que o

controlador PID digital nebuloso robusto garante as especificações das margens de ganho e

fase ao sistema de controle nebuloso em malha-fechada, a partir da análise do comportamento

do sistema de controle nebuloso, utilizando as equações de margens de ganho e fase, quando

uma única regra é ativada ou mais de uma regra é ativada.

A proposta apresentada, aplicada a planta térmica, demonstrou robustez e estabili-

dade, uma vez que o controlador garantiu, durante o processo, valores próximos às margens

de ganho e fase especificadas no projeto do controlador, através da estratégia genética mul-

tiobjetiva utilizada. Além disso, comparado a um controlador clássico (Ziegler - Nichols)

mostrou-se eficiente no que diz respeito ao rastreamanto da trajetória de referência, mesmo di-

ante de dinâmicas que interferiram no comportamento da planta, tais como não-linearidades,

incertezas e atraso puro de tempo, comprovando a eficiência da metodologia proposta, bem
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como a prova experimental dos teoremas propostos.

Diante da metodologia de controle proposta nesta dissertação, a partir dos resultados

experimentais obtidos, as seguintes contribuições são consideradas:

• Uma abordagem em termos de função de transferência, fundamentada na estrutura do

modelo nebuloso de Takagi-Sugeno, utilizando a estratégia de compensação paralela e

distribúıda, para projeto de controle PID digital nebuloso robusto;

• Análise das condições de estabilidade e robustez para o projeto do controlador nebuloso,

baseado nas especificações de margens de ganho e fase;

• Utilização de uma abordagem genética multiobjetiva para o projeto do controlador, a

partir das especificações de margens de ganho e fase, para a obtenção dos ganhos dos

sub-controladores PID, na base de regras do controlador PID digital nebuloso robusto,

baseado em modelo nebuloso.

5.1 Propostas Futuras

A Proposta de Controle Nebuloso Baseado em Critério de Estabilidade Robusta no

Domı́nio do Tempo Discreto via Algoritmo Genético Multiobjetivo, mostrada nesta dis-

sertação, tendo em vista os resultados apresentados, abre espaço para a realização de traba-

lhos futuros, conforme segue:

• Adequação da metodologia apresentada para aplicação em estratégias de Controle

Adaptativo;

• Análise e implementação de outros algoritmos evolutivos no projeto de controlador PID

digital nebuloso robusto;

• Inserção de compensadores para melhoria na precisão dos resultados das margens de

ganho e fase;
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• Extensão da metodologia de controle proposta para sistemas dinâmicos multivariáveis.
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AGUIRRE, L. A. Introdução à identificação de sistemas: técnicas lineares e não-lineares

aplicadas a sistemas reais. [S.l.]: UFMG, 2007.

ALMEIDA, J. L. A. Dispositivos Semicondutores - Tiristores. [S.l.]: Érica, 2003.
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2010.

FERREIRA, C. C. T.; SERRA, G. L. O. Fuzzy frequency response estimation from ex-

perimental data: Definition and application in mechanical structures of aircraft and

aerospace vehicles. In: . [S.l.]: 9th IEEE International Conference on Control and Au-

tomation (ICCA), 2011. p. 1225–1230.

FRANKLIN, G. F.; POWELL, J. D.; WORKMAN, M. L. Digital Control of Dynamic Sys-

tems. [S.l.]: Addison-Wesley, 1997.

GKOUTIOUDI, K.; KARATZA, H. D. A simulation study of multi-criteria scheduling in

grid based on genetic algorithms. In: . [S.l.]: IEEE 10th International Symposium on

Parallel and Distributed Processing with Applications (ISPA), 2012. p. 317–324.

GOLDBERG, D. E. Genetic Algorithms in Search, Optimization and Machine Learning.

Boston: Addison-Wesley Longman, 1989.

GRIGORIE, T. L. Fuzzy Controllers, Theory and Applications. [S.l.]: Rijeka:InTech, 2011.

94



HARCHAOUI, N. E. et al. Back to results improved fuzzy clustering approach: Application

to medical image mri. In: . [S.l.]: International Conference on Complex Systems (ICCS),

2012. p. 1–6.

HAUPT, R. L.; HAUPT, S. E. Practical Genetic Algorithms. [S.l.]: Wiley Interscience, 2004.

HE, G.; JI, J. Robust stability for a class of uncertain discrete singular systems with time-

delay. In: . [S.l.]: Chinese Control and Decision Conference (CCDC), 2011. p. 3121–3126.

IANNOU, P. A.; SUN, J. Robust Adaptive Control. [S.l.]: Prentice Hall, 1996.
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Apêndice A

Considerações sobre os Sistemas

Nebulosos

Este apêndice traz alguns considerações em relação a teoria dos conjuntos nebulosos,

os quais foram utilizados no desenvolvimento desta dissertação.

A.1 Conjuntos Nebulosos

Um conjunto nebuloso A, definido em um universo de discurso U , pode ser representado

por um conjunto de pares ordenados de um elemento genérico x e os valores de pertinência,

da seguinte forma:

A = {(x, µA (x)) |x ∈ U} (A.1)

onde:

µA (x) =





1 se x ∈ A

0 se x ∈ A
(A.2)
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Se o domı́nio do conjunto nebuloso A é cont́ınuo, a representação matemática é dada

por:

A =

∫

U

µA (x) /x (A.3)

Caso seja discreto, tem-se a seguinte representação:

A =
∑

U

µA (xi) /xi (A.4)

Em lógica nebulosa um número genérico x, pode pertencer parcialmente a um conjunto,

onde o grau de pertinência encontra-se definido a partir de µA, quando o mesmo assume va-

lores entre 0 e 1. Na teoria de sistemas nebulosos, o termo crisp, geralmente é utilizado

em algumas expressões (um conjunto crisp, um número crisp), representando quantidades

não-nebulosas. As Figuras A.1 e A.2, representando os conjuntos crisp e nebuloso, repecti-

vamente.

A.2 Definições Básicas

A.2.1 Conjunto Suporte

O conjunto suporte corresponde à região, do universo de discurso U , sobre a qual a

função de pertinência de A não é nula. Apresenta a seguinte notação:

supp (A) = {x ∈ U/µA > 0} (A.5)
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Figura A.1: Representação de um Conjunto Crisp.

A.2.2 Conjunto Singleton

Um conjunto singleton corresponde a um conjunto nebuloso, cujo suporte é um único

ponto em U , com grau de pertinência igual a 1, ou seja, µ (x) = 1.

A.2.3 Centro

O centro de um conjunto nebuloso é definido pelo valor médio de todos os pontos, nos

quais a função de pertinência possui valor máximo.

A.2.4 Ponto de Crossover

O Ponto de crossover é definido para a função de pertinência, como os elementos no

universo de discurso U , nos quais os valores de pertinência do conjunto nebuloso A são iguais

a 0.5.
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Figura A.2: Representação de um Conjunto Nebuloso.

A.2.5 Altura

A altura de um conjunto nebuloso A é o valor máximo da função de pertinência. Um

conjunto nebuloso é denominado normal quando a altura é igual a 1.

A.2.6 Núcleo

O núcleo de um conjunto nebuloso A corresponde ao conjunto de todos os pontos x ∈ X,

para os quais µA (x) = 1.

NA = {x ∈ U/µA (x) = 1} (A.6)
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A.2.7 Conjunto de Corte α

O conjunto de corte α (ou α - corte ou corte no ńıvel α) é definido como o conjunto Aα,

cujos valores de pertinência em A são maiores ou iguais a α.O conjunto de corte α é dado

pela equação (A.7) e a Figura A.3, mostra o comportamento deste conjunto.

Aα = {x ∈ U/µA (x) ≥ α} (A.7)

Universo de Discurso

m A

a

Figura A.3: Representação do Conjunto de Corte α.

A.2.8 Conjunto Nebuloso Convexo

Um conjunto nebuloso definido em ℜn é dito ser convexo, se cada um dos seus α - corte

for um conjunto convexo. Um conjunto nebuloso A é convexo, se para qualquer valor de λ

compreendido entre [0, 1], tem-se:

µA [λx1 + (1− λ) x2] ≥ min [µA (x1) , µA (x2)] (A.8)
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A.2.9 Igualdade

Dois conjuntos nebulosos A e B são iguais, se e somente se:

µA (x) = µB (x) , ∀ x ∈ U (A.9)

A.2.10 Contingência

Pode-se afirmar que A está contido em B, representado por A ⊂ B, se e somente se:

µA (x) ≤ µB (x) , ∀ x ∈ U (A.10)

A.3 Operações em Conjuntos Nebulosos

A.3.1 Complemento

O complemento de um conjunto nebuloso A é dado também por um conjunto nebuloso,

definido no universo de discurso U , cuja função de pertinência é dada pela equação A.11. Na

Figura A.4, a linha assinalada em vermelho, representa o complemento do conjunto nebuloso,

em relação ao conjunto nebuloso assinalado em preto.

µA
′ (x) = 1− µA (x) , ∀ x ∈ U (A.11)
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Figura A.4: Complemento de um Conjunto Nebuloso em relação a outro.

A.3.2 União

A união de dois conjuntos nebulosos A e B é um conjunto nebuloso, definido em U ,

expresso por A ∪ B, cuja função depertinência é dada pela equação A.12. Na Figura A.5, a

linha assinalada em vermelho, representa a região de união entre dois conjuntos nebulosos.

µA∪B (x) = max [µA (x) , µB (x)] ∀ x ∈ U (A.12)

A.3.3 Interseção

A interseção entre dois conjuntos nebulosos A e B é um conjunto nebuloso, definido

em U , expresso por A ∩B, cuja função de pertinência é dada pela equação A.13. Na Figura

A.6, a linha assinalada em vermelho, representa a região de interseção entre dois conjuntos

nebulosos.
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Figura A.5: União entre dois Conjuntos Nebulosos.

µA∩B (x) = min [µA (x) , µB (x)] ∀ x ∈ U (A.13)

A.3.4 Norma-C (Complemento Nebuloso)

Considerando c : [0, 1] −→ [0, 1], o mapeamento que transforma a função de pertinência

de um conjunto nebuloso A, em uma função de pertinência do complemento de A, descrito

por:

c [µA (x)] = µA
′ (x) (A.14)

Para qualquer operação que qualifique a função c como um complemento, a mesma

deve satisfazer, no mı́nimo, os seguintes requisitos:
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Figura A.6: Interseção entre dois Conjuntos Nebulosos.

Axioma c1: Condição de contorno

c (0) = 1 e c (1) = 0 (A.15)

Axioma c2: Condição decrescente

∀a, b ∈ [0, 1] , se a < b, então c (a) ≥ c (b) (A.16)

onde a = µA (x) e b = µB (x).

Como exemplos de Norma-C tem-se:

Classe Sugeno:

cλ (a) =
1− a

1 + λa
(A.17)
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onde λ ∈ (−1,∞).

Classe Yager:

cw (a) = (1− aw)1/w (A.18)

onde λ ∈ (0,∞).

A Figura A.7, mostra o comportamento da Norma-C de uma Função de pertinência

original, utilizando a Classe Yager, para três diferentes valores de w.
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Figura A.7: Norma-C utilizando a Classe Yager.

A.3.5 Norma-S (União Nebulosa)

Considerando s : [0, 1] × [0, 1] −→ [0, 1], o mapeamento que transforma as funções de

pertinência dos conjuntos nebulosos A e B, em uma função de pertinência da união de A e

B, descrito por:
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s [µA (x) , µB (x)] = µA∪B (x) (A.19)

Para qualquer operação que qualifique a função s como uma união, a mesma deve sa-

tisfazer, no mı́nimo, os seguintes requisitos:

Axioma s1: Condição de contorno

s (1, 1) = 1, s (0, a) = s (a, 0) = a (A.20)

Axioma s2: Condição comutativa

s (a, b) = s (b, a) (A.21)

Axioma s3: Condição crescente

se a ≤ a
′

e b ≤ b
′

, então s (a, b) ≤ s
(
a

′

, b
′
)

(A.22)

Axioma s4: Condição associativa

s (s (a, b) , c) = s (a, s (b, c)) (A.23)

Como exemplos de Norma-S tem-se:
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Classe Dombi:

sλ (a, b) =
1

1 +
[(

1
a
− 1
)−λ

+
(
1
b
− 1
)−λ
]−1/λ

(A.24)

onde λ ∈ (0,∞).

Classe Dubois-Prade:

sα (a, b) =
a+ b− ab−min (a, b, 1− α)

max (1− a, 1− b, α)
(A.25)

onde α ∈ [0, 1].

Classe Yager:

sw (a, b) = min
[
1, (aw + bw)1/w

]
(A.26)

onde w ∈ (0,∞).

Soma Drástica:

sds (a, b) =



a b = 0

b a = 0

1, de outro modo

(A.27)

Soma Einsten:

ses (a, b) =
a+ b

1 + ab
(A.28)
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Soma Algébrica:

sas (a, b) = a+ b− ab (A.29)

Máximo:

s (a, b) = max(a, b) (A.30)

A Figura A.8, mostra o comportamento da Norma-S, utilizando a Classe Dombi, para

três diferentes valores de λ.
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Figura A.8: Norma-S utilizando a Classe Dombi.

A.3.6 Norma-T (Interseção Nebulosa)

Considerando t : [0, 1] × [0, 1] −→ [0, 1], o mapeamento que transforma as funções de

pertinência dos conjuntos nebulosos A e B, em uma função de pertinência da interseção de

A e B, descrito por:
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t [µA (x) , µB (x)] = µA∩B (x) (A.31)

Para qualquer operação que qualifique a função t como uma interseção, a mesma deve

satisfazer, no mı́nimo, os seguintes requisitos:

Axioma t1: Condição de contorno

t (0, 0) = 0; t (a, 1) = t (1, a) = a (A.32)

Axioma t2: Comutatividade

t (a, b) = t (b, a) (A.33)

Axioma t3: Condição crescente

se a ≤ a
′

e b ≤ b
′

, então t (a, b) ≤ t
(
a

′

, b
′
)

(A.34)

Axioma t4: Associatividade

t (t (a, b) , c) = t (a, t (b, c)) (A.35)

Como exemplos de Norma-T tem-se:
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Classe Dombi:

tλ (a, b) =
1

1 +
[(

1
a
− 1
)λ

+
(
1
b
− 1
)λ]1/λ (A.36)

onde λ ∈ (0,∞).

Classe Dubois-Prade:

tα (a, b) =
ab

max (a, b, α)
(A.37)

onde α ∈ [0, 1].

Classe Yager:

tw (a, b) = 1−min
[
1, ((1− a)w + (1− b)w)

1/w
]

(A.38)

onde w ∈ (0,∞).

Produto Drástico:

sdp (a, b) =



a b = 1

b a = 1

0, de outro modo

(A.39)

Produto Einsten:

tep (a, b) =
ab

2− (a+ b− ab)
(A.40)
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Produto Algébrico:

tap (a, b) = ab (A.41)

Mı́nimo:

t (a, b) = min(a, b) (A.42)

A Figura A.9, mostra o comportamento da Norma-T, utilizando a Classe Dombi, para

três diferentes valores de λ.
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Figura A.9: Norma-T utilizando a Classe Dombi.
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A.4 Relações, Projeções e Extensões Ciĺındricas em

Conjuntos Nebulosos

A Relação Nebulosa Q corresponde a um conjunto nebuloso definido a partir do

produto cartesiano de conjuntos crisp U1, U2, . . . , Un, dada por:

Q = {((u1, u2, . . . , un) , µQ (u1, u2, . . . , un)) | (u1, u2, . . . , un) ∈ U1 × U2 × . . .× Un} (A.43)

onde µQ : U1 × U2 × . . .× Un −→ [0, 1].

Seja Q uma relação nebulosa definida em U1 × . . . × Un e {i1, . . . , ik}, uma sub-

sequência de {1, 2, . . . , n}, então a projeção de Q em {Ui1 × . . .× Uik} é uma relação QP

em {Ui1 × . . .× Uik} definida pela seguinte função de pertinência:

µQP
(ui1, . . . , uik) = maxuj1∈Uj1,... ,uj(n−k)∈Uj(n−k)

µQ (u1, . . . , un) (A.44)

onde
{
uj1, . . . , uj(n−k)

}
corresponde ao complemento de {ui1, . . . , uik} em relação a {u1, . . . , un}.

Sendo QP uma relação nebulosa definida em Ui1 × . . . × Uik e {i1, . . . , ik}, uma sub-

sequência de {1, 2, . . . , n}, então a extensão ciĺındrica de QP em {U1 × . . .× Un} é uma

relação QPE em {U1 × . . .× Un} definida por:

µQPE
(u1, . . . , un) = µQP

(ui1, . . . , uik) (A.45)

Exemplo: Considere um conjunto nebuloso A = {(x, y) ∈ ℜ2|(x− 1)2 + (y − 1)2 ≤ 1}, que
corresponde à relação em U × V = ℜ2. Nas Figuras A.10 e A.11, observa-se a projeção e a

extensão ciĺındrica da relação nebulosa considerada.
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Figura A.10: Projeção da Relação Nebulosa.

Figura A.11: Extensão Ciĺındrica da Relação Nebulosa.
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Apêndice B

Considerações sobre o Algoritmo

Genético

B.1 O Algoritmo Genético e a Otimização

A otimização, enquanto método de busca, consiste em obter variações partindo de um

conceito inicial e, através das informações adquiridas, encontrar uma solução que introduza

melhorias em determinado processo.

A otimização busca encontrar a “melhor solução”. Esta terminologia implica que existe

mais de uma solução e as mesmas não possuem valores iguais, por consequência, a definição de

“melhor” é relativo ao problema, ao método de solução e a tolerância permitida na aplicação.

A busca pela melhor solução, nem sempre é uma tarefa trivial e, muitas vezes, requer um

grande número de avaliações da função de custo a fim de encontrar o valor ótimo.

Exemplo: Deseja-se minimizar a função definida por:

f(x, y) = xsen(4x) + 1.1ysen(2y) (B.1)

sujeito a 0 ≤ x ≤ 10 e 0 ≤ y ≤ 10.
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Figura B.1: Gráfico Tridimensional de f(x,y).

As Figuras B.1 e B.2, mostram os gráficos tridimensional e de contorno de f(x, y),

respectivamente. Estes gráficos auxiliam na análise dos pontos de mı́nimo da função e as

regiões onde estão localizados.

Nesta análise, verifica-se um grande número de soluções, porém em um espaço finito de

busca, com um número de combinações de valores diferentes para as variáveis, dado por:

V =
Nvar∏

i=1

Qi (B.2)

onde V é o número das diferentes combinações entre as variáveis; Nvar é o número total de

variáveis; Qi é o número de valores que a variável i pode assumir.

B.1.1 Otimização Anaĺıtica

Nos métodos anaĺıticos clássicos, para encontrar o ponto extremo (mı́nimo ou máximo)

de uma função, com uma única variável, deve-se igualar a zero a derivada a primeira da

122



x

y

Regiões de Contorno

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Figura B.2: Gráfico de Contorno de f(x,y).

função de custo e, então, calcular o valor da variável. Caso a derivada a segunda seja maior

que zero, o extremo é um ponto de mı́nimo; se for menor que zero, é ponto de máximo.

Já para uma função com mais de uma variável, para o cálculo do ponto extremo, deve-se

igualar o gradiente da função a zero, ∇f(x, y) = 0. Como exemplo, utiliza-se a função B.1,

considerada anteriormente, a qual possui o gradiente dado por:

∂f

∂x
= sen(4xm) + 4xcos(4xm) = 0, 0 ≤ x ≤ 10 (B.3)

e

∂f

∂y
= 1.1sen(2ym) + 2.2ymcos(2ym) = 0, 0 ≤ y ≤ 10 (B.4)

Estas equações são resolvidas através das ráızes, xm e ym, que correspondem a uma

famı́lia de linhas. O extremo ocorre na intersecção destas linhas, porém estas equações nem
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sempre aparecem separadamente, o que torna ainda mais dif́ıcil o cálculo destas ráızes. O

Laplaciano da função é dado por:

∂2f

∂x2
= 8cos(4x)− 16xsen(4x) = 0, 0 ≤ x ≤ 10 (B.5)

e

∂2f

∂y2
= 4.4cos(2y)− 4.4ysen(2y) = 0, 0 ≤ x ≤ 10 (B.6)

onde as ráızes representam pontos de mı́nimo quando ∇2f(xm, ym) > 0. Porém, este processo

não deixa claro se o mı́nimo encontrado é o mı́nimo global, o qual é o objetivo em um processo

de Otimização.

No século XVIII, Lagrange introduziu uma técnica, que incorpora as restrições de igual-

dade dentro da função de custo, denominada Multiplicadores de Lagrange. Para demonstrar

esta técnica, considera-se novamente a equação B.1, com restrição de x + y = 0. Com a

restrição aplicada à equação B.1 (função de custo), tem-se:

fλ = xsen(4x) + 1.1ysen(2y) +K(x+ y) = 0 (B.7)

Aplicando o gradiente na equação B.7, resulta em:

∂f

∂x
= sen(4xm) + 4xmcos(4xm) +K = 0 (B.8)

∂f

∂y
= 1.1sen(2ym) + 2.2ymcos(2ym) +K = 0 (B.9)

∂f

∂K
= xm + ym = 0 (B.10)
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Subtraindo (B.9) de (B.8) e utilizando-se a equação (B.10), tem-se:

4xmcos(4xm) + sen(4xm) + 1.1sen(2xm) + 2.2xmcos(2xm) = 0 (B.11)

onde (xm,−xm) representam os mı́nimos da equação (B.11). A solução apresenta-se nova-

mente como uma famı́lia de linhas que atravessam o domı́nio. Uma das desvantagens da

utilização de abordagens como essa, que envolvem análises anaĺıticas, é que o ponto extremo

(ponto de mı́nimo ou ponto de máximo) encontrado pode não representar uma solução viável

na resolução de alguns problemas práticos que utilizem este procedimento. Embora muitas

vezes impraticável, as abordagens numéricas baseiam-se em cálculos de derivadas da função

de custo e os algoritmos de busca utilizados, geralmente, começam em algum ponto aleatório

do espaço de busca, calcula-se o gradiente, e então segue em uma única direção, induzindo

ao erro de encontrar um mı́nimo local, por exemplo, em vez de um mı́nimo global, além de

ter o funcionamento comprometido quando envolvem variáveis discretas.

O Algoritmos Evolucionário (AE) surge como uma alternativa diante dessas limitações

que os métodos anaĺıticos de otimização apresentam. Através de um método de busca es-

tat́ıstico, baseado nas teorias biológicas evolucionistas, permite que uma população possa

evoluir sob regras de seleção especificadas, para um estado que miniminize a função de custo.

Em um AE, os pontos no espaço de busca representam indiv́ıduos que interagem entre si, um

conjunto de posśıveis soluções da função de custo (população) é manipulado a cada iteração

(geração).

Um AG é um tipo de abordagem utilizada em AE, desenvolvida conforme a teoria

evolucionista do neo-Darwinismo, a qual descreve que os quatro procedimentos essenciais

na evolução biológica das espécies, são: competição, reprodução, mutação e seleção. E são

justamente esses procedimentos que são utilizados na manipulação dos indiv́ıduos de cada

população, a cada geração, em um AG. Além de não requerer propriedades de convexidade e

diferenciabilidade, os AGs, fornecem uma lista de possiveis soluções (não uma única solução)

e podem convergir com variáveis cont́ınuas e discretas.

125



B.2 Processo de Implementação de um Algoritmo Genético

Tanto o algoritmo binário quanto o cont́ınuo utilizam a modelagem genética de recom-

binação e seleção natural. No ińıcio de um algoritmo genético, alguns parâmetros devem ser

informados pelo usuário, tais como: número de indiv́ıduos da população inicial (cromosso-

mos), número de genes, função de custo, número de gerações, taxa de cruzamento, taxa de

mutação e parâmetro de convergência.

Um AG inicia definindo o número de cromossomos, com seu respectivo número de genes,

representado como segue:

cromossomo = [g1, g2, . . . , gn] (B.12)

onde g representa cada gene associado ao cromossomo, e n é um número inteiro.

Cada cromossomo tem um custo associado à função de custo f , definida por:

Custo = f(cromossomo) = f(g1, g2, . . . , gn) (B.13)

A população inicial é definida através de indiv́ıduos gerados aleatoriamente, com soluções

fact́ıveis dentro do espaço de busca considerado. Logo na primeira iteração (geração), os cus-

tos associados a cada indiv́ıduo são obtidos através da função de custo do AG. Os indiv́ıduos

que possuem as melhores soluções são selecionados para permanecer e interagir com os demais

indiv́ıduos (através dos procedimentos de cruzamento e mutação). Dentre estes indiv́ıduos

que foram selecionados, uma parcela é utilizada para cruzamento. O número de indiv́ıduos

selecionados para cruzamento é definido pela seguinte função:

Ic = TcN (B.14)

onde Tc é a taxa de seleção para cruzamento e N corresponde ao número de indiv́ıduos que

permanecem na população.
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A partir dáı é realizado o processo de cruzamento com os indiv́ıduos selecionados para

este fim. Dentre os descendentes provenientes do cruzamento, são selecionados alguns in-

div́ıduos para sofrer a mutação. O número de indiv́ıduos selecionados para mutação é definido

como segue:

IM = TM ∗ descendentes (B.15)

onde TM é a taxa de seleção de indiv́ıduos para o processo de mutação.

Após as mutações, os custos associados aos descendentes e os indiv́ıduos que sofreram

mutações são calculados. O processo descrito é iterativo, descrevendo cada geração, como

uma iteração. A cada nova geração, nova população de descendentes é avaliada, sendo tal

resultante de operações de cruzamento e mutação da geração anterior. A convergência está

relacionada ao número de gerações que evoluem, a qual é definida a partir de que a solução

aceitável seja encontrada ou determinado número de iterações seja alcançado.

B.2.1 Parâmetros de um AG

Alguns parâmetros, descritos anteriormente, que compõem um AG, merecem atenção

no processo de implementação, pois influenciam diretamente no desempenho do algoritmo,

são eles:

•Tamanho da população: determina o número de cromossomos na população, o que

afeta diretamente o desempenho e a eficiência de um AG. Com uma população pequena,

o desempenho do AG pode não ser satisfatório, pois a população limitada diminui o

espaço de busca do problema. Uma grande população geralmente abrange um espaço

maior de busca, além de prevenir convergências prematuras para soluções locais ao

invés de globais, no entanto, um maior número de cromossomos requer maior recurso

computacional ou um peŕıodo de tempo maior de processamento;
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•Taxa de Cruzamento: determina a porcentagem de indiv́ıduos a serem selecionados

para o processo de cruzamento. Quando o valor desta taxa é muito alto, a maior

parte da população pode ser substitúıda, o que pode acarretar na perda de pontenciais

indiv́ıduos com valor ótimo, porém o valor baixo desta taxa, pode aumentar o tempo

de convergência do algoritmo;

•Taxa de Mutação: trata-se da probabilidade de ocorrer o processo de mutação. A

mutação é utilizada para inserir novo material genético à população, ou seja, fornecer

novas informações aos cromossomos, além de prevenir que a população se sature com

cromossomos semelhantes (Convergência Prematura). Um baixa taxa de mutação

previne que um valor permaneça como melhor solução durante várias gerações, além

disso evita que se chegue em qualquer ponto do espaço de busca. Porém, quando esta

taxa tem um valor alto a busca se torna excessivamente aleatória, o que pode acarretar

na perda de soluções ótimas. Caso não houvesse as mutações, depois de um tempo

todos os cromossomos e os custos associados aos indiv́ıduos seriam os mesmos.

B.2.2 Operadores Genéticos

São os operadores genéticos que proporcionam a evolução de um AG nas sucessivas

gerações, fazendo com que o mecanismos de busca alcance um resultado satisfatório. Um

algoritmo genético padrão evolui, mediante o uso de três operadores básicos:

Seleção: este operador permite que os melhores indiv́ıduos permaneçam, ou seja, é-lhes dada

a preferência no processo de cruzamento. A caracterização deste ind́ıviduo, enquanto solução

ótima, é dado através da função de custo. É importante ressaltar que este operador não cria

nenhuma nova solução, apenas enfatiza as melhores soluções que constituem uma população.

Dentre os operadores de seleção, podemos citar os seguintes:

•Seleção Proporcional : utiliza uma distribuição de probabilidade de tal forma que a

seleção de um dado indiv́ıduo para reprodução é proporcional à função de custo do

128



indiv́ıduo. Assim, dada a função de custo de cada indiv́ıduo em uma dada geração,

a representação do somatório dos custos totais da população de uma dada geração é

dada por:

FT =

Nind∑

s=1

fs (x) (B.16)

onde Nind é o número total de indiv́ıduos da população considerada e fs é a função de

custo relacionada a cada indiv́ıduo desta população. Assim, a propabilidade de seleção,

ps é atribúıda para cada indiv́ıduo através da seguinte equação:

ps (x) =
fs (x)

FT

(B.17)

A probabilidade acumulada para cada indiv́ıduo é obtida através da soma das funções

de custo dos membros da população com classificação inferior à sua:

cs =
s∑

V=1

pV , s = 1, 2, . . . , Nind (B.18)

ou seja, um número R uniformemente distribúıdo em [0, 1] é obtido Nind vezes e a cada

tempo o s-ésimo valor de p é selecionado tal que cs−1 < r ≤< cs. Caso r < c1, o

primeiro indiv́ıduo é selecionado. Este procedimento pode ser visualizado por meio de

uma roleta com Nind partes, onde cada parte tem tamanho proporcional ao custo do

indiv́ıduo.

Uma variante da seleção proporcional é através do ranking, ou seja, o enfileiramento ou

organização dos indiv́ıduos em ordem crescente, em relação aos custos que apresentam,

a cada geração. Os métodos de ranking requerem somente o valor da função de custo,

para mapear as soluções em um conjunto parcialmente ordenado. Um exemplo desta

forma de seleção é a seleção por ranking geométrico normalizado, dado por:

p (xs) = q′ (1− q)Ra−1 (B.19)
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q
′

=
q

1− (1− q)Nind
, s = 1, 2, . . . , Nind (B.20)

onde q é a probabilidade de selecionar o melhor indiv́ıduo e Ra (s) é a posição que o

indiv́ıduo ocupa no enfileiramento, ou seja, Ra (s) = 1 é a melhor posição.

•Seleção elitista com truncamento: consiste na seleção, dos melhores indiv́ıduos da po-

pulação através de um coeficiente de truncamento, cujo valor encontra-se no intervalo

entre [0, 1] . Este coeficiente determina os melhores indiv́ıduos, através do valor de

custo que apresentam, que serão mantidos na próxima geração, e dentre estes serão

selecionados os indiv́ıduos que passarão pela operação de cruzamento.

•Seleção por torneio: nesta seleção um grupo de indiv́ıduos é escolhido aleatoriamente.

O grupo de indiv́ıduos ocupa parte de um torneio, onde o indiv́ıduo vencedor é determi-

nado mediante a função de custo que apresenta. O melhor indiv́ıduo pode ser escolhido

deterministicamente ou através de processos estocásticos. Somente o vencedor da cada

grupo deve ser inserido na população da próxima geração. O número de indiv́ıduos de

cada grupo a participarem do torneio, bem como o número de vezes que o procedimento

será realizado, devem ser definidos pelo usuário no ińıcio do AG.

Cruzamento: O operador de cruzamento é o operador do AG que efetua a troca de partes

dos cromossomos entre os indiv́ıduos. O/os ponto/pontos de cruzamento são escolhidos

aleatoriamente. A parte de dois cromossomos ancestrais, à direita do ponto de cruzamento são

trocadas, para a formação de dois cromossomos descendentes. A frequência do cruzamento

entre os indiv́ıduos de uma dada geração é determinada a partir da taxa de cruzamento

indicada pelo usuário do AG. O operador de cruzamento com um ou mais pontos de corte

são representados na Figura B.3.

O cruzamento uniforme é um outro tipo de operador muito utilizado, onde seleciona-

se genes de um cromossomo para a troca de material genético, a quantidade de genes a

serem trocados é determinada pelo usuário através de porcentagem. A Figura B.4 mostra a

realização de um operador de cruzamento uniforme entre dois indiv́ıduos, onde há a troca de

dois genes no cromossomo.
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110100011 110101100

000101100 000100011

1 Ponto de Corte

Cromossomo-pai

Cromossomo-mãe

Descendente 1

Descendente 2

110100011 100101100

000101100 010100011

2 Pontos de Corte

Cromossomo-pai

Cromossomo-mãe

Descendente 1

Descendente 2

Figura B.3: Operadores de Cruzamento com Pontos de Corte.

110100110 100100110

000100110 010100110

Cromossomo-pai

Cromossomo-mãe

Descendente 1

Descendente 2

Figura B.4: Operador de Cruzamento Uniforme.
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45 64 22 30 5
Indivíduo

Indivíduo após mutação

45 64 40 30 5

Operador de mutação

Figura B.5: Operador de Mutação.

O operador de cruzamento também pode ser realizado através de uma soma ponderada

entre dois indiv́ıduos selecionados, um operador de cruzamento simples com fator de pon-

deração é dado como segue:

descendente1 = η ∗ cromossomo1 + (1− η) ∗ cromossomo2

descendente2 = η ∗ cromossomo2 + (1− η) ∗ cromossomo1
(B.21)

onde o (cromossomo1) e o (cromossomo2), representam os indiv́ıduos selecionados e utiliza-

dos no operador de cruzamento, descendente1 e descendente2 correspondem aos indiv́ıduos

obtidos a partir da operação de cruzamento realizada entre os dois cromossomos selecionados

e η é o fator de ponderação, cujo valor aleatório está compreendido entre 0 e 1.

Mutação: este operador permite a introdução de material genético à população, evitando

convergência prematura do algoritmo a ótimos locais, porém não pode ser muito alto, pois

pode provocar a perda de boas soluções dentro da população considerada. A definição do

grau de mutação em um AG é definido através da taxa de mutação. A posição, bem como

o número de genes a ser modificado em um cromossomo é definida pelo usuário de um AG.

Na Figura B.5 pode ser observado um operador de mutação em um cromossomo, onde dois

genes sofrem a mudança de material genético.

132



Em alguns AGs o gene selecionado par mutação é definido através de uma poderação

definida pela seguinte equação:

g
′

n = gn + σNn (0, 1) (B.22)

onde gn é a variável selecionada para a mutação, σ corresponde ao desvio padrão da dis-

tribuição normal eNn (0, 1) é a distribuição padrão normal, com média igual a zero e variância

igual a 1.
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Apêndice C

Tabelas dos resultados da análise do

Critério de Jury

Neste apêndice, comprova-se o Teorema 1 proposto nesta dissertação, no caṕıtulo 3,

na seção 3.3, para a equação (4.14). Desde que, os primeiros valores das linhas ı́mpares da

equação caracteŕıstica dos submodelos são positivos e com as restrições, também descritas

no caṕıtulo 3, na seção 3.3, através das equações (3.18) e (3.19), garante-se a estabilidade do

sistema de controle em malha fechada segundo o Critério de Jury.

Tabela C.1: Análise de Estabilidade por Critério de Jury para G1
pG

1
cz

−τ/T

Linha z140 z139 z138 · · · · · · z1 z0

1 1 −1.5815 0.1638 · · · · · · −0.002836 6.5225× 10−5

2 6.5225× 10−5 −0.002836 −1.1611× 10−4 · · · · · · −1.5815 1

3 1 −1.5815 · · · · · · −0.0001 −0.0027

4 −0.0027 −0.0001 · · · · · · −1.5815 1

5 1 −1.5815 · · · 0.0033 −0.0044

6 −0.0044 0.0033 · · · −1.5815s 1

7 1 −1.5815 · · · 0.0019 −0.0037

8 −0.0037 0.0019 · · · −1.5815 1
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9 1 −1.5815 · · · 0.0025 −0.0040

10 −0.0040 0.0025 · · · −1.5815 1

11 0.9999 −1.5815 · · · 0.0022 −0.0039

12 −0.0039 0.0022 · · · −1.5815 0.9999

13 0.9999 −1.5815 · · · 0.0023 −0.0039

14 −0.0039 0.0023 · · · −1.5815 0.9999

15 0.9999 −1.5815 · · · 0.0023 −0.0039

16 −0.0039 0.0023 · · · 0.0023 −0.0039

17 0.9999 −1.5814 · · · 0.0023 −0.0039

18 −0.0039 0.0023 · · · −1.5814 0.9999

19 0.9999 −1.5814 · · · 0.0023 −0.0039

20 −0.0039 0.0023 · · · −1.5814 0.9999

21 0.9999 −1.5814 · · · 0.0023 −0.0039

22 −0.0039 0.0023 · · · −1.5814 0.9999

23 0.9999 −1.5814 · · · 0.0022 −0.0038

24 −0.0038 0.0022 · · · −1.5814 0.9999

25 0.9998 −1.5814 · · · 0.0022 −0.0038

26 −0.0038 0.0022 · · · −1.5814 0.9999

27 0.9998 −1.5814 · · · 0.0022 −0.0038

28 −0.0038 0.0022 · · · −1.5814 0.9998

29 0.9998 −1.5814 · · · 0.0022 −0.0038

30 −0.0038 0.0022 · · · −1.5814 0.9998

31 0.9998 −1.5814 · · · 0.0022 −0.0038

32 −0.0038 0.0022 · · · −1.5814 0.9998

33 0.9998 −1.5814 · · · 0.0022 −0.0038

34 −0.0038 0.0022 · · · −1.5814 0.9998

35 0.9998 −1.5814 · · · 0.0022 −0.0038
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36 −0.0038 0.0022 · · · −1.5814 0.9998

37 0.9998 −1.5814 · · · 0.0022 −0.0038

38 −0.0038 0.0022 · · · −1.5814 0.9998

39 0.9997 −1.5813 · · · 0.0022 −0.0038

40 −0.0038 0.0022 · · · −1.5813 0.9997

41 0.9997 −1.5813 · · · 0.0022 −0.0037

42 −0.0037 0.0022 · · · −1.5813 0.9997

43 0.9997 −1.5813 · · · 0.0022 −0.0037

44 −0.0037 0.0022 · · · −1.5813 0.9997

45 0.9997 −1.5813 · · · 0.0022 −0.0037

46 −0.0037 0.0022 · · · −1.5813 0.9997

47 0.9997 −1.5813 · · · 0.0022 −0.0037

48 −0.0037 0.0022 · · · −1.5813 0.9997

49 0.9997 −1.5813 · · · 0.0022 −0.0037

50 −0.0037 0.0022 · · · −1.5813 0.9997

51 0.9997 −1.5813 · · · 0.0022 −0.0037

52 −0.0037 0.0022 · · · −1.5813 0.9997

53 0.9996 −1.5813 · · · 0.0022 −0.0037

54 −0.0037 0.0022 · · · −1.5813 0.9996

55 0.9996 −1.5813 · · · 0.0021 −0.0037

56 −0.0037 0.0021 · · · −1.5813 0.9996

57 0.9996 −1.5813 · · · 0.0021 −0.0037

58 −0.0037 0.0021 · · · −1.5813 0.9996

59 0.9996 −1.5813 · · · 0.0021 −0.0037

60 −0.0037 0.0021 · · · −1.5813 0.9996

61 0.9996 −1.5813 · · · 0.0021 −0.0036

62 −0.0036 0.0021 · · · −1.5813 0.9996
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63 0.9996 −1.5813 · · · 0.0021 −0.0036

64 −0.0036 0.0021 · · · −1.5813 0.9996

65 0.9996 −1.5812 · · · 0.0021 −0.0036

66 −0.0036 0.0021 · · · −1.5812 0.9996

67 0.9995 −1.5812 · · · 0.0021 −0.0036

68 −0.0036 0.0021 · · · −1.5812 0.9995

69 0.9995 −1.5812 · · · 0.0021 −0.0036

70 −0.0036 0.0021 · · · −1.5812 0.9995

71 0.9995 −1.5812 · · · 0.0021 −0.0036

72 −0.0036 0.0021 · · · −1.5812 0.9995

73 0.9995 −1.5812 · · · 0.0021 −0.0036

74 −0.0036 0.0021 · · · −1.5812 0.9995

75 0.9995 −1.5812 · · · 0.0021 −0.0036

76 −0.0036 0.0021 · · · −1.5812 0.9995

77 0.9995 −1.5812 · · · 0.0021 −0.0036

78 −0.0036 0.0021 · · · −1.5812 0.9995

79 0.9995 −1.5812 · · · 0.0021 −0.0036

80 −0.0036 0.0021 · · · −1.5812 0.9995

81 0.9995 −1.5812 · · · 0.0021 −0.0035

82 −0.0035 0.0021 · · · −1.5812 0.9995

83 0.9994 −1.5812 · · · 0.0021 −0.0035

84 −0.0035 0.0021 · · · −1.5812 0.9994

85 0.9994 −1.5812 · · · 0.0021 −0.0035

86 −0.0035 0.0021 · · · −1.5812 0.9994

87 0.9994 −1.5812 · · · 0.0021 −0.0035

88 −0.0035 0.0021 · · · −1.5812 0.9994

89 0.9994 −1.5812 · · · 0.0021 −0.0035
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90 −0.0035 0.0021 · · · −1.5812 0.9994

91 0.9994 −1.5811 · · · 0.0020 −0.0035

92 −0.0035 0.0020 · · · −1.5811 0.9994

93 0.9994 −1.5811 · · · 0.0020 −0.0035

94 −0.0035 0.0020 · · · −1.5811 0.9994

95 0.9994 −1.5811 · · · 0.0020 −0.0035

96 −0.0035 0.0020 · · · −1.5811 0.9994

97 0.9994 −1.5811 · · · 0.0020 −0.0035

98 −0.0035 0.0020 · · · −1.5811 0.9994

99 0.9993 −1.5811 · · · 0.0020 −0.0035

100 −0.0035 0.0020 · · · −1.5811 0.9993

101 0.9993 −1.5811 · · · 0.0020 −0.0035

102 −0.0035 0.0020 · · · −1.5811 0.9993

103 0.9993 −1.5811 · · · 0.0020 −0.0034

104 −0.0034 0.0020 · · · −1.5811 0.9993

105 0.9993 −1.5811 · · · 0.0020 −0.0034

106 −0.0034 0.0020 · · · −1.5811 0.9993

107 0.9993 −1.5811 · · · 0.0020 −0.0034

108 −0.0034 0.0020 · · · −1.5811 0.9993

109 0.9993 −1.5811 · · · 0.0020 −0.0034

110 −0.0034 0.0020 · · · −1.5811 0.9993

111 0.9993 −1.5811 · · · 0.0020 −0.0034

112 −0.0034 0.0020 · · · −1.5811 0.9993

113 0.9993 −1.5811 · · · 0.0020 −0.0034

114 −0.0034 0.0020 · · · −1.5811 0.9993

115 0.9993 −1.5811 · · · 0.0020 −0.0034

116 −0.0034 0.0020 · · · −1.5811 0.9993
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117 0.9992 −1.5811 · · · 0.0020 −0.0034

118 −0.0034 0.0020 · · · −1.5811 0.9992

119 0.9992 −1.5811 · · · 0.0020 −0.0034

120 −0.0034 0.0020 · · · −1.5811 0.9992

121 0.9992 −1.5810 · · · 0.0020 −0.0034

122 −0.0034 0.0020 · · · −1.5810 0.9992

123 0.9992 −1.5810 · · · 0.0020 −0.0034

124 −0.0034 0.0020 · · · −1.5810 0.9992

125 0.9992 −1.5810 · · · 0.0020 −0.0033

126 −0.0033 0.0020 · · · −1.5810 0.9992

127 0.9992 −1.5810 · · · 0.0020 −0.0033

128 −0.0033 0.0020 · · · −1.5810 0.9992

129 0.9992 −1.5810 · · · 0.0019 −0.0033

130 −0.0033 0.0019 · · · −1.5810 0.9992

131 0.9992 −1.5810 · · · 0.0019 −0.0033

132 −0.0033 0.0019 · · · −1.5810 0.9992

133 0.9992 −1.5810 · · · 0.0019 −0.0033

134 −0.0033 0.0019 · · · −1.5810 0.9992

135 0.9991 −1.5810 · · · 0.0019 −0.0033

136 −0.0033 0.0019 · · · −1.5810 0.9991

137 0.9991 −1.5810 · · · 0.0019 −0.0033

138 −0.0033 0.0019 · · · −1.5810 0.9991

139 0.9991 −1.5810 · · · 0.0019 −0.0033

140 −0.0033 0.0019 · · · −1.5810 0.9991

141 0.9991 −1.5810 · · · 0.0019 −0.0033

142 −0.0033 0.0019 · · · −1.5810 0.9991

143 0.9991 −1.5810 · · · 0.0019 −0.0033
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144 −0.0033 0.0019 · · · −1.5810 0.9991

145 0.9991 −1.5810 · · · 0.0019 −0.0033

146 −0.0033 0.0019 · · · −1.5810 0.9991

147 0.9991 −1.5810 · · · 0.0019 −0.0033

148 −0.0033 0.0019 · · · −1.5810 0.9991

149 0.9991 −1.5810 · · · 0.0019 −0.0032

150 −0.0032 0.0019 · · · −1.5810 0.9991

151 0.9991 −1.5809 · · · 0.0019 −0.0032

152 −0.0032 0.0019 · · · −1.5809 0.9991

153 0.9990 −1.5809 · · · 0.0019 −0.0032

154 −0.0032 0.0019 · · · −1.5809 0.9990

155 0.9990 −1.5809 · · · 0.0019 −0.0032

156 −0.0032 0.0019 · · · −1.5809 0.9990

157 0.9990 −1.5809 · · · 0.0019 −0.0032

158 −0.0032 0.0019 · · · −1.5809 0.9990

159 0.9990 −1.5809 · · · 0.0019 −0.0032

160 −0.0032 0.0019 · · · −1.5809 0.9990

161 0.9990 −1.5809 · · · 0.0019 −0.0032

162 −0.0032 0.0019 · · · −1.5809 0.9990

163 0.9990 −1.5809 · · · 0.0019 −0.0032

164 −0.0032 0.0019 · · · −1.5809 0.9990

165 0.9990 −1.5809 · · · 0.0019 −0.0032

166 −0.0032 0.0019 · · · −1.5809 0.9990

167 0.9990 −1.5809 · · · 0.0019 −0.0032

168 −0.0032 0.0019 · · · −1.5809 0.9990

169 0.9990 −1.5809 · · · 0.0019 −0.0032

170 −0.0032 0.0019 · · · −1.5809 0.9990
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171 0.9990 −1.5809 · · · 0.0018 −0.0032

172 −0.0032 0.0018 · · · −1.5809 0.9990

173 0.9989 −1.5809 · · · 0.0018 −0.0031

174 −0.0031 0.0018 · · · −1.5809 0.9989

175 0.9989 −1.5809 · · · 0.0018 −0.0031

176 −0.0031 0.0018 · · · −1.5809 0.9989

177 0.9989 −1.5809 · · · 0.0018 −0.0031

178 −0.0031 0.0018 · · · −1.5809 0.9989

179 0.9989 −1.5809 · · · 0.0018 −0.0031

180 −0.0031 0.0018 · · · −1.5809 0.9989

181 0.9989 −1.5809 · · · 0.0018 −0.0031

182 −0.0031 0.0018 · · · −1.5809 0.9989

183 0.9989 −1.5809 · · · 0.0018 −0.0031

184 −0.0031 0.0018 · · · −1.5809 0.9989

185 0.9989 −1.5808 · · · 0.0018 −0.0031

186 −0.0031 0.0018 · · · −1.5808 0.9989

187 0.9989 −1.5808 · · · 0.0018 −0.0031

188 −0.0031 0.0018 · · · −1.5808 0.9989

189 0.9989 −1.5808 · · · 0.0018 −0.0031

190 −0.0031 0.0018 · · · −1.5808 0.9989

191 0.9989 −1.5808 · · · 0.0018 −0.0031

192 −0.0031 0.0018 · · · −1.5808 0.9989

193 0.9988 −1.5808 · · · 0.0018 −0.0031

194 −0.0031 0.0018 · · · −1.5808 0.9988

195 0.9988 −1.5808 · · · 0.0018 −0.0031

196 −0.0031 0.0018 · · · −1.5808 0.9988

197 0.9988 −1.5808 · · · 0.0018 −0.0030
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198 −0.0030 0.0018 · · · −1.5808 0.9988

199 0.9988 −1.5808 · · · 0.0018 −0.0030

200 −0.0030 0.0018 · · · −1.5808 0.9988

201 0.9988 −1.5808 · · · 0.0018 −0.0030

202 −0.0030 0.0018 · · · −1.5808 0.9988

203 0.9988 −1.5808 · · · 0.0018 −0.0030

204 −0.0030 0.0018 · · · −1.5808 0.9988

205 0.9988 −1.5808 · · · 0.0018 −0.0030

206 −0.0030 0.0018 · · · −1.5808 0.9988

207 0.9988 −1.5808 · · · 0.0018 −0.0030

208 −0.0030 0.0018 · · · −1.5808 0.9988

209 0.9988 −1.5808 · · · 0.0018 −0.0030

210 −0.0030 0.0018 · · · −1.5808 0.9988

211 0.9988 −1.5808 · · · 0.0018 −0.0030

212 −0.0030 0.0018 · · · −1.5808 0.9988

213 0.9988 −1.5808 · · · 0.0017 −0.0030

214 −0.0030 0.0017 · · · −1.5808 0.9988

215 0.9987 −1.5808 · · · 0.0017 −0.0030

216 −0.0030 0.0017 · · · −1.5808 0.9987

217 0.9987 −1.5808 · · · 0.0017 −0.0030

218 −0.0030 0.0017 · · · −1.5808 0.9987

219 0.9987 −1.5808 · · · 0.0017 −0.0030

220 −0.0030 0.0017 · · · −1.5808 0.9987

221 0.9987 −1.5808 · · · 0.0017 −0.0030

222 −0.0030 0.0017 · · · −1.5808 0.9987

223 0.9987 −1.5807 · · · 0.0017 −0.0029

224 −0.0029 0.0017 · · · −1.5807 0.9987
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225 0.9987 −1.5807 · · · 0.0017 −0.0029

226 −0.0029 0.0017 · · · −1.5807 0.9987

227 0.9987 −1.5807 · · · 0.0017 −0.0029

228 −0.0029 0.0017 · · · −1.5807 0.9987

229 0.9987 −1.5807 · · · 0.0017 −0.0029

230 −0.0029 0.0017 · · · −1.5807 0.9987

231 0.9987 −1.5807 · · · 0.0017 −0.0029

232 −0.0029 0.0017 · · · −1.5807 0.9987

233 0.9987 −1.5807 · · · 0.0017 −0.0029

234 −0.0029 0.0017 · · · −1.5807 0.9987

235 0.9987 −1.5807 · · · 0.0017 −0.0029

236 −0.0029 0.0017 · · · −1.5807 0.9987

237 0.9986 −1.5807 · · · 0.0017 −0.0029

238 −0.0029 0.0017 · · · −1.5807 0.9986

239 0.9986 −1.5807 · · · 0.0017 −0.0029

240 −0.0029 0.0017 · · · −1.5807 0.9986

241 0.9986 −1.5807 · · · 0.0017 −0.0029

242 −0.0029 0.0017 · · · −1.5807 0.9986

243 0.9986 −1.5807 · · · 0.0017 −0.0029

244 −0.0029 0.0017 · · · −1.5807 0.9986

245 0.9986 −1.5807 · · · 0.0017 −0.0029

246 −0.0029 0.0017 · · · −1.5807 0.9986

247 0.9986 −1.5807 · · · 0.0017 −0.0029

248 −0.0029 0.0017 · · · −1.5807 0.9986

249 0.9986 −1.5807 · · · 0.0017 −0.0028

250 −0.0028 0.0017 · · · −1.5807 0.9986

251 0.9986 −1.5807 · · · 0.0017 −0.0028
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252 −0.0028 0.0017 · · · −1.5807 0.9986

253 0.9986 −1.5807 · · · 0.0017 −0.0028

254 −0.0028 0.0017 · · · −1.5807 0.9986

255 0.9986 −1.5807 · · · 0.0017 −0.0028

256 −0.0028 0.0017 · · · −1.5807 0.9986

257 0.9986 −1.5807 · · · 0.0016 −0.0028

258 −0.0028 0.0016 · · · −1.5807 0.9986

259 0.9986 −1.5807 · · · 0.0016 −0.0028

260 −0.0028 0.0016 · · · −1.5807 0.9986

261 0.9986 −1.5807 · · · 0.0016 −0.0028

262 −0.0028 0.0016 · · · −1.5807 0.9986

263 0.9985 −1.5806 · · · 0.0016 −0.0028

264 −0.0028 0.0016 · · · −1.5806 0.9985

265 0.9985 −1.5806 · · · 0.0016 −0.0028

266 −0.0028 0.0016 · · · −1.5806 0.9985

267 0.9985 −1.5806 · · · 0.0016 −0.0028

268 −0.0028 0.0016 · · · −1.5806 0.9985

269 0.9985 −1.5806 · · · 0.0016 −0.0028

270 −0.0028 0.0016 · · · −1.5806 0.9985

271 0.9985 −1.5806 · · · 0.0016 −0.0028

272 −0.0028 0.0016 · · · −1.5806 0.9985

273 0.9985 −1.5806 0.1656 0.4193 −0.0028

274 −0.0028 0.4193 0.1656 −1.5806 0.9985

275 0.9985 −1.5795 0.1660 0.4150

276 0.4150 0.1660 −1.5795 0.9985

277 0.8261 −1.6485 0.8224

278 0.8224 −1.6485 0.8261

279 0.0072 −0.0072
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Tabela C.2: Análise de Estabilidade por Critério de Jury para G2
pG

2
cz

−τ/T

Linha z140 z139 z138 · · · · · · z1 z0

1 1 −1.5920 0.1849 · · · · · · 0.2345 −0.0071

2 −0.0071 0.2345 −0.4497 · · · · · · −1.5920 1

3 0.9999 −1.59031 · · · · · · −0.4484 0.2231

4 0.2231 −0.4484 · · · · · · −1.59031 0.9999

5 0.9502 −1.4903 · · · 0.1847 −0.0935

6 −0.0935 0.1847 · · · −1.4903 0.9502

7 0.9410 −1.4721 · · · −0.0783 0.0380

8 0.0380 −0.0783 · · · −1.4721 0.9410

9 0.9394 −1.4689 · · · 0.0353 −0.0188

10 −0.0188 0.0353 · · · −1.4689 0.9394

11 0.9390 −1.4682 · · · −0.0141 0.0058

12 0.0058 −0.0141 · · · −1.4682 0.9390

13 0.9390 −1.4681 · · · 0.0075 −0.0050

14 −0.0050 0.0075 · · · −1.4681 0.9390

15 0.9390 −1.4681 · · · −0.0019 −0.0003

16 −0.0003 −0.0019 · · · −1.4681 0.9390

17 0.9390 −1.4681 · · · 0.0022 −0.0024

18 −0.0024 0.0022 · · · −1.4681 0.9390

19 0.9390 −1.4681 · · · 0.0004 −0.0016

20 −0.0016 0.0004 · · · −1.4681 0.9390

21 0.9390 −1.4681 · · · 0.0012 −0.0020

22 −0.0020 0.0012 · · · −1.4681 0.9390

23 0.9390 −1.4681 · · · 0.0009 −0.0018

24 −0.0018 0.0009 · · · −1.4681 0.9390
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25 0.9390 −1.4681 · · · 0.0011 −0.0020

26 −0.0020 0.0011 · · · −1.4681 0.9390

27 0.9390 −1.4681 · · · 0.0011 −0.0020

28 −0.0020 0.0011 · · · −1.4681 0.9390

29 0.9390 −1.4681 · · · 0.0011 −0.0020

30 −0.0020 0.0011 · · · −1.4681 0.9390

31 0.9390 −1.4681 · · · 0.0011 −0.0020

32 −0.0020 0.0011 · · · −1.4681 0.9390

33 0.9389 −1.4681 · · · 0.0011 −0.0021

34 −0.0021 0.0011 · · · −1.4681 0.9389

35 0.9389 −1.4681 · · · 0.0012 −0.0021

36 −0.0021 0.0012 · · · −1.4681 0.9389

37 0.9389 −1.4681 · · · 0.0012 −0.0022

38 −0.0022 0.0012 · · · −1.4681 0.9389

39 0.9389 −1.4681 · · · 0.0012 −0.0022

40 −0.0022 0.0012 · · · −1.4681 0.9389

41 0.9389 −1.4681 · · · 0.0012 −0.0022

42 −0.0022 0.0012 · · · −1.4681 0.9389

43 0.9389 −1.4681 · · · 0.0012 −0.0023

44 −0.0023 0.0012 · · · −1.4681 0.9389

45 0.9389 −1.4681 · · · 0.0013 −0.0023

46 −0.0023 0.0013 · · · −1.4681 0.9389

47 0.9389 −1.4681 · · · 0.0013 −0.0023

48 −0.0023 0.0013 · · · −1.4681 0.9389

49 0.9389 −1.4681 · · · 0.0013 −0.0024

50 −0.0024 0.0013 · · · −1.4681 0.9389

51 0.9389 −1.4681 · · · 0.0013 −0.0024
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52 −0.0024 0.0013 · · · −1.4681 0.9389

53 0.9389 −1.4681 · · · 0.0013 −0.0024

54 −0.0024 0.0013 · · · −1.4681 0.9389

55 0.9389 −1.4681 · · · 0.0014 −0.0025

56 −0.0025 0.0014 · · · −1.4681 0.9389

57 0.9389 −1.4680 · · · 0.0014 −0.0025

58 −0.0025 0.0014 · · · −1.4680 0.9389

59 0.9389 −1.4680 · · · 0.0014 −0.0025

60 −0.0025 0.0014 · · · −1.4680 0.9389

61 0.9389 −1.4680 · · · 0.0014 −0.0026

62 −0.0026 0.0014 · · · −1.4680 0.9389

63 0.9389 −1.4680 · · · 0.0014 −0.0026

64 −0.0026 0.0014 · · · −1.4680 0.9389

65 0.9389 −1.4680 · · · 0.0015 −0.0027

66 −0.0027 0.0015 · · · −1.4680 0.9389

67 0.9388 −1.4680 · · · 0.0015 −0.0027

68 −0.0027 0.0015 · · · −1.4680 0.9388

69 0.9388 −1.4680 · · · 0.0015 −0.0027

70 −0.0027 0.0015 · · · −1.4680 0.9388

71 0.9388 −1.4680 · · · 0.0015 −0.0028

72 −0.0028 0.0015 · · · −1.4680 0.9388

73 0.9388 −1.4680 · · · 0.0015 −0.0028

74 −0.0028 0.0015 · · · −1.4680 0.9388

75 0.9388 −1.4680 · · · 0.0016 −0.0028

76 −0.0028 0.0016 · · · −1.4680 0.9388

77 0.9388 −1.4680 · · · 0.0016 −0.0029

78 −0.0029 0.0016 · · · −1.4680 0.9388
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79 0.9388 −1.4680 · · · 0.0016 −0.0029

80 −0.0029 0.0016 · · · −1.4680 0.9388

81 0.9388 −1.4680 · · · 0.0016 −0.0029

82 −0.0029 0.0016 · · · −1.4680 0.9388

83 0.9388 −1.4680 · · · 0.0016 −0.0029

84 −0.0029 0.0016 · · · −1.4680 0.9388

85 0.9388 −1.4680 · · · 0.0016 −0.0030

86 −0.0030 0.0016 · · · −1.4680 0.9388

87 0.9388 −1.4680 · · · 0.0017 −0.0030

88 −0.0030 0.0017 · · · −1.4680 0.9388

89 0.9388 −1.4680 · · · 0.0017 −0.0030

90 −0.0030 0.0017 · · · −1.4680 0.9388

91 0.9387 −1.4680 · · · 0.0017 −0.0031

92 −0.0031 0.0017 · · · −1.4680 0.9387

93 0.9387 −1.4680 · · · 0.0017 −0.0031

94 −0.0031 0.0017 · · · −1.4680 0.9387

95 0.9387 −1.4680 · · · 0.0017 −0.0031

96 −0.0031 0.0017 · · · −1.4680 0.9387

97 0.9387 −1.4680 · · · 0.0018 −0.0032

98 −0.0032 0.0018 · · · −1.4680 0.9387

99 0.9387 −1.4679 · · · 0.0018 −0.0032

100 −0.0032 0.0018 · · · −1.4679 0.9387

101 0.9387 −1.4679 · · · 0.0018 −0.0032

102 −0.0032 0.0018 · · · −1.4679 0.9387

103 0.9387 −1.4679 · · · 0.0018 −0.0033

104 −0.0033 0.0018 · · · −1.4679 0.9387

105 0.9387 −1.4679 · · · 0.0018 −0.0033
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106 −0.0033 0.0018 · · · −1.4679 0.9387

107 0.9387 −1.4679 · · · 0.0018 −0.0033

108 −0.0033 0.0018 · · · −1.4679 0.9387

109 0.9386 −1.4679 · · · 0.0019 −0.0033

110 −0.0033 0.0019 · · · −1.4679 0.9386

111 0.9386 −1.4679 · · · 0.0019 −0.0034

112 −0.0034 0.0019 · · · −1.4679 0.9386

113 0.9386 −1.4679 · · · 0.0019 −0.0034

114 −0.0034 0.0019 · · · −1.4679 0.9386

115 0.9386 −1.4679 · · · 0.0019 −0.0034

116 −0.0034 0.0019 · · · −1.4679 0.9386

117 0.9386 −1.4679 · · · 0.0019 −0.0035

118 −0.0035 0.0019 · · · −1.4679 0.9386

119 0.9386 −1.4679 · · · 0.0019 −0.0035

120 −0.0035 0.0019 · · · −1.4679 0.9386

121 0.9386 −1.4679 · · · 0.0020 −0.0035

122 −0.0035 0.0020 · · · −1.4679 0.9386

123 0.9386 −1.4679 · · · 0.0020 −0.0035

124 −0.0035 0.0020 · · · −1.4679 0.9386

125 0.9385 −1.4679 · · · 0.0020 −0.0036

126 −0.0036 0.0020 · · · −1.4679 0.9385

127 0.9385 −1.4679 · · · 0.0020 −0.0036

128 −0.0036 0.0020 · · · −1.4679 0.9385

129 0.9385 −1.4678 · · · 0.0020 −0.0036

130 −0.0036 0.0020 · · · −1.4678 0.9385

131 0.9385 −1.4678 · · · 0.0020 −0.0037

132 −0.0037 0.0020 · · · −1.4678 0.9385
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133 0.9385 −1.4678 · · · 0.0021 −0.0037

134 −0.0037 0.0021 · · · −1.4678 0.9385

135 0.9385 −1.4678 · · · 0.0021 −0.0037

136 −0.0037 0.0021 · · · −1.4678 0.9385

137 0.9385 −1.4678 · · · 0.0021 −0.0037

138 −0.0037 0.0021 · · · −1.4678 0.9385

139 0.9384 −1.4678 · · · 0.0021 −0.0038

140 −0.0038 0.0021 · · · −1.4678 0.9384

141 0.9384 −1.4678 · · · 0.0021 −0.0038

142 −0.0038 0.0021 · · · −1.4678 0.9384

143 0.9384 −1.4678 · · · 0.0021 −0.0038

144 −0.0038 0.0021 · · · −1.4678 0.9384

145 0.9384 −1.4678 · · · 0.0021 −0.0038

146 −0.0038 0.0021 · · · −1.4678 0.9384

147 0.9384 −1.4678 · · · 0.0022 −0.0039

148 −0.0039 0.0022 · · · −1.4678 0.9384

149 0.9384 −1.4678 · · · 0.0022 −0.0039

150 −0.0039 0.0022 · · · −1.4678 0.9384

151 0.9383 −1.4678 · · · 0.0022 −0.0039

152 −0.0039 0.0022 · · · −1.4678 0.9383

153 0.9383 −1.4677 · · · 0.0022 −0.0039

154 −0.0039 0.0022 · · · −1.4677 0.9383

155 0.9383 −1.4677 · · · 0.0022 −0.0040

156 −0.0040 0.0022 · · · −1.4677 0.9383

157 0.9383 −1.4677 · · · 0.0022 −0.0040

158 −0.0040 0.0022 · · · −1.4677 0.9383

159 0.9383 −1.4677 · · · 0.0022 −0.0040
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160 −0.0040 0.0022 · · · −1.4677 0.9383

161 0.9383 −1.4677 · · · 0.0023 −0.0040

162 −0.0040 0.0023 · · · −1.4677 0.9383

163 0.9382 −1.4677 · · · 0.0023 −0.0041

164 −0.0041 0.0023 · · · −1.4677 0.9382

165 0.9382 −1.4677 · · · 0.0023 −0.0041

166 −0.0041 0.0023 · · · −1.4677 0.9382

167 0.9382 −1.4677 · · · 0.0023 −0.0041

168 −0.0041 0.0023 · · · −1.4677 0.9382

169 0.9382 −1.4677 · · · 0.0023 −0.0041

170 −0.0041 0.0023 · · · −1.4677 0.9382

171 0.9382 −1.4677 · · · 0.0023 −0.0042

172 −0.0042 0.0023 · · · −1.4677 0.9382

173 0.9382 −1.4676 · · · 0.0023 −0.0042

174 −0.0042 0.0023 · · · −1.4676 0.9382

175 0.9381 −1.4676 · · · 0.0023 −0.0042

176 −0.0042 0.0023 · · · −1.4676 0.9381

177 0.9381 −1.4676 · · · 0.0024 −0.0042

178 −0.0042 0.0024 · · · −1.4676 0.9381

179 0.9381 −1.4676 · · · 0.0024 −0.0042

180 −0.0042 0.0024 · · · −1.4676 0.9381

181 0.9381 −1.4676 · · · 0.0024 −0.0043

182 −0.0043 0.0024 · · · −1.4676 0.9381

183 0.9381 −1.4676 · · · 0.0024 −0.0043

184 −0.0043 0.0024 · · · −1.4676 0.9381

185 0.9380 −1.4676 · · · 0.0024 −0.0043

186 −0.0043 0.0024 · · · −1.4676 0.9380
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187 0.9380 −1.4676 · · · 0.0024 −0.0043

188 −0.0043 0.0024 · · · −1.4676 0.9380

189 0.9380 −1.4676 · · · 0.0024 −0.0044

190 −0.0044 0.0024 · · · −1.4676 0.9380

191 0.9380 −1.4675 · · · 0.0024 −0.0044

192 −0.0044 0.0024 · · · −1.4675 0.9380

193 0.9380 −1.4675 · · · 0.0025 −0.0044

194 −0.0044 0.0025 · · · −1.4675 0.9380

195 0.9379 −1.4675 · · · 0.0025 −0.0044

196 −0.0044 0.0025 · · · −1.4675 0.9379

197 0.9379 −1.4675 · · · 0.0025 −0.0044

198 −0.0044 0.0025 · · · −1.4675 0.9379

199 0.9379 −1.4675 · · · 0.0025 −0.0045

200 −0.0045 0.0025 · · · −1.4675 0.9379

201 0.9379 −1.4675 · · · 0.0025 −0.0045

202 −0.0045 0.0025 · · · −1.4675 0.9379

203 0.9379 −1.4675 · · · 0.0025 −0.0045

204 −0.0045 0.0025 · · · −1.4675 0.9379

205 0.9378 −1.4675 · · · 0.0025 −0.0045

206 −0.0045 0.0025 · · · −1.4675 0.9378

207 0.9378 −1.4675 · · · 0.0025 −0.0045

208 −0.0045 0.0025 · · · −1.4675 0.9378

209 0.9378 −1.4674 · · · 0.0026 −0.0046

210 −0.0046 0.0026 · · · −1.4674 0.9378

211 0.9378 −1.4674 · · · 0.0026 −0.0046

212 −0.0046 0.0026 · · · −1.4674 0.9378

213 0.9377 −1.4674 · · · 0.0026 −0.0046

152



214 −0.0046 0.0026 · · · −1.4674 0.9377

215 0.9377 −1.4674 · · · 0.0026 −0.0046

216 −0.0046 0.0026 · · · −1.4674 0.9377

217 0.9377 −1.4674 · · · 0.0026 −0.0046

218 −0.0046 0.0026 · · · −1.4674 0.9377

219 0.9377 −1.4674 · · · 0.0026 −0.0046

220 −0.0046 0.0026 · · · −1.4674 0.9377

221 0.9377 −1.4674 · · · 0.0026 −0.0047

222 −0.0047 0.0026 · · · −1.4674 0.9377

223 0.9376 −1.4674 · · · 0.0026 −0.0047

224 −0.0047 0.0026 · · · −1.4674 0.9376

225 0.9376 −1.4673 · · · 0.0026 −0.0047

226 −0.0047 0.0026 · · · −1.4673 0.9376

227 0.9376 −1.4673 · · · 0.0026 −0.0047

228 −0.0047 0.0026 · · · −1.4673 0.9376

229 0.9376 −1.4673 · · · 0.0027 −0.0047

230 −0.0047 0.0027 · · · −1.4673 0.9376

231 0.9375 −1.4673 · · · 0.0027 −0.0047

232 −0.0047 0.0027 · · · −1.4673 0.9375

233 0.9375 −1.4673 · · · 0.0027 −0.0048

234 −0.0048 0.0027 · · · −1.4673 0.9375

235 0.9375 −1.4673 · · · 0.0027 −0.0048

236 −0.0048 0.0027 · · · −1.4673 0.9375

237 0.9375 −1.4673 · · · 0.0027 −0.0048

238 −0.0048 0.0027 · · · −1.4673 0.9375

239 0.9374 −1.4672 · · · 0.0027 −0.0048

240 −0.0048 0.0027 · · · −1.4672 0.9374
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241 0.9374 −1.4672 · · · 0.0027 −0.0048

242 −0.0048 0.0027 · · · −1.4672 0.9374

243 0.9374 −1.4672 · · · 0.0027 −0.0048

244 −0.0048 0.0027 · · · −1.4672 0.9374

245 0.9374 −1.4672 · · · 0.0027 −0.0049

246 −0.0049 0.0027 · · · −1.4672 0.9374

247 0.9373 −1.4672 · · · 0.0027 −0.0049

248 −0.0049 0.0027 · · · −1.4672 0.9373

249 0.9373 −1.4672 · · · 0.0028 −0.0049

250 −0.0049 0.0028 · · · −1.4672 0.9373

251 0.9373 −1.4672 · · · 0.0028 −0.0049

252 −0.0049 0.0028 · · · −1.4672 0.9373

253 0.9373 −1.4671 · · · 0.0028 −0.0049

254 −0.0049 0.0028 · · · −1.4671 0.9373

255 0.9372 −1.4671 · · · 0.0028 −0.0049

256 −0.0049 0.0028 · · · −1.4671 0.9372

257 0.9372 −1.4671 · · · 0.0028 −0.0050

258 −0.0050 0.0028 · · · −1.4671 0.9372

259 0.9372 −1.4671 · · · 0.0028 −0.0050

260 −0.0050 0.0028 · · · −1.4671 0.9372

261 0.9372 −1.4671 · · · 0.0028 −0.0050

262 −0.0050 0.0028 · · · −1.4671 0.9372

263 0.9371 −1.4671 · · · 0.0028 −0.0050

264 −0.0050 0.0028 · · · −1.4671 0.9371

265 0.9371 −1.4671 · · · 0.0028 −0.0050

266 −0.0050 0.0028 · · · −1.4671 0.9371

267 0.9371 −1.4670 · · · 0.0028 −0.0050
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268 −0.0050 0.0028 · · · −1.4670 0.9371

269 0.9371 −1.4670 · · · 0.0028 −0.0050

270 −0.0050 0.0028 · · · −1.4670 0.9371

271 0.9370 −1.4670 · · · 0.0028 −0.0051

272 −0.0051 0.0028 · · · −1.4670 0.9370

273 0.9370 −1.4670 0.1235 0.4116 −0.0051

274 −0.0051 0.4116 0.1235 −1.4670 0.9370

275 0.9370 −1.4648 0.1242 0.4037

276 0.4037 0.1242 −1.4648 0.9370

277 0.7630 −1.5183 0.7553

278 0.7553 −1.5183 0.7630

279 0.0154 −0.0154
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