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RESUMO

A unido das metodologias de controle 6timo e de programagdo dindmica tem
impulsionado o desenvolvimento de algoritmos para realizagbes de sistemas de
controle discreto do tipo regulador linear quadratico (DLQR). A metodologia
utilizada neste trabalho é fundamentada sobre métodos de aprendizagem por
reforco baseados em diferengas temporais e programagao dindmica aproximada.
O método proposto combina a aproximacao da fungao valor através do método
RLS (minimos quadrados recursivos) e iteragdo de politica aproximada em
esquemas de programacao dinamica heuristica (HDP). A abordagem é orientada
para a avaliagdo da convergéncia da solu¢ao DLQR e para a sintonia heuristica
das matrizes de ponderacdo Q e Rda funcdo de utilidade associada ao DLQR. E
realizada a investigagdo das propriedades de convergéncia relacionadas a
consisténcia, excitacdo persistente e polarizacdo do estimador RLS. A
metodologia contempla realizagbes de projetos de forma online de controladores

DLQR e é avaliada em um sistema dinamico multivariavel de quarta ordem.

Palavras-chave: Programacdo Dinamica Heuristica. Controle Multivariavel.
Controle Otimo. Regulador Quadratico Linear Discreto.

MinimosQuadradosRecursivos. Controle Digital.



ABSTRACT

The union of methodologies for optimal control and dynamics programming has
stimulated the development of algorithms for realization of discrete control
systems of the type linear quadratic regulator (DLQR). The methodology is based
on reinforcement learning methods based on temporal differences and
approximate dynamic programming. The proposed method combines the
approach of the value function by method RLS (recursive least squares) and
approximate policy iteration schemes heuristic dynamic programming (HDP). The
approach is directed to the assessment of convergence of the solution DLQR and
the heuristic weighting matrices Q and R of the utility function associated with
DLQR. The investigation of convergence properties related to consistency,
persistent excitation and polarization of the RLS estimator is performed. The
methodology involved in a project achievements online DLQR controllers and is

evaluated in a fourth order multivariable dynamic system.

Keywords: Heuristic Dynamic Programming. Multivariable
Control.OptimalControl. Discrete Linear QuadraticRegulator.

RecursiveLeastSquares. Digital Control.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

As grandes exigéncias para redugao de custos de producgao aliada as
necessidades de aumento produtivo imposto pelo mercado consumidor tém
forgado as industrias a investirem cada vez mais no estudo de novas técnicas de
controle para seus processos. O avango industrial em resposta a estas exigéncias
do mercado elevaram o grau de complexidade dos processos modernos,
aumentando ndo apenas as interagbes entre suas variaveis, mas o numero de
malhas de controle necessarias para manter as condicdes de operacao e
qualidade final dentro dos limites estabelecidos [10] [28].

Nos processos complexos e com um alto grau de acoplamento entre as
variaveis, ndo € possivel atingir os altos niveis de desempenho utilizando apenas
o controle regulatério simples [28]. Os projetos classicos de sistemas de controle
sdo geralmente processos de tentativa e erro em que diversos métodos de
analise sao utilizados de forma interativa para determinar os parametros
aceitaveis de projeto. Um desempenho aceitavel esta intimamente definido em
termos de margem de fase e ganho, largura de banda, maxima elevagao, tempos
de acomodacao, subida e elevagao, porém estas figuras de mérito ndo possuem
valores otimizados [4] [5] [6]. Para sistema com multiplas entradas e saidas, em
que a complexidade se torna maior, necessita-se conhecer técnicas modernas de
controle com novas abordagens[10].

Os métodos de controle 6timo tém alcangado grande sucesso para
sistemas lineares (através das equagdes de Riccati), mas 0 sucesso é restrito a
algumas aplicagdes, visto que os métodos exigem o conhecimento da dindmica

da planta, e ndo é de facil aplicabilidade online. Em algumas aplicagdes, em que a
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dindmica da planta varia bastante, o projeto do controlador resultante do método
classico nao é suficiente [32].

A programagao dindmica € um conjunto de técnicas de controle 6timo
baseada no principio da otimalidade de Bellman com aplicacdes em diversas
areas, desde a engenharia até finangas [7] [9] [24]. Podemos dizer ainda que a
programagao dindmica € uma técnica computacional de otimizagdo, e que
freqlientemente, as solugbes dos problemas sido obtidas por um processo
regressivo, trabalhando o problema do fim para o principio. Deste modo a
dificuldade sera reduzida, ao decompor o problema numa seqléncia de
problemas interrelacionados mais simples [23] [24].

A utilizagdo da quantizagdo é de fundamental importéncia para a
aplicagcdo da programacéo dinamica, e pode ser definida como o processo de
atribuicao de valores discretos para um sinal cuja amplitude varia entre infinitos
valores, ou seja, variaveis sédo ditas quantizadas quando entre um valor que ela
pode assumir e outro, existem valores proibidos [7] [15].

Os algoritmos para programagao dinamica adaptativa heuristica (HDP)
e dependente das agbes heuristicas s&o implementados para o projeto de
reguladores lineares quadraticos [29] [30] em sistemas multivariaveis que
representam aeronaves.

Os desenvolvimentos do projeto sao orientados para os esquemas
criticos adaptativos em que se modela a fung¢do valorada em termos de
recompensa de longo termo. Esta aproximagdo conduz ao desenvolvimento de
métodos customizados [30] que atendem a determinadas situagdes, tais como:
deadline de processos para o ajuste de ganhos em tempo real ou para o
planejamento da operagdo. Ainda, outra vantagem do desenvolvimento de
técnicas, baseados na metodologia adaptativa, é que ndo € necessarioa
identificacao explicita do sistema e os sistemas estocasticos podem ser inseridos
(tratados) dentro deste contexto.

As variagbes do método adaptativo critico s&do classificadas em
diferengas temporais e aprendizado-Q. Por sua vez, estes métodos séao
classificados em programacédo dindmica heuristica (HDP) e programacéao
dindmica dual heuristica (DHP). Por meio da abordagem dependente da agao os
esquemas HDP e DHP s&o modificados de forma a realizar as estratégias
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dependentes de ag¢des (AD). A proposta de aproximagao da fungéo valorada para
a determinagcdo da solugdo da Equagao Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) é
utilizada para avaliar a politica de controle (decisdo). Em termos funcionais as
HDPs s&o utilizadas na estimativa da fungdo valorada e a programacéo dual
heuristica no gradiente da fungado valorada. As estratégias dependentes da agao
estdo associadas as estimativas da fungdo Q e de seus gradientes em relagao ao
estado e a variavel de decisao (lei de controle) [30].

Dentro desse contexto, propde-se nesta dissertacdo, métodos de
solugdes de sistemas com controle discreto 6timo, utilizando-se de técnicas de
otimizagao através de Programagao Dindmica Adaptativa. Uma das metas deste
trabalho é a aplicacdo do controle 6timo discreto com énfase no estimador RLS

para sistemas dinamicos multivariaveis.

1.1. Objetivos da dissertagao

Abaixo sdo apresentados os objetivos geral e especifico que este

trabalho deseja alcancgar.

1.1.1. Objetivo Geral

Pesquisar e desenvolver a teoria e sistematizacdo do conhecimento
para a realizagdo do projeto de sintonia de um controlador discreto 6timo, por
meio da programacgao dindmica adaptativa para sistemas multivaridveis utilizando
o aproximador dos minimos quadrados recursivos (RLS) para estimacédo da

funcao valor.

1.1.2. Objetivos Especificos

e Desenvolver algoritmos para o processo de convergéncia do estimador
RLS em ADP para LQR em sistemas multivariaveis;
e Desenvolver algoritmos para a sintonia de controladores do tipo

regulador linear quadratico discreto (DLQR);
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e Investigar a teoria de programacdo dindmica adaptativa (HDP e
ADHDP) aplicada ao projeto de controladores;

e Investigar a aplicagcdo e consisténcia dos estimadores LS (minimos
quadrados) e RLS (minimos quadrados recursivos);

e Aplicar as técnicas de otimizagao através da programacdo dinamica
adaptativa em modelos de uma planta multivariavel de quarta ordem;

¢ Implementar o projeto dos algoritmos propostos em plataforma do tipo

MATLAB e verificar o seu desempenho em face a convergéncia.

1.2. Justificativas

O objetivo do controle étimo € determinar o melhor sinal em um elenco
de sinais de controle que levara o processo a satisfazer as restricoes fisicas e, ao
mesmo tempo, minimizar (ou maximizar) algum indice de desempenho [5]. A
determinagao do sinal de controle 6timo pode ser feita através da programacéao
dindmica, que é um método de otimizacdo matematica de processos utilizada
para decisao de multiestagios. A condigdo do processo dentro de cada estagio é
denominada de estado. Cada estagio inclui uma tomada de decisdo que pode
alterar o estado do processo representando uma transicdo do estado corrente e
do estado futuro. Dentro do processo multiestagios, o objetivo da tomada de
decisdo é encontrar uma politica étima proveniente das decisdes.

A politica étima para um processo de decisdo multiestagios é
determinada com base em uma abordagem alternativa que surgiu na década de
50, e recebeu o nome de principio da otimalidade de Bellman, devido ao seu
criador Richard E.Bellman [2] [7]. Portanto, independente do estado inicial e do
controle nos estagios iniciais, o controle deve fornecer uma situagéo 6tima com
relacdo ao estado resultante, a partir do controle dos estagios iniciais.

O principio da otimalidade desempenha um papel similar ao principio
minimo de Pontryagin na abordagem variacional para controle de sistema, e serve
para limitar, potencialmente, o numero de estratégias de controle 6timo que
devem ser investigadas. Sua importancia estd no fato de que permite otimizar

sobre somente um vetor de controle 6timo devem ser determinadas operando-se
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para tras no tempo. O problema de programag¢éo dindmica é inerentemente a um
problema recorrente no tempo [31].

Quando o sistema é modelado por uma dindmica linear e a funcao de
custo a ser minimizada é quadratica no estado e controle, entdo o controle étimo
€ uma realimentagado linear de estados, em que os ganhos s&o obtidos pela
solugdo da equacao de Riccati. Se o sistema for modelado por dindmicas nao-
lineares ou a funcdo de custo é nao-linear quadratica, o controle 6timo de
realimentacao de estado dependera da solugcdo para a equacao de Hamilton-
Jacobi-Bellman (HJB), que geralmente é uma equacgao diferencial parcial ndo-
linear ou equacao a diferenca para o caso discreto [8] [11].

Para que se possa utilizar a programagao dinamica para um projeto de
um regulador quadratico linear discreto (DLQR), deve-se quantizar o estado e os
valores de controle, isto €, devem ser restritos a fazerem parte de um conjunto de
valores admissiveis. Portanto, quanto mais fina a quantizacdo, mais fino sera o
controle, mas como o numero de valores admissiveis para o controle e para os
estados aumentam, o numero de calculos necessarios para se obter a lei de
controle 6tima também aumentam significativamente [7]. Em fungdo disto, o
problema pode rapidamente tornar-se intratavel, mesmo por um computador
digital robusto. Bellman chamou este crescimento do numero de calculos
necessarios com o aumento dos niveis de quantizacdo para entradas e estados
de maldicdo da dimensionalidade [2] [3] [7] [9] [23] [24].Nao importa o quao
pequeno o estado é quantizado, a dinAmica do sistema pode resultar em valores
de estados que ndo coincidem com os niveis de quantizacdo. Nesse caso, deve-
se utilizar a interpolacao para que se possam encontrar os valores dos custos
6timos, e assim aplicar o principio da otimalidade de Bellman [3] [7].

Ao longo dos anos, progressos tém sido feitos para contornar o
problema da maldicido da dimensionalidade [9] onde foi estabelecido um sistema
chamado “critico”, para a aproximacado da fungao custo. A idéia principal desta
solugéo é aproximar a solugao da programagao dinamica utilizando uma estrutura
de fungdo de aproximacédo, tal como Redes Neurais, Légica Fuzzy, ou Método
dos Minimos Quadrados, obtendo-se assim a fungéo custo [32].

A programacgao dindmica aproximada, denominada critica adaptativa, é
apresentada no contexto do projeto do regulador linear quadratico discreto
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(DLQR), levando em consideragéao as programagdes dinamicas heuristicas ,dual e
dependentes de agdes (AD).

A HDP consiste de um arcaboucgo para o desenvolvimento de métodos
(procedimentos) para estimar a funcao valorada. A estimag¢ao da fungao valorada
para uma politica 6tima exige amostragens de fungcao de recompensa. O modelo
do ambiente e da recompensa instantanea é necessario para determinar a funcao
valorada que corresponde da politica 6tima [30].

A programacgéao dinamica heuristica dual (DHP) é um método que tém
como objetivo a estimacéo do gradiente de custo, a partir de amostras da fungao
que descreve o gradiente da fungao instantdnea de recompensa.

Em aplicagbes industriais é verificado que a dindmica da planta a ser
controlada varia bastante durante a operagao, e que os controladores projetados
pelos métodos classicos ndo apresentam um desempenho satisfatorio pela
dificuldade de ajuste dos parametros em decorréncia dessa variagao. Portanto, os
métodos de controle étimo utilizando inteligéncia computacional séo propostos
para solucionar essa necessidade de ajustes dos parametros do controlador, de
forma mais eficiente através de dados reais da planta sem comprometer o seu

desempenho.

1.3. Motivagao

As industrias vém investindo cada vez mais nos estudos de novas
técnicas para controle dos seus processos devido a necessidade do aumento da
producao e principalmente pela reducao dos custos de producdo. Com o avango
industrial, o grau de complexidade dos processos modernos comegou a envolver
nao apenas interagbes entre suas varidveis, mas interagbes entre um grande
numero de malhas de controle. A programacgao dindmica adaptativa tem sido
utilizada em uma vasta gama de sistemas industriais, nos quais podemos citar os
sistemas de misseis, avides, sistemas de energia, sistemas de processos
bioquimicos, etc [40].

Portanto, este avango no campo industrial foi de grande estimulo para
elaboracao desta dissertacdo que utiliza técnicas modernas de controle e
inteligéncia computacional para resolugao de problemas praticos reais.
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1.4 Contribuigcées

Dentre as principais contribuicdes dessa dissertacao pode-se destacar:

1. Desenvolvimento e Avaliagdo do desempenho dos algoritmos de
programagao dinamica adaptativa através dos aproximadores de fungéo
(LS e RLS).

2. Alocagdo de autoestrutura via programag¢ao dinamica adaptativa para
controle de sistemas multivariaveis.

3. Estudos de programagdo dindmica adaptativa e aplicagdo de seus

algoritmos em sistemas multivariaveis.

1.5 Organizagao da dissertagao

Esta dissertagdo esta organizada em Capitulos que descrevem o
desenvolvimento da metodologia que sera aplicada para obtengcado e avaliagcédo

dos resultados computacionais. O Trabalho esta organizado da seguinte forma:

Capitulo 2 — Neste capitulo sdo apresentados as teorias e conceitos sobre
Controle Otimo e Programac&o Dinamica, que serdo utilizados como base para o
desenvolvimento da metodologia deste trabalho.

Capitulo 3 — Neste capitulo é apresentado a programacéo dinamica adaptativa,
assim como as principais definicbes para o inicio da implementa¢do do algoritmo
que sera estudado nos capitulos posteriores. Também sao apresentadas as
estruturas basicas da programagao dinamica adaptativa que tera como foco neste

trabalho, a programacé&o dindmica heuristica.

Capitulo 4 — Dentro da teoria de controle étimo alinhada com a teoria de
programagao dindmica adaptativa, é necessario que se faca a estimagdo da
funcao valor, dai a importdncia de um estudo detalhado dos aproximadores
lineares, tendo como énfase o estimador RLS, bem como seu estudo de

convergéncia.
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Capitulo 5 — Neste capitulo é feito um estudo detalhado do comportamento da
planta que sera utilizada para o teste do algoritmo desenvolvido posteriormente.
Vale ressaltar que o sistema em questdo, € um sistema multivariavel de quarta
ordem. O algoritmo HDP-RLS-DLQR ¢é projetado neste capitulo e as explicagdes
do passo a passo sao baseadas nas equacbes apresentadas nos capitulos

anteriores.

Capitulo 6 — Apds o desenvolvimento do algoritmo e estudo do comportamento da
planta na qual este sera aplicado, deve-se fazer um estudo de avaliagédo de
desempenho do algoritmo. Neste capitulo sdo adotadas varias abordagens para
avaliar o algoritmo projetado no Capitulo 5, e um tdépico que merece ser
destacado € a convergéncia do algoritmo levando em consideragado o fator de

esquecimento do estimador RLS.

Capitulo 7 — Neste capitulo sao apresentadas as conclusdes, comentarios e
propostas futuras de trabalho.

Os apéndices sao direcionados para complementar a fundamentacdo da
abordagem considerada.

1.6  Artigos submetidos

Jodo V. da Fonseca Neto, Leandro R. Lopes, Patricia H. M. Rego, e Allan J. F.
Maciel. Algoritmos de Programagdo Dindmica Heuristica (HDP) e Dependente de
Acéo (ADHDP) para projetos de Sistemas de Controle DLQR. S&o Luis, 2011.

Jodo V. da Fonseca Neto, Leandro R. Lopes, Patricia H. M. Rego, e Allan J. F.
Maciel. On the RLS Convergence of Heuristic and Action Dependent Dynamic
Programming Algorithms for Tuning DLQR Controller.S&ao Luis, 2011.
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CAPITULO 2

CONTROLE OTIMO E PROGRAMACAO DINAMICA

Os projetos utilizados em sistemas de controle classico sao
geralmenteprocessos de tentativa e erro em que diversos métodos de andlise séo
utilizados deforma interativa para determinar os parametros aceitaveis do projeto.

O controle 6timo é, geralmente, uma técnica de projeto offlineque
exigepleno conhecimento da dindmica do sistema, por exemplo, no caso do
sistema linear, deve resolver a equagao algébrica de Riccati. Por outro lado, o
controle adaptativo é um conjunto de técnicas de projeto online,que usa os dados
medidos ao longo da trajetéria do sistema para proporcionar um desempenho
garantido por meioda compensagao da dinamica desconhecida, perturbagdes e
erro de modelagem.

Este capitulo tem enfoque na caracterizagao do controlador 6timo para
sistemas discretos utilizando programag¢éo dindmica fundamentada no principio
da otimalidade e os conceitos basicos dos projetos de controladores que
seraoutilizados no decorrer deste trabalho.

2.1. Controle Otimo para Sistemas de Tempo Discreto

O problema do regulador € definido com referéncia a um sistema de
entrada nula com o objetivo de guiar (orientar) os estados e saidas na vizinhanga
do estado de equilibrio. As condicbes de entradas zero ndo sao severas para o
projeto. O regulador linear quadratico (tempo infinito) garante a estabilidade do
sistema com algumas caracteristicas de amortecimento e desempenho

satisfatério quandoas entradas sao diferentes de zero.
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Os sistemas dinamicos sao representados através de equacdes
diferenciais ordinarias (EDOs) nao lineares,por analises fisicas e matematicas, da
formax = f(x,u), com o estado x(t) € R™ e entrada de controle u(t) € R™ no
espago continuo. Alguns métodos padrdes para a discretizagdo dosistema
continuo, convenientes para o controle por computador,podem ser utilizados. O
resultado da discretizacdo pode ser expresso em espacode estados na forma
dexy+; = F(xy, ug), com k sendo o tempo discreto.

A maioria dos estudos em ADP tem sido realizada para sistemas que
operamem tempo discreto. Dessa forma, consideramos o seguinte modelo do

sistema dinamico discreto:

Xee1 = f ) + g Qeduy (2.1)

com o estado x;, € R™ e a entrada de controle u;,, € R™. A politica de controle é
definida como uma funcdo de h(.) : R® —» R™. Isto é, para cada estado x; tem-se

uma acgao de controle definida da seguinte forma:

U, = h(xy) = —Kx,, (2.2)

Estes mapeamentos sdao também conhecidos como controladores de
realimentacao por estado. Varios métodos podem ser utilizados para a obtencao
da politica de controle de realimentacido, dentre eles tem-se o controle 6timo
através da resolucdo da equacaode Riccati, controle adaptativo, controle no
dominio da frequéncia, etc. No Aprendizado por Reforgo, a politica de controle
éobtida (aprendida) em tempo real a partir de estimulos recebidos do ambiente.

Na Aprendizagem por Refor¢o, o ator é o agente que gera a politica de
controle, que matematicamente estd representado pela Eq.(2.2), e tem como
entrada x,e saida u;,. E necessario ressaltar que tudo fora do ator é considerado
como ambiente, ou seja, o sistema da Eq.(2.1), assim como todos os disturbios
possiveis gerados compde o ambiente.

Partindo do principio de aprendizagem por reforgo (AR), define-se a

funcao de custo, para horizonte infinito, como:
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(00

V) = Dy RrGa) = )y i) (2.3)
i=k i=0

Sendo y um fator de desconto onde 0 < y <1 e u, = h(x,), a politica
de controle de realimentagdo. A fungdo r(x;,uy;) € conhecida como fator de
utilidade, ou aprendizado por reforco, sendo a medida de um passo da funcao
custo. Esta fungcdo pode ser selecionada baseada em algumas consideragdes
como energia minima, risco minimo, etc. Uma forma padréo utilizada na area de
controle é a fungéo quadratica dada por x! Qx; + ul Ruy.

Um sistema é dito estabilizavel em um conjunto 0 € R", se existir uma
politica de controle u;, = h(x;) em que o sistema da Eq. (2.1) em malha fechada
seja assintoticamente estavel em Q. A politica de controle u, = h(x,) é dita
admissivel se é estabilizavel e produz um custo finito V},(x;). Portanto, o objetivo

do controle 6timo é selecionar a politica que minimiza:

V*(xk) — rpg;] <; yi_kr(xi, h(x))) (24)

Logo a politica étima de controle é dada por:
wi = h"(x) = argmin <Z Vi_kr(xi’h(xi))> (2.5)
7 \izk

Observando a Eq.(2.3), percebe-se que no campo da inteligéncia
computacional, esta € interpretada como reforco e o objetivo € maximiza-la.
Portanto, a maneira de como o valor de custo & encontrado, € a principal

diferenga entre controle com realimentagao e aprendizagem por reforgo.
2.2. Programacéao Dinamica e Principio da Otimalidade

A otimalidade dos controladores é garantida por meio da equagéao

deRiccati, e através de uma discretizacdo do sistema dindmico, o DLQR
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(regulador quadratico linear discreto) pode sercaracterizado como um problema
de possiveis estagios e estados, tendo-se a possibilidadeem estabelecer um
caminho das trajetérias através da Programacdo Dinamica.O projeto DLQR
classico pode ser afetado pelo uso do principio da Otimalidade, e este projeto é
conhecido como método de Programacgéo Dinamica.

Independente do estado inicial e do controle nos estagios iniciais deve-
se fornecer um controle 6timo com relacdo ao estado resultante, a partir do
controle dos estagios iniciais. De outra forma, qualquer estratégia de controle que
¢ otima no intervalo de [j,N] é necessariamente o6tima [j +1,N] para j =
012,..,N—-1.

Considerando o sistema linear em sua forma continua dada por:
x(t) = Ax(t) + Bu(t) (2.6)

sendox(t) o vetor de estado n x1 e u(t) o vetor de controle p x 1. O vetor de

controle é dado por:

u(t) = u(kT), (2.7)
sendo
kT<t<(k+1)T (2.8)

O desafio deste problema é encontrar o controle 6timo u*(kT), sendo
k=0,1,2,..,N—1, para que o indice de desempenho dado pela Eq.(2.9) seja

minimizado, para um horizonte de tempo tf = NT dado.

1 1t
=3 EATSKeD) +5 [ OO + u @ RuO)] 2.9)

As matrizes Q e R do indice de desempenho sao definida positiva e
semi-definida positiva, respectivamente, T é o periodo de amostragem e N

numero de amostras. Entdo a equacao de estado discreta é dada por:
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x[(k +1)T] = Aygx(kT) + Byu(kT), (2.10)

sendo
Ay = eAT (2.11)
B, = fTAd(T — 7)Bdrt (2.12)

O indice de desempenho discretizado em termos dos operadores é dado por:

1
]DLQR = E.X(NT)TSX(NT) +

+ % > [ eT) Qx(kT) + 26(KTY MTYu(KT) + u(kTY Ru(kT)], (2.13)
k=0
sendo
(k+1)T
o(T) = f AT(t — KT)QA,(t — kT)dt, (2.14)
kT
(k+1)T
M(T) = f AT (¢t — KT)QB(t — kT)dt, (2.15)
kT
e
(k+1)T
A(T) = f [BI(t — kT)QB,(t — kT) + Rldt (2.16)
kT

Como ponto de vista de propriedades do indice de desempenho, temos
que Q(T) e R(T) s&o simétricas, semi-definida positiva e definida positiva
respectivamente, e nada pode-se dizer sobre a matriz M(T) que é a matriz de
ponderagao do acoplamento entre o estado e a entrada. Em geral, o indice de
desempenho quadratico é descrito sem a matriz M. E mais natural definir o indice

de desempenho quadratico da seguinte forma:
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N-1

1. 1 T T
JpLor = EstxN + > Z (x Qxi + up Ruy) (2.17)
k=0

Para o caso de tempo infinito ou numero infinito de estagios, N = o, 0

indice de desempenho é dado por:

1$ TA T ThH
IpLor = EZ(xk Qxy + x3 2Muy, + wy Ruy) (2.18)
k=0

Neste caso o custo final é eliminado, desde que N se aproxima do
infinito, o estado final x,, deve aproximar do estado de equilibrio nulo, de modo
que a restricdo terminal ndo é mais necessaria. Para o projeto do regulador linear
quadratico de tempo infinito, uma exigéncia € que, em malha fechada, o sistema
seja assintoticamente estavel. Para isso, o sistema dado pela Eq.(2.1), sendo
f(xr) = A, e g(x,) = Bgprecisa ser controlavel e observavel.

A solugdo do regulador infinito pode ser obtida definindo-se k — .

Como N — o, 0 ganho da matriz P, de Riccati torna-se constante.

Jim P, =P (2.19)
O controle 6timo é:
u, = —(R +BIPB,)  (BIPAy + MT)x} (2.20)

Entdo a matriz de realimentacao € uma matriz constante dada por:
K = (R+BIPB,) (BiPA, + MT) (2.21)

O indice de desempenho 6timo para N = o através da minimizacao da
Eq.(2.17), é dado por:
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1
Je = EngxO (2.22)

Para o projeto do regulador linear quadratico de tempo infinito, &
necessario que o sistema seja controlavel ou estavel na realimentagdo de
estados. A controlabilidade é uma exigéncia mais forte que a estabilidade, ja que
um sistema nao controlavel pode ser estabilizado se os estados nao controlaveis
sejam estaveis [6].

O regulador discreto 6timo de tempo finito € dado por:

N-1
minJ = G (xy) + Z F (e w) (2.23)
k=0
sujeito a
Xi+1 = AgXy + Bauy (2.24)
sendo
1 T
G(xy) = EstxN (2.25)
N-1 1 1
Z F(xp,uy) = Ex,(,@x,\, + xT Mu,, + Eugﬁuk (2.26)
k=0

com o estado inicial dado, ou seja, x, € conhecido.

Se assumirmos que Jy_;(x;) seja o indice de desempenho no intervalo de [j, N].

Entéo:
N-1
Iv-i () = Gli) + D Fili ) (2.27)
k=0
N-1
Iv-i () = Gli) + D Filio ) (2.28)
k=0
com

j=01,2 .. N
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O minimo valor de Jy_;(x;) € representado por:
fu-j(%) = rrliin]N_,-(x,-) (2.29)

Para j = N, a Eq.(2.29) representa o indice de desempenho sobre o

estagio 0, Logo:

folxn) = Gxy) = %x,CSxN (2.30)

Para j = N — 1, tem-se um estagio ou um intervalo processado, que é o

ultimo estagio. Entédo o indice de desempenho 6timo é dado por:
filen-1) = min J; (xy-1) = min G(xy) + Fy—1 (xn-1, ty-1) (2.31)
Sabendo-se que:
G(xy) = %(Adx,\,_1 + Byuy_1)TS(Agxy_q1 + Bguy_1) (2.32)

Considerando a Eq.(2.31), temos:

71 ~
filxy-1) = m{‘_rl <§x17\;—1(Q + AESAd)xN—1>

. 1
+ min (x,(,_l (M + —AZSBd> uN_1>
UN-1 2

1 (2.33)
+ min <— u,f,_chTiSAdeﬂ)
UN-1 2
1 ~
+ min (—u,(,_l(R + B§SBd)uN_1>
UN-1 2

Entao:



filxn-1) = mlﬂ J1(xn-1)

Portanto para calcular o minimo, temos:

/1 (XN— 1) _

duy-1

0

O resultado é dado por:

T

1 T 1 T * ) T * —

o controle 6timo € dado por:

_ _ 1
Wy = —(R+BISB,) " (M + E,4§SBd> X,

Substituindo a Eq.(2.37) na Eq.(2.33), e simplificando, temos:

1 ~
filen-1) = §x1€—1[Q + A SA, —

(MT + BISAL)T(R + BISB,) ' (MT + BLSA)xy_s
Sabendo que S = Py (Matriz de Riccati):
Py_y = Q + ATSA, — (MT + BTSA,)T(R + BISB,) ™ (MT + BISA,)

Temos assim, respectivamente:

1
folxy) = EXI’I\;PNXN

29

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)
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1
filxn-1) = EXIY\;—le—lxN—l (2.41)

Continuando o processo, tem-se para j = N — 2, a caracterizagado de um problema

de otimizagao consistindo nos dois ultimos estagios:

folen—2) = min - J(xy_;) (2.42)
UN-2UN-1
Entéao
faCen_2) = uNTiur)v— Fy_p(tn-2,un—2) + Fy_1(xy_1,uy-1) + G(xy) (2.43)
sabendo-se que:
falxn-2) = IT\I'_T; Fy_o(xy—2 uy-2) + fi(xn-1) (2.44)
1. . 1.
Fy_(xy_z, uy-p) = ExN—ZQxN—Z +xy_Muy_p + EuN—ZRuN—Z (2.45)
1 T
filen-1) = E(Adxzv—z + Bauy_3)" P(Agxy—_2 + Bauy-_3) (2.46)

Calculando o minimo:

P (XN—z) _

duy—

0 (2.47)

Logo, pode-se mostrar que o controle 6timo € dado por:

* D -1 *
uy_, = —(R+BIPy_1By) (MT +BIPy_1Ag)xy_, (2.48)
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1 ~
f2(xn_2) = EXI’I\;—Z[Q + AjPy_14A4

(2.49)
—(MT + BT Py_,Ag)" (R + BT Py_,B;) (MT + BIPy_, A2y
Assumindo:
Py, =Q+ APy 1A,
~ 1 (2.50)
—-(MT + BcTzPN—1Ad)T(R + ngN—le) (MT + BiPy_144)
A Eq.(2.49) pode ser simplificada para:
1 T
f2(xn_2) = ExN—ZPN—ZxN—Z (2.51)
Generalizando:
1 T
fu-j(x) = 5% % (2.52)
sendo
P = Q+ Agpj+1Ad
o . (2.53)
_(MT + ngj+1Ad) (R + ngj+1Bd) (MT + ngj+1Ad)
O controle étimo é dado por
w = —(R+BLP,,By) (MT + BLP,, Ag)x; (2.54)

Portanto, tém-se a equacao de Riccati utilizando o principio da
Otimalidade. Este método de solugédo também é conhecido como Programacgao
Dinamica. Para simplificacdo das equacdes sera considerado que 0 = Q ,R =R, e

M = 0. Assim, tém-se:
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Pi=Q+ALP, Ay — (BIP,1Ag) (R +BLP 1 By)  (BIP1A,) (2.55)

-1
w = —(R+BIP,1By) (BIPs14a)x; (2.56)
2.3. Solugao recursiva da DARE

A equacao algébrica de Riccati é resolvida geralmente por métodos de
calculo numérico computacional, recursivos ou métodos de autovalores e
autovetores. O calculo utilizando o método computacional envolve solugdes
iterativas da equacéao a diferenga nao linear de Riccati. A Programagao Dinédmica
(PD) é um método de solugéo recursivo do problema de controle 6timo. Abaixo
temos a matriz de ganho de realimentagcdo do regulador linear discreto 6timo
(DLQR):

-1

K; = (R+B%5P,B;) (BIP;144) (2.57)

O controle 6timo é dado por:
w = —Kjx; (2.58)

A Eq.(2.55) é simplificada:
T

Pj = Q + AgPs1Aq — (BiPis1Aa) K (2.59)
Partindo da condigédo limite Py =S conforme é apresentado nas
Eq.(2.30) e Eq.(2.40), as Eq.(2.57) e Eq.(2.59) s&o facilmente resolvidas pelo

método da recursividade [7].
De acordo com as equacbes vistas anteriormente, podemos

desenvolver um algoritmo que mostre a resolugdo do problema do regulador

linear quadratico discreto utilizando-se da Programagao Dinamica:
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ALGORITMO | - DLQR UTILIZANDO PD

1 » Inicializagao

2 Sistema Dinamico Discreto

3 Ay, By, Cie Dy

4 Condigao Limite

5 Py =S

6 Matrizes de Ponderagéo

7 QeR

8 Estados Iniciais

9 » Processo lterativo

10 Para j de N até 1 passo —1

1 » Ganho Otimo de Realimentacgao
12 K; = (R+BIP,1By) " (BIP4144)

13 » Recorréncia de Riccati

14 Pias = (Aq = BaK)) P (4q — BaK;) + KT RK; +Q
15 » Controle Otimo

16 Xjy1 = (Ad - BdKj)xj

17 u = —Kjx;

18 Fim-para

19 » Fim do Processo Iterativo

O algoritmo apresentado anteriormente deixa de maneira clara os
passos para obtengdo da solugdo do DLQR utilizando-se a Programagao
Dinamica. Deve-se observar a inicializagdo do algoritmo que leva em
consideracao a condicao limite, que nada mais € que o valor no instante final N
assumido pela matriz P de Riccati, os estados iniciais, e ainda as matrizes de

ponderacao Q € R.

2.4. Aprendizagem por Reforgo e Controle Adaptativo

A técnica de programagao dinamica € utilizada para otimizacdo de
processos de decisdo que possuem multiestagios. A condi¢do do processo dentro
de cada estagio € denominada de estado. Cada estagio inclui uma tomada de
decisdo que pode alterar o estado do processo representando uma transicdo do
estado corrente e o estado futuro. Dentro do processo multiestagios, o objetivo
dafuncao de decisao é encontrar uma politica 6tima proveniente das decisdes.

A politica 6tima determinada para um processo de decisdo de
multiestagios esta embasada no principio da Otimalidade de Bellman, que diz que

uma politica 6tima apresenta a propriedade segundo a qual, a respeito das
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decisbes tomadas para assumir um estado particular num certo estagio, as
decisdes restantes a partir deste estado devem constituir uma politica 6tima [7].

A aprendizagem por reforco € um topico muito importante para a
compreensao da programacdo dindmica adaptativa. Um sistema tipico de
aprendizagem por reforco (AR) é constituido basicamente de um agente
interagindo em um ambiente via sensores e atuadores, que representam a
percepgao e a agao, respectivamente. A agdo tomada muda de alguma forma o
ambiente, afetando o estado na tentativa de alcancar o seu objetivo, e as
mudangas sao comunicadas ao agente através de um sinal de reforco e o
proximo estado.

A principal diferenca entre a aprendizagem por reforgo e o aprendizado
supervisionado esta relacionada ao tipo de resposta recebida do meio ambiente.
No aprendizado supervisionado, esta disponivel uma funcdo que conhece a saida
correta para cada uma das saidas do agente, e a aprendizagem é baseada nos
dados de erro da saida. Na aprendizagem por reforgo, ndo ha o conhecimento da
saida correta, o agente recebe apenas a informagédo do ambiente por um reforgo,
e aplica uma acao, de maneira a aumentar a quantidade de recompensa que ele
recebe ao longo do tempo. Um fator interessante em relagédo ao aprendizado
supervisionado, € que no desempenho online, a avaliacdo do sistema ocorre
paralelamente a aprendizagem. A aprendizagem por refor¢o é aplicada quando
nao € possivel utilizar a aprendizagem supervisionada padrdo, e exige menos
conhecimento a principio [29].

O sistema de AR tem um numero de agbes de saida formando um
vetor denominado de vetor de agcdo ou controle, em que o0 agente usa para
influenciar o ambiente. O problema é baseado em encontrar uma politica étima de
controle que maximize o reforgco acumulado no tempo.

O agente apresenta variagbes a medida que vai acumulando
experiéncia a partir das interacbes com o ambiente. O aprendizado pode ser
expresso em termos da convergéncia até uma politica étima, que conduza a
solugédo do problema de forma 6tima. As agdes étimas podem ser baseadas em
condicbes maximas e minimas.

O reforgo € um sinal do tipo escalar, devolvido pelo ambiente ao agente
e é emitido assim que uma acao tenha sido efetuada e uma transicdo de estado
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tenha ocorrido. As fungbes de reforgco servem para expressar o objetivo que o
agente deve alcangar, assim o agente deve maximizar a quantidade total de
reforgos recebidos, denominado de reforgo acumulado.

Na teoria de aprendizagem por reforgo surge um conflito basico
denominado de exploracao e descoberta. Esse conflito ocorre em cada estado e
na escolha pelo agente. No primeiro caso, o agente escolhe a agao para a qual o
reforco esperado é de boa qualidade, e no segundo caso, o agente escolhe a
acao em que a qualidade pode ser ndao tido boa, mas as aplicacbes podem

direcionar para zonas promissoras que nao foram exploradas.
2.4.1. Fungao Valor

A funcao valor é considerada como o mapeamento do estado, ou par
estado-acdao, em um valor que é obtido a partir do reforco atual e dos reforcos
futuros. A funcao valor considera apenas o estado x, e é denotada por V(x,) e
denominada de funcdo valor-estado. A funcao que considera o par estado-acao
(xx,ux) € denotada por Q(xi u,), e denominada fungdo valor-agédo (Q —
Function).

Para todo estado x;, um agente escolhe uma agao de acordo com uma
determinada politica, h(x,) = u,. O valor do estado x, sobre uma politica h(x,) é

dado por:
Vi(xx) = E {(Z YR (x, h(x)) | xo = x)p Vx €X (2.60)
i=k

A Eq.(2.60) representa a expectativa de reforgo quando se aplica a
acao proposta pela politica pela politica h no estado x;. Adotando-se

E{r(x,, h(x;))} = R(x;, wy), temos:

Vi () = R h(xp)) +y Z Py (R(x))Vr () (2.61)

YyeEX

Sabe-se que existe uma politica 6tima, h*(x;) que define:
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Vi (xx) = Vi(xy) Vx € X,Vh (2.62)

Logo o valor étimo é dado por:
Vi(xy,) = m}?xE {(Z y""‘ri)} (2.63)
i=k

A fungdo V;(x,) satisfaz, no caso do horizonte infinito, a Eq.(2.64),
conhecida como equagéo de Otimalidade de Bellman (Equagéo da Programagao

Dinamica).
Vi(n) = macd RO ) +7 ) pry Vi) (. Vx €X (2.64)
y

Considerando a Eq.(2.63), temos a seguinte politica 6tima h*(x;) €

dada por:

B () = argmaxd R(xie ) +¥ ) Py @Vi () (2.65)
y

A programagdo dinédmica oferece um conjunto de métodos para
resolver o problema de otimizacido, considerando a propriedade dos processos
markovianos. Os dois principais métodos considerados na resolucdo dos
problemas de otimizacdao sdao chamados de politica de iteracdo e valor de

iteragao.
2.4.2. Aprendizagem por Ator-Critico
A Aprendizagem por Reforgo esta fortemente ligada do ponto de vista

tedrico ao controle adaptativo. Uma classe de AR é baseada na estrutura do Ator-

Critico, onde um componente Ator aplica uma politica de agédo ou controle para o
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ambiente, e um componente Critico avalia o valor dessa agcdo. De acordo com
esta avaliacdo do valor, varios esquemas podem ser usados para modificar ou
melhorar a agao no sentido de que a nova politica possui um valor que € melhor
em relagdo ao valor anterior [33].

Na figura 1, temos a estrutura do Ator-Critico que € dada em duas
etapas: avaliagdo de politica realizada pelo critico seguida da etapa de melhoria
de politica. A etapa de avaliacao de politica é feita através da observacido do
ambiente, dos resultados e das acdes em curso. E de maior interesse que os
sistemas de Aprendizagem por Reforgo que utilizam como estrutura Ator-Critico,
em que o Critico avalia o valor das atuais politicas seja baseado em algum tipo de
critério de otimalidade.

X Agente

Acid ” Estado

Reforgo/
Utilidade

1, =r(x,,u,)

&  Ambiente

FIGURA 1 — Estrutura de AR por Ator-Critico

Os métodos Ator-Critico sdo uma forma de aprendizagem via
diferengas temporais (TD) que possui uma estrutura de memoéria separada para
representar a politica de forma independente da fungéo valor. Na aprendizagem
TD, o conhecimento prévio do agente é utilizado para determinar qual deciséo ele
deve tomar. A atualizacado da funcao valor pode ocorrer a cada instante de tempo,
nao necessitando de uma estimativa confiavel da fungédo reforco. O algoritmo
utilizado para atualizar V(x;) num dado instante k a uma acgao, h(x;) = u,que faz

passar do estado x;, para x,.,, para um reforgo imediato r, = (x;,u;) € dada por:
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Vi(xi) = Vi (xp)+€ [ + ¥ Vi (X 1) — Vi (xp0)] (2.66)

sendo€ ¢ a taxa de aprendizagem. Expandindo-se a Eq.(2.59) temos:

Vilxy) = E {T(Xk, h(xi)) + Z Y= e (x, h(x)) | xo = x) (2.67)
i=k+1
Logo:
Vi (i) = E{r (e, RCe)) + Vi (erer1) — Vi (i) } (2.68)

Ao atualizar a funcdo valor, é feita uma aproximacdo da equagao
anterior por utilizar V,, e néo V, real. Esta aproximagao é utilizada como alvo na
aprendizagem por diferenga temporal (TD), de forma que V, € atualizado a partir
da sua diferenga com a aproximagéao de V. O critico assume a forma de um erro

TD, sendo calculado de acordo com a Eq.(2.66). Logo o erro TD é dado por
ex = T(xk, h(xk)) + YVn (1) — Vi (i) (2.69)
A regra de aprendizado é dada por
Vi (i) = Vi (i) +€ ey (2.70)

Esta regra € denominada de regra de aprendizagem via diferenca
temporal. Pode ser considerada como um erro de previsdo entre as estimativas
V(xi) € V(xgs1)-

A funcdo V,(x,) representa a funcédo valor atual considerada pelo
Critico. Ap6s cada decisdo tomada pelo Ator, o Critico avalia o novo estado do
ambiente, de forma a determinar se a decisao tomada foi adequada ou nao. Para
cada politica, o Critico mantera funcées de valor diferentes, de forma a manter

coeréncia e permitir que politicas diferentes possam ser utilizadas para diferentes
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estados do ambiente. Apds cada iteragao, o Critico atualiza a funcio valor de

acordo com a Eq.(2.66).

2.5. Parametrizagées do DLQR

O regulador linear quadratico discreto (DLQR) €& caracterizado como

um PDM (Processo de Decisdo Markoviano), em que o modelo do sistema e a

politica de controle sdo mapeamentos lineares e sao representados por

combinadores lineares do estado dos estados e das saidas do sistema. As

parametrizagdes dos estados f(x,,u,) e da politica de decisdo h(x,) sdo dadas
por

fxp,ug) = Agxy + Bauy (2.71)

h(x) = —Kxy, (2.72)

Sendo A; € R™", n é a ordem do sistema, B; € R"*"™e, n, é a
quantidade de entradas do sistema e K € R"*"™ & a matriz de ganho de
realimentagdo. Assume-se que (4, B) é estabilizavel, ou seja, existe uma matriz K
que garanta que o sistema de malha fechada seja assintoticamente estavel. O

sistema de malha fechada é dado por

Xir1 = (A — BK)x, (2.73)

A funcdo de utilidade r associada a este sistema é uma forma

quadratica, e pode ser representada pela equacao abaixo:
(X, Ug) = xFQx) + ul Ruy, (2.74)
com as matrizes de ponderacdo Q@ € R"*™ >0e R € R" *"e > ( simétricas.

O objetivo do DLQR ¢ selecionar a politica de controle K que minimiza

a seguinte fungéo de custo:
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V(x) =y Z(xiTQxi +uf Ru;) (2.75)
i=k
Vo) =y ) x[(Q+ KTRK)x;,  Vx €X (2.76)

i=k

No caso do LQR (Linear QuadraticRegulator), o valor étimo da fungao

de custo assume a seguinte forma quadratica [7]:
V(x) = xIPxy (2.77)

para alguma matriz P € R"*" > 0 simétrica. Portanto a Equagdo de Bellman

para o LQR discreto é
X Pxje = xjQxp + upRuy + y(xjy 1 PXpiq) (2.78)
Em termos de ganho de realimentagéo é dada por
xTPx, = xI[Q + KTRK +y(A — BK)TP(A — BK)lx;, (2.79)
A Eq.(2.79) é satisfeita para todos os estados x; se
y(A—BK)"P(A—BK)—P+Q+KTRK =0 (2.80)
A Eq.(2.80), quando o ganho K é fixado, é conhecida como equagéao de

Lyapunov.Dado um ganho K estabilizante, a solugdo desta equagédo fornece

P =PT >0, tal que V(x,) = xI Px, é o custo usando a politica K, ou seja:

V(x) = ) v x[(Q + K"RK)x; = xj Px;, (2.81)
i=k

Portanto é definida a fungéo valor em termos da politica de controle K

obtendo a matriz P de Riccati.
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CAPITULO 3

PROGRAMACAO DINAMICA ADAPTATIVA

Na elaboragdo do projeto de sistemas de controle com realimentagéo,
sdo necessarios algoritmos e técnicas de analise que possam garantir um bom
desempenhoe margens de seguranga aceitaveis. Controle com realimentagao
com pouca estabilidade, sensibilidade para perturbacdes ou robustez nao
garantida, sado métricas que sao utilizadas pela industria para avaliar o
desempenho do sistema. A forma padrdao para garantir critérios de qualidade
aceitos no meio industrial é utilizar a estrutura e as ferramentas fornecidas pela
matematica.

A programacgéao dindmica é uma técnica utilizada para a otimizagéo de
processos de decisdo multiestagios. A condicado do processo dentro de cada
estagio é denominada de estado. Cada estagio inclui uma tomada de decisdo que
pode alterar o estado do processo representando uma transicdo do estado
corrente e o estado futuro. Dentro do processo multiestagios, o objetivo do
tomador de decisdo é encontrar uma politica 6tima proveniente das decisoes.

O controle adaptativo pode ser realizado da forma direta, em que os
parametros do controlador sdo estimados diretamente, ou na forma indireta, em
que os pardmetros do modelo do sistema sdo estimados primeiro e depois os
ganhos do controlador sdo obtidos. A Programagédo Dindmica como solugao do
controle 6timo, € um método de recorréncia no tempo, sendo utilizado para
planejamento off-line, ou seja, ndo estimagao dos parametros em tempo real. A
Equacdo de Bellman leva a varios métodos iterativos para aprendizado da
solucdo do controle étimo sem ter que resolver a equagado de Hamilton-Jacobi-
Bellman (HJB).
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3.1. Processo de Decisao Markoviano

Na aprendizagem por reforco (AR), um agente é caracterizado como
um processo de decisdo markoviano, onde suas transigdes entre os estados sao
dadas de forma probabilisticas. Cada acao tem uma recompensa que depende do
estado em que o processo se encontra. O processo de decisdo markoviano é
caracterizado por quatro componentes: estados, acbes e distribuicoes de
transi¢cao e recompensa [34].

Um processo de decisdo markoviano deterministico € definido pelo
espaco de estados X do processo, o espaco de acdo U do controlador, a fungcao
de transicédo f do processo, que descreve como os estados mudam a partir das
acoes de controle, e a fungao de reforgo r, que avalia o desempenho do controle
imediato.

Assim, temos a fungéo de transicéo f: X x U — X dada por:
Xpes1 = f O ug) (3.1)
O controlador recebe um sinal de reforgo r: X x U — R dado por:
1e = (g, uy) (3.2)

Considerando X como um processo estocastico com um numero finito
de valores, onde: X = {xq, X, ..., X }.

As transigdes do estado x ao estado y em um processo de decisao
markoviano dependem apenas das agdes permitidas ao estado x. As

probabilidades de transicao sao denotadas por:
Pay(W) = Pr( g1 = %y | X = X, = 1) (3.3)
SendoP. o operador de probabilidade do estado x; passar para o

estado x;.,, quando a ag¢ao u, for tomada no tempo k.

O processo de decisao markoviano pode ser caracterizado como:
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e Ambiente que evolui probabilisticamente de acordo com um conjunto finito
e discreto de estados;

e Para cada estado do ambiente, existe um conjunto finito de agdes
possiveis;

e A cada transicdo o agente recebe um retorno positivo ou negativo do
ambiente em relagcdo a acido tomada;

e Estados sao observados, acdes sao executadas e reforcos séao

relacionados.
3.2. Avaliagao de Politica Aproximada via Diferencas Temporais

Diversas contribuicbes da aprendizagem por reforgco sao feitas por
meio da aproximagao da fungdo valor. Na aprendizagem da fungao valor por
métodos de AR, é necessario armazenar o valor 6timo e o controle étimo em
funcao do vetor de estado x € R™. No processo de decisdo markoviano, que sao
em sistemas de estados discretos, o estado pode assumir apenas um numero
finito de valores discretos prescritos, o que nos leva a chamada complexidade
computacional, mais conhecido por meio de Bellman por “Maldicdo da
Dimensionalidade”, portanto, com o aumento dos estados, mais informagdes
devem ser armazenadas. Utilizando os aproximadores da funcao valor, onde o
critico e, se desejar, o ator sdo parametrizados usando aproximadores de fungéo,
este problema é atenuado [35].

O conceito chave para a implementacao de controladores 6timos online
em avanco no tempo é a diferenga temporal do erro, que € definida em termos da
equacao de Bellman como:

ex = H(xy, h(xy),AVy) = T(Xk, h(xk)) + YV (xps1) — V() (3.4)

Percebe-se que o lado direito da equacdo nada mais é que o
Hamiltoniano. A funcédo e, é conhecida como diferenga temporal do erro. A
intengcdo € levar a solugdo do Hamiltoniano de tal forma que e, =0 a cada

intervalo de tempo k para a fungao valor V(.).
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0 = H(xy, h(xy), AVy) = T(Xk, h(xk)) + YV (1) = V(xg) (3.9)

A diferenca temporal do erro pode ser considerada como, a previsao do
erro entre o desempenho previsto e o desempenho observado em resposta a uma
acao aplicada ao sistema. A EQ.(3.5) € um elemento muito importante na
resolugao online da equagédo néo linear de Lyapunov utilizando-se somente dados
medidos ao longo da trajetoria do sistema. Para sistemas n&o lineares, a
diferenga temporal é de dificil solugao.

Uma solucao pratica para resolucao da diferenca temporal, é fazendo a
aproximacdo da fungdo valor V(.), utilizando-se aproximagdo paramétrica
chamada de programagado dinédmica aproximada (ou adaptativa). Uma
aproximagao da funcao valor para o caso do LQR discreto pode ser considerada.

Sabemos que u, = —Kx; € quadratica nos estados, ou seja, vale para

a matriz P. Logo para o DLQR, a diferenga temporal do erro € dada da seguinte

forma:
ex = X Qxy + U Ry + y(Xiq PXyiq) — XfPXy (3.6)
Para simplificarmos a Eq.(3.6), utilizamos o produto de Kronecker:
V(x) = xIPx;, = vec(xTPx;) = (%, ® xk)(vec(P))T = pTxy, (3.7)

sendo® o produto de Kroneckere vec(P) o vetor formado pelos elementos da
matriz P em um vetor coluna [36]. O produto de Kronecker dado por x;, = x,® x,
€ um vetor quadratico contendo todos os produtos possiveis de n componentes
de x,. Vale ressaltar que a matriz P é simétrica, entdo tem-se somente n(n + 1)/2
elementos independentes, assim, pode-se remover os elementos redundantes em
X, = x,® x, para definir um conjunto de base quadratica, x,, com n(n +1)/2
elementos independentes. O vetor de parametros desconhecidos & p =
vec(P)constituidos pelos elementos da matriz P. Assim, o erro da diferenca

temporal passa a ser escrito como:
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ex = x4 Qxy + upRuy +y(pTXp41) — PT Xy (3.8)
e = (0 up) + Y@ Xy 1) — DT R (3.9)

Para o regulador quadratico linear discreto (DLQR), um conjunto base
completo para a estimacdo da fungdo valor V(x,) € fornecida pela funcao
quadratica dos componentes de x,.

De acordo com Bellman, se as aproximagdes de valor fossem exatas, a
diferenca temporal seria zero. Assim, os valores das diferengas temporais podem
ser usados para fazer ajustes incrementais de p” (também chamado de ) de
forma a produzir uma boa aproximagao entre a estimativa atual p”x, de valor e a
estimativa atualizada r(x,,u,) + y(p"%,.,) no estado x, ao longo das trajetorias

amostradas.
3.3. Algoritmo da Iteragcao de Politica Aproximada

A iteracdo de politica € um método que busca a politica 6tima h*

usando o seguinte esquema:

1. Deve-se escolher uma politica inicial admissivel (hy);

2. Determinar a fungédo de valor-estado V associada a politica atual h; de

acordo com a Eq.(3.10) (Equacgao de Bellman).
V(xe) = T(Xk, h(xk)) + YV (xks1) (3.10)
3. Definir a politica melhorada h;, , utilizando a Eq.(3.11).

i1 () = argr(r;ax{r(xk,uk) + YV (xk41)} (3.11)

Este procedimento € descrito em [7] que prova que a nova politica h;, 4

€ melhorada com respeito a h; no sentido de que Vit (x,) = V% (x,). O método
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requer um numero de ciclos de avaliacdo e melhoria de politica até atingir
h;j = hj,,, caso em que a sequéncia {h;} convergiu para h*.

A iteracédo de politica baseia-se sobre uma representacdo tabular da
funcdo valor que fornece a solugcdo exata da equacdo de Bellman. Tais
representacbes exatas sao inviaveis para processos de decisdo markovianos
cujos espacgos de estados e agdes sao grandes. Neste caso, considera-se uma
forma aproximada de iteracdo de politica em que é determinado, de maneira
iterativa, uma fung&o de valor aproximada V(x;) da politica atual h; por meio da
equacao de atualizagao de valor de politica dada pela Eq.(3.11). Em seguida, esta
atualizagéo ¢ utilizada para determinar uma nova politica gulosa h;,,dada por:

hyer(x) = argr(r;ax{r(xk, w) + ¥V (xps1)} (3.12)

A partir dessas equagdes mostradas anteriormente, desenvolve-se o

algoritmo de iteragéo de politica aproximada para fungdes de valor-estado.

ALGORITMO II- ITERAGAO DE POLITICA APROXIMADA

1 » Inicializagao

2 Sistema Dinamico Discreto e Matrizes de Ponderacgéo

3 A4, By Cy,D,s, Q €R.

4 Selecionar qualquer politica de controle admissivel h,

5 Selecionar o fator de desconto, 0 <y < 1.

6 j<0

7 » Processo lterativo

8 Paraj=j+1

9 » Etapa de avaliacdo de politica aproximada

10 Func&o de Valor aproximada 7/ — Atualizag&o de valor de politica
1 » Etapa de melhoria de politica

12 Determinar uma politica gulosa h;,; utilizando a Eq.(3.12)
13 Se hj = hjyy

14 » Fim do Processo lterativo

15 Fim-para
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Pode-se observar por meio destes passos que o projeto de
controladores o6timos é quase universalmente um processo offline, envolvendo
solugdes de equagdes de Riccati em que deve-se ter o conhecimento da dindmica
do sistema, ou seja as matrizes A; e Bydevem ser conhecidas. Métodos
iterativos, incluindo a iteracdo de politica aproximada apresentada nesta secéo,
podem ser utilizados para obter a solugdo da equacgao algébrica de Riccati. A
idéia é aproximar solugdes da equagao de Lyapunov e utilizar procedimento de
melhoria de politica para determinagao da politica de controle étima do regulador
quadratico linear (DLQR).

3.3.1. lteracdo de Politica Aproximada para o DLQR

As equacgbes para o desenvolvimento do algoritmo de iteracdo de
politica aproximada para o DLQR s&o baseadas na aproximagao de P da solugao
da Eq.(3.13) de Lyapunov associada a politica K atual e no esquema de iteragéo
de politica aproximada da seg¢ao 3.3. O algoritmo tem como etapa a melhoria de

politica dada pela Eq.(3.14).

v(A— BK)'P(A—BK)—P+Q+KTRK =0 (3.13)

K =—y(R+yBTPB) 1BTPA (3.14)

Um fato interessante em relacdo as equacbes que deve ser
destacado € que a matriz P é calculada no tempo k e a matriz de ganho K é
atualizada no tempo k + 1, isto pode ficar mais claro no algoritmo mostrado a

seqguir.

ALGORITMO lli- ITERAGAO DE POLITICA APROXIMADA PARA O DLQR

» Inicializagao

Sistema Dinamico Discreto e Matrizes de Ponderagao
Ay, By, C4,D4, Q € R.

Selecionar qualquer politica de controle admissivel K,

Selecionar o fator de desconto, 0 <y < 1.

o g b~ WO N -

j<0
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7 » Processo lterativo
8 Paraj=j+1
» Etapa de avaliacdo de politica aproximada
10 Determinar uma solugéo aproximada P da equacéo de Lyapunov
11 y(A - BK]-)TP(A — BK;,)—P+Q+K"RK, =0
12 » Etapa de melhoria de politica
13 K =—y(R+ yBTPB)_lBTPA
14 Se K, =K,
15 » Fim do Processo lterativo
16 Fim-para

3.4. Meétodo de Sintonia Heuristica QR

Os autovalores sao utilizados para verificar se as especificacbes de
projeto estdo sendo contempladas durante a operagao do sistema. Estabelece-se
uma relacdo entre as figuras de mérito do sistema dinamico em funcédo das
matrizes de ponderagdo. A nova lei de controle em fungcdo das matrizes de

ponderagcao sao dadas por:
ux(QR) = —KorXk (3.15)
sendoK,; 0 ganho do controlador que depende diretamente da selegdo das
matrizes de ponderagdao. O método de sintonia heuristica baseia-se nas relagdes
entre as matrizes Q e R quando a recorréncia de Riccati da Eq.(3.16) é substituida
na Eq.(3.17) do ganho.
P=Q+ATPA; — ATPB.K,;. (3.16)

K. = (R + BTPB,) 'BTPA, (3.17)

Desta forma tem-se o ganho 6timo que é dado por
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Kric = (R + BZ;PBd)_lBZ;(Q + AEPAd - AEPBdKriC)Ad (318)

K(Q,R) ={[(R+BIPB,)"1BI(Q + ATPA,)]

~ (R + BPB) B (ATPBaK )T 319
K(Q.R) = Kf1(QR) + Kp»(R) (3.20)
sendo:
Kr1(QR) = [(R + B{PBy)™'B3(Q + AgPAg) Al (3.21)
Kp>(R) = —[(R + B3 PB4) ™" Bg (AGPBaKyic)Adl (3.22)

Considerando as situagdes que R » BYPB, e Q > ATPA,; em que as
formas quadraticas da entrada e do estado sd&o bem menores que as

ponderacdes Q e R, tem-se que:

Kq1 (QR) ~ {[R71B]Q]1A,} (3.23)

Kr,(R) ~ —{[R"'BJALPB,R *B PA41A} (3.24)

Observa-se que se R > 0 para o caso de matrizes diagonais, tem-se
que K;,(R) = 0 [31].

A andlise da convergéncia QR consiste na avaliacdo dos autovalores
das matrizes Q e R e suas relagcbes com a alocacado de autovalores de sistemas
MIMO no plano Z por meio dos controladores étimos.

Os resultados sdo apresentados na forma de uma tabela montada
seguindo uma heuristica que € estabelecida a partir da Eq.(3.23) e Eq.(3.24). O
processo iterativo para variagcdes sistematicas nas matrizes Q e R da funcao de
custo seguem um padrao de crescimento da matriz Q, enquanto que a matriz R é

uma matriz identidade durante todo o processo de solucao.
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3.5. Estruturas Basicas de Programacgao Dindmica Adaptativa

Os algoritmos de aprendizagem por reforgo utilizando a estrutura Ator-
Critico, podem ser utilizados para determinacao de uma lei de controle 6timo para
um processo dinamico tanto online quanto offline. Na implementagaooffiine, é
necessario que a dinamica do sistema seja controlada e os autovalores dos
estados sao obtidos através de simulagdes. O algoritmo gera uma acgédo de
controle u;, e uma fung&o valor V;, para todos os estados, que se repetem para
j=01.2,.., até que o algoritmo produza valores 6timos de h*(x;) e V*(x;).

Na implementacaoonline, o processo computacional fica dependente
somente da variavel de estado x,, ndo envolvendo o conhecimento da condi¢ao
final do processo. Os vetores de estado, tornam-se disponiveis progressivamente
no tempo {x, | k =0,1,2,... }. Assumindo-se que a planta é totalmente observavel,
o valor do atual estado x,, é determinado a partir de medicbes de saida
disponiveis. O préximo estado x,,,, € previsto através do modelo da Eq.(2.1). A
lei de controle 6tima pode ser determinada online para sistemas em que suas
caracteristicas sdo expostas somente durante a operagao [38].

No inicio dos anos 90 foi proposta por Werbos uma familia de
estruturas de programagao dinamica aproximada, sendo utilizada amplamente
[39][40]. A formulagdo original é baseada em uma implementagao utilizando-se
Redes Neurais, porém qualquer estrutura de aprendizagem pode ser utilizada. As
quatro principais estruturas de ADP propostas por Werbos sao:
HeuristicDynamicProgramming (Programacao Dinamica Heuristica - HDP), Dual
HeuristicDynamicProgramming (Programacao Dinamica Heuristica Dual — DHP),
ActionDependentHeuristicDynamicProgramming (Programacgao Dinamica
Heuristica Dependente de Agdo — ADHDP, também conhecida como Q-Learning
ou Aprendizado-Q) e ActionDependent Dual HeuristicDynamicProgramming
(Programacgao Dindmica Heuristica Dual Dependente de Ac¢do — ADDHP)
[41][42][43][44].

A figura seguinte mostra as caracteristicas de cada tipo de categoria da

Programacgéo Dindmica Adaptativa (ADP).
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HDP DHP
* ] v

il

V
- G

Critico

AD-HDP AD-DHOP

FIGURA 2 — Modelos de ADP propostos por Werbos.

Algumas caracteristicas importantes devem ser notadas nas diferentes
estruturas de ADP. A entrada do critico recebe a informacao do estado do sistema
(e do modelo de referéncia da planta, se for o caso). Na estrutura Dependente de
Acao (ActionDependent), o Critico também promove as saidas do controlador. Na
estrutura HDP, a saida do Critico promove uma aproximagao da fungao valor
V(x,). Na estrutura DHP, tem-se uma aproximagdo do gradiente da fungéo valor,

denotado por:

v (x,) = %x’:‘) (3.25)

Existem algumas formulagées em que se necessita de um ciclo de
treinamento do sistema, porém as categorias citadas necessitam de dois ciclos de
treinamento, um para o Critico e outro para a agao de controle. Dependendo da
estrutura da ADP, um ou ambos os ciclos de treinamento, irdo necessitar do
modelo dinamico do sistema.

Os componentes basicos no processo de programagao dinédmica
aproximada s&o agao/controlador € o0 modelo do sistema dindmico a ser
controlado. O controlador recebe as informagdes do estado x, corrente da planta
e tem como saida, a acao de controle u,. A planta recebe a acao de controle u;, e

direciona-se para o préximo estado x,,,. Os dados de x, sdo passados para o
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Critico e para a funcdo de utilidade r(x,,u,). Todos esses dados sdo necessarios
para o calculo de treinamento do Ator e Critico. O treinamento é baseado na
Equacao de Bellman (Eq.(3.10)).

3.5.1. Programacao Dindmica Heuristica (HDP)

A Programacéao Dinamica Heuristica é a estrutura mais basica da ADP

e amplamente aplicada. Na figura abaixo podemos observar a estrutura HDP.

Uy .
Ambiente

FIGURA 3 — Estrutura HDP.

De acordo com a figura podemos observar que:

e O critico estima a fungao valor V(x,) baseado diretamente no estado x, da
planta.

e O critico ndo necessita do modelo da planta para o calculo.

e O treinamento do controlador necessita encontrar derivadas em cada

instante k.

Portanto, o algoritmo HDP utiliza o modelo da planta somente para a
atualizagao do controlador [39].
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3.5.2. Programacgao Heuristica Dual (DHP)

Neste caso, o Critico estima a funcdo valor V(x,;) baseado no co-
estado, ou seja, estima diretamente as derivadas de V(x,) em relagdo aos
estados da planta de acordo com a Eq.(3.25). Na figura abaixo podemos observar

a estrutura DHP.

—————————————

X1

Uy .
Ator Ambiente

=)
o
=)
<

FIGURA 4 — Estrutura DHP.

Para a execucgao do algoritmo, é necessario encontrar a equagao de

ponto fixo para o co-estado. Entdo temos as seguintes equagdes:

vV (xy) _ 01 (e, Uy ) OV (xy41)
= -+ 14

axk axk axk (326)
ou
. or(xg,ux)  0r(xy, uy) 0h(xy)
W) = =5t Bht)  ox,
(3.27)

0Xp41 + 0xyq Oh(xy)
axk ah(xk) axk

)VV(ka)
Infelizmente, para a estrutura DHP, para estimar os valores do lado
direito da Eq.(3.27), necessita-se do conhecimento da dindmica do sistema, uma

vez que:
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OXpy1 _
P fxr) (3.28)
e
0Xper1 _
ax, g(xy) (3.29)

Isto requer a implementacdo do método dos minimos quadrados
recursivos (RLS) para um n-ésimo vetor, sendo calculado computacionalmente
intensivo. A acdo de controle u, € determinada da mesma forma que na HDP,
porém como o critico necessita do conhecimento da dinamica do sistema, entéao,
o controlador sera dependente do conhecimento prévio do sistema a ser

controlado [39].

3.5.3. Programacgao Dinamica Heuristica Dependente da A¢géo (ADHDP)

No algoritmo ADHDP, é utilizado tanto o estado x, quanto o controle u,
como entradas para o critico Q(xy,u;), também denominado de fungdo-Q. Na
figura abaixo é representado o modelo da estrutura ADHDP da Programacéao

Dinamica Adaptativa.

Oy )

X, u
£ n—k Ambiente e

FIGURA 5 — Estrutura ADHDP.
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O modo de operagado é similar ao do algoritmo da programagao
dindmica heuristica (HDP). O controle & obtido através da derivada da fungcéo Q

em relacao a entrada de controle:

9Q (xy, uy)
duy,

O algoritmo ADHDP, n&o necessita do conhecimento da dindmica do

sistema para treinamento do processo [45].
3.5.4. Programacéo Heristica Dual Dependente da A¢céo (ADDHP)

No algoritmo que representa a estrutura ADDHP utiliza-se tanto o
estado x; quanto o controle u;, como entrada do Critico, e como saida tem-se, o

gradiente de V(x,) em relagao aos estados e ao controle mostrados abaixo:

aV(xk)
axk

auk

dxy,

Na figura a seguir, é representada a estrutura da ADDHP.

A
X u
k I Ambiente Qe

cr%
Ou,

FIGURA 6 — Estrutura ADDHP.
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O método ADDHP utiliza o mesmo treinamento do Critico DHP, porém

recebe derivadas necessarias para o treinamento do controlador diretamente da

saida do Critico. Por isso, a estrutura ADDHP necessita do modelo da planta para

o treinamento do Critico, mas para o treinamento do controlador ndo é necessario

o conhecimento da dindmica do sistema.

Os resultados das analises feitas para os diferentes tipos de estruturas

da programagdo dinamica aproximada que foram citadas anteriormente podem

ser encontradas na Tabela abaixo, levando em consideracdo a necessidade do

modelo dindmico do sistema para o critico da aprendizagem por reforgo e para os

ganhos do controlador [40]:

TABELA 1 — Estruturas ADP X Necessidade do modelo dindmico do sistema.

Estrutura de ADP

Necessidade do modelo para treinamento:

Critico Controlador
HDP X
ADHDP
DHP X X
ADDHP X
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CAPITULO 4

APROXIMADORES LINEARES

O Método dos minimos quadrados, ou método LS (Least Square) é
aplicado a inumeros problemas de estimacdo encontrados nos mais diversos
campos da ciéncia. Para este trabalho, vamos considerar dois algoritmos de
estimagcdo de parametros. O algoritmo de estimagdo em Batelada (Batch) e o
algoritmo de estimagao recursiva, chamado comumente de RLS, que significa
RecursivelLeast Square, ou seja, minimos quadrados recursivos.

A estimagao em batelada e a estimacao recursiva dizem respeito ao
algoritmo. Se o mesmo processa os dados de uma sé vez, diz-se que tal
algoritmo faz estimagdo em batelada. Se os dados sdo processados
sequencialmente, diz-se que a estimagao é recursiva. Por outro lado, a
denominacgao online refere-se ao fato do processamento (que pode ser recursivo
como em batelada) ocorrer suficientemente rapido de maneira que o resultado
esteja disponivel para influenciar, dentro do periodo de amostragem, o processo
sendo monitorado ou controlado.

Os aproximadores lineares para a fungao valor sao classes usadas e

que assumem a seguinte forma:
VR (x) = @7 (i) O (4.1)

sendog(x;) = (¢1(xk),<p2(xk),...,<ps(xk))T o vetor de funcdo de base e 6, =

~ A ~ T . .~ N .
(911(7 02k, .- s st) o vetor de peso estimado. Condi¢des de convergéncia requerem
que as fungdes de base sejam linearmente independentes para garantir que as

matrizes envolvidas nesses aproximadores tenham postos completos.
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4.1. Método dos Minimos Quadrados (LS)

Utilizando a identificacdo em Batelada, o sistema é excitado e em
seguida € armazenado as medidas dos sinais de entrada e saida para aplicagéo e
avaliagcdo posteriormente. O processo de identificacdo € realizado “de uma sé
vez’ e nao existe limitagdo no tempo de processamento do algoritmo. Grande
quantidade de memodria pode ser necessaria para armazenar os valores das
amostras dos sinais de entrada e saida do sistema, além do esforgo
computacional aumentar proporcionalmente ao tempo do ensaio.

Consideremos uma colecao de pares ordenados obtidos em funcao de
algum experimento, a colocagéo destes pares ordenados num plano cartesiano,
depende dos valores de x; e y;, (i = 1..n) fornecendo algum tipo de gréafico. Um
fato que atrai pesquisadores aplicados das mais diversas areas € a possibilidade
de obter uma funcao real que passe nos pontos ou pelo menos passe proximo
dos pontos (x;,y;) dados.

A Teoria de Interpolagcdoé a area da matematica que estuda tais
processos para obter fungdes que passam exatamente pelos pontos dados,
enquanto que a Teoria de Aproximacgao estuda processos para obter fungbes que
passem 0 mais proximo possivel dos pontos dados. E 6bvio que se pudermos
obter funcdes que passem proximas dos pontos dados e que tenham uma
expressao facil de ser manipulada, teremos obtido algo positivo e de valor
cientifico [46].

Dentre os processos matematicos que resolvem tal problema com
clareza, um dos mais utilizados é o Método dos Minimos Quadrados(LS), que
serve para gerar o que se chama em Estatistica: Regresséo Linear ou Ajuste

Linear.
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4.2. Método dos Minimos Quadrados Recursivos (RLS)

O algoritmo do método dos minimos quadrados recursivos (RLS),
utiliza pouca memdria e pequeno esforco computacional. A cada periodo de
amostragem, novas medidas dos sinais de entrada e saidas tornam-se
disponiveis e sao processados de forma online, em tempo real, dependendo da
aplicacao, fornecendo-se assim estimativas dos parédmetros a cada periodo de
amostragem. Isso é util quando os parametros do processo variam lentamente em
funcdo de nao linearidades, desgastes, aquecimento, falhas, dentre outros. Tais
algoritmos s&o também uteis na resolugcao de problemas numeéricos cuja solugéo

em batelada seria dificil [49].
4.2.1. Demonstracao do RLS

Suponha um sistema discreto que possa ser descrito da seguinte

forma:
Vi = @0 + ey (4.2)

sendoy, a saida do sistema, ¢, =[xk Xx2 -~ Xk1]T um vetor
deterministico conhecido, denominado de vetor de regressao,
0=1[6, 6, .. 6,]" o vetor de parametros que se deseja estimar e ¢, € o erro
do modelo, que é suposto de média nula[49].

A estimacdo do vetor de pardmetros 6, ocorre a partir de N

experimentos:

y1= @10 +e;
Y2 = 930 + ey
: (4.3)

Yy = @nb +ey

O método dos minimos quadrados tem por objetivo estimar § de modo

a minimizar o funcional que é dado por
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s= Z(yk — ¢0)’ (4.4)
k=1

A Eq.(4.3) pode ser rescrita na seguinte forma matricial

Y =00 +E (4.5)
sendo
§1 [(pf] :::1
T
v =" ¢>:|9’{2| E E=|} (4.6)
YN lq)%J en

Logo a Eq.(4.4) pode ser escrita como:
s= (v —8) (v — o) (4.7)

Para minimizar o funcional S em relacéo ao vetor de parametros 9, é

necessario fazer

aS R
5= —(YT®)T — TY + 20790 =0 (4.8)

ou
0 =[eTd] 1dpTY (4.9)

Pode-se provar que a estimativa de minimos quadrados da Eq.(4.9) é
nao polarizada, ou seja, se o vetor de regressao ¢, € totalmente independente da

saida y, e deve ser garantido também, que o ruido seja branco:

E[8] = E[(@"®) ¢TY] = (&Td)10TE[Y] = (07T 0)1dT D0 = 0 (4.10)
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Podemos reescrever a Eq.(4.9) da forma a seguir, considerando o

intervalo de tempo t.

() = [¢Td] t@TY (4.11)
sendo
[¢" (1] y(1)
o(t) = |¢T§2)| e Y = y(£2) (4.12)
L,,T’(t)J y(®)

Supondo-se que no instante (¢t + 1) obtém-se nova medida do sistema,

entdo os vetores de medida e saida s&o reescritos como:

[ ") ]
| »"(2) | 0
o(t+1) =| : =] , (4.13)
[ o7 () J [(p (t+1)
T (t+1)
e
[y ]
| ¥(2) | Y(t)
Y(e+1)=| : |= (4.14)
[ (0) J [y(t +1)
y(t+1)
As estimativas no instante de tempo t sao
6(¢) = [T (D)2 ()] 2 ()Y (t) (4.15)

enquanto que no instante (t + 1), sdo dadas por

O(t+1) =[@T(t + 1)d(t + 1)@ (¢t + 1)Y(t + 1) (4.16)
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sendo

@(t)
(¢t +1) (4.17)
OT(t+1Do(t+1) =dT()P(t) + p(t + DT (t + 1)

OT(t + 1Dt + 1) = [07(t) o(t + 1)] [(p

Uma vez conhecido ¢(t + 1) pode-se atualizar a matriz anterior das
correlagdes @7 (t)@(t) para obter a matriz atual @7 (¢t + 1)@(t + 1). Entretanto, é
necessdario encontrar uma maneira de atualizar a inversa de ®7(t)®(t) sem
calcular a matriz inversa em cada instante de tempo.

Adicionalmente, necessita-se atualizar o termo @7 (¢t + 1)Y (¢t + 1), isto é

T(t+1)Y(t+1) =[d7(t) @(t+ 1)] [y(i(f-)l) (4.18)

T+ 1Yt +1) =2T()Y(t) + ot + Dy(t +1)

Considerando as seguintes definigdes:
P@t) =[e"()o()]* (4.19)
R(t) = o (t)Y(t) (4.20)

Substituindo a Eq.(4.19) e a Eq.(4.20) na Eq.(4.16), temos a seguinte

equagao:
6(t+1) = P(t+1)R(t + 1) (4.21)

ou entéo
6(t) = P(t)R(b) (4.22)

enquanto que, das equagdes Eq.(4.17) e EQq(4.18), chegamos as seguintes

equacoes:
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Plt+1) =P (t) + ot + DT (t +1) (4.23)

R(t+1)=R(@{t)+ o(t+1)y(t+1) (4.24)

A Eq.(4.24) fornece uma atualizacdo direta de R(t) para R(t +1). A

atualizagdo de P(t)para P(t +1) pode ser obtida pela Eq.(4.23) aplicando-se o
lema da inversa

(A+BCD)™t = A1 — A"1B(C~'+ DA"'B)~1DA™! (4.25)

Comparando-se o termo do lado direito da Eq.(4.23) com a Eq.(4.25),

obtém-se

P(t)p(t+1)eT(t+ 1)P(t)

Ple+1) =P — 1 e D P (e + 1) (4.26)
De acordo com a equacao do erro de previsédo
e(t+1)=y(t+1)—@T(t+1)(t) (4.27)
Substituindo-se a Eq.(4.27) na Eq.(4.24), tem-se
Rt+1)=R({t)+o(t+1)+e(t+1)+ @+ 1)pT(t+ 1)4(t) (4.28)
Substituindo-se as Eq.(4.17) e Eq.(4.22) na Eq.(4.28), temos
P~l(t+1)0(t+1) =
(4.29)

P H)O(t) + ot + De(t + 1) + {P71(t + 1) — P~1(2)}8(¢)

O(t+1)=08(t) + P(t+ D)ot + L)e(t + 1) (4.30)
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O termo P(t + 1)¢(t + 1) € um vetor coluna e € denominado ganho do
estimador, ou seja,
P(t)p(t+1)

Kt+1)=P(t+1)et+1)= 1+ o™+ DP(Dp(E + 1) (4.31)
O vetor de parametros estimados é calculado por
6(t+1) =0(t) + K(t + et + 1) (4.32)

Combinando-se as Eq.(4.26), Eq.(4.28), Eq.(4.27) e sendo k =t + 1,

obtém-se a férmula recursiva de (k) dada por

P = Do (k) o
1+ @T(k)P(k — V)o(k) {Y(k) — T (k)o(k — 1)}

P(k —1)e(k)p" (k)P(k — 1)
1+ @T(k)P(k — D)o(k)

0(k) =0k — 1) +
(4.33)
P(k) =P(k—1) -

4.2.2. Fator de Esquecimento

Se o sistema a ser identificado variar no tempo é necessario fornecer
ao algoritmo de minimos quadrados uma capacidade de ponderagao diferenciada
para as observacbes, dando-se uma maior importancia as ultimas medidas, uma
vez que elas contém informacdes mais atualizadas e precisam ter maior influéncia
na estimacao dos parametros.

O algoritmo dos minimos quadrados recursivos (RLS) padrao minimiza
o funcional apresentado na EQ.(4.4) e pondera cada erro de estimagao
igualmente. Assim, para ponderar as informag¢dées mais recentes o critério dos
minimos quadrados recursivos pode ser modificado para minimizar o funcional

modificado,

N
s= Z AN=k(y, — oI'8)* (4.34)
k=1
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sendodo fator de esquecimento. Se A =1, tem-se os minimos quadrados
recursivos padrao. Na pratica usa-se valores na faixa 0,9 < A < 1. Deste modo, as
medidas antigas sado exponencialmente “esquecidas” e maior énfase é atribuida
as medidas mais recentes. O algoritmo de estimagdo dos minimos quadrados
recursivos com fator de esquecimento A apresenta a seguinte forma recursiva
[50]:

P(k—-1 k ~
A+ <pT((k)P(13¢—( 1))<p(k) () — T (90— )
1 P(k - o(k)o™ (K)P(k — 1)
Plk) = I{P(" B Ly (3 Ty }

(k) =6(k — 1)+

(4.35)

Abaixo pode ser visto os passos para a implementagao do algoritmo do
estimador RLS:

Atualizar o vetor de medidas ¢ (k) (entrada e saida do sistema);
Calcular o vetor de parametros 8 (k);

Calcular a matriz de covariancia P (k);

N

Retornar ao passo 1.

4.3. Estabilidade dos Algoritmos dos Minimos Quadrados

Em aplicagbes praticas do algoritmo dos minimos quadrados é
impossivel nao ter cuidado do seu comportamento com relacao a estabilidade
numérica. Os fatores que provocam a instabilidade, ou a divergéncia, dos
algoritmos de minimos quadrados sao os erros de arredondamento consequentes
da representacdo em precisao finita. Vale ressaltar, que outros fatores também
contribuem severamente para a aceleragdo do processo de divergéncia. A
escolha do fator de esquecimento e a caracteristica de estacionaridade do sinal
de entrada, sdo parametros as vezes tao influentes quanto a representacao das
variaveis.

O comportamento dos algoritmos de minimos quadrados em uma

implementacao pratica envolve, tipicamente, trés fases [48]:
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A primeira fase é a etapa de convergéncia, onde as variaveis evoluem
dos valores iniciais até os valores de regime. A duracdo desta fase & breve
(algumas dezenas de iteragbes) e praticamente isenta de ruido de quantizagao,
devido ao pouco tempo que este teve para se acumular.

A segunda fase ocorre quando o algoritmo encontra-se em regime, e €
caracterizado por uma flutuacdo das variaveis em torno dos valores esperados.
Em condi¢des hipotéticas de precisdo infinita, tendo como entrada um sinal bem
comportado, esta fase deveria durar indefinidamente. Entretanto, o ruido de
quantizacdo acumulado produz alteragcbes nas variaveis. Estas alteracdes ao
longo do tempo se tornam significativas até que, em um dado instante, observa-se
abrupta nos valores das variaveis escalares e vetoriais. Esta divergéncia € uma
particularidade dos algoritmos rapidos que pode se manifestar também no
algoritmo RLS se alguns cuidados especiais ndo forem tomados na sua
implementagéo.

A terceira fase seguida apds a divergéncia € caracterizada por uma
total instabilidade, com as variaveis atingindo valores aleatérios e extremos, sem
qualquer tendéncia de retornar as condi¢bes anteriores, ou de regime. Esse
processo de total descontrole pode também determinar uma ocorréncia de
overflow, o que representa uma situagdo inaceitdvel, sobretudo quando se
processa sinais em tempo real.

A instabilidade das variaveis, a ocorréncia de overflow, e outros
inconvenientes, como a divisdo por zero, sao eventos que devem ser evitados a
qualquer custo, mesmo tendo que se prescindir da aplicagédo rigorosa do critério
dos minimos quadrados. As pequenas alteragdes no algoritmo sdo toleraveis,
desde que eliminem o problema da instabilidade. Muitos artificios foram
propostos, visando principalmente a estabilizacdo dos algoritmos rapidos.

Existem trés fatores que, conjunta ou separadamente, provocam a
divergéncia dos algoritmos dos minimos quadrados. Estes fatores sdo listados

abaixo:

e Afalta de excitacao persistente;
e O fator de esquecimento;

¢ O ruido de quantizacao;
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4.3.1. Excitagao persistente no RLS

A falta da excitagao persistente esta ligada as caracteristicas do sinal
de entrada e é comum ao algoritmo dos minimos quadrados recursivos (RLS) e
aos algoritmos rapidos. Portanto, a falta de excitagdo persistente esta ligada as
caracteristicas de estacionaridade do sinal de entrada.

A falta de excitagao persistente consiste na variagao extrema do ganho
no algoritmo RLS, fazendo com que pequenos ruidos (de arredondamento) sejam
amplificados ao nivel de produzirem a instabilidade. Uma definigcao
matematicamente precisa da condicdo de excitacdo persistente, pode ser
encontrada nas referéncias [50] e [51].

Uma maneira simples de solucionar o problema da falta de excitagao
persistente consiste em adicionar um ruido branco de pouca amplitude ao sinal de
entrada, eliminando-se assim as regides nulas do espectro. Este procedimento
equivale a acrescentar valores positivos aos elementos da diagonal principal da
matriz de covarianciaR(t), tornando a matriz melhor condicionada. Os sinais
encontrados em aplicagdes praticas sdo, de forma geral bem comportados e,
prescindem deste artificio.

A instabilidade ocasionada pela falta de excitagcao persistente ndo tem
relagdo com o ruido de arredondamento, pois a matriz de autocorrelagcédo do sinal
de entrada tenderia a singularidade ainda que as variaveis tivessem precisdo
infinita.

O algoritmo RLS é consagrado por sua robustez numérica, mas sua
implementagdo computacional exige cuidados na preservagao da simetria da
matriz inversa, P(t). Caso contrario, o algoritmo torna-se extremamente instavel,
apresentando um desempenho muito inferior aos demais algoritmos. O artificio
necessario para manter o algoritmo RLS estavel consiste em se garantir que a
matriz P(t) permanega simétrica ao longo do tempo.

A manutengdo da simetria da matriz P(t), é caracterizada pelo
aumento do numero de operagbes no algoritmo RLS. Existe uma outra
possibilidade de se garantir a simetria da matriz P(t), que corresponde a utilizar
somente os elementos situados na diagonal principal e acima dela. Com isto, a

implementacdo é mais adequada pois além da simetria intrinseca, exige um
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numero menor de varidveis € minimiza o0 numero de operagdes aritméticas por
iteragao.

Uma analise do algoritmo dos minimos quadrados recursivos pode ser
encontrada em [51], onde é mostrado sob certas condigdes, a preservacdo da
simetria de P(t) e garante que esta se mantém positiva definida, mesmo com o

acumulo de erros.
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CAPITULO 5

PROJETO DO ALGORITMO HDP-RLS

O algoritmo de programagado dindmica adaptativa que sera
apresentado neste capitulo € modelo por criticos adaptativos e serao utilizados na
resolugao do regulador quadratico linear discreto (DLQR) através das formulagdes
matematicas que foram demonstradas nos capitulos anteriores. Vale ressaltar que
o algoritmo adaptativo que sera implementado é baseado na programacao
dindmica heuristica (HDP) e sera direcionado para a resolugdo da equacéo de
Riccati de forma online. O modelo de aproximador linear baseado no método dos
minimos quadrados recursivos (RLS) é utilizado para aproximar a fungao valor
que representa o custo da politica de controle corrente.

No esquema da programagao dinamica heuristica, deve-se conhecer a
dindmica do sistema para a atualizagdo da acao de controle. A planta que sera
utilizada no projeto deste algoritmo € um circuito elétrico que representa um
modelo dindmico multivariavel de quarta ordem. As andlises preliminares da
planta serdo mostradas neste capitulo antes da elaboragdo do algoritmo HDP-
RLS (baseado em programacédo dinamica heuristica e, utilizando o para estimar a

funcao valor o método dos minimos quadrados recursivos).

5.1. Sistemas Dindmicos Multivariaveis

As grandes exigéncias para redugao de custos de producgao aliada as
necessidades de aumento produtivo, impostas pelo mercado consumidor tém
forgado as industrias a investirem cada vez mais no estudo de novas técnicas de
controle dos seus processos. O rapido avango industrial em resposta a estas

exigéncias de mercado elevou o grau de complexidade dos processos modernos,
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aumentando ndo apenas as interagdes entre as suas variaveis, como o numero
de malhas de controle necessarias para manter as condicbes de operacao e
qualidade do produto final dentro dos limites pré-estabelecidos [10][28].

Em processos complexos e com alto grau de acoplamento entre as
variaveis, os mais altos niveis de desempenho, ndo s&do mais atingidos utilizando
apenas o controle regulatério simples (que é utilizado em sistemas de entrada e
saida simples) [28]. Nestes casos, estratégias de controle para sistemas
multivaridveis tornam-se indispensaveis, pois surgem neste cenario buscando
incrementar a operabilidade e a produgdo dos processos diminuindo a sua
variabilidade e permitindo, desta forma, que estados estacionarios mais préximos
dos limites de especificacéo e operagéo sejam atingidos.

Os Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo (SLIT) sdo de
importancia central no estudo da engenharia elétrica, principalmente nas areas de
processamento de sinais e sistemas de controle. Um modelo de sistema é um
conjunto de expressdes matematicas que determinam o valor de sinais de saida a
partir dos valores de variaveis de entrada. Estas expressdes podem representar,
por exemplo o modelo matematico de um filtro eletrénico, ou de um dispositivo
mecanico.

Sistemas complexos podem ser decompostos em subsistemas mais
simples. Um diagrama de blocos de um sistema é a sua representagao a partir de
elementos mais simples de processamento de sinais [12].

Um sistema é dito invariante no tempo quando seus pardmetros nao
variam no tempo.A linearidade dos sistemas implica que todas as operacdes
utilizadas no processamento dos sinais de entrada séo lineares.

A propriedade mais importante de um sistema linear invariante no
tempo é o principio da superposicao. Este principio diz que a saida de um sinal
formado pela combinagdo linear de diferentes sinais, € igual a mesma
combinagdo aplicada aos sinais de saida gerados por cada sinal original
separadamente. Ou seja, suponha a existéncia de dois sinais x(t) e y(t). Cada
um desses sinais, se aplicarmos individualmente a um certo sistema H, criam as
saidas x'(t) e y'(t). Se a entrada do sistema for a combinagéo linear ax(t) +
by(t), a saida sera ax'(t) + by'(t).
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Os sistemas lineares e invariantes no tempo sao classificados de

acordo com os tipos abaixo:

e SISO (Single Input, Single Output): O sistema possui uma unica entrada e
uma unica saida.

o MISO (Multiple Input, Single Output): A equagao equivalente do sistema
depende de todas as entradas. Para um sistema MISO ser linear, os
diferentes sinais s6 podem ser somados entre si. Nao pode haver
multiplicagédo entre eles ou derivagdo de um sinal em relag&o a outro.

o SIMO (Single Input, Multiple Output): Percebemos que este tipo de sistema
pode ser decomposto em sistemas SISO individuais.

e MIMO (Multiple Input, Multiple Output): Da mesma forma do anterior,

podemos decompor este sistemaem sistemas do tipo MISO.
5.1.1. Descricbes do Modelo

A modelagem matematica da planta que sera utilizada neste trabalho
pode ser vista no Apéndice A, e serve como base para as descricdes do modelo
que serao apresentadas nesta seccdo. Estas descricbes sao divididas em
obtencdo da matriz de transferéncia, obtencao das equacbes de espaco de

estados e o calculo dos autovalores e autovetores.
5.1.1.1.Matriz de Transferéncia

As Eq.(A.19) e Eq.(A.38) serdo utilizadas para a determinagdo da
matriz de transferéncia do circuito elétrico que representa o sistema dindmico
multivariavel. Colocando as Eq.(A.19) e Eq.(A.38) na forma matricial, temos:

U] 4 [10) 5.1)

U(s)] 7 Lra(s)

Portanto para encontrarmos a matriz de transferéncia deve-se inverter a matriz A

que é dada por:



Ly 2 Ry Ry
(R—S+L1C15 +1+R_+ R1C15) —(R—+R1CZS)
— 2 2 3
4= Ry L, . R
- R_2+R1615 R_35+ LzCzS +R_3+R1625+1

)
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(5.2)

Se admitirmos que os componentes Ry =R, =R; =R, L; =L, =Le

C; = C; = C, temos:

(L +LC2+1+R+RC> <R+RC>
A _ RS S R S R S
<R+RC> (L +LCZ+1+R+RC>
R S RS S R S
L
<ES+LCSZ +2+ RCS) —(1+ RCs)
A=
L
—(1+ RCs) <ES+LCSZ +2+ RCS)
Invertendo a matriz A, temos:
I[(%S"‘LCSZ +2+ RCS) (1 + RCs) ]I
. I d(s) d(s) I
[ (1+ RCs) (%S'FLCSZ +2+ RCS)J
d(s) d(s)
sendo

L*C
d(s) = L?>C?s* + 2T+2RLC2 s3

+ L2+6LC 2+<4L+2RC> +3
R? S R S

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

Se considerarmos todos os elementos do circuito elétrico com valores

unitarios, ou seja, R = L = C = 1 na sua unidade respectivamente, temos:
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s2+2s+2 s+1 1
A—1:|S4+4s3+752+6s+3 st + 4s3 + 752 + 65 + 3| (5.7)
s+1 s2+2s+2 '

l54+4s3+752+6s+3 54+4s3+752+6s+3J

Portanto temos a matriz de transferéncia para o circuito elétrico de

quarta ordem:

s2+2s+2 s+1
YV1($)] _|s* +4s3 +7s2+6s5s+3 s*+4s3+ 752+ 6s + 3|[Us(s)
= ; (5.8)
Y,(s) s+1 s2+2s+2 U, (s)
s*+4s3+7s2+65s+3 s*+4s3+7s2+6s+3
Y:(s) _ 1 [52+25+2 s+1 ”U1(S) (5.9)
Y,(s)] s*+4s3+7s2+6s+3 s+1 s+ 2s + 2] LU, (s) '

5.1.1.2. Espago de Estados

Para a determinacdo das equacdes de espago de estados para o
sistema dindmico multivariavel, devemos selecionar as variaveis de estado de
acordo com os elementos do circuito (capacitores e indutores). Logo, temos as

seguintes variaveis:

Ver () = x4
Vea (£) = x, (5.10)
i1 () = x3
i, (t) = x4

Observando o circuito, e utilizando a lei das correntes de Kichhoff,

temos a seguinte equacgéo:

i11(£) = icq (€) + iga(t) (5.11)
sende:
i;1(t)a corrente do Indutor 1 (L,);

ic1(t)a corrente do Capacitor 1 (C;);
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iz, (t)a corrente do Resistor 2 (R,);

Temos assim:

c, AVer (8) _ (6 — Vea () (5.12)

dt R,

Substituindo as variaveis de estado da Eq.(5.10) na Eq.(5.12):

oty = x3 — & (5.13)
R,
Do mesmo modo:
CZ'X:Z = .X4 - ﬁ (514)
R;

Utilizando a lei das tensdes de Kirchhoffno circuito elétrico da figura

A.1, temos:

ug () = Vi1 (&) + Vgy (8) + Ve (0) (5.15)

Uy (t) = Vg (t) + Ver (£) + Ry (i1 (8) — i12(2)) (5.16)

Substituindo as variaveis de estado da Eq.(5.10) na Eq.(5.16):

uy (t) = Lxs + x; + Ry (x5 — x4) (5.17)

Uy (t) = Lxy + X, + Ry (x4 — x3) (5.18)

Isolando as variaveis x,, x,, x5 € x, nas Eq.(5.13), Eq.(5.14), Eq.(5.17) e

Eq.(5.18) respectivamente, temos:
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1 1
ot L 5.19)
X1 C1 X3 R2C1 X1 (

Xy =y — —— (5.20)

C, 4 RaC, 2

, 1 R R, 1

X3 = —L—1x1 I x3+L—1x4+L—1u1(t) (5.21)
1 R R 1

Xy = ——xp +— x5 — —x, + —u,(t) (5.22)
L, L, L, L,

As equacgbes de estado para um dado sistema dindmico é dado pelo

seguinte sistema de equagdes matriciais:

X = Ax + Bu (5.23)

y=Cx+Du (5.24)

Utilizando as Eq.(5.18), Eq.(5.19), Eq.(5.20) e Eq.(5.21), e fazendo

analogia com a Eq.(5.23), temos a seguinte equacgao de espacgo de estados:

Xy — 1/R2C1 0 1/C1 X1 00

Xa2| _ —1/R;3(, 1/C2 X210 O [u1] (5.25)
Xs| —1/L1 0 —R1/L1 Ry/Ly []%s 1 0)lu,

Xy =1/l Ri/L; —Ry/L, 1% 10 1

Como a saida do sistema é dada pelas tensdes nos capacitores C; e

C,, temos as seguintes consideragoes:

y1 =V (t) = x4 (5.26)

V2 = Ve () = x, (5.27)

Utilizando as Eq.(5.26) e Eq.(5.27), e fazendo analogia com a

Eq.(5.24), temos a seguinte equagéo no espago de estados:
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X1
=15 0 9 9+ gy -
X4

Se considerarmos que todos os elementos do circuito sao unitarios nas
suas respectivas unidades, ou seja, Ry =R, =R; =L, = L, = C; = C, = 1, temos

as seguintes equagdes para o espago de estados do sistema:

X1 -1 0 1 O07r¥x1 0 O
X2 _10 -1 0 1([|*x],]|0 o] 529
X _[—1 0 -1 1]|[x|T]1 o [uz] (5:29)
al lo -1 1 -—allxd lo 1
_xl_
[3’1] _ [1 0 O 0] X2 (5.30)
V2 0 1 0 olf*s
[, |

-1 0 1 0
- /0 -1 0 1 5.31
A=121 o0 -1 1 (5:31)

0 0
-0 O 5.32
B=|{ § (5.32)

0 1

—[L 000 5.33

C_[o 1 0 o] (5:33)
[0 0 5.34
D_[O 0] (5.34)
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5.1.1.3. Autovalores e Autovetores

Os autovalores do sistema dindmico de quarta ordem séo
determinados a partir das raizes do polinbmio caracteristico da matriz de
transferéncia, dado pela Eq.(5.6), ou seja, a solugao da equagao:

s*+4s3+7s2+65+3=0 (5.35)

Portanto, resolvendo a Eq.(5.35), temos os autovalores que séao

mostrados a seguir:

A = =15+ 0.866i
A, = —=1.5—-0.866i (5.36)
A3 = —0.5 + 0.866i
A, = —0.5 - 0.866i

Os autovetores associados a estes autovalores sdo mostrados a

seguir, e satisfazem a equagéo abaixo:

sendo
A;representa o autovalor i;
v;representa o autovetor associado ao autovalor i;
1é a matriz identidade;

Aé a matriz do espaco de estados;
Os autovetores sao:

—0.25-0.433i
v, = 0.25 32.4331 (5.38)
-05
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—0.25+0.433i

v, = 0.25 ag.433i (5.39)
-05

0

_ 0 5.40
Y3~ |-0.5 + 0.866i (5.40)

0

0

v, = 8 (5.41)

—0.5 - 0.866i

5.1.2. Analise Dindmica

Na analise dindmica do sistema multivariavel trabalhada nesta secao,
sera levada em consideracdo, a resposta do sistema ao estado nulo e a
estabilidade assintética.

A resposta ao estado nulo é BIBO estavel se e somente se todo pdlo
da fungdo de transferénciativer parte real negativa (isto é, todos os pdlos dos
elementos G;;(s)da matriz de transferéncia).

Para calcularmos os pdélos da matriz de transferéncia utilizamos o

polinbmio caracteristico (Eq.(5.35)), que é o mesmo para todos os elementos da

matriz, entao:

p1 = —1.5+ 0.866i
p, = —1.5— 0.866i (5.42)
pz = —0.5 + 0.866i
p, = —0.5 — 0.866i

Verificamos assim, que os pdélos sdo iguais aos autovalores Eq.(5.36),
e que a resposta do sistema ao estado nulo € BIBO estavel, pois todos os pélos

possuem parte real negativa.
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5.1.3. Especificagbes de Projeto

Para a analise de especificagdes do projeto, sera utilizada a resposta
ao degrau do sistema, resposta ao impulsoe o diagrama de valores singulares
para a analise no dominio da frequéncia, pois este sistema trata-se de um sistema
dindmico multivariavel, onde o diagrama de bode nao ¢é aplicado.

As respostas ao impulso do sistema sao mostradas nas figuras abaixo
para as duas saidas que representam as tensées nos capacitores C; e C, da

figura A.1.

Irmpulse Response (Y1)

06

Amplitude

Tirne (sec)

FIGURA 7 — Resposta ao Impulso do Sistema MIMO (Saida 1)

Impulse Response (YZ2)

o
m

Amplitude
o] = ] o o
—_ b () £ m
T T

o
T

01
]

Tirme (gec)

FIGURA 8 — Resposta ao Impulso do Sistema MIMO (Saida 2)
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A resposta ao degrau do sistema multivariavel, sera apresentada de
duas formas: a primeira sera utilizando o teorema da superposi¢céo e a segunda

com as duas fontes ativas (considerando as duas entradas).

Step Response
From; Ini1) From: Inf2)

2 =
m @

=
P
T

To: Ot

02

Amplitude
o
=]

0&

=
B
T

To Dut(2)

=L
ia

o ; ; ; ; i i ; i 1 :
i} 2 4 5} g 10 120 2 4 <] g 10 12

Time (zec)

FIGURA 9 — Resposta ao degrau (teorema da superposicao).

Step Response (V1)

Amplitude

0 i i i ; \
0 2 4 & g 10 12
Tirne (sec)

FIGURA 10 — Resposta ao degrau (Saida 1).



81

Step Response (Y2)
T T T

[=]
o]
T

Arnplitude

ol
m
T

Time (sec)

FIGURA 11 - Resposta ao degrau (Saida 2).

Observando as figuras 7,8,9,10 e 11 fica claro que o sistema é estavel,
0 que pode ser confirmado através das analises de estabilidade na seg¢ao anterior
que se referia a analise dindmica do sistema multivariavel.

Como o sistema analisado é multivariavel, a analise de resposta em
frequéncia é feita através do método dos valores singulares que ocorre através da
decomposi¢cdo em valores singulares da matriz A das equagdes de espago de

estado, dado por:
A= UsvdSJ s,vd (543)

sendo
Oswwq€© @ matriz diagonal de dimensao n x ncom elementos nao
negativos na diagonal.

Uspa€Vs,qSa0 matrizes unitérias.

A decomposi¢cdo da matriz A em valores singulares € dada pelas

seguintes matrizes:

0.2049 0.6015 -0.6768 -0.3717

U = —0.2049 0.6015 0.6768 -—-0.3717 (5.44)
svd — [-0.6768 0.3717 —0.249 0.6015

0.6768 0.3717 0.2049 0.6015
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02049 -0.6015 0.6768 -—-0.3717

v’ . =|(—02049 -06015 -0.6768 -0.3717 (5.45)
svd 06768 0.3717 —0.2049 -0.6015

—-0.6768 03717 0.2049 -0.6015

2.3028 0.0000 0.0000 0.0000

P 0.0000 1.6180 0.0000 0.0000 (5.46)
svd 10,0000 0.0000 1.3028 0.0000

0.0000 0.0000 0.0000 0.6180

A resposta em frequéncia dos valores singulares é utilizada para
avaliar o comportamento do sistema linear invariante no tempo. Na figura abaixo
se apresenta os maiores e menores valores singulares em dB em funcédo da
frequéncia em rad/sec.

Singular Values

Singular Values (dBE)

10 107 s 10 10°
Frequency (radfsec)

FIGURA 12 — Diagrama de Valores Singulares do Sistema MIMO

5.2. Algoritmo HDP-RLS-DLQR

A estimagdo da fungdo de custo VK para uma dada politica K
associada ao DLQR exige amostragens da recompensa instantanea r,. Enquanto

que os modelos f do ambiente e r, da recompensa instantdnea sao necessarios
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para determinar a funcdo de custo corresponde a politica 6tima. Neste contexto,
métodos RLS abordam o problema de encontrar um vetor de parametros 8% que

nos permite estimar VX, o aproximador linear é dado por:
VE(xy) = QDT(xk)@K (5.47)

e, portanto, deve satisfazer a seguinte condigdo de consisténcia

VE () = 1(xp, h(x)) +yVE (f(xk, h(xk))) (5.48)

A forma quadratica da fungdo de custo, dada pela Eq.(2.22), é
representada utilizando-se definicdes de produto de Kronecker e vetorizagao para

obtengado de uma estrutura de aproximacao linear no vetor de paradmetros 6%,
VE(xy) = xIPx), = x " vec(P) (5.49)

sendox,, € R™("+1)/2 definido de acordo com o produto de Kronecker

X! =xF @ xF = [eyexl .. xpexl] (5.50)
vec(P) € R*(*D/2contém as n entradas diagonais de P e as [n(n+1)/2] —n
somas distintas dos elementos p;; + p;; da matriz P. O vetor de parametros 6%
corresponde a forma vetorizada da matriz P, i.e. 8% = vec(P)ep(xy) = x%.

Reordenando a Eq.(5.48) e usando a Eq.(5.49), tem-se:
r(xp, u) = X! vec(P) — yXr1  vec(P) = &, 7 ¥ (5.51)

sendo®, = X, — YXi11-

Assim, a fungdo de utilidade instantanea r, pode ser vista como a
funcao objetivo desejada para a qual necessita-se ajustar o vetor de parametros
6% no sentido dos minimos quadrados, isto €, minimizando-se a seguinte fungao

de custo.
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N

. 2
In = ZﬂN_l|rk—N+i - ¢£—N+i| (5.52)

i=1

sendoN a quantidade de dados amostrados (ry_y+i:Pr_n+i) € @ constante
O0<u <1 é o fator de esquecimento, parametro que pondera a influéncia das
amostras mais recentes. Para satisfazer a condicao de excitacdo do problema dos
minimos quadrados necessita-se que a quantidade N de dados amostrados seja
no minimo igual a n(n + 1)/2. A estimativa dos minimos quadrados é baseada

sobre N observacoes é dada por
(N) = A~1(N)O(N) (5.53)

sendo

N
AWNY = D uV By s Dy (5.54)

=1

a matriz de autocorrelagao que deve ser inversivel, e

N
O(N) = ZﬂN_iq)k—NHrk—NH (5.59)

=1

a matriz de correlacao cruzada.

A solugdo dos minimos quadrados dada na Eq.(5.53) pode ser
reescrita em uma forma recursiva, de modo que a estimativa obtida na etapa de
tempo i —1 é usada para obter a estimativa na etapa de tempo i, com i =
1,2,... ,N. Denotando por (N — 1) a estimativa dos minimos quadrados baseada
sobre N — 1 observagoes e I'(N) = A~1(N), segue da Eq.(5.54) que

N-1
r=*(N) = pu Z PN Dy By + DD (5.56)

=1
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r~*(N) =ur-*(N — 1) + o, I (5.57)

Reescrevendo a Eq.(5.53) como

N-1
o(N) =T (N) <u Z PN Dy Tt + P D, ) (5.58)

i=1
e observando-se que

N-1

PN Dy ey = TTHIN = 1)A(N — 1) (5.59)

=1
Substituindo Eq.(5.57) em Eq.(5.59) para obter
O(N) = O(N — 1) — I'(N) D, @LO(N — 1) + I'(N) D1y, (5.60)

Para deduzir uma equacao recursiva para I'(N) ao invés de I'"1(N)
como na Eq.(5.56), utiliza-se o lema da inversa: Sejam A, C e C"1+DA™'B
matrizes quadradas néo singulares. Entdo A+ BCD ¢ inversivel, e (A+ BCD)™1 =
A1 —AIB(C*+ DA Y)B1DA™. Aplicando-se o lema da inversa na Eq.(5.56),

tem-se:
IF'(N) = @r-*(N -1) + ¢, o)1 (5.61)

r(N) = u~r (N — 1)

B (5.62)
—u ' TN = 1)@ (1 + @[u ' T(N —1)) ~&u~'r (N — 1)

- r(N —1)¢,@{I'(N —1) 563

r(N)=u <F(N—1)— LT TN~ D), > (5.63)

Isto implica na seguinte forma recursiva da solugao dada na Eq.(5.53):

L(i — 1),

(5.64)
+ LT — 1)y

L) = [0, =
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0;(1))=0,(i—1)+L;(@)(r.—®f6;(i— 1)) (5.65)

L) =t (r,-(i ~1)- F"(li — 2,)53"5 ‘! Gf;;}(”) (5.66)
sendoj o indice de atualizagao de politica, i o indice das recursividades do RLS, k
o tempo discreto, §; = vec(P) o vetor de parametro verdadeiro para a fungéo VK,
éj(i) a i-ésima estimativa de 6;, I;(0) = I, com [, = I para alguma constante
positiva §, e [;,1(0) = I;.

Observando na Eq.(5.65) que a estimativa éj(i)é obtida adicionando-se
uma corregcdo a estimativa anterior éj(i —1) que é proporcional a diferenca
temporal 4, =, — d),féj. As componentes do vetor ganho L;(i) sédo ponderagbes
que nos dizem como o vetor de parametros éj(i)deve ser ajustado
adequadamente.

O algoritmo HDP-RLS-DLQR possui dois lagos principais que sdo dos
processos iterativos da HDP e do RLS para a determinagao da politica de decisao
baseada nos métodos de aprendizagem por reforgo. Nesta situacdo, o algoritmo

customizado é formado pelos seguintes passos principais:

ALGORITMO IV- ALGORITMO HDP-RLS-DLQR

» Inicializagdo dos Parametros

» Sistema Dinamico Discreto e Matrizes de Ponderagao
Ay, By, C4,D4, Q € R.

» Parametros do RLS

6,(0) <0

I,(0) <« I

u «fator de esquecimento

0 N O g b~ W0 N =

» Selecionar qualquer politica de controle admissivel, K, e matriz P,
9 k<0

10 » Inicio do Processo Iterativo

1 Para k < k + 1 passo 1

12 » Acao de Controle

13 u, < K9,
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14 » Estados

15 X1 < Agx, + Bauy

16 » Montagem do Vetor Alvo

17 O(x, 7, f, P?) « x} Qx; + Ul Ruy + 7, POxpsq

18 » Conjunto Base — Produto de Kronecker

19 @y« [xfis XppXors XuXaks XieXarXae: Xox¥sns XaxXais X3 XarXars Xarl
20 » Minimos quadrados recursivos (RLS)

21 0 « (00,7 @, 6(x,7. f, P)

22 Calcular o valor de 6 utilizando as Eq.(5.123), Eq.(1.24) e Eq.(5.125)
23 » Matriz P% para recuperagéo do vetor 8

24 P8 —[06, 6,/2 0;/2 6,/2;6,/2 0 6.,/2 6,/2;
25 0;/2 6,/2 6y 09/2;0,/2 6,/2 05/2 0y]

26 » Melhoria de Politica

27 K° « (R+BIPB,) 'BIPOA,

28 » Revitalizagdo dos Estados

29 Xi+1 < Xrevit

30 » Reinicializagcdo dos Parametros do RLS

31 0:4+1(0) < 6

32 [i+1(0) < I;

33 Se kf ==K¢,,

34 » Fim do Processo lterativo

35 Fim-para

A inicializacdo do algoritmo IV consiste nas matrizes do sistema
dindmico, ponderagdes de recompensa instantanea, os paradmetros do processo
iterativo, as condigdes da solugdo da equacédo algébrica deRiccati, ganho 6timo e
parametros de inicializagdo do RLS.

O algoritmo implementa as atualizagbes do vetor de regressdo no
passo 19 e a fungdo de valor no passo 17 para cada leitura do intervalo de
amostragem. Como também implementa a atualizagdo do vetor 8 no passo 21 e
da politica K? no passo 27. Esta sequéncia de passos ocorre uma janela de
tempo chamada de passos de recorréncia, mas apenas para inicializagao do RLS,

e é dada por n(n + 1)/2 unidades de tempo.
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5.2.1. Convergéncia RLS para Esquemas HDP

O resultado de convergéncia para esquemas HDP utilizando
aproximadores baseados no RLS tem sido provados por [8] para problemas que

envolvam o regulador quadratico linear (LQR). O teorema que sera mostrado a

seguir pode ser encontrado em [8] e mostra que a sequéncia {Kj};ozl de politicas

geradas pelo algoritmo HDP-RLS-DLQR converge para a politica 6tima.

Teorema: Suponhamos que {4,B} &€ um par controlavel, K, € um controle

estabilizante, e o vetor @, é excitado persistentemente segundo a equacgéo:

N
1
gl < NZ ®p_; T, < &l (5.67)
i=1

para todo k> N,, N> N,, &g <&, com g e g& inteiros positivos e N, uma
constante positiva. Entdo, existe um intervalo de estimacao N < o de modo que o

esquema de iteragdo de politica aproximada descrita anteriormente, gera uma

sequéncia {Kj};ozlde controles estabilizantes, tal que

im [~ K°

]—)CX)

=0 (5.68)

sendoK* a matriz de controle de realimentagéo 6tima.

A falta de excitagdo persistente pode ser entendida, no dominio do
tempo quando a matriz de autocorrelagdoA(N) € singular. Uma definicdo
equivalente é assumir que o vetor @, apresenta excitagao persistente quando sua
matriz de autocorrelagdo, A(N), for definida positiva. Neste projeto de HDP
utilizando o RLS, uma forma de solucionar o problema da falta de excitagao
persistente é usar a revitalizagao de estados, assim os estados sao reinicializados
a cada intervalo de recorréncia. Esses procedimentos conduzem a uma matriz
A(N) cujos autovalores s&o positivos.

Uma medida que representa o bom condicionamento da matriz A(N)

pode ser dada pelo fator de positividade p, que é definido por:
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p=1-L"(N)® (5.69)

Usando a definigdo do vetor ganho e o fato de que A(N) é simétrica,

isto &€ AT(N) = A(N), entdo a Eq.(5.69) pode ser reescrita por

p=1-dIA1"Y(N)D, (5.70)

Substituindo-se a Eq.(5.63) na Eq.(5.70), temos apds algumas

simplificagdes:

u
= 5.71

P U+ ol AN — 1oy, 5.71)

Observando que a forma simétrica na Eq.(5.71) possui um valor real

nao-negativo, tem-se 0 < p < 1. Portanto, uma condi¢ao necessaria para que a

matriz de autocorrelagao seja definida positiva € dada por 0 < p < 1. A ocorréncia

de um valor fora desta faixa indica que a matriz de autocorrelacdo perdeu a

propriedade positiva definida.
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CAPITULO 6

AVALIACAO DE DESEMPENHO DO ALGORITMO

O algoritmo de programagao dinamica heuristica (HDP) que utiliza o
estimador linear baseado no método dos minimos quadrados recursivos (RLS) e
aplicado no problema do regulador quadratico linear discreto (DLQR), proposto no
capitulo anterior sera avaliado por meios de procedimentos que quantificam o
tempo e exatidao para a obtencao da politica 6tima de controle. Neste capitulo é
aplicado ao algoritmo desenvolvido, o modelo do sistema dindamico de quarta
ordem estudado no inicio do capitulo anterior. As metodologias de convergéncia
das matrizes de ponderacao Q e R e as analises dos resultados, sdo obtidos por
meio das simulagbes computacionais desenvolvidas na plataforma MATLAB.

O modelo do sistema dinamico e a inicializagdo dos experimentos
computacionais constituem a primeira parte do procedimento para avaliagcdo do
desempenho do algoritmo para o projeto de controladores via HDP.

A segunda parte do procedimento consiste de comparagdes que
avaliam a exatiddo das (decisbes) solu¢gdes dos controladores, o resultado do
algoritmo proposto € confrontado com o resultado obtido pelo método de Schur e
pela recorréncia de Riccati.

A terceira parte consiste em fazer testes e analises que séo realizadas
para avaliar a sensibilidade da heuristica para varrer o plano Z, por meio de
variagbes nas matrizes de ponderagao do projeto DLQR. O trago da matriz de
malha fechada é utilizado para avaliar o desempenho da alocacao da

autoestrutura.
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6.1. Inicializagdo do Processo Iterativo

O modelo de sistema dindmico que sera utilizado para avaliacdo do
algoritmo HDP-RLS-DLQR sera o circuito elétrico de quarta ordem estudado no

capitulo anterior, cujo modelo continuo € dado por:

-1 0 1 0 00
w0 =% & % 1o+ 9w (6.1)
0 -1 1 -1 01

As variaveis de estado sao as tensdes nos capacitores (x; e x,) e
correntes nos indutores (x5 e x,). A discretizagdo do modelo € obtida pelo método
do segurador de ordem zero (zero orderhold —zoh) com intervalo de amostra de

0.8 s. O modelo discreto € mostrado abaixo:

x,..=|~0.037 0305 0136 -0338], 0046 —0.191)
kt171-0.358 -0.136 0441 -0.321 0.549 -0.182

0136 0358 -0321 0441 —0.182 0.549

0305 -0.037 0358 -0.136 0191 -0.046

O modelo discreto mostrado na Eq.(6.2) sera utilizado para o projeto do
controlador 6timo. Para a composicao do setup iterativo, devemos informar os

seguintes parametros para o algoritmo:

e Ordem do Sistema: 4
e Intervalo de Amostragem: 0.8s
e Numero de lteragbes: 500

e Fator de Recorréncia: 10

A ordem do sistema é um dado de entrada, pois na elaboracdo do
produto de Kronecker, o produto entre os valores dos estados varia de acordo
com a ordem do sistema. O intervalo de amostragem é necessario para a
discretizacdo das matrizes continuas do espaco de estados do sistema dindmico
e deve ser adequadamente determinado. O numero de iteragdes serve como uma

condigdo de seguranga para que o algoritmo ndo entre em lago infinito, ou seja,



92

nao atinja a convergéncia para a politica 6tima durante os testes. O fator de
recorréncia varia em funcdo da ordem do sistema, sendo de fundamental
importancia para a inicializagédo do método dos minimos quadrados recursivos.

Apdés a definicdo dos parametros de inicializagdo do algoritmo,
devemos fornecer os parametros para o RLS que faz parte do nucleo do algoritmo
HDP-RLS-DLQR. Os parametros sao:

e Matriz Inicial da Equagao de Riccati/Lyapunov.
e Vetor de Parametros 6

e Fator de Esquecimento

A inicializagdo da matriz deve corresponder a ordem do sistema, logo:

10 0 0 O

o 10 0 o 6.3
Pur =10 0 10 o0 (6.3)
0O 0 0 10

O vetor de parametros também deve seguir a ordem do sistema, o
numero de elementos deve ser calculado pela expressao n(n+ 1)/2 onde n é a

ordem do sistema

6=1[0, 6, 65 6, 65 05 67 Og 65 6i0] (6.4)

. A'inicializag&o do vetor de parametros 6 para este algoritmo € dada

por:

6=[0 0 0 0000 0 0 0] (6.5)

O fator de esquecimento é utilizado como estratégia de convergéncia
para o método RLS, e neste algoritmo assumira dois valores que serao definidos
nos proximos topicos. Vale ressaltar que o fator de esquecimento pode assumir
valores entre 0.9 e 1.

Outro parametro importante na inicializagdo do algoritmo que deve ser

citado é a condicdo inicial do sistema, e os estados de revitalizacido para o
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algoritmo. Os valores mostrados abaixo para a condigao inicial e os estados de
revitalizacao foram estimados através da simulagao do circuito elétrico com os
parametros (valores dos componentes) utilizados neste projeto. Os valores para

Xo © Xyepir SAO:
xo =[0.22 022 0.0005 0.0005] (6.6)
Xrevie = [0.5 0.5 0.002 0.002] (6.7)
As matrizes de ponderagao Q e R da funcao de utilidade associada ao
DLQR séo definidas através de heuristicas, mas seguem uma metodologia para

variagdo e avaliacdo do algoritmo dada em [31]. As matrizes utilizadas para

inicializacao sao:

1000

o100 8
Q=10 0 1 0 (6.8)
000 1

1o 6.9
R‘[01] (6.9)

Considerando as matrizes A; e B; do sistema multivariavel dado na
Eq.(6.2), e as matrizes Q e R como identidades (Eq.(6.8) e Eq.(6.9)) para fins de
recorréncia, tem-se que a solucao de Riccati pelo método de Schur é dada por:

12940 01123 -0.0479 0.1105

p —| 01123 12940 -0.1105 0.0479 (6.10)
SCHUR —-0.0479 -0.1105 13663 —0.2962
01105 0.0479 -0.2962 1.3663

Consequentemente a politica 6tima é dada por:

X :[—0.1466 —0.1273 0.3020 —0.2240 (6.11)
SCHUR — | 01273  0.1466 —0.2240 0.3020
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6.2. Experimentos HDP-RLS

A analise dos resultados obtidos pelo algoritmo baseado em
programagao dinamica, especificamente HDP, para o DLQR do sistema MIMO de
quarta ordem sera mostrada nesta secdo. Analises sobre os aspectos de
convergéncia do algoritmo em relagédo a numero de iteragbes e a relagdo dos
valores das matrizes Q e R com alocacao de autovalores no plano Z serao feitas.

Os aspectos de estabilidade na implementacdo da programagao
dindmica aproximada para um sistema realimentado tem sido estudado durante
os anos. A analise de convergéncia QR consiste na avaliagdo dos autovalores das
matrizes Q e R e suas relacbes com a alocacdo de autovalores de sistemas
multivaridveis no plano Z por meio de controladores 6timos. Os resultados sao
apresentados na forma de Tabela, seguindo a metodologia estabelecida a partir
das equagdes mostradas no Capitulo 3 (Segao 3.4) [31]. O processo iterativo para
variagbes sistematicas nas matrizes Q e R da fungao de custo seguem um padréo
de crescimento da matriz Q, enquanto que a matriz R € uma matriz identidade
durante todo o processo de solugao.

O estimador linear baseado no método dos minimos quadrados sera
avaliado através da presencga e auséncia do fator de esquecimento para analise

da convergéncia do algoritmo.

6.2.1. Algoritmo com fator de esquecimento unitario

Na inicializacdo do algoritmo, consideramos o fator de esquecimento
u=1 ou seja, todos os valores estimados possuirdo 0S mMesmos pesos
(importancia) a cada iteragado. Para manter a condi¢cao de excitagédo, pode-se usar
varios esquemas padrdes incluindo a reinicializagédo dos estados ou injecdo de
um sinal de ruido branco. Neste algoritmo, a excitagdo persistente foi
implementada a através da revitalizagdo dos estados dada por x,.,;; definido
anteriormente e ocorrendo a cada n(n + 1)/2 intervalos de tempo. Se nao for
considerada a excitagédo persistente o algoritmo RLS perde a estabilidade e nao

consegue atingir a condi¢do de convergéncia.
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O setup desta simulacao utilizou todos os parametros definidos na
secao 6.1. A seguir temos os estados e as entradas de controle do sistema
dindmico em relagdo ao tempo, ou seja, na medida em que as iteragdes do
algoritmo vao acontecendo. Percebemos que os estados possuem valores
oscilatérios, o que caracteriza a reinicializacdo dos estados através de x,.,;; €
condicao de excitacao persistente para o RLS.

Na Figura 13 é apresentada a evolugao dos estados, e a evolugao das
agoes de controle para o sistema multivariavel de quarta ordem é mostrada na

Figura 14.
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FIGURA 13 — Trajetérias dos Estados x; com reinicializagdo por HDP (1° caso).
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FIGURA 14 — Acéo de Controle u,;, por HDP (1° caso).
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Na Figura 15 é mostrado o coeficiente de condicionamento w do

estimador RLS, que é dado através da seguinte expressao:

Amazimo [ (D] (6.12)
Aminimo [1; _1(i)]

w; (i) =

As matrizes com o coeficiente de condicionamento w muito alto
possuem também uma dispersdo muito grande nos valores de seus elementos.
Esse fato pode trazer problemas computacionais na solucdo de sistemas de

-1

equagdes envolvendo I;~~ ou ;. Por este motivo dizemos que uma matriz com w

grande € uma matriz mal condicionada.

10 T T T T T T T
: 3 — Fator de condicionamento o

}\max\mo’ Amninima

o=

o I 1 L L I 1 1 L it
0 al 100 180 200 250 300 350 400 450 600
t

amost &)

FIGURA 15 — Fator de condicionamento w (1° caso).

Abaixo € mostrada a convergéncia dos parametros do critico pelo
método HDP. Percebemos que os parametros do critico ndo convergem para a
solugéo P de Riccati, ou seja, com este numero de iteragdes nado é possivel atingir
a politica ¢tima, fato que pode ser comprovado pelo valor elevado do fator de
condicionamento da matriz utilizada no RLS, e pela auséncia do fator de

esquecimento.
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FIGURA 16 — Convergéncia dos parametros P do critico por HDP (1° caso).
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FIGURA 17 — Convergéncia da politica 6timaKpor HDP (1° caso).

Os graficos da convergéncia da agao sdo mostrados abaixo, onde os

elementos K;; representam os elementos da matriz da politica 6tima.
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FIGURA 18 — Elementos da politica 6tima por HDP (primeira linha)(1° caso).
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FIGURA 19 — Elementos da politica 6tima por HDP (segunda linha)(1° caso).

Observando as Figuras 18 e 19 fica mais clara a percepgao que o
algoritmo néo atinge a politica 6tima, utilizando 500 iteracbes. Vale ressaltar que,
se aumentarmos o numero de iteracdes, o set point é alcancado.

Os autovalores do sistema e o trago da matriz de malhada fechada
podem ser verificados a cada iteragcdo de acordo com a figura 20 mostrada

abaixo:
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FIGURA 20 - Trago e Autovalores a cada iteragéo por HDP (1° caso).

Os tragos das matrizes de malha fechada sao utilizados para avaliar o
comportamento do processo de recorréncia para mapear as ponderacdes no
plano Z estavel. Estes valores podem ser utilizados para comparacdo de
convergéncia entre algoritmos.

A analise de convergéncia QR por HDP é mostrada na tabela abaixo.

Para esta situagédo seguiu-se a heuristica de ¢q; = {—2,1,0,1,-2}.

TABELA 2 — Convergéncia QR (1° caso).

Q(q;) R(r;) Autovalores 1
2 0 0.02600.0519 0.2709 0.2639
1 0 0.20200.2020 0.1965 0.1965
0 0 0.36540.3654 0.2267 0.2267
-1 0 0.48740.4874 0.2312 0.2312
-2 0 0.51400.5140 0.2320 0.2320

Observamos que as variacbes na matriz Q, conduziram ao
mapeamento de podlos reais limitados ao eixo real Z e ao semi plano direito. Uma
investigacao para mapeamento em outras regides do plano Z envolve outras
heuristicas para variacbes de Q e R. Verifica-se também que se obtém solucao
mais proxima da origem para valores acima de q; > 0. Para valores de q; <0, os

autovalores tendem a ficarem mais distantes da origem e as iteragdes aumentam.
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A motivacao para a implementacdo do RLS para estimacao da funcao
valor no problema do DLQR foi motivada pelo insucesso da estimacao através do
método dos minimos quadrados em batelada (LS), pois o mesmo, utilizando os
mesmos parametros que foram usados para inicializagao deste algoritmo, a matriz
de regressores do método LS estava mal condicionada, impossibilitando a

estimacao dos parametros 6.

6.2.1. Algoritmo com fator de esquecimento variavel

Neste segundo caso, para a simulagao é considerado como parametro
de entrada no setup inicial, o fator de esquecimento. O valor do fator de
esquecimento é alterado de 1 para 0.975, que esta dentro do intervalo estipulado
na teoria para este fator (0.9 < u < 1). A trajetéria dos estados no decorrer do

tempo pode ser vista na figura abaixo.
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FIGURA 21 — Trajetérias dos Estados x; com reinicializagdo por HDP (2° caso).

A figura a seguir mostra a evolugédo da acao de controle ao longo
tempo (iteragdes do algoritmo). Comparando as Figuras 21 e 22 com as Figuras
13 e 17 do algoritmo que n&o utiliza o fator de esquecimento, percebemos que os

graficos sao bem préximos devido a revitalizagéo dos estados.
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FIGURA 22— Acéao de Controle u;, por HDP (2° caso).

Um ponto importante e que vale ser destacado para este segundo
caso, € que o fator de condicionamento da matriz do RLS reduziu
consideravelmente depois da inser¢édo no fator de esquecimento no algoritmo. Isto

sinaliza um bom condicionamento da matriz e pode ser visto a seguir.
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FIGURA 23- Fator de condicionamento w (2° caso).

i ; ; ;
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Os parametros de P sdo mostrados na Figura 24, e percebemos que 0s
elementos da matriz convergem para os valores da solugdo de Schura partir da
502 iteragdo, representando assim a eficiéncia do algoritmo em relagédo ao

anterior.
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FIGURA 24 — Convergéncia dos parametros P do critico por HDP (2° caso).

Para o esquema HDP, a politica de controle é encontrada a partir da
matriz P. Como a matriz P comega atinge a convergéncia préxima a 502 iteragao,

a politica 6tima K segue o0 mesmo comportamento.

03 e —
: : S KHDP(HJ
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2
5
=
@ 0.2 1
z
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03 F

04 i I i i i i ; i i

u] a0 100 0 150 200 250 300 350 400 450 500

laamnst s

FIGURA 25 - Convergéncia da politica 6tima K por HDP (2° caso).

A seguir é mostrada a evolugao dos elementos individuais e a solugao

de Schur para a politica de controle K.
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FIGURA 27 — Elementos da politica 6tima por HDP (segunda linha)(2° caso).

Observando as Figuras 26 e 27 fica clara a percepgao de que o
algoritmo atinge a politica 6tima, utilizando 50 iteragdes. Vale ressaltar que, para
as 500 iteragdes consideradas, o algoritmo converge com a solugéo de Schur em

todas as casas decimais consideradas.



104

1.8 T T 0a

035r

: Ay
145 : ] B N
] —-_——r
Tgpeen '---- Db
o e E ﬂ'—'—h__

Autovalores

[ B | S s R sy

e t:--u-,._._. = -

: ] . : :
0 200 400 B00 i 200 400 500

At s () B et (5)

FIGURA 28 - Traco e Autovalores a cada iteragao por HDP (2° caso).

Observando o trago da matriz de malha fechada e o grafico dos
autovalores, percebemos que n&o houve uma grande mudanga, pois 0s
autovalores s&o bem proximos nos dois algoritmos.

A andlise de convergéncia QR por HDP considerando a presenga do
fator de esquecimento é exposta na tabela abaixo. Para esta seguiu-se a
heuristica da escolha de q; = {—-2,-1,0,1,2}

TABELA 3 — Convergéncia QR (2° caso).

Q(q;) R(ry) Autovalores 1
2 0 0.15720.1671 0.0180 0.0245
1 0 0.19360.1936 0.1760 0.1760
0 0 0.35590.3559 0.2188 0.2188
-1 0 0.48510.4851 0.2303 0.2303
-2 0 0.51230.5123 0.2316 0.2316

Verifica-se que se obtém solugdo mais proxima da origem para valores
acima de q; > 0. Para valores de q; <0, os autovalores tendem a ficarem mais
distantes da origem e as iteragées aumentam.

As simulagdes dos algoritmos mostradas neste capitulo com as duas
varricdbes considerando o fator de esquecimento, validam a teoria apresentada e

mostram que o algoritmo que considera a presenga do fator de esquecimento
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torna-se mais robusto em relagcao ao outro que considera apenas o RLS padrao, e
atinge a convergéncia de forma rapida e suave (sem muitas variagbes na busca

da solucao).
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CAPITULO 7

CONCLUSAO

Nesta dissertagcado foi apresentado o projeto de um controlador 6timo
baseado no regulador quadratico linear discreto (DLQR) através da programagao
dindmica adaptativa, mas precisamente utilizando o esquema da programacao
dindmica heuristica, e utilizando para estimacao da funcao valor, o aproximador
linear dos minimos quadrados recursivos (RLS). Tépicos importantes utilizados
nesta dissertacdo e que sevem de apoio para esta metodologia é a diferenca
temporal, processo de decisdo markoviano e a técnicas de aproximagao da
funcao valor.

A programacgao dinamica aproximada é responsavel pela viabilizagéo
da sintonia da politica étima de controle e da solugdo por programag¢ao dinamica
com avango no tempo. Portanto, com a juncéo de todas estas metodologias, este
trabalho é caracterizado como um controle 6timo direto.

O método heuristico baseado na programagao dinamica adaptativa foi
apresentado desde sua formulagdo pela abordagem critica adaptativa até as
avaliagdes do algoritmo com a presencga do estimador RLS aplicado em sistemas
multivariaveis, neste caso um circuito de quarta que teve toda a sua formulacao
matematica apresentada no decorrer deste trabalho. O algoritmo de HDP foi
formulado como uma aproximacao da funcdo valor para uma dada politica
admissivel. A aproximacao da funcao valor foi realizada pelo método dos minimos
quadrados recursivos, como ja foi dito anteriormente, e apoiada pela formulagao
da teoria da vetorizacdo de matrizes e algebra de Kronecker. A eficiéncia do
algoritmo seguiu a metodologia para determinagdo dos coeficientes da matriz P

de Riccati e os ganhos do controlador DLQR étimo.
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Os experimentos computacionais analisados mostraram as solugdes
alcangadas pelo algoritmo em relagcdo ao método de Schur para o sistema
dindmico multiariavel representado por um circuito elétrico de quarta ordem. A
analise de convergéncia pelo numero de iteragdes e pela sintonia das matrizes Q
e R foram apresentadas. Com a elaboragao e simulagéo do algoritmo fica claro
que para métodos HDP, a dependéncia da dindmica do sistema e que a
determinagao do ganho do controlador é obtida de maneira explicita.

O algoritmo com o RLS apresentado mostra a robustez do estimador
através das simulagdes, pois primeiramente foi feita a tentativa de implementacéao
da aproximacao da funcdo valor com o estimador dos minimos quadrados em
batelada, que obteve sucesso apenas para sistema até terceira ordem, e a partir
dos sistemas de quarta ordem a matriz de regressores perdia a consisténcia ao
longo das iteragdes e o estimador ndo atingia os objetivos. Ja com a utilizagdo do
RLS foi mostrada dois casos com auséncia e presencga do fator de esquecimento,
onde com apenas o uso do RLS ja foi obtida a convergéncia do algoritmo mas
nao para a solugdao de Schur. E com o fator de esquecimento o algoritmo
convergiu de maneira eficaz para a solugao o6tima.

De maneira geral, a programagao dindmica adaptativa nos mostra que
dentro de suas limitacdes, que seus processos sao de solucdes viaveis e com
suas solucdes aplicaveis na pratica. Portanto fica claro para ADP que obtendo
apenas uma pequena informacdo dos estados do sistema, em momentos
especificos é possivel obter a solucao de Riccati online, assim é possivel a
implementagcdo de um controlador 6étimo discreto baseado em programagao

dindmica adaptativa.

7.1. Trabalhos Futuros

Os trabalhos futuros que serao citados abaixo, seguem alguns estudos
e desenvolvimentos com foco em programacao dinamica adaptativa que foram
abordados neste trabalho de dissertagdo. A pesquisa pode seguir os seguintes

desenvolvimentos e investigagdes:
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Aplicar o estimador RLS na programacgao dindmica Heuristica Dependente
de Agao (ADHDP).

Desenvolver o estudo para aplicacdo pratica dos outros métodos de
programagao dinamica adaptativa (DHP e ADDHP).

Aplicar outras técnicas para aproximagao da funcao valor através da teoria
de programagao neurodinamica e légica Fuzzy.

Verificar outros métodos para sintonia das matrizes de ponderacao Q € R
investigando a sua convergéncia com o algoritmo ADP.

Analisar o impacto da maldicao da dimensionalidade através da relacao de

quantizacao de entradas e estados para sistemas dindmicos multivariaveis.



109

APENDICE A

MODELAGEM MATEMATICA DA PLANTA

Para a andlise e controle de sistemas dinamicos multivariaveis, foi
escolhido para este trabalho um circuito elétrico que representa um sistema MIMO
de quarta ordem, através da presenca de quatro elementos armazenadores de
energia (dois capacitores e dois indutores). Observando a figura seguinte do
circuito elétrico, podemos perceber que as fontes de tensdo u,(t) e u,(t)
representam as entradas do sistema, e as tensdes nos capacitores C, e C, dadas
por V.-, e V.,, respectivamente, representam as saidas do sistema, caracterizando

assim, um sistema MIMO composto por duas entradas e duas saidas.

Vii(t) i iy
YUY
Ly i3 Vi
u(t) Vea(D) Vei(D)
6_, R § Ci —
Vri(t) is
® AYAYAY, —& —9
Ry is ig
uz(b) +> Vrs(t) Vea()
2w Rs ; C —
Vi2(t) iz
SN ‘
L,

FIGURA A.1 — Circuito Elétrico de Quarta Ordem.
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Como temos um sistema linear e invariante no tempo, todas as
propriedades vistas anteriores sdo aplicaveis a este circuito. Logo, para a
obtencdo do modelo matematico do sistema dindmico devemos utilizar o teorema
da superposicao.

Aplicando o teorema da superposigao ao circuito da figura A, temos a

figura abaixo com a fonte de tensao u,(t) curto-circuitada.

Vii(t) T Fy
e »
L I3
ui{t) 7+ Vralt) Vealt)
. R, e
Va1 (tj L
. — - .
28} 15 | i |
;\"p_;(tj 1l \"Q:(tj
R_; C: -1
Vialt) g
L.

FIGURA A.2 — Circuito Elétrico de Quarta Ordem (u,(t) = 0).

Utilizando a lei das tensdes de Kirchhoff, temos:

U () = Vi1 (&) + Vgp (£) + Vg1 (2) (A1)

Utilizando a lei das correntes de Kirchhoff, temos:

i1(t) = ip(6) + i5(0) (A.2)

(1) + i3(t) = 4(t) + i5(t) + (D) (A.3)

Sabemos que a tenséo no Indutor 1(V;,) € dada por:

din(t) (A.4)

V()= Ly dt
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As correntes i3 (t) e i,(t), sdo dadas por:

Vr2(t) _ Vel (t)

i3(t) = R, R, (A.5)
. dVeq (t)
i () = € —- (A.6)
Substituindo as Eq.(A.5) e Eq.(A.6) na Eq.(A.2), temos:
o V(0 dVe: (t)
i, (t) = R, + G dt (A7)
Substituindo a Eq.(A.7) na Eq.(A.4):
_ o, dig(t) _ Ly dVi(8) d?Vea (t)
V() = Ly dt R, dt + L0 de? (A.8)
As correntes is(t) e i¢(t), sdo dadas por:
oy Vrs(®) _ Ve ()
is(t) = R, - R, (A.9)
. dVe, (t)
is(t) = C, ;Zt (A.10)
Isolando i,(t) na Eq.(A.3), temos:
i4(8) = ip(6) +i5(t) — is(¢) — is(0) (A.11)

Substituindo as Eq.(A.5), Eq.(A.6), Eq.(A.9) e Eq.(A.10) na Eq.(A.11),

temos:
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V() , o Ve Vel Vel

i,(t) = 7, N 7, —n (A.12)
A tensdo no Resistor 1(Vz,) é dada por:
Vr1(8) = Ryis(t) (A.13)
Substituindo a Eq.(A.12) na Eq.(A.13):
_ Vs (8) Ve, (8) Ve, (t) dVe, (t)
Ve (t) = Ry <R—2+C1 i@ R C:—; (A.14)
Rl dVCl(t) Rl dVCZ (t)
Ve, (t) = =V, (t) + R,C — —V,(t) — R C,——— A.15
R1 RZ C1 1%1 dt R3 Cc2 1%2 dt ( )
Substituindo as Eq.(A.8), Eq.(A.5) e Eq.(A.15) na Eq.(A.1):
L, dV., (t) d?v.,(t) R
u (t) = R—z th + LGy dct12 + Ve (0) + R_;VCI (t)
dve,(t) R dVe, (t) (A-16)
+R.(y % - R_:VCZ (t) — R, C, %

Sabemos que V., (t) = y,(t) e V., (t) = y,(t), e substituindo na
Eq.(A.16) temos:

_ Lydy(t) d?y; (t) Ry
u, (t) _R_z dt +L1C1?+Y1(t)+R—23’1(t) A
dy,(t) R, dy, (t) .
+R G = R—3y2(t) —RiG——

Aplicando a Transformada de Laplace na Eq.(A.17), temos:



113

L R
U, (s) = —15Y1(S) + L, C;s%Y,(s) + Y, (s) + —1Y1(S)
R, R,
R (A.18)
+ R, Cy5Y1(s) — R_:YZ (s) — R1C;sY,(s)

L R R
U,(s) = <R—ls +L[,C;s?+1+ R_1 + R1C15> Yi(s) — (R_: + R1C25> Y,(s) (A.19)
2 2

Aplicando o teorema da superposi¢céo ao circuito da figura A.1, temos a
figura abaixo com a fonte de tensdo u, (t) curto-circuitada. O desenvolvimento das
equacobes para este caso é bem proximo do que foi apresentado anteriormente

coma fonte u, (t) curto-circuitada, e segue a mesma linha de raciocinio.

Via(t) Ty By
P &
L; 13
\"p_*({) ne \"TQ](I)
R; 1
Vailt) I
» L .
R] i e i L
(1) ,@ Vis(t) 1 vew
R; C: T
V@ b
L,

FIGURA A.3 — Circuito Elétrico de Quarta Ordem (u,(t) = 0).

Utilizando a lei das tensdes de Kirchhoff, temos:

Up(t) = Vr1(t) + Vs (t) + Vi2(2) (A.20)

Utilizando a lei das correntes de Kirchhoff, temos:

i7(t) = is(t) + is(0) (A.21)



i5(t) +ig(t) = is(t) + ip(t) + i5(0)

Sabemos que a tenséo no Indutor 2(V;,) € dada por:

di; (t)

Vi (t) = L, dt

As correntes is(t) e i¢(t), sdo dadas por:

Vr3(t) _ Ve ()
R4 R4

is(t) =

dVe, (t)
dt

ig(t) = C;

Substituindo as Eq.(A.24) e Eq.(A.25) na Eq.(A.21), temos:

V() , . dVea(®)

i,(t) = R, 2 gr

Substituindo a Eq.(A.26) na Eq.(A.23), temos:

di;(t) _ L_decz () 4 d?Ve, (t)
dt ~ R; dt 22 g2

Vio(t) = L,

Isolando i,(t) na Eq.(A.22):

i4(t) = is(t) + ig(t) — i (t) — i5(t)

como:

Vaa(t) _ Ver ()
R, R

i5(t) =

dVe1(t)
dt

() = C;
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(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)

(A.28)

(A.29)

(A.30)
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Substituindo as Eq.(A.24), Eq.(A.25), Eq.(A.29) e Eq.(A.30) na
Eq.(A.28), temos:

Ve (t) A AVe (t)  Vea(t) c dVe(t)

i,(t) = R, 2" gy R, S (A.31)
A tensdo no Resistor 1(Vz,) é dada por:
Vr1(£) = Ryis(t) (A.32)
Substituindo a Eq.(5.31) na Eq.(5.32):
_ Ve (8) Vo (t)  Vei(2) ave,(6)
Vs = Ry (G 7+ G - G ) (A.33)
R4 dVe,(t R dVq,(t
Vey (8) = VC2 (t) + R,C, let( ) R1 Vel (2) — Rch%() (A.34)
2
Substituindo as Eq.(A.27), Eq.(A.24) e Eq.(A.34) na Eq.(A.20):
R () R dV.1(t)
uy(t) = R_:ch (t) + R, C, ilzt _R_:Vm( ) —R.C; illt
o 2V () (A.35)
C2 C2
+Veo (t) + R3 di + L, 2T g2

Sabemos que V. (t) = y,(t) e V., (t) = y,(t), e substituindo na
Eq.(5.35) temos:

R dy,(t) R dy, (t)
uo(6) = 20 + R == = o (©) = RaCy =
L, dy,(t d?y, (t (A.36)
+y2(t)+ 2 dy,( )+L2C2 y2(t)

R, dt dt?



Aplicando a Transformada de Laplace na Eq.(5.36), temos:

R R
Up(5) = 1= Y5(5) + Ry CoYa(s) = - Yi(5) = RiCisYi(s)
3 2

L, )
+Y,(s) + R_SYZ(S) + LyCo57°Y5(s)
3

Up(s) = — <§_: + R1C15> Y1(s)

L R
+ (—Zs + L,C,y52 + —+ R,Cys + 1) Y,(s)
R3 R3
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(A.37)

(A.38)
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