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Resumo

Neste trabalho, dissertaremos sobre a estabilidade estrutural e estatistica das
transformacoes expansoras: como aplicacao do Lema de Sombreamento provaremos
da aplicaga de classe C* ¢ estruturalmente estével, isto é tod
que toda aplicacao expansora de classe C'" é estruturalmente estavel, isto é, que toda
dindmica suficientemente préxima é topologicamente conjugada a ela. Em seguida,
provaremos a existéncia e unicidade de uma medida invariante e absolutamente
continua a medida de Lebesgue. Por fim, mostraremos que a transformacao
expansora € estastiticamente estavel, ou seja, a inica medida ergddica absolutamente

continua a Lebesgue varia continuamente com a transformacao.

Palavras-Chave: Transformacoes Expansoras; Estabilidade Estrutural; Estabili-
dade Estatistica.



Abstract

In this work, we will discuss about the structural stability and the statistical
stability of expanding maps. As an application of the Shadowing Lemma, we will
prove that every C' expanding map is structurally stable, which means that all
dynamics sufficiently close are topologically conjugated to it. Next, we will prove
the existence and uniqueness of an invariant measure, absolutely continuous with
respect to the Lebesgue measure. Finally, we will prove that the expanding map is
statistically stable, that is, the unique ergodic measure absolutely continuous to

Lebesgue varies continuously.

Keywords: Expanding Maps; Structural Stability; Statistical Stability.



Figura 1
Figura 2
Figura 3
Figura 4
Figura 5
Figura 6
Figura 7
Figura 8
Figura 9

Lista de ilustracoes

Expansao decimal. . . . . . ... ... oo 25
Graficode F. . . . ..o 29

Comportamento da dindmica F.. . . . . . ... ... ... ... 30
A dindmica de um difeomorfismo Morse-Smale. . . . . . . . .. 32
Diagrama Comutativo . . . . .. ... .. ... ... .. .... 33
Trajetoria de um ponto z € (a,b). . . . . . . .. .. ... .. 35

Transformagao Expansora . . . . . . . .. ... ... ... ... 40
Gréaficode f(z) =2x (mod 1).. . . . . .. .. ... ... ... 41

Ramo Inversode femp.. . . .. ... ... ... ... ... .. 42



2.1
2.2
2.3

5.1
5.2
5.3

Sumario

INTRODUCAO . ... ... ittt it et 13
PRELIMINARES . . . . . . . . . . . e 17
Ocirculo. . . . . . . . . 17
Distancia entre aplicacoes diferenciaveis. . . . . . . . . . . .. 19
Teoria Ergodica. . . . . . . . .. ... 20

ESTABILIDADE ESTRUTURAL DOS DIFEOMORFISMOS
MORSE-SMALE . . . . . . . . . . . 27

ESTABILIDADE ESTRUTURAL DAS TRANSFORMACOES
EXPANSORAS. . . . . . . e 39

ESTABILIDADE ESTATISTICA DAS TRANSFORMACOES

EXPANSORAS . . . . . . . e e e e e 48
Existéncia de Medida Absolutamente Continua . . . . . . . . 48
Unicidade da Medida . . . . . . .. ... ... . ... ... .. 52
Estabilidade Estatistica . . . . . . . . ... ... .. ...... 56

Bibliografia . . . . . . .. ... ... ... .00, 59



1 Introducao

A Teoria dos Sistemas Dindmicos tem como principal objetivo descrever
modelos que envoluem no tempo segundo uma regra matematica que relaciona
o seu estado presente aos estados passado e futuro. Um problema central nessa
area é compreender o comportamento das érbitas dos sistemas apds pequenas

perturbagoes.

O conceito de estabilidade estrutural, introduzida por Andronov e Pontragin
em [3], afirma que toda estrutura topolégica permanece inalterada sob pequenas
perturbagoes. Por outro lado, o conceito de estabilidade estatistica, introduzida
por Alves e Viana em [2], estabelece a persisténcia das propriedades estatisticas em
termos da continuidade da medida invariante absolutamente continua em relacao a

medida de Lebesgue.

Na primeira parte deste trabalho, buscamos compreender o significado da
estabilidade estrutural em sistemas dinamicos, tendo como motivagao inicial uma
classe especifica de difeomorfismos do circulo conhecida como Morse-Smale. Nesse

contexto, apresentamos o seguinte teorema:

Teorema A. Todo difeomorfismo do circulo f € Dif f1(S') do tipo Morse-Smale

¢ C estruturalmente estdvel.

Além de provar esse importante teorema de estabilidade, também descreve-
mos o comportamento dinamico caracteristico dessa classe, no qual observamos
uma quantidade finita de pontos peridédicos que se alternam entre atuarem como
repulsores ou atratores. Essa andlise nos permite compreender em detalhes as
propriedades e as implicacoes da estabilidade estrutural em sistemas dinamicos do

tipo Morse-Smale.

Com o objetivo de entender o comportamento de transformacoes que apre-

sentam uma dindmica mais rica tanto do ponto de vista topologico quanto do
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ponto de vista ergddico, dedicamos a maior parte da dissertacao ao estudo de
tranformagoes expansoras definida em uma variedade compacta qualquer. O estudo
desses sistemas ¢ util para compreender outros sistemas mais complexos, como
por exemplo, os difeomorfismos uniformemente hiperbélicos. Além de apresentar a
definicao e exemplos, provamos que a dinamica expansora ¢ estavel por pequenas

perturbagoes.

Teorema B. Toda aplicacio expansora f : M — M de classe C* definida em

uma variedade compacta e conexa é C estruturalmente estdvel.

Observamos que o teorema de estabilidade estrutural acima é verdadeiro
na topologia C°. Optamos por apresentar aqui na dissertacao, a versao onde a
aplicacao ¢ de classe C! porque em todos os outros teoremas utilizaremos essa

mesma hipotese.

No contexto do Teorema B, provaremos que vale o Lema de Sombreamento,
o qual afirma que toda pseudo-érbita é acompanhada por uma tnica 6rbita da
transformacao. Assim, a estabilidade estrutural das transformagoes expansoras
na topologia C! decorre do fato de que perturbacoes sutis na dindmica geram
trajetorias denominadas pseudo-orbitas. Essas pseudo-érbitas estao intimamente
relacionadas as Orbitas originais por meio de um homeomorfismo, que estabelece
uma correspondéncia continua entre as duas dindmicas. Essa associacao entre
orbita e pseudo-orbita é crucial para compreender como as pequenas perturbagoes

afetam o comportamento global do sistema dinédmico.

A fim de estudar as propriedades ergddicas das transformacgoes expansoras
provaremos a existéncia e unicidade de uma medida invariante, ergédica e absoluta-
mente continua com respeito a Lebesgue. Entederemos também o comportamento
dessa medida apo6s pequenas perturbacoes. Nessa direcao iniciaremos com o seguinte

resultado.

Teorema C. Seja f: M — M uma transformacao expansora definida em uma
variedade compacta conexa M. Suponha que a fungdo jacobiana x — det D f(x) €

Hélder. Entao existe uma unica probabilidade invariante p absolutamente continua

Universidade Federal do Maranhao Gabriel Pinho Gomes
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em relagio a medida de Lesbeque m. Além disso, u € ergodica, o seu suporte
coincide com M e a sua bacia de atragio B(u) tem medida de Lesbeque total na

variedade.

E importante ressaltar que esse teorema ¢ falso se omitirmos a hipdtese do

Jacobiano Holder, como podemos ver em Quas [10].

A idéia da prova do Teorema C é utilizar o Lema de Distorcao para construir
uma medida invariante absolutamente continua. Considerando a restricdo norma-
lizada dessa medida a um conjunto invariante com medida de Lebesgue positiva

provaremos entao a existéncia da medida ergodica.

Para a unicidade verificamos que a dindmica é topologicamente exata e
portanto, qualquer conjunto invariante nao-trivial tem medida de Lebesgue total.
Dali, sendo a bacia de atragao da medida ergdédica construida anteriormente um
conjunto invariante seguird que tem medida de Lebesgue total e consequentemente

nao poderd existir outra medida com essa propriedade.

O Teorema C acima nos permite definir uma aplicagdo ¢ no espago das
transformacoes expansoras com jacobiano Hélder que associa a cada transformacao
a sua unica medida ergddica absolutamente continua. Denotando entao por F
a familia de transformacoes expansoras com jacobiano uniformemente limitado
provaremos que em F a aplicacdo ¢ é continua na topologia fraca*. Esse é o

significado do préximo resultado.

Teorema D. A familia F € estatisticamente estdvel.

A prova do Teorema D serd consequéncia da densidade (derivada de Radon-
Nikodyn) em relagdo a Lebesgue de cada medida ergddica ser uniformemente

limitada a familia F.

A dissertagao esta organizada da seguinte maneira. No Capitulo 1, apresenta-
remos algumas defini¢oes basicas e resultados classicos que serao utilizados ao longo

do texto. No Capitulo 2 estudaremos a dinamica dos Morse-Smale. O teorema de

Universidade Federal do Maranhao Gabriel Pinho Gomes
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estabilidade estrutural é provado no Capitulo 3. Por fim, dedicaremos o Capitulo 4
para a prova dos Teoremas C e D, concluindo assim a estabilidade estatistica das

transformacgoes expansoras.

Universidade Federal do Maranhao Gabriel Pinho Gomes



2 Preliminares

Para garantir a compreensao adequada do contetido deste trabalho, neste
capitulo apresentamos alguns conceitos e resultados classicos da teoria de sistemas

dindmicos que serdo fundamentais para o desenvolvimento do texto.

2.1 O circulo.
Considere o circulo S' como o subconjunto de R? definido por
St={(z,y) eR*; 2> +y*> =1}

Ao longo do texto, vamos considerar o circulo S* como o intervalo fechado I = [0, 1],
onde os pontos 0 e 1 estao identificados. Isto é, definindo no conjunto dos ntimeros

reais R a relagao de equivaléncia médulo os inteiros (também denotada de modl):
xr =y se, e somente se, r —y € Z

temos que o intervalo I = [0, 1] possui um tnico representante de cada classe
de equivaléncia pois identificamos 0 com 1. Como S' pode ser parametrizado

(bijetivamente) por I podemos entdo identificar S* com o quociente
St =R/Z.

Dito isso, definimos a distancia no circulo da seguinte forma: dados z, y € S!, a

distancia entre eles é dada por

Uma classe de exemplos muito interessante de dinamicas no circulo sao as

rotagoes. Vamos descrevé-las no que se segue.
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Dado a € [0, 1], uma rotacao R, de S' é a aplicagdo R, : S* — S! definida
por R,(z) = x + a (mod1). Primeiramente observe que, para cada n € N, se

compormos R, uma quantidade n de vezes obtemos
Ri(x)=z+n-a (modl) = R,..(x).

Dai, se R!(x) = = temos que ter n - a € Z. Logo, uma rotagao de angulo v tem

pontos periddicos (R!(x) = x) se e somente se o € Q.

O caso a € (R\ Q) ¢ mais complexo. Vamos mostrar que para todo z € S!
sua 6rbita O*(z) := {R%(x) : n € N} é densa em S.

Suponha por contradigao que existe z € S! tal que OT(x) nio ¢ denso em

S'. Nesse caso, o conjunto A = S*\ Ot(z) é um aberto niao-vazio do circulo.

Observando que O+ (z) ¢ invariante sob R, isto é, R,(O*(x)) = O*(z), o mesmo

vale para A pois é o seu complementar.

Seja I uma componente conexa de A, ou seja, um intervalo aberto maximal.
Afirmamos que
RII)NI = para todo n € N.

De fato, se a afirmacao fosse falsa, terifamos duas possibilidades: a primeira é existir
N € N tal que RY(I) = I. Nesse caso, escrevendo I = (a,b), temos:
RN(I)=(a+ N-amodl,b+ N-amodl) = (a,b).

O que implicaria em a = a+ N -amod 1 e, portanto, a seria um ponto periédico de

R, contradizendo a hipdtese. A segunda possibilidade é existir um N € N tal que
RN(I)#T e RN(I)N T #0.

Nesse caso, o conjunto C' = R!'(I)U I é a unido de dois intervalos contidos em A, e
portanto é ele proprio um intervalo contido em A. No entanto, I é um subconjunto
proprio de C'; o que implica que C' esta contido em uma componente conexa de A

e contém sua a componente conexa [I. Isso também leva a uma contradicao.

Universidade Federal do Maranhao Gabriel Pinho Gomes
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Desse modo, a afirmacao é verdadeira, temos que ter R™(1)N I = ) para todo
n € N. Em particular, segue que R”(I) N R?(I) = ) para todos os naturais onde

n # m, pois caso contrario, terfamos R7"(1) N1 = .

Entretanto, iteragoes de I pela rotagdo nao alteram o seu comprimento, logo

se as iteragoes R!'(I) de I sdo todas mutuamente disjuntas, entao chegamos a

uma contradi¢do, pois o comprimento total da unido delas (J R!(I) seria infinito.
neN

Assim provamos que a érbita de todo ponto é densa no circulo.

2.2 Distancia entre aplicacoes diferenciaveis.

Seja (M, d) uma variedade diferencidavel compacta munida da distancia d.
Vamos assumir, sem perda de generalidade, que M C R® para s € N grande.
Denote por C'(M) o espaco das aplicagoes diferenciaveis f : M — M definidas em

M que sao de classe C, isto é, possuem derivada continua.
) b

Definimos em C'(M), a distancia entre duas aplicagoes f : M — M e

=]

Desse modo, dado € > 0, duas aplicagées f : M — M e g : M — M estao ¢

g: M — M da seguinte forma

di(f, g) = max { sup {du(f(2), g(2)), [Df(x) — Dg(x)]

préximas na distancia C* se, e somente se,

dy(f(x),9(x)) <e e [|[Df(z) — Dg(x)| <e.

Em palavras, duas aplicacoes estao proximas se as imagens e as derivadas de f e g
estao proximas em todos os pontos. Nesse contexto, fixada f : M — M, dizemos

que g : M — M é uma perturbacao de f, se di(f, g) < € para algum € > 0 pequeno.
Para cada ¢ > 0 defina
U(f,e)={g€ C' (M) ; di(f,9) <e}.

Por definigao, a familia {U(f, €)} ¢ uma base de vizinhangas para cada f € C*(M).

Essa base de vizinhangas define a topologia C' no espago C'*'(M) das aplicagdes

Universidade Federal do Maranhao Gabriel Pinho Gomes
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diferencidveis de classe C! definidas em M. O leitor pode consultar mais detalhes
no livro do Hirsch [6].

2.3 Teoria Ergodica.

Nessa secao abordaremos alguns conceitos basicos da teoria ergddica que serao
utilizados ao longo do texto. Assumiremos que o leitor tenha certa familiaridade
com teoria da medida. Os resultados dessa secdo podem ser encontrados no livro

do Ricardo Maiie 7] e também em Oliveira e Viana [8].

Considere M um espac¢o métrico. Denotaremos por M;(M) o espago das
medidas borelianas de probabilidade p definidas em M. Definiremos agora em
M (M) a topologia fraca*.

Defini¢ao 2.1. Dados uma probabilidade € My (M) de M, um conjunto finito
O = {¢1, -+ ,0n} de fungoes continuas limitadas ¢; : M — R e um nimero real

positivo € > 0, definimos

Vi, d,¢) ={ve My(M): |/¢idy—/¢idu| <€ para todo i € {1,--- ,N}}.

Como a intersecao de quaisquer dois conjuntos desta forma contém algum
conjunto desta forma, segue que a familia {V'(u, ®,¢) : ¢, e} pode ser tomada como
base de vizinhangas de cada p € M;(M). Desse modo, definimos a topologia
fraca® em M (M) por essa bases de vizinhancas. Isso significa que os abertos de
M (M) sao conjuntos A C M;(M) tais que para todo elemento p € A existe
algum V' (u, ¢, €) contido em A. Uma caracterizagao da convergéncia na topologia

fraca* é dada no seguinte lema.

Lema 2.1. Uma sequéncia (pn)nen converge para uma medida p € My(M) na

topologia fraca® se, e somente se,

/gbd,un — /gbd,u para toda funcao continua limitada ¢ : M — R.

Universidade Federal do Maranhao Gabriel Pinho Gomes
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Demonstragio. Dada qualquer fungao continua limitada ¢ : M — R, considere o
conjunto finito (um elemento) ® = {¢}. Como (u,), — u na topologia fraca*,
temos entdo que para qualquer € > 0, existe um indice 7 tal que p, € V(u, ®,¢€)

para todo n > m. Isso implica que
|/¢dun — /(bdm < ¢ para todo n > 7.

E portanto a sequéncia (/ ¢ dyi,), converge para /(bd/,b.

Reciprocamente, suponha que a sequéncia ( / ¢ dpy,), converge para / oxm
para toda funcao continua limitada ¢ : M — R. Sejam quaisquer ¢ > 0 e um
conjunto finito de fungdes continuas e limitadas ® = {¢y, ..., ¢n} arbitrarios. Por

hipdtese, para cada ¢;, existe um indice 7; tal que

|/¢idun—/¢idu| < € para todo n > ;.

Tomando entdo ©m = max{7y, ...,y }, segue que p, € V(u, P, €) para todo n > m.

O que prova que a sequéncia (u,) converge para g na topologia fraca*. O]

Os préximos dois lemas sao bastante técnicos; Optamos por apresentar a

prova aqui porque eles serao utilizados na demonstragao do nosso Teorema C.

Lema 2.2. Considere v uma probabilidade em um espago métrico compacto M e
seja (p;)i>1 uma sequéncia de probabilidades em M convergindo para v na topologia
fraca®. Se para todoi > 1 tem-se pu; < v, isto é, para qualquer conjunto mensaurdvel
A C M wvale p;(A) <v(A) entao p < wv.

Demonstracio. Seja A C M um conjunto mensuravel arbitrario. Da regularidade
das medidas p e v, para cada € > 0, podemos considerar um subconjunto compacto
K. C Atal que u(A\ K,) < € e também v(A\ K.) < e. Tome agora A, vizinhanca
aberta de K., por exemplo, A, = {z : d(z, K.) < r}, para r > 0 de forma a garantir

p(AN\ Ko) <€ e v(A\ K) <e.

Universidade Federal do Maranhao Gabriel Pinho Gomes
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Observamos que o conjunto de valores possiveis para r, nos quais a fronteira de
A. ndo tem medida zero em relagdo a p tem que ser finito ou enumeravel, caso
contrario, a medida dessa fronteira nao seria finita. Portanto, podemos assumir,

que a fronteira de A, tem medida zero modificando se necessario o valor de r.
Como g = lim; y; e por hipdtese u; < v entdo segue que
= i : <
p(Ae) 2L1I+noo pi(Ae) < v(Ae)
pois A, é aberto com medida p nula da fronteira . Fazendo € — 0, concluimos que

u(A) = lim (A < limp(A,) = v(A).

O que nos da p(A) < v(A) para qualquer mensurdvel A C M. O

Lema 2.3. Considere (P,)nen uma sequéncia de particoes por abertos de um espago
métrico compacto M com diametro convergindo para zero quando n — oo. Sejam
v uma probabilidade em M e B C M qualquer conjunto mensurdvel com v(B) > 0.
Entao existem V,, € P, para n > 1, tais que
v(V,) >0 e vUBNVe) — 1 quando n — oc.
v(Va)

Demonstragio. Da regularidade da medida p, para qualquer 0 < € < v(B), pode-
mos escolher um subconjunto compacto K. C B tal que v(B \ K,) < e. Denote
por K., a unido de todos os elementos de P,, que intersectam K.. Observe que
v(K.n \ K.) < € para n suficientemente grande pois o didmetro das particoes
convergem para zero e portanto podemos tomar os K, tao proximos do compacto
K. quanto se queira. A prova do lema é por contradi¢gao, suponha que para todo

V,, € P, que intersecta K, tenhamos:

V(K.NV,) < Zég; - E v(V,).
Isso implica que
v(B) —e¢ _I/(B)—EV
v(K) < %V(Ke NV,) < %ﬂ: m v(Vo) = 7V(B) e (Ken) (2.1)

Universidade Federal do Maranhao Gabriel Pinho Gomes
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Como
V(Ken) =v(Ko) +v(Ken \ Ko) < v(Ke) +e

e também
V(K. <v(B)=v(K,)+v(B\K) <v(K) +e.

Utilizando a desigualdade (2.1) acima, obtemos

v(B) —e¢ v(B)—e¢
K)< —v(K.,) < ——(V(K. <v(B)—e<v(K,).
V() < T ) < D (K £ S v(B) — e < v(K)
A contradi¢ao acima mostra que deve existir algum V,, € P,, tal que
v(B) — ¢

J(B) T c v(Vy) <v(K.NV,) <v(BNV,) <v(V,)
v(B)—e¢ _v(BNV,)

<
v(iB)+e =  v(Vy,)
obtemos a conclusao do lema. O

o que implica v(V,) > 0 e também < 1. Fazendo ¢ — 0,

A partir daqui serd preciso o sistema dinamico.

Definigao 2.2. Sejam (M, B, 1) um espago de medida e f: M — M uma trans-
formagao mensurdvel. Dizemos que uma medida 1 € My (M) € invariante por f,

ou f-invariante se

w(E) = u(f(E)) para todo conjunto mensurdvel E C M.

Uma forma equivalente de definir uma medida f-invariante é dizer que

/gbdu = /(;5 o fdu para toda funcao continua ¢ : M — R.

Denotaremos por M (M) o espago das medidas invariantes por f munido da

topologia fraca*.

Quando o espago métrico M é compacto e a transformagao f: M — M é
continua, pode-se provar que o espa¢o M (M) das probabilidades de M é compacto
na topologia fraca® e portanto o espago M (M) das medidas f-invariantes é nao-
vazio, isto é, sempre existem medidas f-invariantes. Esse é o resultado do proximo

teorema cuja prova pode ser vista em Einsiedler ¢ Wards [4].
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Teorema 2.1. Sejam f: M — M uma transformacao continua definida em um

espaco métrico compacto M e p uma probabilidade qualquer em M. Para cada
n € N, defina p, € M1(M) a probabilidade

1 n—1

o=~ flu

onde fIu é a medida dada por fiu(A) = u(f~7(A)), para todo mensaurdvel A C M.

Entao qualquer ponto de acumulagio da sequéncia (p,) € uma medida f-invariante.

A seguir apresentamos dois exemplos de medidas invariantes.

Exemplo 2.1. Para o € (0,1), considere a rotagio R, : S' — S definida por
R.(xz) =z + a (modl). Geometricamente, as rotagoes giram o circulo no sentido
hordrio e nao modificam o comprimento dos intervalos. Denotemos por A\, a medida
de comprimento definida em S*. Dado J C S qualquer intervalo, aplicando o

teorema de mudanca de varidveis vale que

MR () = [ (B @) dA@) = [ 1dA@) = AW)

pois (R,)'(x) =1 para todo x € S*. Logo, R, ndo altera a medida \ dos intervalos
do circulo. Como esses conjuntos geram a o-dlgebra de Borel do circulo concluimos

que A é uma medida invariante por rotacoes.

Exemplo 2.2. Considere a expansio decimal de um nimero x € [0,1]. Podemos

caracterizar essa transformagdo da sequinte maneira:
f:00,1] —[0,1] , f(x) =10z — [10x]

onde [10x] representa o maior inteiro menor ou igual a 10x. Ou seja, f associa a
cada = € [0,1] a parte fraciondria de 10x. Em [0, 1] vamos considerar j a medida

de Lebesgue. Provaremos que p € f-invariante.

Dado I = (a,b) C [0,1] um intervalo arbitrario, observe que a sua pré-

imagem f~1(I) consiste em dez intervalos disjutos Jy,--- , Jig (veja a Figura 1)
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0

Figura 1 — Expansao decimal.

cujo comprimento é 1/10 da medida de I. E portanto,

10 10 1

R D) = (U 1) = o) = 3 g5lb—al = b=l = (D).

Isto mostra que f deiza invariante a medida p dos intervalos. Como esses conjuntos

geram a o-dlgebra de Borel de [0, 1], concluimos que u € f-invariante.

Note que, nos exemplos acima apenas verificamos que a medida dos intervalos
eram invariantes pelas aplicagoes, isso porque utilizamos um teorema que afirmas:
se uma transformagao deixa invariante a medida dos conjuntos mensuraveis que
geram a sigma algebra de Borel do espaco entao a medida é invariante por essa

transformagao. Para a prova desse resultado, consulte [7].

No espaco M (M) das medidas invariantes destacamos um subconjunto
importante de medidas, denominadas ergddicas, que atribuem medida zero ou total

aos conjuntos invariantes pela dinamica.
Definicao 2.3. Uma medida invariante p € My(M) é ergodica se para todo

subconjunto A C M invariante (f~1(A) = A) tem-se u(A) =0 ou u(A) = 1.

Uma forma equivalente de definir medida ergddica é através das médias de

funcoes integraveis ao longo de érbitas {f/(z)}. Nesse contexto, dizemos que
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€ Mg(M) é ergbdica se para toda funcao integravel ¢ : M — R tem-se

Lm j; p(f(z)) = /90 dp

para pu quase todo ponto x € M.

Em palavras, sob o ponto de vista de uma medida ergodica, o limite acima
existe e é constante em quase todo ponto para toda funcao integravel. Esse

resultado, ndo-trivial, é devido a Birkhoff e pode ser encontrado em [7].

Para finalizar esse capitulo, destacamos que a medida de Lebesgue dos
exemplos (2.1) e (2.2) apresentados aqui é ergddica. A prova desse resultado exige
algumas defini¢bes e propriedades que fogem do objetivo da dissertacao e que
deixaria essa segdo demasiadamente longa. O leitor pode consultar [7] ou [8] para

uma demonstracao.
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3 Estabilidade Estrutural dos Difeomorfis-

mos Morse-Smale

Este capitulo sera dedicado ao estudo da dindmica de uma classe de difeo-
morfismos do circulo denominada Morse-Smale. Nosso princial objetivo é provar
que essa classe é estavel por pequenas pertubacoes. As provas dos resultados

apresentados aqui podem ser encontrados no livro [1] escrito por Abdenur e Franga.

O conceito chave que permite demonstrar a estabilidade dos difeormofismos
que estudaremos neste capitulo é a hiperbolicidade dos pontos periédicos. Iniciare-

mos entao com esta definicao.

Definicao 3.1. Seja x um ponto fizo de um difeomorfismo f : S* — S, temos
que x é Hiperbolico se f'(x) # 1. Quando f'(x) <1 chamaremos este ponto fixo de

atrator, e se f'(x) > 1 entao chamaremos este ponto fixo de repulsor.

De modo geral, dizemos que x é ponto peridédico hiperbdlico com periodo n
se x é ponto fixo hiperbdlico de f™. Este ponto z sera atrator se (f")(z) <1 ou

repulsor periédico se (f")'(x) > 1.

Dizemos que uma certa propriedade P de um sistema dinamico f é robusta
quando ela continua a existir apds pequenas perturbagoes do sistema, isto ¢é, se
existe um aberto em torno de f, na topologia considerada, em que a propriedade
P ¢ véalida para todo sistema dindmico nesse aberto. A préxima proposi¢do mostra
a robustez dos pontos hiperbodlicos, e em particular prova que eles sao isolados, isto

é, em sua vizinhanga nao ha outro ponto fixo hiperbdlico.

Proposicao 3.1. Sejam f : S' — S um difeomorfismo de classe C' e x seu
ponto fixo hiperbolico. Entdo existe € > 0 e uma vizinhanca U C S de z tais

que para todo g : St — S difeomorfismo C' — € prézimo de f existe um tunico
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ponto fizo x4y € U que também € hiperbolico. Além disso x, serd atrator ou repulsor

dependendo se x for atrator ou repulsor.

Demonstra¢io. Vamos supor que f'(z) > 1 e o outro caso é andlogo. Pela conti-
nuidade de f’, pois f é de classe C!, existe um intervalo aberto U = (a,b) C S*

contendo x, tal que:

(i) f'(x) > 1 em todo x € [a,b]; (ii)f(a) —a <0; e (iig)f(b) —b> 0.

Tome e suficientemente pequeno satisfazendo € < min{|f(a) — a|, |f(b) — b|}
tal que se g é e-préoxima de f na topologia C! entdao ¢'(x) > 1 para todo = € [a, b].

Devido essa escolha ainda vale que

Essas inequagoes sao obtidas considerando a escolha de e suficientemente
pequeno e a condigao de ¢'(x) > 1 para todo = € [a,b]. Aplicando o Teorema
do Valor Intermediario a fun¢ao w(z) = g(x) — = segue que existe ¢ € (a,b) com

w(c) =0, ou seja, g(c) = c.

Afirmamos que este ¢ é o tinico ponto fixo de g em (a,b). De fato, se ocorresse
g(d) = d com ¢ # d € (a,b) entdo ¢'(k) = 1 para algum k entre ¢ e d, como

consequéncia do Teorema do Valor Médio. O]

Uma vez definido pontos hiperbdlicos, podemos finalmente definir a classe de

difeomofismos do tipo Morse-Smale.

Definigao 3.2. Um difeomorfismo do circulo f € Dif f1(S') é Morse-Smale se:
(i) f possui pelo menos um ponto periddico;

(ii) todo ponto periddico de f é hiperbdlico.
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Vejamos a seguir um exemplo de difeomorfismo do tipo Morse-Smale. Consi-

dere a aplicacao F : S — S! dada por:

1
F(x) = Msen(@r X))+ x

Figura 2 — Gréfico de F

Observe o grafico de F na figura acima; A linha tracejada é o grafico da

fungao identidade Id : S' — S', Id(x) = x. Note que aplicagio F satisfaz:

 E um difeomorfismo no circulo: F'(z) = tcos(4m - x) + 1 # 0 para todo

x € S' e portanto, pelo Teorema da Funcao Inversa, F' é invertivel com

inversa diferenciavel.

« Possui exatamente 4 pontos fixos: (0),(1/4),(1/2) e (3/4). De fato, note

que se F(z) =z entdo p—sen(47x) + x = x nos da sen(4rz) = 0 e portanto

dmx = km com k € Z. Como temos que ter z € [0, 1] segue que as solugoes da
equagao sao (0),(1/4),(1/2) e (3/4).

o Tem derivada diferente de 1 em cada um dos seus pontos fixos: Como

F'(x) = $5cos(4m - ) + 1 # 0 temos

11 1 9 1 11 3 9

F’(O):E7 /(1):1*0 g F/(*)_*GF/(E):*-

2710 10

Desse modo, concluimos que F' é um difeomorfismo Morse-Smale. Sua dinamica é
a seguinte: os quatro pontos fixos de F' ficam parados; A derivada maior que 1 nos
pontos (0) e (3) implica que F repele pontos proximos destes dois para longe deles.

Ja os pontos (i) e (%), que possuem derivada menor que 1, atraem pontos proximos
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para perto deles. Isto é, nos intervalos [0,1/4], [1/2,3/4] os pontos "caminham"da
esquerda para direita, se afastando do extremo esquerdo e se aproximando do
extremo direito. Acontece o inverso nos intervalos [1/4,1/2], [3/4, 1] onde os pontos

caminham da direita para esquerda. O comportamento é representado na Figura 3.

=

N | =
()
Il
—_

=~

Figura 3 — Comportamento da dinamica F.

De maneira geral, vamos agora estudar a dindmica dos difeomorfismos Morse-
Smale. Cabe aqui observar um resultado notavel da teoria dos homeomorfismos do
circulo, o qual afirma que qualquer que seja o homeomorfismo do circulo, todos
os pontos periddicos tem o mesmo periodo. Esse resultado pode ser encontrado
em Brin e Stuck [5]. Dito isto, iremos supor que todos os pontos peridédicos do
nosso Morse-Smale f sao fixos. No caso de pontos peridédicos a analise abaixo pode
ser feita considerando no lugar de f a dindmica f* onde s é o periodo dos pontos

periddicos de f.

Sejam pq,- - -, pr pontos fixos hiperbdlicos de f no circulo. Primeiramente,
observe que hd uma quantidade finita de pontos fixos hiperbdlicos pois, como
provamos na Proposigao 3.1 que esses pontos sao isolados, existe vizinhanca U; de
p; onde ele é o tnico fixo hiperbélico. Dai, cobrindo o circulo com tais vizinhancas,

sua compacidade implica em uma quantididade finita de pontos fixos hiperbdlicos.

Sendo uma quantidade finita vamos ordené-los de maneira crescente:

p1 <p2 <...<Dpg,
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isto tomando as tnicas representacoes dos pontos em [0, 1), e denotando p; = pg1.

Desse modo se tomarmos dois pontos fixos vizinhos p; e p; ;1 percebemos que
nao existe outro ponto fixo entre eles neste intervalo I; = (p;, pi+1) e logo temos
f(x) —x # 0, para todo = € I; = (p;, pir1). Entao pela continuidade de f temos

que o sinal de f — Id é constante, independentemente se for negativo ou positivo.

Vamos mostrar que cada intervalo I; = (p;, p;+1) € mondtono para f no
seguinte sentido: se f —Id > 0 em I; = (p;, p;4+1) entdo os pontos caminham da
esquerda para a direita se afastando de p; (ponto repulsor) e se aproximando de
pir1 (ponto atrator). E caso f — Id < 0 acontece entdao o contrario, ou seja, as

6rbitas { f™(z)} caminham da direita para esquerda.

De fato, suponha que em I; = (p;, p;y1) temos f — Id > 0. Entao dado
qualquer = € I; a sua érbita { f"(z)} forma uma sequéncia estritamente crescente,
pois f — Id > 0 implica < f(x) e isso nos dd x < f(z) < --- < f*1(x) < f*(2)
para todo n € N. Logo, sendo {f"(z)} uma sequéncia de pontos crescente e

limitada temos que ter as seguintes convergéncias
f7(x) = pi e f*(x) = pir1 quando n — +o0,

caso contrario poderfamos exibir w € (p;, pir1) satisfazendo f"(x) — w e, em
particular, pela continuidade da f temos f(f"(z)) = f"(z) - w = f(w) e
portanto w € (p;, p;y1) seria ponto fixo pela dindmica, o que é contradigdo pois
assumimos que f(x) > z para todo x € (p;, pi+1). O mesmo argumento prova que

f~™(x) — p; quando n — +oo.

Portanto, se f — Id > 0 em I; = (p;, pi+1) entdo

lim f~"(z) = p; (ponto repulsor) e lim f"(x) = p;+1 (ponto atrator).

n——+o0o n——+00
para qualquer x € I; = (p;, piy1). Caso em I; = (p;, pi+1) tenhamos f — Id <0, o

argumento simétrico prova que para qualquer x € I; = (p; , p;y1) vale

lim f"(z) = p; (ponto atrator) e lim f~"(z) = piy1 (ponto repulsor).

n—-4o00 n—+400
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Dos calculos anteriores, vemos que se p; € um ponto atrator entdo o proximo
ponto sera repulsor, isto é, os pontos p; se alternam entre atrator e repulsor; Con-
cluimos em particular, que eles estao distribuidos aos pares, ou seja, a quantidade

dos pontos p; tem que ser par.

Reunindo todas as observacoes acima, podemos descrever completamente a

dindmica de um difeomorfismo Morse-Smale f com pontos fixos da seguinte forma:

(i) Existem finitos pontos fixos hiperbélicos p; < pa < ... < pg;

(ii) Esses pontos p; dividem o circulo em uma quantidade k de invervalos
I, I, ..., I;, onde a dinamica tem um comportamento mondétono: as orbi-

tas se movem da esquerda para direita ou da direita para a esquerda;

(iii) Se p; é um ponto atrator entdo o préximo ponto p;;; é repulsor; os pontos

atratores e repulsores se alternam ao longo do circulo;

(iv) O ntmero de pontos k é par;

D2 P1 = Pk+1

D3 D4

Figura 4 — A dinamica de um difeomorfismo Morse-Smale.

Agora que entedemos a dindmica, focaremos na estabilidade estrutural dos
difeomorfismos do tipo Morse-Smale. Comecemos com a defini¢do de conjugacgao

topoldgica.

Definicao 3.3. Sejam X e Y espagcos métricos. Duas aplicagoes f: X — X e
g:Y —Y sdo topologicamente conjugadas se existe um homeomorfismo h : X —'Y
tal que ho f = goh.

Chamamos o homeomorfismo h de conjugacao topoldgica entre f e g. A

conjugacao faz o diagrama comutar.
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f

X —— X

o it

Y —/——Y

g

Figura 5 — Diagrama Comutativo

Entao podemos perceber que duas aplicagoes topologicamente conjugadas

possuem a mesma dinamica topologica.

Primeiramente: se x é ponto fixo de uma aplicagdo f que é conjugada a g por
um homeomorfismo h, entdo temos que h(z) = ho f(x) = g o h(z) e portanto h(z)
é ponto fixo de g. Logo h leva o conjunto de pontos fixos Fiz(f) de f no conjunto
de pontos fixos Fiz(g) de g preservando as propriedades top6logicas. Veremos na

seguinte proposicao que isto vale também para o conjunto dos pontos periddicos.

Proposicao 3.2. Se f € topologicamente conjugado a g pelo homeomorfismo h

entao f" é conjugado a g" pelo homeomorfismo h.

Demonstragdo. Basta observar o seguinte:
hoftfoh™ =(hofoho..o(hofoh™)

e como ho foh ™t =g temos que ho ffoh™t = g ]

Chegamos finalmente ao apice do nosso capitulo: provar a estabilidade es-
trutural dos difeormorfismos Morse-Smale. Ja observamos a robustez dos pontos
hiperbdlicos, e esta robustez acarreta uma estabilidade local, ou seja, a dinamica em
uma vizinhanca do ponto permanece inalterada mesmo apds pequenas pertubacoes.
Veremos agora uma conceito maior que estabilidade local, a seguir veremos o

conceito de estabilidade global.
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Definicao 3.4. Seja M um wvariedade compacta. Dizemos que uma aplica¢ao
f:M — M de classe C' é C'- estruturalmente estdvel se existe uma vizinhanca

U de f na topologia C* tal que toda g € Uy € topologicamente conjugada a f.

No préximo objetivo é provar a estabilidade estrutural dos difeomorfismos de

Morse-Smale. Nessa direcao, precisamos de duas proposicoes.

Sejam [a, b] e [¢, d] dois invervalos mondtonos crescentes dos difeomorfismos f
e g, respectivamente. Como vimos anteriormente, f \[a,b] e g][qd] possuem dinamicas
essencialmente idénticas, ou seja, os extremos ficam parados enquanto os pontos
interiores andam no futuro até o extremo direito, e andam para esquerda no passado
até o extremo esquerdo. Provaremos na seguinte proposi¢do que essa propriedade

implica na conjugac¢ao entre as dindmicas.

Proposicao 3.3. Sejam f : [a,b] — [a,b] e g : [c,d] — [e,d] difeomorfismos
tais que f(x) > x para x € (a,b) e g(y) > y para y € (c,d). Entio f e g sdo

topologicamente conjugadas.

Demonstra¢io. Vamos tomar a € (a,b) e f € (c¢,d) arbitrarios. Por hipétese
temos que f(x) > x para = € (a,b) e entdo aplicando f n-vezes temos que
r < f(z) < f2z) < - < fH(x) < f(x). Isso mostra que {f™(x)} é crescente
com relagdo a n € Z. Por hipdtese temos também g(y) > y e logo {¢"(y)} é
crescente com relagdo a n € Z. Vamos provar que é possivel escrever (a, b) e (c,d)

como a uniao de intervalos disjuntos:

UL (@), f (@) = (a,b) e Jlg"(8), 9" (8))) = (c,d).

nez neL

De fato, sendo a sequéncia de pontos {f"(a)} crescente e limitada temos que ter

as seguintes convergéncias
f(a) = be f"(a) = a quando n — +o0,

caso contrario poderiamos exibir w € (a, b) satisfazendo f™(«) — w e, em particular,

f(f"(a)) = f"*(a) - w = f(w) e portanto w € (a,b) seria ponto fixo pela
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dindmica, o que é contradi¢do pois assumimos f(z) > z para todo x € (a,b). O
mesmo argumento prova que f~"(a) — a quando n — 400. Desse modo, a uniao
dos intervalos cobre todo o (a,b). Além disso, os intervalos sdo disjuntos pois
{f"(a)} é crescente com relagdo a n € Z e portanto a imagem de cada intervalo é
o intervalo adjacente a direita. Analogamente, provamos que (c,d) é a uniao dos

intervalos disjuntos.

A ordenagao nas imagens dos intervalos [f"(«), f"*!(«))) que vimos acima
implica, em particular, que para todo x € (a,b) a sua 6rbita { f"(z)} passa uma
tnica vez em cada intervalo da unido disjunta. Em outras palavras, dado x € (a, b)
existe um tnico N € Z tal que f¥(z) € [a, f(a)). O mesmo acontece para
y € (¢,d) em relagao ao intervalo [3,g(3)). A Figura 6 representa o comportamento

dos pontos no intervalo (a, b).

1 1
]
11
3
1 1
1

[

1
1 1

[

Figura 6 — Trajetéria de um ponto = € (a, b).

Seja H um homeomorfismo entre os intervalos [a, f(«)) e [3, f(58)), em que
H(a)) = 8. Podemos considerar por exemplo H : [a, f(a)) — [3, f(B)) dado por

9(8) =P
Hiz)="F— (v —a)+ 0.
(@) = 4= =)
Defina a aplicagao h : [a,b] — [c,d] de forma que h(z) = g o H o fN(z),
em que N é o unico inteiro tal que fV(z) € [a, f(a)). Vale ressaltar que h(a) = ¢

e h(b) = d, mantendo a correspondéncia entre os extremos dos intervalos.

Provaremos que h é um homeomorfismo que conjuga f e g. Temos dois passos:

h é um homeomorfismo e h conjuga f com g. Vamos para o primeiro.

Note que h é continua em cada intervalo [f"(a), f**!(a)), para todo n € Z,

pois é a composicao de fungoes continuas. Para verificar que h é continua em todo
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intervalo [a, b], precisamos somente analisar a fronteira de cada intervalo da uniao
dijunta U [f"(«), f"(«))] = (a,b) e por isso, tomaremos os limites a esquerda e
nez
a direita.
Considere duas sequéncias zy — f"(a)y e yp — f"(a)_, com k — +o0.
Temos o seguinte:

lim A(zg) = lim ¢"oHo f"(xy)

k—s 400 k—s 400
=g"o H(a)
=g"(B)
=9""'(9(B))
= lim ¢g" 'oHo [ (y)

k—+4o00

= lim A(yx)

k— 00
O que prova que h é continua em cada f"(«).
E facil ver que a funcdo h é uma bijecio entre [a,b] e [c, d] pois ela possui
uma inversa que ¢ dada por h™'(y) = f™ o H~ ' o0 g"(y), onde n é o tnico inteiro

onde ¢g"(y) € (¢,d), h~'(c) = a, e h™'(d) = b. Da mesma maneira que provamos a

continuidade de h segue que h~! é continua e portanto h é homeomorfismo.

Agora vamos para o segundo passo: mostrar que h conjuga f com g. Seja x
com f*(x) € |a, f(a)). Temos entdo que:
hof(x) =g """ o Ho f*(f(x))
=go (g oHof")(x)
= goh(x).

]

A proposicao a seguir mostra que o conjunto dos difeomorfismos de Morse-

Smale é aberto com a distancia C.

Universidade Federal do Maranhao Gabriel Pinho Gomes



CAPITULO 3. ESTABILIDADE ESTRUTURAL DOS DIFEOMORFISMOS MORSE-SMALE 37

Proposigao 3.4. Seja f € Dif f1(S) um difeomorfismo Morse-Smale com k
pontos fizos. Entdo, existe € > 0 tal que todo g difeomorfismo C* — € préximo de f

¢ Morse-Smale com exatamente k pontos fixos.

Demonstracao. Sejam p; < py < ... < pi os pontos fixos de f de maneira crescente.
Provamos acima que existem intervalos abertos U; = (a;, b;) em torno de cada p; e
constantes ¢; > 0, tais que, se g estd C! — e préoximo de f entdo existe um tnico

ponto fixo ¢; de g em cada U;. Considere € = min{ey, ..., € }.

Além disso, como f(z) — 2 # 0 no compacto S*\ UF_, U; podemos entio
escolher arbitrariamente € > 0 pequeno o suficiente para que g(z) — = # 0 quando

r € S*\ UL, U;, qualquer que seja a pertubacdo g € - proxima de f.

Tomando entdo ¢ = min{e, €} temos que se g é C' — € - préxima de f entao

os Unicos pontos fixos de g sd@o os pontos ¢; acima. O

Chegamos, finalmente, ao teorema principal deste capitulo:

Teorema A. Todo difeomorfismo do circulo f € Dif f1(S') do tipo Morse-Smale

¢ C estruturalmente estdvel.

Demonstragdo. Demonstraremos apenas o caso onde os pontos periédicos de f sao
fixos. A demonstracao para o caso geral utiliza os mesmos argumentos apenas

fazendo a mudanca de notacgoes.

Seja f € Dif f1(S'), com pontos fixos p; < ...px, onde py1 = p;. Defina os

intervalos I; = [p;, pi+1) para cada i =1,... k.

Se limitarmos o difeomorfismo f a cada intervalo I; temos k intervalos
mondtonos, isto é, o intervalo I; para fi; = f|,, o intervalo I5 para fo = f|,, assim

sucessivamente até finalmente o intervalo I para fy = f|r, .

Como vimos na Proposicio 3.4, existe € > 0 tal que se g é C'' — ¢ - proxima de
f entao g possui exatamente k pontos fixos ¢; < ... < qx, todos estes hiperbdlicos.

Mais ainda, cada ¢; € do mesmo tipo de p;; se p; for atrator entao ¢; sera atrator, se
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for repulsor segue a mesma premissa. Logo, os pontos fixos de g dividem o circulo
em k intervalos monétonos J; = [¢;, ¢i+1], onde J; segue a mesma propriedade de
I;, ou seja, se I; for crescente em relacao a f, J; também sera crescente em relacao

a g. O mesmo valendo caso seja decrescente.

Agora, aplicando a Proposicao 3.3 a cada par de intervalos I; e J;, concluimos

que existe uma conjugacao topolédgica h; : I; — J; entre f; e g; para cada i € 1, ..., k.

Defina h : S' — S* colocando h(z) = h;(z) se # € I;. Observamos que
h estd bem definida pois, se x estiver em mais de um intervalo entdo z é um
dos pontos fixos p; e assim temos que h;(p;) = ¢; = hi11(p;) devido a construgao
das conjugagoes h;. Podemos assim concluir que h é continua nas fronteiras dos

intervalos e logo é continua em todo circulo.

Além disso, h é uma bijegdo com inversa dada por h™'(y) = h;"'(y), para

todo y € J;, e esta é continua utilizando o mesmo argumento que usamos para h.

Desse modo, concluimos que h é uma conjugacao topoldgica entre f e g

provando assim a estabilidade estrutural dos difeomorfismos Morse-Smale. O

Concluindo esse capitulo, queremos ressaltar ainda duas importantes proprie-
dades dos difeomorfismos Morse-Smale. A primeira é que eles sdo densos no espago
dos difeomorfismos do circulo munido da distancia C*: para qualquer difeomorfismo
do circulo, em toda vizinhanca na topologia C! desse difeomorfismo, existe um
difeomorfismo do tipo Morse-Smale; Além disso, como vimos na Proposicao 3.4,
os difeomorfismos Morse-Smale formam um conjunto aberto. Entao, Morse-Smale
é um subconjunto aberto e denso no espacgo dos difeomorfismos do circulo. Uma

prova desse fato pode ser encontrada no artigo do Smale [11].

A segunda propriedade a ressaltar: como demonstrado anteriormente, os
difeormorfismos Morse-Smale sdo estruturalmente estaveis no espago dos difeor-
morfismos, além disso essa premissa é valida no caminho inverso, ou seja, todo
difeomorfismo estruturalmente estavel é do tipo Morse-Smale. Esse notavel teorema,

provado por Jacob Palis e Stephen Smale, pode ser encontrado em [9].
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4 Estabilidade Estrutural das Transforma-

coes Expansoras.

No capitulo anterior provamos a estabilidade estrutural de uma classe de
difeomorfismos do circulo chamada de Morse-Smale. Neste capitulo estudaremos a
dindmica de difeomorfismos locais definidos em uma variedade compacta qualquer,
com a propriedade de expansao uniforme. Aqui, o objetivo principal serd provar
a estabilidade estrutural dessa classe e no préximo capitulo abordaremos a teoria
ergodica. Como ferramenta principal para a demonstracao utilizaremos o Lema de
Sombreamento, o qual afirma que toda pseudo-érbita é sombreada por uma orbita
da transformacao. Os resultados desse capitulo podem ser encontrados em Oliveira
e Viana [8]. Vamos iniciar definindo entdo as transformacoes que estudaremos a

partir daqui.

Definicao 4.1. Seja M uma variedade Riemmanniana compacta e seja f : M — M
uma transformagdo de classe C*. Podemos entdo dizer que f é expasora se existe

o > 1 (constante de expansdio) e alguma métrica Riemmanniana em M tal que
|Df(x)v|| > o||v| para qualquer x € M e para qualquer v € T, M.

Observe que devido a desigualdade do valor médio, para cada p € M existe

uma vizinhanga B(p, d,) tal que f expande distancias:

d(f(z), f(y)) > od(z,y) para todo z,y € B(p,?,).

Cobrindo a variedade M com tais vizinhangas B(p, d,), devido a sua compa-
cidade podemos extrair uma subcobertura finita {B(py,dp, ), -+ , B(pk, )} de M

onde a dindmica expande as distancias em cada vizinhanga. Entao, tomando

p=min{d,,;i=1,---,k} >0 (4.1)
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concluimos que a transformacao expansora satisfaz a seguinte propriedade: para

qualquer p € M, a imagem da bola B(p, p) contém uma vizinhanga do fecho da
bola B(f(p),p) e

d(f(z), f(y)) > od(x,y) para todo z,y € B(p, p).

B(p,p)

f(B(p,p))

Figura 7 — Transformacao Expansora

Antes de prosseguirmos, cabe aqui uma observacgao a respeito do comporta-

mento uniforme de transformacoes expansoras na topologia C?.

Observacao 4.1. Dada uma transformagao expansora f : M — M existe uma

vizinhanga V; na topologia C* tal que toda g € Vi € também expansora

ol < IDf(x)oll < [I(Df(x) = Dg(z))vl + [ Dg(x)o]]
ellvll + [[Dg(x)v]

IN

uma vez que podemos tomar Dg e-perto de Df de modo que 0 —e > 1. Isso
implica ainda que em Vi a constante de expansao o é uniforme. Observamos
também que, como a constante p fixrada em (4.1) depende dessa expansao o, entao
a dindmica de qualquer g expande distancias em vizinhangas B(p, p) desde que g

esteja suficientemente perto de f na topologia C*.

Vejamos agora dois exemplos de transformagoes expansoras definidas em

variedades compactas.
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Exemplo 4.1. Seja f:[0,1] — [0,1] a fungao definida por f(x) = 2x médulo 1.
O comportamento dessa fungio é o sequinte: para cada x € [0, 1] associamos o seu
dobro e a operagao mddulo 1 leva ao seu correspondente no intervalo [0,1]. Por
exemplo, se escolhermos x = 0,8 temos f(x) = 0,6, o qual é o representante de

1,6 médulo 1 no intervalo [0, 1].

Nesse exemplo, a fungao tem como derivada f'(x) = 2 e portanto é uniforme-
mente expansora com tazxa de expansdo o = 2. Aqui percebemos claramente que
a constante p fizada em (4.1) é 1/2 e a dinamica tem dois ramos inversos que

contraem uniformemente sequndo uma taza 1/2.

|
|
|
|
1
1
|
|
|
,,,,,,,,, e
|
|
|
|
|
1
1
|

Figura 8 — Grafico de f(z) =2z (mod 1).

Uma maneira simples de generalizar esse exemplo, é considerar a fungdo
f:0,1] = [0,1] dada por f(x) = kx (mod 1), onde k > 2 é um inteiro. Nesse caso,
a transformagdo é uniformemente expansora, com f'(x) =k, constante p=1/k e

possui k ramos inversos contrativos.

O proximo exemplo é uma generalizacao para dimensao qualquer do exemplo

unidimensional dado anteriormente.

Exemplo 4.2. Considere A : R™ — R"™ uma matriz invertivel na forma diagonal
com autovalores Ay, -+ , A\, com |N;| > 1 para cada i =1,--- n. Supondo que os
coeficientes de A sdo inteiros, A induz uma aplicacdo f : T" — T™ no toro T
com derivada Dfs(x) = A para todo x € T". Considere a base de autovetores

{v1,- -+ , v} associados aos autovalores {\1, -+, A\p,} e fize o produto interno rela-
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tivamente ao qual essa base é ortogonal. Tomando o = inf; |\;| temos que
n
ID fa(z)vll = [l Av]l = 3 [Aillloll = ollv]
i=1

O que mostra que a transformacdo f4 € expansora.

Ja sabemos a definicao de transformagoes expansoras, e como o proprio
nome diz, elas expandem distancias ao longo das iteragoes. Pensaremos agora
no caminho inverso; Como a restricao de f a cada bola B(p, p) é injetiva e a sua
imagem contém o fecho da bola B(f(p), p) temos que a restri¢do de f a interse¢ao
B(p,p)N f~YB(f(p), p) é um homeomorfismo sobre sua imagem B(f(p), p). Desse

modo esta bem definida a func¢ao inversa

hy : B(f(p),p) — B(p, p)

a qual é um homeomorfismo que chamaremos de ramo inverso de f em p. Além
disso, como f o h, = id, podemos aplicar a propriedade de expansao de f para

concluir que
d(z,w) = d(f o hy(2), f o hy(w)) = od(hy(2), hy(w))

para todo h,(z), h,(w) € B(p, p). E portanto,

d(hy(2), hy(w)) < o7d(z,w) para todo z,w € B(f(p), p).

B(p,p) B(f(p),p)

Figura 9 — Ramo Inverso de f em p.

A propriedade acima mostra que os ramos inversos da transformacao expansora

sao contrativos. Vejamos agora algumas consequéncias desta propriedade.
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Lema 4.1. Seja f: M — M expansora. Entdo para todo y € M vale que

7 Bw.p)= U h(B(y,p)).

zef~y)

Demonstra¢io. Como f o h, = id podemos concluir que h,(B(y, p)) esté contido
na pré-imagem da bola B(y, p), para todo x € f~!(y). A fim de demonstrar a
outra inclusdo considere z um ponto qualquer onde f(z) € B(y, p). Por defini¢ao
de tranformagoes expansoras temos, f(B(z,p)) D B(f(2),p) logo contém y. Entao
seja h, : B(f(2),p) — M o ramo inverso de f em z e seja © = h,(y). Podemos ver

que z e h,(f(z)) estdo na bola B(z,p). Como f é injetiva em cada bola de raio p

e f(ha(f(2))) = f(2) temos que z = ha(f(2)). O

Antes do préximo teorema precisaremos da definicdo de transformacoes

expansivas.

Definicao 4.2. Uma transformacao continua f : M — M em um espago métrico
é chamada de expansiva se existe €g > 0 (constante de expansividade), tal que, para
todo x,y € M com x # y, existe n € N onde d(f™(z), f"(y)) > €.

Ja que sabemos a definicdo de expansividade, podemos provar o seguinte

teorema.

Teorema 4.1. Toda transformagdo expansora f : M — M é expansiva.

Demonstracao. Dados x,y € M, pelo que vimos acima, existe p > 0 tal que o ramo

inverso h : B(p, p) — M é de classe C' e vale:
d(h(y1), h(y2)) < o~ 'd(y1, y2) para todo y1,y2 € B(y.p).

Dai, se d(f™(z), f"(y)) < p para todo n > 0 temos entao

d(z,y) < o7"d(f"(x), ["(y)) <o "p,
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e portanto x = y. O

Como consequéncia deste teorema concluimos que a aplicagao expansora f
tem p como constante de expansividade. Em particular, (ver Observagao 4.1) a
constante de expansividade é uniforme em uma vizinhanca de f na topologia C*.

A seguinte observacao traz outra propriedade importante.

Observacgao 4.2. Para todo € > 0 existe N € N tal que se d(f™(x), f"(y)) < p
para todo n < N entdo d(z,y) < €. De fato, caso contrdrio existiria € > 0 tal
que para todo natural N teriamos d(fN(z), fN(y)) < p com d(z,y) > € e portanto,

x #y. Isto € um absurdo, pois, f € p-expansiva.

Como mencionamos, a ferramenta principal na prova da estabilidade das
transformgoes expansoras é o Lema de Sombreamento. Antes de enuncid-lo e

seguirmos para a sua demonstracdo, precisamos definir pseudo-érbita.

Definicao 4.3. Dado § > 0 chamaremos de §-pseudo-orbita de uma transforma-

¢io f: M — M qualquer sequéncia (x,)n>0, tal que,
d(f(xn), xps1) < 6 para todo n > 0

Diremos que a d-pseudo-orbita é periodica se exviste um natural k € N onde

Tp = Tpik para todo n > 0.

Observamos que toda orbita {f"(z)} também é uma J-pseudo-6rbita.
Quando se trata de tranformacdes expansoras podemos ver que existe o cami-
nho inverso disto, ou seja, toda pseudo-Orbita esta suficientemente proxima de

alguma 6rbita da transformacao. Essa é a esséncia do Lema de Sombreamento.

Proposigao 4.1 (Lema de Sombreamento). Seja f: M — M uma transformagao
expansora. Entdo para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que para toda d-pseudo-orbita

(@) eziste v € M satisfazendo d(f"(x),x,) < € para todo n > 0.
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Além disso, se € > 0 € suficientemente pequeno de modo que 2¢ é uma
constante de expansividade para f entdo o ponto x € M € unico. Vale ainda que,

se a pseudo-orbita é periddica entao x € ponto periodico.

Demonstragdo. Seja p a constante de expansividade de f e sem perda de genera-
lidade, suponha que ¢ < p. Tome § > 0 tal que o0~ 'e + & < e. Considere agora
hy © B(f(z,),p) = B(z,,p), ramo inverso de f em x,. Lembrando que h, tem

como taxa de contracio o' e que h, o f*(x,) = x, segue que
hy(B(f(zn),€)) C B(z,,0 ' €) para cada n > 1.

Como (x,,) é d6-pseudo Orbita, isto é, d(z,, f(z,-1)) < 0 temos
d(hn(2), f(2n-1)) < d(ha(2), 20) + d(@n, f(2a1)) S07e+0 <€

para qualquer h,(z) com z € B(f(x,),€). E portanto vale que
ho(B(f(x,),€)) C B(f(x,-1),€) para todo n > 1.

Note que essa propriedade se estende a B(f(x,),€), fecho da bola B(f(x,),€).
Denotemos agora por h"*! a composicao h"*! = hyo---oh,. Como vimos acima,

a sequéncia de compactos K, 1 = h""(B(f(z,),€)) é encaixada
Kn—i—l = hO 0---0 hn—l o hn(B(f(xn)v 6)) - h’O ©0---0 h’n—l(B(f(xn—l)a 6)) = Kn

Considere entao x nesta intersecdo. Por construcao, x € K, 1 para todo n > 0,
isto 6, = A" (z) = hyo---0h,(z) com 2 € B(f(x,),e). Em particular,
f"(x) = fo---ofohyo---0h,(z) = h,(2) pertence a h,(B(f(z,),€)). Como
ho(B(f(z,),€)) C B(z,, 0 t€) isto implica em d(f"(z),z,) < € para todo n > 0, e

portanto x satisfaz a primeira parte do proposicao.

Verificaremos agora a unicidade: seja x’ outro ponto que satifaz a conclusao

da proposicao. Temos que

d(f™(z), fr(") <d(f*"(x),z,) +d(f"(2'),x,) < 2¢ para todo n > 0.

Universidade Federal do Maranhao Gabriel Pinho Gomes



CAPITULO 4. ESTABILIDADE ESTRUTURAL DAS TRANSFORMACOES EXPANSORAS. 46

Por expansividade, segue que = = .

Suponha agora que a pseudo-orbita é periddica, com periodo k£ > 1. Entao,
d(f*(f*(x)), ) = d(f"*(2), 2p4x) < € para todo n > 0.

Da unicidade concluida anteriormente, temos que ter f*(z) = x. ]

Note que, no Lema de Sombreamento, para garantirmos que a d-pseudo érbita
(x,,) serda acompanhada pela 6rbita (f™(x)) de algum z € M, o 6 depende de ¢, da
expansao o e da constante de expansividade p de f. Como vimos anteriormente
na Observacao 4.1 que as constantes o e p podem ser tomadas uniformes em uma
vizinhanga V; de f na topologia C"!, concluimos que o d encontrado vale igualmente

para toda g € V.

Com todas essas defini¢oes, consequéncias e explicacdes em mente, chegamos

ao apice deste capitulo a demonstracao do teorema de estabilidade para expansoras.

Teorema B. Toda aplicacio expansora f: M — M de classe C* definida em uma

variedade compacta e conexa é C' estruturalmente estdvel.

Demonstracio. Primeiramente, da definicao de expansora e da topologia C*, ver
se¢ao 2.2, podemos tomar uma vizinhanga V; de f na topologia C! tal que toda
aplicacao g € Vy também ¢é expansora. Além disso, diminuindo V} se necessério, as

contantes do Lema de Sombreamento sdo as mesmas nessa vizinhanca.

Considere p a constante de expansividade de f e seja € < p/3. Para esse ¢,
tome 0 como no Lema de Sombreamento e considere a vizinhanca Vs C V; de f na

topologia C'. Vamos provar que toda g € Vs é topologicamente conjugada a f.

Dados g € V5 e x € M, devido a escolha de Vj temos

d(f(g’(x)), " (x)) = d(f(¢’(x)), g(g’ (x))) < 0 , para todo j € N,

Universidade Federal do Maranhao Gabriel Pinho Gomes



CAPITULO 4. ESTABILIDADE ESTRUTURAL DAS TRANSFORMACOES EXPANSORAS. 47

e portanto (¢’(x)) é uma d-pseudo Orbita para f. Aplicando entdo o Lema de
Sombreamento, existe um unico y € M que acompanha z € M. Como z € M é
arbitrario e y € M é nico segue que esta bem definida a aplicacao h : M — M,
h(x) =y, que a cada x considera a d-pseudo-6rbita gerada por g e associa o ponto

y cuja oOrbita por f acompanha x.

Note que, por expansividade, essa aplicacao ¢ injetiva e como podemos aplicar
0 processo inverso, ela € sobrejetiva. Observe ainda que h conjuga f e g visto que,
por defini¢ao, o ponto que acompanha g(z) tem que ser f(h(z)), e portanto vale

que foh=hog.

Provaremos agora que h é continua e, por compacidade, concluiremos que
h é um homeomorfismo. Dado € > 0 seja N € N da Observagao4.2. Como g é
continua, existe 6 > 0 tal que se d(z,z) < § entdo d(g"(z),¢g"(2)) < p/3 para todo

n < N. Desse modo, obtemos

d(f"(h(x)), f*(h(2)))

IN

d(f"(h(z)), 9"(x)) + d(g" (), 9"(2))
+ d(g"(2), ["(h(2)))
< p/3+p/3+p/3

para todo n < N pois h(z) acompanha z e h(z) acompanha z.

Aplicando a Observacao 4.2 segue que d(h(x), (h(z)) < € concluindo assim a
continuidade de h. H

Para finalizar, gostariamos de destacar que, fazendo algumas adaptacoes, o
teorema de estabilidade estrutural acima é verdadeiro na topologia C°. Optamos

por apresentar a versao C'! desse teorema para facilidade do leitor.
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5 Estabilidade Estatistica das Transforma-

coes Expansoras

Neste tltimo capitulo da dissertacao provaremos a estabilidade estatistica das
transformagoes expansoras. Como primeiro passo mostraremos que toda aplicagao
expansora admite uma tunica medida invariante, ergddica e absolutamente continua
em relacdo a medida de Lebesgue. Essa unicidade no permite definir o mapa que a
cada transformacao expansora associa a sua unica medida absolutamente continua.
Provar que tal mapa é continuo na topologia fraca* é o significado da estabilidade
estatistica da transformacao. Para a demonstracao da existéncia e unicidade da

medida absolutamente continua a Lebesgue seguiremos o livro Oliveira e Viana [8].

5.1 Existéncia de Medida Absolutamente Continua

Como vimos anteriormente, uma transformacao f : M — M definida em uma

variedade Riemanniana ¢é expansora se:
|Df(z)v]| > o||v|| para qualquer x € M e para qualquer v € T, M.

Particularmente, a condi¢ao acima implica que D f(z) é um isomorfismo para todo
x € M e portanto f é um difeormosfismo local. Chamaremos de medida de Lesbegue

em M a medida de volume m induzida pela métrica Riemanniana.

Definicao 5.1. Dada uma probabilidade invariante p, chamamos de bacia de p o

conjunto B(u) dos pontos x € M tais que

17’1

lim — 3 o(fi(2) = /s@du

n—--—4oo n, =

para toda fungdo continua ¢ : M — R.
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Observe que a bacia de uma medida é um conjunto invariante, isto é,
f~YB(n)) = B(n). De fato, sejam z,y € M com y = f~!(x) entao

1n1

0 2 PP = 3 (pl0) + 0la) oo 72 + 77 w) — 7 )

= T () + 2 (o) — o @)

Como ¢ uma fungao limitada (continua em um compacto) temos que

1
- (80(9) - @(f"_l(x))> — 0 quando n — +00.
E portanto,
- J _ 1 J _
nl_lgfloo n ! Z e(f(y /god,u se, e somente se, nl_l}l}_]oo " Z o(f(z /Spd,u'

Logo = € B(p) se, e somente se, y = f~*(z) € B(u). Isso mostra a invaridncia
da bacia de atracao. Em particular, observamos que se y ¢ uma medida ergodica

entdo B(u) tem p-medida total.
Podemos agora enunciar o teorema de unicidade que provaremos aqui.

Teorema C. Seja f: M — M uma transformacao expansora definida em uma
variedade compacta conexa M. Suponha que a fungdo jacobiana x — det Df(z) €
Holder. Entdao existe uma unica probabilidade invariante p absolutamente continua
em relagao a medida de Lesbeque m. Além disso, j € ergodica, o seu suporte

coincide com M e a sua bacia B(u) tem medida de Lesbeque total na variedade.

Destacamos que a Holder regularidade da fungao jacobiana é fundamental.
Caso essa condigao nao seja satisfeita, nao é possivel garantir a unicidade da medida
invariante absolutamnete continua a Lebesgue. O leitor interessado pode consultar

Quas [10] para mais detalhes.

Antes de prosseguirmos para a prova do Teorema C, vale lembrar que, como
visto no capitulo anteiror, a transformacao expansora f possue ramos inversos
contrativos: existe p > 0 tal que, para qualquer pré-imagem x de um ponto y € M,

existe uma aplicacio h : B(y, p) — M de classe C! tal que foh = Id e vale
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d(h(y1), h(12)) < Ufld(yl,%) para todo y1,y2 € B(y, p).

Agora, para avancarmos, vamos enunciar e provar alguns resultados que serao
utilizados na demonstracao do Teorema C. Iniciaremos com o famoso Lema de

distorcao.

Lema 5.1 (Lema de distor¢ao). Existe Cy > 0 tal que para qualquern > 1,y € M,

e qualquer ramo inverso h™ : B(y,p) — M de f™ tem se

o |06 DI (31)

P NgAT < d 1/< 2 12
|d chn( 2)| = Cl (ylayQ) = Cl( p)

para todo y1,ys € B(y, p)

Demonstracao. Denote por h"™ a composicao h™ = h, o ... o h; dos ramos inversos

de f onde h° = id. Utilizando propriedades de logaritmo temos

|det Dh™(y1)] & 1 —1
log ——————-= = > log|det Dh;(h' — log | det Dh;(h' .

B ot Dy = 32 o8 det DA~ ()] —log | det. DIy (0 1)
Observando que log|det Dh;| = —log|det Df| o h; e que cada h; é uma

contracio, com taxa de contracao o1, aplicamos a hipdtese da Holder continuidade

do jacobiano para obter

| det Dh"(y

log W ZCO ), k' (y2))” < ZCOU Yd(yr, ya)”.
A prova do lema segue tomando C; = C %oz oW, O
i=1

O lema de distor¢ao implica no controle uniforme da medida de Lebesgue das

bolas de raio p da dinamica, isso é provado no corolario seguinte.

Corolario 5.1. Fxiste uma constante Cy > 0 tal que para todo y € M e quaisquer

conjuntos mensurdveis By, By C B(y, p) vale que
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1 m(By)
@m(Bﬁ

o U (By) o m(B)
m(h"(B,)) m(Bs)
Demonstragio. Considere Cy = exp(2C}(2p)”). Pelo lema de distor¢ao temos

m(h™(By)) = /131 | det Dh™|dm < exp(C1(2p)”)| det DR"(y)|m(By) e
m(h"™(Bg)) = /B1 | det Dh™|dm > exp(—C1(2p)")| det DR"(y)|m(By)

E portanto
m(i"(BY) _ o, m(B)
m(h™(Bz)) m(B,)
Analogamente obtemos a desigualdade contraria. O]

Proposigao 5.1. Existe C5 > 0 tal que (fI'm)(B) < Csm(B) para todo conjunto
mensurdvel B C M e todo n > 1.

Demonstragio. Vamos supor que B estd contido numa bola de raio p e centro
z € M, ou seja B C By = B(z,p). Utilizando a proposigao anterior temos que
m(h"(B)) m(B)

m(h(Bo) = m(Bo)’

e essa propriedade vale para todo ramo inverso h™ de f™ num ponto da pré-imagem
de z. Como (f'm)(B) =m(f "(B)) é a soma da medida m(h"(B)) sobre By em
todos os ramos inversos de B, temos

(Frm)(B) _ ., m(B)

(frm)(Bo) = “m(Bo)

Observando agora que (fI'm)(By) < (ffm)(M) = 1 e que a medida de
Lebesgue da bola com raio fixado esta limitada por uma constante «g longe de zero

que s6 depende do raio, a proposigao segue tomando Cs = Cy /. O
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Como consequéncia dessa proposicao ja é possivel provar a existéncia de uma

medida invariante absolutamente convergente a Lebesgue.

Para cada n € N considere a seguinte medida invariante:

1 n—1

Hpn = — fﬁm

Como (p,) é uma sequéncia limitada podemos considerar y um ponto de
acumulagao. A Proposicao 5.1 garante que para qualquer conjunto mensuravel
B C M vale:

1 n—1

palB) = = Y- fim(B) < Cam(B)

qualquer que seja n € N. Logo, por propriedade da convergéncia na topologia

fraca* (veja Lema 2.2 nas preliminares) segue que
u(B) < Csm(B).

Isto implica que p é absolutamente continua a Lebesgue e possui densidade limitada

por (3. Desse modo, provamos a existéncia afirmada no Teorema B.

5.2 Unicidade da Medida

Concluimos a primeira parte do nosso teorema, provamos que f admite uma
medida invariante p absolutamente continua a medida de Lesbegue m. Agora

provaremos que ela é tnica e é ergodica.

Nosso préximo passo é provar a existéncia de uma medida ergodica e abso-
lutamente continua a Lebesgue. Considere Py = {Uy,--- ,U} uma partigao de
M com interior nao-vazio e didmetro menor que p. Para cada n € N, defina P,
a particao de M cujos atomos sao imagens de cada um dos U;, 1 < j < s pelos

respectivos ramos inversos de f", isto é:
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Po=A{Va: Vo= fT"(Po)}

Observe que sendo f~" uma contracao de taxa ¢~" entao os atomos de P,
tem didmetro menor que po~". Deste modo, (P,) é uma sequéncia de parti¢oes

com diametro convergindo a zero.

Dado qualquer conjunto mensuravel B com m(B) > 0 podemos aplicar o

Lema 2.3 para concluir que existem V,, € P, tais que

m(BNV,)

m(V,) >0 e A

— 1, quando n — +o0.

O lema a seguir prova que todo conjunto positivamente invariante tem medida

de Lebesgue total em algum U; € P,.

Lema 5.2. Se A C M é um conjunto positivamente invariante, com m(A) > 0.

Entao existe U; € Py tal que m(U;\A) =0

Demonstracao. Pelo observado acima, podemos escolher V,, € P,, de modo que

m(Vo \ 4)

(V) — 0 quando n — oc.

Seja Uy = f™(Va). Pelo lema de distorcao aplicado ao ramo inverso de f" que

leva Uy, em V,,, temos que

m(Uin) \ A)
m(Ui(ny)

m(f"(Va \ A))
m(f*(Va))

m(V, \ A)
m(Vy)

< < exp(C1(2p)")

converge para zero também. Agora, sendo Py finito entao existe algum 1 <7 <'s

tal que i(n) = 4 para infinitos valores de n. Logo, m(U;\ A) = 0.

O

Agora estamos prontos para provar a existéncia de uma medida ergodica

absolutamente continua a Lebesgue.
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Primeiramente, observe que como consequéncia do lema anterior, existem no
maximo s = #P, conjuntos invariantes com medida de Lebesgue positiva dois-a-
dois disjuntos. Desse modo, M pode ser particionada em uma quantidade finita
de conjuntos invariantes, A, As, ..., A, com r < s 0s quais sdo minimais pois nao

existem subconjuntos invariantes contidos neles.

Seja p a medida invariante absolutamente continua a Lebesgue m construida
anteriormente. Como Aj, As, ..., A, particionam M temos que ter u(A;) > 0, para

algum 1 <4 < r. Considere entdao a medida normalizada:

ey H(BNA)

Sendo p < m e f-invariante segue que pu; também é absolutamente continua

e f-invariante. Agora vamos verificar, que p; é ergddica.

Dado D C M positivamente invariante com m(D) > 0, pelo lema anterior

existe algum U; tal que

m(U;\D) = 0, isto é, m(U; N D) = 1.

u(D N Ay

Dai, se U; D A; entao u;(D) =

=1leseU;NA; =0 entao p;(D) = 0.

Isso prova que p; é ergodica.

Até aqui provamos a existéncia de uma medida g absolutamente continua
e ergddica. Agora, para concluirmos a prova do Teorema C precisamos provar a

unicidade. Nessa direcao utilizaremos que a dinamica ¢ topologicamente exata.

Lema 5.3. Para todo aberto nao-vazio U C M existe N > 1 tal que fN(U) = M.

Demonstragio. Seja x € U e r > 0 tal que B(z,r) C U. Suponha por absurdo
que dado qualquer n > 1, f"(U) nao cobre toda a variedade. Logo existe alguma
curva v que liga f™(z) a um ponto y € M\ f*(U), e essa curva pode ser tomada

com comprimento menor que (diam M + 1). Tomando 7 pelo difeomorfismo f"
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obtemos a curva 7, que liga  a um ponto y, € M \ U. Dessa maneira vale que
r < comp(vy,) < o "(diamM + 1) e isto é uma cota superior para o valor de n, o

que é um absurdo. O

O lema anterior nos permite concluir que se A C M é positivamente invariante
com m(A) > 0 entdo A tem medida total na variedade. De fato, ja sabemos da
existéncia de U; € Py tal que m(U;\A) = 0. Seja N € N do lema anterior tal que
fN(U;) = M. Entao

M\ A= NU)\AC MU\ fN(A) C YU\ A)

pois A ¢ positivamente invariante. Como m(U;\A) =0 e fV tem jacobiano limitado
segue que m(fY(U;\A)) = 0. Logo, m(M\A) = 0 e portanto A tem medida total
em M.

Utilizando a propriedade acima vamos concluir a prova do Teorema C. Prova-
remos agora que p é tnica, sua bacia B(u) tem medida total e seu suporte supp(p)

coincide com M.

Seja B(u) a bacia de atragao de p, isto é,

1%
B(p) = {x € M; lim — Z o fi(x /cpd,u para ¢ : M — R contlnua}

n—+o0o n

Como 1 é uma medida invariante temos que a sua bacia B(u) é um conjunto
positivamente invariante com m(B(u)) > 0. Logo, do que vimos anteriormente

segue que B(u) tem medida de Lebesgue total na variedade.

Analogamente, seja supp(p) o suporte de p, isto é,
supp(p) = {x € M ; (V) > 0 para todo V,, C M vizinhanga de x}.
Note que supp(p) é um conjunto invariante: dado z € M existe y € M com

y = f~!(x) tal que u(V;) > 0 se e somente se u(V,) = u(f~1(Vy)) > 0 pois, u

¢ uma medida invariante. Entao sendo supp(p) um conjunto invariante vale que
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m(supp(p)) = 1. Além disso, como supp(u) é um conjunto fechado temos que ter
supp(p) = M, caso contrario, seu complementar seria um conjunto aberto com

medida de Lebesgue zero, o que ¢ um absurdo.

Por fim a unicidade: suponha p e v duas medidas ergddicas. Pelo que
argumentamos anteriormente, vale que m(B(u)) = m(B(v)) = 1. Entao existe

x € B(u) N B(v) e portanto para esse = temos

1n71 )
/god,u: lim —ngof](x):/gpdl/
0

n—-+oo n, =

para toda fungdo ¢ : M — R continua, o que é um absurdo.

5.3 Estabilidade Estatistica

Considere M uma variedade Riemanniana compacta e conexa. Seja F uma
familia de transformacoes expansoras de classe C'! e suponha que existam constantes

Co, v > 0 tais que a funcao jacobiana é v-Holder com constante Cj uniforme em F:

det D
log 14 f(~”6>; < Cod(z,y)", para quaisquer 7,y € M e f € F.

& det Df(y)

Pelo Teorema C, sabemos que para cada f € F existe uma tnica medida

f-invariante py absolutamente continua a Lebesgue.

Definigao 5.2. Fizada em F a topologia C*, dizemos que f € F ¢é estastisticamente

estavel se o mapa
feF —uy
¢ continuo na topologia fraca*

O objetivo desta secao ¢ provar a dependéncia continua das medidas fif

obtidas no Teorema C quando variamos a dinamica em F.

Teorema D. A familia F € estatisticamente estdvel.
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Considere (f,), C F uma sequéncia em F convergindo para f € F na
topologia C!. Para cada n € N, seja y, a tnica medida f,-invariante ergédica
absolutamente continua de f,,. Vamos mostrar que todo ponto de acumulagao gy
da sequéncia (u,) é f-invariante e absolutamente continua em respeito a Lebesgue.

Comecemos com a f-invariancia.
Lema 5.4. Seja po qualquer ponto de acumulagio da sequéncia (). Entao py é

uma medida f-invariante.

Demonstrag¢io. Como u, € f,-invariante entao para qualquer fun¢ao continua

¢ : M — R, vale que

/gp o fndpty, = /gpd,un — /god,uo, quando n — 4-00.
Logo, para verificar a f-invariancia de g é suficiente provar que

/ap o fndpt, — /gpo fdp, quando n — +o00.
Para cada n € N, podemos escrever

| [ eotudia= [ oo fduol < | [ 0o fudin= [ 0o fdual+] [ oo fdua— [ oo fdu|

Como f, converge para f e pg é ponto de acumulagdo de (u,) segue que cada
parcela da soma acima converge para 0 quando n — 4o00. Isso implica que pg é

f-invariante. [l

Podemos agora concluir a prova do Teorema D: do lema anterior sabemos

que qualquer ponto de acumulagao py da sequéncia (p,) é f-invariante.

Lembrando que cada u, é a tnica medida absolutamente continua de f,, e
que na familia F a fungao jacobiana x — logdet D f(x) é Holder com constante
uniformemente limitada, podemos aplicar o lema de distor¢ao para obter que

qualquer conjunto mensuravel B C M satisfaz

,un<B) < C3m(B>
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qualquer que seja n € N.

Dai, por propriedade de convergéncia na topologia fraca*, veja Lema 2.2, o
ponto de acumulacao o dessa sequéncia também tem densidade limitada por Cj,
isto é,

po(B) < Csm(B).
Isso implica que o é uma medida absolutamente continua a Lebesgue. Aplicando
a prova do Teorema C, temos que iy é a inica medida ergddica absolutamente
continua a Lebesgue. Desse modo provamos que a aplicacao f € F — py é continua

na topologia fraca®*.
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