UNIVERSIDADE FEDERAL DO MARANHAO
CENTRO DE CIENCIAS HUMANAS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM FILOSOFIA (PPGFIL/UFMA)

NATALIA PEREIRA PINHEIRO

RACIOCINIOS SOB INCERTEZA: COMBINANDO LOGICA EPISTEMICA E
PROBABILIDADE

SAO LUIS

2023



NATALIA PEREIRA PINHEIRO

RACIOCINIOS SOB INCERTEZA: COMBINANDO LOGICA EPISTEMICA E
PROBABILIDADE

Dissertacdo de Mestrado apresentada ao Programa de Pos-
Graduacao em Filosofia da Universidade Federal do Maranhdo
como requisito parcial para a obtengdo do titulo de Mestre em
Filosofia.

Orientador: Prof. Dr. Marcio Kléos Freire Pereira

SAO LUIS
2023



Ficha gerada por meio do SIGAA/Biblioteca com dados fornecidos pelo(a) autor(a).
Diretoria Integrada de Bibliotecas/lUFMA

Pereira Pinheiro, Natalia.

RACIOCINIOS SOB INCERTEZA : combinando légica
epistémica e probabilidade / Natalia Pereira Pinheiro. -
2023.

80 f.
Orientador (a): Marcio Kléos Freire Pereira.
Dissertacdo (Mestrado) - Programa de Pds—-graduacdo em

Filosofia, Universidade Federal do Maranhd&o, S&o Luils,
2023.

1. Incerteza epistémica. 2. Ldégica epistémica. 3.
Probabilidade epistémica. I. Kléos Freire Pereira,
Marcio. II. Titulo.




NATALIA PEREIRA PINHEIRO

RACIOCINIOS SOB INCERTEZA: combinando légica epistémica e probabilidade

Dissertagdo de Mestrado apresentada ao Programa de Pos-
Graduagdo em Filosofia da Universidade Federal do Maranhao
como requisito a obtengao do titulo de Mestre em Filosofia.

Orientador: Prof. Dr. Marcio Kléos Freire Pereira

Aprovada em: 30 de maio de 2023.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Marcio Kléos Freire Pereira
(PPGFIL/UFMA - orientador)

Prof. Dr. José Leonardo Annunziato Ruivo
(PPGFIL/UFMA - examinador interno)

Prof. Dr. André Luiz de Almeida Lisboa Neiva
(UFAL - examinador externo)



Ao meu avo Manoel.



AGRADECIMENTOS

Agradego ao rio Grajai por me acolher neste longuissimo retorno a mim. A
Talia, as ervas e todos os bichos das profudezas, eu ndo saberia morrer tantas vezes sem
a amorosa companhia de vocés. Toda gratiddo a minha familia por ndo me deixar
esquecer qual terra nutre o meu coragdao. Com vocés eu sou, antes de tudo, uma forte!

Ao meu orientador Prof. Dr. Marcio Kléos Freire Pereira, agradeco a paciéncia e
as orientagdes. Aos professores Leonardo Ruivo e André Neiva, suas contribuigdes
foram fundamentais para o desenvolvimento do nosso trabalho. Agradeco a FAPEMA
por financiar nossas pesquisas e ao programa de Pos-graduagao em Filosofia da UFMA
— PPGFIL.

Jéssica Rodrigres e Jessica Caren, eu espero vocés do outro lado. Foi

maravilhoso ver nossos caminhos se cruzando e se tonando um.



Meu fado é o de ndo saber quase
tudo. Sobre o nada eu tenho
profundidades. Ndo tenho conexoes
com a realidade. Poderoso para
mim ndo é aquele que descobre
ouro. Para mim poderoso é aquele
que descobre as insignificancias
(do mundo e as nossas). Por essa
pequena sentenga me elogiaram de
imbecil. Fiquei emocionado. Sou
fraco para elogios.

(Manoel de Barros)



RESUMO

Na logica epistémica usual ¢ possivel representar o conhecimento dos agentes, no
entanto ndo ¢ possivel representar os casos em que os agentes ndo podem afirmar algo
com certeza, mas tém boas razdes para aceitar certas proposi¢cdes em detrimento de
outras. Para aumentar o alcance da linguagem nessa dire¢do € preciso enriquecer a
logica epistémica com probabilidade. Com a probabilidade, nas ldgicas epistémicas sera
possivel atribuir um valor numérico (ou outro elemento qualitativo) a conjuntos de
mundos, o que criard, por sua vez, uma espécie de hierarquia entre as proposi¢des. A
partir desse ordenamento, mesmo em condigdes incertas, ¢ possivel fazer escolhas mais
racionais e representa-las. Essa conjugacdo entre dois tipos de logica garante a
linguagem uma capacidade ampliada para lidar com a incerteza de maneira dedutiva
(formalismo mais rico e expressivo). O propoésito dessa pesquisa ¢ analisar e mostrar
como recursos da ldégica epistémica e probabilidade podem ser associados para
representar raciocinios sob incerteza. Para tanto, uma investigacdo acerca da logica
epistémica (sintaxe, semantica e limites no alcance da representacao) ¢ feita. Além
disso, relacionaremos as concepcdes de probabilidade e incerteza epistémica. Por fim,
discutimos como a combinagdo entre logica epistémica e probabilidade ¢ feita por
Joseph Halpern em sua obra Reasoning about uncertainty (2003). Como de praxe, a
metodologia aqui utilizada consiste em pesquisa bibliografica na literatura pertinente.

Palavras-chave: logica epistémica, incerteza epistémica, raciocinios sob incerteza,
probabilidade.



ABSTRACT

In the usual epistemic logic it is possible to represent the agents' knowledge. However,
it is not possible to represent the cases in which the agents cannot assert something with
certainty, but have good reasons to accept certain propositions to the detriment of
others. To increase the range of language in this sense, it is necessary to enrich the
epistemic logic with probability. With probability, in epistemic logics it will be possible
to assign a numerical value (or another qualitative element) to sets of worlds, creating,
in turn, a kind of authority among the propositions. From this ordering, even in
uncertain conditions, making more rational choices and representing them is possible.
This conjugation between two types of logic guarantees language an expanded capacity
to deal with reflection in a deductive way (richer and more expressive formalism). This
research aims to analyze and show how features of epistemic logic and probability can
be associated with representing reasonings under uncertainty. For that, an investigation
is made into the epistemic logic (syntax, semantics and limits in the reach of the
representation). In addition, it explores the relationship between the concepts of
probability and epistemic uncertainty. Finally, we discuss how the combination between
epistemic logic and probability has been made by Joseph Halpern in his Reasoning
about uncertainty (2003). The methodology used here is the usual bibliographical
research in the relevant literature.

Keywords: epistemic logic, epistemic uncertainty, reasoning under uncertainty,
probability.
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1 INTRODUCAO

Uma parcela majoritaria de nossas inferéncias depende de informagdes
imprecisas ou incertas. Por outro lado, somos agentes com capacidades epistémicas
limitadas, que raciocinam de maneira inconclusiva em muitas situagdes. A partir disso,
aqui interessam os raciocinios sob incerteza.

A logica epistémica ¢ usada para representar raciocinios envolvendo
atribuicdes de conhecimento (ou crenga). No entanto, quando usadas para representar
raciocinios sob incerteza, essa logica apresenta uma importante limitagdo: num cenario
hipotético em que uma agente tem acesso a diferentes mundos (ou diferentes
descricdes do mundo), e tem razdes para acreditar mais na ocorréncia de uma dada
descricao de mundo em detrimento de outras, embora ndo seja capaz de distinguir qual
delas ¢ o mundo que acontece, com a logica epistémica usual ndo ¢ possivel
representar as disposi¢des da agente para escolher certas proposi¢des em detrimento de
outras.

Nos raciocinios sob incerteza, tdo importantes quanto os conhecimentos sao as
evidéncias que justificam as crengas e as escolhas de uma agente sobre o que ¢ mais
provavel. A partir disso, se for possivel combinar probabilidade e logica epistémica de
maneira adequada (a probabilidade capturando o peso que as evidéncias tém, e a logica
epistémica modelando as relagdes de conhecimento), poderemos representar tanto as
incertezas das agentes quanto a disposicao das suas escolhas. Essa tarefa nos permitira,
por um lado, langar um pouco de luz sobre o fendmeno dos raciocinios sob incerteza
(uma contribuicdo para a epistemologia formal, portanto), e por outro lado,
considerando que vérias ciéncias como economia, computacao e estatistica, dependem
do trato formal da incerteza, compreender e mostrar como ldgica epistémica e

probabilidades podem ser combinadas para representar raciocinios.

O objetivo geral dessa pesquisa € investigar como recursos da ldgica epistémica
podem ser combinados com probabilidade para representar raciocinios (decisdes
racionais) em situagdes de incerteza epistémica. Para tanto, vamos analisar alguns
enigmas paradigmaticos envolvendo inferéncias e decisdes em situagdes de incerteza
epistémica, investigar criticamente como os recursos da ldgica epistémica standard sao
usados para representar situagdes de incerteza, e os limites desta representacao; e
mostrar como logicas epistémicas e probabilidade podem ser combinadas para tratar

dificuldades envolvendo raciocinios sob incerteza.
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Na introducao do livro Reasoning about uncertainty, Halpern (2003) apresenta
alguns enigmas famosos envolvendo decisdes sob condi¢do de incerteza. Um deles,
talvez o mais famoso, com muitas versdes e estudos publicados (inclusive numerosos
videos na plataforma YouTube), é conhecido como o Problema de Monty Hall'.

O cenario ¢ mais ou menos o seguinte: imagine que Helena est4 participando de
um jogo no qual precisa escolher entre trés portas fechadas (A, B e C), apenas uma das
quais contém um prémio. A principio, qualquer que seja a porta, as chances de Helena
escolher a porta premiada sdo de 1/3. Imagine que ela escolhe a porta A. O
apresentador do jogo abre a porta C e mostra que esta nao ¢ a porta com o prémio.
Qual a probabilidade de Helena ter escolhido a porta premiada? Considere que o
apresentador proponha a Helena que ela troque a porta A pela B, ela deve trocar?
Como ela poderia raciocinar nessa situagcdo, sem apelar para palpites ou fraudes?

A nossa primeira intuicdo ¢ a de que a probabilidade é de 2 para ambas as
portas, e que ndo faz diferenca Helena trocar de porta. No entanto, matematicamente,
apos eliminar a porta C, ndo s6 a probabilidade de escolher a porta premiada nao se
iguala a ' para ambas as portas A e B, como ela é 2/3 se Helena mudar a porta
escolhida antes (qualquer que tenha sido ela).

Ha algumas coisas intrigantes aqui implicadas. Claramente, as intuicdes nado
alcangam a sutileza de certos raciocinios. Considerando os trés eventos possiveis, a
chance de Helena ter escolhido a principio a porta premiada era de 1/3; porém,
eliminada uma das outras duas possibilidades, a possibilidade restante e nao escolhida
por Helena ¢ de 2/3 de acerto (e ndo de '2). Em outras palavras, ela deveria sim trocar
de porta. Isso significa dizer que o prémio certamente estd na nova porta escolhida?
Claro que nao, porque estamos lidando com probabilidades. Mas, a afirmacao de que
ela deveria trocar de porta quer dizer que, tomando essa decisdao ao longo de muitas
situagdes similares, ela terd escolhido a porta premiada em aproximadamente 2/3 das

vezes (0 que ¢ uma frequéncia de acertos bem superior a 2).

Outro enigma famoso, similar ao anterior, ¢ que também ilustra esse impacto
do condicionamento nas informacdes disponiveis, ¢ o enigma do segundo 4&s
(HALPERN, 2003, 1). Consideremos um deck de baralho com apenas quatro cartas (4s
de copas, as de espadas, dois de copas, dois de espadas). Um par aleatério dentre estas

¢ dado a Helena. Dentre as seis combinagdes possiveis, as chances de Helena ter um

'O problema matematico em questdo recebe esse nome devido a um programa televisivo da década
de 1970,intitulado Let’s make a deal e cujo apresentador se chamava Monty Hall.
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par de ases ¢ de 1/6, e de ter pelo menos um as no par que recebeu ¢ de 5/6. Imagine
que ela revela ter ao menos um 4s, qual a probabilidade de ela ter o par de ases?
Descartando a inica possibilidade em que o &s ndo ocorre, as chances sao de 1/5.

Contudo, se em vez de apenas revelar que possui um 4as, Helena afirma ter o as
de copas, a probabilidade de ela ter um par de ases ¢ de 1/3. Mas, intuitivamente, que
diferenca existe, para o efeito de calcular as chances de ela estar com os dois ases,
entre ela dizer que tem um 4s e dizer que tem um as especifico (qualquer que seja)?
Aqui a probabilidade também ¢ condicional, € a cada nova informagdo, o universo de
possibilidades se modifica e isso tem um impacto decisivo em como as agentes tomam
(ou deveriam tomar) decisOes racionais em cenarios com informagdo insuficiente
(desde negociagdes comerciais até situagdes de vida ou morte).

Esse tipo de desafio epistemologico tende a se complicar quando nao temos
acesso a dados quantitativos (estatisticos ou matematicos) para nos basearmos. Por
exemplo, se Helena procura um médico com um quadro peculiar de sintomas, no qual
alguns dos sintomas sdo tipicos de uma enfermidade, mas outros sintomas tipicos
daquela enfermidade ndo se manifestam na paciente. Dependendo da urgéncia do caso,
o médico precisa tomar decisdes cruciais para sua paciente, envolvendo desde as
baterias de exames a serem feitos até os primeiros socorros antes mesmo de os
resultados dos exames serem obtidos com seguranga.

O médico tem algumas informagdes, mas ndo sabemos como modelar o efeito
dessas crengas sobre a decisdo racional do médico. Aqui, e em contextos mais gerais, o
que uma agente sabe depende em certa medida de quais os mundos possiveis foram
escolhidos e os niveis de detalhes em que o mundo foi modelado. Isto se torna ainda
mais problematico quando ha mais de uma agente, e ¢ necessario considerar o que de
fato acontece ¢ o que cada agente considera possivel na descricdo sobre o que
acontece.

Hé varias formas de representar a incerteza (por exemplo, probabilidades,
fungdes de crenga Dempster-Shafer, medidas de possibilidade e funcdes de
ranqueamento)? e uma maneira standard de representar raciocinios sobre atribuicdo de
conhecimento a agentes, a saber, a logica epistémica.

A logica epistémica standard ¢ uma logica modal. Na l6gica modal, a verdade

de formulas como op (necessariamente p) e Op (possivelmente p) ¢ definida em funcao

2 No original: Probability measures, Dempster-Shafer Belief Function, Possibility Measures e Ranking
Funstions. (HALPERN, 2003, 11)
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de modelos que envolvem um conjunto de mundos possiveis e relagdes de
acessibilidade entre esses mundos. Considerando que w ¢ um mundo qualquer, op ¢
verdadeira em w sse p ¢ verdadeira em todos os mundos acessiveis a w, e Op ¢
verdadeira em w sse p ¢ verdadeira em algum mundo acessivel a w. Quando aquelas
formulas sdo interpretadas epistemicamente, dizemos que um conjunto de informacgdes
ou descricao possivel dos fatos p ¢ sabido por uma agente quando p ¢ o caso em todas
as descrigdes possiveis do mundo acessadas pela agente, e ¢ consistente com o que
uma agente sabe quando p pertence ao menos um estado acessivel a agente — dito de
outro modo, quando p ¢ o caso em algum dos mundos que a agente considera
possiveis.

As logicas epistémicas surgem em 1962, com o livro Knowledge and Belief: an
Introduction to the Logic of the Two Notions, de Jaakko Hintikka. Nelas, o operador
modal forte de necessidade o € interpretado como “sabe-se que” usando a notagdo K em
vez do O, e, quando lidando com mais de um agente, indexando o K por um agente,
como em Kup para representar que H sabe que p. As informagdes que estao disponiveis
(consideradas possiveis ou provaveis) sao proposi¢des, modelados como um conjunto de
mundos possiveis (acessivel para cada agente considerada).

Como trata de estados epistémicos, a linguagem dessa logica epist€émica possui
uma semantica dada em termos de mundos possiveis por meio dos modelos de Kripke e
¢ constituida pelo seguinte conjunto de simbolos: a. um conjunto enumeravel de
proposi¢des atdmicas; b. os operadores classicos usuais: — (negagdo), V (disjuncdo), A
(conjungdo), — (implicagdo) e <> (bi-implicagdo); c. operadores epistémicos para cada
agente i: Ki (i sabe que); d. sinais de pontuagdo: (, ) (parénteses). Além disso, nelas nao
¢ admitido como verdadeiro que uma agente possa saber uma proposicao falsa.

O que uma agente sabe (ou considera, pelo menos, como admissivel) depende
em certa medida de como os mundos possiveis sdo escolhidos, e da forma como sao
representados. Pode haver muita subjetividade envolvida na decisdo sobre quais mundos
incluir e quais excluir em uma representacao, assim como sobre o nivel de detalhes em
que um mundo sera modelado. Nos casos que envolvem varias agentes, as descrigoes de
mundo devem envolver ndo s6 o que acontece, mas o que cada agente considera

possivel.

E preciso considerar alternativas epistémicas quando ndo se tem informagdes
completas sobre as situagcdes que sao relevantes para uma agente. Contudo, esse tipo de

modelagem semantica precisa de refinamentos para dar conta de condicionamentos na
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informacao. Por exemplo, em um jogo de dados, se Helena sabe que o dado estd
viciado, a tendéncia a cair mais vezes um determinado lado (digamos, o lado com seis
pontinhos) precisa estar representada de alguma forma. Nem todas as alternativas
epistémicas acessiveis a agente teriam o mesmo peso na hora de derivar conclusdes ou
fazer escolhas racionais. Tal representacao refinada pode ser feita combinando-se essa
representacdo de mundos possiveis com probabilidade.

Embora ndo haja muitas controvérsias acerca da teoria formal usual da
probabilidade (axiomatizagdo de Kolmogorov), ha muitas disputas em torno da sua
interpretagdo. De modo geral, diz (HAJEK, 2019, 11), existem cinco interpretagdes de
probabilidade: classica, 16gica/evidencial, subjetiva, frequentista e propensao.

Na interpretagdo classica de probabilidade desenvolvida por Laplace, Pascal,
Bernoulli, com ou sem evidéncias, a distribuicdo de probabilidade ¢ simetricamente
balanceada, ou seja, a probabilidade ¢ distribuida igualmente entre todos os resultados
possiveis. Aqui, uma probabilidade ¢ uma fra¢do entre um evento possivel e o nimero
total de possibilidades (uma fragdo do numero de resultados favoraveis a um evento € o
numero total de eventos possiveis).

Na interpretacdo logica, as possibilidades podem receber pesos desiguais e
podem ser computadas qualquer que seja a evidéncia (simetricamente balanceada ou
ndo). J& na interpretacdo evidencial, podemos atribuir probabilidades e raciocinar de
maneira razoavel a partir das evidéncias. (HAJEK, 2019, 19 e 27).

De acordo com a interpretagdo subjetiva, probabilidades sdo graus de crenga de
agentes adequados. Assim, agentes podem crer com mais ou menos forca em algo,
desde certeza da falsidade até certeza absoluta da verdade. As crengas sao graduais.

De acordo com a interpretacdo frequentista, podemos identificar a probabilidade
de algo com o numero de vezes em que este algo € o caso em uma sequéncia de eventos,
dividido pelo numero total de eventos. Tendo em vista o frequentismo finito, a
probabilidade de A em uma classe de referéncia finita B ¢ a frequéncia relativa de
ocorréncias reais de A dentro de B. Com a propensdo, por sua vez, a probabilidade ¢
pensada como uma propensao fisica, ou disposicdo, ou tendéncia de um certo tipo para

produzir uma frequéncia relativa de longo prazo (HAJEK, 2019, 43).

Esta dissertagdo versa sobre a viabilidade da combinacdo dos recursos usuais da
logica epistémica com probabilidade para lidar com raciocinios em situagcdo de
incerteza, sem deixar de lado a analise das limitagdes no uso desses recursos. Como de

praxe em pesquisas de carater ld6gico e matematico, a metodologia empregada neste
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trabalho foi a dedutiva (demonstrativa), além da pesquisa bibliografica sobre a literatura
relevante. Nesse sentido, nossa principal referéncia serd a obra Reasoning about
uncertainty (HALPERN, 2003), e, em especial, seus capitulos 2 (Representing
Uncertainty), 6 (Multi-Agent Systems) e 7 (Logics for Reasoning about Uncertainty).
Em fungdo da problematica esbogada acima, a investigacao foi desenvolvida numa
perspectiva logica e filosofica.

Em um primeiro momento, apresentaremos as regras basicas de funcionamento e
principais propriedades dos modelos relacionais (semanticas de Kripke) que fornecem o
tratamento standard para sistemas de logica modal epistémica. Em um segundo
momento, analisaremos a no¢do de probabilidade assim como as concepgdes de
incerteza. Por ultimo, nos dedicaremos a aprofundar o estudo das ldgicas epistémicas,
articulando-as com probabilidade, com o objetivo de investigar sua aplicabilidade na
representacdo dos raciocinios em situacdo de incerteza epist€émica, tomando como

referencial basico os capitulos mencionados acima.
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2 LOGICA EPISTEMICA

As logicas epistémicas sdo usadas para representar raciocinios envolvendo
atribui¢des de conhecimento e crenga. Oficialmente inauguradas em 1962 por Jaakko
Hintikka no Knowledge and Belief: an introduction to the Logic of the Two Notions
(HINTIKKA, 2005), nessas logicas, intuitivamente, o operador forte da ldgica modal
alética ¢ interpretado como atitudes proposicionais do tipo “sabe-se que” ou “acreditar-se

que” (esta ultima também referida como modalidade doxastica).

A sintaxe da logica epistémica, tal como foi pensada por Hintikka (2005), ¢ uma
extensao da sintaxe da logica classica, e sua semantica ¢ a semantica da ldgica modal
alética criada por Kripke, reinterpretada em termos epistémicos. Assim sendo, para uma
maior compreensao, este capitulo de introdugdo as ldgicas epistémicas dar- se-4 em trés
secOes: a primeira se¢do trata de uma recapitulacao da sintaxe do célculo proposicional
classico (CPC), a segunda se¢do trata da légica epistémica, ea terceira se¢ao mostra
como raciocinios sob incerteza podem ser representados nessa logica e os limites

dessa representacao.

2.1 Calculo proposicional classico

A logica classica ¢ constituida pelo cdlculo de predicados de primeira ordem, e
por uma logica mais simples, sem quantificacdes, a saber, o cdlculo proposicional
classico. A linguagem dessa ultima logica € constituida por um conjunto enumeravel
de simbolos primitivos ou formulas atomicas, representadas por varidveis sentenciais do
tipo p, q, 1, ...p1, qu1, ri..., alguns operadores logicos (—, A, V, —, <), parénteses € as

seguintes regras de formagao para formulas:

e o e § sdo formulas atomicas formadas apenas por letras sentenciais;

e se a ¢ 8 sdo formulas, entdo ~a, (@ A B), (a vV B), (a = B) e (a < B)

também sdo formulas;

Assim sendo, na semantica da logica classica, o valor de verdade de uma
formula ¢ definido a partir de seus componentes atomicos. A partir disso, para
demonstrar a validade das formulas podemos recorrer as tabelas-de-verdade.

No método de tabela-de-verdade, o valor de verdade de uma férmula ¢é
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definido a partir do valor das férmulas que a compdem. Considerando que uma
atribuicdo de verdade consiste em uma funcdo que determina quais proposi¢oes
primitivas sao verdadeiras e quais sdo falsas, ou seja, para cada formula atomica p da
linguagem e para cada atribui¢cdo v, temos que v(p)=V ou v(p)=F, para determinar o
valor-de-verdade de uma férmula ¢é preciso definir o valor-de-verdade das formulas
que a compdem. Dai, com as regras para as tabelas, conseguimoscalcular o valor das
formulas contendo aquelas formulas atdmicas cujos valores ja estdo todos fornecidos.
Em suma, com as atribui¢cdes de verdade e as regras semanticas convencionais
¢ possivel determinar se uma formula qualquer a ¢ satisfeita sob uma atribui¢do de
verdade v especifica, escrito dessa forma em notagdo simbélica v E a.® A razio disso é
que os operadores do cdlculo proposicional classico sao fungdes de verdade (ou

operadores verifuncionais). Ou seja, para cada atribuicdo de verdade v,

a. VE @ sSse VI @

b.vEpAYssevEpevEY
C.vVE@ViYyssevE@pouvE Y

d vE ¢ > yYsseviEgouv EY
e.vEpoyYsse(vEpevE Y)ou(VE@evEY)

A presenca de operadores verifuncionais e a obediéncia aos chamados principios
logicos fundamentais (Principios de Identidade, de Nao Contradicdo, do Terceiro
Excluido e Principio da Bivaléncia), entre outras qualidades, caracterizam a logica
classica. Contudo como ela surgiu para auxiliar na fundamentacio da matematica,* ha
varios casos que ndao podem ser adequadamente formalizados nessa logica sem

contrariar nossas intuigoes.

Sistemas logicos que contenham apenas operadores verifuncionais nao se
aplicam a contextos obliquos que sejam sensiveis a nog¢des de tempo, necessidade,

crenga, entre outras. Nesses contextos ¢ preciso levar em consideracdo outros

3 Na logica proposicional classica, quando uma férmula é verdadeira sob alguma atribuigdo de verdade,
ela édita satisfazivel, ou seja, tem modelo. Se a formula ¢é verdadeira sob toda atribuigdo de
verdade, ¢ uma tautologia (ou valida). Por outro lado, se ¢ falsa sob toda atribuicdo de verdade, ¢ uma
contradicao.

4 A légica classica pensada por Gottlob Frege (1848-1925) tinha o objetivo de sistematizar o raciocinio
matematico, a fim de eliminar os erros cometidos em demonstragdes matematicas. Frege criou o calculo
de predicados, definiu uma linguagem simbolica para a logica classica e um sistema dedutivo baseado
em axiomas e regras de inferéncia.



constituintes semanticos além dos valores de verdade das subformulas. A partir disso
logicas complementares (ampliativas ou extraclassicas) foram criadas a partir daldgica
classica a fim de ampliar a sua capacidade de simbolizar e tratar inferéncias nao
extensionais.’

As logicas extraclassicas substituem a logica classica excluindo ou modificando
alguns dos seus principios fundamentais. As ldgicas polivalentes, por exemplo, excluem
tanto o principio de bivaléncia quanto o do terceiro excluido, e as ldgicas
paraconsistentes enfraquecem o principio de ndo-contradicao.

As logicas ampliativas, por sua vez, inovam no acréscimo de novos operadores a
linguagem da logica classica, operadores estes que ndo sdo funcdes de verdade (os
chamados operadores intensionais), sem alterar seus principios logicos fundamentais.

As 16gicas modais sdo exemplos de logicas complementares.®

2.2 Légica modal

No De Interpretatione, Aristoteles ja nos apresenta modos da verdade para além
do verdadeiro ou falso. Porém, por falta de uma simbolizagao adequada e imprecisao
nos conceitos de possivel e contingente, a sua teoria ndo vigorou.” Logicos medievais
como Guilherme de Ockham, que defendia que o contingente ndo se segue do
necessario nem o necessario do contingente, comprometidos com questdesmetafisicas e
resgatando Aristoteles, por sua vez, também trataram das querelas acercada necessidade
e da possibilidade.

8 ¢ David Hume’

No contexto da filosofia moderna, entre outros, Leibniz
desenvolveram importantes teorias sobre os conceitos de necessidade e possibilidade.

Teorias essas que foram muito uteis para o desenvolvimento formal da l6gica modal

> Uma sentenga € dita extensional quando o seu valor de verdade é determinado a partir dos valores de
verdade das partes que a constituem. O contrario disso ocorre com as sentengas intensionais. Nessas, o
valor de verdade de uma sentenga ndo pode ser definido apenas a partir das extensdes (referéncias) das
partes que a compdem. Nesses casos € preciso considerar as intensdes. (SILVA, 2015).

% A logica modal acrescenta a logica classica novos operadores intensionais. Nesse caso, para calcular o
valor de verdade de uma proposicdo modal ¢ preciso considerar modelos semanticos que envolvem a
nogdo de mundos possiveis e a relacdo de acessibilidade entre eles (MORTARI, 2001).

7 Aristoteles trata das modalidades na sua teoria do silogismo modal, onde pelo menos uma das premissas
que compdem o silogismo ¢ ou apoditica (proposi¢des que contém o termo necessario) ou problematica
(proposigdes que contém o termo possivel).

8 Leibniz, no Essais de Théodicée sur la bonté de Dieu, la liberté e de I’homme et l6rigine du mal (1710),
introduz no pensamento moderno a ideia de mundos possiveis ao defender que, entre varios mundos
possiveisna mente de Deus, o mundo atual ¢ o melhor dos mundos. Nessa concepgdo, cada individuo
pertence necessariamente a apenas um mundo.

% Nas se¢des VII e VIII da Investigagdo Sobre o Entendimento Humano (2004), Hume pensa o conceito
de necessidade na sua relagdo com o problema da causalidade.



no século XX. Contudo, o estudo das propriedades formais das modalidades comegou
de fato com o trabalho de C. I. Lewis em 1918.

A partir dos paradoxos que aponta na no¢ao de implicagdo material apresentada
por Russell no Principia Mathematica, ¢ C. 1. Lewis que funda a logica modal
contempordnea em alguns importantes textos, a saber, o artigo Implication and the
Algebra of Logic de 1912, ao criar a implicacdo estrita e, de maneira mais elaborada, na
obra Symbolic Logic de 1932, onde apresentou a descrigdio de cinco sistemas (S1-S5).1°
Esses sistemas ficaram conhecidos como Sistemas de Lewis. Mas foi Godel em 1933,
que apresentou a légica modal tal qual conhecemos hoje, como uma extensdo da légica
classica.

Com a introducao de operadores, regras de formagdo e axiomas, a principio, o
desenvolvimento da l6gica modal se deu em um cardter eminentemente sintatico. Mas
em 1959, Saul Kripke (1959, 1962, 1963) inaugura a semantica de mundos possiveis
usada na logica modal. Kripke retoma as nogdes de necessidade e possibilidade
pensadas por Leibniz e as define em fung¢do da nog¢do de mundos possiveis e das
relagdes de acessibilidade entre estes mundos.!!

Aqui, intuitivamente, uma proposicdo necessaria ¢ uma proposicao verdadeira
em todos os mundos possiveis acessiveis a um mundo dado, enquanto uma proposi¢ao
possivel € uma proposi¢ao verdadeira em ao menos um mundo possivel acessivel a um
mundo dado. Para formalizar isso foi preciso acrescentar ao calculo proposicional
classico, além de novos axiomas e regras especiais, o operador unario de necessidade
O, isto &, “€ necessario que...” e o operador unario de possibilidade 0, isto ¢, “¢ possivel
que...”. O operador de possibilidade ¢ pode ser definido a partir do operadorforte, com o
auxilio do operador de negagdo (0 P =det. = —P). O inverso também pode ser feito

(definir o operador forte a partir do fraco usando a negago).!?

10 A implicagdo material é a proposigdo que possui a seguinte estrutura: se (o enunciado que se segue é o
antecedente) entdo (o enunciado que se segue ¢ o consequente). Algumas férmulas consideradas validas
na ldégica proposicional possuem uma interpretacdo que ndo correspondem a nog¢do intuitiva de
implicagdo. Haack (2002, 236) apresenta algumas dessas foérmulas que ficaram conhecidos como
paradoxos da implicagdo material. Tendo em vista essa dificuldade, Lewis desenvolve uma implicacao
estrita que pudesse substituir formalmente a implicagdo material e que correspondesse a interpretacdo
intuitiva de implicag@o.

1 As relagdes de acessibilidade determinam as atribuigdes de valores em cada sistema modal. No sistema
K, a relagdo de acessibilidade ¢ arbitraria; no sistema D, é serial; no sistema T, é reflexiva; no sistema
B, ¢ reflexivae simétrica;no sistema S4, é reflexiva e transitiva; no sistema S5, é reflexiva, transitiva e
simétrica.

12 Os operadores 0 e 0 ndo sio operadores verifuncionais; isto ¢, ndo tomam simplesmente valores
de verdade como argumentos e os associam regularmente a outro valor.



A partir da década de 1980, essa logica teve grandes avancos nos aspectos
semanticos, sintaticos, algébricos e de complexidade computacional. Nesse contexto,
floresceram diferentes logicas modais, entre essas, as logicas temporais (para modelar
tempo linear e ramificado), ldgicas epistémicas (para modelar conhecimento e crengas
em sistemas com multiplos agentes) e 16gicas intuicionistas modais com interpretagdes

em semantica operacional de programas. Aqui nos interessam as logicas epistémicas.

2.2.1 Logica epistémica

George Henrik von Wright (em 1957), sistematizador da logica dedntica, foi
um dos primeiros a tratar o conhecimento como operador modal. Mas a adequada
sistematizagao disso foi feita por Hintikka, ao usar a letra K para representar o operador
modal de conhecimento proposicional. A logica epistémica pensada porHintikka ¢ uma
versdo epistémica do sistema S4 (as vezes também denominado KT4) da 16gica modal
alética, ou seja, seus esquemas de axiomas foram elaborados nos moldes dos axiomas
de S4, interpretados sob a perspectiva do operador epistémico.

Tal logica possui como axiomas todas as formulas validas da 16gica classica, que
nos permite ter infinitas instancias de teoremas do célculo proposicional classico como
axiomas da logica epistémica, a regra de inferéncia modus ponens, a regra de
necessitagdo epistémica (se kg, entdo FK.¢), o axioma K, o axioma T (veridicalidade)
e o axioma 4 (introspec¢do positiva). Com frequéncia, a literatura sobre logica
epist€émica considera também o polémico axioma 5 (introspec¢do negativa) nessa

axiomatizacao — nesse caso, temos o sistema S3.

2.2.2 Sintaxe da logica epistémica

A linguagem da logica epistémica usual (no nivel sentencial) consiste na
linguagem proposicional apresentada acima, acrescentando-se apenas os operadores
epistémicos Ki, um para cada agente i (K. ... K,). As formulas serdo as mesmas da
linguagem sentencial definida antes, acrescidas das instancias do esquema Kia (para
uma formula qualquer @ e um agente qualquer 7). Fora essas cldusulas, nada mais é
formula. A partir disso, seguem alguns exemplos de férmulas epistémicas bem

formadas e suas leituras intuitivas:



Kao

Leia-se: a agente a sabe que o.

KK, =K;~¢
Leia-se: a agente 1 sabe que a agente 2 sabe que a agente 3 nao sabe que nao .

KK, — (Ko V7KKK,p)

Leia-se: se a agente 1 sabe que a agente 2 sabe que ¢, entdo ou a agente 3 sabe

queo ou a agente 2 ndo sabe que a agente 1 sabe que a agente 2 sabe que ¢.

2.2.3 Semantica para a logica epistémica

Baseado na ideia de mundos possiveis de semantica de Leibiniz, Saul Kripke
propds uma semantica que considere as relagdes de acessibilidades entre os
mundos possiveis capaz de capturar o significado intuitivo das diversas modalidades.
Embora esse ndo seja o Unico trabalho relevante desenvolvido com tal objetivo, essa
semantica ¢ a mais usada.

Como supracitado, Kripke introduziu tanto a ideia de mundos possiveis quanto a
ideia de uma relagdo de acessibilidade entre esses mundos. Nas relagdes de
acessibilidade ou possibilidade relativa, um estado epistémico w* pode ser acessivel a
partir de um estado epistémico w, formalmente, wRw*‘. Dependendo das diferentes
propriedades logicas atribuidas a essa relacdo R, temos diferentes sistemas de logica

modal.

Considerando um conjunto de mundos possiveis W = (w1 .. wn), uma formula
atomica a ¢ verdadeira em um mundo possivel wi, onde wi € W, se recebe neste mundo
a atribuicdo 1, e falsa em um mundo possivel w2, onde w2 € W, se recebe neste mundo a
atribuicdo 0. As proposi¢des podem ser verdadeiras ou falsas em cada mundo. A partir
disso, uma proposicao ¢ necessariamente verdadeira em um mundo se for verdadeira em
todos os mundos acessiveis a esse mundo. Por outro lado, uma proposi¢ao ¢
possivelmente verdadeira em um mundo se € o caso em pelo menos um mundo
acessivel ao mundo dado.

Nas logicas epistémicas, o operador modal forte o ¢ interpretado como “sabe-se
que”, e representado pela letra K (de knowledge). Aqui, Kup sse p € o caso em todas as

alternativas epistémicas acessiveis a agente a, ou seja, quando p € o caso em todas as



descri¢des possiveis do mundo as quais a agente tem acesso. Por outro lado, =Kgp sse p
ndo for o caso em pelo menos um estado epistémico acessivel a agente. Além de nova

interpretacao para os operadores modais, ha também a Regra de Necessitagao (RN):

FA /} oA
Se A ¢é valida, entdo necessariamente A também ¢é valida.

Cientes de que o que uma agente sabe depende dos mundos aos quais ela tem

acesso, Kup pode ser intuitivamente representado assim:

Figura 1- Representacio intuitiva de Kap"?

O

w

Leia-se:a agente a sabe que p, uma vez que p ¢ verdadeiro em todos os mundos

aosquais ela tem acesso a partir de w'.

Figura 2 - Representacao intuitiva de ~Kap

e
1 \ 3

Leia-se: a agente a ndo sabe que p, uma vez que —p € o caso em pelo

menos umestado epistémico acessivel a agente.

Em cada modelo M fornecido para a linguagem epist€émica, hd um conjunto W

13 As setas indicam quais mundos sdo acessados ¢ o tipo de acesso, neste ¢ nos outros casos onde as setas
foremusadas.



de n mundos possiveis ou estados epistémicos (w1, Wa...wn) constituido por proposi¢des
que saoverdadeiras ou falsas em cada estado. Uma foérmula K,p (a sabe que p) ¢

verdadeira em w (ou seja, M, w £ Kup), pois p € verdadeira em todos os mundos
acessiveis a agente @ em w. Por outro lado, “K,~p (a ndo sabe que ndo p) ndo ¢

verdadeira nesse mundo w (ou seja, M, w ¥ —K,™p), pois esta significando que p

o~

falsa em algum mundo acessivel a agente!* @ em w.

Na semantica relacional de Kripke, as formulas sdo interpretadas dentro de um
modelo. Tal modelo ¢ uma tripla ordenada definida como M = (W, R, v), baseado em
uma estrutura (W, R). Na logica epistémica (usual), o modelo ¢ uma n + 2 upla M =

(W, R ... Ry,v) tal que:

i. W éum conjunto ndo vazio de mundos possiveis (ou alternativas epistémicas);

ii. Cada Rj¢é um conjunto de pares ordenados de mundos em W indexados por agente
1 (intuitivamente, uma relagdo de acessibilidade entre mundos, na perspectiva dessa
agente), onde, para quaisquer w’ e w’ € W, w’Riw’’ significa dizer que w’ acessa w’’
na perspectiva da agente i. Um conjunto R; pode ser vazio, uma vez que ¢ possivel que
os mundos sejam cegos (ou seja, ndo acessem nenhum outro mundo, nem a si
mesmos). Além disso, os conjuntos podem apresentar determinadas restrigdes no
comportamento das respectivas relacdes como, por exemplo, euclidianidade, simetria,
transitividade, reflexividade, serialidade;

iii. v ¢ uma funcdo interpretacdo que define os valores de verdade das formulas

atOmicas em cada mundo.

Supondo, por exemplo, a existéncia de trés mundos: w1, wa, ws, € trés agentes (1,
2 e 3), cujas relacdes de acessibilidade serdo representadas, respectivamente, por Ri, R2
e Rs, e considerando, por simplicidade, apenas duas formulas atdmicas de nossa

linguagem p e q, um modelo especifico M' pode ser descrito da seguinte maneira:

Mi= (W, R ...R3,v)
W= {Wl, W2, W3}
R;= {(Wl, Wz), (Wl, W3)}

R,= {(Wz, Wz), (Wz, W3)}R3= {(W3, Wl)}

4 Mundo acessivel & agente significa 0 mesmo que estado epistémico acessivel a agente.



v={((p, w1, 0), ((p, w2), 1), ((, w3), 1), (¢, W), 1), (g, W2), 1), ((g, W3), 0)}

Figura 3- Representacio intuitiva do modelo M*

Sobre as restrigdes que envolvem as relagdes de acessibilidade de um modelo

epistémico pode se dizer que:

e Um modelo ¢ reflexivo sse, para toda R; e para todo w € W, (w, w) € Ri(ou seja,
cada mundo, cada agente i sempre acessa o proprio mundo);

e Quando, em um modelo, para todas as R; e todo w existe pelo menos um w*

€ W, tal que (w, w) € Rj, dizemos que esse modelo ¢ serial;

e Um modelo ¢ simétrico sse, para toda R e todo w e todo w* € W, temos que
(w,w) ERi—> (Ww',w) ER;

¢ Quando, em um modelo, para toda R; e quaisquer w, w* e w** € W, temos que (w,
w) ERin (W, W) € Ri » (w,w") € Rj, dizemos que o modelo ¢ transitivo;

e Um modelo ¢ euclidiano sse para toda R; e para quaisquer w, w' e w*“ € W,

(W, w) ERin(W,w) ERj > (W, W) ER..

Quanto a funcao interpretacao v, ela pode ser generalizada para determinarmos
o valor de qualquer formula num dado modelo. Seja um conjunto A com n agentes

epistémicos, um modelo epistémico M= (W, Ri... Ry, v), e w um elemento de W. Para

quaisquer formulas ¢ e y de nossa linguagem epistémica:

a. M, w) E p ssev(M,w) = 1;



b. (M, w) E ~@ sse (M, w) ¥ ©;

cMw)EpayPsse(M,w) E oe (M,w) E;
d M,w)eE@viysse (M,w) E @ ou(M,w) E;
e. M, w) E@ = Ysse (M,w) ¥ @ou(M,w) =

f Mw)Epeoe Psse(Mw)Epe(M,w) Ey)ou((M,w) ¥ @e (M,w) ¥
U);

g. (M, w) E Ki@ sse para todo w* tal que (w,w’) € Ri, M, w)E .

Na cldusula (a) temos que uma sentenga atomica p ¢ verdadeira em um mundo
possivel w se, e somente se, w pertencer ao conjunto W do modelo. A cldusula (b)
enuncia que — ¢ ¢ verdadeira em w se e somente se ¢ for falsa em w. A clausula (c)
afirma que uma conjuncdo ¢ A P ¢ verdadeira em w se for o caso que ambos os seus

conjuntivos sejam verdadeiros em w.

Na cldusula (d) uma disjun¢do ¢ v ¢ verdadeira em w apenas quando ao
menos um de seus disjuntivos for verdadeiro. Na clausula (e) um condicional ¢ <
sera verdadeiro em w somente quando ndo for o caso de que seu antecedente seja
verdadeiro em we o consequente seja falso. Em (f) um bicondicional ¢ < { serd
verdadeiro em w somente quando os seus membros sdo ambos verdadeiros em w ou
ambos falsos em w. A clausula (g) enuncia que o conhecimento proposicional Ki¢g sera
verdadeira em w se € somente se @ for verdadeira para todos os mundos possiveis w* no
modelo acessiveis ao agente em w.

Uma férmula ¢ ¢ valida em um modelo epistémico (em notacdo simbdlica:
ME@), sse M,wE@ para todo w € W. Similarmente, uma férmula ¢ ¢ valida em

uma classe de modelos quando ¢ valida para todos os modelos dessa classe.

Dado um conjunto nio vazio de agentes epistémicos, em cada modelo, a parte
que corresponde apenas a seu conjunto de mundos W e suas relagdes de acessibilidade
R ¢ chamada de frame ou estrutura epistémica, e a partir dele ¢ possivel determinar
classes de modelos e classes de frames. Embora a funcdo de verdade v possa variar de
um modelo para outro, os frames sao como que estruturas fixas ao longo dessas classes

de modelos. Em notacao simbdlica,

F= (W, Ry, ..., Ru)



Figura 4 - Exemplo intuitivo e geral de frame
1 1 @ 1
O+—O—0O—0)
Wl W2 W3 W4

W= {w!, w2, w3, w*}

Ry ={(w', w?), (W, wh), (W2, w?), (W*, w?), (W*, w*) }

A escolha de restri¢des especificas sobre todas as relagdes de acessibilidade de
um frame pode ser suficiente para garantir a validade de determinadas férmulas. Por
exemplo, num frame onde todas as relagdes de acessibilidade sdo reflexivas, o esquema
Kia — a, para qualquer agente 1 onde qualquer w € W, ¢ valido independente de qual
interpretagdo ¢ usada — ou seja, as instancias daquele esquema sdo validas em todos os

frames reflexivos.

Os frames podem ser, entre outras categorias, reflexivos, simétricos, transitivos,
seriais ou euclidianos, e podem ser agrupados em classes. A classe dos frames
reflexivos (Fr) € composta pelo conjunto de todos os frames cujas relacdes de
acessibilidade sdo sempre reflexivas, ou seja, cada mundo que compde o universo W
acessa a si mesmo (na perspectiva de cada agente epistémico). Aqui, dependendo de
cada modelo, os mundos podem acessar outros mundos além de si, contudo, a

reflexividade ¢ condi¢do necessaria. Ou seja,
Para cada Ri e Yw € W (wRiw) ou, dito de outro modo, (w, w) € R;

A classe de frames simétricos (Fs) € composta pelos frames cujas relagdes de
acessibilidade sdo simétricas, ou seja, cada mundo ¢ acessado reciprocamente pelo

mundo que acessa (na perspectiva de cada agente epistémico). Ou seja,

ParacadaRie Vw, w' € W (WRi w* — w'R; w)

A classe dos frames transitivos (Ft) € composta pelos frames cujas relagdes de
acessibilidade sdo transitivas. Nessa classe, um mundo acessa os mundos que o mundo

que ele acessa, acessa (na perspectiva de cada agente epist€émico). Ou seja,



Para cada Rie Vw, w', w** € W (WRiw‘AW*Riw** - wRiw‘)

A classe dos frames seriais (Fserial) é composta pelos frames cujas relagdes de
acessibilidade sdo seriais. Nessa classe, um mundo sempre acessa pelo menos um

mundo (na perspectiva de cada agente epistémico). Ou seja,

Para cada Rie Yw 3w*‘ (w Riw")

A classe dos frames euclideanos (Fe) € composta pelos frames cujas relagdes de
acessibilidade sao euclideanas. Nessa classe, os mundos que um dado mundo acessa se

acessam entre si (na perspectiva de cada agente epistémico). Ou seja,

Para cada Rie Vw, w', w** €W (WRiw‘AwRiw* - w* Riw*)

2.3 Axiomatizag¢des do conhecimento'®

Na logica epistémica, tendo em vista os sistemas de logica modal mais
conhecidos (K, D, T, B, S4 e S5), os principais axiomas sao o K, D, T, 4 ¢ 5. Esses
axiomas correspondem as diferentes propriedades logicas atribuidas as relagdes Ri. No
caso das R; serem arbitrarias (ou seja, sem nenhuma restricdo especifica), temos o
principio K; se as R; forem seriais, temos D; se as R; forem reflexivas, temos T; se as R;
forem transitivas, temos 4 ¢; se forem euclideanas, temos 5. Tendo em vista um modelo

M= (W, Rui..R,, v), para todo agente i valera as seguintes propriedades:

(a) (Kid A K (¢ =vy)) = Kiy (axioma K, em uma formulagao equivalente);
(b) Se E ¢ entdo = Kidp (RN);
(c) Se cada R; ¢ transitiva, entdo E Ki¢p — K, Ki¢ (axioma 4, da Introspeccao positiva);

(d) Se cada R; ¢ euclidiana, entdio F—Kip — Ki7Kip (axioma S5, da

Introspec¢édo negativa);

15 Pelo método axiomatico ¢ possivel definir um conjunto de formulas ou teoremas sem que se precise
fazer referénciaa seus significados. Em fun¢do disso, antes da descoberta de uma maneira apropriada de
se definir o conceito de verdade para proposi¢des modais, os sistemas modais foram apresentados
inicialmente pelo método axiomatico. H4 varios sistemas de 16gica modal, e eles se subdividem em dois
grandes grupos: os sistemas ndo- normais (sistemas mais fracos que ndo admitem o axioma K ou a regra
de necessitagdo), cuja semantica de vizinhanga é usada ao invés da seméantica de Kripke, e os sistemas
modais normais (que sdo sempre extensdesdo sistema K).



(e) SecadaR; ¢ reflexiva, entdo & K; ¢ — ¢ (axioma T).
(f) Se k= ¢ entao = Kidp (RN);

(g) Se cada R; ¢ transitiva, entdo F Ki¢p — K;Ki¢ (axioma 4, da Introspeccao positiva);
(h) Se cada R; ¢ euclidiana, entdio F—Kip — K;7Kip (axioma S5, da

Introspec¢do negativa);

(1) SecadaR; ¢ reflexiva, entdo E K; ¢ — ¢ (axioma T).

Axioma K: K; (¢ — y) — (Kip — Kiy)

Conhecido na logica modal como principios da Distribui¢do sobre Implicagdo
e aqui, como Distribuicdo Epistémica, o axioma K, que corresponde aos modelos cuja
relagdo de acessibilidade ¢ arbitraria, junto com os teoremas da logica classica, por
meios das regras MP e RN, deriva infinitos teoremas modais. Em func¢do disso, os
diferentes sistemas modais normais sao ditos extensoes proprias do sistema K. Nele, se

uma agente sabe que ¢ implica y, entdo, a agente saber que ¢ implica em ela saber que
V.

Tendo em vista a definigdo de validade, segue a prova da validade de K:
Supondo quew € um estado epistémico arbitrario em um modelo qualquer M tal que 1.
M,w) E Ki(p — vy). Além disso, supondo que ii. (M,w)¥ Ki¢ — Kiy. De ii, temos
que iii. (M,w) E Kip e iv. (M,w) ¥ Kjy. De i, sabemos que v. para todo w* em M tal que
(w,w‘) € Ri, M,w*) E ¢ — y. De iii, por sua vez, temos que vi. para todo w* em M tal
que (w,w‘) € Ri, (M,w*) E ¢. De iv, temos que vii. para algum w; tal que (w,wj) € Rj,
(M,wj) ¥ . De v e vi, por modus ponens, sabemos que para todo w* acessivel a w

(M,w*®) F{ . Isso contradiz o passo Vvii.
Axioma T: Kip — ¢

No principio T (conhecido também como propriedade de veridicalidade),
valido em frames reflexivos, se uma agente sabe que p, entdo p ¢ o caso. Contudo, uma
vez que nao € suficiente que seja o caso para que uma agente saiba que p, a reciproca

ndo € teorema, ou seja, ndo vale em geral ¢ — Ki@. A seguir o axioma T:

Segue a prova de que T ¢ valido em todo frame reflexivo: Seja F= (W,



Ri...Ry) reflexivo e seja w € W. Para a prova em questao, supomos i. (M, w)E=Kip e que
it. (M,w)¥ ¢ nesse frame. De i, sabemos que para todo w* em M tal que (w,w‘) € R;,
(M,w*)E¢. Por se tratar de um frame reflexivo, (w, w) € Ri. No entanto, i contradiz ii.

Disso decorre que 0 axioma T ¢ valido em frames reflexivos.
Axioma 4: Kip — KiKip

De acordo com o axioma 4, intuitivamente, se uma agente sabe ¢, entdo essa
agente sabe que sabe que ¢. Trata-se da reiteracdo do operador de necessidade. O
inverso desse principio também ¢ um teorema, e podemos obté-lo aplicando RM no

axioma T.

Segue a prova de que 4 ¢ valido em todo frame transitivo: Seja F= (W, Ri...Ry)
transitivo e seja w € W. Para a prova em questdao, supomos que i. (M,w)EKiop ¢ ii.
M,w)EKiKi¢p nesse frame. Para que (M,w)¥KiKip, deve existir algum estado
epistémico wj € W, tal que (w,wj) € R;e iii. (M,w))#¥ Kip. Por sua vez, para que (M,w;)#
Kip ¢ preciso que, para algum (wj,wk) € Ri, iv. (M,wk)¥# ¢. De i, sabemos que V.
(M,w*)F@ em todos os estados w* que w acessa. Por se tratar de um frame transitivo, ou

3

seja, w', wEW (WRiwAW Riw** —» w Rjw**), temos uma contradi¢do entre iv e v.
A saber, ¢ em wk também deveria ser verdadeiro, no entanto € falso. Dai decorre que é

impossivel que o principio 4 seja invalido em uma estrutura transitiva.

Axioma 5: —Kip — Ki—Kip

De acordo com o principio 5, também conhecido como E (HUGHES;
CRESSWELL, 1996, 62), o principio da introspec¢ao negativa, se uma agente nao sabe
¢, ela sabe que nao sabe que ¢. Nesse axioma supde-se que os agentes podem acessar
em si todos os fatos, como em um banco de dados, e saber quais coisas ndo sabem. A
reciproca desse principio também ¢ teorema e corresponde a uma instancia do axioma
T, a saber, Ki—Kip — —Kj o.

Segue a prova de que 5 € valido em todo frame euclidiano: Seja F= (W, Ri... Ry)
euclidiano e seja w € W. Para a prova em questdo, supomos que i. (M,w) E—Kio e ii.
M, w)EK—Kip nesse frame. Para que (M,w)¥Ki—Kip, deve existir algum estado
epistémico wj € W, tal que (w,wj) € Rie iii. (M,wj) E K. Por sua vez, para iii, é

preciso que para todo w‘tal que (wj, w*) € Ry, iv. (M,w*)E0@.



De i, decorre que v. (M,wi)¥@ em pelo menos um estado epistémico wx que w
acessa. Mas, como se trata de um frame euclidiano, (wj,wk) € R; e, portanto, iv e v
envolvem contradi¢do, pois, ¢ deve ser verdadeira em todos os estados epistémicosw*
acessados por wj, no entanto ¢ falsa em wk. Dai decorre que ¢ impossivel que o

principio S seja invalido em um frame euclidiano.

2.4 Representagao de raciocinios sob incerteza

Considerando que K; representa o conhecimento da agente Turiagu, as
proposi¢des “hoje choveu forte”, “as aguas estdo escuras” e “Turiagu toma banho de
mar”, respectivamente, por p, q € r; ¢ wi 0 mundo real ou ponto de onde estamos
avaliando as afirmagdes. Na primeira situagdo, ilustraremos um caso de certeza

epistémica, para acentuar o contraste comos dois exemplos seguintes.

Caso 1: Turiagu sabe que quando chove, as aguas ficam escuras. Turiagu sabe
que hoje choveu forte; portanto, Turiagu sabe que as dguas estdo escuras. Esse
raciocinio é valido em todos os frames. Prova: suponha que, para um modelo arbitrario
M, que (i) (M, w)eKi(p — q) A Kip, mas (ii) (M, w)#¥ K. Isso quer dizer que (iii) para
todo w' tal que (w,w’) € R, (M,w)E p — q e (M, W")E p. De (iii), por Modus Ponens,
temos que (iv) para todo w’ tal que (w, w') € Ry, (M, w')i=q. Mas, de (ii), temos que,
para algum w’ tal que (w,w’) € R, (M, w') ¥ q, o que contradiz (iv).

Caso 2: Turiagu considera possivel'®

que as aguas estdo escuras se e somente se hoje
tiver chovido forte, mas também considera possivel que uma coisa nao tenha a vercom a
outra. Ela sabe que as 4guas estdo escuras. Portanto, ela considera possivel que hoje
tenha chovido forte. Esse raciocinio parte de uma premissa incerta (uma conjectura
epistémica) e chega em uma conclusdao também conjectural. Além disso, se trata de um

raciocinio valido em todos os frames.
Prova: suponha que, para um modelo arbitrario M, que (i) (M, w) E Rt (p © 9),
(i) (M,w) = R¢ = (p «> q) e (iii)) (M,w) £ Kp . De (iii), sabemos que (iv) para todo

w' tal que (w,w') € Ry, (M,w") E p . De (i) tiramos que (v) para algum w’ tal que

16 A linguagem usual das légicas epistémicas costuma representar que uma agente i considera uma
informagdop como possivel (ou admissivel) da seguinte maneira: Kip (ou, abreviadamente: Kip). A rigor,
contudo, essa construgdo apenas exprime que a agente i ndo sabe que p ndo ocorre (seja por p nao ocorrer,
e ela ndo saber que p ndo ocorre, seja por p ocorrer ¢ ela saber disso). Contudo, uma leitura intuitiva mais

rigorosa para Kip seria: 9 é compativel com tudo que i sabe”.



(w,w') € Rt, IM,w") E p <> q, emcujo W', por conta de (iv), segue-se que também
(vi) (M,w")E q. Por defini¢do, como (w,w’) € R, concluimos que (vii) (M,w) & K¢
p . (A informagdo (ii) ndo fez diferenga e foi usada apenas para realgar a incerteza da

agente).

Caso 3: Turiagu considera que ¢ muito provavel (além de possivel) que sehoje
tiver chovido forte, as 4guas estardo escuras. Se as aguas estiverem escuras, ela nao
tomara banho de mar. Ela sabe que hoje choveu forte, mas ndo sabe se as aguas estdo
de fato escuras. Nesse cenario, Turiagu ndo tomara banho de mar. Uma tentativa

rudimentar de simbolizar as informagoes acima ficaria:
M, WERc(p—->qA(@—>-1)AKpar—=Kq

Logo, (M, w) F—r

Esta ¢ uma decisdo pratica bastante racional, mas que nao ¢ adequadamente
representada com os modelos epistémicos usuais, porque, de acordo com as
condi¢gdes semanticas para uma possibilidade epistémica de que acontega (que seja tao
somente uma possibilidade e ndao uma necessidade em todos os casos), tanto faz haver
apenas uma possibilidade ou milhares delas. O valor epistémico serd o mesmo. E isso
ndo ampara escolhas que intuitivamente sdo mais racionais a partir de situacdes mais

provaveis do que outras.

Se comparadas a logica classica, o alcance das logicas epistémicas na
representacdo de raciocinios sob incerteza ¢ maior. Nessas logicas, o operador forte
capta adequadamente a certeza, mas nao foi feita com a finalidade de representar
probabilidades nem certos tipos de incertezas. Nos casos em que uma agente tem
razdes (evidéncias) para escolher certas opgdes epistémicas em detrimento de outras,
ndo € possivel representar as disposicoes da agente. Nesses casos, precisamos
enriquecer nossos sistemas epistémicos com mais recursos, como operadores de
probabilidade (para modelar incertezas acerca das evidéncias, o uso de probabilidade

condicional ¢ mais apropriado).



3 SOBRE INCERTEZA

Num contexto de tomada de decisdo, as crencas podem estar ancoradas em
evidéncias. Estas evidéncias, por sua vez, estdo ligadas aos graus de incerteza das
agentes. Quanto maior o nimero de evidéncias e mais contundentes e completas elas
forem, menor sera o grau de incerteza. Em funcao disto, e tendo em vista que o objetivo
dessa dissertacdo ¢ mostrar como as incertezas das agentes podem ser captadas e
representadas por meio da combinagdo de logica epistémica e probabilidade, uma breve

introdugdo a epistemologia bayesiana ¢ necessaria.

3.1 Crencas, probabilidades e bayesianismos

As crengas sao um dos topicos fundamentais dentro das investigacdes em
epistemologia e filosofia da ciéncia. Na epistemologia bayesiana apresentada por Neiva
(2022, 47), as crengas subjazem em trés teses principais: “i. Crengas (ou opinides) sao
caracterizadas como um fenomeno que admite graus; ii. Graus de crenca de agentes
racionais obedecem ao calculo de probabilidades; iii. Agentes racionais atualizam os
seus graus de crenca de acordo com o principio da condicionalizagdo”.

Destas trés, as teses 1 e i1 parecem fundamentais aqui na medida em que,
deacordo com a tese i, uma agente pode acreditar de forma qualitativamente completa
(com certeza) que os povos indigenas sdo legitimos donos do Brasil, por exemplo, mas
pode acreditar de forma parcial (sem tanta certeza) que choverd hoje na cidade de Sao
Luis; e, de acordo com a tese i1, com as devidas ponderagdes, os graus de crencas sao
concebidos como uma relacdo entre uma agente, um numero € uma proposicao. Este
nimero representa a forca com a qual a agente acredita na proposicao.

Embora o uso da teoria formal da probabilidade (axiomatizagcdo de Kolmogorov)
seja standard, ha muitas interpretagdes acerca do que sdo probabilidades e do que elas
representam. De modo geral, essas interpretacdes podem ser divididas em duas: um
conceito epistemoldgico que se destina a medir relagdes objetivas de suporte evidencial,
eque envolve crengas graduadas, e um conceito fisico. (HAJEK, 2019)

Antes de nos aprofundarmos nas interpretagdes de probabilidade cabe apresentar
resumidamente sua axiomatiza¢gdo. Na abordagem axiomadtica apresentada por
Kolmogorov (1956[1933]), considerando uma linguagem proposicional constituida por
uma colecdo contavel de proposicoes atomicas L[, e uma atribuicdo de

probabilidade categorica Pr(e) que associa a cada elemento em L um numero real (Pr: L



— R), Pr(*)obedece aos seguintes axiomas:

1. Para qualquer R € L, Pr (R) > 0. A probabilidade deve ser um numero igual ou
maiorque zero, ou seja, ndo pode ser um numero negativo, € quando este nimero ¢ igual

a zero dizemos que o evento ¢ impossivel (Axioma da ndo-negatividade);
ii.  Pr(T)=1 para qualquer tautologia [ € L (Axioma da normaliza¢ao);

iii. Se dois eventos A; e A sdo mutuamente exclusivos (disjuntos), entdo a
probabilidade da unido de A1 com Ax ¢ igual a probabilidade de A; somada a
probabilidade de Az. Dito de outro modo, se =—(AAB), entdo Pr(AVB) = Pr(A) + Pr(B)
(Axioma da aditividade).

A atribui¢do de probabilidade envolve a ideia de validade (semantica) da logica
proposicional, e isto ¢ um sinal de que a teoria da probabilidade pressupde a logica
classica. Ou seja, embora a ldgica esteja preocupada com aspectos estruturais formais
das inferéncias absolutamente certas e as probabilidades representem incerteza, 16gica
e probabilidade estdo conectadas. E como mesmo argumentos validos podem envolver
premissas incertas, a probabilidade aparece como uma ferramenta matematica
importante para lidar também com argumentos de natureza dedutiva. Nesses casos, o
que interessa nao ¢ a preservacdo da verdade, mas sim a preservacdo da

probabilidade.!”

As probabilidades fisicas independem do nosso conhecimento e representam as
chances de um dado evento do mundo natural ocorrer. Probabilidades epistémicas, por
sua vez, tendo em vista Neiva (2022), determinam o quanto uma hipotese € suportada
ou apoiada por um conjunto de evidéncias. Sem aprofundar a discussao acerca do que
de fato sdo evidéncias, parece razodvel defini-las como sendo aquilo que justifica ou

torna plausiveis hipoteses ou crengas.'®

Considerando apenas probabilidades epistémicas, hd diferentes formas de
compreendé-las. H4 quem defenda que a concepgdo de probabilidade epistémica ¢ uma
nocdo basica e irredutivel a qualquer outro tipo de probabilidade. Para bayesianos
subjetivos, probabilidades epistémicas sdo graus racionais de crenca. Aqui, ainda que

agentes possuam o mesmo conjunto de evidéncias, podem distribuir diferentes

17 Para mais sobre o assunto ler Demey, Kooi & Sack (2019).
18 H4 casos envolvendo evidéncias e distribui¢do de probabilidades em que uma hipdtese é provavel e
isso nao se devea evidéncia considerada. Para mais sobre evidéncia, ler Kelly (2021).



probabilidades e isso ser considerado racional.

De acordo com Neiva (2022, 632), os bayesianos subjetivos em geral defendem
duas teses principais, a saber, agentes racionais possuem graus de crenca que
satisfazem a teoria da probabilidade, e esses graus de crenga devem ser revisados de
acordo com o principio da condicionalizagdo diante de novas informacdes. Embora
alguns bayesianos subjetivos adotem outros principios, tendo em vista apenas estes
supracitados, este tipo mais radical de bayesianismo contraria a Tese da Unicidade'
(tese essa que garante a objetividade tdo cara as ciéncias e a propria interpretacdao

comum de probabilidade).

As probabilidades epistémicas formam a base das abordagens
probabilisticasa confirmagdo. Observe que se ¢ permissivel que
agentes tenham probabilidades epistémicas distintas, sera
igualmente permissivel que eles discordem se uma hipotese ¢
confirmada por um conjunto de evidéncias que eles
compartilham. (NEIVA, 2022, 635)

Na emergéncia de um hospital, por exemplo, dois médicos podem fazer
distribuigdes de probabilidades epistémicas conflitantes (inconsistentes entre si) e
chegar a diferentes diagndsticos mesmo diante do mesmo conjunto de evidéncias. Ja
para bayesianos objetivos, os agentes epistémicos devem atribuir a mesma
probabilidade diante de uma mesma situacdo evidencial.

Para garantir uma distribuigdo correta, objetiva, universal de probabilidade
epistémica, Carnap (1962 [1950]) e Keynes (1921) defenderam uma interpretagao
l6gica de probabilidade.?’ Nesta interpretacio, as probabilidades podem receber pesos
desiguais e serem computadas. Tal interpretacdo logica tenta fixar o grau de suporte ou
confirmagdo que uma evidéncia confere a uma dada hipotese. Contudo, ndo ha uma
demarcagdo muito nitida entre bayesianismo subjetivo e bayesianismo objetivo.
(HAJEK,2019, 42).

Nos problemas apresentados por Halpern na introdu¢do do Reasoning about
uncertainty (Problem de Monty Hall, enigma do segundo as e problema do diagndstico
médico), as crencas das agentes parecem estar numa relagcdo inversamente proporcional

com suas incertezas, e estas incertezas, por sua vez, conectadas as evidéncias que as

9 “Para qualquer proposicdo P e qualquer conjunto de evidéncias E, hd uma unica atitude
racionalmente permissivel que agentes em posse da evidéncia E podem adotar em relagdo a P.” (NEIVA,
2022)

20 Os primeiros defensores da probabilidade logica foram Johnson (1921), Keynes (1921), Jeffreys
(1939/1998) e Carnap (1962 [1950]).



agentes podem ou nao acessar. Nos problemas apresentados por ele, quanto maior ¢ a

crenca de uma agente sobre algo, menor ¢ sua incerteza dela sobre este algo.

3.2 Taxonomias para a incerteza

Bradley e Drechsler (2014, 1230), tendo em vista a Teoria Moderna da Decisao,
apresentam os quatro tipos de incertezas classificadas por Savage (1954),2! a saber,
incerteza de opg¢do, incerteza ética, incerteza de estado e incerteza de espaco de

estados.

A incerteza de opg¢ao surge quando a agente ndo sabe quais as consequéncias de
um ato. A incerteza ética, por sua vez, ocorre quando a agente ndo consegue atribuir
utilidades exatas as consequéncias de uma acdo (ndo sabe qual util sdo estas agdes).A
incerteza de estado € a incerteza sobre estados atuais do mundo, e que versa sobre
como o mundo é. A incerteza de espago de estados acontece quando a agente nao
consegue construir um espaco de estados exaustivo, ou seja, a agente nao estd segura
acerca de quais sdo os estados possiveispara cada situagdo. (BRADLEY,
DRECHSLER, 2014)

Imagine, por exemplo, que uma agente fagca sobre uma terra que ndo conhece
uma horta de frutas organicas; por mais que haja expectativas, ela ndo sabe o que
decorrera da semeadura (ou seja, se as sementes germinardo e produzirdao frutos ou nao).
A incerteza dela ¢ de opcdo. Suponha agora que ela faz uma investigacdo cuidadosa do
solo e tenha como plantar as diversas sementes com confian¢a na futura colheita, mas
nao saiba dizer se seria melhor (preferivel) plantar um determinado tipo de frutas ou
outro; neste caso, a incerteza da agente ¢ ética, pois ela ndo consegue precisar o valor de

cada agao.

Imagine agora que a agente planeje bem a semeadura e tenha consciéncia dos
beneficios que a colheita trard, mas que no meio da madrugada caia uma tempestade e
a agente ndo seja capaz de dizer ao amanhecer se a plantacdo sobreviveu ao temporal.

Neste caso, a gente tem uma incerteza de estado.

Suponha aqui que a agente, apés plantar as sementes, descobriu que usou

um saco de sementes desconhecidas em meio as conhecidas. Suponha que as

21 A partir dos pressupostos de racionalidade para tomada de decisdo feitos por Savage, afirmam
Bradley e Drechsler (2014, 1230), o mainstream supde que todos estes tipos poderiam ser
adequadamente reduzidos a incerteza que podemos chamar de incerteza de estado.



sementes todas germinaram e ja frutificaram, mas, por algum motivo, a agente ainda
ndo visitou a horta e desconhece exatamente todas as espécies de frutas que a horta
produziu — mesmo que saiba de algumas (das sementes conhecidas) —, ou seja, ela nao
esta segura acerca de quais sdao todos os estados possiveis para aquela situacao (sob um
ponto de vista modal, empirico e factual). Dizemos, neste caso, que ela tem uma

incerteza de espaco de estados.

A versao de Leonard Savage da teoria bayesiana da decisao ¢, de acordo com
Bradley e Drechsler, a mais conhecida e usada em ciéncias econdmicas e ciéncias
sociais. Nesta Savage (1954) afirma que na andlise de problemas que envolvem
incerteza acerca do que fazer devemos considerar as agdes disponiveis para as agentes
(A1), os estados possiveis do mundo (S') e as consequéncias das agdes nos estados

possiveis do mundo (C'). Veja a matriz a seguir:

Tabela 1 - Problema de decisiio do Savage?’

Estados possiveis do mundo

Acdes St St
Al G' , C
AT G n

Fonte: elaboragdo propria, adaptada de BRADLEY e DRECHSLER, 2014, p.1127)

Cada A! representa uma agdo disponivel para a agente, as S' representam
estadospossiveis do mundo e cada C ' é uma consequéncia de desempenhar a agio A!

quando o estado no mundo é S'.

Ao tentar decidir o que fazer, uma agente pode estar incerta acerca de quais
estados e consequéncias deve considerar, as acdes disponiveis e exequiveis, qual estado
do mundo ¢ o atual, quais as consequéncias em cada estado do mundo de desempenhar

uma acao, que utilidade atribuir a cada consequéncia e qual regra de decisdo usar.

O tratamento dado por Savage aos problemas de decisdo parece permitir

que estas incertezas que envolvem a incerteza acerca do que fazer sejam reduzidas a

22 BRADLEY e DRECHSLER, 2014, 1227.



uma unica incerteza acerca de qual ¢ o estado atual do mundo (incerteza de estado)
(BRADLEY e DRECHSLER, 2014, 1228). Aqui ¢ possivel representar incertezas com

uma Unica fun¢do de probabilidade sobre um conjunto de proposigdes.

Bradley e Drechsler afirmam que, além desta reducdo so ser possivel com uma
deformacdo severa nos graus de incertezas, isto ndo garante uma representacao rigorosa

destes graus.

O que ha de errado com a visualizagao padrdao? Um problema,
agora comumente reconhecido, ¢ que ele ndo permite
diferencas nos graus de incerteza que enfrentamos, em
particular, ndo faz justica a diferenga entre a situacdo de
alguém que ndo sabe se algum evento ocorrerda ou nao, mas
conhece a probabilidade de sua ocorréncia (ou seja, que
enfrenta um risco conhecido) e a de alguém que nao tem base
adequada para julgar qudoprovavel é sua ocorréncia (ou seja,
quem ndo sabe quais sdo os riscos). (BRADLEY E
DRECHSLER, 2014, 1226, Tradug¢ao nossa)

A partir disto eles propdem uma taxonomia para a incerteza considerando trés
dimensdes fundamentais, a saber, quanto a natureza, ao objeto e ao grau da incerteza.
Quanto a natureza (acerca do julgamento que esta sendo feito), as incertezas podem ser

modais, empiricas ou normativas (BRADLEY, DRECHSLER, 2014, 1230).

A incerteza modal ¢ a incerteza sobre o que € possivel ou sobre o que poderia ser
o caso (concebivel, logicamente possivel, exequivel) e surge em conexao com 0s NOSSOS
juizos de possibilidade. Ao decidir se tomard banho de rio hoje, na cidade de Grajau,
uma agente pode nao saber todos os estados possiveis (as aguas do rio podem estar
muito turvas, as arraias venenosas podem ser numerosas as margens do rio, o rio pode
estar muito cheio por contas das chuvas em outra regido da cidade, etc.), ou nao saber
sobre as consequéncias possiveis de ir ou ndo tomar banho de rio; ou seja, esta agente

ndo consegue construir um espaco de estados e consequéncias.

A incerteza empirica € a incerteza sobre qual € o caso (ou foi ou serd o caso),
ou seja, uma incerteza de estado. Neste caso, mesmo que uma agente possa construir um
espaco de estados e consequéncias, tenha consciéncia de todos os estados e
consequéncias possiveis, ela ainda pode estar incerta sobre qual ¢ o estado atual do

mundo.

Uma agente pode ndo ter incerteza modal, mas ter incerteza empirica. Também

pode acontecer da agente ter pleno conhecimento do estado atual do mundo, mas



desconhecer os outros estados possiveis, as agdes € as consequéncias possiveis. Assim

como ¢ possivel que a agente tenha ambas as incertezas (modal e empirica).

A incerteza normativa, que surge em conexdao com nossos julgamentos
valorativos, ¢ a incerteza sobre o que ¢ desejavel que fosse o caso. Tal incerteza pode
estar presente mesmo que nao haja incerteza modal e empirica. Mesmo consciente dos
estados e das consequéncias das agdes, a agente pode estar insegura acerca do quio
desejavel estas coisas sdo (utilidade). Nos casos das incertezas modal e empirica, elas

sao independentes entre si.

Tabela 2: Combinacées das incertezas (quanto a natureza da incerteza)®

(In)certeza modal | (In)certeza empirica | (In)certeza normativa

0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0

Fonte: elaboragdo propria.

Na Tabela 2, vemos, para efeito ilustrativo, todas as combinacdes de certezas e
incertezas, considerando apenas a natureza da incerteza. Por simplicidade,
desconsideramos gradagdes na incerteza, combinando apenas os extremos (0 e 1).
Retomando o cenario da horta, poderiamos exemplificar as oito combinagdes acima da

seguinte maneira:

000 - A agente estd completamente incerta acerca de quais sdo todas as espécies
vegetais que poderiam eventualmente brotar na horta apdés o plantio

(independentemente de brotarem ou ndo), nem quais sdo exatamente as que

23 0 valor “0” representa incerteza (completa), ¢ o valor “1”, a presenca de certeza.



efetivamente irdo brotar, nem quas espécies seriam preferiveis.

001 - Incerteza como a anterior, porém, com a certeza de quais espécies
possiveisseriam preferiveis.

010 - Incerteza acerca de todas as espécies que poderiam eventualmente brotar,
mascerteza de quais irdo brotar de fato, sem ter certeza de quais seriam preferiveis.
011 - Como a anterior, exceto pela presenca de certeza de quais espécies seriam
preferiveis.

100 - Certeza de todas as possiveis espécies que poderiam brotar apos o plantio,
porémsem certeza de quais realmente brotardo, nem de quais seriam preferiveis.

101 - Como a anterior, exceto pela certeza de quais espécies seriam preferiveis.

110 - Certeza de todas as possiveis espécies que poderiam brotar apds o plantio, e de
quais efetivamente irdo brotar, mas incerteza sobre quais espécies possiveis seriam
preferiveis.

111 - Certeza de todas as possiveis espécies que poderiam brotar, de quais

efetivamenteirdo brotar, e de quais espécies possiveis seriam preferiveis.

As possibilidades combinadas acima também podem ser visualmente dispostas

em um diagrama tridimensional, para melhor compreensao (ver Figura 05).

Figura 5- Representacdo tridimensional das incertezas combinadas quanto a
natureza (coordenadas: M — modalidade, E — empirica, N — normativa)
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Fonte: elaboragao pr(’)pria.1 10

Sob o parametro do objeto (acerca do contetido sobre o qual ¢ feito o juizo, a
saber, as caracteristicas da realidade), a incerteza pode ser factual (sobre como as coisas

sdo, atuais) ou contrafactual (sobre como as coisas poderiam ser ou ter sido, mas ndo



sao ou nao foram de fato, ou seja, ndo atuais). Esta incerteza contrafactual condiciona as
nossas decisdes acerca do que fazemos a partir das possibilidades disponiveis.

O papel da incerteza factual na tomada de decisdes ¢ dbvio.
Mas, a incerteza contrafactual ¢ igualmente importante, porque
condiciona as deliberagoes da agente quanto ao que fazer.
Alguém que se encontre em uma bifurcagdo na estrada em uma
parte desconhecida do interior poderia se perguntar sobre o que
aconteceria se seguisse pela esquerda na bifurcagdo e o que
aconteceriase seguisse pela direita em vez disso. Acreditar que
seguir pela esquerda levaria a um beco sem saida lhe daria uma
razdo para seguir pela direita, e dai realizar uma ag¢do que
tornaria essa crenga (acerca do que ocorreria se seguisse pela
esquerda) uma crenca que diz respeito a uma possibilidade
contrafactual. (BRADLEY, DRECHSLER, 2014, 1230,
traducdo nossa).

Claramente, o carater factual e o contrafactual de uma incerteza sdo excludentes
entre si — ou seja, a incerteza ou ¢ factual, ou ¢ contrafactual, mas nunca ambas ao
mesmo tempo —, diferentemente das trés dimensdes da natureza da incerteza, que sdo

ortogonais, porém sempre aplicaveis simultaneamente.

Quanto a severidade (ou seja, o grau de dificuldade que uma agente tem ao fazer
um julgamento acerca do que pode acontecer) temos ignordncia, incerteza alta,
incerteza moderada e certeza. Tais caracteristicas dependem da quantidade de
informagdes relevantes para um julgamento disponivel para a agente, e do qudo
coerentes estas informagdes sdo. Estas incertezas sdo ortogonais as incertezas do ambito

da natureza e do objeto, e, portanto, também admitem combinacdes.

A ignordncia ocorre quando a agente ndo possui informacao relevante para fazer
0 juizo; incerteza alta acontece quando a agente tem informagdes probabilisticas, mas
estas ndo sdo suficientes para fazer um julgamento preciso. Com estas informagdes s6 ¢
possivel fazer um julgamento parcial ou impreciso. Quando a incerteza ¢ moderada, a
agente tem informagdes suficientes para fazer um julgamento preciso. Ela possui
certeza, por sua vez, quando o valor do juizo é dado ou conhecido. (BRADLEY,

DRECHSLER, 2014,1231)

Na Figura 6, representamos nosso entendimento dessa gradagdo de severidade de
maneira linear, enfatizando o escopo das incertezas em contraste com os extremos da

ignorancia e da certeza.



Figura 6- Representacio linear do grau de incerteza
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Fonte: elaboragdo propria

Considerando, entretanto, que os parametros da natureza, do objeto e da
severidade da incerteza sdo independentes, podemos, para efeito ilustrativo, combina-
los também entre si (ver Figura 7 para uma indicacdo parcial das possibilidades

combinatorias).

Figura 7- Combinacées de incertezas quanto a natureza, ao objeto e a severidade.

m
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a
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Fonte: elaboragao propria.

Na Figura 7, considerando M = incerteza modal, E = incerteza empirica, N =
incerteza normativa, sejam também F e C abreviagdes de “incerteza factual” e
“incerteza contrafactual”, respectivamente. Além disto, assumindo algum abuso de
notacao, convencionemos que a severidade da incerteza seja representada da seguinte
forma: ‘0’ para ‘ignorancia’, ‘a’ (para o intervalo 1 tal que 0 <1 < 0,5) para ‘incerteza
alta’, ‘m’ (para o intervalo m tal que 0,5 <m < 1) para ‘incerteza moderada’, e ‘1’ para

‘certeza’.

Enquanto em Savage temos quatro tipos de incerteza (incerteza de opgao,

incerteza é€tica, incerteza de estado e incerteza de espaco de estado), em Bradley e



Drechsler a incerteza ¢ considerada sob o ponto de vista da natureza (incerteza modal,
incerteza empirica e incerteza normativa), objeto (incerteza factual e incerteza

contrafactual) e graus (ignorancia, incerteza alta, incerteza moderada e certeza).

Sob o ambito da natureza, a taxonomia do Savage ¢ a de Bradley e Drechsler
parecem coincidir. A incerteza normativa de Bradley e Drechsler ¢, considerando a
definigdo, similar a incerteza ética do Savage, a incerteza modal similar a incerteza de
espago de estado, e a incerteza de estado e a incerteza de op¢do um tipo de incerteza
empirica.

A incerteza de espago de estados ¢ uma forma de incerteza
modal; a incerteza ética uma forma de incerteza normativa. A
incerteza de opgao, por outro lado,é uma forma de incerteza
empirica, mas ¢ de um tipo contrafactual, uma vez que pertence
a questdo de o que seria o caso se uma ag¢do particular fosse

realizada, em vez daquilo que é o caso. (BRADLEY,
DRECHSLER, 2014, 1232, tradugdo nossa)

Contudo, a taxonomia do Bradley e Drechsler ¢ muito mais refinada por

considerar o objeto e principalmente os graus de incerteza.

3.3 Incertezas e probabilidades

Diante de problemas de decisdo, ¢ standard considerar apenas a incerteza de
estados moderada, isto €, a incerteza empirico-factual sobre estados do mundo, e
representa-la com uma unica funcao de probabilidade sobre um conjunto de eventos ou
proposi¢des. No entanto, incertezas deste tipo ndo sdo as Unicas relevantes em tomada
de decisao. Como ja& vimos, as agentes podem ter incertezas que variam em trés
dimensdes distintas.?* E ainda que seja possivel reduzir os varios tipos de incerteza a
incerteza de estado (empirica), essa reducdo acontece com uma deformagdo

significativa nos graus de incerteza (BRADLEY, DRECHSLER, 2014,1227).

Considerando apenas incerteza empirica, quando esta incerteza ¢ leve, ¢
adequado usar uma unica fun¢ao de probabilidade sobre estados do mundo. No entanto,

quando esta incerteza ¢ severa (situacdo em que a agente carece das informacdes

24 Para ilustrar a relevancia que outras formas de incerteza possuem na tomada de decisdo, Keynes (1937)
da exemplo dos prospectos de uma guerra. Considerando uma guerra europeia, em particular, ndo ha
dados nem ocorréncias que sejam suficientes para formar uma probabilidade quantitativa, ou qualquer
outra base calculavel. Logo, decisdes acerca disso ndo podem ser tomadas a partir de uma concepgao de
incerteza empirico-factual.



necessarias para atribuir uma funcdo de probabilidade precisa para cada estado do
mundo) temos poucas probabilidades disponiveis e ¢ necessario usar multiplas fungdes

de probabilidade. (BRADLEY, DRECHSLER, 2014, 1231)

De acordo com Hansson (2022, 4), diz-se que uma decisao ¢ tomada sob risco se
as probabilidades relevantes estiverem disponiveis para a agente. Nestes casos, a agente
estd certa acerca da probabilidade dos estados, mas medianamente incerta acerca

dequal estado ¢ o verdadeiro.

Uma decisdo ¢ tomada sob incerteza se essas probabilidades estiverem
indisponiveis ou parcialmente disponiveis. Aqui a agente ndo tem certezas
probabilisticas, mas seus julgamentos sobre probabilidade podem refletir sua incerteza
mediana acerca dos estados do mundo. Sob um ponto de vista epistemologico, como
nao € possivel ter estimativas absolutamente certas de probabilidade, mesmo sob risco a

decisdo envolve incerteza.

Quando se trata de casos de ambiguidade e ignorancia, ao contrario do que supds
Savage (1954) com o postulado das preferéncias completas (onde as agentes sdo
capazes de julgar de quaisquer dois prospectos, aquele que ¢ melhor, preferivel ou
igualmente bom), uma agente ndo pode adequadamente formar uma distribuicdo de
probabilidade aditiva e nica sobre um espago de estados. Ha indicios de que nestes
casos as agentes ndo sdo maximizadoras da utilidade esperada subjetiva, assim sendo,

ndo podem quantificar suas incertezas com uma fung¢io de probabilidade tinica.?

Nos casos de crengas imprecisas, sendo rigoroso, o mais adequado seria usar
conjuntos de fungdes de probabilidade. A intuicdo por tras dessa ideia ¢ que cada
elemento do conjunto, cada distribui¢do de probabilidade, ¢ um candidato a ser a
distribuicao verdadeira. Uma vez que a representacdo das incertezas (crencas
imprecisas) deve ser fundamentada na evidéncia, nao ¢ adequado atribuir probabilidades
objetivas na forma de uma fun¢do unica quando ndo ha evidéncias (informacdes detidas
pelas agentes) que as sustentem (BRADLEY e DRECHSLER, 2014, 1237). O grau de

incerteza €, neste contexto, refletido no tamanho do conjunto de probabilidades

25 Isto contraria Savage (1954), para quem as consideragdes de preferéncia racional implicam que toda
incerteza empirica ¢ moderada, no sentido de que uma agente racional agird como se maximizasse a
utilidade esperada relativaa uma fungao de probabilidade tnica sobre os estados do mundo (mesmo nos
casos de ambiguidade e ignorancia, em que as probabilidades objetivas relevantes sdo desconhecidas ou
inexistentes), ou seja, ela reduzird estas situacdes excepcionais a situacdes de incerteza moderada ao
atribuir uma probabilidade subjetiva a cada estado do mundo de acordo com o que ela acredita ser o
estado atual do mundo. (BRADLEY ¢ DRECHSLER, 2014, 1234 ¢ 1236).



permissiveis. Quanto maior for esse conjunto maior serd a severidade da incerteza.

Os conjuntos de funcdes de probabilidade sdo mais fiéis as nuangas que
envolvem as incertezas (quanto a natureza, objeto e grau), por representa-las sem que
seja preciso converter tudo em uma unica concep¢ao de incerteza, a saber, a de estado
moderada e usar uma unica funcdo de probabilidade. Na aplicagdo feita pelo
mainstream, ndo ¢ possivel distinguir as severidades das incertezas com as quais

lidamos.

Considerando dois casos particulares, por exemplo, nesta visdo, uma situagdo em
que uma agente nao sabe se um evento ocorrera de fato, mas sabe a probabilidade de
sua ocorréncia (a agente esta incerta, mas conhece os riscos), nao seria distinguivel de
outra situacdo em que a agente nao tem nenhuma base adequada e segura a partir do
qual poderia julgar o quao provavel a ocorréncia de um evento poderia ser (a agente esta

incerta e ndo conhece 0s riscos).

Uma vez que as fungdes de probabilidade levam os eventos a medidas de
probabilidade, ao dizerem que ¢ possivel representar os graus de incerteza a partir do
tamanho dos conjuntos de fungdes de probabilidade, Bradley e Drechsler (2014) e
Halpern (2003) parecem coincidir na ideia de que ¢ possivel capturar a incerteza por

meio da linguagem de conjuntos.

Na introdugdo de Reasoning about uncertainty (HALPERN, 2003), o autor
apresenta alguns enigmas e problemas envolvendo decisdes sob condi¢ao de incerteza:
o problema de Monty Hall, o enigma do segundo 4s e o problema do diagndstico médico.
No problema de Monty Hall, uma agente precisa escolher uma porta premiada em trés.
A principio, a probabilidade de cada porta ser a premiada ¢ de 1/3. Mas se a agente fizer
uma primeira escolha e, com o descarte de uma das trés portas, ela trocar a porta
escolhida por outra, a probabilidade de ela escolher a porta premiada passa a ser de 2/3.

Neste primeiro caso, tendo em vista as definicdes de incerteza supracitadas,
considerando que agentes ordindrias ndo teriam conhecimento dessa tendéncia
matematica para o aumento da probabilidade, a decisdo da agente ¢ tomada sob
incerteza. Tal incerteza ¢ moderada e versa sobre o estado atual do mundo, ou seja, é
empirico-factual.

No enigma do segundo 4s, um par aleatério de um deck de baralho contendo

quatro cartas (as de copas, as de espadas, dois de copas, dois de espadas) ¢ dado a uma

agente. Dentre as seis combinagdes possiveis, a probabilidade de ela ter um par de



ases¢ de 1/6, e de ter pelo menos um 4as ¢ de 5/6. Se uma carta do par for um as, a
probabilidade de a agente ter um par de ases ¢ de 1/5. Mas se esta carta for um as de
copas, a probabilidade de ela ter um par de ases ¢ de 1/3. Qualquer decisdo tomada pela
agente aqui sera sob risco, pois todas as probabilidades estdo disponiveis. Aqui a
incerteza ¢ moderada e sobre estados atuais do mundo.

No problema do diagnodstico médico, uma agente precisa dar um diagnostico
tendo em vista sintomas conhecidos e sintomas nao catalogados. Neste contexto, a
probabilidade de certos sintomas serem efeitos de determinadas doencas ¢ dado, mas
sobre os sintomas desconhecidos, pouco ou nada se sabe. Neste caso a incerteza ¢ de
estado e severa.

Em suma, parece que o formalismo do Halpern vai capturar estes tipos de
incertezas, as incertezas empiricas (moderada e severa). E que assim como Bradley e
Drechsler (2014), nos casos de incerteza empirica alta, Halpern acredita que o uso de

conjuntos de fungdes de probabilidade ¢ mais adequado na representagao.



4 PROBABILIDADE EPISTEMICA

4.1 Introducao as nog¢oes standard de probabilidade

De Aristoteles (ao dizer que o provavel € o que acontece habitualmente) ao
romano Domicio Ulpiano (ao compilar uma tabela para esperanca de vida) temos teorias
primitivas da probabilidade. Mas a concep¢do matematica ¢ construida a partir da
experiéncia dos jogos de azar. Por volta do século XVI, Cardan, um habil jogador,
definiu probabilidade como sendo uma “proporcao de casos igualmente possiveis” e a
partir disso desenvolveu varios calculos simples de probabilidade. A esta definicao deu-
se o nome de concepgao classica.

126, Bernoulli e

Nessa definicdo, desenvolvida de maneira sistematica por Pasca
Laplace, considerando um conjunto de todos os n resultados elementares possiveis,
todos esses resultados possiveis sdo equiprovaveis. Nesse caso, intuitivamente, na
auséncia de qualquer outra informagao, nao ha razdes para considerar um evento mais
provavel do que outro. Aqui, se m dos resultados possiveis sao favoraveis a um evento
A, a probabilidade de A acontecer ¢ m/n (uma razao entre o nimero de casos favoraveis
e o niimero de casos possiveis).?’

Nesta concepgao cléssica ¢ preciso conhecer todos os possiveis resultados de um
experimento, algo inviavel quando se estd considerando acontecimentos unicos, como
as chances de um acidente nuclear acontecer. Considerando, em particular, os
problemas que envolvem o principio da indiferenca, fildsofos e probabilistas buscaram
outras maneiras de representar probabilidade. Nas duas abordagens mais comuns ou os

numeros representam frequéncia (probabilidade objetiva), ou os numeros refletem

avaliagdes subjetivas de probabilidade (probabilidade epistémica).

Na concepgao em que a probabilidade ¢ interpretada como sendo a frequéncia de

dado evento ocorrer, supde-se que a probabilidade ¢ fisica (chance), ou seja,

26 Um nobre francés com interesse em jogos de dados e matematica, chamado Antoine Gombaud,
propds a Pascal a seguinte questdo: em oito lances de um dado, um jogador deve tentar langar um,
mas depois de trés tentativas infrutiferas, o jogo ¢ interrompido. Como ele deve ser indenizado? Pascal
tentou resolver o problemacom a ajuda de Fermat, e essa tentativa foi o ponto de partida para a moderna
teoria de probabilidade (BOYER, 1974, 265).

27O problema com o principio da indiferenca é que nem sempre é 6bvio como reduzir um evento a
resultados elementares que parecem igualmente possiveis. Diferentes escolhas de resultados elementares,
em geral, levardo a respostas diferentes (Halpern, 2003,14). Além dessa, a concepcdo clédssica de
probabilidade tem duas dificuldades: i. Envolve uma defini¢do circular (caso ‘igualmente possivel’
signifique ‘igualmente provavel’); ii. A possibilidade ndo parece ser um fendmeno gradual.



descreve eventos ou fatos do mundo.?® Na concepgdo em que a probabilidade ¢ uma
frequéncia finita, ela ¢ a propor¢do na qual um evento ocorre em uma série de
experimentos de longo prazo. A probabilidade de uma moeda dar cara ¢ '2, porexemplo,
porque se a moeda for lancada com frequéncia suficiente, cerca de metade das vezes
daré cara.

Nos casos em que a probabilidade ¢ subjetiva, ela ndo representa frequéncias,
mas os julgamentos (graduais) que os individuos fazem a partir das informagdes que
possuem (evidéncias) ou ndo sobre algo. Tal probabilidade representa os graus de
crenga da agente.

Ja a probabilidade epistémica (uma espécie sofisticada de probabilidade
subjetiva) € proposta para casos que envolvem incerteza nas afirmacdes. A
probabilidade epistémica, de acordo com Keynes (1921), ¢ uma opinido racional
sobreuma proposi¢ao baseada no conhecimento de outra proposi¢do. Sendo mais
preciso, probabilidade epistémica sdo graus racionais de crenca.

Ao construir uma teoria da confirmacdo em bases estritamente 1dgicas, Carnap
(1962) defendeu que a probabilidade logica ¢ uma medida de “vinculo parcial” entre
uma evidéncia e uma hipotese. Aqui, os valores de probabilidade dependem unicamente
da linguagem sobre a qual a distribui¢do de probabilidade ¢ definida. A probabilidade ¢é
determinada a priori.

Conjuntos de mundos possiveis sdao vastamente usados tanto em logica
epistémica quanto em teoria da probabilidade para representar incerteza. Em logica
epistémica, esses conjuntos sdo estados ou resultados elementares que uma agente
considera possiveis. Em teoria da probabilidade, esses conjuntos representam desfechos
possiveis a partir de uma dada situacgao.

Para ilustrar, considere que um dado com seis lados, ao ser jogado, tem seis

28 As interpretagdes de probabilidade sdo comumente divididas em i. epistémicas e ii. objetivas. As
interpretacdes epist€émicas de probabilidade (abordagem logica) relacionam a probabilidade ao
conhecimento, em particular, aos graus de crenga racional dos agentes. Assim, a teoria da probabilidade
¢ vista como uma extensdo da logica dedutiva ao caso indutivo. As abordagens de Ludwig von Mises e
John Maynard Keynes v@o nesse caminho. No Tratado sobre probabilidade, por exemplo, Keynes
apresenta uma teoria geral de argumentos que partem de premissas e levam a conclusdes que sdo
plausiveis, mas das quais nfo se tem certeza. Nessa interpretagdo, a probabilidade tem um grau de
associagdo parcial. Ja as interpretacdes objetivas de probabilidade consideram a probabilidade como
sendo uma caracteristica do mundo objetivo. Aqui, embora lidando com fendmenos observaveis
diversos, teoria da probabilidade ¢ uma ciéncia tal qual a matematica e a mecanica. Assim sendo, nao
¢ a falta de conhecimento (incerteza) que fornece a base da teoria da probabilidade, mas o contato com
um grande nuimero de eventos. A teoria de Richard von Mises (irmdo do Ludwig von Mises, e
empirista) pertence a essa interpretacdo. (LUDWIG VAN DEN HAUWE, 2018, 38)



resultados possiveis, que podem ser representados pelo conjunto W = {1, 2, 3,4, 5, 6}

de mundos (possibilidades ou desfechos). Usualmente, 1/6 ¢ a probabilidade atribuida
a cada mundo em W descrevendo as chances desse mundo ocorrer. E as possibilidades
admitidas por uma agente dependerdo de sua acessibilidade epistémica. Contudo, o que
sdo precisamente probabilidades epistémicas?

Ha uma defini¢do formal cléssica para a probabilidade (teoria da probabilidade
de Kolmogorov). Mas muitas interpretacdes acerca do que ¢ probabilidade. Grosso
modo, diz Hajek (2019,11), existem trés conceitos principais de probabilidade: um
conceito epistemologico, que se destina a medir relagdes objetivas de suporte
evidencial; o conceito do grau de confianca de um agente, uma crenga graduada; e um
conceito fisico que se aplica a varios sistemas do mundo, independentemente do que se
pensa. Aqui nos interessam as probabilidades epistémicas.

As probabilidades epistémicas determinam o quanto uma hipotese ¢ confirmada
porum conjunto de evidéncias (todos os dados relevantes que o agente tem a sua
disposi¢cdo). A partir disto, hd trés concepcdes para o que sejam probabilidades
epistémicas: a interpretacdo subjetiva de probabilidade, onde probabilidades epistémicas
sdo graus de crenga de agentes racionais; a visdo onde probabilidades epistémicas sao
determinadas por probabilidades l6gicas; e a tese segundo qual probabilidade epistémica
¢ uma no¢ao basica e redutivel.

Na intepretagdo subjetiva, diferentes agentes racionais podem atribuir
probabilidades epistémicas conflitantes entre si, mesmo compartilhando o mesmo
conjuntode informacgdes. Para bayesianos subjetivos, diz Neiva (2022, 633), ‘¢ possivel
que agentes tenham diferentes probabilidades epistémicas, sem que isso represente uma
infracdo de algum principio normativo que rege a racionalidade da crenca”. Na
interpretagdo objetiva, por outro lado, diante de qualquer situagdo evidencial, ha uma
unica resposta objetivamente correta (NEIVA, 2022, 636). Contudo, como produzir e
justificar uma distribui¢@o correta de probabilidade (universal)?

Para Carnap (1962 [1950]) e Keynes (1921), existem fatos puramente logicos
que garantem objetividade na atribuicdo de probabilidade. Em Carnap, em particular,
probabilidades epistémicas (e relacdes de confirmagdo) dependem do que constitui o
espaco loégico de possibilidades; e vao depender, essencialmente, da linguagem
sobre aqual a distribui¢cdo de probabilidade ¢ definida.

Com uma proposta alternativa, Timothy Williamson propde uma probabilidade

epistémica que tanto nao depende de probabilidades logicas, quanto nao ¢ redutivel a



grausracionais de crenca. Neste tipo independente de probabilidade, que ele chamou

de probabilidade evidencial, as atribui¢cdes de probabilidade sdo objetivas.

Para Williamson, tal concepg¢do ndo precisa ser definida em termos de algo mais
basico ou fundamental. A natureza das probabilidades evidenciais se elucida a partir do
uso, nos diferentes papéis tedricos que tal nocdo pode desempenhar. Tendo em vista os
enigmas propostos por Halpern e o objetivo principal desta dissertagdo, adotamos esta

concepgao de probabilidade, a saber, probabilidades evidenciais.

Com uma proposta alternativa, Timothy Williamson propde uma probabilidade
epistémica que tanto ndo depende de probabilidades l6gicas, quanto ndo ¢ redutivel a
graus racionais de crenga. Neste tipo independente de probabilidade, que ele chamou
de probabilidade evidencial, a relacdo justificatdria entre um conjunto de evidéncias E
e uma proposi¢cao H € objetiva, e hd uma resposta correta e definitiva acerca do quanto
um conjunto de evidéncias probabiliza uma hipdtese.

Para Williamson, tal concepg¢do ndo precisa ser definida em termos de algo mais
basico ou fundamental. A natureza das probabilidades evidenciais se elucida a partir do
uso, nos diferentes papéis tedricos que tal nocdo pode desempenhar. Tendo em vista os
enigmas propostos por Halpern e o objetivo principal desta dissertagdo, adotamos esta

concepgao de probabilidade, a saber, probabilidades evidenciais.

4.2 Espacos e medidas de probabilidade

Representamos, de maneira padrao, todos os resultados possiveis de uma dada
situagdo como um conjunto W de mundos possiveis. Comegando com dois

exemplosbem simples:

Cenario 1: Jogar uma moeda para o alto e apanhé-la na mao para decidir entre caraou
coroa.

Cenario 2: Jogar um dado convencional (de seis faces) em uma superficie plana.

No cendrio 1, se nomearmos como “cara’o estado do mundo em que a moeda cai
com aquela face para cima, e “coroa” a outra situacio, temos que W' = {cara, coroa},
e no cendrio 2, fazendo um movimento similar (ou seja, “1”” denota a situagdo em
que o dado cai com o ntimero 1 para cima etc.), temos que W2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6} (cada

numerocorrespondendo a caida de um dos lados do dado).



Também ¢ padrao definir proposigdes como conjuntos de mundos
(intuitivamente, todos os mundos em que aquela proposicdo ¢ o caso — ou seja, €
verdadeira). Por exemplo, nosegundo cenario acima, a proposi¢do de que o dado cai
comum numero par para cima corresponderia ao subconjunto U’" € W? tal que U’ = {2,
4, 6}, e no primeiro cenario, a situagao de que a moeda nao cai nem com cara, nem com
coroa, corresponderia a U” € W! tal que U"” = & (o conjunto vazio). J4 a proposi¢do de
que o dado caird com algum daqueles seis niimeros corresponde ao proprio W? e de que

a moeda vai dar algum daqueles dois resultados, ao proprio W',

Dado um conjunto W com (todos os) mundos possiveis relevantes para a
descricao de um determinado cenario, a incerteza de uma agente pode ser representada
como um W' € W. Claramente, quanto maior esse W', maior a incerteza dessa agente,
dado que admite como possiveis mais situagdes do mundo, até alcancar total
incertezado que esta acontecendo (ou vai acontecer) quando W' = W. Aqui, uma agente
considera uma proposi¢ao ou evento U (por exemplo, de que o dado vai cair com o
numero 1 para cima) possivel se U N W' # @. Intuitivamente, isso quer dizer que aquela
proposi¢ao ¢ admissivel para a agente, porque pelo menos um elemento de U esta nas
possibilidades de como o mundo se comporta (ou vai se comportar).

Por outro lado, dizemos que uma agente sabe que U se em todos os mundos que
ela considera possivel, U é o caso. Dito de outro modo, a agente sabe que U se W'C
U(a agente ndo considera nenhuma possibilidade que esteja no complemento de U). Por
exemplo, no segundo cenario, suponha que a agente viu que a face do dado que caiu
para cima foi 2; entdo, a representacdo de sua incerteza ¢ W' = {2}, e a proposicdo de
que o resultado do langamento do dado é um ntimero par seria o conjunto U’ = {2, 4, 6}.
Como W' € U’, dizemos que a agente sabe que o resultado do langamento é um niimero
par. Além disso, sua incerteza quanto ao resultado do langamento ¢ minima (ou seja, ela
admite apenas uma possibilidade entre as seis).

A probabilidade ¢, junto com a linguagem de mundos possiveis, a mais
desenvolvida e usada para mensurar um tipo de incerteza, a saber, incerteza de estado.
Para construir essa representacao, precisaremos de algumas definigdes preliminares,
comegando pela nogao de dlgebra sobre W e de espago de probabilidade.

Seja um conjunto finito®® e ndo vazio W de resultados possiveis para uma

2 Seguindo Halpern, para simplificar a exposi¢do, usaremos conjuntos finitos nos exemplos e isso estara
pressuposto, a nao ser que indicado explicitamente de outra forma. A maioria das propriedades
consideradas valerdo para conjuntos infinitos, acrescentando-se restricdes apropriadas — por exemplo, se



situagdo (mundos possiveis). Definimos o seguinte:

Definicdo 4.2.1.3° Uma dlgebra sobre W é um conjunto F € 2V tal que
(1) W e F,
(i1) ses UeFeVeFeni,b UUuV eFelUeF(ousea, Fé fechado

por unido e complementagdo).

E facil ver que, em consequéncia da defini¢do, a algebra F também ¢ fechada

por interse¢ao:

Prova: sejam A e B elementos de F, portanto, por defini¢do, A, B,AUB,AU B € F.
Dai, AUB={x:x¢ ANB}={x:x& {{x:x¢A})N{x:x€B}}={x:x¢& {x
:x¢Aou x:x¢€B}l={x:XxEAexEB}=ANB.

Como exemplo bastante simples de uma algebra sobre W, considere o cenario
1. Uma algebra F sobre W! poderia ser F! = {, {cara}, {coroa}, {cara, coroa}}, que
coincide com o proprio conjunto de todos os subconjuntos de W'. Outro exemplo sobre

o mesmo W' poderia ser F>= {{J, {cara, coroa}}.

Definic¢io 4.2.2.3! Seja um conjunto finito ndo vazio W de mundos, e seja uma algebra

F sobre W. Dizemos que V € um subconjunto basico de F se:

() V=D
(il)se V' cVeV'eF,entio V' = .

Uma base para F é uma cole¢do de conjuntos F’ tais que todo elemento de F
seja uma unido de elementos de F'. Ou seja, um subconjunto béasico de F é um
elemento minimal ndo vazio de F, em outras palavras, que ndo tenha subconjunto

proprio ndo vazio que seja também elemento de F.

Nos dois exemplos acima de algebra sobre W', os subconjuntos basicos tanto de
F! como de F? sdo {cara} e {coroa}, e a base para as duas algebras é a mesma, a saber:

{{cara}, {coroa}}. Claramente, como estamos considerando cada W finito, segue- se

W for infinito, precisaremos que F seja uma algebra fechada por unido contdvel, ou seja, se 0s conjuntos
A1, Ay, As, ... EF, entdo Ua; € F.

30 (HALPERN, 2013, 15).
31 (Ibidem)



que todo elemento de F ¢ a unido de conjuntos basicos de F.
Agora, podemos definir o que vem a ser um espaco de probabilidade. Na
definicdo abaixo, a notacdo [0, 1] refere-se ao intervalo fechado entre 0 e 1, ou seja [0,

Il]l={xeR:0<x<1}.
Definic¢io 4.2.3.32 Um espaco de probabilidade é¢ uma upla (W, F, n), onde:

(1) W ¢ um conjunto finito ndo vazio de mundos (ou resultados possiveis para um
cenario);
(ii.)  F éuma algebra sobre W;

(iii.) p € uma funcdo de F em [0, 1] tal que (W) =1, etal que, paraUeV € Fe U
NV =y, segue-se que w(U v V)= pU) + u(V).

Os elementos de F serdo chamados de conjuntos mensuraveis. Denominamos |
como medida de probabilidade sobre F, ou no caso de F = 2V, como medida de

probabilidade sobre W.

A medida de probabilidade atribui a cada elemento de F uma probabilidade
entre 0 (0 evento ndo acontece) e 1 (acontece com certeza)®>. E facil ver que uma

consequéncia direta da Defini¢do 2.2.3 ¢ que u() =0.

Prova: como W =W U I, e como (W U &) = W(W) + w(9) (aplicando a defini¢ao
de p, pois s@o conjuntos disjuntos), segue-se que W(W) + w(<d) = W(W); dai, 1 + w(<)
=1, eentdo, W(D)=1-1=0.

E importante lembrar que o dominio de p sdo elementos de F (isto &,
subconjuntos de W) e nao elementos de W; contudo, seguindo Halpern (2003, 16),
quando, para algum w € W, tivermos a medida de probabilidade de seu unitério
u({w}), abusaremos da notacdo e escreveremos apenas p(w). Também no caso de F =
2V por economia, indicaremos o espaco de probabilidade apenas como (W, p). Neste
caso, também ¢ interessante observar o resultado trivial de que o somatorio das medidas
de probabilidade de todos os subconjuntos unitarios de W ¢ 1 (HALPERN, 2003, 16).

Retomando os cenarios usados anteriormente, podemos indicar como exemplo

32 (Ibidem)

33 Contudo, se W for infinito, ndo é possivel que uma medida de probabilidade seja definida em todos os
subconjuntos. E mesmo nos casos em que o W ¢ finito, uma agente pode ndo estar preparada para atribuir
uma probabilidade numérica a todos os subconjuntos. Em fungao disso, ¢ 1til assumir que o conjunto de
subconjuntos de W para o qual a probabilidade ¢ atribuida satisfaz algumas propriedades de fechamento.



de espago de probabilidade o seguinte:
E!'=(W! F', u!), onde:

W!= {cara, coroa},

F!'= {@, {cara}, {coroa}, {cara, coroa}},
u(D) =0, p'({cara}) =172,
u!({coroa})=1/2, u!({cara, coroa}) = 1.

4.3 Frames de probabilidade

Ao usar mundos possiveis para representar a incerteza, na logica epistémica,
lidamos com frames epist€émicos. Aqui, como essa incerteza ¢ representada a partir de
(entre outras coisas) uma atribuicdo de probabilidade aos conjuntos de mundos, de
modo analogo, lidamos com frames de probabilidade. Como veremos logo abaixo, um
frame de probabilidade F ¢ constituido por um conjunto de mundos e por n atribuigdes

de probabilidade, a saber, F =(W, PR; ... PRy).

Usaremos a seguir as nog¢des de espago de probabilidade (e medida de
probabilidade) para definir as nogdes de atribuicdo de probabilidade e frames de
probabilidade. Suponha nas definigdes abaixo, como usual, W sendo um conjunto

finito e ndo vazio de mundos.

Defini¢io 4.3.1.3* Uma atribuicdo de probabilidade PR é uma fun¢io que associa a

cada w € W um espago de probabilidade; ou seja, PR(w) = (Ww, Fw, uw).

Quando estivermos considerando varias PR, para ndo causar confusdo,

indexaremos seus componentes de acordo, da seguinte maneira: PRi(w) = (Ww,i, Fw,,
Uw,i). E possivel considerar uma PR; onde Wy ; = W; porém, ¢ mais conveniente definir

Uw,i apenas para um subconjunto de W, como veremos depois.

Definicdo 4.3.2.> Um frame de probabilidade F é uma upla (W, PR;... PR,), onde

cada PRi é uma atribui¢do de probabilidade para cadaw € W.

Quando existir apenas uma Unica atribui¢ao de probabilidade — ou seja, quando

34 (HALPERN, 2003, 193).
35 (HALPERN, 2003, 195).



F = (W, PRy), tal que, para todo w € W, PRi(w) = (W, F, n), o frame F pode ser
identificado com um espago de probabilidade standard (chamaremos de frame de
probabilidade simples) (HALPERN, 2003, 193). Abaixo, apresentamos um exemplo

desse tipo.

Exemplo 4.3.3. Um fiame de probabilidade simples (com F = 2% omitidas nos
espacos de probabilidades, por simplicidade, bem como omitidas, em cada u, os

casos fixos W) e W(W)):

F1=(W!, PR)), onde:

W! = {cara, coroa},

PRi(cara) = ({cara, coroa}, 1),

ui(cara) = 1/2 e pi(coroa) = 1/2; PRi(coroa) = ({cara, coroa}, L),

u2(cara) = 1/3 e u2(coroa) = 2/3.

Figura 8- Diagrama de frame de probabilidade simples (exemplo 3.3.3)

/j PR1

cara Ccoroa
ni=1/2 =172
w=1/3 n2=2/3
pi=po=1

Fonte: elaboragéo propria.

Analisando o primeiro exemplo, com uma Unica atribuicdo de probabilidade,
considerando a perspectiva cara, ambas as possibilidades (cara e coroa) t€m a mesma
medida de probabilidade (1/2); da perspectiva coroa, a possibilidade cara tem duas
vezes mais chances do que a possibilidade coroa. Nesse frame de probabilidade,o W ¢
um conjunto constituido por dois elementos (cara e coroa). A atribuicdo de
probabilidade (PR:), tomando o mundo cara como argumento, associa a esse mundo

um espago de probabilidade onde a medida de probabilidade de {cara, coroa} é pi. O



L (cara) € 2 e o wi (coroa) € 's. A atribuicao de probabilidade (PR1), tomando o mundo

coroa como argumento, associa a esse mundo um espago de probabilidade onde a

medida de probabilidade € p2. O p2 (cara) € 1/3 e o p2 (coroa) € 2/3.

Exemplo 4.3.4. Exemplo de frame de probabilidade ndo simples (também com as

mesmas omissoes do exemplo anterior, por simplicidade):

F2 =(W!, PRy, PR»), onde:

W!= {cara, coroa},

PRi(cara) = ({cara, coroa}, 1),

pi(cara) = 1/2 e pi(coroa) = 1/2; PRi(coroa) = ({cara, coroa}, L),
u2(cara) = 1/3 e po(coroa) = 2/3.PRy(cara) = ({cara, coroa}, us),
us(cara) = 1/3 e ps(coroa) = 2/3; PRo(coroa) ({cara, coroa}, 4),

p4(cara) =0 e pa(coroa) = 1.

Figura 9- Diagrama de frame de probabilidade complexo (exemplo 3.3.4)

0 |

PR1

cara coroa
w=1/2 n2=1/3 w=1/2 p=1/3
ps=1/3 =0 ns=2/3 pa=1

PR PRz

M1 = 2= pa=pa=1 t”_

= Fonte: elaboragao propria.

Analisando o segundo exemplo, nesse frame de probabilidade, o W também ¢
umconjunto constituido por dois elementos (cara e coroa). Contudo, ha duas atribuigdes

de probabilidade (PR e PR2). PR quando toma o mundo cara como argumento, associa
a esse mundo um espago de probabilidade onde a medida de probabilidade ¢ pi. O
W (cara) € 2 e o i (coroa) é %2 PRy tomando o mundo coroa como argumento,

associa a esse mundo um espago de probabilidade onde a medida de probabilidade € ..



O n2(cara) € 1/3 e o w2 (coroa) € 2/3.

No segundo caso, PR, quando toma o mundo cara como argumento, associa a
esse mundo um espago de probabilidade onde a medida de probabilidade ¢ ps. O p3
(cara) € 1/3 e 0 p3 (coroa) € 2/3. PR, tomando o mundo coroa como argumento, associa
a esse mundo um espago de probabilidade onde a medida de probabilidade € pa. O pag

(cara) € 0 e 0 pa(coroa) é 1.

Assim como nos frames epistémicos podem ser colocadas restricdes sobre as
relagdes de acessibilidade, nos frames de probabilidade ¢ razoavel considerar
atribui¢des de probabilidade (PRi) com determinadas restricdes naturais, tais como a

uniformidade:

Defini¢io 4.3.5.3¢ Um frame de probabilidade é uniforme (UNIF) quando todas suas
PR; sdo, para qualquer que seja w € W, iguais, ou seja, para todo i, v e w. se PRi(w) =

(Ww.i, Fw,i, tw,i) € v € Wy, entdo PRi(v) = PRij(w).

A uniformidade pode ser mais facilmente compreendida por analogia com
propriedades de relacdes de acessibilidade em frames epistémicos. Em frames
epistémicos, claramente, a uniformidade corresponde simplesmente a combinagdo de
transitividade e euclideanidade, as quais, combinadas, garantem que os mundos
acessados se acessem entre si (inclusive a si mesmos). Defina-se R; (w) como o
conjunto dos w° tais que (w, w‘) € Ri. Combinando-se transitividade e
euclideanidade,temos que, se um mundo v € R; (w), segue- se que R; (v) = R;i (w). Se,
em vez de falarmos de relagdes Ri, considerarmos as atribui¢cdes de probabilidade PR;,

temos a propriedade da uniformidade.

Exemplo 4.3.6. Como exemplo trivial de frame de probabilidade uniforme,
Basta considerar o fornecido no Exemplo 2.3.3 e fazer pui = p2 ; desta maneira, PRi(cara) =

PR(coroa).

36 (HALPERN, 2003, 194).



Figura 10- Exemplo de frame epistémico uniforme

Fonte: elaboragao propria.

Se v € R(w) entdo R(w) = R(v), e se u € R(w), entdo R(w) = R(u). Na Figura
2.5., claramente, como R(w) = {v, u}, R(v) = {v, u}, R(u) = {v, u}, temos que R(v) =
R(w)=R(u).

Propriedades mais interessantes surgem quando combinamos relagdes de
acessibilidade (epistémicas) com atribuigdes de probabilidade, e definimos restrigdes
envolvendo ao mesmo tempo essas duas nogdes. Primeiro, definiremos frames com essa

combinagao.

Defini¢do 4.3.7%7 Sejam os conjuntos ndo vazios W de mundos e A de agentes
epistémicos. Um frame epistémico de probabilidade ¢ uma upla (W, Ri..Rn,
PRi..PRy), onde cada R;j é uma relagdo de acessibilidade, ¢ cada PR; ¢ uma atribui¢do de

probabilidade para cada w e W.

A seguir, apresentamos duas restrigdes interessantes para frames epistémicos de
probabilidade, que Halpern afirma corresponderem a suposi¢des bastante comuns na

literatura sobre economia.

Defini¢io 4.3.8% Um frame epistémico de probabilidade possui probabilidade

determinada por estado (PDE) sse, para todos i, v e w, se v € Rj(w), entdo PR; (v) = PR;

(wW).

37 (Ibidem)
38 (Ibidem)



Defini¢io 4.3.9.3 Um frame epistémico de probabilidade possui consisténcia (CONS)
sse, para todos i e w, se PRi(w) = (Ww,i, Fw,i, tw.i), entdo, Wy, < Ri(W).

Intuitivamente, a Definicdo 4.3.8 diz que para todos os mundos acessados por
uma agente ¢ atribuida uma mesma probabilidade. Assim sendo, os estados
epistémicos disponiveis a agente determinam as suas atribui¢des de probabilidade. A
Defini¢ao 4.3.9 diz, por sua vez, que essa agente sO atribui probabilidade aos mundos

que considera possiveis.

Halpern (2003, 194) destaca que a juncdo de PDE e CONS acarreta UNIF.

Prova: suponha que para algum i, v e w, (1) v € R(w) e por isso, PRi(w)=PRi(v), (ii)
para PRi(w) = (Ww,i, Fw,i, tw.i), Ww,i € Ri(w), e (ii1) (1) e (ii) juntas ndo implicam em
(iv). PRy(w)=PR. Para isso, (v) v € Wy,;, mas PRij(w) # PRi(v). Mas (v) contraria (ii) e
(1). Logo, (1) e (i1) implicam (iv).

Além disso, todas essas restricdes sao axiomatizaveis, como veremos no proximo

capitulo.

39 (Ibidem)



5 COMBINANDO LOGICAS EPISTEMICAS E PROBABILIDADE

5.1 Uma linguagem para a incerteza quantitativa

Nesta se¢do, detalharemos os aspectos sintaticos da linguagem simbdlica para a
logica da probabilidade, e apresentaremos a axiomatizagdo de Halpern para essalégica,
considerando raciocinios sobre proposi¢cdes que atribuem probabilidades especificas a

eventos (ou seja, cada evento tem uma determinada probabilidade de ser o caso).*’

5.1.1 Semantica

O raciocinio sobre probabilidade pode ser formalizado de maneira similar a
como raciocinios sobre conhecimento sdo formalizados. Para se obter um modelo
semantico de probabilidade, por exemplo, de maneira andloga a como se obtém um
modelo epistémico, acrescenta-se uma interpretacdo m a um frame de probabilidade

(conjuntos de mundos e n atribui¢des de probabilidade).*!

(W, Pry...Pry, ).

Denotaremos a classe de todos os modelos de probabilidade, mensuraveis e

prob
n

ndo mensuraveis, com M Desta classe mais geral, a subclasse de todos os modelos

mensuraveis serda denotada M,"*". Modelos mensuraveis sdo os casos especiais de

modelos em que todos os conjuntos de mundos sdo mensuraveis, ou seja, a algebra
sobre W coincide com o proprio W para todo w e agente i. Isto é o suficiente para a
semantica.*?

Quanto a sintaxe, Halpern (2003, 244) considera uma linguagem com

termos* de likelihood** na forma {i(p), onde ¢ é uma proposicdo, i uma agente e {; (na
linguagem objeto) a likelihood que a agente 1 atribui a ¢. Li(¢p) denota, portanto, um
numero real e termos de likelihood poderdo ser combinados em um somatdrio para

formar combinagdes lineares de /ikelihood, como em 2Li(p) + 3Li(y).

40 Esse topico é desenvolvido na segdo 7.3 de Halpern (2003, 254 a 260).

41 Ver secdo 4.3 desta dissertagio.

42 Por conta do tempo disponivel, nesta dissertagio nos ocupamos apenas com a classe de modelos
mensuraveis.

43 Termos s3o usados para construir sentengas, ou seja, formulas. Assim sendo, o termo £i(¢) nio possui
condicdes deverdade como a proposigao Li(p) = 1.

4 Como ambas as expressdes em inglés “probability” e “likelihood” se traduzem usualmente no
portugués como “probabilidade”, para evitar confusdo entre a nog¢do semantica e essa recém-
introduzida nogdo sintatica (usada naformacgéo de termos e férmulas), optei por manter a expressdo no
idioma original.



5.1.2 Sintaxe

Halpern (2003, 255) propde uma linguagem [%(®) de incerteza quantitativa para
n agentes*. Essa notacdo para linguagem formal representa o fechamento do conjunto
@ pelas operagdes da linguagem — em nosso caso, negacao e conjuncao —. Como usual,
® contém as formulas primitivas (atdmicas) da linguagem proposicional usual*®, porém,
enriquecido agora com férmulas de likelihood para n agentes (ver logo abaixo). A
linguagem [»(®) é rica o suficiente para expressar muitas interessantes nogdes. Por
simplicidade, omitiremos o conjunto ® na notagdo para mencionar [,%(®). As novas

formulas introduzidas, de likelihood lineares, obedecem a esta forma:

onde ai,..., ak, b s30 niimeros reais; ii,..., ik sao agentes (que podem ser distintos ou nao)
e Q1,..., ¢k s30 formulas (ndo necessariamente distintas). Nestas formulas ¢ possivel uma
combinacdo linear que soma termos de /ikelihood da forma li(@) € afirma uma métrica

para essa combinagao.

Por exemplo, na formula de likelihood

201 (p1 Ap2) + Ti(p1V—p3) = 3

lemos que o resultado de somar o dobro da likelihood que a agente 1 atribui aproposi¢ido
p1 A p2 mais sete vezes a likelihood que a mesma agente 1 atribui a proposicao p1V —p3 €
maior ou igual a trés.

Uma vez que ¢ ¢ qualquer formula da linguagem, ¢ 6bvio que podemos aninhar
formulas de likelihood dentro de um termo de likelihood. Entao, podemos tornar a
formula 201 (p1 A p2) + 7C1(p1V—p3) > 3 para formar um termo de likelihood na forma

Li(g). Por exemplo,

21201 (p1 A p2) + 70i(p1V—ps) > 3)

4 Halpern considera também uma linguagem mais geral que permite apenas a comparagdo relativa de
likelihood sem anecessidade de especificar uma métrica para esses termos, e que faz sentido para todos
os métodos de representacao (2003, p. 263, se¢do 7.5). Devido a limitagdo de tempo, ndo abordaremos
esta linguagem mais geral nesta dissertacgao.

46 Ver se¢do 2.1 nesta dissertagdo.



E este termo de likelihood, por sua vez, pode integrar a seguinte formula de likelihood

01281 (p1 Ap2) + 71(p1V—p3) > 3) = 0,5

Halpern também da exemplos de como algumas abreviagdes usuais para os

sinais de desigualdade evidenciam a expressividade de [,2.

. G (@) = G (W) > b =der. Li (@) +(—1) Li (y) > b,
. G (@) > € (9) =eer. Li (@) — Li (y) >0,

. G (@) < Li (y) =et. Li (y) — Li (9) > 0,

) Li (@) <b =det. — (Li (p) > b),

. Li (@) > b =ger. Li () < (1) b,

o Li (@) = b =det. (Li (@) 2b) A (Li (9) <b).

A expressividade de [,? vai muito além de abarcar outras relagdes de
desigualdade. Probabilidades condicionais simples*’ do tipo & (¢ | y) > 2/3 também

podem ser expressadas por [»°. Considerando que

(o |y)="1Li(e|v)/Li(y),

depois de eliminar o denominador, temos 30i (¢ A y) > 20; (y).

O valor esperado de uma variavel aleatoria também pode ser expresso em [,
uma vez que os mundos em que a variavel aleatoria assume um determinado valor
podem ser caracterizado por férmulas. Suponha, por exemplo, que vocé ganhe 2 reais se
uma moeda da cara e perde 3 reais se der coroa. Entdo, seus ganhos esperados sao
representados formalmente pela expresao 20;(cara) — 3li(coroa). Por exemplo, a formula

20i(cara) — 3Lli(coroa) > 1 diz que os ganhos esperados sdao de pelo menos 1 real.

Embora [, seja uma linguagem muito expressiva, ela nio consegue expressar
algumas nog¢des importantes. Um exemplo ¢ a independéncia. Informalmente, (depois
de expandir e eliminar os denominadores) o fato de ¢ ser independente de y segundo o

agente 1 corresponde a formula £i (¢ A y) = Li (9) x Li(y). Na linguagem apresentada por

47 Ver secdo 3.1 desta dissertacéo.



Halpern (2003, 255), ndo ¢ permitido multiplicacdo de termos de Likelihood linear.
Assim, esta formula ndo esta na linguagem. Para simplificar a axiomatizagdo e as
condi¢des para determinar a validade das férmulas, a escolha do Halpern é por uma

linguagem um pouco menos expressiva.

Formulas em [,2 sdo simplesmente verdadeiras ou falsas em um mundo dentro

de um modelo de probabilidade; dessa maneira, elas ndo obtém valores de verdade
probabilisticos (como provavelmente verdadeiro, provavelmente falso, etc). Halpern
considera, portanto, uma légica bivalente para raciocinar sobre probabilidade.

Para esta linguagem, dado um modelo de probabilidade mensuravel M, o termo
de likelihood Ui(p) € interpretado como a probabilidade (segundo a agente i) do
conjunto mensuravel [[@]]n.*® Tal modelo tem a forma M = (W, PRy... PRy, @) . A
defini¢do no caso de proposi¢des primitivas, conjungdes € negagdes sao idénticas ao
da logica proposicional. Falta definir as condi¢des de verdade para formulas de

likelihood em um modelo de probabilidade.

(M,w) = ailit (@1) ... + anli(x) > b sse aipw.ir ([[Q]lm N Wawi) + ... + axw.ik([[@x]]ar
n WW-ik) ) > ba Onde PRIJ (W) = (WW-ija MW~U)'

A leitura intuitiva dessa clausula semantica parece mais complexa do que de fato
¢. O problema ¢ que precisamos de uma clausula suficientemente geral para formulas de
likelihood de qualquer comprimento.

Para facilitar a apreensdo intuitiva, consideremos uma formula de likelihood
bastante simples, a saber, L. (p1) > 0,5. Sua condicao de verdade em um mundo w de um

modelo M qualquer seria, portanto, determinada assim:

(M,w) E La(p1) > 0,5 sse tw.a ([[p1]]x N Wwa) > 0,5, onde PRa (W)= (Ww.a, Hw.a).

Considere a atribuicdo de probabilidade PR, da agente a (que determina um

espago de probabilidade para cada mundo do frame) contendo um conjunto Wy.a de

mundos e uma medida de probabilidade pw.a (ver Def. 3.3.1)*. Para determinar se

* Ou seja, do conjunto-verdade [[@]]m, definido como todos os w € W em M tais que @ é o caso (¢
verdadeiro).
4 A rigor, o espago de probabilidade ¢ construido com uma algebra F sobre Wy, .. Porém, considere a



La(p1) > 0,5 é verdadeira em w, precisamos verificar se a medida de probabilidade para
o conjunto dos mundos em que pi é verdadeira, mas que também estdo contidos no
espaco de probabilidade que PR atribui a w, € maior ou igual a 0,5.

Essa consideracao de mundos (a interse¢do entre o conjunto de mundos em que
pt ¢ verdadeira no modelo M e o conjunto de todos os mundos do espago de
probabilidade PRa (W)) € essencial, porque, como se trata de uma férmula de likelihood
envolvendo a agente a, apenas podemos considerar os mundos em que pi1 € verdadeira
dentre os mundos que estdo no espaco de probabilidade “acessivel” para a agente a
(para usar um jargdo da ldgica epistémica) € ndo todos os mundos em que p1 €
verdadeira no modelo inteiro.

Exemplo 5.1.2.1 (HALPERN, 2003, 257): Suponha que M; = (W, 2V, u, n) é um

modelo de probabilidade simples (ou seja, contém apenas um PR), onde:

o W = {wi, W2, W3, Wa};
e p(wi)=p(w2) = 0,25, u(ws) = 0,3, p(wa) =0,2;
e wtalque Mpwi)E p A ¢ ML,W2) Ep A7, Mi,w3) E 7P A g, (M1,we) E

_Ip /\ _IQ'

Figura 11- um modelo de probabilidade quantitativa simples (exemplo 5.1.2.1)

Wi W2
W3
W4

Fonte: adaptado de Halpern (2003, p 257).

convencio paraquando o dominio de F coincidir com 2%%# (ver p. 52).



Tendo em vista isto, uma formula pAq A Li(Tp A q) > Ci(p A q)), por

exemplo, ¢ satisfeita no mundo wi do modelo M, ou seja,

Mi,w) e pAGQALI(TPAQ > Li(pA Q)

Aqui, mesmo p A q sendo verdadeiro em w1, a agente considera mais provavel
(=p Aq) do que (p A q).
Tendo em vista 0 modelo inteiro, temos também que vale em todos os mundos a

seguinte formula de likelihood:

M = £i1(qg/—p)=0,6

Ou seja, aplicando a convengio anterior para probabilidade condicional®’, se

desabrevia como:

Mieli(TpAq) —601(Tp)=0

5.2 Axiomatizacao para raciocinios sobre probabilidade quantitativa

A axiomatizagdo para incerteza quantitativa proposta por Halpern (2003, 258),
denominada AX,P™°, divide-se em trés partes que versam, respectivamente, sobre
raciocinio proposicional, raciocinios sobre probabilidade e raciocinios sobre inequagdes
lineares. Tal axiomatica consiste nos seguintes axiomas e regras de inferéncia, validos

para um conjunto com n agentes (ou seja, i = 1,..., n).

Raciocinio proposicional:
(Prop) Todas as instancias de substituicao de tautologias da l6gica proposicional.(MP)

De ¢ e ¢ = v, inferimos y (Modus Ponens).

Uma observagao merece ser considerada. Uma vez que a linguagem ¢ diferente da

proposicional, (Prop) representara um grupo distinto de axiomas além daquele da logica

0 Verp. 61.



proposicional classica. Por exemplo, —(£i(p) > OA—(Li(p) > 0)) é uma instancia de
(Prop) em AX,”™ obtida pela substituicio de formulas na linguagem [, por uma
tautologia proposicional — (¢ A — ¢); ou seja, ndo acontece da agente 1 atribuir uma

probabilidade maior que zero a p e ndo atribuir uma probabilidade maior que zero a p.

Raciocinios sobre probabilidade quantitativa:

Q1) ti(9) =0

(Q2) ti () = 1°!
Q) Li(e AW)+ (A=) =Tli(9)

(QGen) para ¢ © vy, entdo £; (9) = Li (V)

Os esquemas (Q1),(Q2) e (Q3) correspondem, respectivamente, as propriedades
da probabilidade, que também aparecem nos axiomas de probabilidade de
Kolmogorov®2. (Q1) diz que as atribui¢des de probabilidade ndo podem ser negativas.
Em (Q2), a probabilidade atribuida as tautologias tem que ser 1. A propriedade (Q3) ¢
uma formulacdo alternativa para a aditividade finita. Na regra de Generalizacdo, se ¢ e

v sdo logicamente equivalentes, entdo possuem a mesma atribuicdo de probabilidade.

Para o proximo (e ultimo) esquema de axioma de AX.P™° fazer sentido,
precisamos introduzir algumas definigdes (HALPERN, 2003, 259). Suponha um

conjunto X infinito (enumeravel) de varidveis X1, X2, X3,...

Defini¢ao 5.2.1 (termo de inequagdo linear): Um termo de inequagdo (linear) sobre X
tem a forma aq; X; +...+ ax Xk , onde @i,..., ax S0 nUmMeros reais, Xi,..., Xk SA0 variaveis em

X,ek>1.

Definicao 5.2.2 (férmula de inequacdo linear bésica): Uma férmula de inequacao
(linear) basica ¢ uma formula t > b, onde ¢ ¢ um termo de inequacao linear ¢ b ¢ um

namero real.

Defini¢ao 5.2.3 (formula de inequagdo linear): Uma férmula de inequagdo (linear) ¢

1 A constante proposicional T, como de praxe, sempre recebe o valor 1 (verdadeiro). Caso ela nio esteja
incluida como simbolo primitivo, pode ser introduzida por defini¢@o a partir de alguma tautologia.
2 Ver p. 31.
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uma combinagdo booleana de férmulas de inequagao basicas.

Definicao 5.2.4 (atribuicdo para varidveis em X): Uma atribui¢do A para as variaveis

em X ¢ uma funcao que atribui um ntimero real para cada variavel.

Seguem alguns exemplos simples para ilustrar as defini¢des:

. Exemplo de termo de inequagao linear: 0,25.x3 + 0,5.x2
. Exemplo de formula de inequagao linear (basica): 0,25.x3 + 0,5.x2 > 0,25
. Exemplo de féormula de inequagao linear (booleana): — (0,25.x3 + 0,5.x2 > 0,25)

. Exemplo de uma atribui¢ao A para X: A(x1)=0,1; A(x2)=0,5; A(x3)=0,5; ...

Considerando a atribuicao A‘ acima, € facil ver que temos como consequéncia:
° 0,25.x3 +0,5.x2 > 0,25 ¢ uma formula verdadeira

° —(0,25.x3 +0,5.x2 > 0,25) ¢ uma férmula falsa.

Considerando que formulas de inequagdo linear sdo combinacgdes booleanas de
féormulas de inequagdo, podemos considerar também as combinagdes que sao formulas

validas.
. Exemplo de férmula de inequacao valida:
(uxi1=b)A (ar’xi2b’)= (a1 tar’)xi >(b+b’).

Com isso, finalmente, podemos enunciar o Ultimo esquema de axioma para

Aanrob:
Raciocinios sobre inequagoes lineares:

(Ineq) Todas as instancias de substituicao de formulas de inequacgdes lineares validas.

Para obter uma instancia de (Ineq), basta substituir cada variavel xj que ocorre
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em uma formula de inequagdo linear valida por um termo de likelihood Uij(o;).
Aproveitando o ultimo exemplo de formula de inequagdo vélida, e substituindo a
variavel x; pelo termo de likelihood L1(p1), temos que a formula abaixo ¢ uma instincia
de (Ineq) — em particular, uma instdncia da férmula de inequagdo valida fornecida

acima:

o (025.0:(p1) > 0.,5) A (0,5.01(p1) > 0,75) = (0,25 +0,5) Li(p1) > (0,5 + 0,75).

Figura 12- O sistema axiomatico AXyPP

AXIOMAS PROPOSICIONAIS
(Prop) Todas as instdncias de tautologias classicas.
(MP) De ¢ e ¢ = v, inferimos y

UXIOMAS PARA A PROBABILIDADE QUANTITATIVA

(QD) () >00i (T)=1

(Q2) Li(0 AY)+Li(p A=y)=1Li(9)
(Q3) de ¢ © v, entdo i (¢) = Li ()
(QGen)

AXIOMA PARA INEQUACOES LINEARES

(Ineq) Todas as instdncias de de formulas de inequacoes lineares validas.

Fonte: elaboragdo propria (a partir dos axiomas fornecidas por Halpern).

5.3 Raciocinios sobre conhecimento e probabilidade

O sistema multimodal proposto por Halpern (2003, 268) combina dois tipos de
modalidade, a saber, conhecimento e probabilidade. Usaremos uma linguagem,
chamada de [,X° (ou seja: linguagem epistémica de incerteza quantitativa para n
agentes), na qual encontramos combinadas a linguagem de incerteza quantitativa ([»?)

¢ a linguagem epistémica usual ([,* ), ambas considerando, é claro, 0 mesmo conjunto
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deagentes.

Como [XQ apenas combina as respectivas regras de formacio, em vez de repetir

todas as regras sintaticas, iremos logo para alguns exemplos de formulas.

Ki(L2(p)=1/3)

Leia-se: a agente 1 sabe que a agente 2 atribui probabilidade de 1/3 para ¢.
Ki (L1 (@) =12V L1 (0)=2/3) A 7K1 (L1 (9) ="2) A K1 (L1 (@) =2/3)

Leia-se: a agente 1 sabe que ou atribui 2 ou atribui 2/3 a @, mas a mesma agente nao
sabe qual probabilidade atribui. Ou seja, na medida em que a agente ndo sabe que
atribui /2 a ¢ e também ndo sabe que atribui 2/3 a @, ela tem incerteza sobre sua propria

atribui¢@o de probabilidade.

A semantica da linguagem de incerteza epistémica quantitativa ([»?) pode ser
fornecida usando modelos de probabilidade epistémica formados ao se adicionar uma
)53

interpretacdo a um frame de probabilidade epistémica (ver Def. 3.3.7)>°. A classe de

todos os modelos de probabilidade epistémica para n agentes é M,<P° e M,Kmen

consiste em todos os modelos de probabilidade epistémica para n agentes, onde todos os

conjuntos sao mensuraveis.

O sistema AX,<P™P consiste dos axiomas e regras de inferéncias (com n agentes)
do sistema S5, para conhecimento®*, junto com os axiomas e regras de inferéncia de

AX,P* para incerteza quantitativa®>. Por comodidade, reunimos todos na Figura 13.

Figura 13- O sistema axiomatico AXyKpreb

AXIOMAS PROPOSICIONAIS
(Prop) Todas as instdncias de tautologias classicas.
(MP) De ¢ e ¢ = v, inferimos y

3 Nap. 57.

* Ver se¢do 2.3, p. 26.
35 Ver Figura 12 na pagina anterior.
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AXIOMAS EPISTEMICOS (S5,)

(K) Kig AKi (¢ > yp) > Ky
(D Kig =
(5)

—Kig=>K =K ¢

(RN)
De ¢, inferimos K;¢

AXIOMAS PARA A PROBABILIDADE QUANTITATIVA

Q1) i (p)=0
(Q2) Li(M=1
(Q3) Li(@Ay)+Lli(e A=w)=Li(9)

(QGen)  |de ¢ © v, entdo L (9) = & (y)

AXIOMA PARA INEQUACOES LINEARES

(Ineq) Todas as instdancias de de formulas de inequacoes lineares validas.

Fonte: elaboragdo propria (a partir dos axiomas fornecidas por Halpern).

Halpern (2003, 259) enuncia o importante teorema abaixo, mas ndo fornece

arespectiva demonstragao, por fugir ao escopo do livro.

Teorema 5.3.1. AX,P™P ¢ uma axiomatizagio correta e completa com respeito a

M, para a linguagem [»%9.

Antes de fornecer mais sistemas axiomaticos combinando operadores

epistémicos e de probabilidade, precisamos introduzir mais uma definigao.

Definicao 5.3.1 (féormula de likelihood-i): Uma férmula de likelihood-i ¢ qualquer
formula de likelihood com a forma aili (1) + ... + anli (@) > b — ou seja, cujos termos

de likelihood mais externos apenas consistam no mesmo termo ;.

¢ Exemplos de férmula de férmula de likelihood-i
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€2 (p1) + 0,502 (p2) > 0,7502 (€3 (p2) > 0,75) > 0,5

A seguir, como fizemos na secdo 2.3 com os axiomas epistémicos, incluimos
abaixo os esquemas de axiomas que captam adequadamente propriedades que incidem
sobre probabilidade e conhecimento, como ¢ o caso de CONS e SDP, e sobre

probabilidade, como ¢ o caso da UNIF:%¢

(KP1) Kip =(Li(p)=1).
(KP2) ¢ = Kip se ¢ for uma formula de likelihood-i.

(KP3) ¢ = (Li(p) =1) se ¢ € uma férmula de /ikelihood-i ou a negagdao de uma formula

de likelihood-i.

De acordo com (KP1), se a agente 1 sabe ¢, entdo ela atribui probabilidade 1 a ¢
(ou seja, ela tem certeza de que ¢ ¢ o caso). Tal esquema de axioma captura a
propriedade de CONS e essencialmente diz, segundo Halpern (2003, 259), que o
conjunto de mundos que a agente i considera possivel tem probabilidade 1. Segundo
(KP2), ¢ ser o caso implica que a agente i saber que ¢, se ¢ for uma formula de
likelihood-i.

Uma vez que de acordo com PDE as agentes conhecem seu proprio espago de
probabilidade, isto implica que em um dado mundo a agente conhece todas as formulas
de likelihood-i verdadeiras deste mundo. Assim, tal propriedade ¢ capturada por (KP2).
Em (KP3), que captura UNIF, se ¢ € o caso, entdo a agente i atribuiprobabilidade 1 a o,
se ¢ for uma formula de likelihood-i ou a negacao for uma formula de [likelihood-i.
(KP1) e (KP2) implicam em (KP3), assim como CONS e SDP juntasimplicam em

UNIF. Halpern enuncia outro importante teorema, omitindo a demonstragao no livro.

Teorema 5.3.2 Sendo A um subconjunto de {CONS, PDE, UNIF} ¢ A um subconjunto
de {(KP1), (KP2), (KP3)}, AX,P™P U A é uma axiomatizagio correta e completa para a
linguagem [;*Q, considerando M, ™" satisfazendo A. (HALPERN, 2003, 259)

6 Ver se¢do 4.3 sobre propriedades dos fiames de probabilidade epistémica.
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Em outras palavras, temos aqui uma correspondéncia entre distintos sistemas
axiomaticos e as respectivas classes de modelos epistémicos de probabilidade

quantitativa.

Figura 14- Correspondéncia entre sistemas e classes de modelos

SISTEMA DE AXIOMAS CLASSE DE MODELOS

AX,Kprop M men

AX KPP U {(KP1)} |M 2" que satisfazem CONS

AX PP U {(KP2)} ||\/| " que satisfazem PDE

AXKPOP U {(KP3)} |M 27" que satisfazem UNIF

AX KPP U {(KP1), (KP2)} |M 2" que satisfazem CONS, PDE e UNIF

Fonte: elaboragdo propria (a partir dos axiomas fornecidos por Halpern).
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Tendo em vista o livro do Halpern Reasoning about uncertainty, nesta
dissertacdo mostramos como recursos da ldgica epistémica podem ser combinados com
recursos da logica da probabilidade para representar raciocinios que envolvem incerteza
epistémica. Embora existam varias formas de representar a incerteza (fungdes de crenca
Dempster-Shafer, medidas de possibilidade e fung¢des de ranqueamento), logica
epistémica e probabilidade sao maneiras standard derepresentar tais raciocinios.

A logica epistémica (usual) possui como axiomas todas as formulas validas da
logica classica, a regra de inferéncia modus ponens, a regra de necessitagcao epistémicae
os axiomas K — nos casos em que R; ¢ arbitraria, T (veridicalidade) - nos casos em
que Ri ¢ reflexivo, 4 (introspec¢do positiva) — nos casos em que R; € transitiva, e 5
(introspec¢do negativa) - nos casos em que Ri € euclidiana. Todos estes axiomas estdo
em S5.

Aqui, Ri ¢ um conjunto de pares ordenados de mundos em W indexados por
agente 1 (intuitivamente, uma relagdo de acessibilidade entre mundos, na perspectiva
dessa agente), onde, para quaisquer w* e w” € W, w'Riw” significa dizer que w* acessa
w” na perspectiva da agente i. Estas relagdes de acessibilidade epistémicas tém
algumas restrigoes, e trés restricdes fundamentais para a constitui¢do de uma linguagem
de incerteza quantitativa: considerando M!, este modelo ¢ reflexivo sse, para toda
Ri e para todo w € W, (w, w) € Rj (ouseja, cada mundo, cada agente i sempre acessa o
proprio mundo); um modelo ¢ serial quando para todas as Ri e todo w existe pelo menos
um w* € W, tal que (w, w*) € R;; Um modelo ¢ simétrico sse, para toda R;e todo w e
todo w* € W, temos que (w, w°) € Ri — (w‘, w) € Ri; Quando, em um modelo, para
todaR; e quaisquer w, w* e w”’ € W, temos que (w, w*) E RiA (W, w”) ERi = (w, w”)
€ Rj, dizemos que o modelo ¢ transitivo; Um modelo ¢ euclidiano sse para toda R; e para
quaisquer w, w* e w* € W, (w, w*) € Rin (Ww,w”) ER; — (W', w”) ER..

Por outro lado, a linguagem de probabilidade ¢ uma das mais desenvolvidas e
usadas para representar incerteza de estado. Para tanto, usa-se uma dlgebra sobre W
(conjuntos mensuraveis), um espa¢o de probabilidade e uma atribuicdo de

probabilidade.

Aqui, similar aos frames epistémicos, frames de probabilidade sdo constituidos

por um conjunto de mundos e por n atribui¢des de probabilidade, asaber, F = (W, PR;,
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..., PRn). Uma atribui¢ido de probabilidade PR, que possui restrigdes como UNIF,
CONS e PDE, ¢ que associa a cada w € W um espaco de probabilidade; ou seja, PR(w)
=(Ww, Fw, pw).

Um frame de probabilidade ¢ uniforme (UNIF) quando todas suas PR; sdo, para
qualquer que seja w € W, iguais, ou seja, para todo i, v e w. se PRi(w) = (Ww,i, Fw,i,
Pwi) € v € Wy, entdo PRj(v) = PRj(w). Quando propriedades epistémicas sdo
combinadas com probabilida temos um fiame epistémico de probabilidade, e sobre este
frame incide probabilidade determinada por estado (PDE) sse, para todos 1, ve w, se v
€ Ri (w), entdo PRi (v) = PRi (W), e consisténcia (CONS) sse , para todos 1 € w, se
PRi(W) = (Ww., Fw,, tw,i), entdo, Wyi < Ri (W).

Embora ndo exista desacordos incontornaveis acerca da aplicacdo matematica da
probabilidade, ha muitas disputas em torno da interpretacdo acerca da sua natureza.
Contudo, a interpretacdo de probabilidade considerada na linguagem apresentada por
Halpern ¢ a probabilidade epistémica. Probabilidades epistémicas, grosso modo,
determinam o quanto uma hipdtese ¢ suportada ou apoiada por um conjunto de
evidéncias. Dito de outro modo, considerando que H simboliza uma determinada
hipotese e E representa um conjunto de evidéncias, Pr(H|E) expressa o grau de

probabilidade epistémica de H condicional dado que E ¢ verdadeira.

Mas mesmo considerando apenas probabilidades epistémicas, ha trés
concepcdes influentes e distintas para o que sejam probabilidades epistémicas: a
interpretagdo subjetiva de probabilidade (bayesianismo subjetivo), onde probabilidades
epistémicas sao graus de crenga de agentes racionais; a visao onde probabilidades
epistémicas sao determinadas por probabilidades logicas (bayesianismo objetivo); € a
tese segundo qual probabilidade epistémica ¢ uma nogaobésica.

Timothy Williamson (2000) propde uma nogao de probabilidade epistémica
construida a partir de uma relacdo justificatoria objetiva entre evidéncias e hipoteses,
que ele chamou de “probabilidade evidencial”. Tal no¢do ndo depende de
probabilidades 16gicas nem ¢ redutivel a graus racionais de crenga. Ela ndo precisa ser
definida em termos de algo mais basico ou fundamental, a0 mesmo tempo em que
garante certa objetividade (uma resposta correta e definitiva acerca do quanto um
conjunto de evidéncias probabiliza uma hipdtese).

Considerando que Halpern ndo esclarece qual interpretagdo de probabilidade

epistémica subjaz a sua sistematizacdo, mas tendo em vista que na introdugdao do
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Reasoning about uncertainty, ao ilustrar problemas paradigmaticos envolvendo
incertezas®’, ele descreve incertezas de estado, acreditamos que a concepcdo de
probabilidade evidencial proposta por Williamson ¢ adequada aos propositos de
Halpern.

Uma vez que as crengas podem estar ancoradas em evidéncias, e estas, por sua
vez, estdo ligadas aos graus de incerteza das agentes. Quanto maior o nimero de
evidéncias e mais contundentes e completas elas forem, menor serd o grau de incerteza.

A linguagem epistémica de incerteza quantitativa proposta por Halpern ¢ muito
expressiva. Ela nos permite captar ndo sé as atribui¢cdes de probabilidade, mas também

os raciocinios envolvendo os conhecimentos das agentes acerca destas atribuigdes.
Assim, ela cria uma hierarquia entre proposi¢gdes — 0 que nos permite representar as
preferéncias das agentes, a0 mesmo tempo em que permite representar os raciocinios
sobre estas preferéncias.

Mas considerando apenas a linguagem de incerteza quantitativa, ja ¢ possivel
dar conta de muitas sutilezas na determinagdo das incertezas apresentadas por Bradley
e Drechsler. Nesta linguagem, a atribui¢do de probabilidade ¢ uma fun¢do que conecta
cada mundo de um conjunto de mundos a um espago de probabilidade — que ¢
constituido por um conjunto de mundo, uma algebra e uma medidade de probabilidade
que liga cada unitario da algebra a um intervalo fechado entre 0 e 1. Este nimero diz
quanta probabilidade uma proposi¢ao tem em cada mundo do espagode probabilidade.

E esta probabilidade, por sua vez, aponta para a relacdo justificatoria entre
descrigdes acerca do que € o caso e as evidéncias disso. A incerteza de estado, chamada
também de incerteza empirica, surge em conexdao com esse tipo de julgamentos
descritivos. Neste caso, mesmo que uma agente possa construir um espago de estados e
consequéncias, ou seja, acesse todos os estados e consequéncias possiveis, ela ainda

pode estar incerta sobre qual € o estado atual do mundo.

Por reprensentar probabilidades ndo mensuraveis, considerando apenas a
linguagem de probabilidade do Halpern, sem a logica epistémica, tal linguagemparece

interessante.

57 Estes problemas estdo descritos na introdu¢io e analisados na sec¢do 3.3. desta dissertagio.
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