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RESUMO

Através desse trabalho desenvolvido é factivel de maneira favordvel a compre-
ensdo dos estudos sobre translagdes, rota¢des de eixos, conicas e quadricas. A pesquisa
esta fundamentada com base em autores que discutem e descrevem sobre os estudos
acima citado bibliograficamente, sendo de suma importédncia a aplicagao dos estudos
matematicos na constru¢ao da Educagdo Matematica mesmo que abstrata entretanto

planejada pelo discente.

Palavras-chaves: Translagoes; rotag¢des; conicas; quadricas;



ABSTRACT

Through this developed work, it is possible to favorably understand the studies
on translations, axis rotations, conics and quadrics. The research is based on authors
who discuss and describe the studies cited above bibliographically, being of paramount
importance the application of mathematical studies in the construction of Mathema-

tics Education, even if abstract, however planned by the student.

Keywords: Translation; Rotation; Conics; Quadrics
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1 INTRODUCAO 12
1 INTRODUCAO

Este trabalho parte do processo de ensino-aprendizagem da matematica, como
area de conhecimento que constitui o curriculo da educagdo basica brasileira onde
exige dos professores dessa drea o dominio de diversas metodologias de abordagem

dos objetos de ensino.

E possivel levar em consideracdo que, os objetos matematicos sao acessados por
meio de representacdes, nos quais, os professores desenvolvem estratégias instrucio-
nais envolvendo essas representac¢des visando a aprendizagem significativa de contetidos
mateméticos. E nesse contexto de pesquisa que surge a possibilidade de usar autova-
lores e autovetores para interpolar registros de translagoes, rotacoes de eixos, conicas

e quadricas como objetos matematicos.

No cerne, propomos uma metodologia para estimular o raciocinio légico através
de um conjunto de pontos que possuem a mesma propriedade, permitindo que os alu-
nos compreendam que o conteudo ndo é um fim em si mesmo, mas um meio para

desenvolver habilidades.
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2 TRANSLACAO

Consideremos no plano cartesiano xOy um ponto O’(h, k), arbitrario. Va-
mos introduzir um novo sistema x’O’y’ tal que os eixos O’x’ e O’y’ tenham a mesma
unidade de medida a mesma diregdo e o mesmo sentido dos eixos Ox e Oy. Assim,
todo ponto P do plano tem duas representac¢des: P(x,y) no sistema xOyp e P(x’,y’) no

sistema (x’Oy’)

r == mte----- -9 P
]
' |
¥ 1
& Rl i h-x'
O '\—.‘:..__._.._.A
v 4 i X '
, ' :
. 4
' )
' )
| )
' L]
b et ¢ + P x
0 p——
h
Pl &

v
Figura 1: Translagao

Desta figura obtém-se:
x=x"+hey=y"+k
ou
x'=x-hey =y-k
que sao as féormulas de translagdo.
Denotaremos o sistema de eixos original por xOy, e o0 novo por x'O’y’.

Como relacionar os pares de eixos transladados?

Seja (a,b) o par de coordenadas da nova origem do sistema x’O’y’, em relagdo ao

sistema xOy.



2 TRANSLACAO 14
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Figura 2: Translagao

Da figura acima, temos:
Xo=a+Xx)
_ )
Yo=b+Y,

ou ainda:

[
X, =a—X,

Yo =b-19,

(Equacdes de Translagdes dos Eixos)

Definicdo 1. (Translagdo dos eixos de coordenadas). A operagio de mover os eixos coorde-
nados no plano coordenado para uma posigio diferente de maneira que 0s novos eixos sejam
paralelos aos antigos eixos, respectivamente e semelhantemente orientados, é denominada

translagdo dos eixos coordenados.

A fim de simplificar equagoes por translacao dos eixos coordenados necessitare-

mos do seguinte teorema:

Teorema 1. Se os eixos coordenados sdo transladados por uma nova origem O’(k,h) e se
as coordenadas de qualquer ponto P do plano antes e depois da translagio dos eixos sdo
(x,v) e (x",y’), respectivamente, entdo as equagdes de translagio das antigas para as novas
coordenadas sdo dadas por:

x=x"+k

y=y'+h
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Demonstragdo:

Consideremos no plano xy um ponto O’(k, h), arbitrério e introduzamos um novo
sistema de coordenadas x’y’ tal que os eixos O’x” e O’y’ tenham a mesma unidade de
medida, a mesma dire¢do e o mesmo sentido dos eixos Ox e Oy. Seja P um ponto
qualquer do plano tal que suas coordenadas em relagdo ao sistema xy sdo x e y e, em

relagdo ao sistema x’y’ sdo x” e y’. Desta forma e de acordo com a figura, temos:

¥ A
74
P(x,y)
DpF====d=————y
|
|
|
|
B |
fy I >
|
1
|
|
0(0,0) A cC x

Figura 3: Rotagao

x=0C=0A+AC=x"+k -
vy=0D=0OB+BD =y +h

> -5 -

Sejam X1 = (0,&,,8,,83) e X, = (O, f1, f», f3) dois sistemas cartesianas em E3, o primeiro
1 1,€2,€3 2 1, )2, J3

referido daqui por diante como o “antigo”, o segundo como o “novo”. Utilizaremos

(x,v,2) para indicar as coordenadas de um ponto X qualquer, relativamente ao sistema

“antigo”e chamaremos (h, k, m) a tripla de coordenadas de O’ em relagdo a ele:
O’ = (h,k, m)y,

(h,kem) sao as coordenadas da "nova”origem no sistema “antigo”.

> -5 -
Sendo F = (f1, f», f3,) base, sabemos que se X é um ponto qualquer de E3, existem
. . . . 3 =2 =2 =2 .
u,v,w reais, determinados univocamente, tais que O’X = uf; + vf, + wf;. Reciproca-
mente, dados u, v, w reais, a igualdade anterior determina univocamente o ponto X. Se

u,v,w variam em IR, todo ponto X € E3 ¢ obtido desse modo. Em outros termos
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XeEB e X=0+ufi+vh+wh (u,v,weR) (1)

A equagao (1), por analogia com os casos da reta e do plano, pode ser chamada
”equacdo vetorial do espaco E3”. Nesse caso, os vetores f{,ﬁ,fg, fazem o papel de "ve-
tores diretores”’de E2, enquanto que u,v, w atuam como “pardmetros”, fazem mesmo
modo que A, y etc, nos casos da reta e do plano ja citados. Assim, exatamente como foi
feito 14, podemos obter de (1), a equagao de E3 na ”forma paramétrica”.

Para isso, vamos supor que

- - -
fi =(a11,a21,a31)E, fo = (a12,a22,a32)E, f3 = (a13,423,433)F
onde E = (€], €5, €3). Entdo, de (1) segue que

X = h+a11u +appv+azw
Y =k+axu+ayv+ayw (2)

Z=m+azj U +aszpv+dazzw

Agora, observe que u,v,w, dados em (1) sao exatamente as coordenadas de X em

> = o>
relacdo ao sistema X, = (O, f1, f», f3) e portanto as equagoes (2) sao as relagdes procu-
radas entre as "antigas”e as “novas”coordenadas de X. Por essa razao sao chamadas

equagdes de mudancga de coordenadas do sistema X para X,.

app a4z 4
Observagao 1. Sabemos que a matriz M = |ay; ay, as;3
az1 dsz 4ass
é a matriz de mudancga da base E para a base F. As equagdes (2) podem ser escritas matrici-

almente:

x—h u
y—k|=M-|v (3)
zZ—m w

donde se obtém
u x—h
v =M1 |yp-k (4)
w zZ—m

Exemplo 1. Escreva as equag¢Ges da mudancga de coordenadas do sistema ¥; para o
- - -
sistema X,, onde, com a notagao anterior, O’ = (1,2,-1)y , fi=¢€}, /L =83, f3 =€ +2-

— -
€r —e3.
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Resolucao:
Pelos dados, vemos que ﬁ =(1,0,0)g, fz) =(0,0,1)g, f; =(1,2,-1)g.
Entao por (2)

x=14+u+w
y=2+4+2w

z=-1+v-w

3 ROTACAO

Consiste em criar um novo sistema de eixos ortogonais rotacionando o ori-
ginal de certa angulacdo.

Note que, na figura abaixo, um ponto no plano pode ser localizados por suas
coordenadas em ralagdo a um referencial. O mesmo ponto pode ter pares de coorde-

nadas diferentes, dependendo do referencial tomado.

Ay
{77 ’BP
/”’ 1\
”,’ |9\
’f’ (Y
”’ I \
’ \
Y : \
\B
A
IL_ x
1 I
1 I
[ | I
¢! b
[ xl I -
o X

Figura 4: rotagao

Definicdo 2. (Rotagdo dos eixos coordenados). A operagio de mover os eixos coordenados
no plano coordenado para uma posigio diferente de maneira que os novos eixos e 0s antigos

eixos possuam a mesma origem, é denominado rotagdo dos eixos coordenados.

Consideremos o plano Oxy e seja 6 o dngulo de rotagdo o qual é obtido um novo

sistema tal que os eixos O’x” e Oy’ tenham a mesma unidade de medida de Ox e Oy.
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Seja P um ponto qualquer do plano tal que suas coordenadas em relagdo ao sis-
tema Oxy sdo x e y e, em relacdo aos sistemas O’x’y’ sdo x” e y’. Desta forma e de

acordo com a figura, temos:

Figura 5: Rotagdo com o dngulo 6

x=0Ox
y=xP

{ x=0x=r-cos(0+@)=r-cosO-cosp —r-send -seng

=71-cosQ

=7r-seng

y=xP=r-sen(0+q)=r-send-cosp+r-cosO - senq
Portanto, substituindo-se (5) em (6) temos:
{ xX=X-c0s0 -7 -sen0

y=Xx-senf +7y-cosO
que sdo as equagoes de rotagdo. Acabamos de provar o seguinte teorema:

Teorema 2. Se girarmos os eixos coordenados de um dngulo 6 em torno de sua origem O e se
as coordenadas de qualquer ponto P do plano antes e depois da rotagdo dos eixos sdo (x,y) e
(x’,v’), respectivamente, entdo as equagdes de rotagio das antigas para as novas coordenadas

sdo dadas por:

x=x"-cosO -y -send
y=x"-senf +y’-cosO

Sob forma matricial, temos:
x| |cosO —senf x
Y |sen® cos6 y’

onde
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Ry =
senB cosO

é a matriz rotagdo sob o dngulo 6.

cosO —sen@]

Observacgao 2. As equagdes de rotagdo nos dao as antigas coordenadas em fungdo das novas.
Se quisermos as novas em fungdo das antigas, basta resolver em relagdo a x e y o sistema por

elas formado. Ou seja, pela regra de Cramer, temos;

{ X, = X, -c0s0 —y, - send

Vo = X, -senf +y, - cosO

Resolvendo sistema, temos:

X, =X, -c0sO -y, - senf
Yo = X, -senb +y, - cosO
] xe= x,-cosO -y, -send -(send)
Vo = X, -sen6 +y, - cos6 -(—cosO)
_ { X, - senf = x, - sen0 - cosO -y, - sen*0

— ’ ’ 2
—Y, - €050 = —x, - cosO - sen@ —y, - cos0

X, - sen = x, - senf-c0s0 —y, - sen’0
—
—9, - €086 = —x/, - cos@~send — p, - cos*0

Somando ambos os lados da igualdade teremos.
X, - send —y, - cosO = —y, - sen’0 -y}, - cos*0
X, - sen6 —y, - c0s0 = —y, - (sen’6 + cos*0)
X, - sen6 —y, - cos6 = -y, - (sen*0 + cos*0)

|
1

X, -senf —y, - cosd = -y,

—X, - senf +y,-cos =y,
Multiplicandoambososladosdaigualdadepor(-1), teremos :
—X, -senf + 7y, -cosO =y,

Portanto, temos :

Yo ==X, - send + 7y, - cos6
Agora vamos substituir o valor de y, em uma das equagoes e achar o valor de x;.
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Vo = X, - sen + (—x, - sen +y, - cos0)
Vo = X, - senb —x, - senf - cosO + 7y, - cos*6
Vo — Vo - 0520 + x, - sen0 - cosO = x,, - sen0
Vo - (1 —c0s?0) + x, - sen0 - cosO = x,, - senO

Y, - sen’0 + x, - sen0 - cosO = x,, - seno

Y, - send + x, - cosO = x;,

X, =X,-cos0 +7y,-send

(8)

{ X, =X, €050 +7,-send

Yy = —X, - send +7y, - cos6

Imagina o vetor (x,y) que liga um ponto genérico de um sistema ortogonal a origem.
Seja (x’,y’) suas coordenadas no novo sistema, rotacionado de 8. Podemos imaginar o

vetor (X, Y) como representando o complexo X +iY.

Rotacionar o sistema de um angulo 6 corresponde a manter a orientagao dos eixos

constante rotacionar o vetor de —0.

Para rotacionar um complexo do dngulo —6, devemos multiplicé-lo pde cos(—0) +
isen(0).

Lembrando a propriedade dos complexos:

(cisar) - (cisp) = cis(a + p)

Sendo (x’,y’) o par ordenado no novo sistema:
x' +iy = (x+iy)- (cos(—0) +i-sen(—0)

=(x-cosO+yp-senb)+i-(—x-senf +y-cosh)

De onde segue que:

x'=x,-c0s0 +7y,-send

Y’ =—x,-send +vy, - cosO
Exemplo 2. Considere o ponto (1, 3) num sistema ortogonal xOy. Determine as coorde-
nadas desse ponto num sistema rotacionado de 30° em relagdo ao original (no sentido

trigonométrico).

Solugao:
Equagoes de rotagao:
x'=x,-c0s0 +7y,-send
v’ =—x,-send +vy, - cosO
x"=1-c0s30°+ 3-sen30°
Logo : ,
v =-1-5en30° +3-c0s30°
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As coordenadas do ponto no novo sistema serdo:

(3+V§3v§—1)
2 72

Exemplo 3. Sejam, em relagdo a um sistema de coordenadas ¥; = (O, &}, ¢,) em E2, P =
(1,2), r: x—2y —1 =0 (equagdo geral de uma reta no plano). Obtenha as coordenadas

. . ~ T .
de P e uma equacao de r no sistema X,, obtido por uma rotacdo de r radianos.

Resolucao:

Por (4) temos:

u=x cosn+ smn—\/§x+1

- yrsmig =X sy
V= xsinn+ cosn— 1x+\/g
- 6 7 ®e T2

Substituindo x e y pelas coordenadas de P obtemos:

1
u:?+1,v:—§+\/§;

V3 o1

P=|1+2, 2
(+2, 2+\/§
)

Para obter uma equagado de r mo sistema ¥,, usamos (3)

logo,

TC TC \/5 1

xZU'COSE—V'SIHEZTM—EV

V3

=u sinn+v cosn—1u+ v
Y= 6 6 2"77

Substituindo na equagdo dada, vem:

V3 o1 1 V3
—u—-——v-2|= —v|-1=
zu 21/ 2u+ 21/ 0

donde
r:[[?—l)u—(%+\/§]v—1:0L

Exemplo 4. Faga uma rota¢do em E? de modo que a reta r : [x+y + 3 = 0]y, fique

2

paralela ao (novo) eixo das ordenadas.
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Resolucao:
Devemos achar o dngulo de rotagdo. Para que r seja paralela ao eixo dos v, é necessdrio
e suficiente que sua equacao seja da forma "u = constante, isto é, que o coeficiente de v

seja nulo. Substituindo (3) na equagao de r, temos:

(ucosO —vsin@)+ (usin@+vcosH)+3=0

ou
ucos@ —vsin@+usinf+vcos@+3=0

(sin@ +cosO)u + (cosO —sinO)v +3 =0
A condigao é, pois,

cosf =sin6 (9)

. . TC . .
Entdo, qualquer O que satisfaga (5) serve aos nossos propositos: © = gt inteiro.

2 2
Escolhamos, por exemplo, © = %; a equacao de r fica, nesse caso, [% + g]u +3=0,
ou seja,
V2u+3=0.

Aplicacio das translagdes e rotacées de E* ao estudo da equagdo Ax® + Bxy + Cy? +
Dx+ Ey + F = 0 Fixemos um sistema ortogonal de coordenada (O,zj_ﬁ em E2. Sera de

grande utilidade no préximo capitulo fazer algumas simplificagdes na equagdo
Ax*+Bxy+Cy>+Dx+Ey+F =0 (10)

Vamos analisar aqui dois problemas:

1. Eliminar, por meio de uma translagdo, os termos de 1.° grau.
Consiste em descobrir o ponto (h, k) para o qual se deve transladar o sistema de

modo que a equacdo (6) se transforme numa equacdo da forma
Au? +Buv+Cv*+F=0 (11)

Substituindo as equagdes de translagao
Au+h?+Bu+h)(v+k)+Cv+k)?>+D(u+h)+Ev+k)+F=0
donde, efetuando os quadrados e ordenando em relagdo a u e v, vem:

A(u? + 2uh+ h?) + B(uv + uk + vh+ hk) + C(v?> + 2vk + k*) + Du+ Dh+ Ev+Ek + F =
0Au?+2Auh+Ah?*+Buv+Buk+Bvh+Bhk+Cv?+2Cvk+Ck?*+Du+Dh+Ev+Ek+F =0
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Au?+Buv+Cv?+(Bk+2Ah+D)u+(2Ck+Bh+E)v+Ah?+Bhk+Ck*+Dh+Ek+F =0

(12)
Entao, devemos achar h e k de modo que
Bk+2Ah+D =0
(13)
2Ck+Bh+E=0

Se o sistema (9) tiver solucdo, teremos resolvido nosso problema. Note que se o

determinante

B 24|
=B“—-4AC

2C B

for diferente de zero, o sistema (9) tem certamente solugdo (tnica). Se for nulo,
podem existir infinitas solu¢ées ou pode ndo existi nenhuma. Neste caso, é im-
possivel ‘eliminar os termos de 1.°¢rau por meio de uma translagao’.

Observe agora a igualdade (8). Os coeficientes dos termos de 2.° grau sdo os mes-
mos (A, B,C) que na equacgdo (6). Translagdes nao afetam, pois os termos de 2.°.
Além disso, chamando G(x,y) o 1.° membro de (6), vemos que o termo indepen-

dente de (8) é G(h, k). Essas consideragdes permitem ganhar tempo na obtengao

de (8).

2. Eliminar, por meio de uma rotagdo, o termo misto de 2.° grau. Consiste em des-
cobrir um angulo de rotagado tal que a equagao (6) se transforme, apds a rotagao,

numa equacdo da forma

Au?+Cv?>+D'u+Ev+F =0 (14)

Para levarmos isso a efeito, devemos preliminarmente observar o seguinte: apds

uma rotagdo de dngulo ©, a equacgdo (6) se transforma em

Au?>+Buv+Cv?*+D'u+Ev+F =0 (15)

onde:
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A'=A-cos?0+ 5sin0+C-sin’0
B’=(C—-A)-sin20 + B-cos 20
C’:A-sinze—g-sin29+C-c0529
D’'=D-cosO+E-sinf
E'=E-cos®—D-sinf

F'=F

Observe que a semelhanca das equagdes (4) podemos obter (d) e (e) da tabela
de dupla entrada abaixo. Observe também que a ultima igualdade, (f), nos diz que

rotagdes nao afetam o termo independente!

D’ E’
D | cos@ | —sinf

E | sin@ | cosf

Mas, voltando ao nosso objetivo: para que (11) seja da forma (10), devemos ter

B’ =0, ou seja:
(C—A)-sin20+B-cos20 =0

donde, sendo B’ = 0 Se B =02, concluimos que:

* se A = C, entdo cos260 = 0 e portanto 6 pode ser %, donde por (a) e (c), A" =
%(A+B+C) eC’ = %(A—B+C); ou %", eneste caso A’ = %(A—B+C) eC’ = %(A+B+C).

e se A= C, entao

B
tan20 = —— 17

e qualquer O que satisfaca a (13) serve aos nossos propositos.

Pode-se ainda demonstrar que, escolhido 6 como acima, os coeficientes A’ e C’

sdo raizes da equagao do 2° grau.

A-A

B
B c-a

(STl

}:o (18)

A decisao sobre qual das raizes é A’ e qual é C’ depende da escolha do valor de 0,

entre os muitos possiveis, e estd vinculada a relagao

10 termo independente é invariante por rotagdes.
20 que queriamos ja est4 feito desde o inicio!
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A-C

20 =
cos T

(19)

que se obtém facilmente de (12).

Exemplo 5. Fazendo mudancas de coordenadas convenientes em E?, transforme a
equagdo G(x,y) = 9x*>—4y>—18x-16y-7 = 0, numa equagdo da forma A'u?+C’'v>+F’ =
0.

RESOLUCAO:
Devemos eliminar os termos de 1° grau da equagao dada. Para isso, procedemos como

vimos em (I). A translagao

{ xX=u+h

y=v+k

Substituindo na equacdo G teremos:
9-(u+h)?—4-(v+k)?>-18-(u+h)-16-(v+k)—7=0
(u?+2uh+h?)—4(v? + 20k +k?) - 18u —18h—16v—-16k-7=0
9u? + 18uh + 9h? — 4v? — 8vk — 4k* —18u —18h—16v - 16k-7 =0
u? —4v2 + u(18h—18) + v(—8k —16) + 9h> —4k* —18h—16k—7 =0

G(h,k)

9u? —4v? + u(18h—-18)+v(-8k—16)+ G(h, k) =0
onde G(h, k) = 9h? —4k? —18h - 16k — 7 = 0. Impondo que os coeficientes de u e v sejam

nulos, temos:

{ 18h-18 =0 el ke

-8k-16=0

Substituindo em 9u?—4v?+u(18h—18)+v(-8k—16)+G(h,k) = 0, obtemos 9u? —4v? = 0
|

Observacgao 3. Quando a equagdo dada ndo apresenta o termo xy, pode-se resolver também
completando quadrados.

9x2 —18x=9(x>-2x)=9[(x - 1) =1]=9(x-1)>-9

—4y? — 16y = —4(y> +4y) = -4[(y+2)> - 4] = -4(v + 2)*> + 16
Substituindo em G(x,y) = 9x> — 4y? — 18x - 16y — 7 = 0, obtemos



4 AUTOVALORES E AUTOVETORES 26

Ix-1)2-4(y+2)2=0

e agora basta fazeru =x—-1lev=y+2

u?—4v?2=0m

4 AUTOVALORES E AUTOVETORES

Dada uma transformacao linear de um espacgo vetorial nele mesmo, T : V — V
gostariamos de saber que os vetores seriam levados neles mesmos por essa transformacao.
Isto é,dada T : V — V, quais sdo os vetores v € V tais que T(v) = v? (v é chamado vetor
fixo).

Exemplo 6. I : R? — R? (Aplicacdo identidade)

(x, ) = (x, y)
Neste caso, todo IR? é fixo uma vez que I(x, y) = (x, v), para todo (x, y) € R?

Definigao 3. Seja T : V. — V um operador linear. Se existirem v e V,v=0e A € R tais

que Tv = Av, A é um autovalor de T um autovetor de T associado a A.

Observe que A pode ser o numero 0, embora v ndo possa ser o vetor nulo. Vejamos

no exemplo a seguir, como calcular autovalores e autovetores, usando a definicdo.

Exemplo 7. T : R?> — R?

v 20
— = =2
vy 10 2f]y] |2 y
Neste caso, 2 ¢ um autovalor de T e qualquer (x, p) # (0, 0) é um autovetor de T

associado ao autovalor 2. Observe geometricamente:

De um modo geral toda transformacao
T:R> >R
v av,az0
tem a como autovalor de qualquer (x, p) = (0, 0) como autovetor correspondente. Ob-

serve que T(v) é sempre um vetor de mesma dire¢ao que v. Ainda mais, se:

i. a <0, T inverte o sentido do vetor.
ii. |a|>1, T dilata o vetor.

iii. |a| <1, T contrai o vetor.
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Tivl =

—_— -

v :

Figura 6: Autovalor

iv. a =1, T é aidentidade.

Teorema 3. Dada uma transformacgio T : V — V e um autpvetor v associado a um autova-

lor A, qualquer vetor w = av (a = 0) também é autovetor de T associado a A.

Definigao 4. O subespaco V), = {v € V : T(v) = Av} é chamado o subespago associado ao

autovalor .

4.1 Autovalores e Autovetores de uma Matriz

Dada uma matriz quadrada, A, de ordem n, estaremos entendendo por autovalor
e autovetor de A autovalor e autovetor da transformacdo linear T4 : R" — IR”, associada
a matriz A em relacdo a base canodnica, isto é, T4(v) = A-v. Assim, um autovalor A € R

de A, e um autovetor v € R”, sdo solu¢des da equagao A-v = Av, v = 0.

Dada a matriz diagonal

4y, 0 -+ 0]

0 ay - 0

(0 0 - ay,

e dados os vetores e; =(1,0,---,0),e,=(0,1,0,---,0),---,¢,=(0,0,---,0, 1), temos

o
0

A-eg=|  |=aye; eem geral,
O_

A-e; = a;;e;. Entdo, estes vetores da base candnica de IR"” sdo autovetores para A,

e 0 autovetor e; é associado ao autovalor a;;.
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4.2 Polinémio Caracteristico

Observamos no exemplo da se¢do anterior que se nos basearmos nas defini¢des de
autovalor e autovetor, para efetuar os calculos que determinam seus valores, estaremos
adotando um procedimento muito complicado. Por isto vamos procurar um método
pratico para encontrar autovalores e autovetores de uma matriz real A de ordem n.

Vejamos um exemplo para o caso em que n = 3 e em seguida generalizamos para n

qualquer.
4 20
Exemplo8. A=(-1 1 0
0

Procuramos vetores v € R e escalares A € R tais que A-v = Av. Observe que se [
for a matriz identidade de ordem 3, entdo a equagdo acima pode ser escrita na forma
Av = (M)v, ou ainda, (A — AI).

Escrevendo mas visualmente
4 2 0] |A 0 Of)|«x 0
-1 1 o[-{0 A of||ly|=]0
0 1 2] [0 0 A))|z 0
Se escrevermos explicitamente o sistema de equacdo equivalente a esta equagao
matricial, iremos obter um sistema de trés equagoes e trés incognitas. Se o determi-
nante da matriz dos coeficientes for diferentes de zero, saberemos que este sistema
tem uma unica solugdo, que é a solugdo nula, ou seja x =y = z = 0. Mas estamos inte-
ressados em calcular os autovetores de A, isto é, vetores v = 0, tais que (A— Al)v = 0.

Neste caso det(A — AI) deve ser zero, ou seja
4-1 2 0
A= -1 1-12 0 |=0

0 1 2-2
Calculando o determinante da matriz, temos:

det(A) = (4-A)(1-A)(2-1)—[-2(2-1)] =
Colocando (2 — A) em evidéncia teremos:
(2-D)[(4-A)(1-1)+2]=0
(2-A)[4-4A-A+A%+2]=
(2-=A)(A2=51+6)=0
(2-A)(A=2)(A-3)=0
(A-2)

A-2)%(A=3)=0
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Logo as raizes do polinémio caracteristico de A sdo A =2 e A = 3 e portanto os
autovalores da matriz A sdo 2 e 3. Conhecendo os autovalores podemos encontrar os

autovetores correspondentes. Resolvendo a equacdo Av = Av, para os casos:

i A=2
Resolvendo a equagdo Av = 2v, temos:
4 2 0]llx x 4x+2y =2x
-1 1 0||y|=2|y|=q-x+vp =2y
0 1 2]|z z

V+2z=2z
A terceira equagao implica que y = 0 e por isso vemos na segunda que x = 0.
Como nenhuma equagado impde restricao em z, os autovetores associados a A = 2

sdo do tipo (0, 0, z), ou seja, pertencem ao subespaco [0, 0, 1]
ii. A=3

Resolvendo a equagdo Av = 3v, temos

4x+2y  =3x

-X+7 =3y

Y+2z=3z
Tanto na primeira como na segunda equagdo vemos que x = —2y e da terceira

v = z. Os autovetores associados ao autovalor A = 3 sdo do tipo (-2y, v, v), ou seja,

pertencem ao subespaco [-2, 1, 1].
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5 FORMAS LINEARES, BILINEARES E QUADRATICAS

5.1 FORMAS LINEARES

Suponha que uma pessoa necessite comprar ferro, chumbo e cobre a cinco, seis
e quatro reais o kg, respectivamente. Se esta pessoa compra x kg de ferro, y kg de
chumbo e z kg de cobre, podemos representar esta compra pelo vetor (x,y,z) e o custo
total é dado pela expressdo 5x + 6y + 4z.

Observe que a "fungao custo”

c:RP >R
(%,9,2) V> 5x + 6y + 4z

¢ uma transformacdo linear cujo contradominio é um espago vetorial muito particular,
pois é o conjunto dos nimeros reais. Transformacgoes lineares deste tipo aparecem

muito e por isso recebem um nome especial.

Definigao 5. Seja V um espago vetorial real. Uma forma linear é uma transformagao linear
f:V—R

Se f : V— R é uma forma linear, a = {vy,v,,...,v,} é uma basede V e p = {w} é uma

base de R, entdo

[f]g = [aliab---’an]lxn

SeveV étal que

entdo [f(v)]g = [f]%‘[v]a

5.2 FORMAS BILINEARES

Consideremos agora fungdes, associadas a espacos vetoriais, que se comportam
mais ou menos como produtos internos, isto é, fungdes que a cada par de vetores as-
sociam um numero de tal forma que uma vez fixado o primeiro vetor, a fungao seja
uma forma linear em relagdo ao segundo vetor, e vice-versa. Fung¢des deste tipo estdo

muito relacionadas com consideracdes acerca da energia de um corpo (veja 10.5) e,
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portanto, com toda a Fisica. Nesta seccdo definiremos estas fungdes, que serao deno-
minadas formas bilineares, e estudaremos alguns aspectos técnicos, principalmente o

seu relacionamento com matrizes, que é o mais importante na pratica.

Definicao 6. Seja V um espaco vetorial real. Uma forma bilinear é uma aplicagio B :
VxV — R definida por (v, w) +— B(v,w) tal que:

i. Para todo w fixado, B(v,w) é uma forma linear em v, isto é,
B(vy + vy, w) = B(vy,w) + B(vy, w)

e Blav,w) = aB(v,w)

ii. Para todo v fixado, B(v,w) é uma forma linear em w, isto é,
B(vy,wy +wy) = B(vy, wy) + B(vy, w,)

e B(v,aw) = aB(v,w)

Exemplo 9. O produto usual de numeros reais

p:RxR—R

() — p(x,y) = xp

Verificando i) e ii):
p(x,y+2z)=x(y+2) =xy+xz=p(x,y)+p(x,2)
plax,y)=ax-y=a(x,y) =ap(x,p)

Analogamente mostram-se as outras propriedades.

5.3 Matriz de uma Forma Bilinear

Sejam V um espaco vetorial e B: VxV — R uma forma bilinear. Dada uma base
a = {vy,vy,--+,v,} de V, associamos a B uma matriz [B]§ chamada matriz da forma
bilinear B, na base a, do seguinte modo:

Sev=XV] + -+ X,V € W= YV + o+ VU,
n
B(v,w) = B(x1 vy + -+ + XV, Y101 + -+ Yu¥y) = inyiB(Vi:Vj) = [x1 - x,]
L]

B(vy,v1) -+ B(vy,vy)| |0
: : = [v]a[Bla[w]a

B(vy,vy) -+ B(vy,vn)| [¥n
Exemplo 10. Seja B : R>xIR? — R a forma bilinear dada por B(v,w) = —x;v; + 2x,9; +
5x,y, onde v = (x1,x;) e w = (y1,7,). Entdo se a = {e1,e,} é a base candnica de IR?, temos

Bley,e1) B(el,ez)]: [—1 0]

[Blg = B
(e2,€1) Bley e) 25
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Com isto, podemos escrever a forma bilinear dada na forma matricial:

B(v, w) = [x1%,) [‘21 (5’] m
2

ou seja,

B(v,w) = [vo]'[Bla[wla

5.4 Forma Bilinear Simétrica

Definicao 7. A forma bilinear B : VxV — R é simétrica se B(v,w) = B(w,v) para todo

v,weV.

Exemplo 11. Seja (,) um produto interno em V. Entdo a forma bilinear B(v,w) = (v, w)

é simétrica, pois (v,w) = (w,v).
Exemplo 12. B : R?x R? — R dada por B(v,w) = —x19; + 3x,9; + 3x1V, + 2X,v, onde
v =(x1,%2) e w = (y1,92)-

Calculando, B(v,w), temos

B(w,v) = ((y1,%2), (x1,x2))

—Y1X1 + 3y1x2 + 392X + 292X;

Como B(v,w) = B(w,v), B é simétrica.
Observe que [B]% é uma matriz simétrica. De fato:

B(v, w) = [x1%,] [‘31 ﬂ [;’i

Teorema 4. Uma forma bilinear B: V x V. — IR é simétrica se e somente se [B|% é uma

matriz simétrica.

Demonstracgdo:
a1 - 4in
Seja [B|4 simétrica [B]S =

Ayl Aun
onde a;j = aj;.
Seja  u=[x1,,%,]

V= [yl""'yn]

n

n
Entdo B(u,v) = Y ) a;jx;y;
j=1i=1
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n n

eB(v,u)= ) Z a;jjViX;
:1 =1

é comutativa e aj; = a;j, temos, depois de trocar os indices i e j,

B(uw,v)= 3. Zaz]xy]—B(u V)a
] 1i=1

Agora, seja B szmétrica Entdo B(u v)=B(v,u)

Dati, obtemos Z Z a;jx;y; = Z Zaﬂ XY
j=1li=1

Como a adzgﬁ

Invocando indices a direita, temos Z Z a;jX;iy; = Z Z ajiX;y;
j=li=1 j=li=1

Como isto é valido para todos os vetores u e v, a;; = aj; e [Blg é simétrica. g

5.5 Formas Quadraticas

Consideremos uma particula de massa m deslocando-se no espaco com veloci-

dade 7= (v,, vy, ;). A energia cinética que esse corpo possui ¢ dada pela expressao

2
2
mi|v m [
Ec__ ”2” ———2( U%+V§+sz]

Portanto,
Zo oo
m m m 2 vx
EC:5-v§+3-v§+5-v§:[vxvyvz] 0 = 7(7)1 vy
0 O > Vg

Desta forma, a energia cinética pode ser interpretada como uma func¢do (que nao é

linear) da velocidade.

P

=4

w - L5 "y ¥

=1

-

o~

&
Figura 7: E.: R - R

Se considerarmos, agora, a aplicagdo bilinear simétrica
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B:R°xR’ > R
cuja expressao €
m
2 0 U
B(vy, vy, vy (W, wy, W) = [V0y2,] | O > 0wy
0 0 % w,

observamos que

E (v, Uy, v,) = B((vy, Uy, v2), (Vx, Uy, vz))-

Expressdes que se comportam como a da energia cinética, isto ¢, que provém de

formas bilineares simétricas, recebem o nome de formas quadraticas.

Definicao 8. Seja V um espago vetorial real e B: VxV — R uma forma bilinear simétrica.

A fungdo Q : V — R definida por Q(v) = B(v,v) é chamada forma quadratica associada a B.

Observe que (do exemplo 2 de Forma Bilinear Simétrica) em relagdo a uma base a de V,Q

pode ser expressa na seguinte forma:

Q(v) = [v]a[Bla[val
onde [B|% é uma matriz simétrica.

Exemplo 13. Q:R> —» R

Q(v) = x2—10xy +v2, onde v(x, ).

Sabemos que

Qw)=[x v] [j Z] {;] = ax® + 2bxy + cy?

Entdo, ax? + 2bxy + cy? = x> — 10xy + p>.
Lodo,a=1,2b=-10ec=1.

Substituindo,

QW)lx v] [_15 ﬂ [;}

Observe ainda que Q é a forma quadratica associada a forma bilinear:

B(v,w)=[x; 1] [_15 _5] [le

L] |[v2
[v]q = H,
71

onde
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(a ¢ a base canodnica de R? )

O procedimento adotado no exemplo anterior pode ser aplicado a uma forma

quadrética genérica Q : R? — R, onde Q(x, ) = Ax? + Bxy + cy?.

Concluimos entdo que sua forma matricial é
B

()= ] 2
Qx,v) =[x
’ ’ 123

Exemplo 14. Q:R3> - R

X

Q(x,v,2) = 3x% + 2xy + 4y? + 5yz.

Em relagdo 4 base canénica de R?, Q ¢ dada na seguinte forma matricial:

31 0
5x

Qxy2)=[x vy 2|1 4 S|y
0 2 oflz

2
Compare com o exemplo anterior e extraia um resultado analogo para formas quadréticas

Q:RP> R,

Q(x,v,z) = Ax? + By? + Cz?> + Dxy + Eyz + Fxz.
v Y v Y

5.6 Diagonalizacao da Forma Quadratica

Veremos a seguir que qualquer que seja a forma quadrética Q : V — IR sempre
existe uma base ortonormal de V em relacdo a qual matriz de Q é diagonal, ou seja,Q
terd uma forma parecida com a do exemplo 1de Formas Quadraticas. Antes de forma-
lizar esse resultado no teorema a seguir, vamos “diagonalizar”a forma quadrética do

exemplo 1 Q(v) = x> — 10xy + y? onde v(x,y). Procuremos uma base  de modo que se

[v].. [’”]
1

Q(v) = A1x7 + Aypi
ou ainda

Qw)=[x1 wnl [/\01 ;J [;]

Temos
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Qxy) =[x ] [_15 ‘15] H

ou Q(x,v) = [v],[B]%[v]a, @ base canénica do R?. Como a matriz [B]% é simétrica, ela é

diagonalizdvel, admitindo um conjunto de autovetores ortonormais.

Os autovalores de [B]§ sao Ay = 6 e A, = —4. Procurando os autovetores, encon-
tramos para Ay =6, v; = (x,—x) e para A, = -4, v, = (x, x).

Assim, uma base ortonormal  de autovetores serd dada por

1 1 1 1
=|—-—-—l|ev,=]— —|
1 (\/5 \5) ’ [\/5 \/5]
Seja [I]g a matriz de mudanga de base. Entdo

N 6 0
[BJs = [Ilﬁ[Blﬁ[I],g, onde [B} = [O »

Substituindo em Q(v) = [v],,[B]%[v]., temos

Q(v) = [v]g[ua[mﬁ[ug[v]a

Como [I]g é ortogonal, pois a e  sdo bases ortonormais,

(102) " = 0y = (1)

donde
Q) = (118 [v]a) [BI([115[v]e) = [v]3[Bl[v]5.
Isto é,
6 0
Q) =[x 1] [0 _4] [;i] = 6x] — 4y}
onde

X1
[V]ﬁ = L’l}

Teorema 5. Seja Q(v) = B(v,v) uma forma quadratica em V. Existe uma base ortonormal
p de V tal que se

"

entdo Q(v) = A p? +--+ + A, p2.
Prova: Se]a a uma base ortonormal qualquer de V.

Entdo Q(v) = B(v,v) = [v],[B]%[v],. Logo, a matriz simétrica e, portanto, corresponde
a um operador auto-adjunto T : V — V que tem como matriz [T]% = [B]%. Como um opera-
dor auto-adjunto pode ser diagonalizado mediante uma base  de autovetores ortonormais,

entdo
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A 0
BT =[h| |0
0 Ay
o A 0
= (1m15) s
0 Ay
) A 0
()| e g
0 Ay
pois a e B sdo bases ortonormais e, portanto, [I]g é uma matriz ortogonal.
Entdo,
) A 0
QW) =ll-(mg) | |5 W
0 A
) Ay 0
=\l v]a [1g[v]a
B p
0 Ay
A 0
=[v], V15
0 Ay
Ay 0¥
=y vl :
0 Aul (v

=My + Apys + o+ A, p2.
Exemplo 15. Seja a forma quadrética em R? dada por:
Se v =(x1,x3),
Qv) = —4xf —6Xx1Xy + 6x§

= —4xf —3x1xy —3x1xp + 6x§

=[x x;] [:;L _63} [ij

Calculemos os autovalores.

-4-1 -3
-3 6-1

Resolvendo a equagao do segundo grau, teremos 1, e A,.

A =b?—4ac

P(/\):det[ ]:/\2—2/\—33
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A=(-2)>~4-(1)-(-33)
A=4+132

A=136
Agora vamos achar 1; e A,.
~b+VA
- 2a
—(=2) £ V136
2-1
_2+2v34
2

_2+2v34
-2

o 21+V3)
2
N =1+V34
2-2V34
—
2(1-34)
==
A =1-v34
Entao existe uma base  (que é aquela de autovetores da matriz) tal que se
1-34 0 Y1
[vlp=[y1 2] [ 0 1+\/3—4} LJ
isto &,

Q) = (1= V3R] + 1+ V3E)3,

A

A=

A

A/

A// —

A//
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6 CLASSIFICACAO DE CONICAS E QUADRICAS

Neste capitulo estaremos interessados em figuras do plano R? ou de espago R?,
isto é, em conjuntos de pontos no plano ou no espaco, cujas coordenadas satisfazem
certas propriedades. Por exemplo, o subconjunto {(x,y) € R?: x+y = 1} pode ser repre-

sentado graficamente, como mostra a figura

{(z,9)lzr+y—1}

Figura 8: Conicas

Outro exemplo é {(x,9,z) € R : x = 2ey = 1} cuja representagao ¢

TZ
LS P

*:;-’_/ {x,p.2)lx=2,p=1}

Figura 9: Tridimensional

Bstaremos particularmente interessados em estudar subconjuntos de R? da forma
S={(x,y) e R?: F{(x,9) = 0,--+, Fx(x,) = 0}
e subconjuntos de IR? da forma
S={(x,9,2) e R*: F{(x,9,2) = 0,---, Fx(x,7,2) = 0}
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As equagées Fi(x,y) = 0,---,Fx(x,y) = 0 ou (Pl(x,y,z) =0,--,Fx(x,9,2) = 0 no caso do
espago IR3) sao chamadas equacgdes cartesianas da figura que o conjunto determina.
Observe que estas equagoes relacionam as coordenadas candnicas, isto é, coordenada
em relacido a base candnica de R? ou R3. Frequentemente, d4-se apenas as equagoes

cartesianas da figura.

Exemplo 16. Podemos desenhar a figura no plano cuja equagdo cartesiana (em relagao
a base canénica) é y — x> = 0.

A figura pedida é o subconjunto S = {(x,y) € R? : y — x> = 0}, constituido pelos

pontos, da forma (x, xz). Portanto,

S={(z,y) eR?:y—2’>=0}

Figura 10: Fungao Quadratica

Exemplo 17. Para desenhar a figura no espaco cuja equagao cartesiana é y — x% = 0,
devemos saber que a figura pedida é o subconjunto S = {(x,y,z) € R®: y = x?}. Note que

z pode assumir qualquer valor.

Observe ainda que as equagdes cartesianas dos dois exemplos anteriores sao apa-

rentemente as mesmas.

Analisemos agora o que acontece quando as equagdes cartesianas sdo de tipos
especiais. Comecemos com o tipo mais simples, ou seja, as equagdes F(x,y) = 0 ou

F(x,v,2z) = 0, de primeiro grau.
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Figura 11:

6.1 Retas no Plano

Defini¢ao 9. Uma reta no plano é o conjunto dos pontos (x,y) do plano cujas coordenadas

em relagdo a base candnica satisfazem a equagdo cartesiana
Ax+By=C

onde A # 0 ou B # 0. Temos as seguintes possibilidades:

6.2 Planos no Espaco

Definic¢ao 10. Um plano no espago é o conjunto dos pontos (x,y,z) do espago cujas coorde-

nadas em relagdo a base candnica satisfazem a equagio
Ax+By+Cz+D =0
A#0ouB=#0o0uC=0.

E claro que esta definigao algébrica deve coincidir com a definicio geométrica de
plano. Consideremos um ponto qualquer (xg,vo,2) tal que Axg+ Byg+ Czog+D =0
(sempre exista). Entdo a equagdo Ax+ By + Cz+ D = 0 pode ser escrita, subtraindo-se a

primeira da segunda,

0=A(x—x0)+B(y —y0) + C(z—2¢) =((A, B, C), (x = X0,y = V0,2 — 29))
onde {,) representa o produto interno canénico em R®. Os pontos (x,7,z) que satisfa-
zem a equagdo sdo (x,y,z), de tal modo que o vetor diferenca v = (x — x(, ¥ — v,z — 2¢)
seja ortogonal ao vetor (A, B,C). Isto corresponde a direcdo geométrica de um plano

que passa pelo ponto (xg, vy, 2g) e tem (A, B, C) como vetor normal.
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\ 0.0/B)

(0.C/B)

(C/A,0)

N

Figura 13: Equagao constante

Figura 12: Equacdo da reta A=0eB=0;
A=0eB=0; By=C
Ax+By+C=0
(C/A,0)
Figura 14:

Equagao  cons-
tante no eixo
X
A#0eB=0;
Ax=C
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- V

* lxo. ¥o. 2o

Figura 15: Vetor

Passemos agora a analisar o que acontece quando a equagdo cartesiana é do se-

gundo grau.

6.3 Conicas no Plano

Para tratar das conicas no plano de forma adequada procedemos estudando figu-
ras padrdo e, através da diagonalizagdo de formas quadraticas associadas, mostraremos
que as equagdes representam uma das figuras padrdo centrada, possivelmente, em ou-

tro referencial.

Definigdo 11. Uma conica em R? é um conjunto de pontos cujas coordenadas em relagio a
base canodnica satisfazem a equagdo:

Ax?>+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F =0

onde A ou Bou C#0

Observe que a equacio da conica envolve uma forma quadrética Q(x.y) = Ax? +
Bxy+Cy2, uma forma linear, L(x,y) = Dx+Ey, e um ponto constante F. Isto é, a equagao

que define a conica é:

Qxy)+L(x,y)+F=0

Exemplo 18. Circunferéncia

X2 +y? =12
A=C=1
B=D=E=0

F=—¢2
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M
U

Elipse

Figura 16: Circunferéncia

Figura 17: Elipse




6 CLASSIFICACAO DE CONICAS E QUADRICAS

45

Hipérbole

V4

JIN

Figura 18: Hipérbole

F=-1

Parabola

Figura 19: Pardbola

y2-Dx=0

D=0
Temos ainda os casos chamados degenerados.

Par de retas concorrentes (hipérbole degenerada)

x? p? b
;—E—OEy:iax
a>0
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Figura 20: Retas concorrentes

Figura 21: Retas paralelas
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Par de retas paralelas (pardbola degenerada)
ax’-b=0
a>0

b>0

Uma reta (pardbola degenerada)

b

W

Figura 22: Pardbola degenerada
x2=0

Um ponto (elipse degenerada)

”~

Figura 23: Elipse degenerada
ax?+by? =0
a>0

b>0
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Vazio (elipse ou parabola degenerada)

ax?+by?+1r2 =0

a>0

b>0

(r=0)

As equagoes das conicas aqui apresentada estao na “forma reduzida”, isto é, B = 0;

se A#0,D=0ese C=0, E=0. Através de uma mudanca de referencial conveniente,

que toda conica toma uma das formas colocadas acima.

Estamos interessados aqui na coOnicas, definidas algebricamente. No entanto,
cada conica pode ser perfeitamente caracterizada por propriedades geométricas. O
tratamento geométrico das cdnicas que é a forma como elas foram introduzidas pelos
gregos. O estudo das conicas feito a partir de suas propriedades geométricas é muito

lindo e tem muitas aplicagGes.

6.4 Procedimento Geral de Classificacao das Conicas

Dada a equacio (em coordenadas candnicas de R?)
Ax?+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F =0
(AouBouC #0)

para achar que a figura ela representa no plano, devemos proceder do seguinte modo:

1° Passo: Escrevemos a equagdo na forma matricial:

A B
[x ylg é ;C+[D E];+P:o

2° Passo: Diagonalizamos a forma quadrética para eliminar os termos mistos. Para

isto, precisamos encontrar os autovalores A; e 1, e os autovetores ortonormais v1 e v,
B

2
de B
) C
3° Passo: Obtemos as novas coordenadas. Para isto, precisamos para substituir na
X X
equacgao de [ } = [I]?;‘;gﬁfég”s [ 1}
Y Y1
4° Passo: Substituimos as novas coordenadas na equagao, obtendo a equagao na nova

base {vq,v,}

/\1 0 X1
Xl . +|D E [I autov(;tores |:
[ y ] |: 0 /\2] [ ] canonica 371

ou seja,

+F=0
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2 2 —
Axy+Ayi +ax; +by; +F=0
5° Passo: Eliminamos os termos lineares das coordenadas cujos autovalores sdo ndo

nulos. Temos entdo trés casos:

1) Al e /\2 =0 Alx%+ax1 +/\2y12+by1 +F=0
2 2 2 2
a a b b
/\l(xl—i-z—/\l) ——+/\2(y1+—) —4—/\2+F:0
Seja x; = x; + 2 e Y, =y + ——, temos entdo A1x§ + /\23)% +f=0
20 21,
(que é umas das equagdes tipicas) onde

f= a? b?
B 47, 4X,
ii) ;20eA,=0
Ale+ax1+by1+P:0
a\> a

A — | ——+b F=0

1(x1+2/\1) 4/\1+ it

Tomando x2:x1+LeY2:y1,temos

20

/\1X%+b3}2 +f =0

(que é uma das equagdes tipicas) onde

612

f:F_ZE
iii) A1 =0eA,#0
Como vimos, este procedimento permite-nos, através de uma mudanca de refe-
rencial, colocar qualquer conica na forma de uma das equacgdes tipicas. Nesse

processo classificamos a cénica, damos suas dimensdes e posi¢gdes no plano.

Muitas vezes, entretanto, estaremos interessados apenas em classificar a conica
dada por uma equagdo Ax2+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F = 0, sem determinar suas dimensées
e localizacdo. Visando solucionar este problema de uma forma mais rapida, vamos
discutir as possibilidades que temos em func¢ao dos sinais dos autovalores associados a

forma quadratica.

4 B

Consideremos, portanto, os autovalores 1; e A, de B 2|, Como ja vimos, obte-
- C
2

remos depois da elimina¢ao do termo misto uma equacao da forma

(A1 x2Ayp2ax, + by, + F =0
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I Vamos analisar inicialmente, a situacdao em que A; # 0 e A, # 0. Neste caso,

através de uma translacdo, obtemos

/\1X%+/\2}J§+f =0

Note que se:

i Ay e A, forem ambos positivos, teremos para f < 0 uma elipse; para f =0

teremos um ponto (x, =y, = 0) e para f > 0 teremos o conjunto vazio.

ii Se Ay e A, forem ambos negativos, também teremos uma elipse, um ponto

ou vazio, conforme f seja positivo, nulo ou negativo.

iii Se Ay e A, tiverem sinais opostos, poderemos ter uma hipérbole, quando

f #0, ou um par de retas concorrentes se f = 0.

II Consideremos agora a situagdo em que A; = 0 (e, portanto A, # 0). Como vimos,

partindo da equagao (*), chegamos a uma equacgao:

/\zy§+ax2+f:0

Note que:

i Se a =0 teremos uma pardbola

ii Se a=0, podemos ter um par de retas paralelas, uma reta ou vazio.

III O caso em que A, = 0 é discutido de maneira andloga ao (II).

Podemos resumir os resultados até aqui obtidos no seguinte teorema:
Teorema 6. Dada uma conica definida pela equagio (*) Ax>+Bxy + Cy®>+Dx+Ey+F = 0.
Sejam Ay e A, os autovalores associados a sua forma quadratica; entdo:
i Se Ai-A; > 0estaequagdo representa uma elipse, ou suas degenera¢des (um ponto

ou vazio).

ii Se Ay - A, <0 esta equagdo representa uma hipérbole ou sua degeneracdo (par de

retas concorrentes).

iii Se A;-A, = 0 esta equagao representa uma pardbola ou suas degeneragdes (par de

retas paralelas, uma reta ou o vazio)
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Podemos afirmar que o determinante associado a forma quadratica

B
A =
B 2| ¢ igual ao produto de seus autovalores A; - A,.
- A
2

Teorema 7. Dada a equacio: Ax*+ Bxy + Cy? + Dx+ Ey + F = 0, esta equagdo no plano

representara:

i Uma elipse ou suas degeneragoes, se B2-4AC<0
ii Uma paréabola ou suas degeneracdes, se B2 —4AC =0

iii Uma hipérbole, se B2-4AC>0

6.5 Quadricas em R3

Definigdo 12. Uma quadrica em IR é um conjunto de pontos cujas coordenadas em relagio

a base candnica satisfazem a equagdo:

Ax?>+By?+Cz? + Dxy + Eyz+Fxz+ Gx+Hy +1z+] =0
comAouBouCouDouEouF=0

Tipos de quédricas:

i. Elipsoéide.

x
Figura 24: Elipsoéide

X2 2 22

a—2 + ﬁ + C_2 1
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ii. Hiperbol6ide de uma folha

Figura 25: Hiperbol6ide de uma folha

x2+y2 22_1
a? b2 (?

iii. Hiperboloide de duas folhas

Figura 26: Hiperboloide de duas folhas
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iv. Paraboléide eliptico

Figura 27: Paraboloide eliptico

x2+y _
az b2

2
cz

v. Paraboléide hiperbélico

X2 . y?
il =z
a2  b?

vi. Cone quadratico

Figura 28: Cone quadratico

x? y

a?  b?

2
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Cilindro

a) Cilindro eliptico

Figura 29: Cilindro eliptico

2 2
x_+y_:1
a? b2

b) Cilindro hiperbélico

Figura 30: Cilindro hiperbdlico

x? y

a2 b2

c) Cilindro parabélico

2
1

x = ky?

A equacio que define as quadrica pode representar o conjunto vazio (x> = —1), um

ponto (x? +y? +2z% = 0), uma reta (x> + y? = 0). um plano (z?

= 0), dois planos paralelos
(z2 = 1) ou dois planos que se interceptam (xy = 0). Estes casos sio denominados
degenerados. Da mesma forma que foi feito para conica, mostramos através de uma
mudanca de referencial conveniente que toda quddrica é de um dos tipos descritos

acima. Ou seja, quando nos é dada uma equacgdo do 2° grau em x, y, z e precisamos
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r B

Figura 31: Cilindro parabélico

saber que a figura ela representa em R (classificar a qudrica) procedemos de modo

anédlogo a situacdo em IR?, reduzindo a equagao e interpretando-a no final.

Exemplo 19. Para achar a figura dada pela equagao

2x% +29% + 222 + 2xp + 2xz + 2z = 81

Resoluc¢do: Devemos resolver

2 1 1||x
[x v 2|1 2 1||y|=81
11 2|z

Calculando os autovalores e autovetores respectivos (ja normalizados) obtemos

YR
/\ :ly = _;__;0
1 U1 ( B 5 )
R
/\2:1;v2: Ty T T T o
6 6 3
RERE
/\3:417}3: e
3°3" 3
Ainda,
X X1
v | = etnonica -~ |91
y4 21

autovetores
onde
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(V2 V6 V3]

2 6 3

[ uutovgtores: _\/_E ﬁ ﬁ

canonica 2 6 3

o Vo V3

i L 6 3|

Entao, a equacgao se torna

1 00 X1

[xi v a0 1 of|w|=81
00 4 21

ou

x? +p? +4z? = 81, que é uma elipséide.

Figura 32: Elipsoéide
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7 CONICAS E A EQUACAO GERAL DO SEGUNDO GRAU

Uma conica pode ser obtida pela intersec¢ao de um plano com uma superficie
conica de revolugdo e tem por equacdo, em coordenadas cartesianas, uma equagao do
segundo grau, podendo ser uma circunferéncia, uma elipse, uma hipérbole ou uma
pardbola. Nessa primeira se¢ao do trabalho recordaremos as equagdes de cada uma
dessas cOnicas analisando-as como lugares geométricos, isto ¢, como um conjunto de

pontos que possuem uma mesma propriedade.

7.1 Circunferéncia

Antes de falarmos sobre a circunferéncia, vale lembrar que, dados dois pontos
A =(ay,a;) e B=(by,b,), a distdncia entre eles é igual a medida do seguimento de reta
AB, indicada por d(A, B).

by — as

Figura 33: Distdncia de dois pontos

Pelo Teorema de Pitagoras, d(A,B)? = (b; —a;)? + (by — a,)?. O que implica em
d(A,B) = (by —a1)? + (by —a,)?

Definigao 13. Circunferéncia é o lugar geométrico dos pontos de um plano equidistantes de

um ponto fixo, denominado centro da circunferéncia.

Pela defini¢ao de circunferéncia, dados C(x(,yy), centro de uma circunferéncia,
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e r um numero real positivo, para todo ponto P(x,y), da circunferéncia, tem-se que

d(P,C) =r. Da definicdo, segue que:

d(P,C)=r o \/(x-x0)2+(y—y)2=r

& (x=x0)* +(y-p)> =1 (20)

Figura 34: Circunferéncia

Dizemos que (1) é a equacdo canénica da circunferéncia cujo centro é o ponto

(x0,vg) e r o raio dessa circunferéncia.

7.2 Elipse

Na sequéncia, falaremos sobre a elipse, uma importante curva cujas aplicagoes
vao desde o simples estudo de geometria analitica a contextos bem mais avancados,

como o estudo do movimento dos astros.

Definicao 14. Elipse é o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja soma das distdncias

a dois ponto eixos (focos) é constante e maior do que a distdncia entre o0s focos.

Sem perda de generalidade, consideremos uma elipse centrada na origem do
sistema de coordenadas, cujos focos A e B estdo localizados sobre o eixo Ox, assim
A =(-c,0) e B=(c0). A reta determinada pelos focos da elipse é denominada reta
focal. A reta perpendicular, a reta focal pelo centro da elipse é a reta nao focal. Deno-
taremos por b a distancia do centro da elipse a cada um dos vértices da elipse sobre a

reta nao focal.

Por definigao, se 2a é a constante que representa a soma das distdncias de um

ponto P = (x,y) da elipse a cada um dos focos, entao:

d(P,A)+d(P,B) = 2a

e \Jx+c)2+(y-0)2++/(x—c)2+(y-0)2=2a
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y

Figura 35: Elipse

o Jx—02+(r-02=2a—J(x+0)2+(y -0 (21)

Elevando ambos os membros da igualdade (2) ao quadrado, temos:
o x?-2xc+c?+y? =4a® +x® +c? + 2xc+y? —4daJ/(x +c)2 + 2

& a’+xc=ay/(x+c)? +y?

2.2 2

c? = a%x?

& at+2a’xc+x +a’c? + 2a’xc + a’y?

o x*(a® - c?)+y%a® = a*(a® - c?

Mas a? - ¢? = b?, portanto x%b? + y?a® = a®b%. Dividindo a equagdo por a®b?, temos:

2 2

X
;+%:1 (22)

Tem-se que (3) é q equagdo candnica da elipse centrada no ponto O = (0, 0), cuja

reta focal coincide com o eixo Ox.

Para o caso em que a elipse estd centrada na origem e a reta focal coincide com o

eixo Oy, teremos a seguinte equagdo canodnica:

x2 yZ

et
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|'|I i

A .
- D —

Figura 37: circunferéncia : )
Figura 36: elipse & Figura 38: pontos

Ao estudarmos uma equagao do segundo grau, estamos interessados em identi-
ficar qual a conica que ela representa. Mas ndo basta reconhecer a cénica como uma
elipse, hipérbole ou parabola, se faz necessario identificar alguns de seus elementos.
Na elipse, os principais elementos a serem identificados sdo: as coordenadas do foco,
as coordenadas do centro da elipse, a distdncia entre os focos 2c, a reta focal, a reta nao
focal (perpendicular a reta focal no centro da elipse) e a excentricidade e, definida pela

~ . 7 C
razao de c para a, isto é, e = —.
a

Sobre a excentricidade, note que 0 < ¢ < g, portanto 0 < e < 1. Se analisarmos os
casos extremos, isto é, se ¢ = 0, os dois focos coincidem e temos portanto uma circun-
feréncia de raio 2a. Para o caso em que ¢ = g, a elipse se degenera em um segmento de

reta cujos extremos sdo os focos.

7.3 Hipérbole

Definicao 15. Hipérbole é o lugar geométrico dos pontos de um plano cujo valor absoluto
da diferenca das distdncias a dois pontos eixos (focos) é constante e menor do que a distdncia

entre 0s focos.

Ou seja, se P é um ponto da hipérbole que tem por focos os pontos |d(P,A) —
d(P,B)| = 2a, a em que C = (a,b), D = (0,b), E = (4,0) e A e B, é uma constante real

positiva tal que entdoa<c, OC =c¢
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Figura 39: hipérbole

Sem perda de generalidade, consideremos uma hipérbole centrada na origem do
sistema de coordenadas, de tal modo que os focos estao localizados sobre o eixo Ox. Se-
jam A = (—c,0) e B=(c,0) os focos dessa elipse. Assim, para determinarmos a equagdo

reduzida para o caso da diferenca ser positiva, 24, fazemos:

d(P,A)-d(P,B) = 2a

e Jx+c)2+y2=(x—c)2+y2+2a

Elevando ambos os membros ao quadrado, teremos:
& (x+c)?+y2=(x—c)?+y> +4a® + 4a/(x — c)2 + p2
Desenvolvendo os produtos notéveis, teremos:

o x?+2xc+c?+y? =x2-2xc+c? +y? +4a’ +day)/(x—c)2 +y2

<:>)/+2xc+/+3/z:/_2xc+/+yz+4a2+4am
& 2xc+2xc — 4a® = 4a/(x - ¢)? + y2
& dxc—4a® = dar[(x — )2 + 2

Dividindo ambos os membros por (4), teremos:

& xc—a’ =a/(x—c)? +p2

& xc—a® =Ja?(x—c)? + 2

& (xc—a®)? = a*(x - c)* + a’y?

2

& x%c? - 2xca® +a* = a® - (x? - 2xc + c?) + a’y?

& x2c? - 2xca® + a* = a’x* — 2xca® + a*c? + a®y?
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& x2c? - 2xca? + a* = a’x? - 2xca? + a’c? + a’y?
4

o x2c? +at = a?x? +a’c? + a?y?

2.2

o x?c 4_42

—a?x?+a*—a’c? = a%y?

o x?-(c?-a’)+a*-(a®>-c?)=a’y

2
<:>x2 . (C2_a2)_a2 . (CZ_QZ) — (/12})2
Como c? —a? = b*:

& x202 - a2h? = ap?

& x202 - a%y? = a?P?

Dividindo ambos os membros da igualdade por a?b?, teremos:

x? y

a? b2

2
1 (23)

Logo, (4) é a equacdo candnica para a hipérbole cujo centro é a origem do sistema
de coordenadas e a reta focal coincide com o eixo Ox. Aqui foi feita a analise para o
ramo direito da hipérbole, para o caso da diferenga ser positiva. Entretanto, de maneira
analoga encontramos a mesma equag¢ao quando consideramos o caso da diferenca ser

negativa, isto é, para o ramo esquerdo da hipérbole.

Seguindo também o mesmo desenvolvimento, quando escolhida uma hipérbole
centrada em (0,0) tal que a reta focal coincida com o eixo Oy , encontramos como

equacdo candnica da hipérbole, a equagao,
y__X g (24)

7.4 Parabola

Definicao 16. Parabola é o lugar geométrico dos pontos de um plano que equidistam de
uma reta e um ponto, fora dela, dados. A reta é denominada geratriz da parabola, enquanto

o0 ponto é seu foco.

Ou seja, se P, é um ponto da parabola cuja reta diretriz é r e o foco é o ponto A, por
defini¢ao d(P,r) = d(P,A). Para determinarmos a equac¢ao candnica de uma parabola,

precisamos recordar como determinar a distdncia de um ponto a uma reta.

Proposi¢ao 1. Dados um ponto P = (xy,vg) e uma reta r : ax + by —c = 0, em um plano,

o |axo + byo — |
tem-se que a distdncia de P a r é dada por d(P,r) = ———.
Va? + b?
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A demonstracdo para essa proposi¢ao pode ser feita utilizando o Teorema de
Pitagoras, juntamente com o fato de que a distdncia de um ponto a uma reta é a menor
das distdncias. Assim, tomando um ponto qualquer da reta e o pé da perpendicular
baixada do ponto até a reta, é possivel concluir essa demonstragdo. inten¢ao no mo-

mento fazé-la, e sim estudarmos a parabola.

Sem perda de generalidade, consideremos uma parabola cujo foco A = (0, %) esta

. c . .
sobre o eixo Oy e que tem a reta r: y = — por sua diretriz. Note que esses valores
foram escolhidos de modo que o vértice da parabola coincida com a origem do sistema

de coordenadas adotado, isto é, se V é o vértice dessa parabola, entao V = (0,0).

¥

A

Figura 40: pardbola

Sendo P = (x,y) um ponto dessa pardbola, por defini¢ao d(P,r) = d(P,A), entdo

0x+by+c 5 c)2
N (x-0) +(y_E
(by+c)? 6)2

C T T +( b

& b2y? +c? + 2bey = b*x% + b?y? + ¢* - 2bcy
& b2y% + 2 + 2bcy = b2x? + b2y7 + 2% — 2bcy
& 2bcy + 2bcy = b2x?

& 4bcy = b*x?

2 _ 4hcy

»

4cy
2 _ 7
& xc = 5
<:>x2-b:4cy
xz-b_
e 7

S X
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x2

2, .. . N : \
Perceba que — ¢ a distdncia do foco a reta diretriz, a qual denominaremos parametro

da parabola e representaremos por p. Portanto a equagdo candnica da pardbola que tem

a reta diretriz na mesma dire¢ao do eixo Ox e cujo vértice é o ponto (0,0) é y = 55
p

Se a reta diretriz tiver a mesma diregdo do eixo Oy e vértice (0,0), entdo a sua
2

equagdo canonica serd x = 55 emquep corresponde a distdncia e o foco a reta diretriz.
p
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CONSIDERACOES FINAIS

Utilizando-se apenas de sistemas e multiplicacdo de matrizes, contetidos minis-
trados no Ensino Médio, vimos que é possivel identificar qual é a conica representada
por uma equacdo geral do segundo grau. Justamente por reunir geometria analitica,
vetores, trigonometria, matrizes e sistemas de equacgoes, trabalhar com a rotagdo e a
translacao de curvas no plano pode ser uma atividade engrandecedora para os alunos,

além de poder ser utilizada para revisar esses assuntos.

Vale ressaltar o que foi apresentado aqui pode ser estendido as demais curvas es-
tudadas no Ensino Médio, como os gréficos gerados por fung¢oes trigonométricas, afins,

logaritmicas, exponenciais, etc.

A rotacdo e a translacio em IR? pode ainda ser utilizado na resolucao de proble-
mas em geometria plana, além de situa¢des envolvendo vetores em Fisica. Portanto,
o estudo de equagoes gerais do segundo grau deveria ser mais abordado na educagao
basica, ainda que em turmas especificas, destinadas a alunos com maior interesse pela

Matematica.
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