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RESUMO

Neste trabalho estudamos o problema da existéncia e unicidade de estados de
equilibrio. Mais especificamente, mostramos que toda transformacdo expansora topolo-
gicamente exata admite um tnico estado de equilibrio referente a um potencial Holder

continuo.

Palavras-chave: Estados de equilibrio; Operador de transferéncia e Transformagoes

expansoras.



ABSTRACT

In this work we study the problem of the existence and uniqueness of equilibrium
states. More specifically, we show that every topologically exact expanding map admits

a unique equilibrium state with respect to a Holder continuous potential.

Keywords: Equilibrium states; Transfer operator and Expanding maps.
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INTRODUCAO

A Teoria Ergédica é a parte da pesquisa em matemaética que visa analisar o compor-
tamento dos sistemas dindmicos em relacdo a medidas que permanecem invariantes
conforme a acado da dindmica. No decorrer dos estudos de sistemas dindmicos foram
introduzidos varios conceitos da Fisica, dentre eles tem-se a teoria dos estados de equi-
librios, que é um estudo desenvolvido, principalmente, por Sinai, Rulle e Bowen nas
décadas de 70 e 80 por meio de aplicagdes de ferramentas e resultados da Mecénica
Estatistica.

Quando consideramos uma transformacgdo continua f: M — M sobre um espago
métrico compacto, o conjunto M (f) representa o espaco das probabilidades invariantes

por f, Walters (1975) apresentou o seguinte resultado (Teorema 1.3.2),

Pg.f) = sup {hu(r) + [ gdvive M),

onde h,(f) representa a entropia de f em relagdo a medida v e P(¢, f) é chamada
pressdo do potencial ¢: M — R relativamente a f. A partir disso, o questionamento é
se, para toda funcdo f e potencial ¢, sempre existe alguma medida de probabilidade que
atinge o supremo na expressdo acima. Caso essa medida exista, ela sera denominada
estado de equilibrio. Gurevic (1969) e Walters (2000) mostraram exemplos no qual o
supremo nao é atingido (veja também Exemplo 1.3.9). Por outro lado, Bowen (2008)
demonstrou que se f: M — M difeomorfismo Axioma A e (s um conjunto bésico,
entdo para todo potencial ¢: () — IR Holder continuo existe um tnico estado de
equilibrio y, com respeito a f [q,. Além disso, y € ergddica.

Os aspectos que temos interesse é a respeito dos estudos de David Ruelle sobre
resultados de estados de equilibrio para o caso das classe de transformagdes expansoras
topologicamente exatas em espagos métricos compactos. Ele assumiu o potencial
como Holder e fez uso das percep¢des sobre o operador de Ruelle-Perron-Frobenius
para garantir a unicidade de estados de equilibrio para transformagées expansoras e

potenciais Holder continuos. Esse resultado ficou conhecido como Teorema de Ruelle
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e sua apresentacdo é o objetivo principal desse trabalho. No que segue daremos uma
breve exposi¢do do que sera tratado em cada capitulo do trabalho.

No Capitulo 1 comentaremos alguns resultados de Teoria Ergédica que serdo utiliza-
dos ao longo do trabalho. Este capitulo comeca apresentando a ergodicidade de um
sistema e o Teorema Ergédico de Birkhoff. Trataremos também o conceito de entropia,
tanto de uma particdo quanto em um sistema dindmico, que é um dos assuntos mais
importantes da Teoria Erg6dica. Abordaremos ainda sobre Principio Variacional, que
faz a jungdo entre as duas no¢des de entropia: métrica e topoldgica. Finalizaremos com
a definicdo de jacobianos, exibindo a férmula de Rokhlin e apresentando a classe de
transformacdes expansoras.

O Capitulo 2 apresenta o caso em que ha existéncia e unicidade de estados de
equilibrio para a classe das transformacgdes expansoras topologicamente exatas e todo
potencial Holder por meio do Teorema de Ruelle. Demonstraremos esse teorema come-
cando por mostrar que existe uma probabilidade v que satisfaz L*v = Av. Mostraremos
também que existe um jacobiano de f com respeito a v e que essa automedida é um
estado de Gibbs para f. Prosseguindo, mostraremos que £ admite uma autofungdo
h associada ao autovalor A. Com a automedida v de L* e a auto funcao h, veremos
que y = hA é um estado de equilibrio para ¢. Além disso, nos certificaremos de que
i = hA é o tinico estado de equilibrio para o potencial ¢ a partir do fato de que todos
os estados de equilibrios para esta dinamica sdo equivalentes e que se existem duas
medidas equivalentes, onde uma é ergddica e a outra é invariante, entdo elas sdo iguais.
Por fim, comprovaremos que (f, #) é um sistema exato.

No Capitulo 3 apresentaremos uma aplicagdo do Teorema de Ruelle para medidas
absolutamente continuas. Dada uma transformagdo expansora f: M — M em uma
variedade compacta conexa com o jacobiano detD f(x) Holder para todo x € M, entdo
f admite uma probabilidade invariante u que é ergddica, absolutamente continua
em relacdo a medida de Lebesgue m e, pelo Teorema de Ruelle, é o tinico estado de

equilibrio para o potencial ¢ = —log |detDf]|.
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Capitulo 1
PRELIMINARES EM TEORIA ERGODICA

Neste capitulo discutiremos os principais conceitos e resultados que serdo usados
na demonstragdo do teorema principal dessa dissertacdo. Para mais detalhes veja

(OLIVEIRA; VIANA, 2019).
1.1 Ergodicidade

A ergodicidade corresponde a ideia de que, dado um sistema, a dinamica desse sistema
é indivisivel no sentido de que qualquer conjunto invariante vai ter medida nula ou
total. Comecaremos por definir a no¢do de medida invariante. Veremos também o que
representam as medidas ergddicas, assim como o Teorema da Decomposicado ergddica e
o Teorema Ergoédico de Birkhoff, um recurso importante em Teoria Ergédica.

Considerando (M, B, ) um espago de medida e f: M — M uma transformagdo
mensuravel.

Dizemos que y é uma medida invariante por f se

para todo conjunto mensurdvel E C M. Nesse caso, afirmamos que f preserva j.

Prosseguindo, seja ¢: M — R uma fun¢do mensurdvel, dizemos que ¢ é invariante por

f se
(¢ o f)(x) = ¢(x) para p-quase todo ponto x € M.

Como consequéncia, temos que ¢ o f"(x) = ¢(x) para todo n > 1 e quase todo ponto
x € M. Também diremos que um conjunto mensuravel E C M ¢é invariante se f 1 (E) =

E a menos de medida nula, ou seja

n(EAf(E)) = 0.

Uma medida de probabilidade y invariante por f: M — M é ergddica para f se o
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tempo médio de visita de qualquer conjunto mensurével coincide, em p-quase todo
ponto, com a medida desse conjunto.

Dados um conjunto mensurdvel com medida positiva, E C M, e qualquer ponto
x € M, chamamos de tempo médio de visita de x a E o valor de

n—oo 1

n—1
(E,x) = lim ~#{0 < j < n: fi(x) € E} = 1}21;0% Y A(f(x) ()
j=0

sempre que o limite existir.
O teorema ergddico de Birkhoff afirma que, de fato, o limite (1.1) estd bem definido

em y-quase todo ponto.

Teorema 1.1.1 (Ergédico de Birkhoff). Seja f: M — M uma transformagio mensurdvel e
seja y uma probabilidade invariante por f. Dada qualquer fungio integrdvel ¢: M — R, o
limite

n—1 )
§(x) = lim L 9l7/0x) 12)
=

existe em p-quase todo ponto x € M. Ainda, a fungio ¢ é integrduvel e

/@dﬂzfquu-

O limite ¢ é denominado média temporal, ou média orbital, de ¢.

Exemplo 1.1.2. Dado (M, B) um espago mensurével e f: M — M uma transformacao

mensurdvel. Seja p um ponto periédico de periodo k para f entdo, com J. sendo a
. . . 1

medida delta Dirac em um ponto, temos que a medida p = ¢ (0p + 85y + -+ 5f"—1(p)>

é invariante e ergddica. Primeiramente vamos mostrar que yi, € invariante por f. Para

isso, afirmamos que para toda funcdo mensurdvel ¢: M — R e todo x € M vale

/(p déy = ¢(x). Seja ¢ = i b; X, uma funcao simples. Entao,

i=0
n n n
/ oy =Y b / Xp, do, = Y bide(B:) = Y biXp () = @(x)
i=0 i=0 =0

sendo Jx(B;) = 1 se x € B; e zero caso contrdrio, que é o mesmo que a fung¢do carac-
teristica A; no ponto x. Suponha agora que ¢ é ndo-negativa e mensurdvel. Entdo
existe uma sequéncia ndo-decrescente de fungdes simples (¢;)$>; de modo que ¢; — ¢

pontualmente. Pelo o Teorema da Convergéncia Monétona vem



13

[odsn= [ tim g o = lim [ g, doi = lim g(x) = p(x), (1.3)
i—00 i—00 i—o0

A afirmagdo segue agora de (1.3) e do fato que toda fun¢do mensurével é a soma de duas
fungdes mensuraveis ndo-negativas. Seja ¢: M — R uma fungdo continua e limitada.

Pela afimagdo acima temos

1 k=1
/G"Ofdﬂp:%z,/q’ofd(sfj(p)
j=0

k—1

=Y 9o f(F(p)

j=0

(f’( )

>\~|H
M»

~.
Il

|
| =
1=

I
[y

/‘Pd% )

@ dpyp.

\\.

Isso mostra que iy, € invariante por f. Seja agora E C M mensurével invariante. Sendo
f7/(E) = E para todo j > 1, entdo fi(p) € E para todoi = 0,...,k — 1 ou entdo
fi(p) ¢ Eparatodoi=0,...,k— 1. Portanto, i, (E) € {0,1} e, assim, u é ergédica.

Representaremos por M (f) o espago das probabilidades invariantes por f. Sejam
j1 e pp probabilidades de M1 (f), entdo (1 — t)uy + tun € My (f),Vt € (0,1). Isto

significa que M (f) é convexo.

Definic¢do 1.1.3. Seja A um subconjunto convexo de M;(f). Um ponto x € A é um
extremal se para quaisquer x1,x, € A tal que x = (1 —t)x; +txp et € [0,1] entdo
t € {0,1}, ou seja, x ndo pode ser escrito como combinagdo convexa de outros elementos

de A.

Dado (M, B, 1) um espago de probabilidade, P uma parti¢do de M em conjuntos
mensurdveis (veja Definicdo 1.2.1) e r: M — ‘P a projegio natural que associa a cada
x € M o elemento P(x) da parti¢gdo que o contém. Um subconjunto Q de P é dito men-
surdvel se 771 (Q) é um subconjunto mensuravel em M. A familia B de subconjuntos

mensuraveis é uma c-algebra de P.
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Defini¢do 1.1.4. Para cada Q € B definimos a medida quociente }i por

O teorema que vamos apresentar a seguir afirma que toda medida invariante é uma

combinagdo convexa de medidas ergddicas:

Teorema 1.1.5 (Decomposicao Ergédica). Seja f: M — M mensurdvel no espago métrico
completo separdvel M e yu uma probabilidade invariante. Entdo existe um conjunto mensurduvel
My C M com u(My) = 1, uma particio P de My, ndo necessariamente enumerdvel, em

subconjuntos mensurdveis e uma familia de probabilidades {up: P € P} em M, satisfazendo:
a) up(P) = 1 para todo ji-quase todo P € P;
b) P u,(E) é mensurdvel, para todo conjunto mensurdvel E C M;
c) up éinvariante e ergédica para ji-quase todo P € P;

d) u(E) = /yp(E) dj(P), para todo conjunto mensurdvel E C M.

1.2 Entropia relativa a uma medida

A palavra entropia foi inventada em 1865 pelo fisico e matemadtico alemao Rudolf
Clausius, um dos pioneiros da Termodinamica. Em meados do século XX, Andrey
Kolmogorov e Yakov Sinai introduziram a nogdo de entropia de um sistema dindmico
com o objetivo de distinguir sistemas que ndo sdo ergodicamente equivalentes, especial-
mente no caso de sistemas que sdo espectralmente equivalentes e que, portanto, ndo
podem ser distinguidos por meio de invariantes espectrais.

Isto posto, definiremos nessa sec¢do as representacdes de entropia de uma partigdo
e de um sistema dinamico. Vamos exibir também, sem demonstrag¢des, o teorema de
Kolmogorov-Sinai e, por fim, apresentaremos um conceito importante para a demons-
tracdo do teorema principal desse trabalho, que é a nogdo de jacobiano e suas relacdes

com a entropia.
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1.2.1 Entropia de uma partigio

Seja (M, B, 4) um espago de probabilidade, onde B é uma o-algebra de M e y uma
medida de probabilidade.

Definic¢ao 1.2.1. Uma particio de M é uma familia enumeravel (finita ou infinita) P de

subconjuntos mensuraveis de M disjuntos dois-a-dois e cuja unido tem medida total.

A soma PV Q de duas particdes P e Q é a partigdo cujo elementos sdo as interse¢oes
PNQcomP € PeQ € Q. No geral, dada qualquer familia enumeravel de parti¢des

P,,, definimos sua soma como

\/ Pu = {ﬂPn: P, € P, para cada n}.

Dada a particdo P de M e x € M, denotamos por P(x) o elemento da particdo que
contém o ponto x.

Entdo chamamos de entropia da particdo P ao ntiimero

= Y —u(P)logu(P).
pPepP

Exemplo 1.2.2. Seja o intervalo M = [0,1] munido da medida de Lebesgue. Dado
n € N, considere a partigdo P" formada pelos subintervalos ((i —1)/10",i/10"], onde
1 <i <10". Entao,

10" - - 10" 4

H,(P") = Zl ~10""1og 107" = 21 o7 108 10" = nlog 10.

1= 1=
Definic¢ao 1.2.3. Dadas duas parti¢des P e Q, dizemos que P é menos fina que Q, e
escrevemos P < Q, se todo elemento de Q estd contido em algum elemento de P,
a menos de medida nula. A soma PV Q €, precisamente, a menos fina de todas as

particdes R taisque P < Re Q < R.

1.2.2  Entropia de um sistema dindmico

Defini¢dao 1.2.4. Seja f: M — M uma transformagdo mensuravel, ndo necessariamente

invertivel, preservando uma medida de probabilidade . Dada uma particgdo Pen > 1,
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definimos a parti¢do P” como

n—1
P =\ fH(P).
i=0
Assim, para cada x € M temos que

P"(x) = P(x) N fTHP(f(x) -0 fHHP(7Hx))).

Note que a sequéncia P" é nao-decrescente, ou seja, P < P"*! para todo n. Portanto,
a sequéncia das entropias H, (P") também é ndo-decrescente. Outro fato importante
é que esta sequéncia é subaditiva, ou seja, H,(P"*") < H,(P™) + H,(P") para todo

m,n > 1. Isso nos permite fazer a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 1.2.5. Chamamos de entropia de f com respeito a medida y e a partigio P o limite

(£, P) = lim 2270

n—00 n n n

Esta entropia é tanto maior quanto mais fina for a parti¢do. De fato, se P < Q entdo

P < Q" para todo n. Finalmente podemos definir a entropia de uma dinamica:

Defini¢do 1.2.6. A entropia do sistema dindmico (f, ) é definida por

hu(f) = sup hu(f,P), (1.4)

onde o supremo é tomado sobre todas as parti¢des com entropia finita.

E interessante ver que a defini¢do nao é afetada se considerarmos o supremo apenas

sobre as particdes finitas.

Exemplo 1.2.7. Suponhamos que a medida invariante u estd suportada numa 6rbita
periédica. Mais especificamente, existe x € M e k > 1 tal que f*(x) = x de modo que a
medida y é dada por

1
=1 ((Sx +0py+ o F 5fk71(x)> ,

onde J. é a medida delta Dirac em um ponto. Neste caso, a medida s6 toma um ntmero

finito de valores. Consequentemente, a entropia H, (P) também s6 toma um ntimero
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tinito de valores quando consideramos todas as parti¢des enumeraveis P. Em particular,
Hy(P)

n

limy; 00 = 0 para toda parti¢do P, e consequentemente /1, (f) = 0.

Proposigao 1.2.8. Seja P uma particio com entropia finita tal que a unido dos seus iterados
n—1 .

P" =\ f7HP) para cada n > 1 gera a o-dlgebra dos conjuntos mensurdveis. Entio
=0

1
hu(f) = hu(f, P).
Uma partigdo P cumprindo as condi¢des da proposigdo acima é chamada geradora.

Exemplo 1.2.9. Considere a transformacado expansédo decimal f: [0,1] — [0,1] dada por
f(x) = 10x — [10x]. Sabemos que f preserva a medida de Lebesgue . Seja P a particao

[0,1] em intervalos da forma (il_—ol, 11—0] comi = 1,...,10. Entdo P" é a parti¢do nos

intervalos da forma <i1_T,}, ﬁ} comi=1,...,10" Conforme o Exemplo (1.2.2), segue
que

hy(f,P) = lim 1HP,(P”) = log 10.

n—oo 1

Observe que P é geradora, assim hy(f) = h,(f, P) = log 10.

Em geral, existe dificuldade em calcular a entropia pela Definigdo 1.2.6. Contudo, ha
métodos que tornam mais simples o processo de encontrar a entropia de um sistema,
identificando parti¢des P que satisfacam o supremo. Um resultado fundamental nessa

direcéo é:

Teorema 1.2.10 (Kolmogorov-Sinai). Seja P; < Py < --- < Py < --- uma sequéncia
[ee)

ndo-decrescente de particdes com entropia finita tais que \J Py gera a o-dlgebra dos conjuntos
1

n=
mensurdveis a menos de medida nula. Entdo,

I (f) = lim iy, (f, Py).

n—o00

Demonstracdo. Ver (OLIVEIRA; VIANA, 2019). O

Agora, seja M1 (f) o conjunto das medidas de probabilidades invariantes por f.
Temos que a fungdo entropia relaciona a cada medida invariante p € M;(f) a entropia
h,(f). Em geral, essa fungdo nao é continua, todavia, em certas hipoteses bastante
amplas ela é semicontinua superiormente: dado qualquer ¢ > 0, tem-se que h,(f) <
hy,(f) + e para todo v suficientemente proximo de y. Isso é vélido, especialmente, para

a classe de transformagdes expansivas.
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Definicao 1.2.11. Seja f: M — M uma transformacdo continua num espago métrico.
Dizemos que f é expansiva se existe eg > 0 (constante de expansividade) de modo que

dados x,y € M com x # y existe n € N tal que d(f"(x), f*(y)) > €o.

De maneira grosseira, uma transformacao f é expansiva se quaisquer duas 6rbitas
distintas podem ser distinguidas, de forma macroscépica, em algum momento da

iteragdo.

Proposicao 1.2.12. Seja f: M — M uma transformacio expansiva num espago métrico
compacto e seja gy uma constante de expansividade. Entdo tem-se lim,,_,o diam P" = 0 para

toda particdo finita P com diam P < g.

Demonstragio. Note que a sequéncia diam P" é ndo crescente e suponha que seu infimo
J seja positivo. Entdo, para todo n > 1 existem pontos x, e y, pertencentes a0 mesmo

elemento de P" tais que d(x,, y») > g. Por outro lado,
d(f1(xn), fi(yn)) < diam P < gy para todo 0 < j < n.

Por compacidade, existe (1;); — oo tal que (xn;); € (ys;); convergem para pontos x e
y, respectivamente. Portanto, x # y e d(f/(x), f/(y)) < diam P < g para todo j > 0,

mas isso contradiz a expansividade de f. O
1.3 O Principio Variacional

No decorrer da segdo anterior, discutimos a nogdo de entropia de um sistema dinamico
que depende de uma medida. Adler, Konheim e McAndrew (1965), inspirados pela
entropia de Kolmogorov-Sinai, propuseram um conceito topolégico de entropia quando

0 espaco é compacto e a transformagao é continua.

1.3.1 Entropia Topolégica

Seja M um espaco topoldgico compacto. Denotamos por &« uma cobertura de M cons-
tituida de conjuntos abertos. Por compacidade, toda cobertura aberta admite uma

subcobertura com um ntmero finito de elementos.

Defini¢io 1.3.1. Se N(«) caracteriza o niumero de elementos da subcobertura de « de
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menor cardinalidade, entdo chamamos de entropia da cobertura de « ao ntimero

H(x) =log N(«).

Seja B outra cobertura aberta de M. Assim como para parti¢des, representamos por
« V B a cobertura de M formada pelas interse¢des de elementos de a e 8. Dizemos que a
é menos fina que B, x < B, se todo elemento de B estd contido em algum elemento de «.

Seja f: M — M uma transformacdo continua. Qualquer pré-imagem f~7(a)

{f7J(U) : U € a} é cobertura de M para todo j > 1. Assim, para cada n > 1 definimos

n—1
o =\/ ().
j=0

E facil ver que a sequéncia H(a") é subaditiva. Dai, definimos a entropia topoldgica
de f com relacdo a « como

h(f,a) = lim %H(zx") _ igf%H(zx”).

Finalmente, definimos a entropia topolégica de f como sendo,

hiop(f) = sup{h(f,a): a é a cobertura aberta de M}.

1.3.2  Pressio topoldgica

Abordaremos agora uma generalizagdo da entropia topolégica conhecida como pressio
topologica.

Como antes, seja f: M — M uma transformagdo continua num espago métrico

compacto. Chamaremos de potencial uma funcdo continua ¢: M — R. Paran > 1,
n—1 .
definimos ¢,,: M — Rpor ¢, = ) ¢o f.
i=0
Dada qualquer cobertura aberta « de M, definimos

Pu(f, ¢,2) =inf{ ) sup e?(%) ; 4 ¢ subcobertura finita de " . (1.5)
Uey xel
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Seja U C M, denotamos ¢, (U) = sup{¢n(x): x € U}. Veja que,

Z ePrtm(U) < 2 ePn (W) +¢m (" (U)) < Z ePn(U) Z ePmn(V)
Uey Uey Uey Ve (r)

Pela subaditividade da sequéncia log P, (f, ¢, «) existe o limite

P(f,¢,2) = lim " log Pa(f, ,). (16)

O diametro de uma cobertura a é dada por,

diam(a) = sup sup d(x,y).
Ueca x,ycl

Finalmente, chamamos pressdo do potencial ¢ relativamente a f ao limite P(f, ¢)

definido como

P(f,¢) = lim P(f,¢,u). (17)

diam(a)—0
(WALTERS, 1975) mostrou que o limite existe. No Lema 10.3.1 de (OLIVEIRA; VIANA,

2019) também é possivel ver a garantia que (1.7) existe.

1.3.3  Principio variacional e estados de equilibrio

O teorema abaixo foi provado originalmente por (RUELLE, 1973). Aqui apresentamos a

versdao de (WALTERS, 1975).

Teorema 1.3.2 (Principio Variacional). Seja f: M — M uma transformagio continua num
espago métrico compacto e seja My (f) o conjunto das medidas de probabilidade invariantes por

f. Para todo pontencial ¢ vale

P(¢,f) =sup {hv(f) -I—/gbdv: v E M1(f)}

Demonstragio. Veja o Teorema 10.4.1 de (OLIVEIRA; VIANA, 2019). [

Observe que f tem entropia topolégica nula se, e somente se, 1, (f) = 0 para toda
probabilidade invariante v. A hipétese de compacidade é fundamental, j& que existem

transformacgdes com entropia topoldgica positiva e sem medidas invariantes.
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Exemplo 1.3.3. Seja f: S' — S! um homeomorfismo qualquer e seja « uma cobertura
do circulo formada por um ntmero finito de intervalos abertos. Seja da 0 conjunto
formado pelos pontos extremos desses intervalos. Para cada n > 1, a cobertura «” é

formada por intervalos, cujos pontos extremos estdo em
oa" =daU fr@a)U--- U f "1 (oa).
Note que #a" < #da" < n#da. Portanto,

o1y o1 I | _
h(f,a) = nlgrc}() EH(IX ) < h%gg}falog#oc < hlgglcgfglogn = 0.

Sabemos que hiop(f) = limy_,o h(f, a;) para qualquer sequéncia de coberturas
abertas a; com diam a;y — 0 (veja proposicdo 10.1.9 de (OLIVEIRA; VIANA, 2019)).
Entdo, considerando coberturas abertas por intervalos de comprimento menor que 1/k,

concluimos que hop(f) = 0 para todo homeomorfismo do circulo.

Defini¢dao 1.3.4. Seja f : M — M uma transformacdo continua no espago métrico
compacto M e ¢: M — R um potencial. Uma medida de probabilidade invariante
i € um estado de equilibrio para o potencial ¢ se ela realiza o supremo no principio

variacional, ou seja,

i)+ [ o = P(F,9) = sup {hu(9)+ [ gdvive Ma() |
No caso particular em que ¢ = 0, a probabilidade y também recebe o nome de medida
de mdxima entropia.

Teorema 1.3.5 (Jacobs). Suponha que M é um espago métrico separdvel. Dada qualquer
probabilidade invariante y, seja portanto {yp: P € P} a sua decomposicio ergédica. Entdo

hy(f) = [ hy,(f)di(P) (quando um dos lados da igualdade é infinito o outro também é).

Proposicao 1.3.6. Para todo potencial ¢: M — R vale

P(f,¢) =sup {hy (f)+ /qbdy: u invariante ergddica para f} .

Demonstragdo. Seja o funcional ¢: M (f) — R definido por ¢(u) = hu(f) + [ ¢ dpu.

Para cada probabilidade invariante y, seja {yup: P € P} a respectiva decomposicdo
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ergérdica. Do Teorema 1.3.5, segue que,

v = [ 9ur)di(p). (1.9

Esta relacdo implica que o supremo de ¢ sobre todas as probabilidades invariantes é
menor ou igual que o supremo de i sobre as probabilidades invariantes e ergédicas.
Como a desigualdade oposta é trivial, segue que os dois supremos sdo iguais. Pelo
Teorema 1.3.2, o supremo de ¢ sobre todas as probabilidades invariantes é igual a

P(f,¥). A conclusdo da proposicao segue imediatamente destas observagdes. O

Veremos os seguintes resultados para mostrar que o conjunto dos estados de equili-
brio é convexo e que seus elementos extremais sdo ergédicos. Usaremos ¢(f, ¢) para o

conjunto dos estados de equilibrio.

Proposigao 1.3.7. Suponha que hyop(f) < co. Entio o conjunto dos estados de equilibrio para

qualquer potencial ¢ é um subconjunto convexo de My (f): mais precisamente, dado t € (0,1)

e dadas pq, 4y € My (f),

(1=t +tuz € e(f, ¢) & {p1, w2}t Ce(f, ¢).

Além disso, uma probabilidade invariante y estd em €(f, ¢) se, e somente se, quase toda compo-

nente ergédica de y estd em e(f, ¢).

Demonstragio. A hipétese de que a entropia topoldgica é finita garante que P(f, ¢) <
co para todo potencial ¢. Consideremos o funcional ¥: M1(f) — R definido por

Y(u) = hu(f) + [ ¢ du. Este funcional é linear e convexo ja que ha st (f) =
(1= )y, (F)t + (). Assim,

W((1 =t +tuz) = (1= 1)p(p1) + tp(p2)

para todo t € (0,1) e quaisquer uy, pp € M1(f). Entdo ¢((1 — f)ug + tpa) é igual ao
supremo de ¥ se, e somente se, P(y1) e P(p2) sdo iguais a esse supremo. Fica assim,
provado a primeira parte da proposicao.

Para a segunda parte, segue da rela¢do (1.8) que () = sup ¢ se, e somente se,

1/)( U p) = sup ¢ para ji-quase todo ponto P. N
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Corolario 1.3.8. Se ¢(f, ¢) é ndo vazio entdo ele contém probabilidades invariantes ergddicas.
Além disso, os elementos extremais do convexo €(f, ¢) sdo precisamente as medidas ergddicas

contidas nele.

Demonstragio. Para primeira parte basta considerar as componentes ergédicas de qual-
quer elemento de ¢(f,¢). Na segunda parte, sabemos que M1 (f) é convexo e que
as medidas ergodicas sdo os elementos extremais deste convexo. Caso u € &(f, ¢)
seja ergodica, entdo y é um elemento extremal de M (f). Com maior razdo, y é um
elemento extremal de &(f, ¢). De igual modo, caso u € €(f,$) ndo seja ergddica, entdo

é possivel escrever
= 01—-t)u+tyup com 0<t<1e py,pus € My(f).

Segue da Proposigdo 1.3.7 que p1, 2 € €(f, ¢), e consequentemente j ndo é elemento

extremal de &(f, ¢). O

O proximo exemplo mostra que o conjunto dos estados de equilibrio de uma tran-

formacao pode ser vazio.

Exemplo 1.3.9. Para cada n > 1 tome uma func¢do 2n-modal f,: I, — I, definida como
segue: seja I, = [27",27"+1] um intervalo compacto. Sejam ¢! < ¢l < ¢ < ¢ <
o<t < o os pontos de virada de f,, de modo que o comprimento de cada com-
ponente conexa de I, \ {cy, cij :j=1,...,n} éiguala1/[2"(2n + 1)]. Consideramos
fu linear por partes cumprindo fn(ci,]) =2 ntle fn(ci]) =2"paracadaj=1,...,n,
fu(27") = 27" e f,(27"1) = 27"*1 (veja a Figura 1.1 para o caso n = 2). Segue do
Teorema 1 de (MISTUREWICZ; SZLENK, 1980) que o, (f1) = log(2n 4 1). Considere
agora f: [0,1] — [0,1] definida por f(0) = 0 e f(x) = fu(x) se x € I,. Note que
f é continua e semiconjugada a f, para todon > 1 (a fungéo h, : [0,1] — I, dada
por hy |,= id, hy(x) = 27" se x > 27" e 1, (x) = 27" se x < 27" é continua,
sobrejetiva e cumpre hy, o f = f, 0 hy). Assim, hyop(f) > log(2n + 1) para todon > 1e,
consequentemente, hop (f) = +oo.

Mostraremos agora que f ndo possui medida de méxima entropia. Pela Proposicao
1.3.6, é suficiente considerar medidas ergddicas. Note que 0 e I;, n > 1 sdo conjuntos
f-invariantes. Dai, qualquer probabilidade ergédica f-invariante y deve satisfazer ou

1#({0}) =1ou pu(Il,) =1 para algum n > 1 (lembre que uma probabilidade ergédica da
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Figura 1.1: A funcao f.

medida 0 ou 1 para conjuntos invariantes). No primeiro caso, h,(f) = 0. No segundo
temos 1y, (f) < hiop(fn) < +oo. Em qualquer caso, by, (f) < hiop(f) para toda medida
ergddica y invariante por f.

Vamos finalizar esse exemplo construindo uma sequéncia de medidas ergddicas p,
invariantes por f tal que limy, 1o 11y, (f) = htop(f). Dado I C R, denotamos por leb; a

medida de Lebesgue restrita a I. Para cada n > 1, considere i, definida por

. leb[oll](] N In)
pn(]) = leby (1)

Argumentando de maneira andloga ao Exemplo 1.3.1 e a Proposigao 4.2.4 de Oliveira
e Viana (2019) segue que y, é invariante e ergddica para f. Além disso, é facil ver
que (f, un) é ergodicamente equivalente a (f,leby,). Portanto, hy, (f) = hiop(fn) =

log(2n + 1), ja que lebj, é uma medida de médxima entropia para f,.

Todavia, temos uma classe de transformacdes para as quais a existéncia de estados

de equilibrio esta garantida para todo potencial: as transformagdes expansivas.

Lema 1.3.10. Se a fungdo entropia de f é semicontinua superiormente, entdo e( f, ¢) é compacto

(na topologia fraca®) e ndo vazio para qualquer potencial ¢.

Demonstragio. Seja (pin)n uma sequéncia em M(f) tal que

hy, (f) + /cpdyn converge para P(f, ¢).
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Segue da compacidade de M (f) que a sequéncia admite algum ponto de acumulagdo

y. Da semicontinuidade da entropia e da continuidade da integral temos que

i)+ [ g = timint [, (1) + [ gt = P17 0)

Logo, u é um estado de equilibrio. Da mesma forma, tomando qualquer sequéncia
(Vn)n em (f, ¢) vemos que qualquer ponto de acumulagéo v é um estado de equilibrio.

Isto mostra que (f, ¢) é fechado e, consequentemente compacto. O

Da Proposicao 1.2.12 segue que a funcdo entropia de toda transformacao expansiva
sobre um espago métrico compacto é semicontinua superiormente. Agora, juntamente

com o Lema 1.3.10 temos:

Corolario 1.3.11. Seja f: M — M uma transformagdo expansiva num espago métrico com-

pacto. Entdo todo potencial ¢ admite algum estado de equilibrio.
1.4 Jacobianos e a formula de Rokhlin

Nesta se¢do estudaremos a noc¢do de jacobiano de uma medida relativamente a uma
transformagédo localmente injetiva. Veremos que isto nada mais é do que uma extensdo
da nogao usual de jacobiano de um difeomorfismo com respeito a medida de volume
no R”. Assim, definiremos o jacobiano de uma medida e também provaremos sua
existéncia.

Lembre que vale

m(f(4)) = [ Idet Df(x)ldm(x), (1.9

A
onde f: U C R" — R" é um difeomorfismo local de classe C!, m é a medida de
Lebesgue em R” e A C U estd contido em uma bola restrita a qual f é injetivo. A
funcdo J,;(f): U — R definida por J,,(f)(x) = |detDf(x)| é usualmente chamada de
determinante jacobiano de f no ponto x. Vamos estender essa nogdo de jacobiano para

transformacgdes e medidas mais gerais.

Defini¢ado 1.4.1. Seja f: M — M uma transformac¢do mensurdvel. Diremos que f é
localmente invertivel se existe alguma cobertura enumeravel {Uy: k > 1} de M por

conjuntos mensuraveis de modo que a restri¢do de f a cada Uy é uma bijegdo sobre
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a sua imagem, a qual é um conjunto mensurével, e a inversa dessa bije¢cdo também é

mensuravel.

Os subconjuntos mensuraveis destes conjuntos Uy serdo chamados dominios de
invertibilidade. Se A é dominio de invertibilidade, entdo f(A) é um conjunto mensuravel.
Da mesma forma, note que se f é localmente invertivel entdo a pré-imagem f~!(y) de

qualquer y € M é enumeravel: ela contém no maximo um ponto em cada Uy.

Definicdo 1.4.2. Seja 7 uma probabilidade em M, ndo necessariamente invariante por f.
Uma fungdo mensurédvel {: M — [0, 00) é dita um jacobiano de f relativamente a 77 se a
restricdo de ¢ a qualquer dominio de invertibilidade A é integrével com relacdo a7 e

satisfaz

n(f(4) = [ . (110

A
Lema 1.4.3. Dada uma cobertura enumerdvel {Uy: k > 1} de M por dominios de invertibi-
lidade de f. Existe uma cobertura {Py: k > 1} de M constituida de conjuntos mensurdveis e

disjuntos tais que P, C Uy para todo k.

Demonstragio. Seja, P = Uy e paracadak > 1, P, = U \ (U3 U--- U Ug_1). Entdo

P = {P: k > 1} é uma particdo de M formada por dominios de invertibilidade. [
Proposic¢do 1.4.4. A definicio de jacobiano nio depende da escolha de {Uy: k > 1}.

Demonstragio. Seja {Vy,: m > 1} outra cobertura de M formada de subconjuntos men-
suraveis onde f é invertivel. Todo subconjunto B de algum V;,;, pode ser escrito como
unido disjunta de conjuntos mensuraveis P, C Uy para todo k > 1 (Lema 1.4.3). Como
cada P é um dominio de invertibilidade, segue que 1 (f(P)) = [ {dn para todo k > 1.

Py
Portanto,

1(F(B) = Ln(f(p) = ¥ [ adn = [ can.

k kb B

]

Defini¢ao 1.4.5. Dizemos que uma medida # é ndo singular com relagdo a transformacao
f se aimagem de qualquer dominio de invertibilidade com medida nula também tem

medida nula: se 7(A) = 0 entdo y(f(A)) = 0.
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Lema 1.4.6. Seja yu uma probabilidade invariante por uma transformacdo localmente invertivel
f: M — M. A probabilidade y é ndo singular com relagdo a restrigdo de f a algum subconjunto

invariante com medida total.

Exemplo 1.4.7. Se f: U — U é um difeomorfismo local em um aberto de R e 17 é a
medida de Lebesgue, entdo 1 é ndo singular. Um resultado que garante a afirmacéao

desse exemplo pode ser visto na Proposi¢do 6.5 em Lee (2012).

Segue da expressdo (1.10) que se f admite jacobiano com rela¢do a # entdo essa

medida é ndo singular.

Teorema 1.4.8 (Radon-Nykodim). Se u e v sdo medidas finitas tais que v < p entdo existe

uma fungdo mensurdvel p: X — [0, +oo| tal que v = pyu, ou seja, tal que

/ pdv = / ppdp

para toda fungio mensurdvel limitada ¢: X — R. Em particular, v(E) = [, p du para todo
conjunto mensurdvel E C X. Além disso, p é essencialmente iinica: duas quaisquer fungoes
que satisfazem sdo iguais em y-quase todo ponto. Chamamos p de densidade, ou derivada de

Radoén-Nikodym, de v relativamente a u e escrevemos

v

A préxima proposigdo mostra que vale a reciproca.

Proposicao 1.4.9. Seja f: M — M uma transformagio localmente invertivel e seja nj uma
medida boreliana em M, nio singular com relagdo a f. Entdo, existe algum jacobiano de f com
relagdo a 1 e ele é essencialmente 1inico: dois jacobianos quaisquer coincidem em 1-quase todo

ponto.

Demonstragido. EXISTENCIA: Dado o Lema 1.4.3. Para cada P, € P, represente por 7y a
medida definida em Py por 774 (A) = (f(A)) para todo conjunto mensuravel A C P.
A hipétese de que 7 é ndo singular implica que cada #; é absolutamente continua

com relacdo a # restrita a Py. Seja & = dng/d(n | Py) a derivada de Rad6n-Nykodim
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(Teorema 1.4.8). Pelo Teorema de Radén-Nykodim ¢ é uma funcdo definida em P,

integravel com relagdo a 7 e satisfazendo
7(A(A)) = n(4) = [ Gy (1.11)
A

para todo mensurédvel A C Py. Considere a fung¢do ¢: M — [0, o0) cuja restri¢do a cada
Py € P é dada por . Todo subconjunto de Uy pode ser escrito como a unido disjunta
de subconjuntos de Py, ..., P;. Usando a expressdo (1.11) a cada um desses subconjuntos

e somando as respectivas igualdades obtemos que
n(f(4) = [ edy
A

para todo conjunto mensurdvel A C Uy e k > 1. Isto prova que ¢ é um jacobiano de f
relativamente a 7.

UNICIDADE: Suponha que ¢ e { sdo jacobianos de f relativamente a 1 e que existe
B C M com 7(B) > 0tal que ¢(x) # {(x) para todo x € B. A menos de substituir B por
um subconjunto adequado, e permutar os papéis de ¢ e { se necessario, podemos supor
que ¢(x) < {(x) para todo x € B. Do mesmo modo, podemos supor que B estd contido

em algum Uj. Dai,

n(f(B) = [ &dn < [ sy =n(r(B))
B B

Ora, isso é um absurdo e o jacobiano é essencialmente tinico. O

Usaremos a notagao ], f para representar o (essencialmente tinico) jacobiano de f
com relagdo a 77, quando exista. Por definicdo, ], f é integravel em cada dominio de

invertibilidade.

Proposi¢ao 1.4.10. Seja f: M — M uma transformagdo localmente invertivel e n uma
probabilidade em M de modo que | f existe. Se para qualquer y € M o niimero de pré-imagens

de f é limitado, entdo o jacobiano é integrdvel.

Demonstragio. Sejal > 1 tal que #f!(y) < [ para todo y € M. Note que, 7(f(Py)) =
[ X F(p,) A1 = [ Xp o (f Ip,) " dy. Além disso, pelo Teorema da Convergéncia Moné-
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tona, temos

ooxo —1gp = ooXo ) dp < [ ldnp =In(M) =1,
1;/ Py (ffpk) n /<k:21 Py (frPk) > 17—/ n 77( )

ja que todo y € M s6 pode estar contido em no maximo / conjuntos f (Pg). Portanto,

[ nf = > [ Jufan = Y 1(f(R0) <1
k=1

kzlpk

]

O teorema abaixo relaciona a entropia de uma medida com o jacobiano e serd

fundamental na prova do resultado principal dessa dissertagao.

Teorema 1.4.11 (Formula de Rokhlin). Seja f: M — M uma aplicagio mensurdvel local-
mente invertivel e seja y uma probabilidade invariante por f. Se existe uma partigdo finita e
enumerdvel P tal que |JP" gera a o-dlgebra de M e todo P € P é dominio de invertibilidade de
f. Entdo '

hy(f) = /log]yfd,u.

Demonstragio. A demonstracdo completa desse teorema pode ser vista em Oliveira e

Viana (2019). O]

Agora, apresentaremos alguns resultados importantes para a demonstragdao do

teorema principal desse trabalho no que diz respeito aos jacobianos.

Lema 1.4.12 (Férmula de mudanca de variaveis). Seja f: M — M uma transformagio
localmente invertivel e 1 uma probabilidade boreliana em M ndo singular com relagdo a f. Valem

as sequintes formulas de mudanga de varidveis:

(a) / (4) pdiy = / (¢ o f)]yfdn para todo dominio de invertibilidade A C M e toda fungio
f(A A

mensurdvel ¢: f(A) — R tal que as integrais estdo definidas (podendo ser £oo)

4 -1 - .
(b) / dn = / ( ) o(f] dn para qualguer fungido mensurdvel : A — R tal
=L G (f Ta)™ du para qualquer fi ¥

que as integrais estdo definidas (podendo ser +00).
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Demonstragio. (a) Pela Proposicdo 1.4.9 existe um jacobiano de f com relagdo a 7 satisfa-

zendo

n(f(A)) = /Lyfdn- (1.12)
A

Seja ¢ = Xp para algum B C f(A) mensuravel. Por (1.12) segue que

| iy = n(B0£(4))
f(4)

=(f(AN(f Ta)7(B)))

= / Juf dn
AN(f1a)~1(B)

Xrra)-1)Jnf dn

(1.13)

D>\ D>\

(X of)]iyf dr.

Isso mostra que (a) vale para fung¢des caracteristicas. Pela linearidade da integral o
mesmo vale para fungdes simples também. A menos de considerar a parte positiva e a
negativa, podemos supor que ¢: f(A) — R é ndo negativa. Existe uma sequéncia de
fungdes simples ¢,,: f(A) — Rtal que 0 < ¢, < @41, para todo n e limy 00 @ = @
para todo x. E facil ver que a sequéncia (¢, o f) Jyf também é monoétona e converge

para (¢ o f)], f. Pelo Teorema da Convergéncia Monétona temos

n—oo n—oo
f(A) A A

/ ¢ diy = lim / @ndn = Hm [ (¢no f)]yf dy =/(¢Of)]nfd77-
£(A)

(b) Seja p: A — R uma funcdo mensurédvel qualquer e ¢ = (/],f) o (f T4)~!. Pelo

item anterior temos que

[ ()= [(((5)010)r)aser= [

f(A)
Isso finaliza a prova do lema. O

Lema 1.4.13. Seja f: M — M uma transformagdo localmente invertivel e seja y uma probabili-

dade boreliana em M ndo singular com relagdo a f. Entdo, para toda fungio mensurdvel limitada
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p: M — Roale
_ y
[wdn= [ L g0

zef1

Demonstragio. Pelo Lema 1.4.3, seja P uma particdo enumeravel em dominios de inver-
tibilidade. Pelo item (b) do Lema 1.4.12 e usando o fato que a pré-imagem f~!(x) para

todo x € M é enumeravel, obtemos

]

Lema 1.4.14. Seja f: M — M uma transformagdo localmente invertivel e seja yy uma probabili-
dade boreliana em M ndo singular com relacdo a f. Entdo n é invariante por f se, e somente

se,

para n-quase todo x € M.

Demonstragdo. Substituindo @ por (¢ o f) no Lema 1.4.13 vem

(yof)
(Yo f)dy = Y, ()| dn(x).
/ / Lefl(x) ]ﬂf ]
Dez € f~1(x), vem (¢ o f)(z) = ¢(x). Dai,
1
[wepyan= [y Lf;‘(x) ]q—f(z>] (). 114)

Se 1 é invariante por f, o lado esquerdo da equacdo (1.14) é igual a [ ¢ dy. Portanto,
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Y L1~ =1para-quase todo x € M. Por outro lado,se Y. 2+ = 1 paray-
zef(x) Iy f(2) ref(x) Jnf(2)
quase todo x € M, entdo o lado direito de (1.14) é igual a [ ¢ dj que indica # invariante
por f. O

Lema 1.4.15. Seja f: M — M uma transformagdo localmente invertivel e seja y uma probabili-
dade boreliana em M ndo singular com respeito a f. Entdo para todo k > 1, existe jacobiano de

f* com relagdo a y e é dado por,

Iy fr(x) H Tnf(f (x (1.15)

para n-quase todo x € M.

Demonstracio. Se f é localmente invertivel, entdo f* também é: da hipétese que f é
localmente invertivel segue que existe alguma cobertura enumeravel {U,: ¢ > 1} de
M por conjuntos mensuréaveis tais que a restri¢do de f a cada U, é uma bijecao sobre
a sua imagem, a qual é um conjunto mensurével, e a inversa dessa bije¢cdo também é
mensurével. Dai note que W = {f¥(Uy): £ > 1} é cobertura enumeravel de M por
conjuntos mensuraveis e que a restricio de f* a cada elemento de W é uma bijecio
sobre a sua imagem. A Proposigao 1.4.9 implica que existe algum jacobiano de f* com
relagdo a 77 essencialmente tinico. Seja A um dominio de invertibilidade de f*. Usando

a férmula de mudanca de varidveis temos que
[ uffan = () = (£ (£(4))
A
/ Jof (1.16)

f(A)
:/ ]ijfk To ]nfdﬂ
A

Portanto, J, f* = (J,f*! o f)],f para todo k e para 7-quase todo x € M. A equagdo
(1.15) segue agora por indugdo em k: o caso k = 1 é imediato. Suponha que (1.15) vale
para um k > 1 qualquer. Pela expressdo encontrada em (1.16) e usando a hipétese de

inducédo temos
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]Ufk+1(x> = (]Ufk Of)(x)flyf(x)
k-1 ,

= [HO ]r]f(f]+1(x))] ]ﬂf<x)
pl

k .
=[1hf(F(x),
j=0
o que conclui a prova do lema. O
1.5 Transformacées Expansoras

Nesta segdo serd apresentada uma classe de transformagdes, denominadas expansoras,
uma vez que, localmente, tém a caracteristica de expandirem a distancia entre pontos.
Vamos primeiro estudar o caso de transformacgdes diferencidveis e expansoras em

variedades.

Defini¢ao 1.5.1. Seja M uma variedade compacta e seja f: M — M uma transformagdo
de classe C'. Dizemos que f é expansora se existe ¢ > 1 e alguma métrica Riemanniana

em M tal que,
|Df(x)v| > ol|v|| para todo x € M e todo v € T, M. (1.17)

Segue da defini¢do que Df(x) é um isomorfismo para todo x € M e, assim, pelo

Teorema da Funcdo Inversa temos que f é um difeomorfismo local.

Exemplo 1.5.2. Seja f : R/Z — R/Z definida por f([x]) = [2x]. E facil ver que f é

expansora com ¢ = 2.

Defini¢ao 1.5.3. Dada uma probabilidade invariante y, chamamos bacia de y o conjunto

B(u) dos pontos x € M tais que

n—1 )
lim ~ Y o(f(x) = /WZ#
j=0

n—oo }1 =

para toda fungdo continua limitada ¢: M — R.

Proposicdo 1.5.4. Suponha que M é um espago métrico compacto. A bacia é um conjunto

invariante. Além disso, se y é ergddica entdo B(p) tem p-medida total.
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Demonstragdo. Primeiramente, sendo y ergédica, entdo para todo ¢ € L'(u), pelo
Teorema de Birkhoff 1.1.1, a média temporal é uma fung¢do invariante, o que prova a
primeira afirmagdo da proposi¢do. Agora, para toda funcdo integravel ¢: M — R é
verdade que ¢ = [ ¢ du em p-quase todo ponto. No caso em que y ¢ ergddica, tal
propriedade é justamente a defini¢do de bacia. Portanto, a bacia B(y) tem medida

total. O
Agora apresentaremos, sem demonstragdo, o principal resultado dessa segao.

Teorema 1.5.5. Seja f: M — M uma transformagdo diferencidvel expansora numa variedade
compacta conexa M. Suponha que o jacobiano x — det D f(x) é Holder. Entdo f admite uma
tinica probabilidade invariante y absolutamente continua com relagdo a medida de Lebesgue m.
Além disso, y é ergddica, o seu suporte coincide com M e a sua bacia tem medida de Lebesgue

total na variedade.

A demonstragdo do Teorema 1.5.5 pode ser encontrada em Oliveira e Viana (2019). A
seguir, sdo exibidos alguns resultados que sdo utilizados na demonstra¢do do Teorema

1.5.5 e que também sdo relevantes para o prosseguimento do trabalho.

Lema 1.5.6. Seja f: M — M um difeomorfismo local de classe C",r > 1 numa variedade
Riemanniana compacta e seja o > 0 tal que |[Df(x)v| > ol||v|| para todo x € M e todo
v € TyM. Entio existe um p > 0 tal que, para qualquer pré-imagem x de um pontoy € M,

existe uma aplicaciio h: B(y, p) — M de classe C" tal que f oh = ideh(y) = xe

d(h(y1), h(y2)) < o~ 'd(y1,y2) para todo yy,y2 € B(y, p). (1.18)

Todas as aplicagdes h que satisfazem as hip6teses do lema acima sdo chamadas de
ramos inversos de f.
Se f é uma aplicagdo expansora conforme a Defini¢do 1.5.1, entdo cada ramo inverso
é uma contragdo ja que ¢ > 1. Podemos definir ramos inversos h" de qualquer iterado
f" da seguinte maneira: dadoy € Mex € f~"(y), sejam hy, ..., h, ramos inversos de
f de modo que
hi(f" 7 (x)) = f"7(x), paratodo1 < j < n.
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Como cada h; € uma contragdo, a sua imagem estd contida numa bola de raio menor
que p e centro f"~/(x). Assim, h"* := h,, o - - - o hy est4 bem definida no fecho da bola de

raio p e centro y. Por construgdo, temos que " o h"* =id e h"(y) = x. Logo,

d(h"(y1), 1" (y2)) < o "d(y1,y2) para todo y1,y2 € B(y, p). (1.19)

Lema 1.5.7. Seja f: M — M uma transformagdo expansora C' numa variedade compacta,

entdo f é expansiva.

Demonstragio. Seja p > 0 como no Lema 1.5.6 e suponha que x e y sdo tais que
d(f/(x), f/(y)) < p paratodo j > 0. Tome n > 0 qualquer. O Lema 1.5.6 implica
que para cada 1 < j < n existe um difeomorfismo h; : B(f"7t(x),0) — V(f*I(x))

tal que
(@] f (o] ]’l] = ld,

o hi(f"TH(x)) = f"7I(x),
o d(hj(a),hj(b)) < o'd(a,b) paratodoa,b € B(f"7T(x),p).

Como antes, considere h"" = h, o ---oh; e note que h"(f"(x)) = x. Vamos mostrar
que também vale 1" (f"(y)) = y. Como f"/+1(y) € B(f"77*1(x), p), entdo existe tinico
w e V(f1i(x)) © B (x),p) tal que f(w) = 111 (y) e hy(f* I+ (y)) = w. Como
f*I(y) € B(f"J(x),p) e hjy1 : B(f"7/(x),p) = V(f"77'(x)) é um difeomorfismo,
entdo f"(y) = w, isto &, hj(f" It (y)) = f"I(y) paratodo 1 < j < m, e assim
h"(f"(y)) = y. Portanto,

d(x,y) = d(B"(f"(x)), B*(f"(y))) < o7 d(f"(x), f*(y)) < o "p.

Como a conta acima vale para todo n > 0 o lema estd provado. O

Uma consequéncia imediata é que toda transformacdo expansora possui estados de
equilibrio.
O préximo lema apresenta um bom controle da distor¢do de iterados de f e seus

ramos inversos. Antes, faremos algumas observacdes na forma de fatos.

FATO 1: Para todo a > 0 a fungdo log : [a, +c0) — R é lipschitziana.
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Com efeito, sejam x,y € [a,+0o0). Sem perda de generalidade, podemos supor que

\:bg( )

-yl

y < x. Assim,

| log(x) —log(y

X

= |lo (—
8 Y
— Y

Yy

<

<

QIH

FATO 2: Seja f: M — M uma transformacao diferencidvel numa variedade compacta
M. Suponha que o jacobiano J: x — det Df(x) é Holder. Entado existem Cy > 0ev > 0
tais que |log |[det Df(x)| — log|det Df(y)|| < Cod(x,y)" para quaisquer x,y € M.

Por hipotese, existem C > 0e 0 < v < 1 tais que |J(x) — J(y)| < Cd(x,y)" para todo
x,y € M. Como M é compacta e f é um difeomorfismo local (Df(x) é isomorfismo

para todo x € M), existe a > 0 tal que a < |detDf(x)| para todo x € M. Pelo Fato 1

temos que
|log[det Df (x)| —log |det Df(y)|| < %Hdeth(x)l — [det Df(x)||
< %|det Df(x) — det DF(x)|
< %Cd(x,y)”.

Agora basta tomar Cyp = C/a.
Proposicao 1.5.8 (Lema da distorcado). Existe C; > 0 tal que, qualquer n > 1, qualquer

y € M e qualquer ramo inverso h*: B(y,p) — M de f", tem-se

det Dh"
1 | © ( 1): S Cld(yl,yz)v S C1(2p)V (1.20)

& det Dh" (1)

para todo y1,y> € B(y, p).

Demonstragido. Dado h" = hy o - - - o hj uma composi¢do de ramos inversos de f. Seja

também h' = hjo---ohy paral < i < n, bem como 1 = id. Além disso, temos que
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Dh"(x) = [ Dhy(hi~Y(x)). Daf,

i=0

log |det Dh”( H |detDh;( h L(yp))|
det Dh"(y detDh;
®] ) il i(h =1 (y2))] 1.21)
Z log |detDh;( hl 1(y1))| — log |detDh; (h’ 1(y2)|
i=1
Como Df(h;(x))Dh;(x) = id segue que log |detDh;| = —log |detDf| o h;. Se valendo
agora do Lema 1.5.6 temos
|det Dh" (y1)| _ v iy i
log ]det DI ()] Zlog|deth| oh'(y2) —log |detDf| o h'(y1)
) (1.22)
< ZCod hl yl ]’ll ]/2 Z wd yl,yz) .
i=1 i=1
A proposicdo segue agora tomando C; = Cy § o, O

i=1
Vamos finalizar essa se¢do discutindo uma nog¢do mais geral de transformacao

expansora.

Definicao 1.5.9. Seja f: M — M uma transformacdo continua num espago métrico
compacto M. Dizemos que f é expansora se existem constantes ¢ > 1 e p > 0 tais

que para todo p € M, a imagem da bola B(p, p) contém uma vizinhanga do fecho de

B(f(p),p) e para todo x,y € B(p,p) vale

d(f(x), f(y)) > od(x,y). (1.23)

Observamos que toda aplicagdo que é expansora segundo a Defini¢do 1.5.1 é expan-

sora de acordo com a Definigdo 1.5.9.

Lema 1.5.10. Suponha que f: M — M é uma transformacio expansora e que A C M é um
compacto tal que f~1(A) = A. Entdo a restricio f: A — A também é uma transformagdo

expansora.

Demonstragio. A expressdo (1.23) continua sendo vélida na restricdo. Falta analisar
se f(ANB(p,p)) contém uma vizinhanga de A N B(f(p,p)) em A. Por hipétese,
f(B(p,p)) contém uma vizinhanca V de B(f(p,p). Entdo ANV é uma vizinhanga
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de ANB(f(p,p)). Além disso, dado qualquer y € ANV existe x € B(p,p) tal que
f(x) =y. Com f~}(A) = A, este ponto estd necessariamente em A. Isto prova que
ANV estd contidaem f(ANB(p,p)). Assim, a restri¢do de f a A é uma transformagao

expansora como afirmado. O

Exemplo 1.5.11. Seja ] C [0, 1] uma unido finita de dois ou mais intervalos compactos
disjuntos. Considere uma aplicagdo f: | — [0, 1] tal que a restri¢do de f a cada compo-
nente conexa de | é um difeomorfismo sobre [0, 1]. Suponha ¢ > 1 para todo x € ] tal
que

|f'(x)] > o paratodo x € J. (1.24)

Represente () = ﬂ f7"(J)- Isto é, Q) 0 conjunto de pontos x cujos iterados f"(x) estdao
definidos para tod(;) n > 0 Segue imediatamente da definicdo que () é compacto e que
1) = Q. A restricdo f: QO — Q é uma transformacio expansora. De fato, fixe
p > 0 menor que a distdncia minima entre duas quaisquer componentes conexas de J.
Entdo qualquer bola de raio p em () esta contida numa tinica componente conexa de J.

Por (1.24), ela é dilatada a taxa maior ou igual que o.

Defini¢do 1.5.12. Seja f: M — M uma transformagdo expansora. A equagdo (1.23)
mostra que a restrigdo de f a cada bola B(p, p) de raio p € injetiva e sua imagem contém
o fecho de B(f(p),p). Deste modo, a restricdo de f a B(p,p) N f~1(B(f(p),p)) é um

homeomorfismo sobre B(f(p), p). Intitulamos como ramo inverso de f em p a inversa

hp: B(f(p),p) = B(p,p)

desse homeomorfismo. Claro que i, (f(p)) = pe foh, = id. A expressdo (1.23) implica
que para todo z,w € B(f(p),p) hp é contragio, pois

d(hy(2), hp(w)) < o d(f(hp(z), f(hp(w)) = o td(z,w). (1.25)

No geral, dado n > 1, chamamos de ramo inverso de f"* em p a composigdo

hy =hpo---ohpag: B(f*(p),p) = B(p.p)

dos ramos inversos de f nos iterados de p. Temos que h},(f"(p)) = pe f" o hy = id.
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Ainda, fl o hy = fio h;j o h;]z; )= id o h;]_(; )= h;i;  para cada 0 < j < n. Logo, usando

da expressdo (1.23), para todo z,w € B(f"(p),p) e 0 < j < n temos

d(fl o hy(2), 1o hy(w)) < o O DA(fT(f(hy(2))), £ (F (I (w))))
= o~ (f" (i (2)), £ (Hy (w)) (1.26)

= o/ "d(z,w).

Lema 1.5.13. Se f : M — M é expansora, entdo, para todo y € M,

7 Bye)= U h(Byp)):

xef~1(y)

Demonstragio. Seja hy(B(y,p)) contido na pré-imagem de B(y, p) para todo x € f~!(y)

em virtude de que f o h, = id. Consequentemente, |J hx(B(y,p)) C f 1 (B(y,p)).
xef1(y)
Por outro lado, dado o ponto z tal que f(z) € B(y,p). Pela Defini¢do 1.5.9, a bola

B(f(z),p) esta contida em f(B(z,p)) e, assim, contém y. Sendo h;: B(f(z),p) - M
o ramo inverso de f que envia o f(z) em z e h;(y) = x, o ponto z e 0 ramo inverso

hy(f(z) estdo na bola B(x, p). Em vista da injetividade de f em cada bola de raio p e

f(hx(f(2))) = f(2), resulta que z = hx(f(z)). Logo f ' (B(y,p)) C ful( )hx(B(y,P))-
xefy
]

Lema 1.5.14. Se f: M — M é expansora, f"(B(p,n+1,¢)) = B(f"(p),¢) paratodo p € M,
n>0eee€(0,p]

Demonstragido. Da Defini¢do 2.0.2 temos que f"(B(p,n +1,¢)) C B(f"(p),¢). Para a

(
outra inclusdo, seja o ramo inverso hy: B(f"(p),p) — B(p,p). Dado qualquer y €

B(f"(p), €), considere x = hj;(y). Nesse caso, f"(x) = f"(hj(y)) = id(y) = y e, usando
a relagéo (1.26),

d(f1(x), f1(p)) = d(f (), f (y(p)) < /"d(f"(x), f*(p)) < d(y, f"(p)) <e

para todo 0 < j < n. Sendo assim, x € B(p,n + 1,¢). Deste modo, vamos ter que

B(f"(p),e) C f"(B(p,n+1¢)). -

Coroldrio 1.5.15. Toda transformagio expansora é expansiva.
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Demonstragdo. Sejam z e w tais que d(f"(z), f"(w)) < p para todo n > 0, ou seja,
f™(z) € B(f"(w), p) para todon > 0 e, assim, o ramo inverso que manda f"(w) em w,
envia f"(z) em z. Portanto, z = h!',(f"(z)) para todo n > 0. Conforme a propriedade

(1.23),

d(z,w) = d(hy(f*(2)), by (f"(w))) < o "d(f"(2), f(w)) < po™".

Fazendo n — oo, concluimos que z = w. Assim, p é uma constante de expansividade

para f. O
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Capitulo 2
EXPANSIVIDADE E ESTADOS DE EQUILIBRIO

O objetivo deste capitulo é provar o resultado principal deste trabalho: O Teorema
de Ruelle. Mais especificamente, veremos que para uma classe de transformacoes

expansoras temos existéncia e unicidade de estados de equilibrio.

Defini¢ao 2.0.1. Uma transformacdo f: M — M num espaco métrico compacto é dita

topologicamente exata se para todo aberto U C M existe N > 1 tal que fN(U) = M.

Definicao 2.0.2. Suponha f: M — M uma aplicacdo continua num espago métrico
compacto. Dado x € M,n > 1 e e > 0, chamamos bola dindmica de comprimento n e

raio € em torno de x ao conjunto:

B(x,n,¢) = {y € M:d(f/(x), f/(y)) < ¢}

paratodoj=0,...,n—1.

Definicdo 2.0.3. Uma medida v é um estado de Gibbs se existem constantes K > 1 e
P € R tais que
K1 < v(B(x,n,¢)) <K
exp(@n(x) — nP)
para todo x € M e todo n > 1, onde ¢, sdo as somas orbitais de ¢ e B(x,n,¢) é a bola

dindmica de comprimento 7 e raio € em torno de x.

Definicao 2.0.4. Dado um espago topoldgico M e uma probabilidade boreliana u de M.
O suporte de uma medida y é o conjunto dos pontos x € M tais que u(V) > 0 para toda

vizinhanga V' de x. Denotamos por supp u.
Podemos agora enunciar o teorema principal do trabalho.

Teorema Principal 1 (Ruelle). Seja f: M — M uma transformagdo expansora topolo-
gicamente exata num espago métrico compacto e seja ¢: M — R uma fun¢do Holder
continua. Entdo existe um tinico estado de equilibrio i para ¢. Além disso, a medida u

é exata, estd suportada em todo o espaco M e é um estado de Gibbs.
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Seja f: M — M uma transformacdo expansora topologicamente exata e seja ¢ um
potencial Holder. No que segue, p > 0 e ¢ > 1 sdo as mesmas constantes da defini¢do

de transformacéo expansora. E vamos denotar por ¢, as somas orbitais de ¢:
n—1 )
Pn(x) = ,ZO ¢(f/(x)) parax € M.
j=

Definicao 2.0.5. O operador de transferéncia, ou operador de Ruelle-Perron-Frobenius é o
operador linear £: C°(M) — C%(M) definido no espaco C°(M) da fungdes continuas

complexas por

Ls(y) = Y e?Wg(x). (2.1)
xef1(y)

Veja que £ estd bem definido j& que £g € C%(M) é continua sempre que g € CO(M).
Conforme o Lema 1.5.13, para cada y € M, existem ramos inversos h;: B(x,p) — M,
i=1,...,kde f tais que U, 1;(B(y,p)) coincide com a pré-imagem da bola B(y, p).

Logo, restrito a bola B(y, p), temos a fun¢do continua

k

Lg =) (e?g)oh; (2.2)
i=1

Segue da defini¢do que £ é um operador positivo, ou seja, se g(x) > 0 para todo
x € M entdo £g(y) > 0 para todo y € M. Afirmamos que £ é um operador continuo.

De fato, para todo ¢ € C°(M) temos

|Lg|l = sup |Lg(y)| < grau(f)e®™™F?sup [g(y)| = grau(f)e™P? | gl|,  (23)
yeM yeM

onde grau(f) = max{#f~!(y): y € M}. Portanto, ||£| < grau(f)eS"P?.
Pelo Teorema de Riesz-Markov (Teorema 0.3.11 de Oliveira e Viana (2019)), o dual
do espago de Banach C°(M) se identifica com o espaco vetorial M (M) das medidas

borelianas complexas. Entdo, podemos considerar o seu operador dual.

Definicdo 2.0.6. O dual do operador de transferéncia é o operador linear £*: M(M) —
M (M) definido pela identidade

sy = [(cgyy e

para todo g € CO(M) e € M(M).
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Note que este operador linear é positivo: se 77 é uma medida positiva entdo L*7
também é uma medida positiva.

Vamos encerrar essa se¢do com alguns fatos elementares que serdo usados mais a
frente no texto.

Seja E um espaco de Banach e T: E — E um operador linear continuo. Por definicao,
o raio espectral de T é definido por

r(T) = lim || T"".

Afirmamos que (T) = r(T*), onde T*: E* — E* representa o operador linear continuo
duala T. Como (T*)" = (T")* para todo n > 1, segue que para provar a afirmacao é
suficiente argumentar que ||T|| = ||T*||. Pelo Teorema de Hahn-Banach (veja também o

Coroléario 1.4 de Brezis (2011)) segue que

IT|| = sup [|T(x)|[g = sup sup |f(T(x))| = sup sup |f(T(x))]

[lxl=1 lx||=1 f€E* fEE" ||x[|=1
I1fl=1 Ifl=1
= sup sup [(T"f)(x)[ = sup |[(T"f)|lg = T"||-
FEE* ||x||=1 feE*
I1fl=1 Ifl=1

Definic¢do 2.0.7. Seja E um espago de Banach. Um subconjunto fechado e convexo C é

dito cone de E se,

AC C CparatodoA >0eCnN(—C) = {0}. (2.5)

Dizemos que o cone C é normal quando

inf{||x + | : x,y € C tais que [x| = ||y =1} > 0. (2.6)

Do Teorema de Banach-Mazur (veja Teorema 6.5.5 de Botelho, Pellegrino e Teixeira
(2012)) todo espago de Banach separavel é isométrico a algum subespago fechado de

C[0,1]. A seguir temos uma consequéncia desse teorema:

Lema 2.0.8. Seja C um cone normal num espago de Banach E e seja T: E — E um operador
linear positivo sobre C, ou seja, T(C) C C. Entdo, o raio espectral r(T*) = r(T) é autovalor do

operador dual T*: E* — E* e admite algum autovetor v* € C*.
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Dividiremos a demonstra¢do do Teorema Principal 1 em alguns passos.
2.1 Medida de referéncia

O primeiro passo é mostrar que existe uma medida v em M tal que L*v = Av. Essa

medida admite um jacobiano positivo e Holder, e seu suporte é todo o espago M.

Proposigdo 2.1.1. Considere o raio espectral A = r(L*) = r(L). Entdo existe alguma

probabilidade v em M tal que L*v = Av.

Demonstragdo. O conjunto CE’L(M) C C%M) das funcdes continuas positivas é um
cone normal e é preservado pelo operador de transferéncia £. Aplicando o Lema
(2.0.8) com E = C’(M),C = C% (M) e T = L temos que L* admite algum autovetor
veCL(M)* ={veC' (M) :v(p) >0,Vy € CY (M)} no cone das medidas borelianas
positivas finitas correspondente ao autovalor A. Normalizando v, podemos supor que

se trata de uma probabilidade. O

Definigdo 2.1.2. Denominaremos como medida de referéncia uma probabilidade v satisfa-

zendo L*v = Av para algum A > 0.

Lema 2.1.3. A transformacdo f: M — M admite jacobiano relativamente a v, dado por

Juf =Ae=?.

Demonstragdo. Dado A um domininio de invertibilidade qualquer de f. Seja (g,)» uma
sequéncia de fung¢des continuas convergindo em v-quase todo ponto para a fungdo

caracteristica de A tal que sup |g,| < 1 para todo n. Observe que

Leg)(y)= Y. e ?Weg(x)= Y gu(x)
xef1(y) xef1(y)

O lado direito da expressao acima é limitado pelo grau de f, e temos também que

lim L(e™?gy)(y) = lim Y gu(x)= ), Xa(x)=Xa)(y)

e " ef () xef-1(y)

em v-quase todo ponto. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos que

lim [ L(e Pgn)dv = [ lim L(e ?g,)dv = /Xf(A)dv =v(f(A)).

n—oo n—oo
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Por outro lado,

lim [ L(e"?gu)dv = lim [ (e ?g,)d(L*v) = lim [ (e ?g,)d(Av)

n—oo n—o00 n—oo

= lim [ (Ae Pgu)dv.

n—o00

Fazendo uso novamente do Teorema da Convergéncia Dominada vem

lim [ (e ?g,)dv= [ lim (/\e(Pgn)dv:/(/\e‘P)(A)dV:/()\e¢)dv.
A

n—o00 n—o00

Portanto,
V(f(A)) = /A (Ae?)dv.

Isso prova a afirmacdo de que [, f = Ae™ 7. O

Lema 2.1.4. Seja f: M — M uma transformagdo expansora topologicamente exata e seja 1
qualquer probabilidade boreliana tal que existe jacobiano de f relativamente a v. Entdo 1 estd

suportada em todo o M.

Demonstragido. Suponha que exista um aberto U C M tal que #(U) = 0. Como f é uma
aplicacdo aberta, ja que por ser expansora f é um homeomorfismo local, entdo f(U)
também é um aberto. Sendo f homeomorfismo local e M compacto, podemos cobrir U

com uma unido finita de dominios de invertibilidade A. Segue dai que,

D) = [ Jufdn =o.

Portanto, (f(U)) = 0. Por indugdo, concluimos que #(f"(U)) = 0 para todo n > 0.
Como f é topologicamente exata, existe k > 1 tal que f*(U) = M. Como (M) = 1,

isso gera uma contradicéo. [
2.2 Distorcao do jacobiano e estado de Gibbs

Nessa etapa, vamos apresentar alguns resultados de controle da distorgao limitada.
Para isso, utilizaremos a hipétese de que o potencial é Holder.

Fixe constantes Ky > 0 e a > 0 tais que |¢(z) — ¢(w)| < Kod(z, w)* para todo
z,w € M.



46

Lema 2.2.1. Existe Ky > 0 tal que para todon > 1, todo x € M e todoy € B(x,n+1,p),

9 (x) = @n(y)| < Kad (f*(x), ()"

Demonstragio. Por hipétese, d(f/(x), fi(y)) < p para todo 0 < j < n. Entdo, para
cadaj=1,...,n,0ramo contrativo h;: B(f"(x),p) — M de f/ envia f"(x) em f"/(x)
também satisfaz 1;(f"(y)) = " (y). Disto segue que,

d(f" 1 (x), ' (y)) = (i (f* (), bi(f* (1)) < o Td(f"(x), f" (),

paratodoj=1,...,n. Entdo,

n—1 ) ) n ) .
[pn(x) — @u(y)| < Z lp(f1(x)) = o(f1 ()| = Z lp(f"(x)) — o(f" ()]

< ZKod f1 @), )" < ZKoU A (f" (x), f*(y))"-

= j=1
oo .
Assim, tomando K; > Ky ) ¢7/%, o lema segue. H
j=0
O lema acima permite obter uma varia¢do do lema da distor¢do, em que o jacobiano
usual com respeito a Lebesgue é substituido pelo jacobiano relativamente a medida de

referéncia v:

Coroldrio 2.2.2. Existe um Ky > 0 tal que para todo n > 1, todo x € M e para todo
y € Bx,n+1,p)

_ Iof'(x)
<Ay S

Demonstragio. Pelo Lema 2.1.3 e Lema 1.4.15, segue que,

—_

n—

Juf"(z H]uf fiz Ae™?

j= =0

L)
] Ae =0 — e @), (2.7)

~.

para todo z € M e todo n > 1. Entdo, pelo Lema 2.2.1 temos
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log 4053 = fnlog 1.~ u(x) = 0B A+ ¢ (1)] = ¢ ()~ (1)

< Kd(f"(x), f"(y))" < Kip®,
ja que, por hipétese, d(f"(x), f*(y)) < p. Assim, podemos escolher K, = exp(K;p®).
[l

Agora podemos mostrar que toda medida de referéncia v é um estado de Gibbs:

Proposicdo 2.2.3. Seja y uma medida de Borel em um espago métrico compacto. Para todo

¢ > 0 existe L > 0 tal que 11(B(y,€)) > L para todo y € suppy.

Demonstragio. E fécil ver que suppy é um conjunto fechado, logo compacto. Seja ¢ > 0.

Por definicdo, para cada y € suppyu vale u(B(y, §)) = Ly > 0. Da compacidade, existem
14
y1,...,y¢ de modo que suppy C U B(yj, §). Tome L = Fmin{L,,,...,Ly,}. Como
j=1
para cada y € suppy existe y; tal que B(y, &) D B(yj, 5), segue que u(B(y,¢)) > L. O

Lema 2.2.4. Para todo ¢ > 0 suficientemente pequeno, existe K3 = Ks(g) > 0 tal que, sendo

P =1logA,

para todo x € M etodon > 1.

Demonstragdo. Considere ¢ < p. Entdo f [p(,) € injetiva para todo y € M e, assim,

f" IB(x,ne) também € injetiva para todo x € M e todon > 1. Dai,

v(F (Bl me))) = |

B(xn,e

: Jof" (y)dv(y).

Pelo Corolario 2.2.2,
K ' Tof" () < Jof"(x) < KoJuf" (y),

temos
Ky 'v(f"(B(x,n,¢))) < Juf"(x)v(B(x,n,€)) < Kov(f"(B(x,n,¢))). (2.8)

Como vimos em (2.7), J, f"(x) = A"e~9(*) = exp(nP — ¢,(x)), jé pelo Lema 1.5.14,



48

f"(B(x,n,¢e)) = f(B(f""1(x),e)). Portanto,

v Beme) =[S 29)

(fr=H(x)e

para todo x € M e todo n. O lado esquerdo da expressdo (2.9) é majorado por 1.
Também temos que [, f = Ae” ¢ é limitado por zero e, de acordo com a Proposic¢ao
223eo0Llema214, {v(B(y¢)): y € M} também é limitado por zero. Assim, (2.9) é

minorado por algum a > 0. Logo, usando essas informacdes em (2.8),

_ v(B(x,n,¢))
K0S et —np) <12

Agora é suficiente tomarmos K3 = max{%, Ky}. O

2.3 Existéncia de autofung¢ao

Agora, vamos mostrar que o operador £ admite alguma autofuncao positiva h associada
ao autovalor A > 0. Ela serd construida como um ponto de acumulagdo Cesaro da
sequéncia de fungdes A1 £"1. Para mostrar a existéncia desse ponto de acumulagéo,

comegamos por provar que esta sequéncia é uniformemente limitada e equicontinua.

Lema 2.3.1. Existe K4 > 0 tal que

L"1(y1)
L"1(y2)

—Kyd(y1,12)* < log < Kyd(y1,y2)"

para todo n > 1 e quaisquer y1,yo € M com d(y1,y2) < p.

Demonstragio. Para toda fungdo continua g, a equagdo (2.2) diz que
L'g =Y, (e?rg)oh! restrito a cadabola B(y,p),

onde a soma ¢é sobre o ramos inversos h!': B(y,p) — M do iterado f". Em particular,

Enl(yl) Zi egon(hln(]/l))
LM(y2)  y, e (i (v2))

O Lema 2.2.1 implica para cada um desses ramos inversos h}' que

|9 (1 (y1)) — @n(Bi (y2))| < Kid(y1, y2)*
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Assim,

e Kid(yry2)" < ﬁ"l—(yl) < eKid(y1y2)"
~ LM(y2) T

Logo, basta escolher Ky > Kj. O
Como consequéncia, temos que a sequéncia A~"L"1 é limitada de zero e de infinito.

Corolario 2.3.2. Existe K5 > 0 tal que Kgl <AL (x) < Ks para todo n > 1 e qualquer
x € M.

Demonstragio. Observe que, para todon > 1,

/ LMdv = / (L) = / 1d(A") = / Ady = A,

in AL (y) <1< maxA"L"1 todon > 1. 2.10
min (v) < < max (v) para todon > (2.10)

Como f é topologicamente exata, existe N > 1 tal que fN(B(x,p)) = M para todo

x € M. Agora, dados x,y € M quaisquer, podemos encontrar x’ € B(x,p) tal que

fN(x") = y. Seja c = sup |@|. Note que —c = inf(—|¢|) e dai

) N-1 ) N—-1
()= L () 2 L ~lol(f () = L inf(~|gl) > Ninf(~g]) = —eN.
]:

j=0

Por um lado

LNy) = Y eNEILM(z) > eV L1 () > e N LX),
zefN(y)

Por outro lado, o Lema 2.3.1 implica £"1(x") > L"1(x) exp(—Kgo*). Tomando K >

exp(Kgp®)eNAN. Portanto,

L7 N1(y) > exp(—Kgp)e N L1 (x) > K IANL 1 (x)

para todo x,y € M. Logo, para todon > 1,

min A~ TN 24N > KT max A7 L0, (2.11)
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Combinando (2.10) e (2.11) obtemos,

max A" L"1 < Kmin A~ (tHN) £rtN1 < K paratodon > 1 (2.12)

min A""£"1 > K~ max AN £""N1 > K~ para todo n > N. (2.13)

Para concluir a prova, temos que analisar o casoem quen =1, ..., N. Para isso, observe
que cada £""1 é uma fungdo continua e positiva. Como M é compacto, o minimo de £"1
é positivo para todo n. Portanto, existe K5 > K tal que minA~"L"1 > K5 1 para todo

n=1,...,N. Logo, paratodon > 1,
K <K '<minA™£" < A7"L£"1(x) < maxA™"L£"1 < K < Ks.

]

Segue imediatamente do Coroldrio 2.3.2 que o autovalor A estd unicamente determi-
nado. De acordo com o Lema 2.1.1, isso quer dizer A é necessariamente igual ao raio

espectral de L e L*.

Lema 2.3.3. Existe Kg > 0 tal que
ATTLML(x) = ATLM(y)] < Ked (x, )"

para quaisquer n > 1 e x,y € M. Em particular, a sequéncia A~"L"1 é equicontinua.

Demonstragido. Suponha inicialmente que d(x,y) < p. Pelo Lema 2.3.1,
LM(x) < L(y) exp(Kad (x,y)%)
e, portanto,
ATILM(x) = AL (y) < [exp(Kad(x,y)") = 1AL (y).

Tome K > 0 tal que | exp(K4t) — 1| < K|t| sempre que |t| < p* entdo, usando o Corolério
2.3.2,
AL (x) = AT LM (y) < Kd(x,y)*A7"LM(y) < KKsd(x, 1)~



51

Invertendo os papéis de x e y concluimos que
AL (x) —AT"LM(y)| < KKsd(x,y)".

sempre que d(x,y) < p. Quando d(x,y) > p, entdo d(;# > 1. Dai, usando a desigual-

dade triangular e do Corolario 2.3.2 temos que
IATTLM(x) — AL (y)| < 2Ks < 2Ksp d(x,y)".

Logo, basta tomar K, > max{KKs,2Ksp *}. Como K ndo depende de n, entdo a

sequéncia A~"L"1 é equicontinua. O

Do Corolario 2.3.2 e do Lema 2.3.3 segue que a média

1 n—1 L
he==Y A7L1
"= ;O

define uma sequéncia limitada e equicontinua. Entdo, a partir do teorema de Ascoli-
Arzeld, existe alguma subsequéncia (/1,,,); convergindo uniformemente para uma fungéo

continua h.

Lema 2.3.4. A fungdo h satisfaz Lh = Ah. Além disso,

o /hdv:l,

o K;'<h(x)<Kse

o |h(x) —h(y)| < Ked(x,y)* para todo x,y € M.

Demonstragdo. Considere qualquer subsequéncia (/,,); convergindo para h. Como o

operador L é continuo,

1 i’li—l 1 7’!1'—1 )\ n;
Lh=L llim -y Ak£k1] =lim — Y A2 = 1im = Y ARk
i—o0 M k=0 i—o0 1N k=0 i—oc0 N k=1
i’ll'—l
— lim & Yo ARk 4 A (A7mLM1 —1).

i—oo 1 =0 n;
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O primeiro termo do lado direito converge para Ah e o0 segundo converge para zero,
uma vez que a sequéncia A~ £L"1 é limitada. Portanto, Lh = Ah e a prova da primeira

parte estd completa. Agora, pela definicdo de v, temos
/ A-iLidy = / A~id (L) = / 1dv = 1

para todo i € IN. Segue que

1 Tl—l . i 1 7’1—1 . .
e — —ipl = — —ipl =
/ hydy = / [n i}:o;)\ 51] dv = - 1'2:0: / ALy = 1

para todo n. Usando o teorema da convergéncia dominada, [ hdv = 1. As demais

propriedades seguem do Corolério 2.3.2 e do Lema 2.3.3. O
2.4 Construgao do estado de equilibrio

Seja a medida u = hv, ou seja

u(A) :A/hdv

para cada mensurdvel A C M. Veremos que yu é estado de quilibrio para o potencial ¢ e
verifica todas as demais condi¢des do Teorema Principal 1.
Do Lema 2.3.4 vem que (M) = [ hdv = 1, ou seja, u ¢ uma medida de probabili-

dade. Além disso, i e v sdo equivalentes, pois
K5'v(A) < p(A) < Ksv(A) (2.14)

para todo mensurdvel A C M. Logo, pelo Lema 2.1.4 temos que y estd suportada em

todo M. Tomando L = K3Ks5, o Lema 2.2.4 implica

_ u(B(x,n,¢€))
11 < oton(] Py <L (2.15)

para todo x € M e todo n > 1. Lembre que P = log A.

Lema 2.4.1. A probabilidade y é invariante por f. Além disso, f admite jacobiano relativamente

a w, dado por |, f = Ae“P%.

Demonstragio. Primeiramente mostraremos que £((g1 0 f)g2) = §1£§2, quaisquer que
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sejam as fung¢des continuas g1, g2: M — RR. De fato, para todoy € M,

LUsiof)g)W) = Y eYa(f(x)gmx) =) Y. We(x)
xef~1y) xef~H(y) (2.16)

= 1(¥)Lg2(y) = §1£82(y)-

Assim, para toda fungdo continua g: M — R,

[(gofan= [(gofatm) =a7" [(go Hhd(rv) = 27" [(go Hhd(L*v)
— A‘l/ﬁ((gof)h)dv — A1 /g(ﬁh)dv — A1 /g(Ah)dv

= /gd(hv) = /gdy.

Isso mostra que y é invariante por f. Seja A um dominio de invertibilidade de f. Entao,

pela férmula de mudanca de varidveis, temos que
h h
ufa) = [ 1au= [ nav=[ngoepiv= [ " Dagw) = [ 15Dy
f(4) f(A) A A 2

O Lema 2.1.3 agora implica que

Juf = 1o 8D = e 2))

como queriamos demonstrar. [
Corolario 2.4.2. A medida invariante y = hv cumpre a equagdo h, (f) + / pdy = P.

Demonstragdo. Combinando a Férmula de Rokhlin com a expressao de |, f dada pelo

Lema 2.4.1 temos

hu(f) = /log]yfd]/t
= /log [/\e_q,(hzf)] dp

:log)\—/gody—i—/log(hof) —log hdp.

Como y é invariante e h é limitada Corolario 2.3.2, a tltima parcela é igual a 0. Assim,

lembrando que P = log A, temos &, (f) = P — [ ¢du conforme enunciado. O

O préximo passo é verificar que P = log A é igual a pressdo P(f, ¢) pra mostrar que
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# = hv é um estado de equilibrio.
2.5 Estados de equilibrio como autofungées

Vamos comegar com um resultado elementar cuja prova pode ser encontrada em Oli-

veira e Viana (2019).

k
Lema 2.5.1. Sejam p;, b;,i =1, ...,k niimers reais positivos tais que ), p; = 1. Entdo
i=1

k k
Z pi ].Og b,‘ S log (Z pibi> ,

i=1 i=1

e a igualdade ocorre se, e somente se, 0s niimeros b; forem todos iguaisa }_ p;b;.
i=1

Seja agora # uma probabilidade invariante por f satisfazendo

m(F) + [ gy =P (2.17)

(como a medida p construida na se¢do anterior). Mostraremos que,

hy (f) +/<Pd’7 =P

. 1 1o N
O = = A" 1e?
Considere as fungdes g, W eg=A""e ho f Note que,
1) (%) 1 ()
Y, 8(x) = At = Y e?Oh(x)
xef~1(y) xef1(y) mfx) - Ahly) xef~1(y) (2.18)
_ £h(y) _ Any) _
Ah(y)  Ah(y)
para todo y € M. Como # é invariante por f, o Lema 1.4.14 implica
Y & =1 (2.19)

xef~1(y)

para r7-quase todo y € M. Pela Férmula de Rokhlin (1.4.11) e (2.17) vem
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03hrz<f)+/fpd17—P= /loglnfdw/fpdﬂ—log?t
(2.20)
= /(—log gy + ¢ —log A)dy.

Da defini¢do de g e a hipdtese de que 7 é invariante por f, o lado direito da integral

anterior é igual a

/(—log gy + ¢ — log )y = /(—log g —i—(p—log/\)diy—/log (hof)diﬁ—/log h dy

= / (—log gy +log e? +1logA~t —log (ho f) +log h) dn

h
_ o -1,¢
—/( log g, +log (/\ e hof))dﬂ

= / (—log gy +log g) dny = /log gg—ﬂdn-

(2.21)
Lembrando que g, = %, o Lema 1.4.13 garante que,
U
/ log £-dy = / Y gy(x)log S(x) | dy(y). (222)
8 xef 1) &

Para caday € M, tome p; = g, (x;) e b; = g(x;)/gy(x;), onde os x; sdo pré-imagens de
y. Aigualdade (2.19) significa que }_ p; = 1 para yj-quase todo y € M. Aplicando agora

1
o0 Lema 2.5.1 e usando a expressdo (2.18) temos,

z:@wmggwgm Y ()5 (x)
(v)

xef 7 xef iy 3 223)
=log ), g(x)=logl=0
xef(y)
para r7-quase todo y € M.
Combinando as relacoes de (2.20) a (2.23) obtemos:
0§hn(f)+/¢d17—P=/log fdﬂ
U
(2.24)

Og X)=0U.
/Qg 1ggm)wm 0

Portanto, pela sentenca (2.24), temos que h, (f) + [ ¢dn = P para toda probabilidade
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invariante 7 tal que satisfaz h, (f) + [ ¢dy > P.

E claro que sup{h,(f)+ [ ¢dn : y invariante por f} > P. Assim, segue do Principio
Variacional que P = P(f, ¢). Lembre que a Proposi¢do 2.1.1 diz que P = logr(L). Isto
finaliza prova que a medida y = hv é um estado de equilibrio para ¢.

Para mostrarmos que y = hv é o inico estado de equilibrio para o potencial ¢, vamos

ter como um dos pontos de partida o seguinte corolario:

Coroldrio 2.5.2. Se 1 é um estado de equilibrio para ¢, entdo suppy = Me
—plhof) U U
= -7 (L) = £
B =de v et (3) = (5)

Demonstragio. A primeira afirmagdo do enunciado é consequéncia imediata da segunda
e do Lema 2.1.4. A igualdade (2.24) implica que vale a igualdade em (2.23) para y#-quase
todo y € M. De acordo com o Lema 2.5.1, isso ocorre se, e somente se, 0s nimeros
b; = log(g(x;)/&y(x;)) sdo todos iguais. Ou seja, para 7j-quase todo y € M existe um

numero ¢(y) tal que
8(x)
&y (%)

para todo x € f~1(y). Além disso, das igualdades (2.20) e (2.21),

= c(y)

cy)=cly) ¥ g = Y cygx)= Y gx =1
xef~1(y) xef~1(y) xef~(y)

para 7-quase todo y. Segue que g, = ¢ em 7-quase todo ponto, ou seja, a fungao
1/g = Ae ¢(ho f)/h é um jacobiano de f relativamente a 7. Isto prova a segunda
afirmacgdo. Para provar a terceira afirmacdo, seja {: M — R uma fung¢do continua

qualquer. Usando a definigdo de operador de transferéncia,
* ﬂ —
Jete(3) /hﬁgd” /h (xe
-/ ( cm) ()
xef1

Pela defini¢do da funcédo g e para todo x € f -1 (v),

e"’(")é‘(X)) dn (y)
- (2.25)

o) = A-lep(n 1) et g0 et
g(x) =A""e? h(f(x)) = g(x) =A""e? = A .
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Substituindo a igualdade acima em (2.25), obtemos

Jete(3)=] (@;(x%am) #1(y). 226)

Lembrando que ¢ = ¢, = 1/];,f, podemos usar o Lema 1.4.13 para concluir que

/Cdﬁ*(%)=/( B A%C(ﬂ) dn(y)=/( )» A% (}ﬂ;(ﬂ)) dn(y)

xef~Hy) xef~1(y)
:/A%dﬂ(y) :/gd(/\h—ﬂ)

Como a fungdo continua ¢ é arbitraria, isto mostra que L* (

=

)= (

afirmamos. O

=3

) , tal como

2.6 Unicidade do estado de equilibrio

Primeiramente, provaremos o seguinte controle da distorgao:

Coroldrio 2.6.1. Existe uma constante Ky > 0 tal que para todo estado de equilibrio 1, todo

n>1,todox € Metodoy € B(x,n+1,p),

1< ]ﬂfn(x) < K7.

k7= Jnf*(y) —

Demonstracdo. Pelo Corolario 2.5.2 e o Lema 1.4.15 temos

f" () anf Fien =11 [ [remvoren @2 D) 1)
_ Ane—(pmh(f () (s B2 i BUM(3)
h(x) h(f(x)) h(fr=1(x))
_an *1209"(1”( DR(f"(x)) o n —puyh(f"(x))
=A'e —h(x) = Ao~ Pnl¥) )
- (") )

para cada n > 1. Sendo a ultima igualdade resultante da expressao (2.7) do Corolario
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2.2.2. Entdo, usando o Corolario 2.2.2 e o Lema 2.3.4,

') I M L nte ()hy)
W) T, () () ()

—1p—4

T "W )

< KyK2.

Portanto, basta tomar Ky = Kng. O

Agora mostraremos que os estados de equilibrio de ¢ sdo todos equivalentes entre

si. Antes, apresentremos um fato que sera usado no final da prova do préximo lema.

FATO 3: Seja (M, M) um espago mensuravel. Considere y e v duas medidas de proba-
bilidade em M. Suponha que exista uma constante C > 0 de modo que y(B) < Cv(B)
para todo B € M. Entdo, a derivada de Radon-Nikodym de y com relagdo a v é limitada
por alguma constante em v-quase todo ponto.

Com efeito, a hipotese implica que y < v. Assim, o Teorema de Radon-Nikodym
garante a existéncia da derivada de Radon-Nikodym de yu com relagdo a v denotada
por f = du/dv. Suponha, por absurdo, que para todo k > 1 existam By € M e
uma sequéncia de ntimeros reais /; satisfazendo lim_,o [y = o, v(By) > 0e f [ >
lx. Usando mais uma vez o Teorema de Radon-Nikodym temos Cv(By) > u(By) =
/B fdv > Lv(By). Assim, C > I para todo k > 1 o que é uma contradi¢do com a

k

finitude de C. Portanto, existe L > 0 tal que f < L em v-quase todo ponto.

Lema 2.6.2. Todos os estados de equilibrio de ¢ sio equivalentes. Em particular, as derivadas de

Radon-Nikodym sdo afastadas de zero e infinito.

Demonstragio. Sejam 11 e 12 dois estados de equilibrio. Considere uma parti¢do finita
P de M tal que todo P € P tem interior ndo vazio e didmetro menor que p. O Corolério
2.5.2 garante que supp; = supp#z = M e, assim, o conjunto {#;(P):i=1,2e P € P}
é afastado de zero (pela Proposigdo 2.2.3). Entdo, existe C; > 0 tal que

1
G

1(P)
2(P)

=

<

<q (2.27)

=

para todo P € P. A menos de substituirmos C; por uma constante C, > C;, mostrare-
mos que esta relagdo ainda vale para todo subconjunto mensurédvel de M.

Para cadan > 1, seja Q, a particdo formada pelas imagens h" (P) dos ramos inversos
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h' de f". Pela definigdo de jacobiano,
1:(P) = mi(f" (" (P / I f" dgi, i =1,2.
(P)
Integrando a desigualdade do Coroléario 2.6.1, temos
K [ f" ) dnily) < /m#dm<m/m x) ().
h"(P) (P) (P)

Assim, obtemos

K1 () < m%%SSK%MWﬂ

para todo x € h"(P). Pelo Corolério 2.5.2, segue que [, f = J;,f. Dai,

_ oI f(x) (P)Wl(h”(P)) 2 I f1 (%) 2
K2 = K S ) S e~ (2.25)

Portanto, tomando C, = ClK% e combinando as equagdes (2.27) e (2.28),

1 _ 1 _ P (P) _ (e (p) _
(@) B ClK% = 772(P)171(P)172(h”(P)) ﬂz(hn(P)) <GK; =G (2.29)

para todo P € P, todo ramo inverso h" de f" e todo n > 1. Logo, a sentenga (2.27) vale
para todo 9, com C; no lugar de C;.

Note que diam Q,, < ¢~ "p paratodon > 1,ja que, d(z,w) < o "d(f"(z), f"(w)) <
o "p paratodo z,w € Q. Seja B um conjunto mensuravel qualquer e dado qualquer
0 > 0. Como toda probabilidade boreliana num espago métrico é regular, podemos
tomar um compacto F C B e um aberto A O B de modo que #;(A\ F) < ¢ para
i =1,2. Considere Q, o subconjunto da particdo O, que intersecta F. Note que F C Q.

Tomando 7 suficientemente grande temos que Q, C A e

m(B) <m(A) <m(Qn)+96 e n2(B) = na(F) > 12(Qn) — 0. (2.30)

Da relagédo (2.29) resulta que 71 (Qn) < C272(Qn), ja que Qy é uma unido disjunta de

elementos de Q,. Combinando esse resultado com as duas desigualdades em (2.30),
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vamos ter

71(B) < 1711(Qn) +6 < Cana(Qn) + 6 < Co(172(B) +0) + 0.

Como J é arbitréario, concluimos que 771(B) < Ca2(B) para todo conjunto mensuravel

B € M. Invertendo os papéis de #; e 172, obtemos que #2(B) < Cp11(B) para todo

B € M. Isso mostra que quaisquer dois estados de equilibrio de ¢ sdo equivalentes.
As desigualdades C, '172(B) < 1(B) < Co772(B) juntamente com o Fato 3 garantem

a existéncia de L1 > 0 e Ly > 0 tais que

dn oo g

dnn dnq

Como ( Z—Zl) (Z—Zj) = 1, segue que ambas as derivadas de Radon-Nikodym estdo
afastadas de zero e infinito. O

Sabemos que medidas ergoérdicas e equivalentes sdo iguais. Combinando este fato
ao Lema 2.6.2, temos que todos os estados de equilibrio ergédicos sao iguais. Por outro
lado, como vimos no Lema 1.3.7 e Corolério 1.3.8, as componentes ergddicas de um
estado de equilibrio sdo estados de equilibrio ergdédicos. Segue que existe um tnico
estado de equilibrio (igual a y), tal como afirmamos.

Como consequéncia, a medida de referécia v também € tinica: se existissem duas
medidas de referéncia distintas vy e v, entdo y; = hvy e yp = hvp seriam estados de
equilibrio distintos. Da mesma forma, a autofungdo positiva / é tinica a menos de

produto por constante positiva.
2.7 Exatidao do sistema

Veremos que (f, ) é um sistema exato. Isso significa que se B C M é tal que existem
conjuntos mensurdveis B, satisfazendo B = f~"(B,) para todo n > 1, entdo B tem
medida nula ou tem medida total.

Seja B C M nas condi¢des acima e suponha que y(B) > 0. Mostraremos que
#(B) = 1. Considere P uma parti¢do finita de M tal que todo P € P tem interior ndo
vazio e didmetro menor que p. Para cadan > 1, seja O, a particdo de M cujos elementos

sdo as imagens h"(P) dos conjuntos P € P pelos ramos inversos h" do iterado f".
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Lema 2.7.1. Para todo ¢ > 0 e todo n > 1 suficientemente grande existe algum h"(P) € Q,
tal que
u(BNh"(P)) > (1 —¢)u(h"(P)). (2.31)

Demonstragio. Fixe ¢ > 0. Como a probabilidade y é regular, dado qualquer 6 > 0
existe algum compacto F C B e algum aberto A D B satisfazendo (A \ F) < 6. Como
partimos da ideia que y(B) > 0, isso implica que u(F) > (1 —¢)u(A), desde que
J seja suficientemente pequeno. Fixando § > 0 nessas condi¢des. Temos que diam
Qn < 0 "p, como vimos no decorrer da demonstracdo do Lema 2.6.2. Entdo, para
todo n suficientemente grande, qualquer elemento 4" (P) de Q, que intersecta F esta
contido em A. Considerando, entéo, a relagdo (2.31) falsa para todo h"(P). Diante disso,

somando todos os h"(P) que intersectam F,

Esta contradi¢do mostra que (2.31) é valida para algum h"(P) € Q,. O

Considere agora qualquer h"(P) € Q, satisfazendo (2.31). Como B = f~"(B,) e
f" ol = id, temos que f"(h"(P) \ B) = P\ B,. Entdo, usando Corolario 2.6.1 em

=t
p(P\B) = [ Juf'du < Kou(W"(P)\ B)Juf"(x) 23
h(P)\B
e
n(P) = [ Juf'dp = K O () s () 2.33)
h(P)

para qualquer x € h"(P). Note que reescrevendo (2.31), temos

eu(h"(P)) > u(h"(P)) —u(BNK*(P)) = u(h"(P) \ B).
Fazendo a razdo entre as relagdes (2.32) e (2.33), obtemos

u(P\By) _ ou("(P)\B) _ eu("(P))
w®) ey S ey T
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Mostramos entdo que, dado qualquer ¢ > 0 e n > 1 suficientemente grande existe
algum P € P tal que u(P \ B,) < KZeu(P).
Como P é uma partigdo finita, segue que existe algum P € P e alguma sequéncia
(n;)j — oo tal que
u(P\ By;) — 0 quando j — oo. (2.34)

Fixemos esse P daqui em diante. Como P tem interior ndo vazio e f é topologicamente
exata, por hipétese, existe N > 1 tal que fN(P) = M. Seja P = Py U---UP; uma
partigdo finita P em dominios de invertibilidade de fN. Os Corolarios 2.3.2 e 2.5.2
garantem que [, f~ = ANe=¢N(ho fN)/h é uma fungdo limitada de zero e infinito. Note
também que fN(P; \ By;) = NP\ By 1N, uma vez que f"(B,) = B paratodon > 1.
Agora, combinando essas tltimas observac¢des com (2.34), temos que, dado qualquer

i=1,...,s temos

BB\ Buen) = n(N (A Byn) = [ JufNep

Pl'\BH]‘

converge para zero quando j — oo. Note que {fN(P;):i =1,...,s} é uma cobertura
finita de M por conjuntos mensuraveis. Este tltimo resultado implica que (M \ By + N)
converge para zero, ou seja, que }(B) = p(By;4n) converge para 1 quando j — oo.
Logo, u(B) = 1.

Com isso, finalizamos a demonstracdo do Teorema de Ruelle.
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Capitulo 3
APLICACAO DO TEOREMA DE RUELLE

Neste capitulo vamos aplicar o Teorema de Ruelle quando tomamos como potencial a
funcdo ¢ = —log|det Df|, onde f: M — M é um difeomorfismo local numa variedade
compacta. Vamos admitir que f é tal que o potencial ¢ é Holder. O objetivo desse
capitulo é comparar o Teorema Principal desse trabalho com o Teorema 1.5.5.

A proposicgdo a seguir vai apresentar a ideia de que tinica probabilidade invariante
resultante no Teorema 1.5.5 é na realidade o tinico estado de equilibrio dado pelo Teorema

de Ruelle.

Proposicao 3.0.1. A probabilidade absolutamente continua invariante de f coincide com o
estado de equilibrio p do potencial ¢ = —log |det Df|. Consequentemente, ela é equivalente a

medida de Lebesgue m, com densidade dyu /dm Holder, afastada de zero e infinito e é exata.

Antes de proceder com a prova da proposicdo, consideremos um exemplo que nos

ajudard na argumentacao.

Exemplo 3.0.2. Seja f: M — M um difeomorfismo local numa variedade Riemanni-
ana compacta M. Considere o operador de transferéncia £ associado ao potencial
¢ = —log|detDf|. A medida de Lebesgue m de M é uma automedida do opera-
dor dual correspondente ao autovalor A = 1, ou seja, L*m = m. Para verificar esse
fato, basta mostrar que L*m(E) = m(E) para todo conjunto mensurédvel E contido na
imagem de uma bola B(y, p) por algum ramo inverso k;: B(y,p) — M (pois, pela com-
pacidade de M, todo conjunto mensurdvel pode ser escrito como unido finita disjunta

de subconjuntos E deste tipo). Usando a expressao (2.2),

=/XEd(£*m) :/(ﬁXE)dm

—/Z —log\de’fDﬂX oh dm = /Z’detDﬂ dm
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Pela escolha de E e pela férmula de mudanga de varidveis (Lema 1.4.12 item (b)), temos

k
* . XE ) o .
c m(E)_/]§—|deth| oh]dm_/XEdm_m(E).

Isso termina a prova que L*m = m.

Demonstragio. Usando os argumentos acima com A = 1 e v = m podemos construir
h: M — R uma funcdo Holder, afastada de zero e infinito, e cumprindo £h = h. A
medida p = hm é o tnico estado de equilibrio para o potencial ¢. Conforme o Teorema
1.5.5, u é a tnica probabilidade f-invariante absolutamente continua a m. Como h
é positiva, entdo u e m sdo equivalentes. A exatiddo foi dada na tltima secdo da

demonstracao do Teorema de Ruelle. O
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