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RESuMO

Em decorréncia do crescente desenvolvimento tecnoldgico e das consequentes
aplicagoes industriais, técnicas de controle de alto desempenho e aprendizado por
reforgo estao sendo desenvolvidas nao s6 para solucionar novos problemas, mas
também para melhorar o desempenho de controladores ja implementados em sis-
temas do mundo real. As abordagens do aprendizado por reforco e do regulador
linear quadratico discreto (DLQR) sao conectadas pelos métodos de programagao
dinamica adaptativa. Esta uniao é orientada para o projeto de controladores
6timos em sistemas multivariaveis (MIMO). O método proposto para sintonia
de controladores DLQR fornece diretrizes para construcao de heuristicas polari-
zadas que sao aplicadas na selecao das matrizes de ponderacao da recompensa
instantanea. Investiga-se o desempenho das heuristicas associadas com a sintonia
de controladores lineares discretos e aspectos de convergéncia que estao relaciona-
dos com as variagoes QR nos algoritmos de programacao dinamica heuristica
(HDP) e Agao Dependente (ADHDP). Os algoritmos e a sintonia sao avaliados
pela capacidade em estabelecer a politica de controle 6timo que mapeia o plano-Z

em um sistema dinamico multivariavel de terceira ordem.

Palavras-Chave: Programacao Dinamica, Controle Otimo, HDP, Q-Function,
ADHDP, Sistemas Multivariaveis, Convergéncia, DLQR.



ABSTRACT

Due to the increasing of technological development and its associated industrial
applications, control design methods to attend high performance requests and re-
inforcement learning are been developed, not only, to solve new problems, as well
as, to improve the performance of implemented controllers in the real systems.
The reinforcement learning (RL) and discrete linear quadratic regulator (DLQR)
approaches are connected by adaptive dynamic programming (ADP). This con-
nection is oriented to the design of optimal controller for multivariable systems
(MIMO). The proposed method for DLQR. controllers tuning can been heuristic
guidance for biased variations in weighting matrices of instantenous reward. The
heuristics performance are evaluated in terms of convergence of heuristic dynamic
programming (HDP) and action dependent (AD-HDP) algorithms. The algo-
rithms and tuning are evaluated by the capability to map the plane-Z in MIMO

dynamic system of third order.

Keywords: Dynamic Programming, Optimal Control, HDP, Q-Function,
ADHDP, Multivariable Systems, Convergence, DLQR.
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CapriTUuLO 1

INTRODUCAO

O controle automatico desempenha um papel importante na engenharia e na
ciéncia, sendo de vital relevancia em ambientes industriais. Os sistemas dinamicos,
tem adquirido um grau elevado de complexidade, que acaba por exigir estratégias
de controle cada vez mais robustas. Projetos classicos de sistema de controle
sao geralmente processos de tentativa e erro em que diversos métodos de anélise
sao utilizados de forma interativa para determinar os parametros aceitaveis de
projeto.

Um desempenho aceitavel, estd geralmente definido em termos de margem de
fase e ganho, frequéncia de banda, maxima elevagao, tempo de subida e tempo
de acomodagao, porem nao sao otimizados (BERTSEKAS, 1995) (KIRK, 1970)
(KUO, 1980). Entretanto em sistemas de multiplas entradas e saidas (DOYLE
e STEIN, 1981), em que a complexidade se torna maior, necessita-se conhecer
técnicas modernas de controle com novas tecnologias. Uma abordagem para estes
sistemas complexos pode-se denominar de controle 6timo, que tornou-se altamente
viabilizado pelo desenvolvimento dos computadores digitais (KIRK, 1970).

Métodos de controle 6timo tem alcangado grande sucesso para sistemas lineares
(através das equagoes de Riccati), mas o sucesso é restrito a algumas aplicagoes,
visto que os métodos exigem o conhecimento da dinamica da planta, e nao é de
facil aplicabilidade online. Em algumas aplicacoes, em que a dinamica da planta
varia bastante, o projeto de controlador fixo, resultante dos métodos classicos,
nao sao suficientes (LENDARIS, 2009).

Uma série de questoes dificeis relacionadas a esta tarefa foram tratados e re-
solvidos, o que implica o desenvolvimento bem sucedido de conceitos matematicos

e algoritmos. Um deles foi o método de Bellman de Programagao Dinamica (PD)

(BERTSEKAS, 1995) (BELLMAN, 1958)(BELLMAN, 2003), e a subsequente

17



CAPITULO 1. INTRODUCAO 18

equagao Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) para resolver uma ampla classe de pro-
blemas de otimizacao nao linear. Porém, o alto custo computacional associado
com a realizacao dessas formulacoes, trouxe dificuldade na aplicabilidade desse
procedimento de forma online (por exemplo o aspecto da resolucao por recorréncia
da Programagao Dinamica) (LENDARIS, 2009).

Durante a década atual, o trabalho significativo ocorreu no campo da in-
teligéncia computacional, como em Légicas Fuzzy, Redes Neurais e computagao
evolutiva (GUPTA e SINHA, 1995), relativas a aplicacao na tarefa de otimizagao
de controle através de um método que emprega Criticos Adaptativos (Ator-Critico)
(LENDARIS, 2009). Nos ultimos anos, esta abordagem tem sido chamada de
Adaptive Dynamic Programming ou Approximate Dynamic Programming - ADP
(Programagao Dinamica Adaptativa) (LENDARIS, 2009). Esta, evoluiu a par-
tir da abordagem denominada Aprendizagem por Refor¢o - AR (Reinforcement
Learning - RL) (WERBOS, 2008).

O Controle 6timo é, geralmente, uma técnica de projeto offline que exige pleno
conhecimento da dinamica do sistema, por exemplo, no caso do sistema linear,
deve-se resolver a equacao de Riccati. Por outro lado, o controle adaptativo é
um corpo de técnicas de projeto online, que usa os dados medidos ao longo da
trajetoria do sistema para proporcionar um desempenho garantido por meio da
compensac¢ao da dinamica desconhecida, perturbacoes e erros de modelagem.

Alguns métodos de projetos de controladores, que levam em consideracao as
variacoes dinamicas online dos parametros, e foram desenvolvidas, podem ser
citadas: métodos de particionamento, métodos de controle adaptativo e controle
de aprendizagem (LENDARIS, 2009). No método de particionamento, regioes
nao lineares sao divididas em regioes lineares e se desenvolve controladores para
cada uma. No caso do controle adaptativo, especifica-se um conjunto de contro-
ladores disponiveis (via modelos parametrizados) e um algoritmo para selecionar
o modelo baseado em observacoes. Ja no controle de aprendizagem, especifica-se
uma estrutura de controlador parametrizado (por exemplo de uma Rede Neural) e
um algoritmo correspondente para incrementalmente ajustar os parametros para
convergir sobre um projeto apropriado sempre que novas situagoes sao encon-
tradas (LENDARIS, 2009). Tais métodos de projetos de controladores, tornaram-
se viaveis gracas aos avancos tecnolégicos, o que possibilitou o uso de inteligéncia
computacional com um nivel cada vez maior no processamento de dados.

A Inteligéncia Computacional é um ramo da Inteligéncia Artificial (IA) que se
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baseia em algoritmos heuristicos (WERBOS, 2008) , tais como Légicas Fuzzy, Re-
des Neurais e computacao evolutiva (GUPTA e SINHA, 1995) (WERBOS, 2008)
(MEYER et al., 2009). Combina elementos de aprendizagem e adaptagao pra
criar programas inteligentes sendo bastante difundido em aplicacoes industriais.

Para o propésito de obter um controlador 6timo que minimize uma dada funcao
de custo, sem o uso do modelo do sistema a ser controlado, uma classe de técnicas
de AR, chamada de Criticos Adaptativos, foi desenvolvida pela comunidade de
inteligéncia computacional. O conceito de Criticos Adaptativos é essencialmente
a combinagao das idéias de AR e PD. Enquanto a Programagao Dinamica calcula
o controle por meio da Fungao Valor (Value Function) Otimo, o Critico Adapta-
tivo utiliza uma aproximacao dessa Funcao Valor Otimo para realizar o projeto de
controle. O principal atributo do Critico Adaptativo que permite a aplicacao on-
line é que ele efetivamente resolve a equacao de otimizacao de Hamilton-Jacobi em
avango no tempo (forward) enquanto a Programagao Dinamica faz a aproximacao
em retrocesso (backward) no tempo (LENDARIS, 2009) (BALAKRISHNAN et al.,
2008) (SI et al., 2004) (LEWIS e VRABIE, 2009a).

Dentro deste contexto, propoe-se neste trabalho, métodos de solugoes de sis-
temas com controle discreto 6timo, utilizando-se de técnicas de otimizacao através
de ADP (MURRAY et al., 2002) (WERBOS, 2008). O objetivo é aplicacao do
controle 6timo discreto, que tenha seus parametros ajustados de forma online a
um sistema dinamico MIMO (DOYLE e STEIN, 1981).

1.1 Objetivos

1. Gerais

e Pesquisar, desenvolver algoritmos e sistematizar o conhecimento para
realizagao do projeto de um Controlador Otimo Discreto via Apren-

dizado por Reforgo e Programacao Dinamica Adaptativa;
2. Especificos

e Investigar o estado da arte para o projeto do controlador 6timo discreto,

abrangendo teoria e aplicagoes;

e Desenvolver algoritmos de AR para o projeto DLQR,;
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e Avaliar o desempenho dos Algoritmos AD e AD-HDP;

e Desenvolver um método baseado em heuristica para sintonia das ma-

trizes de ponderacao do controlador 6timo.

e Analisar a convergéncia da ADP face a variagoes heuristicas das ma-

trizes de ponderacao @) e R.

1.2 Justificativa

O objetivo do controle 6timo é determinar o sinal de controle que levara
o processo a satisfazer as restrigoes fisicas e, a0 mesmo tempo, minimizar (ou
maximizar) algum indice de desempenho (KIRK, 1970). Tal controle pode ser
obtida através da utilizacdo do principio do maximo de Pontryagin (condigao
necessaria), ou por problemas da equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman (condi¢ao
suficiente) (KIRK, 1970).

A teoria de otimizacao contribui de forma significativa para a sistematizacao
e resolucao de problemas de controle 6timo (KIRK, 1970) (KUO, 1980). A Pro-
gramagao Dinamica ¢ um método de otimizacao matematica de processos uti-
lizada para decisao de multiestagios (BERTSEKAS, 1995) (BELLMAN, 1958).
A condigao do processo dentro de cada estagio é denominada de estado. Cada
estagio inclui uma tomada de decisao que pode alterar o estado do processo repre-
sentando uma transigao do estado corrente e o estado futuro (BERTSEKAS, 1995)
(BELLMAN;, 1958). Dentro do processo multiestdgios, o objetivo do tomador de
decisao é encontrar uma politica étima proveniente das decisées. A determinacao
de uma politica 6tima para um processo de decisao multiestagios esta embasada
em uma abordagem alternativa que surgiu na década 50, chamada de principio da
otimalidade de Bellman (devido ao seu criador Richard Bellman) (BELLMAN,
1958).

O projeto do controlador 6timo discreto pode ser realizado pelo uso do principio
da otimalidade (KIRK, 1970) (BELLMAN, 1958) (BERTSEKAS, 1995) (KUO,
1980). Independente do estado inicial e do controle nos estagios iniciais, o con-
trole deve fornecer um controle étimo com relagao ao estado resultante, a partir
do controle dos estagios iniciais. De outra forma, qualquer estratégia de controle
que é 6tima no intervalo de [i;N] é necessariamente étima [i 4+ 1;N]| para i = 0; 1;
2,...,N —1 (KUO, 1980).
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Se o sistema é modelado por uma dinamica linear e a fungao de custo a ser
minimizada é quadratica no estado e controle, entao o controle étimo é uma
realimentacao linear de estados, em que os ganhos sao obtidos pela resolucao da
equagao de Riccati. Por outro lado, se o sistema for modelado por dinamicas
nao lineares ou a funcao de custo é nao-linear quadratica, o controle étimo de
realimentacao de estado dependera da solucao para a equagao Hamulton-Jacobi-
Bellman (HJB), que geralmente é uma equagao diferencial parcial nao linear ou
equacao a diferenca (LEWIS e SYRMOS, 1995).

Entretanto, muitas vezes é computacionalmente insustentavel a execucao da
Programacao Dinamica devido ao processo numérico da recursividade necessario
para sua solucao, conhecido como "maldi¢ao da dimensionalidade” (BELLMAN,
2003) (DREYFUS e LAW, 1977). Ao longo dos anos, progressos tém sido feitos
para contornar a este problema (POWELL, 2007) através da construgao de um
sistema, chamado ” critico”, para aproximacao da funcao de custo. A idéia é apro-
ximar a solugao da Programacao Dinamica utilizando uma estrutura de funcao de
aproximacao , tal como Redes Neurais, Logica Fuzzy, Least Squares - LS (Minimos
Quadrados), para obter-se a fungao de custo (SI et al., 2004) (LEWIS e VRABIE,
2009a) (LENDARIS, 2009) (MURRAY et al., 2002).

Como serd discutido na dissertacao, alguns dos projetos apresentados como
Criticos Adaptativos nao exigem o modelo de planta para ajustar a agao de con-
trole, o Critico, ou de ambos.

Varios esquemas de ADP aparecem na literatura. Em (BRADTKE et al.,
1994), foi implementado o método de Politica de Iteragao Q-Learning para LQR
discreto. Werbos, (WERBOS, 1974) (WERBOS, 1989), (WERBOS, 1990) classifi-
cou ADP em quatro esquemas principais: Heuristic Dynamic Programming- HDP
(Programacgao Dinamica Heuristica), Dual HDP - DHP (Programagao Heuristica
Dual), Action Dependent - HDP ( ADHDP ou @Q-Learning) (Programacao Dinamica
Heuristica Dependente da Agao), Action Dependent Dual - HDP (ADDHP) (Pro-
gramacgao Heurfstica Dual Dependente da Agao). Landelius, (LANDELIUS e
KNUTSSON, 1996) aplicou as técnicas HDP,DHP, ADHDP e ADDHP para o
DLQR e discutiu suas convergéncias mostrando que eles eram iguais a iteragao
pela recorréncia de Riccati.

Em um numero de aplicacoes industriais, a dinamica da planta muda tanto
durante a operacao, que os projetos de controladores pelos métodos classicos de

controle nao apresentam um desempenho satisfatorio pela dificuldade de se fazer
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os ajustes dos parametros em virtude de suas varia¢oes. O método de solucao de
sistemas com controle 6timo discreto, com auxilio de inteligéncias computacionais,
através de ADP (MURRAY et al., 2002) (WERBOS, 2008) vem no intuito de
saciar a necessidade de ajustes dessas variacoes de forma mais eficiente através

somente da coleta de dados do sistema dinamico.

1.3 Motivacao

A avanco no campo da inteligéncia computacional e das técnicas modernas de
controle de sistemas no campo industrial, foi um grande estimulo para o desen-
volvimento dessa pesquisa que envolve teoria de controle 6timo discreto. Sistemas
dinamicos industriais, operam de maneira continua, porém seus controladores ope-
ram de maneira amostrada em visto dos equipamentos adotados. Sendo assim,
apesar da dinamica continua, o projeto de controle utilizando-se ADP é discreto.

Os algoritmos de ADP, tem sido de grande aplicabilidade industrial, como por
exemplo sistemas de misseis, autopiloto, sistemas de poténcias, sistemas de comu-
nicagao, processos bioquimicos, etc. Na o6tica de controladores étimos, sistemas
como esses, necessitam dos ajustes dos seus respectivos controladores de forma

mais eficiente tendo em vista que as técnicas classicas nao sao suficientes.

1.4 Contribuicoes
Dentre as principais contribuicoes dessa dissertacao pode-se destacar:

1. Caracterizacao do problema de controle, como alocagao de uma autoestru-

tura, que garanta a estabilidade do sistema no mapeamento no plano Z.

2. Estudo e sistematizacao de ADP para sistemas MIMO utilizando-se os al-
goritmos HDP e ADHDP.

3. Projeto de um controlador 6timo adaptativo online, que utiliza AR para

resolver o problema do controle étimo discreto.

4. Contribuicoes a cerca de formulagoes e andlises matematicas no desenvolvi-

mento da ADP para o controlador étimo discreto.
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1.5 Organizacao da dissertacao

A dissertagao é organizada em Capitulos que descrevem o desenvolvimento
metodologico para avaliacao da convergéncia da solucao DLQR e para as matrizes
de sintonia.

No Capitulo 2, apresenta-se o controle 6timo discreto por Programacao Dina-
mica, uma proposta heuristica para selecao das matrizes de sintonia () e R do
DLQR e uma abordagem introdutéria sobre os aspectos essenciais de Aprendiza-
gem por Reforco. O Capitulo 3, aborda métodos de solugoes offline de sistemas
de controle discreto através de controle 6timo utilizando-se como base a teoria de
AR. Sugere-se a solugao por Politica de Iteracdo (PI) e Valor de Iteragao (VI).
No Capitulo 4 sera visto como formular estes procedimentos em um método de
AR online em tempo real usando-se dados medidos do sistema ao longo de sua
trajetéria. Estes métodos sao amplamente chamados de ADP. Sao apresentados
as estruturas bésicas de ADP. E feita analise sobre cada uma delas. Solugoes
do DLQR por criticos adaptativos sao apresentadas no Capitulo 5. Dois esque-
mas sao apresentados, HDP e AD-HDP. A influéncia do fator de desconto e do
ruido na agao de controle na equagao de HJB serao analisados. No Capitulo 6, os
algoritmos apresentados nos capitulos anteriores sao avaliados por experimentos
computacionais. A analise de convergéncia é feita baseada no ntimero de iteragoes
e no método heuristico de selegao das matrizes () e R. No Capitulo 7, apresenta-se
as conclusoes, comentarios e propostas futuras. Por fim, os Apéndices sao dire-
cionados para complementar a fundamentacao da abordagem considerada. No
Apéndice A tem-se a formulacao do controle 6timo por calculo variacional. O
Apéndice B mostra a convergéencia dos algoritmos de HDP e AD-HDP para o
DLQR.

1.6 Artigos publicados e aceitos

1.6.1 Artigos Publicados

1. Andrade, Gustavo A.; Neto, Joao Viana F.; Lopes, Leandro Rocha; , ”A
Framework for Modeling, Digital Control Design and Simulations of Dy-
namic”, Computer Modelling and Simulation (UKSim), 2010 12th Interna-
tional Conference on , vol., no., pp.398-403, 24-26 March 2010.
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2. Neto, Joao Viana F.; S4, Denis Fabricio Sousa de; Lopes, Leandro Rocha; ,
”State Space Modeling of Thermal Actuators Based on Peltier Cells for Indi-
rect Measurements and Optimal Control”, Computer Modelling and Simula-
tion (UKSim), 2010 12th International Conference on , vol., no., pp.392-397,
24-26 March 2010.

1.6.2 Artigo Aceito

1. Fonseca Neto, Joao and Leandro Rocha Lopes (n.d.). ”On the Convergence
of DLQR Control and Recurrences of Riccati and Lyapunov in Dynamic Pro-
gramming”. In:UKSim 13th International Conference on Computer Mod-
elling and Simulation(UKSim2011). Cambridge, United Kingdom.



CAPITULO 2

FUNDAMENTOS E ESTADO DA ARTE

A otimalidade dos controladores é garantida por meio da equagao de Riccati.
Através de uma discretizagao do sistema dinamico, o DLQR pode ser caracterizado
como um problema de possiveis estagios e estado, tendo-se a possibilidade em
estabelecer um caminho das trajetorias através da Programacgao Dinamica.

Todo organismo vivo interage com o ambiente e usa estas interacoes para
melhorar suas agoes para sobreviver. Estas modificacoes das agoes baseadas nas
interagoes, é chamada de Aprendizagem por Refor¢o (AR).

Aprendizagem por Reforco se refere a um ator ou agente que interage com o
ambiente e modifica suas agoes, ou politicas de controle, baseados nos estimulos
recebidos em resposta a essas agoes. Os algoritmos de AR sao construidos com
a idéia de que decisoes sucessivas de controle sao tomadas com a intencao de
maximizar o reforco ao longo do tempo.

Este capitulo tem enfoque na caracterizacao do controlador étimo discreto por
principio de otimalidade e Programacao Dinamica partindo-se da discretizacao e,
por fim, uma abordagem introdutodria sobre AR e os aspectos essenciais como o

processo de decisao Markoviano, Funcao Valor (Value Function) e uma classe de
AR chamada de Ator-Critico.

2.1 Projeto do LQR discreto

O problema do regulador é definido com referéncia a um sistema de entrada
nula com o objetivo de guiar (orientar) os estados e saidas na vizinhanga do estado
de equilibrio. As condigoes de entradas zero nao sao severas para o projeto. O
regulador linear quadrético (tempo infinito) garante a estabilidade do sistema

com algumas caracteristicas de amortecimento e desempenho satisfatério quando

25
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as entradas sao diferentes de zero (KUO, 1980) (ATHANS e FALB, 1966) (LEWIS
e SYRMOS, 1995).

2.1.1 Formulacao do indice de desempenho quadratico para

um sistema de dados amostrados

Considere o sistema linear em sua forma continua dada por:

#(t) = Ax(t) + Bu(t) (2.1)

sendo x(t) o vetor de estado n x 1 e u(t) o vetor de controle p x 1.

O vetor de controle discreto é dada por:

u(t) = u(kt) (2.2)

KT <t<(k+1)T (2.3)

O desafio é encontrar o controle 6timo u*(kT'), sendo k=0,1,2,....N — 1, para

que o indice de desempenho dado por:

J = (tf VESa(tf) +

N | —

tf
/ (67 Que(t) + u(t)” Ru(t)] (2.4)

seja minimizado, para um horizonte de tempo tf = NT dado. Neste caso, as
matrizes () e R do indice de desempenho sao definidas positiva e semi-definida
positivas respectivamente, T' é o periodo de amostragem e N nimero de amostras.

Entao a equacao de estado discreta fica:

z[(k 4+ 1)T] = Age(kT) + Bau(kT) (2.5)

sendo:

Ad = €AT (26)

Bd = /Ad(T - T)BdT (27)
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O indice de desempenho discretizado em termos dos operadores fica:

N—-1
Jpror = ; (NT)'Sz(NT) + % Z (kT)" Qz(kT)
k=0
+ 20(kT)' M(T)u(kT) + w(kT)" Ru(kT))] (2.8)
sendo:
(k+1)T
Q(T) = / AL (t — ET)QA4(t — KT)dt (2.9)
kT
(k+1)T
M(T) = / AT(t — kT)QBy(t — KT)dt (2.10)
kT
(k+1)T
R(T) = / [BY(t — kT)QBy(t — kT) + Rdt (2.11)
kT

Tem-se como ponto de vista de propriedades, que Q(T )e R(T) sao simétricas,
semi-definidas positiva e definida positiva respectivamente e nada pode ser dito a
respeito de M (7). Em geral, o indice de desempenho quadratico é descrito sem a
matriz M. E mais natural definir o indice de desempenho quadratico da seguinte

forma:
N-1

1
Ipror = SuNSon + 5 Y (¢f Qur + uf Ruy) (2.12)
k=0

2.1.2 Problema de tempo finito

O problema do projeto do regulador linear discreto deve ser resolvido pelo uso
do principio do minimo discreto.

O processo de controle digital é descrito por:

Tk+1 = Adl‘k + Bduk (213)

com zy dado. O objetivo é encontrar u;, para que o indice
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2
L

1 ~ A
Iy = 5“”%5%\7 + (2x Qg + 23 2Muy + uy Ruy,) (2.14)

0

N | —
B
Il

seja minimizado.

O indice de desempenho Jy na Eq.(2.14) é para o intervalo de tempo de [0, N],
ou para um total de N estagios se o tempo nao esta envolvido com a varidvel
independente. Define-se Jy_;(x;) como o indice de desempenho no intervalo de j

a IV, ou o ultimo estagio N — j, isto é:

N-1
1 1 . .
In-j(z;) = §$£S$N + 5 Z (zf Quy, + xf 2Muy, + uf Ruy,) (2.15)
k=j
Quando 7 =0,
JN_j($0> = JN (216)
Quando j = N,
L 7
Jo(zn) = §stxN (2.17)

que ¢ o indice de desempenho através do ultimo estdgio somente. Portanto, o
valor do desempenho J pode ser dado por:
. L 7
min Jy_;(z;) = 5% Pjx; (2.18)
u;
Sendo P; a solugdo da DARE (Discrete Algebraic Riccati Equation).
Para o caso do regulador linear quadratico de tempo finito, nao tem-se como
exigéncia que o sistema seja controlavel, observavel ou até mesmo estavel. O
indice de desempenho pode ser finito para um finito N mesmo que os estados

sejam nao controlaveis ou nao estaveis.

2.1.3 Problema de tempo infinito

Para o caso de tempo infinito ou nimero infinito de estagios, N = oo, o indice

de desempenho ¢é dado por:

[e.e]

Z(az%@xk + xl2Muy, 4 up Ruy,) (2.19)
k=0

J =

N | —
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Neste caso o custo final é eliminado, desde que N se aproxima do infinito,
o estado final zy deve aproximar do estado de equilibrio nulo, de modo que a
restricao terminal nao é mais necessaria.

Para o projeto do regulador linear quadratico de tempo infinito, uma exigéncia
é que, em malha fechada, o sistema seja assintoticamente estavel. Para isso, o
sistema dado pela Eq.(2.13) precisa ser controlavel e observavel.

A solugao do regulador infinito pode ser obtido definindo-se £ — oo. Como

N — o0, o ganho da matriz P, de Riccati torna-se constante.

klim P.=P (2.20)
O controle 6timo é:
ui = —(R+ BYPB,) Y (BYPAy + M")x} (2.21)

Entao a matriz de realimentacao, € uma matriz constante.

K = (R+ BYPB,) Y(BYPA;+ M7) (2.22)

O indice de desempenho 6timo para N = oo através da Eq.(2.18):

1
J = §xOTP:U0 (2.23)

Para o projeto do LQR de tempo infinito, é necessario que o sistema seja con-
trolavel ou estavel na realimentacao de estados. Controlabilidade é uma exigéncia
mais forte que a estabilidade, ja que um sistema nao controlavel pode ser estabi-

lizado se os estados nao controldveis sejam estaveis (KUO, 1980).

2.2 Principio da otimalidade e Programacao Di-
namica

O projeto DLQR realizado nas se¢oes anteriores podem ser afetados pelo uso
do principio da otimalidade. O projeto, usando o principio da otimalidade, é
conhecido como o método de Programacao Dinamica.

Independente do estado inicial e do controle nos estagios iniciais, deve-se

fornecer um controle 6timo com relagao ao estado resultante, a partir do controle
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dos estagios iniciais. De outra forma, qualquer estratégia de controle que é 6tima
no intervalo de [j, N| é necessariamente 6tima [j+ 1, N| para j = 0,1,2,..., N — 1.

O regulador discreto 6timo de tempo finito é dado por:

N-1
minJ = G(an) + Y Flay, up) (2.24)
k=0
sujeito a:
Lh4+1 = Adl‘k + Bduk (225)
sendo: .
G(zy) = §x%SxN (2.26)
N-1 1 1
F(xg,uy) = iz%QxN + xf Muy + §ugRuk (2.27)

B
Il

0
com zo dado.

Assumindo Jy_;(z;) seja o indice de desempenho no intervalo de [, N|. Entao:

N-1
In-j(z;) = Glon) + Z F(wg, ur) (2.28)
k=j
j=0,1,2,.. N

O minimo valor de Jy_;(x;) é representado por:

fn—j(25) = min Jy—j(z;) (2.29)

Para j = N, a Eq.(2.29) representa o indice de desempenho ou retorno sobre

o estagio 0. Portanto:

folzn) = G(zn) = %IYA}SZ‘N (2.30)

Para j = N — 1, tem-se um estagio ou um intervalo processado que é o ultimo

estagio. Entao, o indice de desempenho 6timo é dado por:
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filzn—a) = glvin Ji(rn-1)

(2.31)
=min G(zy) + Fy_1(xy_1,un_1)
UN_1
sabendo-se que:
1
G(l’N) = §(Ade71 + Bd'LLNfl)TS(Ad.TNfl + BduN,l) (232)
Rearranjando a Eq.(2.31) tem-se:
LA T
hley-1) = min(ey_(Q + Ag SAd)wn-1
1
+ZE71\}_1<M + §A35Bd)UN_1
1
+§u]TV_1BgSAde,1 (233)
1 A
+§u%_1(R + BgSBd)UN_1>
= min Jl(fL’N_l)
UN—1
para o minimo J;[xy_1] tem-se:
8J1<SL'N,1>
—= =0 2.34
D (2.34)
o resultado é dado por:
1 1 .
(M + §A§ SBy)" + §B§“ SAdxy_ + (R+ BYSByuy_, =0 (2.35)
o controle 6timo é:
wh_, = —(R+ BYSBy) " (M" + BYSA )z, (2.36)

Substituindo-se a Eq.(2.36) na Eq.(2.33), tem-se, depois da simplificacao:

1 .
fl(fol) = 517]7\1[_1[@ + A§SAd
—(MT + BYSA)T(R+ BYSBy) " (M™ + BYSAg)|xn-

(2.37)

Definicoes:
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Py=S (2.38)

Py_1=Q+ ATS54, — (MT + BTSA)T(R+ BYSB,) " (M” + BTSA4,) (2.39)

Portanto, tem-se respectivamente:

1

fo(IN) = §$%PN.TN (240)
L 7
fl(xN—l) = _$N71PN—1=73N—1 (241)
2
Continuando o processo, assume-se 7 = N — 2. Isto é um problema de

otimizacao consistindo nos dois ultimos estagios.

fg(J?N,Q) = IIliIl Jg(xN,Q)
UN—-2,UN—1
= min  Fy_o(xn_2,un—2) + Fy_1(Tn_1,un_1) (2.42)
UN—2,UN—1
+G<ZL‘N)
sabendo-se que :
fo(zn_s) = Iflviﬂ(FN—z(fEN—m un—2) + fi(rn-1) (2.43)
UN -2
L A T
FN—2($N—2> UN—Q) = §$N_2Q33N—2 +xy_oMun_o
X (2.44)
+§u%_2RuN_2
e
1
filen_q) = §(Ad37N72 + Baun )" P(Agzn—2 + Baun_2) (2.45)
Ajustando:
0J2(£L'N,2)
—= =0 2.46
D (2.46)

Pode-se mostrar que o controle 6timo é dado por:



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS E ESTADO DA ARTE 33

Wy_y = —[R+ BYPy_1 By "(M" + BT Py_1 Ag)x_, (2.47)

1 R
folon—2) = §$§—2[Q + A} Pn_1Aq
—(MT + BYPy_3A)T(R+ BT Py_yBy) ™ (2.48)
(M" + B Py_1Ad)|zN—2

Assumindo-se:

Py o=Q+ APy 1Ay

. (2.49)
—(M" + B Py_1A)" (R + B Py_1By) " (M™ + Bl Py_1Ay)
A Eq.(2.48) é simplificada para:
L 7
fl(l'N_Q) = EIL‘N_QPN—QI'N—Q (250)
Pode-se mostrar que em geral:
L
fn—j(zs) = 527 Py (2.51)
sendo:
Py =Q+ AjPj1Ag (2.59)
—(M" + By Pyy1Ag)"(R+ Bi Py1By) (M" + B P11 Ag)
O controle 6timo é:
W} = —(R + BJ Pj41By) ' [M" + B] Py  Adlz) (2.53)

Assim, tem-se a equacao de Riccati usando-se o principio da otimalidade. O
método de solugao também é conhecido como Programacao Dinamica.

Para fins de simplicacao das equagoes, sera adotado a partir desse momento
queQ:Q,R =ReM=0.
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2.2.1 Solucao recursiva da DARE

A equagao a diferenca de Riccati é geralmente resolvida por método de calculo
numérico computacional, método recursivo ou método dos autovalores e autove-
tores. O cdlculo numérico computacional envolve solugoes iterativas da equagao
a diferenga nao linear de Riccati. Como ja discutido, a Programacao Dinamica é
um método de solugao recursivo do problema de controle 6timo. Assumindo-se a

matriz de ganho de realimentacao do regulador discreto étimo como:

Kj = (R+ Bj Pj+1By)"" (B Pr14a) (2.54)

O controle 6timo da Eq.(2.53) é escrito como:

u; = —K;} (2.55)

A Eq.(2.52) de Riccati é simplificada:

Py =Q+ AjPj1Ag — (Bl P A))" K; (2.56)

Comegando-se com a condi¢ao limite Py = S5, as Eq.(2.54) e (2.56) sao re-
solvidas por recursividade (BRYSON e HO, 1975) (LANCASTER e RODMAN,
1995).

2.2.2 Algoritmo de Programacao Dinamica para o LQR

discreto

Com base em toda teoria exposta anteriormente, pode-se agora desenvolver
um algoritmo computacional que mostre a resolucao do problema do DLQR
utilizando-se a Programagao Dinamica. Conforme a Eq.(2.57) do DLQR de hori-

zonte finito exposta logo a seguir, tem-se o seguinte algoritmo:

=

1
(2] Qzp + ui Ruy) (2.57)

7

1 1
JDLQR = 5 <SL’%S$N> + 5

i
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ALGORITMO 1(PD — DLQR — HorizonteFinito)
1 > Inicializacao

Sistema Dinamico Discreto

Ay, By.

Condigao Limite

PN:S

Matrizes de Ponderacao

Qe R.

Estados Iniciais

© 00 N O U W N

o

—_
[en]

> Processo Iterativo.
for j«— N:—-1:1
do
> Ganho 6timo de realimentacgao.
K]' = (B:{SNBd + R)_lngj+1Ad
forj«— N—1:-1:1
do
> Recorréncia de Riccati.
Pj = (Ad — BdKj)TPj+1(Ad — BdKj) -+ K?RKj +Q
> Controle Otimo u;.
forj—1:1:N—-1
do
zj41 = (Ag — BaKj)z;
forj«—1:1:N
do u;‘ = —Kjz;
Fim do Processo Iterativo.

NN NN N DN = e e e e e e
T W N H O © 0 1 O Ut b W N =

O algoritmo 1, expoe de maneira clara, os passos a serem seguidos para obter-
se a solucao do DLQR utilizando-se a Programacao Dinamica. Vale ressaltar a
inicializacao do processo. Destaca-se nesse trecho do algoritmo a condicao limite,
que nada mais é que o valor no instante de tempo final N assumido pela matriz

P de Riccati, os estados inciais, e é claro, as matrizes de ponderacao ) e R.

2.3 Selecao das matrizes de ponderacoes (R do

indice de desempenho

As matrizes de ponderacoes do indice de desempenho sao escolhidas pela ca-
racteristica de desempenho de controle. A dificuldade de escolha se deve ao fato de
nao existir um método sistematico para tal selecao, sendo normalmente adotada
a forma diagonal para essas matrizes e tendo sua escolha realizada por meio de
varias simulagoes, tentativa e erro. Os valores selecionados para as matrizes de
ponderacao, devem satisfazer os critérios estabelecidos pelo projetista, que por

consequencia, influenciam na determinacao do ganho do controlador.
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Algumas metodologias podem ser citadas. No trabalho de (JOHNSON e
GRIMBLE, 1987), as técnicas disponiveis para selegao destas matrizes, sdo dividi-
das em quatro metodologias: métodos heuristicos, controle 6timo modal, método
do lugar das raizes 6timo assintético e método da ponderagao dinamica.

A primeira técnica projetada para selecao das matrizes de ponderacao do custo

funcional quadratico foram as heuristicas.

2.3.1 Meétodo de Sintonia Heuristica QR

Os autovalores sao utilizados para verificar se as especificagoes de projeto
estao sendo contempladas durante a operacao do sistema. Estabelece-se uma
relacao entre as figuras de mérito do sistema dinamico em funcao das matrizes
de ponderacao. A nova lei de controle em funcao das matrizes de ponderagao sao

dadas por:

sendo Kgr o ganho do controlador que depende diretamente da selecao das
matrizes de ponderacao.

O método de Sintonia Heuristica Q R (MSH-QR) (FONSECA NETO e LOPES
2011) baseia nas relagoes entre as matrizes () e R quando a recorréncia de Riccati

que é dada por:

P=Q+ AYPA — AYPByK,; (2.59)

¢ substituida na equacao do ganho que ¢é dada por:

K,ie = (R+ BYPBy) 'BYPA, (2.60)

Desta forma, tem-se que o ganho étimo da Eq.(2.60) é dado por:

Kie = (R+ BYPB,) 'Bi(Q + AY PA; — AL PB.K,;.)Aq (2.61)

Operando-se com a Eq.(2.61) no intuito de explicitar as relagoes para @ e R

tem-se que:

Kie(Q, R) = { [(R + BiPBq) ' By (Q + AdTPAd)]

2.62
“[(R+ BIPBy)'BI(ATPB.K, )] } A (262)



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS E ESTADO DA ARTE 37

A forma explicita final é dada por:

KiolQR) = Kp(QR)+ Kp(R) (2.63)

sendo:

Kn(Q,R) = [(R + BIPB,)'BY(Q + AgpAd)Ad]
K (R) = —[(R+ BjPBy) 'Bj(A]PByK,i.)Ad]

Considerando as situagoes R >> BIPB; e Q >> AYPA,; em que as formas
quadraticas da entrada e do estado sao bem menores que as ponderacoes () e R,

tem-se que

Kn(Q,R) ~ {[R'B;Q] A} (2.64)
K (R) —{[R'Bj A PB,;R "By PA,| Ay} (2.65)

Q

Observa-se que se R >> 0 para o caso de matrizes diagonais, tem-se que
f2(@Q, R) =~ 0 (FONSECA NETO e LOPES 2011).

2.4 Aprendizagem por Reforco (AR)

Quando se deseja que o agente tenha autonomia total, significa que este de-
vera ser capaz de aprender com base em informacoes do tipo recompensas ou
reforgos fornecidos por um ”critico” ou pelo proprio ambiente. Um sistema tipico
de Aprendizagem por Refor¢o (AR) constitui-se basicamente de um agente inte-
ragindo em um ambiente via sensores (percepgao) e atuadores (agao). A acao,
ug, tomada muda de alguma forma o ambiente, afetando o estado na tentativa de
alcangar o seu objetivo, e as mudancas sao comunicadas ao agente através de um
sinal de reforco, ry, e o préximo estado, xy.1, como mostra a Figura 2.1 (SI et al.,
2004).
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Reforco/
Utilidade Estado Acdo
1 =r(x.u,) Y

Ambiente

Figura 2.1: Um agente AR interagindo com seu ambiente.

Aprendizado por Reforco difere de Aprendizado Supervisionado principal-
mente no tipo de resposta recebida do meio ambiente. No Aprendizado Super-
visionado, o equivalente a uma funcao ”especialista” esta disponivel e conhece a
saida correta, a priori, para cada uma das saidas do agente, e a aprendizagem
é baseada em dados de erro da saida (SI et al., 2004). Na AR, por outro lado,
nao ha o conhecimento da saida correta, o agente recebe apenas a informagao do
ambiente por um reforco, e aplica uma acao, de maneira aumentar a quantidade
de recompensa que ele recebe ao longo do tempo. Outra diferenca de Apren-
dizado Supervisionado é que, no desempenho online, a avaliacao do sistema é
concomitante com a aprendizagem. AR pode ser aplicada quando Aprendizado
Supervisionado padrao nao é aplicavel, e exige menos conhecimento a priori (SI
et al., 2004).

A cada instante de tempo k, o sistema de AR tem um ntmero de agoes de
safda formando um vetor @ chamado de ”vetor de acdo”ou ”controle”, em que o
agente usa para influenciar o ambiente (SI et al., 2004). O Problema se baseia em
encontrar uma politica de controle %, que maximize o reforco /ganho acumulado

no tempo, dado por:

max <§: fyi_kri> (2.66)

ou

mazx <Z fyirk+i> (2.67)
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sendo r o reforgo (utilidade) e v o fator de desconto.

A politica h é um mapeamento de estado para agdo a um valor h(zy,ug),
ou seja, a probabilidade do agente tomar a acao u; quando este se encontrar no
estado xy (SI et al., 2004).

O comportamento do agente apresenta variagoes a medida que ele vai acumu-
lando experiéncia a partir das interagoes com o ambiente. O aprendizado pode
ser expresso em termos da convergéncia ate uma politica étima, h*, que conduza a
solugao do problema de forma étima (SI et al., 2004) (LEWIS e VRABIE, 2009a).
Vale ressaltar que as acoes étimas podem ser baseados em minimo de combustivel,
energia minima, risco minimo, a recompensa maxima, e assim por diante.

O reforgo é um sinal do tipo escalar, ri, devolvido pelo ambiente ao agente.
O reforco é emitido assim que uma acgao tenha sido efetuada e uma transicao de
estado, xp—xk1, tenha ocorrido. As fungoes de reforgo expressam o objetivo que
o agente deve alcancar. O agente deve maximizar a quantidade total de reforgos
recebidos, chamado de retorno acumulado. No caso mais simples, modelo de

horizonte finito, o retorno é dado por:

R, = <i ri> (2.68)

i=k
sendo N o numero de amostras no horizonte de tempo discreto.
Para o caso em que deseja-se utilizar-se um desconto de retorno, modelo de

horizonte infinito, tem-se que:

Ry, = <§: vi_kri> (2.69)

O fator de desconto, v, 0 < v < 1, determina o grau de influéncia que tém os
valores futuros sobre o reforgo total (BUSONIU et al., 2010).

Se v = 0 o agente tem uma visao miope dos reforgos, maximizando apenas os
reforgos imediatos. Se v = 1 a visao do reforgo abrange todos os estados futuros
dando a mesma importancia para ganhos neste momento e qualquer ganho futuro.

Um conflito bésico que surge na Aprendizagem por Reforco é entre a ex-
ploracgao (Ezploration) e a descoberta (Ezploitation). O dilema entre exploracao
e descoberta, pode ser caracterizado de tal maneira, que em cada estado, o agente

deve escolher entre:
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e uma acao para o qual o reforgo esperado é de boa qualidade.

e ou uma ac¢ao em que a qualidade pode ser, neste instante preciso da escolha,
nao tao boa, porém as aplicagoes podem direcionar pare zonas promissoras,

mas nao exploradas.

Ou seja, o agente deve escolher, por vezes, agoes que ele acredita ser de quali-

dade inferior, a fim de descobrir se elas poderiam realmente ser boas.

2.4.1 Processo de Decisao Markoviano

Formalmente, um agente de AR ¢é caracterizado como um Processo de Decisao
Markoviano (PDM), em que as transigoes entre estados sdo probabilisticas. Cada
agao tem uma recompensa/custo, que depende do estado em que o processo se
encontra. O PDM tem quatro componentes: estados, acoes e distribuicoes de
transigdo e recompensa (BUSONIU et al., 2010). Um PDM deterministico é
definido pelo espaco de estados X do processo, o espaco de acao U do controlador,
a fungao de transicao f do processo (que descreve como os estados mudam com as
acoes de controle), e a fungao de reforgo r (que avalia o desempenho do controle
imediato).

Entao tem-se a funcao de transicao f: X x U — X

Try1 = f(2n, up) (2.70)

Ao mesmo tempo, o controlador recebe um sinal de reforco r, : X x U — R

e =1 (Tk, ug) (2.71)

Considerando-se um processo estocastico, X, em que um numero finito de
valores pode ser, X={x,, x1, ..., Ty }.

Em um Processo de Decisao Markoviano, as transicoes do estado x ao estado y
depende apenas das acoes permitidas no estado x. As Probabilidades de transicao

sao denotadas entao por (GLORENNEC, 2000):

Pay(U) = Pr(Tpp1 = 2| 2 = T4, up = 1) (2.72)

Sendo Pr o operador de probabilidade do estado x; passar para o estado 1,

quando a acao uy for tomada em k.
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Pode-se caracterizar o PDM como:
e um ambiente que evolui probabilisticamente de acordo com um conjunto
finito e discreto de estados;

e para cada estado do ambiente, existe um conjunto finito de agoes possiveis;

e a cada transicao o agente recebe um retorno positivo ou negativo do ambi-

ente em relacao a acao tomada;

e estados sao observados, agoes sao executadas e reforcos sao relacionados.

2.4.2 Funcao Valor (Value Function)

A Funcao valor é o mapeamento do estado, ou par estado-acao, em um valor
que é obtido a partir do reforgo atual e dos reforgos futuros. A funcao valor que
considera so o estado zy, é denotada por V() e denominada funcao valor-estado.
A funcao valor que considera o par estado-agao (z, uy) ¢ denotada por Q(zy, ug),
e denominada fun¢ao valor-a¢ao(Q) - Function).

Em todo estado x;, um agente escolhe uma acao de acordo com uma determi-
nada politica, h(zy) = ug. O valor do estado xj sobre uma politica h(zy) é dado

por:

Vi(zg) = F {<Z Ve (2, b)) |20 = x>}‘v’x €eX (2.73)

em que E {r(z;, h(z;))} representa a experanga de refor¢o quando se aplica
a agao proposta pela politica h no estado z;. Adotando-se E {r(xy, h(zg))} =
R(zg,ug), a Eq.(2.73) fica:

Vi(ax) = R(ar, h(wr)) +7 Y Pay(hla2))Va(y) (2.74)

yeX

Sabe-se que existe uma politica 6tima, h*(xy) que define:

O valor 6timo é:

Vif(zy) = m}ELIXE {<Z yi_kri>} (2.76)
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V¥ (zy) satisfaz, no caso do horizonte infinito, a seguinte equagao, conhecida

como equacao de otimalidade de Bellman (ou equagao da Programacao Dinamica).

Vi (z)) = max {R(a:k, ug) + 7y pry(uk)V,;“(y)} Ve e X (2.77)

ueUy
Yy

A partir da Eq.(2.77), tem-se que a politica 6tima h*(x) é dada por:

h*(zy) = arg max {R(mk, ug) + pr(uk)‘/h* (y)} (2.78)

Yy

Programacao Dinamica oferece um conjunto de métodos para resolver o pro-
blema de otimizagao, aproveitando a propriedade de Markov. Os dois principais

métodos sao chamados de Politica de Iteragao (PI) e Valor de Iteragao (VI).

2.4.3 Aprendizagem por Ator-Critico

AR estd fortemente ligado pelo ponto de vista tedrico de controle adapta-
tivo direto e indireto. Uma classe de AR baseia-se na estrutura do Ator-Critico
(SUTTON e BARTO 1998), onde um componente Ator aplica uma politica de
acao ou controle para o ambiente, e um componente Critico avalia o valor dessa
acao. Com base nesta avaliacao do valor, varios esquemas podem ser usados para
modificar ou melhorar a acao no sentido de que a nova politica possui um valor

que é melhor em relacao ao valor anterior.

T Agente
Ator
AgGEHO| : I Estado
: | Critico puy
erro TD i
Reforgo/
Utilidade
e = r(xk,uk)

Ambiente

Figura 2.2: Estrutura de Aprendizado por Reforgo com Ator/Critico.
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A estrutura Ator-Critico, conforme a Figura 2.2, implica em duas etapas:
politica de avaliacao pelo Critico seguida de politica melhoria. A etapa de politicas
de avaliacao ¢ feita através da observacao do ambiente os resultados e das agoes
em curso. Portanto, é de maior interesse, sistemas de Aprendizagem por Reforco
que utilizam como estrutura Ator-Critico, em que o Critico avalia o valor das
atuais politicas com base em algum tipo de critério de otimalidade (LEWIS e
VRABIE, 2009a). Os Métodos Ator-Critico sdo uma forma de aprendizagem
Temporal-Diferencial (Temporal Difference - TD) que possui uma estrutura de
memoria separada para representar a politica de forma independente da fungao
de valor. Na aprendizagem TD, o conhecimento prévio, assim como, a experiéncia
do agente, é utilizado para determinar qual decisao ele deve tomar. A atualizacao
da fungao de valor pode ocorrer a cada instante de tempo, nao necessitando de uma
estimativa confidvel da funcao de retorno. O algoritmo utilizado para atualizar
V() num dado instante k a uma agao, h(zy) = uy que faz passar do estado xy

para x4, para um refor¢o imediato r, = (2, ux) é dada por:

Vh(:ck) — Vh(l’k) +e€ [Tk -+ ’}/Vh(LUkJrl) — Vh<l’k)] (279)

sendo € a taxa de aprendizagem. Para mostrar que esta expressao ¢ uma

estimativa de V}(zy), expandindo-se a Eq.(2.73) tem-se que:

Vi(z) = E {<§€7kr(a€ h(zs)) |20 = x>}Vm € X
Vi(zn) = E {rm, W) + < S k(e b)) oo = x>}

Tp) = r(zk, h(xy SIG Dr(zy, h(z;)) |2 =
Vit = B {ron o)+ ( S 35 r(ana)) oo =) |
Vi(xr) = E{r(ag, M(wg)) + 9 Vi(oes) }

(2.80)

Logo, ao atualizar a funcao de valor, é feita uma aproximacao da equacgao
acima, por utilizar V; e nao Vj, real. Esta aproximacao ¢ utilizada como alvo na
aprendizagem TD, de forma que V) é atualizado a partir da sua diferenca com a
aproximacao de Vj.

O Critico assume a forma de um erro TD, sendo calculado como na Eq.(2.79).

Consequentemente, o erro TD é dado por:

€ = T‘(ZE}C, h(l‘k)) + ’)/Vh(l'k_H) — Vh<l’k) (281)
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A regra de aprendizado é dada por:

Vi(xg) — Vi(zr) + eep (2.82)

é chamada de Regra Temporal Diferencial de Aprendizagem. Pode ser consi-
derado como um erro de previsao entre as estimativas V' (zg) e V(2py1).

Neste caso, Vj(zy) representa a Fungao Valor atual considerada pelo Critico.
Apo6s cada decisao tomada pelo Ator, o Critico avalia o novo estado do ambiente,
de forma a determinar se a decisao tomada foi adequada ou nao. Para cada
politica, o Critico mantera funcoes de valor diferentes, de forma a manter coeréncia
e permitir que politicas diferentes possam ser utilizadas para diferentes estados do
ambiente. O Critico atualiza, apds cada iteracao, a funcao valor daquele estado
de acordo com a Eq.(2.79).

2.5 Conclusao

Foi exposto neste capitulo a formulagao do LQR discreto e sua solucao a partir
de Programacao Dinamica. Pode-se perceber que a partir de um nimero N de
iteragoes, consegue-se a convergencia a solucao do DLQR. Vale lembrar que deve-
se partir de uma condicao inicial dada pelo valor final assumido por P de Riccati
tendo em vista que o processo de PD é de retrocesso no tempo.

No ponto de vista de controle 6timo, a determinacao do ganho K do con-
trolador, através do DLQR, pode ser verificada na melhor escolha das matrizes
de ponderacao ) e R. A escolha adequada destas matrizes pode acarretar uma
melhor alocagao de autovalores.

No método MSH-Q R proposto, pode-se verificar a influéncia na escolha dos
pesos das matrizes. Percebeu-se que o ganho K pode ser dividido em dois outros
ganhos: um com a influéncia somente da matriz R e outro com a influéncia de
ambas. Entao para determinados valores de R ou () tem-se uma variacao na
equacao do ganho K do controlador.

Foi visto uma introducao com os principais aspectos sobre AR. Viu-se a im-
portancia da Funcao Valor e a evolugao desde o Processo de Decisao Markoviano
até chegar-se a uma estrutura de AR chamada de Ator-Critico. Tal estrutura é

relevante na resolucao por ADP que serao apresentados nos capitulos seguintes.



CapriTUuLO 3

APRENDIZAGEM POR REFORCO PARA SISTEMAS
DISCRETOS

No projeto de sistemas de controle com realimentacao, sao necessarios algorit-
mos de projeto e técnicas de analise que possam garantir um bom desempenho e
margens de seguranca. Controles de realimentacao, sem estabilidade, desempenho
ou robustez garantidas, nao sao aceitos nas industrias. A forma padrao para a

prestacao de tais garantias é usar a estrutura e as ferramentas fornecidas pela
matematica (LEWIS e VRABIE, 2009a).

Recorpensa/ Resposta
Politica ,' apartir de
atualizagio/ ," arbiente
melhoria'f’
Saida do
. sisterma
Sistema / -

Ambiente

Figura 3.1: Aprendizado por Reforgo com Ator/Critico para sistema de controle.

Como ja mencionado, a Aprendizagem por Reforco é a modificacao das acoes
baseadas nas interacoes com o ambiente. Um ator ou agente interage com o

ambiente e modifica suas agoes, ou politicas de controle, baseado em estimulos

45
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recebidos em resposta a essas agoes. No Capitulo 2, uma classe de AR usando
Ator-Critico foi exposta. Esta, serd utilizada para sistema de controle, conforme
a Figura 3.1 (LEWIS e VRABIE, 2009a). Os algoritmos de Aprendizagem por
Reforco sao construidos a partir da idéia de que sucessivas decisoes de controle
devem ser lembradas por meio de um sinal de reforgo (SI et al., 2004)(LENDARIS,
2009).

Programacao Dinamica oferece um conjunto de métodos para resolver o pro-
blema de otimizacao, aproveitando a propriedade de Markov. Os dois princi-
pais métodos sao chamados de Politica de Iteracao (PI) e Valor de Iteragao (VI)
(LEWIS e VRABIE, 2009b) (LEWIS e VAMVOUDAKIS, 2010a). A ADP é
baseada neste dois métodos. Em contraste com Valor de Iteragao, a Politica
de Iteragao necessita de uma politica admissivel de controle inicial (LEWIS e
VRABIE, 2009a).

Neste capitulo aborda-se métodos de solucoes de sistemas de controle discreto
através de controle 6timo utilizando-se como base a teoria de AR. A principio,
traca-se a estratégia de controle 6timo discreto generalizado com base na Funcgao
Valor. Em seguida, a partir da abordagem inicial, caracteriza-se o sistema discreto
sob a visao de AR e PD. Logo a seguir, sugere-se a solucao por PI e VI. Para
finalizar o capitulo, toda a abordagem adotada de maneira generalista, é exposta
no ponto de vista do DLQR e suas solucoes para sistemas dinamicos discretos.
Vale frisar que os algoritmos aqui propostos sao adequados para solucoes offline,

tendo em vista que se necessita do conhecimento da dinamica do sistema.

3.1 Controle 6timo para tempo discreto

Os sistemas dinamicos sao descritos através de equacoes EDOs nao lineares,
por andlises fisicas e mateméticas, da forma = = f(x,u), com o estado x(t) € R" e
a entrada de controle u(t) € R™ no espago continuo. Alguns métodos padrdes para
a discretizacao do sistema continuo, convenientes para o controle por computador,
podem ser utilizados. O resultado da discretizagao pode ser expresso em espaco
de estados na forma de x1 = F(xy, ux), com k sendo o tempo discreto.

A maioria dos estudos em ADP tem sido realizada para sistemas que operam

em tempo discreto. Dessa forma, considere o seguinte sistema discreto:

T = [(on) + g(ar)ug (3.1)
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com o estado x, € R" e a entrada de controle u, € R™ . A politica de controle
¢ definida como uma fungao de h(-) : R* — R™. Isto é, para cada estado xy

tem-se uma acao de controle definida da seguinte forma:

Tais mapeamentos sao também conhecidos como controladores de realimentacao.
Varios métodos podem ser utilizados para a obtencao da politica de controle de
realimentacao, dentre eles tem-se o controle 6timo através da resolucao da equacgao
de Riccati, controle adaptativo, controle no dominio da frequeéncia, etc. No Apren-
dizado por Reforco, a politica de controle é aprendida em tempo real a partir de
estimulos recebidos do ambiente. Como ja mencionado, na Aprendizagem por
Reforco, o ator é o agente que gera a politica de controle, matematicamente estd
representado pela Eq.(3.2), que tem como entrada zj, e saida ug. Vale ressaltar
que tudo fora do ator é considerado como ambiente, ou seja, o sistema da Eq.(3.1),
assim como todos os disturbios possiveis gerados, formam o ambiente.

Partindo-se do principio de AR, defini-se uma func¢ao de custo, para horizonte

infinito, como:

Vilze) = > v Fr(mw) = 9@k, tres) (3.3)
i=k =0

Com 0 < v < 1 um fator de desconto e ux = h(xy) sendo politica de controle de
realimentagdo. A Fungao r(xy,uy) é conhecida como fator de utilidade (ou reforgo
em AR) sendo a medida de um passo da fungao de custo. Ela pode ser selecionada
baseada em algumas consideragoes como energia minima, risco minimo, etc. Uma
forma padrao utilizada na area de controle é a funcao quadrética r(zy,u;) =
21 Quy + uf Ruy.

Assume-se que um sistema ¢ estabilizavel em um conjunto Q2 € R", se existir
uma politica de controle uy = h(xy) em que o sistema da Eq.(3.1) em malha
fechada seja assintoticamente estavel em 2. A politica de controle uy, = h(xy) é
dita admissivel se garante estabilidade e produz um custo finito Vj(z;) (LEWIS
e VRABIE, 2009a).

O objetivo do controle 6timo é selecionar a politica que minimiza:

V() = 1%1(2 Y (s, M) (3.4)
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A politica 6tima de controle é dada por:

up = h(zy) = arg IE&?@ v (@i, h(x,))) (3.5)

Percebe-se que no campo da inteligéncia computacional, a Eq.(3.3) é inter-
pretada como reforco e seu objetivo é maximiza-la. A maneira de como o valor
de custo é encontrado é a principal diferenca entre controle com realimentacao e

Aprendizagem por Reforco.

3.2 AR e principio de otimalidade de Bellman

A Programacao Dinamica é uma técnica utilizada para a otimizacao de proces-
sos de decisao de multiestagios. A condi¢ao do processo dentro de cada estagio
é denominada de estado. Cada estagio inclui uma tomada de decisao que pode
alterar o estado do processo representando uma transicao do estado corrente e o
estado futuro. Dentro do processo multiestagios, o objetivo do tomador de decisao
¢é encontrar uma politica étima proveniente das decisoes.

A determinacao de uma politica étima para um processo de decisao multi-
estagio estd embasada no principio da otimalidade de Bellman: ”Uma politica
otima apresenta a propriedade segundo a qual, a despeito das decisoes tomadas
para assumir um estado particular num certo estagio, as decisoes restantes a partir

deste estado devem constituir uma politica 6tima” (KUO, 1980).

e Exemplo: Seja o sistema em que tem-se:

Vetor de estado zy,.
— Estagio k.
— Transformacao do tipo f(z, ug, k).

— uy: vetor de decisao (controle) no estagio k.

Saindo de x( ,deseja-se levar o sistema para x; no Estagio k utilizando-

se controles (ug, w1, ug_1).

O conjunto u = (ug, u1, ux—1) é uma politica admissivel (6tima) quando os con-
troles uy, e os estados x;, resultantes satisfazem restricoes eventualmente impostas

em cada estagio.
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A Programacao Dinamica tem como caracteristicas a sub-estrutura 6tima, em
que uma solucao étima pode ser encontrada a partir de solugoes étimas para seus
subproblemas.

Escrevendo-se (3.3) como

Vi(zg) = r(zg, uk) + Z A RO (2, ;) (3.6)
i=k+1

Percebe-se que a equacao a diferenga equivalente a (3.3) é dada por:

Vi(wy) = r(zn, u) + Y Va(wpgr),  Va(0) =0 (3.7)

Isto é, ao invés de se avaliar a soma infinita dada pela Eq.(3.3), pode-se resolver
a equacao a diferenga (3.6) para se obter o valor da politica de controle atual
up = h(xy).

Esta é a equacao nao linear de Lyapunov conhecida como equagao de Bell-
man (KIRK, 1970)(LEWIS e SYRMOS, 1995). Avaliar o valor da politica atual
usando a equacao de Bellman é o primeiro conceito chave no desenvolvimento de
técnicas de Aprendizagem por Reforco. O Hamiltoniano de tempo discreto pode

ser definido como:

H (g, h(zg), AV (z)) = (2, h(zr)) + YVa(zrir) — Valar) (3.8)

Em que AV (zg) = yVi(xks1) — Vi(zk) é o operador a diferenca de avanco.
A funcao Hamiltoniana captura a energia contida ao longo da trajetoria de um
sistema como reflexo do 6timo desempenho desejado. A equacao de Bellman
requer que o Hamiltoniano seja igual a zero para o valor associado com a politica
prescrita (LEWIS e VRABIE, 2009a).

O valor 6timo pode ser escrito usando a equacgao de Bellman como:

V*(xy) = m};m(r(xk, hzg)) + YVi(xger)) (3.9)
De acordo com o principio de otimalidade de Bellman tem-se:

V* () = muin(r(xk, ug) + YV (xp41)) (3.10)

A Eq.(3.10) é conhecida como equagao de Otimalidade de Bellman, ou Hamilton-

Jacobi-Bellman (HJB) de tempo discreto. A politica étima de controle baseada
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na Eq.(3.10):

h*(zg) = arg n;in(r(xm uk) + YV (p41)) (3.11)

Como se precisa determinar a politica 6tima no tempo k + 1, usando-se a
Eq.(3.9), para se determinar a politica 6tima no tempo k , o Principio de Bellman é
um procedimento de retrocesso no tempo (backwards-in-time) para resolver o pro-
blema do controle 6timo conhecido como Programagao Dinamica (PD). Métodos
de Programacao Dinamica sao métodos offfine para projetos de controle em que
geralmente necessita-se de todo conhecimento da dinamica do sistema. Isto é,

f(xy) e g(xy) devem ser conhecidos.

3.3 Politica de Iteracao, Equacao de Ponto Fixo

e Valor de Iteracao

Apos a apresentacao do desenvolvimento da formulacao matemaética, agora,
pode-se direciona-la para a aplicacao de AR para Controle Otimo. Considere
qualquer politica de controle admissivel uy = h(x) com Vj(zg) . Determinar

uma nova politica a partir deste valor usando a operagao:

W (x) = arg I}Ill(lgl(r(l'k, ug) + YV (xks1)) (3.12)

E mostrado que a nova politica h’ (x)) é melhorada na medida em que tem um
valor V,: (xy) igual ou inferior ao antigo valor V}, (). Isto sugere o seguinte método
iterativo para se determinar o controle 6timo, que é conhecido como Politica de
Iteragao (LEWIS e VRABIE, 20094).

3.3.1 Algoritmo de Politica de Iteracao

Nota-se por meio do aAlgoritmo 2, descrito a seguir, que na Politica de
[teracao, necessita de uma politica inicial admissivel, ou seja, que garanta a es-
tabilidade do sistema. A avaliacao do valor da politica atual no PI utilizando a
equacao de Bellman leva a determinacao da politica h;(x;) a partir de todos os
estados atuais xp. Isso é chamado de backup completo e pode envolver calculo

computacional significativo. Neste algoritmo, a etapa de avaliagao das politicas
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dada por:
Vier(ze) = r(ae, hj(ax)) + 7V (@p41) (3.13)
E a etapa de melhoria da politica dada por:
hji1(xy) = arg n%in(r(a:k, ug) + YV (Tg1)) (3.14)
k
A seguir tem-se, o algoritmo para resolucao do problema utilizando-se PI.
ALGORITMO 2(AR — PI)
1 © Inicializacao
2 Selecionar qualquer politica de controle admissivel.
3 ho(zg)
4 Selecionar o Fator de Desconto:
5 0<y<1
6 Iteragao inicial.
7 j=0.
8 > Processo Iterativo.
9 forj—j+1
10 do
11 > Etapa de avaliacao das politicas: Determina o valor da politica
corrente usando a equagao de Bellman.
12 Vit1(zr) < r(@r, hj(zr)) + Vit (The1)
13 > Etapa de politica de melhoria: Determina a melhor politica.
14 hj (@) — argmin(r(zy, uk) + V41 (@r+1))
15 if YVjs1(@p41) = Vi () <0
16 then
17 Fim do Processo Iterativo.
Se a funcao de utilidade for dada por:
_ T T
r(Tg, uk) = x), Qg + Uy Ruy, (3.15)
E a dinamica do sistema for dada por:
i1 = fxg) + g(vg)ug (3.16)
Entao:
h = IR (@) VY, 3.17
g+1($k) -9 g (k) g+1(Ik+1) (3.17)

Em que VV(z) = W) ¢ o gradiente da funcao de custo interpretado como

ox

sendo uma coluna de vetores (AL-TAMIMI, et al., 2008) (AL-TAMIMI e LEWIS,
2007).
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Vale ressaltar que o algoritmo PI, exige para cada estado zj a resolugao da
equacao nao-linear de Lyapunov que é dada na etapa de avaliacao das politicas
(LEWIS e VRABIE, 2009a).

3.3.2 Equacao de Ponto Fixo

A equacao de Bellman é uma equacao de ponto fixo, visto que dado uma
politica admissivel u, = h(zy), tem-se um tnico ponto fixo V,(xy) e o seguinte

mapa de contragao,
Vit () = r(zg, b)) + 4V (2r4) (3.18)

pode ser iterado a partir de qualquer V°(zy) resultando em Vi(xy) — Vi, ()
(LEWIS e VRABIE, 2009a).

Pode-se substituir a Eq.(3.18), pela Eq.(3.13) em que a iteragao em i ¢é feita
com a mesma politica de controle h;(-) ate a convergéncia. Assim, V(z) —

Vii1(x) quando i — oo, sugerindo o algoritmo chamado de Valor de Iteracao.

3.3.3 Algoritmo de Valor de Iteragao

O algoritmo de Valor de Iteragao é baseada no fato de que a Equacao de
Otimalidade de Bellman (3.10), também é uma equagao de ponto fixo. Por outro
lado, o algoritmo VI depende da solucao da etapa de politica de melhoria, que é
simplesmente uma equagao de recursao (LEWIS e VRABIE, 2009a).

Neste algoritmo, a etapa de atualizagao do valor é dada por:

Viga(zr) = r(xr, hy(xr)) + YVi(wrs) (3.19)

E a etapa de politica de melhoria dada por:

(@) = arg min(r(x, ug) + Vo1 (@r1) (3.20)

A seguir tem-se o algoritmo para resolucao do problema utilizando-se VI.
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ALGORITMO 3(AR — V)
1 > Inicializacao
Selecionar qualquer politica de controle ndo necessariamente admissivel.
ho(zk), VO (xp).
Selecionar o Fator de Desconto:
0<~vy<1
Iteracao inicial.
7 =0.
> Processo Iterativo.
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for j —j+1
do
> Etapa de atualizagao do Valor: Atualiza o valor usando.
Vig1(@r) < @k, hj(zr)) + YV (@r41)
> Etapa de politica de melhoria: Determina a melhor politica.

hj 1 (@) — argmin(r(zy, uk) + V41 (@r+1))

— e e e
=W N = O

—_
ot

if YV (2p41) — Vi(zk) < 0
then

Fim do Processo Iterativo.

_= =
~N O

E importante notar que, agora, o valor antigo, V;, é usado no lado direito,
em contraste com a etapa de PI. Nota-se que o VI nao exige uma politica de
estabilizagao inicial. Por outro lado, a etapa de atualizagao do valor no algoritmo
VI, envolve menos capacidade computacional sendo chamado de backup parcial.

As equagoes de ponto fixo, com a formulagao adequada, podem ser utilizadas

para AR online, que aprendem através dos dados acumulados durante a trajetéria
do sistema (LEWIS e VRABIE, 20094).

3.3.4 Algoritmo de Politica Generalizada

Aprendizagem por Reforco sugere outro algoritmo chamado de Politica de
[teracao Generalizada (Generalized Policy Iteration- GPI). Isto é, poucos passos
de horizonte K hoz sao tomados no sentido de avaliar o valor da politica atual. O
algoritmo é executado tomando-se K hoz passos para a resolucao da Equacgao de

Lyapunov a cada iteragao j.
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ALGORITMO 4(AR — GPI)
1 > Inicializacao
Selecionar qualquer politica de controle nado necessariamente admissivel.
ho(zk), Vo(zr).
Selecionar o Fator de Desconto:
0<~vy<1
Iteracao inicial.
7 =0.
> Processo Iterativo.
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for j —j+1
do
fori —0: Khoz—1
do

> Etapa de atualizacao do Valor: Na etapa j, atualizar

— e e
w N = O

o valor usando.
14 Vit (k) — (@, hy(an)) + 9V (@r41)
15 > Etapa de politica de melhoria: Determina a melhor politica.
16 hj (@) — argmin(r(zy, uk) + V41 (@r+1))
17 if YV (@pg1) = Vi(ag) <0
18 then
19 Fim do Processo Iterativo.

Para um numero finito K hoz, tem-se como condigoes V}O =VieVju = VjK hoz
Na GPI, em cada etapa de atualizacao politica, apenas um backup parcial é feito
dos valores.

A etapa de atualizagao do valor no algoritmo GPI é composto por Khoz etapas
da recursao usando o mesmo ganho fixo. Em um caso extremo, quando tem-se
Khoz = 1, produz o Valor de Iteracao, em que apenas um passo de backup é
realizado. Quando define-se Khoz = oo, a etapa de atualizacao do valor do
algoritmo é realizada até a convergeéncia, fornecendo assim a solucao por Politica

de Iteracao.

3.4 Solucao do controlador discreto 6timo

Apo6s as nogoes sobre AR, através das solucoes por PI e VI, deseja-se, agora,
mostrar que de fato elas podem ser aplicadas para sistemas de controle.

Sendo um sistema linear invariante no tempo na seguinte forma discreta :

Try1 = Agxr + Bauy (3.21)

com o estado x, € R" e a entrada de controle up € R™. A acao de controle

definida da seguinte forma.
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sendo K uma matriz de ganho a ser determinada.
Assume-se que (Ag, By) sao estdveis, ou seja, existe umas matriz K em que

garanta que o sistema em malha fechada da forma

LTt1 = (Ad — BdK)xk = ACZEk (323)

seja assintoticamente estavel.

A Funcao de custo em sua forma quadratica é definida como:

Vi(xy) = Z fyi_k(xiTQxi + ul Ru;) = Z ’yi($£+iQ$k+i + ufﬂRukﬂ-)
ik = (3.24)
Vilxr) = Y v %27 (Q + KTRK)z; = > ylx;{H(Q + KTRK )y
i=k i=0
Em que tem-se a fungao de utilidade r(xg,ug) = xf@xk + ufRuk com as
matrizes de ponderacio Q = Q7 >0e R = RT > 0.
Assumindo-se agora que (Q + KT RK) =Y, e utilizando-se a Eq. (3.23) tem-

se:
Vi(zg) = Zyi’kfoxi = nyixgﬂYmkﬂ- (3.25)
i—k i=0
Valzr) = Y2 1(ADat Y (A)i] (3.26)
i=0

Esta soma sera convergente uma vez que a matriz A, tem todos os seus auto-
valores no circulo unitério.

O objetivo do projeto de controle 6timo, é encontrar uma matriz de ganho K,
que minimize a fungao de custo Vj,(zx) = Vi (xy) para todos os estados xy.

No caso do LQR (Linear Quadratic Regulator), seu valor 6timo é dado por
Vi(zy) = foxk para uma dada matriz P Hermitiana ou real simétrica definida
positiva a ser determinada. A Eq.(3.7) de Bellman para o caso do LQR discreto
(LEWIS e VAMVOUDAKIS, 20100) (LEWIS e VAMVOUDAKIS, 2010a) ¢ dada

por:
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:L’;fpxk = xf@xk + u;;FRuk + ’y(x;fHkaH) (3.27)

em termos de ganho de realimentacao ¢ dada por:

xfpxk = l’{(@ + KTRK + ’}/[(Ad — BdK)TP(Ad — BdK)])iL‘k

3.28
vl Pry = 2l (Y +yATPA )y, (3.28)
Para todos os estados x;, tem-se:
Y[(Ag — BaK)'P(Ay — BiK)] — P+ Q+ KTRK =0 (3.29)
YATPA. —P+Y =0 '
Para a Eq.(3.26) tem-se que:
Py = [(AD).Y (A (3.30)
i=0

A Eq.(3.29), quando o K é fixado, é conhecida como equagao de Lyapunov.
Resolvendo esta equacdo, dado um ganho K, fornece P = PT > 0, tal que

Vic(z1) = x} Pxy, é o custo utilizando a politica K, tem-se:

Vie(@ sz “o7(Q + KTRK)x Zv oL (Q+ KTRK)w:  (3.31)
i=k

escrevendo-se a equagao de Bellman como:
ri Pay, = o1 Quy, + ui Ruy, + Y[(Agzy + Baug)” P(Aqxy, + Bauy)] (3.32)

A minimizacao é obtida através da diferenciacao em relagao a u;. Entao para

a Eq.(3.7) de Bellman (AL-TAMIMI, et al., 2008) (AL-TAMIMI e LEWIS, 2007):

V() _ Or(ak, ug) Oz + O (zy, uy) + OV (k1) g1 (3.33)
8uk 6xk auk 8uk a$k+1 auk
Minimizando-se a funcao de custo em relacao ao controle uy, tem-se:
A%
w2 _ (3.34)

8uk
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0— Or(zy, uy) Oxy, . or(zy, ug) by OV (T11) O (3.35)
&Ek auk auk kaﬂ 8uk
U = —(R/’}/ + BdTPBd)_lBgPAdxk ‘
o ganho 6timo de realimentacao é:
K = (R/y+ BYPB,) 'BiPA, (3.37)

Substituindo-se a Eq.(3.37) na Eq.(3.32) tem-se o Hamilton-Jacobi-Bellman

no tempo discreto ou equagao de otimalidade de Bellman dado por

VAGPAL) — P+ Q —~[A]PBy(R/y + By PBa) ' Bj PAj =0 (3.38)

ou seja, equacao algébrica de Riccati.

Uma observacao importante é o fato da formulagao da Eq.(3.29) de Lyapunov,
partindo-se da Eq.(3.27) de Bellman. Primeiro substitui-se xj,1 pela dindmica do
sistema para obter-se a Eq.(3.28), logo apés o estado xy é cancelado para obter-se
Eq.(3.29). Estes passos tornam-se impossivel a aplicagdo em tempo real online
métodos de AR para encontrar o controle 6timo. Percebe-se através desses passos,
que projeto de controladores 6timos é quase universalmente um processo offiine,
envolvendo solugoes de equacoes de Riccati em que deve-se ter o conhecimento da

dindmica da planta, ou seja, as matrizes (Agy, By).

3.4.1 Algoritmo de Politica de Iteracao para o LQR dis-

creto

Para o DLQR, a equagao de Bellman (3.7) é escrita como (3.27) sendo equi-
valente a equacdo de Lyapunov (3.29) (LEWIS e VAMVOUDAKIS, 2010a). O
algoritmo de Politica de Interacao para o LQR, tem como Etapa de avaliacao das

politicas:

YN(Ad = Bak;)" Pyi(Aq — BaKj)] = P+ Q + K REK; =0 (3.39)
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Com a politica de atualizagao:

Kji1 = (R/y+ B Pjy1Ba) ™' By Pj1Ag (3.40)
Entao tem-se o seguinte algoritmo de PI.

ALGORITMO 5(AR — PI — DLQR)
1 > - Inicializagoes
Ponderacoes e Sistema Dindmico.
(Q, R, Ag, By
Valores iniciais de P e K.
[Ko, Po]
Selecionar o Fator de Desconto:
0<~y<1

Iteracao Inicial

© 00 N O Uk W N

j=0

—_
o

> Processo Iterativo

—_
—

for j —j+1
do
AP, —0
> Recorréncia de Lyapunov.
APy —[(Ag — BaK;)" Pjy1(Ag — BaKj)] + Q + K] RKj — Pj
> Ganho Otimo de realimentacao K.
Kj1 « (R/y+ B Pj+1Ba)~ ' B Pit144
Fim do Processo Iterativo.

e e e e e o
0 O U W

Vale ressaltar, o fato ja mencionado, que o algoritmo PI, necessita na inicia-
lizacao, de uma politica inicial admissivel. Neste caso, K tem que ser um ganho

que garanta a estabilidade do sistema.

3.4.2 Algoritmo de Valor de Iteracao para o LQR discreto

Em termos de valor de interacao, a etapa de avaliacao da politica do LQR é:

Pji1 = [(Aq — BaK;)" Pj(Aq — B4K;)] + Q + K]»TRKJ» (3.41)

Em que a politica de atualizagao (3.20) é dada pela Eq.(3.40). Entao tem-se

o seguinte algoritmo de VI.
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ALGORITMO 6(AR — VI — DLQR)
1 > - Inicializacoes
Ponderagoes e Sistema Dinamico.
Q. R, Aa, B
Valores iniciais de P e K.
(Ko, Po]
Selecionar o Fator de Desconto:
0<~y<1
Iteracao Inicial
7=0

> Processo Iterativo

© 00 N O Uk W N

==
= O

forj —j+1
do
> Recorréncia de Lyapunov.
Pi1 = 7l(Ad — BaK;)T Pj(Aq — B4K;j)] + Q + K] RK;
> Ganho Otimo de realimentagao K.
Kjt1 « (R/y+ B] Pj+1Ba) "' Bl Pj114q
if Pji1 —P; <0
then
Fim do Processo Iterativo.

e e e e e
© 00 N O O s W N

Percebe-se que a Politica de Interagao envolve a completa solucao da equacao
de Lyapunov (3.39) e requer um ganho estabilizante K; em cada etapa j (Backup
completo). Por outro lado o Valor de Interacao envolve somente a recursividade de
Lyapunov (3.41) em cada passo j, sendo de facil computabilidade, nao requerendo

um ganho, Ky, inicial admissivel (Backup parcial).

3.4.3 Algoritmo de Politica Generalizada para o LQR dis-
creto
Se K; for um ganho estabilizante, entao a Eq.(3.41) promove a solugao de

Lyapunov da Eq.(3.39), com um ganho fixo K, até a convergéncia. O algoritmo

de GPI, promove a solucao da equacao de Riccati.
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ALGorITMO 7T(AR — GPI — DLQR)
1 > - Inicializacoes
Ponderagoes e Sistema Dinamico.
[Q, R, Aa, Bd]
Valores iniciais de P e K.
(Ko, Po]
Selecionar o Fator de Desconto:
0<~y<1
Iteracao Inicial
7=0

> Processo Iterativo
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forj —j+1
do
for i - 0: Khoz —1
do
> Recorréncia de Lyapunov.
Pit! — y[(Ag — BaK;)T Pi(Aq — BaK;)] + Q + KT RK;
> Ganho Otimo de realimentacao K.
Kjy1 < (R/y+ B Pjt1Ba) ' Bi Pj114q
if P/ — Pl —0
then

21 Fim do Processo Iterativo.

[ N e e e e
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Para um Khoz inteiro finito, tem-se as condigoes de PJQ =Pje Py = Pth"Z.
Como ja discutido, para o caso extremo de Khoz = 1 tem-se o algoritmo de VI
e para Khoz = oo tem-se o algoritmo de PI através da solucao da equacao de

Lyapunov.

3.5 Conclusao

Foi realizado o estudo sobre o controlador 6timo de tempo discreto de maneira
generalizada para em seguida, caracterizar o controlador 6timo discreto por solugoes
de AR e PD. A teoria a cerca de AR, previamente exposta no Capitulo 2, foi dire-
cionada para sistemas de controle. Percebe-se que diferente da abordagem usual,
para sistema de controle 6timo discreto, a necessidade é de se minimizar o sinal
de reforgo.

Propostas de solugoes por PI, VI e uma generalista (GPI), que aborda ambas
solucoes, foram vistas. A diferenca principal entre ambas é a necessidade de uma
politica inicial admissivel ou nao. Em termos de controle, isso é visto como a
necessidade de um ganho de controle K inicial que aloque os autovalores do
sistema em uma regiao de estabilidade no plano complexo Z, ou seja, garantir

que os autovalores estejam dentro do circulo unitario. Para o DLQR, a solucao é
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obtida através da equacao de Riccati ou Lyapunov para consequentemente obter-

se o ganho K.



CapriTULO 4

ADP PARA CONTROLE OTIMO ONLINE

A Programacao Dinamica como solucao do controle 6timo, é um procedimento
de retrocesso no tempo (backwards-in-time ), sendo utilizado para planejamento
offtine. A Eq.(3.7) de Bellman, leva a varios métodos iterativos (PI e VI) para
aprender a solucao do controle 6timo sem ter que resolver a equacao de Hamilton-
Jacobi-Bellman (HIB).

Diversas contribuigoes para AR sao feitas por meio da Aproximacao da Fungao
Valor (Value Function Approxzimation - VFA). Na aprendizagem da Fungao Valor
por métodos de AR, é necessario armazenar o valor 6timo e o controle 6timo em
funcao do vetor de estado x € R". No Processo de Decisao Markoviano, que sao
em sistemas de estados discretos, o estado pode assumir apenas um numero finito
de valores discretos prescrito, o que leva a chamado complexidade computacional,
mais conhecido por meio de Bellman por ”Maldi¢ao da Dimensionalidade”. Com
o aumento de estados, mais informagoes devem ser guardadas, normalmente em
forma de tabelas. No entanto, utilizando VFA, onde o critico e, se desejar, o ator
sao parametrizados usando aproximadores de funcao, este problema é atenuado
(VAMVOUDAKIS e LEWIS, 2009).

Neste capitulo, serd visto como formular estes procedimentos em um método
de AR online em tempo real usando-se dados medidos do sistema ao longo de
sua trajetéria. Estes métodos sao amplamente chamado de Approximate Dy-
namic Programming - ADP (Programacao Dinamica Aproximada) ou Neurody-
namic Programming - NDP (Programacao Neurodinamica). Existem dois prin-
cipais ingredientes: Temporal Diferencial ( Temporal Difference - TD) de erro e
Aproximagao da Fungao Valor (Value Function Approximation - VFA). As quatro
principais estruturas de ADP propostas por Werbos , (WERBOS, 1974) (WER-
BOS, 1989), (WERBOS, 1990) e comumente utilizadas serdo comentadas (LAN-

62
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DELIUS e KNUTSSON, 1996).

4.1 ADP- Temporal Diferencial (TD) e Apro-

ximacao da Funcgao Valor

O conceito chave para a implementacao de controladores 6timos online em
avango no tempo é a diferenca temporal do erro, que é definido em termos da

equacao de Bellman como:

€L = H(ZL’k, h({L‘k), AV;C) = T‘(ZL’k, h(ZL‘k)) + '7Vh(xk+1) - Vh(l'k) (41)

Percebe-se que o lado direito nada mais é que o Hamiltoniano. A funcao ey, é
conhecida como TD do erro. A intencao € levar a solu¢ao do Hamiltoniano de tal

forma que e, = 0 a cada intervalo k para funcao valor V;(-).

0= H([Ek, h([Ek), A‘/}g) = T(ZL’k, h([Ek)) + ’}/Vh(ZL‘k+1) - Vh(ZL‘k) (42)

A diferenca temporal do erro pode ser considerada como, a previsao do erro
entre o desempenho previsto e o desempenho observado em resposta a uma agao
aplicada ao sistema.

A Eq.(4.2) é um elemento importante na resolu¢ao online da equacdo nao
linear de Lyapunov utilizando-se somente dados medidos ao longo da trajetéria
do sistema. Para sistemas nao lineares, TD é de dificil solugao.

Uma solucao pratica para solucao do TD, é fazendo-se uma aproximacgao
da funcao valor Vj(+), utilizando-se aproximagao paramétrica chamada de Pro-
gramacgao Dinamica Aproximada (Approzimate Dynamic Programming - ADP).

Uma Aproximagao da Fungao Valor (Value Function Approximation - VFA)
para o caso do LQR discreto pode ser considerado. Sabe-se que up = —Kuxy é
quadratica nos estados, ou seja, vale para algum matriz P. Tem-se para o DLQR

o TD de erro da seguinte forma:

er =} Quy, + uj Ruy, + y(xf 1 Pryi1) — f Py, (4.3)

Para simplificar-se a Eq. (4.3), utiliza-se o produto de Kronecker para escrever:

Vi (z1) = 2} Px), = vec(wi Pry) = (71, @ z1) (vec(P))" = p’ (4.4)
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sendo ® o produto de Kronecker (BREWER, 1978) e vec(P) o vetor formado
pelos elementos da matriz P em um vetor coluna. O produto de Kronecker,
T = T ® 1, ¢ um vetor quadratico contendo todos os produtos possiveis de
n componentes de xp. Vale ressaltar que a matriz P é simétrica, entao tem-se
somente n(n+1)/2 elementos independentes, assim, pode-se remover os elementos
redundantes em 7, = x ® ), para definir-se um conjunto de base quadratica, Ty,
com n(n + 1)/2 elementos independentes. O vetor de parametros desconhecidos
é p = vec(P), os elementos da matriz P.

O erro TD, passa ser escrito como:

ex = 2} Quy, + uf Rug, + 7 (p" Tpir) — D' T

o o (4.5)
er = 1(Tp, ug) + 7(pT$k+1> - pTIk

Para o DLQR, um conjunto base completo para Fungao Valor V},(xy) é fornecida

pela funcao quadratica dos componentes de x.

4.2 ADP- AR online para controle 6timo

Uma aproximagao da fungao Vj,(z) pode ser dada da seguinte forma:

Vi(z) = Wy, é(z) +ep(2) (4.6)

Tendo-se como vetor base ¢(z) = [ o1(x) wa(x) ... @r(x) ] :R" — Rl e
er(x) converge para zero a medida que L — oc.

Assumindo-se agora, a aproximacao da seguinte forma:

Vi(z) = Wy, ¢(x) (4.7)

Substituindo-se a aproximagao da Eq.(4.7) na Eq.(4.1) tem-se:

ex = 1(Tk, up) + YWy, (2pi1) — W, (1) (4.8)

Procedimentos iterativos para resolver a equacao TD podem ser utilizados,

incluindo a Politica de Iteracao e Valor de iteracao.
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4.2.1 Algoritmo de Politica de Iteracao online

As equagoes para o desenvolvimento deste algoritmo sao baseadas na apro-
ximagao da funcao valor e nas equacoes do algoritmo PI do Capitulo 3. Entao

tem-se na etapa da avaliacao das politicas:

Wi (6(xr) = ¥(wrs1)) = r(xx, by () (4.9)

e a politica de melhoria é dada por:

hji1(zg) = argmin(r(xy, ug) + W‘j/;ﬂcp(xkﬂ)) (4.10)
U
O algoritmo 8 utiliza a aproximagao da funcao valor por Politica de Iteragao.

ALGORITMO 8(ADP — PI)

1 > Inicializacao

2 Selecionar qualquer politica de controle admissivel.
3 ho(zg)
4 Tteragao Inicial
5 j=0
6 Aproximacao da Fungao Valor
7 Vilzk) = Wy é(k)
8 > Processo Iterativo.
9 forj—j+1
10 do
11 > Etapa de avaliacao das politicas: Determina WVJ.Jrl por LS.
12 W{‘ZH (d(zk) — vo(xht1)) < (2K, By (28))
13 > Etapa de politica de melhoria: Determina a melhor politica.
14 hjt1(xy) — argr{in(r(ack,uk) +W‘2+1<p(a:k+1))
15 if W‘1/;+1¢($k) - "/W\Z.H(b(ﬂfk“) 0
16 then
17 Fim do Processo Iterativo.

Se a fungao de utilidade for dada pela Eq.(3.15) e a dinamica do sistema for
Eq.(3.16) entao:

hysi(wn) = =S B 9" (@) Ve (e0) Wy, (4.11)

Percebe-se que se tem o vetor de aproximagao Wy, , € RY com L elemen-
tos. No instante de tempo k + 1 tem-se o valor do estado xj, a politica de
controle uy, = hj(zy), o proximo estado x4 e a fungao de utilidade r(zy, hj(xy)),
gerando-se assim uma equagao escalar que se repete para proximos intervalos de

tempo utilizando a mesma politica de controle hj(-), até que se tenha ao menos



CAPITULO 4. ADP PARA CONTROLE OTIMO ONLINE 66

L equacbes para determinar-se a solucao de Wy, por LS ou Batch LS (Minimos
Quadrados Batelada) (VRABIE et al., 2009).

Escrevendo-se a Eq. (4.9) como:

Wy, @(k) = Wi, (6(zk) — v (2k1)) = 1@, hy(zn)) (4.12)

com

(k) = (o(zr) — v(Tr11)) (4.13)

sendo o vetor de regressores.

No passo j do algoritmo tem-se somente uma politica de controle fixa u =
h;(z). A cada intervalo de tempo k, tem-se um conjunto de dados medidos,
(k, Tt1, 7 (zk, hj(xk)), entdo pode-se obter a solucao da Eq.(4.12) através de Re-
cursive Least Squares -RLS (Minimos Quadrados Recursivos). O vetor ®(k) =
(p(xr) — vo(xpy1)) precisa estar permanentemente excitado (VRABIE et al.,
2009).

4.2.2 Algoritmo de Valor de Iteragao online

Da mesma forma que a Politica de Iteracao, um algoritmo utilizando AR pode
ser dado com base no Valor de Iteragao. As equagoes para o desenvolvimento
deste algoritmo sao baseadas na aproximacao da funcao valor e nas equagoes do
algoritmo VI do Capitulo 3.

Entao tem-se na etapa da avaliacao das politicas:

Wy,

- On) = 1wy, () + YW (@) (4.14)
e a politica de melhoria é dada pela Eq.(4.10).
O algoritmo de VI, utilizando-se a aproximagcao da funcao valor pode ser visto

logo a seguir.
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ALGORITMO 9(ADP —VI)

1 > Inicializacao

2 Selecionar qualquer politica de controle nao necessariamente admissivel.
3 ho(zr), VO(xp).
4 Tteracao Inicial
5 j=0
6 Aproximagao da Fungao Valor
T Vilak) = W olar)
8 > Processo Iterativo.
9 forj—j+1
10 do
11 > Etapa de atualizagdo do Valor: Determina Wy, , por LS.
12 Wi d(xk) — r(@r, hy(or) + YW $(@rt1)
13 > Etapa de politica de melhoria: Determina a melhor politica.
14 By (on) « argmin(r(a, by (o) + 9 W, é(@rs1))
15 if W\:};H(ﬁ(ﬂ%) - "/W\:/Fj d(xp41) < 0
16 then
17 Fim do Processo Iterativo.

O valor antigo se encontra do lado direito da Eq.(4.14) e o vetor de regres-
sores é agora dado por ¢(zy), que precisa estar constantemente excitado para
convergéncia do LS.

Aprendizagem por Reforco, como ja visto, é um método indireto de controle
adaptativo em que os parametros da Fungao Valor, Eq.(4.7), sdo estimados e o con-
trole é obtido através da Eq.(4.10). O controle 6timo é diretamente calculado em
termos de parametros de aprendizagem utilizando-se a Eq.(4.10), caracterizando-
se um esquema de controle adaptativo direto. Dentro deste contexto, Aprendiza-
gem por Reforco promove solucoes de aprendizagem online de controle adaptativo
que convergem para solugoes de controle 6timas.

Para o caso do LQR discreto, a AR utilizando-se a Aproximacao da Funcao
Valor, resolve a equacao de Riccati online, sem que se necessite, a priori, do
conhecimento da dinamica do sistema, (Ag, By), mas somente da observagao dos
dados (2, Tgt1,7(zk, hj(zg)) em cada intervalo de tempo ao longo da trajetdria

do sistema.

4.3 Estruturas basicas de ADP

Os algoritmos de AR utilizando a estrutura Ator Critico, podem ser utilizadas

para determinacao de uma lei de controle 6timo para um processo dinamico tanto
online como offtine (SI et al., 2004).
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Na implentacao offline, necessita-se da dinamica do sistema a ser controlado
e os valores dos estados sao obtidos através de simulacoes. O algoritmo gera uma
acao de controle u; e uma fungao valor Vj, para todos os estados, que se repetem
para j = 0,1,2, ..., até que o algoritmo produza valores 6timos de h*(zy) e V*(zy).

Ao contrario da equacdo de Euler-Lagrange (Apéndice A) e PD, na imple-
mentacao online, o processo computacional fica dependente somente da varidvel
de estado x, nao envolvendo o conhecimento da condi¢ao final do processo. Os
vetores de estado, tornam-se disponiveis progressivamente no tempo {xilk =
0,1,2,...}. Assumindo-se que a planta é totalmente observavel, o valor do atual
estado xy, é determinado a partir de medigoes de saida disponiveis. O préximo es-
tado x4 1, é previsto através do modelo da Eq.(3.1). A lei de controle tima pode
ser determinada online para sistemas em que suas caracteristicas sao expostas
somente durante a operacao.

Uma familia de estruturas de ADP foi proposta por Werbos no comeco dos anos
90 sendo amplamente utilizada (LENDARIS, 2009) (WANG et al., 2009). A for-
mulagao original, é baseada em uma implementacao utilizando-se Redes Neurais,
porém, qualquer estrutura de aprendizagem,pode ser utilizada. As quatro prin-
cipais estruturas de ADP propostas por Werbos , (WERBOS, 1974) (WERBOS,
1989), (WERBOS, 1990) sao: Heuristic Dynamic Programming (HDP), Dual
HDP(DHP), Action Dependent HDP (AD-HDP) (Q-Learning) (BRADTKE, 1993),
Action Dependent DHP (AD-DHP). A Figura 4.1 expoe as caracteristicas de cada
categoria de ADP.

HDP DHP

f ar o o
ST

S

—{avor |47

u

x —
Critico

AD-HDP AD-DHP

Figura 4.1: Modelos de ADP propostos por Werbos.
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Algumas caracteristicas importantes devem ser notadas nas diferentes estru-
turas de ADP. A entrada do critico recebe a informacgao do estado do sistema
(e do modelo de referéncia da planta, se for o caso). Na estrutura AD (Action
Dependent) o Critico também promove as saidas do controlador. Na estrutura
HDP, a saida do Critico promove uma aproximacao da Funcao Valor Vj,(xy). Na
estrutura DHP, tem-se uma aproximagao do gradiente de V}(zy), denotado por
VVi(y) = 2o,

Existem formulacoes em que se necessita de um ciclo de treinamento do sis-
tema, porém as ja citadas, necessita-se de dois ciclos de treinamento, um para o
Critico e outro para a acao de controle. Dependendo da estrutura da ADP, um
ou ambos ciclos de treinamento, irao necessitar do modelo da planta.

Os componentes bésicos no processo de ADP sao agao/controlador e a planta
a ser controlada. O controlador recebe as informacoes do estado xj corrente da
planta e tem como saida a agao de controle uy. A planta recebe a acao de controle
ug, e direciona-se para o proximo estado xxy1. Os dados de xj é fornecido para o
Critico e para a fungao de utilidade 7(zg, ux). Todos esses dados sao necessérios

para o calculo de treinamento do Ator e do Critico. O treinamento é baseado na
Eq.(3.7) de Bellman.

4.3.1 Heuristic Dynamic Programming (HDP)

HDP é a estrutura de ADP mais basica e amplamente aplicada. A Estrutura
de HDP ¢é mostrado na Figura 4.2.

K1
Ambiente

Figura 4.2: Estrutura de HDP.
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Neste caso o Critico estima V},(xy) baseado diretamente do estado xy da planta.
O Critico nao necessita do modelo da planta para cdlculo. O treinamento do
controlador, por outro lado, necessita encontrar as derivadas 817h(:1ck) /Oy, em
cada instante k. Assim, o algoritmo HDP utiliza o modelo da planta somente
para a atualizagao do controlador (WANG et al., 2009).

4.3.2 Dual Heuristic Programming (DHP)

Neste algoritmo, o Critico utiliza o co-estado, ou seja, estima diretamente as

derivadas de Vj(xy) em relagao aos estados da planta, VVj,(xy) = W(QT(Z’“).

New

Critico

Ambiente

Figura 4.3: Estrutura de DHP.

Para executar o algoritmo, é necessario encontrar a equagao de ponto fixo para
o co-estado. Entao tem-se:
8Vh(xk) ar(xk, uk) 8Vh(xk+1)

= 4.1

ou

or(zk, ug) N or (g, ug) Oh(xy)

Ory1  Oxpyq Oh(xy)

VVh(:ck) =

Infelizmente, para estimar os valores do lado direito da Eq.(4.16), necessita-se
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do conhecimento da dinamica da planta, uma vez que 6;% = flay), g,f(’“;:) =
g(xy). Além disso, isto requer a implementacao online de RLS para um n-éssimo
vetor, sendo computacionalmente intensivo. A acao de controle u; é determinada
da mesma forma que na HDP, porém como o critico necessita do conhecimento da
planta, entao, consequentemente, o controlador serd dependente do conhecimento

prévio do sistema a ser controlado (WANG et al., 2009).

4.3.3 Action Dependent Heuristic Dynamic Programming
(AD-HDP)

No algoritmo AD-DHP usa-se tanto o estado x; quanto o controle u; como

entrada do Critico, Q(xg, uy).

- L
N iy
Ambiente e Critico

Figura 4.4: Estrutura de ADHDP.

O modo de operacao é similar ao do algoritmo HDP. O controle é obtido através
da derivada %’;’“’“). O algoritmo AD-HDP, nao necessita do conhecimento da
planta para treinamento do processo (LEE et al., 2009) (AL-TAMIMI, et al.,

2007a).

4.3.4 Action Dependent Dual Heuristic Programming (AD-
DHP)

No algoritmo AD-DHP usa-se tanto o estado x; quanto o controle u; como

entrada do Critico, e como saida tem-se o gradiente de Vj,(x) em relagdo aos
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estados (WgT(j:’f)) e ao controle (g%”:).

Ambiente

Figura 4.5: Estrutura de ADDHP.

Este método utiliza o mesmo treinamento do Critico do DHP, porém recebe
as derivadas necessarias para o treinamento do controlador diretamente da saida
do Critico. Por isso, AD-DHP necessita do modelo da planta para o treinamento
do Critico porém nao para o treinamento do controlador.

Os resultados das andlises feitas para os diferentes tipos de ADP ja citadas
podem ser encontradas na Tabela 4.1 (LENDARIS, 2009).

Tabela 4.1: Estruturas de ADP e a necessidade do modelo da planta para treina-

mento.

Estrutura de | Necessidade do Modelo para treinamento do

ADP Critico Controlador

HDP X
AD-HDP

DHP X X
AD-DHP X
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4.4 Conclusao

Neste capitulo viu-se que TD e a Aproximacao da Fungao Valor sao topicos
importantes na implementacao de uma ADP. Foi exposto a estrutura de AR on-
line, para controle 6timo discreto . Para esta situacao, os algoritmos de PI e VI
do Capitulo 3, foram desenvolvidos de forma que nao se necessita do conheci-
mento da dinamica do sistema, ou seja, matrizes Ay e By. Para o DLQR, um
aspecto importante na Aproximagao da Fungao Valor é o produto de Kronecker
e a vetorizagao.

As estruturas basicas de ADP propostas por Werbos foram abordadas para
viabilizar o desenvolvimento dos esquemas Ator-Critico. A importancia do modelo
Ator-Critico de AR nestas estruturas de ADP pode ser percebido. No modelo
HDP viu-se que ainda se necessita do modelo da planta para atualizacao da acao
de controle, enquanto que sua variante, AD-HDP, torna-se um modelo totalmente

livre da necessidade deste modelo.



CAPITULO 5

SOLUCOES PARA O LQR DISCRETO UTILIZANDO
ADP

Neste capitulo, algoritmos de ADP modelados por criticos adaptativos sao
utilizados na resolucao do DLQR. Estes algoritmos sao direcionados para resolucao
da equacao de Riccati de forma online. Uma estrutura paramétrica é usada para
aproximar a funcao de custo da politica de controle corrente.

Dois esquemas sao apresentados, HDP e AD-HDP. No algoritmo AD-HDP,
mostra-se a independéncia do conhecimento da dinamica do sistema para a apro-
ximagao do critico ou da agao de controle, diferentemente do algoritmo HDP, em
que necessita-se do conhecimento da dinamica do sistema para atualizar a acao
de controle.

Formulacoes sobre a influéncia do fator de desconto e do ruido na equacao de

HJB serao expostos e analisados.

5.1 Algoritmo HDP para o LQR discreto

Considerando o sistema da Eq.(3.21), a acdo de controle da Eq.(3.22) e a
Fungao Valor dada por Eq.(3.24), utilizando-se um custo inicial Vp(x) > 0 nao
necessariamente 6timo, pode-se encontrar um valor V;(z) a partir de j = 0 através

do algoritmo VI da seguinte forma:

Vi1(z) = min {} Qzy + uf Ruy + vV (1) } (5.1)

A Eq.(5.1) é uma relagdo de recorréncia para solucionar o custo 6timo em
avango no tempo. Esta politica gulosa (greedy) é denotada por h;(zy) = uy e Vi

¢é dada por :

4
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Vit (z) = 2, Qug + hj (wr) Rhy(xx) + AV (2h11) (5.2)

Na aproximacao HDP, a fungao V;(z), é geralmente dificil de se obter no sis-
tema de malha fechada exceto em casos especiais. Entretanto, em geral, uma
estrutura paramétrica V(x,ﬁj), ¢ usada para aproximar o valor atual V;(z). Si-
milarmente uma estrutura paramétrica é usada para obter uma representacao
de malha fechada para a acao de controle iL(x, K) (AL-TAMIMI, et al., 2007b).
Sabendo-se que a Func¢ao Valor no estado z é quadrética, V(z) = 27 Pz, a acdo
de controle h(x) é linear, entao uma escolha para uma estrutura paramétrica pode

ser dada por

V(z,pj) = WEo(z) =pr (5.3)
hz, K;) = ~Klx (5.4)
sendo T = (2%,..., 21, 43, Tox3, ..., Tp_1T,, T2), 0 vetor base polinomial do

produto de Kronecker (BREWER, 1978), e p = vec(P), sendo v(-) uma fungao
vetorial que atua sobre uma matriz n X n e tem como saida um vetor coluna
@ x 1. O vetor de saida vec(-) é construido pelo empilhamento das colunas
da matriz quadrada em um tnico vetor coluna com os elementos fora da diagonal
somados conforme P;; + Pj;. As estruturas paramétricas (5.3) e (5.4) fornecem
uma representacao exata das fungoes em (5.2).

A agdo de controle, K; de (5.4) pode ser encontrada através da Eq.(5.5).

K; = (R/ + BYP,BJ) By P, A, (5.5)

Nota-se que na atualizacao da acao de controle, é necessario o conhecimento
das matrizes A; e By do modelo da planta (AL-TAMIMI, et al., 2007b).

Depois de se determinar a agao de controle pela Eq.(5.5), substituindo-se em
Eq.(5.2), tem-se:

d(zg,pj) = 71 Quy, + (—K]-Txk)R(—Kjxk) + ’ypjri:kﬂ (5.6)

que € a funcao de objetivo a ser alcancada a partir da estimacao de ‘7(3:, Dj+1)

por LS para se encontrar p;;.
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Pji Tk = d(zx, j) (5.7)

O parametro p;;1 ¢ encontrado minimizando-se o erro entre o valor da fungao

(5.6) e (5.7) através do LS em um conjunto compacto €2 dado por:

_ . T 2
Dj+1 = arg mm{/ |pJT+1:c — d(xy, pj)| dx} (5.8)
Q

Pji+1

5.1.1 Formulagao online do algoritmo HDP para sistemas
MIMO

O algoritmo pode ser implementado em tempo real coletando-se pontos de
dados suficientes de d(xy,p;) pela Eq.(5.6) utilizando-se LS. Necessita-se entao
o conhecimento da informagao dos estados xy, .1 como a dinamica envolvida
no tempo, assim como da funcao de refor¢o r(zy, ux). Como ja mencionado, no
algoritmo HDP, nao é necessario o modelo da planta para treinamento do Critico,
porém é necessério para o calculo da agao de controle (AL-TAMIMI, et al., 2007b).

Para satisfazer a condicao de excitacao no problema de LS, o niimero de pontos

coletados deve ser dado por:

N>n(n+1)/2 (5.9)

sendo n o numero de estados. Assim, apds varios passos de tempo que sao sufi-

cientes para garantir a condicao de excitacao, tem-se o problema dos LS batelada
dado por:

piv = (XXT) ' XY (5.10)

sendo

X = |:j.|zk7N71 :7;|1'k7N—2 x‘qu

= [d(xk;—N—l,ﬁj) d(l’k_N_g,ﬁj) d(ZEk_l,ﬁj) ]T (511)

O desenvolvimento do algoritmo HDP, segue através das iteracoes entre as
equagoes (5.5) e (5.10).
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5.1.2 Influéncia do fator de desconto

Na aplicacao de ADP, um aspecto importante é como o fator de desconto
influencia no processo de convergéncia do algoritmo. Através dos algoritmos pro-
postos, percebe-se que as saidas do Critico sao utilizadas para treind-lo (TD).
Entao, nos estdgios iniciais do processo, a componente da Eq.(3.7), tem uma
contribuigao ao Critico equivalente a um "ruido” (SI et al., 2004).

Para a estrutura HDP, a escolha do fator de desconto é fundamental para
a convergéncia do Critico. Uma pratica comum ¢é comegar o treinamento com
valores baixo de 7 e depois aumenta-lo incrementalmente. Valores baixo de -y
representam um fator de desconto que anula os valores do termo do lado direito
da recursao de Bellman. Para o Critico, isso resulta em uma aproximagcao somente
de r(zk, ug). Incrementar progressivamente o valor de 7, faz com que o Critico
aprenda como os custos primarios acumulam ao longo do tempo para formar a

funcao de valor Vj,(zg).

5.2 Algoritmo AD-HDP para o LQR discreto

Como ja mencionado, infelizmente, no algoritmo de HDP, necessita-se do co-
nhecimento das matrizes Ay e By. Isto, porque na minimizagao, como segue a

Eq.(3.33), deve-se diferenciar em rela¢ao ao controle u; como mostra a Eq.(5.12).

OTp 41

8uk

Entretanto é exigido do sistema a matriz de entrada g(xy). Para se evitar a ne-

= g(xk) (5.12)

cessidade de qualquer conhecimento do sistema, deve-se fornecer uma alternativa
para se obter derivadas parciais em relagao a entrada de controle.

Neste secao, o principio da otimalidade de Bellman é formulado usando o
conceito de Fungao-Q (Q-function) (WERBOS, 1989), (BRADTKE, 1993) ao
invés da Funcao Valor padrao. A equacao de Bellman nos permite calcular o
valor usando qualquer politica de controle admissivel. Entretanto, pode-se definir

a Funcao-Q associada com a politica u = h(z) da seguinte forma:

Qh(@c; Uk) = 7’(1’]@, Uk) + ’Yvh(karl) (5.13)

Percebe-se que a Funcao-Q, fica em funcao do estado x; e do controle u; no
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tempo k. A Funcao-Q étima é dada por:

Q" (g, ug) = r(xp, ug) + YV (xp11) (5.14)

Em termos de Q*, pode-se escrever a equacao de otimalidade de Bellman da

seguinte forma:

V*(xy) = H&n(Q* (Tg, ug)) (5.15)

e o controle otimo da forma:

h*(zg) = arg nquin(Q*(xk,uk)) (5.16)

O valor minimo entao pode ser obtido por:

aQ* (xk’a uk’)
8uk

Ao contrario da Eq.(5.12), assumindo-se que se conhega a Fungao-Q para todo

=0 (5.17)

(g, ug), ndo necessita-se do conhecimento da dinamica do sistema. No algoritmo
de HDP, deve-se aprender e armazenar o valor 6timo para todos os estados xj
possiveis. Em contraste, na aprendizagem pela Funcao-Q, deve-se armazenar o
valor 6timo da Fungao-Q para todos os valores de (zy, ux) possiveis, isto é, para
toda acao de controle realizada a cada estado possivel. Assim, tem-se muito mais
informacao a ser processada.

Para determinar-se a equacao de ponto fixo para a Func¢ao-Q, nota-se que:

Qn(@k, h(zy)) = Vi(zk) (5.18)

Entao, a "equacao de Bellman”para o @) é:

Qn(y, up) = r(wp, up) + YQn(Trr1, M(Try1)) (5.19)

O valor @) 6timo é:

Q" (wp, ug) = r(xh, ur) +YQ" (Tpr1, M (Thy1)) (5.20)

A Eq.(5.19) é a equacao de ponto fixo ou ”"equagao de Bellman” para a Fungao-

Q. A partir dela pode-se aplicar qualquer técnica de AR para solucao, incluindo



CAPITULO 5. SOLUCOES PARA O LQR DISCRETO UTILIZANDO ADP 79

Ple VL

5.2.1 Caracterizagao da configuracao Fungao-(Q) para o LQR

discreto

A partir da formulacao ja proposta usando Func¢ao-Q, agora leva-se a uma

aplicacao para o caso do DLQR. Partindo-se da Eq.(5.13) tem-se:

T
X T

Qe (xx, up) = wy Qg + uy Ruy, + [z Prpy] = [ uk ] H [ uk ] (5.21)
k k

Sendo P a solucao da equagao de Lyapunov para um determinado ganho de
controle K e uma matriz H associada a solucao de Lyapunov. Desenvolvendo-se
a Eq.(5.21) tem-se:

T
X X
[ F ] H [ F ] = [L’ZQ$}€ ‘l‘U%RU}C +’7$£+1P1‘k+1

U, U,
T
_ Ty Q 0 T
U 0 R U
T AT A T
+ oy ! o (5.22)
UL Bd Bd UL

Desenvolvendo-se a Eq.(5.22) para o lado direito de (5.21) tem-se que:

Q+~ATPA;  ~ATPB,

U

U

A Eq.(5.23) é a Funcao-Q , quadrética em (xy,uy), para o LQR discreto. A

matriz H entao é dada por:

H pum—

(5.24)

Através da Eq.(5.20), para o caso do LQR discreto, pode-se obter:
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T
[ o ] H [ o ] = (@ up) +YQ (Trr1, Uny1)

= ZE;{QL’E}C -+ u;‘CRuk + v
Uk+1

Atribuindo-se h(xy) = u, = —Kuxy:

T
| T Q 0 Ty,
AdlL‘k + Bauy AdlL‘k + Bauy,

+7

—K(Adillk -+ Bduk)
T

—K(Adl’k + Bduk) (5 26)

T oA B, 1" A B .
L d d d d k

+
! uk] KAy —KBT “ KAy —KBy || w

Entao H pode ser escrito da seguinte forma (YU e ZHONG-PING, 2010):

r T
Hzx qu Ad Bd Ad Bd
= G+v T
H,., H,. _—KAd —KB; —-KA; —KBy
[ AT I
- G+ d [I—KT}H [A 3]5.27
Y _B:{ K d d ( )
sendo
_ | Q@0
o0 R
; (5.28)
P:[I —KT}H[ ]
—K

A Fungao-Q 6tima é igual a Fungao Valor V*(z;) quando a politica uy é 6tima.
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Vi (xy) = HinQ*(xk,uk)
= [x;‘g uf}H[mf u;‘f}T (5.29)

Para se minimizar em funcao de wuy, aplica-se a Eq. (5.17) e obtém-se:

up = (Huw) 'Hypwp (5.30)
Como u, = — Ky, entao tem-se que:
K = (Hyu) "Hy, (5.31)

A Eq.(5.23) pode ser utilizada para se obter o ganho da Eq.(5.31) em fungao
da matriz P. Nota-se que o ganho K do controlador, Eq.(5.31), fica dependente
somente da matriz H, nao necessitando do conhecimento das matrizes A, e By
(LEE et al., 2009) (AL-TAMIMI, et al., 2007a).

5.2.2 Formulacao online do algoritmo AD-HDP para sis-
temas MIMO

O algoritmo @Q-Learning tem sido aplicado para resolver o problema do LQR
discreto (LANDELIUS e KNUTSSON, 1996). No @Q-Learning, uma estrutura
paramétrica é usada para aproximar a Funcao-QQ da politica de controle atual.
(AL-TAMIMI, et al., 2007c¢).

No @-Learning, inicia-se com uma Fungao-Q inicial Qo(z,u) > 0 ndo neces-
sariamente Gtima, e depois encontra-se Q(z,u) resolvendo-se a Eq.(5.32) com
i =0 (AL-TAMIMI et al., 2007¢).

Qjy1(Th,ur) = {$£Q$k + uj Rug, + min yQ; (w41, Uk+1)} 7
ug,

= {ap Qui + w Ruy, + V(z411) }
= {Jngl’k + uZRuk + ’}/V} (Adl‘k + Bduk)} (532)
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Consequentemente tem-se que:

T
min Q41 (g, ur) = min [ i ul } Hjy [ i ul } (5.33)
Ug Uk

De acordo com a Eq.(5.31), a politica de atualizacao de realimentagao é dada

por:

K; = (H,,)" H], (5.34)

sendo

Este é o método de politica de iteracao gulosa (greedy) que é baseado na
Fungao-Q (AL-TAMIMI et al., 2007¢). Entao:

min Q1 (wx, k) = Viga ()
k

= min {2} Quy, + uj Ruy, + vV (Agzy + Baug) }, (5.36)
Uk

Para obter-se a solugao em avango no tempo, deve-se substituir a Eq.(5.35) na

Eq.(5.32), obtendo-se a seguinte relacao de recorréncia.

Qi1 (wr,uj(zr)) = xpQuy + hj (x)Rhj(xy)

T
+ 7|z B (@) ]Hj [ Thy hl(Trer) (5.37)

O objetivo é resolver ()41 para j = 0,1,2,.... Quando 7 — oo entao tem-se
Qj+1 (g, uj(xy)) — Q(xy, ug) , que significa que H; — H e K; — K.

Em um sistema realimentado, na aproximacao usando ADHDP, a Funcao-Q
é geralmente dificil de se obter. Entretanto, uma estrutura paramétrica pode ser
utilizada para se aproximar @);(z,u) (AL-TAMIMI et al., 2007¢). Similarmente,
uma estrutura paramétrica é utilizada para aproximar a acao de controle u,(z, K)
(AL-TAMIMI, et al., 2007a). Entao tem-se que:

hi(z) = —Kjz (5.38)
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Q(z, ;) = 2"Hyz = H! 3, (5.39)

sendo z = [ ol ]T z € R 2 = (2, ..., 2124, 25, 2073, o0y Zq—12¢, 2]
é o vetor base polinomial do produto de Kronecker, e H = vec(H) com wvec(-)
send o vetor funcao que atua sobre a matriz ¢ X ¢ e d4 como saida o vetor coluna
@ x 1. A saida de wvec(-) é construida com o empilhamento das colunas da
matriz quadrada em um tnico vetor coluna com os elementos fora da diagonal
somados como H;; + Hj;. As estruturas paramétricas (5.38) e (5.39) fornecem
uma representacao da Eq.(5.37).

A aproximacao da Eq.(5.37), utilizando-se as estruturas paramétricas pro-

postas , é dada por:

d(z(wr), Hy) = 2} Qui + I} (x) Rhyj(xx) + 7Q; (g1, by (2a11)) (5.40)

que ¢ a fungio de objetivo a ser alcangada a partir da estimacio de Q(z, H;11)
por LS para se encontrar Hj,;.

H, 2 (a) = d(2(a), Hy) (5.41)

J

O parametro H,,, é encontrado pela minimizacio do erro entre (5.39) e (5.40)

através do LS em um dado conjunto compacto (2.

H; iy = argmin / |HJ.T+12(xk) — d(z(zg), ]:Ij)}z dxy, (5.42)
Q

Hjy
Resolvendo-se o problema do LS obtém-se;

-1

H;\y = /z(xk)z(xk)sz /z(xk)d(z(xk), ;j)dx (5.43)
Q

Q

Entretanto sabe-se que z(zy) é dado por:
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z(vg) = [Sﬁf (ilj(xk))r (5.44)

= [l (K ]T (5.45)

= (xf 1 -K! ]T>T (5.46)

Através da Eq.(5.46) pode-se notar a dependencia linear de z; em Bj. Portanto

tem-se que:

/ S(a)3(z0) (5.47)
Q
nao possui inversa o que torna o problema sem solucao por LS. Para contornar

este problema. adiciona-se um ruido branco a entrada. Entao, tem-se:

~

hej(wy) = —Kjzy, + ng (5.48)

sendo n(0,0) com variancia o?. Portanto z(x;,) torna-se:

! ] (5.49)

( ) Ty T T
zZ\r — ~ — —_=
g hej(xk) —Kjxk + ng —Kjxk

Modificando-se a Eq.(5.40) tem-se:

d(ze(r), Hy) = 2 Qe + hej(wr) " Rhey(wh) +1Q;(wps1, hy(wiin))  (5.50)
A inversa da matriz dada por:

Hiy = (Z2Z")'2y (5.51)

¢ garantida pela condicao de excitagao. Entao tem-se:
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d(z(xr), Hy) = 2l Quy+ hej(xr)” Rhe;(xy)
T

+ 7|z (CKGree)” } H; [ i (—Kjzge)t ] (5.52)

sendo

Tpt1 = Adl’k + Bdilej(l’k) (553)

A solugao por LS, Eq.(5.51), pode ser resolvida em tempo real através de
medicoes suficientes gerados por d(z;, H;) na Eq.(5.50). Necessita-se entao do co-
nhecimento dos estados @y, 541, da fungao de reforco r(z;) = z} Quy, +ilej<xk)TR
izej (x1) e Q;. Portando, o algoritmo @-Learning, nao necessita do modelo do sis-
tema para atualizagao do Critico ou da A¢ao de Controle, sendo assim, um modelo
de ajuste livre (Model-Free Tunning) (AL-TAMIMI et al., 2007¢).

Para satisfazer a condi¢ao de excitacao do problema de LS, precisa ter o
nimeros de medigoes N > q(q + 1)/2 , sendo ¢ = n + m o numero de estados
e da politica de controle respectivamente. Na implementacao online do LS, as

matrizes Y e Z sao obtidas em tempo real como

Z:[Z(xk_N_l) Htponz) - Z(@no1)

_ _ o1 (5.54)
V= | de@ya) ) dE @y, B) o d(E@e) )

No desenvolvimento do algoritmo AD-HDP, O parametro da agao de controle

¢ atualizado de acordo com a Eq.(5.34).

5.2.3 Influéncia do ruido de controle e fator de desconto

Para analisar a influéncia do ruido na entrada de controle, considere a equagao
de Bellman, Eq.(3.27), com a entrada de controle dada por ﬁe(a:k) = ug+ny, sendo

ny, o ruido branco adicionado. Entao tem-se:

oF Pry = 2l Yy 4+ nl Rng + ul Rny 4+ nl Ruy, + 'y[iifﬂpzﬁkﬂ] (5.55)
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entao

xp Yy + nj Rng + ui Bny, + nj Ruy
+ Y[(Agzi + Bahe(zi))" P(Aazy, + Bahe(w1))]
xp Yy + nj Rng + ui Rny, + ni Ruy

+ ,YKAdl'k + Bd(uk + nk))TP(Adxk + Bd(uk + nk))] (556)

ri Py,

Desenvolvendo-se a Eq.(5.56) tem-se que:

r1 Yz, + ni Rnyg + ul Rng + nj Ruy

+ Y[(Agzr + Bduk)Tf’(Adxk + Bauy,)

+ (Agxy + Bgup)"PByny + (Bang) " P(Agxy + Bauy,)

+ (Bgng)"P(Bany)] (5.57)

ri Py,

Utilizando-se tr {AB} = tr {BA} e assumindo-se que o ruido branco é inde-
pendente de uy e 2, de modo que E { Ruyn} = 0e E {PBdnk(Adxk + Bduk)T} =
0, entao, calculando-se repetidas acoes de controle com diferentes sequéncias de

ruidos tem-se que:

ai Pry, = ] Qu + uf Ruy, + v[(Agwy, + Baup) " P(Agzy, + Bawy)]
+ nL(R+~BYPBy)n, (5.58)

como ur = — Kz, entdao tem-se:

et Pry = 2l Quy + (—Kxp) R(—Kxp) + v[(Acze) T P(Aczy)]
+ nL(R+~BYPBy)n,
= 27 Quy + 2T (KTRK )z, + 2L (vATPA, )z,
+ nL(R+~BYPBy)n, (5.59)

Sendo A, = (Ay — B4K). Pode-se Escrever a Eq.(5.59) da seguinte forma:
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2l [P —Q — KTRK —~ATPA ]z, = nl (R4 yBY PBy)ny, (5.60)

A Eq.(5.58) é a equagao de Bellman mais um termo dependente do ruido de
controle adicionado. A influéncia do fator  é percebida no termo (R+~vBY PBy).
Através da Eq.(3.3), para um v < 1, pode-se verificar a influéncia do fator de
desconto na diminui¢ao do efeito do ruido. Entao a Eq.(3.3) modificada é dada

por:

Vi (v5) = Z’Yiikr(%ile(ﬂ?i))
= Z’YTiUkJmA (Thgi)) (5.61)

Desenvolvendo-se a Eq.(5.61) tem-se que:

Vi (2x) = r(wg, he(zx)) + ’YZ’V r(iy he(rp) (5.62)

Particularizando-se a Eq.(5.62) para (2, he(zy)) = 2LY ), + nl Rng, sendo
= (Q + KTRK). Entao:

Vi (zg) = xf@x + ufRuk + nank

+ v Z VT (@3 Qs + Uy Rugyi + nyy Bngs) - (5.63)

i=1

Entao
Vi (zg) = ngxk +ni Rny,
+ ”YZ’Y (2rs0)T (V) (@) + 0o Risd] (5.64)
Sabendo-se que uy = —Kxy e que A, = (Ag — B4K) entao tem-se a seguinte

relagao:
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Vio(zr) = a2l Yz, +np Rny,

+ Y ek (ADY (Ao)ixy + nf BYY Bany, + nfly Rng.)(5.65)

sendo

rpar) Z Y e (AT, Y (AL)iwy + np BYY Bany + nkﬂRnkH] (5.66)

sabendo-se que Vi, (2y11) = &1 PEgsa

it Piy = Z Y el (AT),Y (A + nf BYY Bany, + nl, Rng] - (5.67)
Entao, para o caso particular, a Eq.(5.62) fica:
Vi (zr) = i Ve (AD)Y (Ao)imi + nig ByY Bany, + nj Riye..;]
= Z N RET (AT, oY (Ao)i—kae + nt BYY Byng, + nI Rn,] (5.68)

Generalizando-se

Vi () = Z YR (@l Y s + nl Rny)

i=k
= D (@Y s+ 0y Rngy) (5.69)
=0

Nota-se agora, que o fator de desconto 7 tem importante influéncia no de-
caimento do efeito da acao do ruido ng. A escolha de v, para um sistema com
acao de controle dada por ize (xk) = ug +ny, tem influéncia direta na convergéncia
do algoritmo do sistema, para remover os efeitos de polarizacao dinamica nao

modelada.
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5.3 Conclusao

Neste capitulo duas técnicas de ADP foram introduzidas para resolugao do
DLQR de forma online. Estas duas técnicas sao HDP e AD-HDP. No HDP,
necessita-se de uma quantidade menor para convergéncia por LS do que o algo-
ritmo AD-HDP. Isto se deve ao fato de que na AD-HDP, trabalha-se também com
a acao de controle na construcao da matriz dos regressores.

Observa-se que na determinacao do ganho K do controlador, somente no al-
goritmo HDP que se necessita do conhecimento da dinamica do sistema. No
algoritmo AD-HDP, a determinacao fica em virtude somente da matriz H.

Apesar de alguns pesquisadores colocarem o algoritmo AD-HDP como sendo
um modelo totalmente livre do conhecimento da dinamica da planta, percebe-se
que algum conhecimento ¢é necessario para saber-se a dimensao da matriz H, ou
seja, os modelos de ADP, de certa forma, dependem do conhecimento da dinamica
do sistema.

A escolha do fator de desconto v exerce forte influéncia na convergéncia dos
algoritmos. O ruido n; adcionado na acao de controle do algoritmo AD-HDP,
pode ser minimizado pelo fator de desconto v conforme foi mostrado através da

equagao de HJB.



CAPITULO 6

AVALIACAO DE DESEMPENHO DOS ALGORITMOS
DE AR E ADP

A avaliacao do desempenho dos algoritmos propostos no decorrer deste tra-
balho, sao realizados por meio de procedimentos que metrificam tempo e exatidao
para obtencao da politica 6étima de controle. Neste capitulo mostra-se o modelo
do sistema dinamico utilizado, as metodologia de convergéncia das matrizes de
ponderagao () e R e as analises dos resultados obtidos por meio computacional
utilizando-se como plataforma o Matlab®.

Os resultados sao organizados em:

e Programacao Dinamica.
e Aprendizagem por Reforco por PI e VI.

e ADP - Implementacoes por HDP e AD-HDP.

6.1 Modelo do sistema dinamico

O sistema de aviao F-16, extraido do livro (STEVENS e LEWIS, 1992) é
utilizado como sistema base para avaliacao o projeto dos controladores. O modelo

continuo é dado por:

—1.10188 0.90528 —0.00212 0 0
i) = | 40639 —0.7013 —0.16919 | z(t)+ | 0 10 |u(t)  (6.1)
0 0 ~10 10 0

90
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T
Os estados sao r = [ a q O ] , sendo a o angulo de ataque, ¢ a taxa de
pitch e J, angulo de deflexao elevador.
A discretizacao do modelo é obtida pelo método padrao do segurador de ordem

zero (zero order hold - zoh) com intervalo de amostra de 0.1s. O modelo discreto

entao fica:
0.9124 0.0829 —0.0007 —0.0003 0.0427
Trr1 = | 0.3724 0.9428 —0.0103 | zx + | —0.0061 0.9682 | ug (6.2)
0 0 0.3679 0.6321 0

O modelo da Eq.(6.2) serd utilizado para o projeto do controlador 6timo pelas

metodologias propostas.

6.2 Convergéncia QR

Aspectos de estabilidade na implementacao de uma ADP num sistema reali-
mentado tem sido estudado durante os anos (BALAKRISHNAN et al., 2008). A
andlise de convergéncia QR consiste na avaliacao dos autovalores das matrizes )
e R e suas relagoes com a alocacao de autovalores de sistemas MIMO no plano
Z por meio dos controladores 6timos. Os resultados sao apresentados na forma
de tabelas montadas seguindo uma heuristica que é estabelecida a partir das
Equagoes (2.64) e (2.65) do Capitulo 2 (FONSECA NETO e LOPES 2011). O
processo iterativo para variacoes sistematicas nas matrizes () e R da funcao de
custo seguem um padrao de crescimento da matriz (), enquanto que a matriz R é

uma matriz identidade durante todo o processo de solucao.

6.3 Resultados do algoritmo de PD para o LQR

discreto

Logo a seguir sera analisado os resultados obtidos com o algoritmo 1 de PD
(Programacgao Dinamica) desenvolvido no Capitulo 2 para o DLQR do sistema
MIMO de terceira ordem. Sao analisados aspectos de convergéncia do algoritmo
em relacao a nimero de iteracoes e a relagao dos valores das matrizes () e R com

alocacao de autovalores no plano Z.
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6.3.1 Implementacao offiine do algoritmo de PD para sis-
temas MIMO

Considerando-se as matrizes Ay e By do sistema do F-16 ja exposto e as
matrizes () e R como identidades para fins de referéncia, tem-se que a solucao de

Riccati pelo método de Schur é dada por:

53047 0.7427 —0.0078
Popr = | 0.7427  1.6203  —0.0067 (6.3)
~0.0078 —0.0067 1.1037

Consequentemente a politica 6tima é dada por:

—0.0050 —0.0039 0.1782
Kschur: (64)
0.5644 0.6129 —0.0066

Para os mesmos valores de Ay, By, QQ e R, pode-se encontrar a mesma solucao
através de PD para um nimero N de iteragoes. Os parametros para os calculos
da matriz P de Riccati e do ganho K do controlador sao as Eq.(2.56) e Eq.(2.54)

respectivamente.
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Figura 6.1: Convergéncia dos coeficientes da matriz P de Riccati por Programagao

Dinamica
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Figura 6.2: Convergéncia da politica 6tima K por Programacao Dinamica

Aplicando-se a PD para uma condicao final S sendo a identidade, entao
consegue-se a convergencia Ppp = Pscpur € Kpp = Kgenur apds N = 40 iteragoes
como mostra a Figuras 6.1 e 6.2. A trajetdria 6tima para cada estado z e a agao
de controle u, podem ser verificadas nas Figuras 6.3 e 6.4. Percebe-se que pelo
método de Programacao Dinamica, os estados alcancam o estado de equilibrio

ZEkZO.

4= T
S ‘~ 1
8 '~ .
220 S l
k7 R T
i B
0 i i i I e o jm o i i
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tempo (k)
o 2\ 2
- A S X
o
8 07'\ R e mEm = mm———
2 -
i
_2 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tempo (k)
. 5| T T
3 ] 3
- "
S .
S \
7 .
w .
0 LTS . - A - L 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tempo (k)

Figura 6.3: Trajetéria dos Estados z; por Programacgao Dinamica
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A evolucao dos autovalores o a cada iteracao pode ser verificada na Figura

6.5. Para cada ganho K obtido por cada iteracao, gera um autovalor que aloca o

sistema em determinado local no plano Z complexo.
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Figura 6.5:
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Autovalores ¢ a cada iteracao por Programacao Dinamica

Ressalta-se que a solucao por Programacao Dinamica é um método offline

pois necessita do conhecimento da dinamica do sistema. Outro empecilho é o fato

da necessidade de se ja conhecer o custo final do sistema, tendo em vista que a

solucao se da por retrocesso no tempo.

A andlise da convergéncia, em relacao a heuristica da escolha dos valores de ()

e R pode ser analisada na Tabela 6.1. Os ntimeros na coluna )(g;) representam

os valores numéricos das matrizes Q(¢;) = 10%13,3. O mesmo raciocinio para

as matrizes R, R(r;) = 10%1,.5, sendo que para todos os casos tem-se r; = 0
para V i (FONSECA NETO e LOPES 2011). Para esta situagao tem-se que

qi = {27 17 07 17 —2

}.
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Tabela 6.1: DLQR-PD e Variagoes da Matriz Q.

g | ri | N Autovalores o
2|0 |57)0.8674, 0.0097 e 0.0090
0 |49 ] 0.8676, 0.0826 e 0.0721
0| 0|40 | 0.8693, 0.3683 e 0.2553
-1 10 |37 0.8808, 0.6584 e 0.3517
-2 0 {33 10.9001, 0.7401 e 0.3662

Observou-se que a medida que se varia os valores de ¢; para valores acima
da referéncia, tem-se um aumento do nimero de iteracoes necessarias para con-
vergéncia do algoritmo. Porém, pode-se verificar que dois dos trés autovalores

tem um deslocamento significativo em direcao a origem no plano complexo.

6.4 Resultados de AR para o LQR discreto

Logo a seguir sera analisado os resultados obtidos com os algoritmos 5 e 6 de
Politica de Iteracao (PI) e Valor de Iteracao (VI), respectivamente, para o DLQR,
do sistema MIMO de terceira ordem, previamente desenvolvido no Capitulo 3.
Serao analisados aspectos de convergencia dos algoritmos em relagao a nimero de
iteracoes e a relagao dos valores das matrizes () e R com alocacao de autovalores no
plano Z. Como ja visto, tais técnicas, diferentemente da Programagcao Dinamica,
tem o enfoque em avanco no tempo. Assim, o que as distingue, é somente a

necessidade, ou nao, de uma politica inicial admissivel.

6.4.1 Implementacao offiine do algoritmo PI para sistemas
MIMO

Para resolugao por PI, considera-se as matrizes A, e By do sistema do F-16 ja
exposto e as matrizes () e R como identidades para fins de referéncia. Para solugao
pelo método PI, necessita-se na inicializacao de uma politica inicial admissivel,
entao para tal, tem-se Py = I343. A matriz P de Riccati é determinada pela

Eq.(3.39), enquanto o ganho do controlador é determinado pela Eq.(3.40). Foi
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adotado como fator de desconto v = 1. Outros valores podem ser adotados, tendo

em vista que 0 <y < 1.
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Figura 6.6: Convergéncia dos coeficientes da matriz P de Riccati por PI
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Figura 6.7: Convergéncia da politica étima K por PI

Para N = 40 iteracoes, chega-se a convergéncia do algoritmo como mostram
as Figuras 6.6 e 6.7, e a solucao obtida por PI é a igual a solugao obtida pelo
método de Schur, sendo assim, Pp; = Psepur € Kpr = Kgenur - A trajetéria 6tima
para cada estado xj e a acao de controle u, podem ser verificadas nas Figuras 6.8
e 6.9. Percebe-se que pelo algoritmo PI, os estados também alcancam o estado de

equilibrio.
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Figura 6.9: Acao de Controle u; por PI

A evolucao dos autovalores o a cada iteragao pode ser verificada na Figura

6.10. Para cada ganho K obtido por cada iteracao, gera um autovalor que aloca

o sistema em determinado local no plano Z complexo.
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Figura 6.10: Autovalores ¢ a cada iteragao por Programacao Dinamica

Lembrando que tanto a solugao por PI, quanto a solucao por VI que sera
exposta logo a frente, sao solugoes offline, pois necessitam do conhecimento da
dindmica do sistema, (A4 e By), como ja visto anteriormente.

A analise da convergéncia QR por PI, é feita logo a seguir e exposta na Tabela

6.2. Para esta situagao tem-se que ¢; = {2,1,0, 1, —2}.

Tabela 6.2: DLQR-AR-PI e Variacoes da Matriz Q).

g | | N Autovalores o
2|0 |57)0.8674, 0.0097 e 0.0090
0 |49 ] 0.8676, 0.0826 e 0.0721
0| 0|40 | 0.8693, 0.3683 e 0.2553
-1 10 |37 0.8808, 0.6584 e 0.3517
-2 0 {33 0.9001, 0.7401 e 0.3662

As mesmas observacoes feitas quando utilizou-se PD, podem ser notadas neste
caso utilizando PI. A semelhanca dos valores se deve também pela escolha de

Py = I343, que neste caso, é igual a condigao final S = I35 dada por PD.

6.4.2 Implementacao offiine do algoritmo VI para sistemas
MIMO

Para o algoritmo VI, utilizou-se as matrizes de ponderacao () e R como iden-
tidades. A inicializacdo do sistema, leva em consideracao uma politica inicial

nao necessariamente admissivel. E pratica comum, se escolher como valor inicial
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Py, = 0. Utiliza-se a Eq.(3.41) para determinagao da matriz P de Riccati, en-
quanto a Eq.(3.40) é utilizada na determinacao do ganho 6timo do controlador.

O fator de desconto para este caso também foi de v = 1.
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Figura 6.11: Convergencia dos coeficientes da matriz P de Riccati por VI
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Figura 6.12: Convergéncia da politica 6tima K por VI

Verifica-se que para esse caso a convergéncia € alcancada apés N = 41 iteragoes
como mostram as Figuras 6.11 e 6.12, ou seja, Py = Psepur € Kvi = Kgepur- A
trajetoria 6tima para cada estado xj e a agao de controle u, podem ser verificadas
nas Figuras 6.13 e 6.14. Percebe-se que, da mesma forma dos outros algoritmos, os
estados alcancam o estado de equilibrio z;, = 0. A escolha adequada das matrizes

de ponderacao () e R tem influéncia relevante na convergéncia.
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Figura 6.14: Acao de Controle u; por VI

Os autovalores o a cada iteracao pode ser verificada na Figura 6.15. Para

cada ganho K obtido por cada iteracao, gera um autovalor que aloca o sistema

em determinado local no plano Z complexo.
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Figura 6.15: Autovalores ¢ a cada iteragao por VI

Analise da convergéncia QQR por VI, é exposta na Tabela 6.3. Para esta

situacao seguiu-se a heuristica da escolha de ¢; = {2, 1,0, 1, —2}.

Tabela 6.3: DLQR-AR-VI e Variacoes da Matriz Q).

g | ri | N Autovalores o
2|0 |57)0.8674, 0.0097 e 0.0090
0 |49 ] 0.8676, 0.0826 e 0.0721
0| 0|41 0.8693, 0.3683 e 0.2553
-1 0 | 46 | 0.8808, 0.6584 e 0.3517
-2 0 | 61 |0.9001, 0.7401 e 0.3662

Percebe-se que a medida que se varia ¢;, tem-se uma variacao de N iteragoes,
nao obedecendo a mesma logica imposta quando se utiliza o algoritmo PI. A
condi¢ao nao admissivel imposta na na inicializacao do algoritmo, exerce forte
influéncia no nimero de iteragoes para convergéncia do algoritmo. No ponto de
vista dos autovalores, nao ha modificagoes em comparacao com os obtidos por PD
e PL

6.5 Resultados de ADP para o LQR discreto

Nesta se¢ao, serao analisados os resultados obtidos por ADP, especificamente
os algoritmos 10 e 11, HDP e AD-HDP respectivamente, para o DLQR, do sistema

MIMO de terceira ordem. Analises sobre os aspectos de convergéncia do algoritmo
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em relagao a nimero de iteragoes e a relagao dos valores das matrizes @) e R com

alocacao de autovalores no plano Z serao feitas.

6.5.1 Implementacao online do algoritmo HDP para sis-
temas MIMO

O algoritmo online HDP, demonstrado logo a seguir, é utilizado para controle

online do aviao F-16 em avango no tempo.

ALGORITMO 10(ADP — HDP — DLQR)

1 © Inicializacao

2 po =wvec(Py) > 0; Py > 0; zo « | li7=0
3 Ponderacdes e Sistema Dinamico.
4 [Q,R,Aq, B4
5 Selecionar o Fator de Desconto:
6 0<y<1
7 > Processo Iterativo.
8 forj—j+1
9 do
10 > Politica de Iteracdo (Acao de Controle)
11 Kj — (R/v+ BT P;B;)1BTP; A4
12 hj(zj) = —Kjz;
13 > Sistema Dinamico
14 zjr1 = Agx; + Bgu;
15 > Resolucao através do LS Batelada:
16 X = [ Ty vy Tlop yy o Tlap, ]
17 Y = [ d(zg—N-1,Pj) d@k-N-2,D;) - d(Tk-1,P;) ]T
18 if j ==
19 then
20 > Recorréncia de Riccati
21 ﬁ]’+1 = (XXT)ilXY
22 Pji1 = f(pj+1)
23 > Reinicializacao dos estados
24 i1~ [ ]
25 if |pj1 — Dl <e
26 then

27 Fim do Processo Iterativo.

Para manter a condicao de excitacao, pode-se usar varios esquemas padroes,
incluindo reinicializagdo dos estados ou inje¢ao de um sinal de ruido branco (AL-
TAMIMI, et al., 2007b). A reinicializacao de estados apareceu em (MURRAY
et al., 2002) para resolucao da equagdo HJB associadas para controle 6timo em
tempo continuo.

No projeto de HDP, os estados do aviao sao inicializados com xy = [ 4 2 5 ] )

Qualquer valor pode ser selecionado. As matrizes de ponderacao, () e R, sao
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inicializadas como identidade com suas respectivas dimensoes. E selecionado o
fator de desconto, v = 1. Os parametros do critico e do ator sao inicializados
com zero. Apds esta etapa de inicializacao, a dinamica do aviao é executada em
avango no tempo, e o ajuste das estruturas parametros ¢é realizada por meio da
observacao dos estados online.

Nas Figuras 6.16 e 6.17, tem-se os estados e as entradas de controle em relacao
ao tempo. Neste exemplo, foi utilizado a reinicializagao dos estados periodica-

mente com valores de g = [ 7 2 =5 } para impedir a singularidade.
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Figura 6.16: Trajetoria dos Estados xj com reinicializacao por HDP
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Figura 6.17: Acao de Controle uy por HDP

Nas Figuras 6.18 e 6.19, a convergéncia dos parametros do critico e da acao
sao mostrados. Como esperado, os parametros do critico converge para P de

Riccati. O critico leva 251 intervalos de tempo para convergir para P. A razao
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para isto é que 6 leituras sao necessarias para ajustar o critico a cada atualizagao
para resolver cada P;.

E importante frisar, que a reinicializacao de estados fornece as condigoes ex-
citacao necessarias para obter a convergéncia dos parametros. Uma vez que esses
parametros sejam conhecidos, o controlador DLQR foi encontrado. Entao, pode-se
utilizar os parametros da agao de controle como os parametros finais do contro-
lador em qualquer controle online, sem ter que inserir deliberadamente quaisquer

sinais de excitacao para o sistema.
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Figura 6.18: Convergéncia dos parametros P do critico por HDP
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Figura 6.19: Convergéncia da politica étima K por HDP

Os autovalores a cada iteracao pode ser verificada na Figura 6.20.
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Figura 6.20: Autovalores o a cada iteracao por HDP

Analise da convergéncia QR por HDP, é exposta na Tabela 6.4. Para esta

situacao seguiu-se a heuristica da escolha de ¢; = {1,0,1, —2}.

Tabela 6.4: DLQR-ADP-HDP e Variacoes da Matriz Q).

g || N Autovalores o

0l - i}
0| 0 |251 ] 0.8693, 0.3683 e 0.2553
-1 10 {275 ] 0.8808, 0.6584 e 0.3517
-2 1 0 | 365 | 0.9001, 0.7401 e 0.3662

Observa-se que as variagoes na matriz (), conduziram ao mapeamento de pélos
reais limitados ao eixo Z real e ao semi plano direito. Uma investigacao para ma-
peamento em outras regioes do plano Z envolve outras heuristicas para variagoes
de ) e R. Verifica-se também que nao se obtém solucao para valores acima de
q; > 0. Para valores de ¢; < 0, os autovalores tendem a ficar mais distantes da

origem e as iteracoes aumentam.

6.5.2 Implementacao online do algoritmo AD-HDP para
sistemas MIMO

O algoritmo AD-HDP (Q-Learning), é utilizada para controle online do avidao

F-16 em avanco no tempo.
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ALGORITMO 11(ADP — AD-HDP — DLQR)

1 > Inicializacao

2 Ho =wvec(Hp) >0; Py > 0; 20 « | ii=0;Ko=0

3 Ponderagoes e Sistema Dinamico.

4 [Q, R, Ag, Bl

5 Selecionar o Fator de Desconto:

6 0<y<1

7 > Processo Iterativo.

8 forj—j+1

9 do

10 > Implementagao do Ruido Branco

11 nj «— [ ]
12 > Acao de Controle
13 hej(z;) = —Kjz; +n;
14 > Sistema Dinamico

15 Tj41 = Ad:lfj + Bdil,ej(xk)

16 > Resolugao através do LS Batelada:

17 Z = [ Z(xp-n—1) Z@p-nN—2) . Z(Tp_1) ]
18 Y = [ d(f(xk,Nfl),Hj) d(f(xk,N,Q),Hj) d(g(xk—l) ,H]')]T
19 if j ==
20 then
21 > Montagem da Matriz H
22 Hj = (zZT)"1zy

23 Hjp1 = f(f?jﬂ)

24 > Ganho Otimo de Realimentagao K
25 Kjp1 = (HEH 1 HLE!

26 if HjJrl—Hj F<e’;‘

27 then

28 Fim do Processo Iterativo.

No projeto de AD-HDP, os estados do avidao sao inicializados com z, =

[ 7 5 =2 } Qualquer valor pode ser selecionado. As matrizes de ponderacao,

@ e R, sao inicializadas como identidade com suas respectivas dimensoes. E se-
lecionado o fator de desconto, v = 1. Os parametros do critico e da ator sao
inicializados com zero. Apds esta etapa de inicializacao, a dinamica do aviao é
executada em avanco no tempo, e o ajuste das estruturas parametros ¢ realizada
por meio da observacao dos estados online.

Nas Figuras 6.21 e 6.22, tem-se os estados e as entradas de controle em relacao

ao tempo.
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Figura 6.21: Trajetoria dos Estados x, por AD-HDP
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Figura 6.22: Acao de Controle uy por AD-HDP

Para manter a condicao de excitacao, utilizou-se, aqui, a injecao de um ruido
no controle, que pode ser visto na Figura 6.23. Assim, tem-se a condi¢ao de
excitagao persistente necessaria para convergéncia do LS se evitando desvio de
parametros. O ruido de controle esta associado a convergéncia de P como visto

no Capitulo 5.



CAPITULO 6. AVALIACAO DE DESEMPENHO DOS ALGORITMOS DE AR E ADP 108

0.4

0.2

Ruido de Controle n,

0.3
o 2

o
gd

—0.1

Ruido de Controle n,

Lo
° o
w N

|
o
1S
or—

i mﬁ —

o 100 200

300
Tempo (k)

i

w‘f\, w |~HM‘ vmlr,‘w'm \“W 'WM w ﬁ« hl

w

%f%»

M N ‘W“}» ‘ﬂfw

I
1 00 200 300

Tempo (k)

I
400

I
500

)
<]
<]

Figura 6.23: Ruido de controle ny

A matriz H; da Eq.(5.27), é encontrada de forma online através do algoritmo

proposto.

HAD—HDP =

[ 6.2200  1.6388 —0.0202

1.6388  2.5934 —0.0197
—0.0202 —0.0197 1.1496
—0.0153 —0.0144 0.2568

| 1.4620  1.5876 —0.0197

—0.0153  1.4620 |
—0.0144  1.5876
0.2568 —0.0197 (6.5)
1.4411  —0.0143
—0.0143  2.5901 |

Através dela, pode-se encontrar os parametros de P;. Neste caso, por se tra-

balhar também com a acao u, 15 leituras sao necessarias para ajustar o critico a

cada atualizacao para resolver cada H;. O critico leva 599 intervalos de tempo

para convergir para H e consequentemente para P. Nas Figuras 6.24 e 6.25, é

mostrado a convergéncia da acao de controle e a localizacao dos autovalores.

Politica de controle K.

I

[

Politica de controle K =K

0.3
O.2 s
0.1 KapHoP11 |
KabHoP12
o KabHbP13 ]
—0.1 i i i i i
o 100 200 300 400 500 600
Tempo (k)
1
0.5 stTIlITiriEIIiiiiiiiiEoiioiioaiioia
KabHDP21
o KapbHDP22 H
KabHDP2: 3
—0.5 ; ; ; ; H
o 100 200 300 400 500 600
Tempo (k)

Figura 6.24: Convergéncia da politica étima K por AD-HDP
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Figura 6.25: Autovalores o a cada iteracao por AD-HDP

Afim de verificar a independéncia da acao de controle em relagao a matriz Ay,
na iteragao 300, modificou-se os elementos A4(1,1) = —0.5 e A4(3,2) = —1. Nas
Figuras 6.27 e 6.26 , ¢ mostrado a convergéncia da acao de controle e a localizacao

dos autovalores.
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Figura 6.26: Convergeéncia da politica 6tima K por AD-HDP para modificagao

em Ay na 300* iteragao
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Figura 6.27: Autovalores o a cada iteracao por AD-HDP para modificagao em Ay

na 300* iteracao

Para excitar mais o sistema dinamico, simulou-se uma mudanca brusca nos

estados na iteracao 209. Entao, no instante posterior, os estados passaram a ser

To19 = [ 4 2 5 ] . As Figuras 6.28 e 6.29 retratam o comportamento dos estados

e da acao de controle.

2
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Figura 6.28: Trajetéria dos Estados x; por AD-HDP com mudanga no estado 919
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Figura 6.29: Acao de Controle u; por AD-HDP com mudanca no estado x1g

Pode-se observar as variagoes no instante 210 tanto para os estados x; quanto
para a acao de controle ui. Em uq19 tem-se uma pequena oscilagao, porém nao a
modificacao no ganho K do controlador e consequentemente nao ha variagao nos
autovalores neste instante.

Analise da convergéncia QQ R por AD-HDP, é exposta na Tabela 6.5. Para esta

situagao seguiu-se a heuristica da escolha de ¢; = {5,2,1,0,1, -2, —5}.

Tabela 6.5: DLQR-ADP-ADHDP e Variagoes da Matriz Q.

g || N Autovalores o
0 | 584 | 0.8674, 0.0000 e 0.0000
0 | 824 | 0.8674, 0.0097 e 0.0090
0 | 779 | 0.8676, 0.0826 ¢ 0.0721
001|599 | 0.8693, 0.3683 e 0.2553
-1 0 | 644 | 0.8808, 0.6584 e 0.3517
-2 0 | 659 | 0.9001, 0.7401 e 0.3662
-5 0| 674 | 0.9058, 0.7512 e 0.3679

A medida que varia-se g; seguindo-se a heuristica proposta, tem-se uma variagao
no numero de iteracoes e na localizacao dos autovalores no plano Z. Para ¢; < 0
tem-se um aumento no numero de iteragoes e os autovalores tendem a se afas-
tar da origem. Quando tem-se 0 < ¢; < 2 tem-se um aumento no nimero de
iteragoes, porém dois dos autovalores tendem a se aproximar da origem. Para

¢; = 5, o numero de iteracoes diminui e os dois autovalores chegam a origem.
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6.6 Conclusao

Neste Capitulo foi visto os resultados obtidos através dos diversos algorit-
mos propostos.A priori desenvolveu-se o projeto do DLQR pro Programacao
Dinamica. Observou-se que o algoritmo chega a solucao P de Riccati para 40
iteracoes.

Logo apds, implementou-se para ocaso do DLQR, os algoritmos de resolucao
de AR offline, PI e VI. Verificou-se que a convergéncia por PI, para o caso base,
foi mais rapida do que por VI. Isto se deve ao fato de se inicializar com uma
politica inicial admissivel.

Em seguida, teve-se a implementacao online dos algoritmos HDP e AD-HDP.
Observou-se um nimero maior de iteragoes para a convergeéncia no algoritmo AD-
HDP. Isto se deve ao fato da quantidade de pontos coletados para construcao da
matrizes dos regressores. Devido ao modelo do F-16 se tratar de um sistema
MIMO de trés estados e duas entradas de controle, para o HDP necessitou-se de
6 pontos de coleta de dados, enquanto que para o AD-HDP necessitou-se de 15
pontos.

O método utilizado para selecao das matrizes de ponderacao Q)R foi o MSH-
QR. Para cada algoritmo proposto se fez uma andlise da variacao da matriz @
em relacao a convergéncia por numero de iteracoes e alocagao de autovalores.

Um fato interessante, e que vale ser comentado, é que a medida que se varia
q; para valores abaixo da referéncia, no algoritmo PI a convergéncia é alcancada
para iteracoes cada vez menores. Em contra partida, no algoritmo VI, quando g;
varia para valores abaixo da referéncia, o nimero de iteragoes tendeu a aumentar.
No mesmo algoritmo, para ¢; = 2 teve-se a convergéncia na iteracao de nimero
57, enquanto para ¢; = —2 teve-se uma convergencia na iteracao de nimero 61, ou
seja, nenhum padrao foi observado em relacao ao niimero de iteragao a variagao
de g;.

Nos algoritmos online, HDP e AD-HDP, também foi adotado a heuristica da
variacao das matrizes QR. Para o HDP, nao obteve-se convergéncia para valores
de ¢; > 0. Para o algoritmo AD-HDP, obteve-se convergéncia para diversos valores
de ¢;, porém nenhum padrao foi verificado em relagao a variacao de ¢; e o niimero

de iteracoes.



CapriTULO 7

CONCLUSAO

Nesta dissertacao, foi apresentado o projeto de controlador 6timo discretos
do tipo DLQR através de ADP. A técnica de ADP viabiliza a a sintonia da
politica de controle e a resolucao do problema da Programagao Dinamica online
em avanco no tempo, caracterizando-se assim um controle adaptativo étimo direto.
Mostrou-se que TD e a Aproximacao da Fungao Valor sao topicos importantes na
implementacao de uma ADP.

A solucao online de AR através do algoritmo HDP, mostrou uma convergéncia
mais rapida através de LS em comparacao com o algoritmo AD-HDP. Isto se
deve ao fato de que para o AD-HDP, na construcao da matriz dos regressores,
necessita-se também da informacao da agao de controle u. Viu-se que para o
modelo Ator-Critico da estrutura HDP, a determinacao da politica de controle
fica dependente da dinamica do sistema, sendo assim um modelo parcialmente
livre (partially model-free). Na estrutura AD-HDP, em contrapartida, pode-se
considerar um modelo livre (model-free), por nao necessitar do conhecimento da
dinamica na determinagao de K.

Os experimentos computacionais, mostraram as diversas solucoes alcangadas,
para um sistema MIMO de 3* ordem de um aviao F-16, pelos algoritmos de
Programacao Dinamica, AR offline por Politica de Iteragao e Valor de Iteragao e
pelos métodos online de ADP: HDP e AD-HDP . A anédlise de convergéncia pelo
niumero de iteracoes e pela sintonia das matrizes () e R foram apresentadas.

O método de solugao online de ADP dado pelo algoritmo AD-HDP teve maior
habilidade, comparando com o HDP, em realizar um mapeamento mais amplo
dos autovalores no plano Z estavel. Algo interessante é o fato de que para qual-
quer um destes algoritmos propostos, ao menos algum conhecimento do sistema

¢é necessario. Na HDP fica explicito na determinacao do ganho do controlador,

113
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enquanto que no AD-HDP fica implicito na determinacao da dimensao da matriz
H.

algoritmos de ADP aqui desenvolvidos, mostraram-se, dentro de suas limita-
¢oes, processos de solugoes viaveis e com suas solucoes aplicaveis na pratica. Na
ADP, foi mostrado que tendo somente uma pequena informagao sobre os esta-
dos do sistema através de sensores, e extraidos do sistema apenas em momentos
especificos, (zy, Txi1, r(xk, uy)), pode-se obter a solu¢ao de Riccati online. Con-

sequentemente tem-se um controlador 6timo discreto e adaptativo.

7.1 Trabalhos Futuros

Alguns estudos e desenvolvimentos sobre ADP podem ser abordados para
trabalhos futuros. Especificamente, a pesquisa pode seguir para os seguintes de-

senvolvimentos e investigacoes.

e Enfocar solugoes de ADP por outras técnicas como DHP e AD-DHP.

e Aplicar como técnica de solugoes de aproximagao da Fungao Valor Recursive
Least Squares - RLS(Minimos Quadrados Recursivos), Redes Neurais ou

Légica Fuzzy.

e Aplicagao de outros métodos de sintonia das matrizes de ponderagao ) e R

investigando-se sua relagao com a convergencia do algoritmo de ADP.

e Andlise da relacao da quantizacao de entradas e estados para sistemas

MIMO com a convergéncia por ADP.



APENDICE A

FORMULACAO DO INDICE DE DESEMPENHO POR
CALCULO VARIACIONAL

Este apéndice complementa os estudos do Capitulo 2. A abordagem é di-
recionada para a formulagao do controle étimo discreto por calculo variacional
levando-se em consideracao o multiplicador de Lagrange e o principio do maximo
e minimo discreto. O desenvolvimento matemético aqui utilizado tem como re-

feréncia (KUO, 1980).

A.1 Equacao discreta Fuler-Lagrange

Considere o seguinte problema de otimizacao:

N-1
min J = ZF[mk,xk+1,uk,k] (A.1)
k=0
sujeito a:
T1 = flog, ug, k] (A.2)

considerando o multiplicador de Lagrange:

N1

A fungao Lagrangiana fica:

U, ) = Flag, wppn, u] + N [2en — flag, ug, k] (A.3)
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Considerando as variagoes de xy, Tgi1, Up € Agyq sendo:

Tp =Xy, + Mg (A.4)
Tt1 = Tppq + ENk+1 (A.5)
Uk = uy, + Opg (A.6)
Akl = N1 + YWkt (A7)

* * * * . s’ . J o . ~ ., . .
sendo wy, T}, uj e Ay, as trajetorias otimas; ng, py, wy sao variaveis arbi-
tradas. Assim, fazendo as manipulagoes matematicas das equacoes (A.4) a (A.7)

na equagao de custo modificada pelo multiplicador de Lagrange, entao:

J, = Flaf +eng, w51 + €npgr, uy, + Opr, k]

+<)\k+l + VWh+1, Tpyq + ENk41

—flok + ene, ug, + Opu, K])
Simplificando-se a Eq.(A.8) tem-se:

N-1

J. = Z F.lxg, Trgt, Aes, U, k] (A.9)
k=0

. e k * o * .
Expandindo-se F, em série de Taylor em torno de xj, xj_ ,, ug e A\ ;:

* * * *
Fc[xk, $k+17>\k+1,uk,k] ZFc[xk; Thy1s k+17uk7k]

N OF: N OF¢ N OF¢:
M ENks v
T D LT TR N, (A.10)
OF . .
+ ( Opg B = ) + termos de ordem superior
Ug

Condicao necesséaria para obtermos o minimo de J..

o0J,
Oe

=0 (A.11)

e=0=~v=0
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9J. =0 (A.12)
87 e=0=~=0
0J.
=0 (A.13)
e e=0=y=0

Substituindo a expansao da série de Taylor na Eq.(A.8) e aplicando-se as

condicoes necessarias para se obter o minimo .J,., tem-se:

N-1
OF; OFr(k)\] _
> Knk o > - <77k+17 o >} ~0 (A.14)

k=0

3 (o 2] - e

k=0 k+1

gl OF
(i 5y =0 (A.16)
k=0 k

A equacao pode ser escrita como:

k
— / OF.
_ C—1 (A.17)
Z<”’“’ o5 >
< 8FCZI>
— \ Mk, *
k=0 o},

FCZ_l = FC[:E]:—lax]:a)‘Z7uz—17k: - 1] (A18)

k=N

sendo:

Organizando os termos da Eq.(A.17):

(A.19)

Lema do célculo variacional:
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8}7* alﬂi 1
< — =0 A .20
Oxj Ox; ( )
OF.. \ "=V
<77k7 - > =0 (A.21)
O}, k=0

A Eq.(A.20) é chamada de equagao discreta de Fuler-Lagrange que é a condig¢ao
necessaria que deve satisfazer .J,. para ser extremo e a Eq.(A.21) é conhecida como
condicao de transversalidade.

Condigao sem restrigao 2.

OFg; —0 i =1.2.3 A.292
8A‘* - p/ ]'_ ) < 7'”7” ( . )

Jke+1

entao, tem-se que esta derivada resulta na satisfacao da equacao da trajetoria

Otima.
xlt—i—l = f[x27u2> k] (A'23)

Restricao 3.

OF,
ou

=0 p/ j=1,2,3,..,p (A.24)
j2+1

Fornece a lei de controle em termos de Aj_ ;.

Na maioria dos problemas de projeto o estado inicial xy é dado no outset.
Entao a perturbacao para x, e k = 0 é zero desde que xg seja fixado. Logo ng = 0.

A condicao de transversalidade fica reduzida a :

OF
<”’“ x >

Os problemas de controle podem ser classificados de acordo com as condig¢oes

=0 (A.25)

k=N

finais. Considerando zy como um dado ponto fixo, o problema é definido como
problema do ponto fixo. Por outro ado se xy é livre , entdao tem-se o problema

do ponto livre.
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Problema do ponto fixo:

° CCN:ﬁXO
ey =20
logo
e, (A.26)
9y jen .
Problema do ponto final livre:
e ry=livre
oy # 0
logo
e, 0 (A.27)
A .

A.2 Principio do maximo (minimo) discreto

Principio introduzido por Pontryagin é um método de solucao de grande classe
de sistemas de controle com dados continuos. O projeto do principio maximo
baseia-se no calculo variacional mas os mecanismos sao mais elegantes e refinados
do que a utilizacao da equacao de Fuler-Lagrange. O problema baseia-se em

determinar a lei de controle étimo w; no intervalo [0, N] que satisfaca:

i

minJ = Glzy, N|+ Y  Flag, ug, k] (A.28)
0

i

sujeito a :

Tpt1 = f[:ck,uk,k] (A29)

Definir o vetor de co-estado py (nx1) de forma que o problema de otimizagao

seja formulado como:

2
L

min J. = Glzy, N| + [Fak, ug, k] + (ppy [2re1 — fz,u, k)])] (A.30)

i
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A funcgao objetivo nova é chamado de Hamiltoniana e representada por:

H[l‘ka Uk y Pk+1, k:] (A31)

Ainda:

Hlzy, ug, pri1, k| = Flog, ug, k] — <Pf+1f[55ka U, k’]> (A.32)

Em geral o projeto de controle com o tempo 6timo é definido como o problema
de conduzir (levar) o estado xy para zy em um tempo minimo.

O contorno € restrito a uma amplitude.

w(Kt)| < U (A.33)



APENDICE B

CONVERGENCIA DOS ALGORITMOS HDP E
AD-HDP

A apresentacao das provas de convergéncia tem por objetivo fornecer as de-
senvolvimento da teoria e elucidar fenomenos do processo iterativo do Capitulo

5. E apresentado neste apéndice as provas de convergéncia dos algoritmos HDP
e AD-HDP do LQR discreto baseado nos artigos (AL-TAMIMI, et al., 2007b) e
(AL-TAMIMI et al., 2007¢).

B.1 Convergéncia do Algoritmo HDP

A andlise da convergéncia do algoritmo de HDP proposto nesta dissertacao
¢ demonstrado logo a seguir. A iteragao das equagoes (3.40) e (5.8) ¢é equivalente

a iteracao da equacao de Riccati a seguir.

-1
Pii=Q+7 <AdTPjAd — AYP; B, (R/7 + ngde> B;{PjAd) (B.1)
O problema de LS definido por (5.8) pode ser escrito como:

/ (2237 ps 11 — 22d" (2, py))dir = 0 (B.2)
Q
e implica que:
—1
Djs1 = /x:chdx /xd(:(},pj)dl‘ (B.3)

Q Q
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Sobe a hipdtese condigao de excitacao, o operador inverso existe. Substituindo-
e (5.6) em (B.3).

-1

Dj+1 = /xk:c;‘fdx /:Ek(w;}r(@ + KJTRKj
Q Q
+ 4(A - BK;)"Pj(A — BK;)z;)dx (B.4)

Utilizando-se o produto de Kronecker (BREWER, 1978), a Eq.(B.4) pode ser

escrita como:

Pjt1 = /iUkZU;;FCU (/ TrTy dx
¢ -
( (

Q+ K] RK; + BK
A-B j> <A—BKj>) (B.5)

Q+ K] RK; +

X v 7y
= v ’7/
sendo v a funcao vetorizacao do produto de Kronecker.

Desde que a matriz Pji1, que é reconstruida a partir de p;41, seja simétrica

entao a iteracao em p; € equivalente a seguinte iteragao.

P11 =Q+ K] RK; + v [(A— BK;)"P;(A — BK;)] (B.6)

A Eq.(B.6) pode ser escrita na forma da Eq.(B.1)

Se a sequéncia de LS na Eq.(5.8) for soluvel, ou seja, as condigoes de excitagao
correspondente vigora, entao o algoritmo HDP converge para o valor de Riccatt
quando se inicializa com Fy > 0.

A prova de convergéncia do algoritmo HDP acaba de ser criado supondo-se que
o problema do LS é resolvido completamente, ou seja, a condigao de excitacao é

satisfeita. Note-se que uma maneira facil de inicializar o algoritmo é selecionando
Py =0.
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B.2 Convergéncia do Algoritmo AD-HDP

A analise da convergéncia do algoritmo de AD-HDP proposto nesta dis-
sertagdo é demonstrado logo a seguir. A iteragdo das equagoes (5.32) e (5.54) é

equivalente a

T
Ad Bd Ad Bd
Hj+1 = G+")/ T j (B7)
_K;A; —K;B! ~K,A; —K;B,
A Eq.(5.50) é equivalente a
A B, | A B
d(z(y) hy) =2F x v |Gy | 1 “ | H ‘ ’
~K;Ay —K,B! ~K;Ay —K;By

(B.8)

Utilizando-se o produto de Kronecker (BREWER, 1978), o LS é dado por:

T

_ A B A B
Hi=(Z2) N (2Z) xv | G+ I | oH ! I
‘;—/ —KjAd —Kde —KjAd —Kde
(B.9)

Desde que a matriz H,1, que é reconstruida a partir de H;.4, seja simétrica

entao a iteracao em H; ¢ equivalente a seguinte iteracao:

A B, A B,
Hiq=G+y| ° e Hi| ’ (B.10)
-K;A; —K;B; —K;jA; —K;By
As matrizes H;yq e K, podem ser escritas como
ATP A ATpP.B
Hjpy = Q+7Td A (B.11)
Kj1 = (R/y+ BiP;Ba)™' By PiAq (B.12)

sendo P; dado por:
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p=|1 -k |8, [ _;‘ ] (B.13)

A Eq.(B.7) pode ser escrita entdo como:

o T
A B A B
Hyw = G414 d d i : d d
KAy —K;B! KAy —K,B,
[ AT I
~ G+ d [1 —K.T]H [A B ] B.14

Desde que tenha-se (5.34) e (B.11) entao, consequentemente tem-se (B.12)

A iteracao de H; é similar a iterar P;. De (B.13) tem-se que:
- I
P =1 ~Kl, | Hia (B.15)
—Kjn

Utilizando-se (B.11)tem-se:

Q+vAPj A vATP; By I
’yBngAd R + ’YBgF)]Bd _Kj—H
= Q+ K[ REj +7 [(Ag — BiKju1)" P(Ag — Bakj1)]  (B.16)

Pip = [[ _KjT-H}

Substituindo-se (B.12) em (B.16) tem-se:

1
Pj+1 =7 (AgF)JAd — Adf)de <R/’}/ + BdP]Bd) BdPJAd> + Q (Bl?)

A iteracao a partir da Eq.(B.7), com Hy = 0, K, = 0 converge com H; — H,
sendo H correspondente a Q*(zy,ux) e xPr = minQ*(x,u), com P sendo a

solucao de Riccati. Entao tem-se H; dado por:

Q+~ATPA;  ~AYPB,

Hj —

(B.18)

Para i — oo, tem-se P; — P*, consequentemente H; — H* e (); — Q~.

A prova de convergéncia do algoritmo AD-HDP acaba de ser feita supondo-se
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que o problema do LS é resolvido completamente, ou seja, a condicao de excitacao

¢é satisfeita.
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