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RESUMO

O trabalho aqui apresentado, tem por objetivo, provar a existéncia e unicidade da
solugao e investigar o comportamento assintético para um modelo abstrato de uma equacao
diferencial hiperbdlica do tipo Kirchhoff, que descreve as vibragoes nao lineares de uma

corda elastica com amortecimento forte. Isto é,
u'(t) + M (JAYV2u(t)]?) Au(t) + Ad'(t) =0
u(0) = ug, v'(0) =wuy
onde M € C*0,00), com M(A) >0,V\X>0c A éum operador autoadjunto com

espectro discreto, definido positivamente em um espaco Hilbert H e D(AY?) = V com-

pactamente imerso e denso em H.

Palavras-chaves: Espacos de Hilbert. Equacao Hiperbdlica Nao Linear. Equacao de

Kirchhoff. Teoria Espectral. Comportamento Assintotico.
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ABSTRACT

The work presented here aims to prove the existence and uniqueness of the solution
and investigate the asymptotic behavior for an abstract model of a hyperbolic differential
equation of the Kirchhoff type, which describes the nonlinear vibrations of an elastic string
with strong damping. This is,

u’(t)+ M (|A1/2u(t)|2) Au(t) + Ad/(t) =0
u(0) = ug, v'(0) =wuy
where M € C'0,00), with M(A) >0, VA > 0 and A is a sclf-adjoint operator with

discrete spectrum, positively defined on a Hilbert space H and D(A'Y?) = V compactly

immersed and dense in H.

Keywords: Hilbert Spaces. Nonlinear Hyperbolic Equation. Kirchhoff Equation. Spec-

tral Theory. Asymptotic Behavior.
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Introducao

Esta dissertacao tem como motivacao o artigo do Luis Adaldo Medeiros e Manuel Milla
Miranda [1], intitulado On a nonlinear wave equation with damping, que concentram-se
em provar a existéncia global e o decaimento exponencial da energia para as solugoes do

problema misto:

9%u ) ou
— - M / |Vu(z,t)[*dx | Au(z,t) + (=A)*==f em @, com 0<a<l1
ot? Q ot
u(z,t) =0 em (z,t)€ X (0.0.1)
u(r,0) = uoe), (w,0) =wi(x) em O,

onde M(s) é uma fungao continua positiva em [0, co[; €2 é um conjunto aberto limitado

de R™, com bordo suave I'; @ ¢ o cilindro 2x]0, oo[ de R™™!| com contorno lateral 3 =

2
ou

a$i

I'x[0,00; A=3"", a% é o operador de Laplace e |[Vu(z,t)[*> =>"",

Para resolver o problema (0.0.1), os autores consideraram uma equacao abstrata para
(0.0.1) e encontraram solugoes globais para esta equacao nao linear com amortecimento

dado por:
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W' (t) + M (|JAY?u®)]?) Au(t) + A%/ (t) = f em ]0,7] 0<a<1 (0.0.2)

u(0) = ug, u'(0) = uy,

onde M € C'[0,0), com M(A)>0,VA>0e0<a<l.
A unicidade da solucao de (0.0.2) é obtida para % < a < 1. Eles também provam que

o decaimento da energia é exponencial para 0 < o < 1.

adu

A equagao (0.0.1), sem o amortecimento (—A)*%, tem sua origem no estudo das

vibragoes de uma corda elastica (veja Carrier [2]).
Alguns casos particulades de (0.0.1), das vibragoes nao lineares de uma corda eléstica,

foram estudados em conjunto com por muitos autores. Por exemplo;

uy — M </Q Vu(y, t)|2dy) Au =0, (0.0.3)

por Dickey [3], Nishida [4], Menzala [5], Rodriguez [6], Greenberg e Hu [7], Pohozaev [§],

Nishihara [9].

uy — M (/Q |Vu(y7t)|2dy> Au+ Auy =0, (0.0.4)
por Dickey [10], Brito [11], Yamada [12], Nishihara [13].

uy — M </Q |Vu(y, t)|2dy) Au+ A*u =0, (0.0.5)

por Ball [14], Dickey [15], Medeiros [16], Menzala [5] ¢ outros.
O principal texto usado no desenvolvimento deste trabalho, foi o artigo de Marivaldo

Matos e Ducival Pereira [17], intitulado On a Hyperbolic Equation with Strong Damping,
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que é um caso particular do problema (0.0.1), descrito da seguinte maneira:

Sejam V' e H espacgos de Hilbert com produto interno e norma representados, respecti-
vamente, por ((,)), ||.]| e (,), |.|, com V compactamente imerso e denso em H. Repre-
sentamos por A o operador definido pela terna {V, H; ((,))}. Assim, A é um operador
autoadjunto definido positivamente em H com espectro discreto e D(AY2) =V (D(X)
representa o dominio de X).

Em H consideramos o seguinte problema:

u"(t) + M (|AY?u(t)]?) Au(t) + Ad'(t) = 0 (0.0.6)

u(0) = ug, v (0) = uy,

onde M € C'0,00), com M(X)>0,VA>0.
A equagao (0.0.6) é um modelo abstrato para uma equagao que descreve o movimento

de uma corda elastica com amortecimento forte, ou seja,

u(x,t) + M (/Q |Vu(y,t)|2dy> (—Au(x,t)) — Auy(x,t) =0 (0.0.7)

onde () é um dominio limitado em R".

Usaremos o artigo de Marivaldo e Ducival, conforme [17] na prova da existéncia e
Nishihara, conforme [18], na prova da unicidade da solu¢ao do problema (0.0.6) quando
ug € D(A) e u; € D(AY?). Na prova da existéncia, aproximamos os dados iniciais uy € V
e uy € H por ug, € D(A) e wuyy, € D(AY?), respectivamente, com g, — o fortemente
em V e uj, — uy fortemente em H. Consideramos uy a solugao do problema (0.0.6) com
os dados iniciais wug e u1x. Usando o teorema de Arzeld-Ascoli com algumas técnicas
adicionais, provamos que u; — u € u ¢ uma solugao de (0.0.6) com dados iniciais ug € V' e
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uy € H. A unicidade é obtida de maneira classica. O comportamento assintotico conforme
t se aproxima do infinito é obtido usando um Lema devido a Nakao (ver [19]).

Este trabalho estd dividido em trés capitulos. No primeiro, com a finalidade de tor-
nar o trabalho um pouco mais auto-suficiente, apresentamos as idéias béasicas sobre os
espacos funcionais envolvidos, os principais teoremas utilizados no decorrer do trabalho.
No segundo capitulo, fazemos uma andlise matematica do modelo fisico. No terceiro
capitulo, provamos a existéncia e unicidade da solu¢ao da equagao abstrata e abordamos

uma analise do comportamento assintético da sua solucao.
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Capitulo 1

Fundamentos de Espacos Funcionais

Com a finalidade de tornar a exposi¢ao mais autossuficiente, pontuamos a seguir
conceitos utilizados no decorrer do trabalho. Apresentaremos aqui alguns resultados ja co-
nhecidos de espacos de Hilbert, espacos L? | teoria das distribui¢oes e um pouco da teoria
espectral, os quais serao fundamentais para as demonstragoes dos nossos resultados. Pro-
varemos alguns destes resultados e apenas indicaremos onde se encontra a demonstracao

dos demais.

1.1 Espacos de Hilbert

Definigao 1.1.1 (Espagos de Hilbert) Um espaco de Hilbert é um espago vetorial H

dotado de um produto escalar (u,v) e que é completo para a norma ||ul|y == (u,v)?.

Um exemplo fundamental de espacos de Hilbert é o espaco L? que definiremos posterior-

mente com o produto escalar dado por:
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(u,v) = / u(x)v(x)de.
Q
Como podemos ver em [20], todo espaco de Hilbert separavel admite uma base hilber-
tiana, ou seja, se H é um espago de Hilbert separavel, entao existe uma sequéncia (e,,) de
elementos de H, tais que: |le, ||y = 1 para todo n, (e,, e,,) = 0 para todo m, com m # n,

sendo que o espago vetorial gerado por (e,) é denso em H.

1.2 Espagos L"(QQ)

Nesta secao, €2 denota um subconjunto aberto de R™ dotado da medida de Lebesgue. Usa-
remos termos da teoria da medida, como funcao integravel, funcao mensuravel, igualdade

e desigualdade em quase todo ponto e conjuntos de medida nula.

Definicao 1.2.1 Seja 2 C R™ um aberto limitado munido da medida de Lebesque dx.

Por L7(Q), 1 < p < 00, definimos o espago vetorial
LP(Q) = {u : Q — R mensuravel ; / |u(x)|Pdr < oo},
Q

com norma dada por

[ull o) = (/Q IU(a:)Ipdx);,

No caso particular quando p = 2, L*(Q2) é um espago de Hilbert munido do produto

escalar

(u,v) =/Qu(sc)v(:c)d:c

16



e norma induzida

u| 2 ) = (/Q |u(:r:)|2dx)% .

No caso p = oo, definimos
L>(Q) ={f : Q — Rmensuravel ; |f(z)] < C ¢.s em Q}.

Munido da norma

[u| o) = ess sup  |u(x)],
zeN

onde ess sup indica o supremo quase sempre em §2.
zEQ

1.3 Os espacgos LP(0,7T; X)

Definicao 1.3.1 Seja X um espago de Banach e X' seu dual topoldgico.

Diz-se que uma funcao vetorial w : (0,T) — X € mensurdvel se a fun¢do numérica
t— (u(t), w)x x for Lebesque mensurdvel em (0,1), T > 0.

Diz-se que u: (0,T) — X € Bochner integravel em (0,T) se u for mensurdvel e a fungao
t — ||u(t)||x for Lebesgue integrdvel em (0,T). Neste caso, a integral de Bochner de u é

T
um vetor de X denotado por/ u(t)dt, caracterizado por
0
T T
[ttt = [ o)y
VieX'.

Se 1 < p < oo, denotamos LP(0,T; X) o espago das (classes) fungoes u : (0,7) — X

mensuraveis tais que a funcao t — ||u(t)|/% seja Lebesgue integravel em (0,T). Com

17



norma dada por
T »
ol = ([ Tuolar)” < oo
0
No caso p = 2 e H espago de Hilbert, L?(0,7; H) é um espago de Hilbert munido do
produto escalar
T
() o = [ () o(®)udr
0
Denota-se por L>(0,7"; X) o espago das (classes) fun¢oes mensuraveis u : (0,7) — X tais
que

ess sup ||u(t)||x < 0.
te(0,T)

Se 1 < p < oo, entdo o dual topoldgico de LP(0,T;X) é identificado com o espago

LY (0,T; X"), onde % + z% = 1. Com esta identificacao, temos

T
(f, U)Lp’(o,T;X/),Lp(o,T;X) = /0 <f(t)» U(t)>X',th-
Maiores detalhes sobre esses espacos sdo encontrados em [21].

Defini¢ao 1.3.2 Denotamos por C([0,T]; X) o espago das fungdes continuas u : [0, T] —

X com a norma:

Jllcqomn = max lu(t)x < oo

1.4 Algumas desigualdades

A seguir, veremos algumas das desigualdades que serao usadas durante o trabalho.

18



1.4.1 Desigualdade de Cauchy-Schwartz

Proposicao 1.4.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwartz) Seja V- um espago com produto

interno e sejam x,u € V. FEntao,

(@, ) < ]l [yl

Demonstracao: Ver [22], pagina 137.

1.4.2 Desigualdade de Young

Proposicao 1.4.2 (Desigualdade de Young) Sejam p,q < 1 expoentes conjugados,

ou seja, ;17 + % = 1. Entao para quaisquer numeros reais positivos a e b, temos que

1 1
ab < —aP 4+ —b?
p q

Demonstragao: Ver [23], pgina 85.

1.4.3 Desigualdade de Holder
Teorema 1.4.1 (Desigualdade de Hélder): Sejau € LP(2) ev € L”,(Q) com1l<p<oo

+ L =1. Entdouwv € L'(Q) e

el
p p

/ﬂ juvldz < Jlul, o]l

Demonstragao: Ver [21], pagina 92.
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1.4.4 Desigualdade de Minkowski

Teorema 1.4.2 (Desigualdade de Minkowski) Sejam w,v € LP(2) com 1 < p < oo.
Entao

[u+vllp < l[ullp + vl
Demonstracao: Veja [24], pdgina 179.
Teorema 1.4.3  Os espacos LY (Q), com 1 < p < oo sdo espagos de Banach.
Demonstragao: Veja [21], pdgina 93.

Observagao 1.4.1 Dizemos que duas funcoes em L'(Q) sdo idénticas, se elas sao iguais

em quase todo ponto.

1.5 Distribuicoes

1.5.1 Imersao

Sejam V' e H espacos de Hilbert com normas ||.||y e ||.||s respectivamente. Suponha que
V C H. Seja ainda, 7 : V — H a injecao canodnica de V em H, que a cada vetor v € V
faz corresponder 7v como um elemento de H. Diz-se que o operador linear 7 é o operador
de imersao 7 de V em H.

Diz-se que a imersao 7 : V. — H é continua, quando existe um K > 0 tal que:
[olla = Kljvllv

Diz-se que a imersao 7 : V — H é compacta, quando a imagem dos conjuntos limitados
de V, por 7 , sao conjuntos relativamente compactos de H, isto é, conjuntos cujo o fecho

20



é compacto em H.
Espacgo de funcgoes teste

n
Sejam o = (aq,..., ) € N e x = (21,...,2,) € R", definimos |a| = Zai e por
i=1
D® representamos o operador derivacao de ordem |a/, definido por

Dled
= [e5] (%) °
0x ' 0x5? ... Oxon

Da
Se u é uma fungao mensurdvel sobre ) e (w;);c; é a familia de todos subconjuntos abertos
de €2, tal que u = 0 q.t.p em cada w;, temos que v = 0 q.t.p. em w = Uwi, e o suporte

iel
de u (supp u) é definido como o subconjunto fechado

supp u = Q\w.

Se u for uma funcao continua, entao:

suppu = {x € Q; u(z) # 0}

Dizemos que uma funcao u tem suporte compacto em €2, se existir K C ) compacto tal
que

supp u C K

Representa-se por C5°(§2) o espago vetorial das funcoes reais definidadas em 2, com su-
porte compacto e derivadas parciais de todas as ordens. Em C(€2) considera-se a seguinte
nocao de convergéncia:

Uma sequéncia de fungoes (¢, )nen converge para zero em C5°(£2) quando:

21



(1) Todas as ¢,, possuem suportes contidos em um compacto fixo K de €;

(13) A sequéncia (¢, )nen converge para zero uniformemente em K, juntamente com suas
derivadas de todas as ordens.

Seja ¢ € CP(2). Dizemos que (¢, )nen converge para ¢ em C3°(Q2) se (¢n, — @)nen convege
para zero como definido acima. Denotamos por D(€2) o espaco C3°(£2), munido desta

notacao de convergéncia. Chamamos D(£2) de espago das fungoes testes.

1.5.2 Distribuicao

Definigao 1.5.1 (Distribui¢cao) Uma distribuicao sobre §2, € uma forma linear T sobre

D(Q) que é continua no sentido da convergéncia definida em D(S2), isto €, uma fun¢ao

T:D() —R

(1) T(owp+ ) = al(p) + T(Y), Vo, €R eV, ¢ € D(Q);

(17) Se (@n)nen converge para ¢ em D(Q) entdo (T(pn))nen converge para T(p).

Representamos por (T, ¢) a distribuicao T em ¢, e por D'(£2) o espago vetorial das dis-
tribuicoes sobre €. Dizemos que (T),)nen converge para T em D’'(£2), quando a sequéncia
(T}, ¥) )nen converge para (T, p) em R para toda ¢ € D(Q).

A notacao L} () serd usada para designar o espago vetorial

LP

loc

(Q)={f:Q«—>R; feIP(K) VK compacto K C Q}.

Pode-se provar sem dificuldades que LP(Q) C LY (), para todo p > 1.

loc

22



Exemplo 1.2 Se u € L} (Q), entdo a forma linear T,, definida em D() por

loc

(Tur) = / u(@)p(z)dz, Yo € D(Q),

¢ uma distribuicao.

Prova: Como cada ¢ possui suporte compacto em (2, esta integral existe, logo T, esta
bem definida. Aém disso, T, é univocamente determinada por u. Como T é dada por
uma integral, é linear, logo para provar que é uma distribuicao, basta demostrar que é

continua.
(T )] < / (@)l p(@)]dz < (matsexlo()]) /K Ju)\de,

isto é,

(T, )| < Clmazser|p(2)])-

Logo se (,)nen converge para ¢ em D((2), para todo § > 0 existe um compacto fixo

K C QengeN, tal que
se n>ng = margex|e(x) — on()| <.

Tomando 0 = 5, temos que, dado € > 0, se n > ng

€
Iek!

|<Tu’ SD> - <TU7 907‘L>| < O(maxx€K|§0(x) - Spn(x)D <C— =e

Derivada fraca
A nocao de derivada fraca de uma funcao foi proposta inicialmente por Sobolev, motivado
pela férmula de integragao por partes do célculo.
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Dada uma funcao u continuamente derivavel em R, no sentido de Newton-Leibniz, entao

para cada ¢ € D(R) temos:

/Ru(x)go'(x)cM:—/Ru’(x)ga(a:)dx (1.5.1)

porque @ se anula fora de um compacto da reta.

Motivados pela férmula (1.5.1), Sobolev-Schwartz definiram a derivada de uma distri-
buigao. Inicialmente, vejamos como Sobolev definiu a derivada de uma funcao localmente
integrdvel em R. Dizemos que a distribui¢do u € L}, .(R) possui derivada fraca, quando

existir uma distribui¢ao u € L},.(R) tal que:

/ u(x)' (x)de = — / v(z)p(x)dr (1.5.2)
R R
A func¢ao v denomina-se derivada fraca de u.

Para uma distribuigao qualquer de D(R), Schwartz formulou o seguinte conceito: dado

T € D'(R), define-se a derivada distribucional de T como sendo a forma linear 4T :
D(R) — R dada por:

dr dy

—, ) =—(T,— D(R). 1.5.

No caso em que T e Z_: sao definidas por funcoes localmente integraveis u e v, respecti-
vamente, entao (1.5.2) e (1.5.3) coincidem. Agora, se u € C'(R), entdo (1.5.2) e (1.5.3)
identificam-se a (1.5.1), isto ¢, a derivada no sentido classico identifica-se a derivada no
sentido das distribuigoes.

Uma vantagem da derivada no sentido das distribuicoes, a Schwartz, é que uma distri-

buicao T possui derivada de todas as ordens f;—f, definidas por:
arr d"p
—_— =(—-1)"(T,—= 4 D(R).
(o= (1T 2D, Ve e DR)
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1.5.3 Distribuicao Vetorial

Defini¢ao 1.5.2 (Distribuicao Vetorial) Uma distribui¢ao vetorial sobre (0,T), com va-
lores em X, € uma aplicagao linear continua sobre D(0,T) com valores em X . Denotamos

o espago das distribui¢ées vetoriais com L(D(0,T); X).
Exemplo 1.3 Semelhante ao Exemplo 1.2, dada v € LP(0,T; X), a aplicacao definida por

T
Tog) = [ oo)ets)lds, Vo€ DO.T),
0
¢ uma distribuicao vetorial.

Dada S € L(D(0,7); X) definimos sua derivada de ordem n por

ars d"p
— = 0) = (=1)™(S, =~ D(0,T

Sendo %2 também ¢ uma distribuicdo vetorial. Dizemos que S; — S em L(D(0,T); X)

quando:

<Si7 §0> — <Sv 90>7 VSD € D(OvT)

1.6 Um pouco da teoria espectral

1.6.1 Operadores densamente definidos

Definicao 1.6.1 Seja H um espacgo de Hilbert. Um operador
A:D(A)CH—H

¢ uma aplicagao que para cada elemento u € D(A) associa um tnico elemento v € H,
e nesse caso, indicamos v = Au. O conjunto D(A) é chamado dominio do operador A.
Dizemos que A € um operador densamente definido, quando seu dominio € denso em H.
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Definicao 1.6.2 Um operador A : D(A) C H — H ¢é chamado de limitado quando,

existe k € R, K > 0, tal que, para todo u € D(A), temos que
[Aul] < KlJul],

a norma do operador A € o nimero que se indica por ||A||, e definido por

= sup {121

ueD() [[u
Um operador A € chamado de ilimitado quando ndao é limitado, ou seja, uma aplicagao
A: H — H ¢ um operador linear nao limitado de H se A € linear e A estd definido num
subespago vetorial D(A) de H.
De modo mais geral, sejam E e F espacos de Banach. Dizemos que A : E — F € um
operador linear nao limitado de E em F, se A ¢é linear e D(A) C E é um subespago
vetorial de E.

Em ambos os casos D(A) é denominado o dominio de A.
Teorema 1.6.1 Seja A € L(H). Entao A € continuo se, e somente se, A é limitado.
Demonstracao Ver [25], pagina 10.

Definigao 1.6.3 Dizemos que A € L(H) € positivo se (A(v),v) > 0 para qualquer v € H.

1.6.2 Operadores Adjuntos e Autoadjuntos
Definicao 1.6.4 (Operador Adjunto) Seja A € L(H) densamente definido. O operador
A*:D(A") C H — H,
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onde
D(A") ={v e H| tal que 3h(v) € H com (Au,v) = (u,h), Vu e D(A)}
e h = A*v, é chamado de operador adjunto de A.

Definigao 1.6.5 (Operador Autoadjunto) Seja A € L(H), com D(A) denso em H. O

operador A € chamado de autoadjunto quando
D(A) = D(A*) e Au= A'u,para todou € D(A),isto é, A = A”,

ou ainda

(Au,v) = (u, Av),Yu,v € H.

1.6.3 O espectro de operadores lineares

Seja A € L(H). Um autovalor de A é um escalar A € K tal que Au = A\u para algum

u € H com u # 0. O subespago V) definido por
Vi={u € H : Au = \u},

¢é chamado de autoespaco associado ao autovalor A e os elementos de V) sao chamados de
autovetores de A associados a .

Como jd visto em Algebra Linear, se X for um espaco vetorial de dimensao finita entdo
o conjunto dos autovalores de A é o conjunto dos escalares \ tais que (A — A\I) nao é
invertivel, onde I é o operador identidade em D(A).

No caso de dimensao infinita, esta afirmacao nao é verdadeira, pois um operador linear
que nao é invertivel pode ser injetor.
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Definigao 1.6.6 Seja X um espaco normado e seja A : X — X continua. Dizemos que

A € K € valor espectral se A — NI nao for bijetor.

Definicao 1.6.7 Seja X um espago normado e seja A : X — X continua. O espectro de
A € o conjunto de todos os valores espectrais. Denotaremos o espectro de A por o(A), ou
seja,

o(A) ={A € K: A, nao é invertivel}.

Definicao 1.6.8 O espectro discreto de A, 0,(A), € o conjunto dos autovalores de A.

Portanto, 0,(A) = {\ € K; N(A,) # {0}}

Observacao 1.6.1 Usaremos a notacao Y — X para designar que o espaco Y estd

imerso continuamente em X.

Operador nao limitado definido pela terna {V,H,((,))}
Sejam V' e H espacos de Hilbert separaveis tais que dimH = +oo; V ; H,
VS H eV édensoem H :
Sendo (( ;)) e (; ), respectivamente, os produtos internos de V' e H, consideremos

A«— {V.H ((, )}

Conforme é bem sabido A é um operador autoadjunto, positivo e nao limitado de H. Te-
mos também a existéncia de uma sucessao de autovetores (w, ),en de A e correspondentes

autovalores (\,),en tais que

(w,) ¢é um sistema ortonormal completo de H.
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Wy , .
( : ) ¢ um sistema ortonormal completo de V.

VA

Também

0< A <XA<... e), =+ quando v — 400

Agora, se a € R, denominamos as poténcias de A por

+o0
D(A%) = {u € H;Z)\ZO‘KU, w,)|? < +oo}
v=1
+oo
A%y = Z MY (w, wy, )w,
v=1

Temos que A% é igualmente autoadjunto e positivo, Va € R, tendo sentido pois falarmos

na raiz de A®. Resulta dai que se definirmos

D(T) = {u € H;fm(u, wy)|* < —|—oo}

v=1

“+o00
Tu =3 X(uw,)w,

v=1

entao,

T = A*">,

Podemos provar também que T é o tnico operador autoadjunto positivo que verifica
T = A~

Logo

(A%, u) = (T?u,u) = (Tu, Tu) = (AY?u, A%*u); Yu € D(A?)
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Agora, se a > 0, mostramos que existe ¢ > 0 tal que
(A%u,u) > clul*; VYu € D(A%)
Muniremos D(A?%) do produto interno
(4, V) praey = (u,v) + (A%, A%);  Yu,v € D(A%);

que o torna um espago de Hilbert uma vez que A® é fechado posto que é autoadjunto.

Sendo a > 0, vem de que as normas

lull pasy = (luf* + |A%l?)!/?

|ul| paey = A%yl

sao equivalentes.

Notamos ainda que as poténcias de A satisfazem a seguinte propriedade
Se a3 < ay entao D(A*?) C D(A™M)

Para mais detalhes sobre a Teoria Espectral, consultar [26].

1.7 Resultados Importantes

Proposigao 1.7.1 (Lema de Gronwall) Se para ty <t <ty, ¢(t) >0 e (t) > 0 sao

funcoes continuas tais que

o)< Cr+ 0 | " w(s)pls)ds,
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entao

plt) < CyeCe g Vs

onde Cy e Cy sao constantes nao negativas.

Demonstracao: Consultar [27], pdgina 61.

Proposicao 1.7.2 (Teorema de Arzeld-Ascoli) Se (X, p) é um espago métrico com-
pacto, um subconjunto § (uma familia § de fungoes uniformemente limitada) de C(X,R)

¢ relativamente compacto se, e somentre se, € uniformemente limitado e equicontinuo.

Demonstragao: Consultar [28], pagina 85 e [21], pagina 11.

Outra forma de enunciar o teorema, seria:

Sejam K um espag¢o métrico compacto e § um subconjunto limitado de C'(K). Supo-
nhamos que $ ¢é uniformemente equicontinua, isto é, para todo € > 0, existe § > 0 tal
que d(z1,x2) < 6 implica que |f(x1) — f(z2)| < €, seja qual for a f € $. Entao, $ é

relativamente compacto em C(K).

Proposigao 1.7.3 (Teorema de Aubin-Lions) Sejam By, B e By espagos de Banach,
tais que By — B — By, sendo By e By reflexivos e compacta a imersao By — B. Defina-

se

W[0,T] = {v e L»(0,T; By), v' € LP*(0,T; By)},
com 1l <p; <oo,i=0,1, e norma definida por
ollwio,ry = [[v]|zeo0,7580) + 11Vl L2 (0,7)-

Entao W[0,T] é um espago de Banach reflexivo compactamente imerso em LP°(0,T; B).
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Demonstragao: Consultar [29].
Como consequéncia deste resultado, se (u,),en € uma sequéncia limitada em L (0,T'; By)
com (u},),en limitada em LP*(0,T; B;), entao existe uma subsequéncia de (u,),eny que

converge fortemente em LP°(0,7; B).

Proposicao 1.7.4 (Teorema Espectral) Sejam V' C H espagos de Hilbert reais, com
imersio V. — H compacta e densa, munidos dos produtos escalares ((.,.)) e (.,.), res-
pectivamente. Se A : V. — V' é o operador definido pela terna {V,H;((.,.))} por
(Au,v)v v = ((u,v)) Yu € D(A) ev €V, entao:

i) existe um sistema ortonormal completo {w;}jen de H formado pelos vetores proprios

do operador A;

i) os wvalores proprios N, associados aos w;, formam uma sucessdo ndo-decrescente

O< A <A< <0\ <... =00 ewale a relagao
((wj,v))v = <Aw]',’U>V/7V = )\j(wj,v), Yv e V.
Os vetores {w;}jen formam um sistema ortogonal completo de V' e D(A).

Demonstragao: Consultar [26], pagina 349.

32



Capitulo 2

O modelo fisico

O problema de vibragao de corpos elasticos é antigo. Ao que se sabe, ele atraiu
a atencdo de d’Alembert (1717-1793) e Euler (1707-1783). Neste trabalho nos propomos
estudar uma equacao nao linear de ondas descrevendo um modelo para pequenas vibragoes
de uma corda elastica. O modelo que estudaremos tem como caso particular o modelo de
Kirchhof com condigoes de contorno ¢ do deslocamento da corda eldstica com termo de

amortecimento, conforme definiremos posteriormente.

2.1 A deducao do modelo fisico

Vibracgoes nao lineares de uma corda elastica
Consideremos uma corda eléstica com os seguintes dados:
L = Comprimento da corda

§ = Area da secao reta da corda

T = Tensao
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Ty, =Tensao inicial quando a corda estd em equilibrio sobre o eixo x
E = Médulo de Young do material

A tensdo longitudinal (Tensdo média) na corda é -L: e suposta pequena, isto é << 1.

T
Es o
Desta hipdétese deduz-se que a tensao tende a ficar uniforme ao longo da corda. Isto

acontecendo, calcula-se a tensao pela Lei de Hooke

~L
T—TozKST (2.1.1)

Notamos que S é o comprimento da corda deformada e K é a constante £, que depende
do material e da se¢cao da corda.
Observagao 2.1: Por [30], deduz-se que a razao da velocidade da onda longitudinal para

a velocidade da onda transversal é

T

Eé
Assim, da hipétese % pequeno, resulta que o efeito inercial longitudinal é desprezivel.
Como consequéncia, a tensao tende a tornar-se uniforme ao longo da corda. Quando isto
acontece, calcula-se a tensao em funcao da variagao do comprimento da corda por meio
da Lei de Hooke, fornecendo a expressao (2.1.1).

Trata-se do caso de um movimento com pequena amplitude, isto é

ou

T sent

u(r + Az, t) — u(x,t)
Az

~ tgh

onde € é a inclinacdo da tangente em qualquer ponto da corda deformada, u(z,t) é o

deslocamento vertical dos pontos da corda no eixo vertical.
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/g\

X X+AX

Figura 2.1: Vibragoes nao lineares

Equacao do movimento
Denotamos por 7' o médulo do vetor To qual tem a direcao da tangente.
Componente vertical da tensao T Tcos(§ — 0) = T'send

Componente Longitudinal da tensao T: Tcosh.

A variagao da tensao é uma forca, entao, pela segunda Lei de Newton

2
2(Tsen@) = O

podemos observar que a tensdo longitudinal tem variagao desprezivel (ver Observagao
2.1).

A equagao (2.1.2) é a equagao de Carrier para as vibragoes transversais de uma corda
elastica.

Efetuando a derivagao em (2.1.2) obtemos:

3_T 0+ Tasenﬁ B &
oz " or o

Da Observacao 2.1, resulta que g—: ~ 0 (A variagao longitudinal da tensao é desprezivel)
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e da hipdtese da amplitude ser pequena, obtemos g—;f ~ senf , logo
0%u __ Osenfl

022 Oz

Entao, a equacao de Carrier toma a forma

T *u  O%u

Calculo das Tensoes

Sendo S o comprimento do arco que representa a deformacao vertical da corda, obtem-se

/2
L ou\? '
S—/O 1+ (a_x) ] dx (2.1.4)

e aproximando com o polinomio de Newton, obtemos

Lo (29 w1 L (0n)
oxr) = 2 \ Oz

para pequenos deslocamentos. Logo,

L 1 (0u\>
S—/O [14‘5(@)]6&7,

ou seja,

1 [*ou\?

Encontramos em (2.1.1) T'= Ty + K%, e substituindo S — L dado por (2.1.5), tem-se

ES [f[ou\?

Substituindo (2.1.6) em (2.1.3), resulta

Ty ES [*[ou\? Pu
E -+ —QmL/O <%> dSE] @ =0 (2.1.7)
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Com 0<z<L, t>0;

que é o modelo de Kirchhoff-Carrier para vibragoes transversais nao lineares de uma corda
elastica.
Observacao 2.2:

(i) Quando S = Sy, na Lei de Hooke, obtem-se T' = Tj e de (2.1.3) resulta

u Ty du

" m o (2.1.8)

que é o modelo de Euler - d’Alembert.

(ii) Denotando Py = -2 e P = obtem-se

2mL ’

denominado modelo de Euler - d’Alembert - Carrier para vibracoes verticais de uma corda
elastica.
Da equagio (2.1.7), também escrevemos M : [0,00) = R e M(X) = Lo 4 Eo )\

2mL

(iii) Uma generalizagao significativa para o modelo é o caso n-dimensional dado por

0*u ou
7 — M (Z/ (8%) da;> Au =0, (2.1.10)

u(z,t)=0, ze€l, t>0 ([ éa fronteira de Q)

com extremidades varidveis e condicoes iniciais

u(z,0) = up(x), u(z,0)=ui(z) em Q,

onde M () é uma funcdo real nao negativa, com A > 0, e 2 é um dominio limitado de
R™.
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Este é o modelo de Kirchhoff, conforme [31], para pequenas vibragoes.
Em [32] encontra-se uma vasta referéncia bibliogréfica sobre esse modelo.

(iv) Agora, inserindo um termo —Auwu,(x,t) de amortecimeto, temos a seguinte equagao

2
(?9# (Z/ (&vl a,t) > da:) Au(z,t) — Aug(x,t) =0, em Q x [0,00[ (2.1.11)

u(z,t) =0 em I x [0, 00],
u(x,0) = up(z), o(2,0)=wui(x) em 9,

que é a equagao hiperbdlica de Kirchhoff com amortecimento. Neste caso, em que a vibragao é
amortecida, a amplitude do sistema diminui quando ¢ cresce. Simplificando, podemos reescrever

a equagao (2.1.11), assim:

u(x, t) (/ |Vu(zx,t)] d:z:) Au(z,t) — Auy(z,t) = 0. (2.1.12)
u(z,t) =0 em T x [0, 00,
u(z,0) = up(z), '(x,0)=ui(z) em O,

onde M (s) é uma fungdo continua positiva em [0, co[; €2 é um conjunto aberto limitado de R",

com bordo suave T'; Q é o cilindro 2x]0, 00 de R"*!, com contorno lateral ¥ = T' x [0, col;

2
A=3T0 8% ¢ o operador de Laplace e |Vu(z,t)[> = 3, g;
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Capitulo 3

Uma equacao hiperbdlica abstrata

com amortecimento forte

Neste capitulo, resolvemos o problema abstrato para um modelo de equagao da onda do tipo

Kirchhoff com amortecimento forte.

3.1 O modelo abstrato

Considerando |Vu| = |AY?u| e —Au = Au na equacdo 2.1.12, teremos um modelo abstrato para

o operador de ondas do tipo Kirchhoff com amortecimento, dado por
W) + M <|A1/2u(t)|2) Au(t) + Ad/(t) = 0 (3.1.1)
uw(0) =up e u'(0) =1uy

onde A é um operador positivo autoadjunto com espectro discreto, definido em um espaco de

Hilbert H ¢ D(AY?) =V compactamente imerso e denso em H. Estabelecemos condicées inici-
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ais e provamos a existéncia e unicidade da soluc¢ao de (3.1.1) e analisaremos seu decaimento de
energia, conforme [17].

Este problema foi estudado por Nishihara [18] e Pereira [33]. Nishihara, prova a existéncia e
unicidade da solu¢do do problema (3.1.1) quando ug € D(A) e u; € D(AY?). Além disso, se
M(A) = X e wugp, uy pertencem a D(A3/ 2), ele prova que a solucdo de (3.1.1), em particular,

satisfaz

lu(®)[[* = |AY2u()[* < C(1+ )2

onde €e>0eC.— +o0 come—0
Neste trabalho, conforme [17], provaremos a existéncia e unicidade para as solucoes de (3.1.1)

quando up € V. e wuj € H. Além disso, se M(\) = X a solugao de(3.1.1) satisfaz
lu@®]* < CL+1)72

onde C' é uma constante positiva.

Na prova da existéncia, aproximamos os dados iniciais up € V. e w3 € H por ug, € D(A)
e uy € D(AY?), respectivamente, com ug, — 1o fortemente em V e uy, — u; fortemente em
H. Consideramos uy a solu¢do do problema (3.1.1) com os dados iniciais upi € uyx. Usando
o teorema de Arzeld-Ascoli com algumas técnicas adicionais, provamos que u; — u € u é uma

solucao de (3.1.1) com dados iniciais ug € V e u; € H.

O problema abstrato
Sejam V' e H espagos de Hilbert com produto interno e norma representados, respectivamente,
por ((,)), |-l € (;), |.|, com V imersamente compacto e denso em H.

Representamos por A o operador definido pela terna {V, H;((,))}, de modo que A seja um ope-
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rador autoadjunto, definido positivamente em H, com espectro discreto e D(AY?) =V (D(X)

representa o dominio de X). Também sabemos que ((u,u)) = (Au,v) para todo u € D(A),

v € V o que implica ((u,v)) = |AY?u|?,

Em H consideramos o seguinte problema:

W (t) + M (|AY?u(t)?) Au(t) + Au'(t) =0
o (E.3)
’U,(O) = U, U,(O) = ui

onde M € C'[0,00) com M(\) >0, V> 0.

3.2 Existéncia e unicidade da solucao

Assumimos a seguinte hipdtese para o problema (E.3),
(H.1) M € C'0,00) com M(\) >0 para todo A >0

Entao temos o seguinte resultado:

Teorema 3.2.1 Sob a hipdtese (H.1), se ug € V e uy € H, entao erxiste uma tunica func¢ao

u:[0,T] — H na classe:

u € L>=(0,T;V)

u' € L0, T; H) N L*(0,T;V)
e satisfaz

u" + M (|A1/2u|2) Au+ Au' =0 em L*0,T;V")

uw(0) =uy e u'(0) =u.
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3.2.1 Problema aproximado

Para provar a existéncia da solu¢ao do Problema (E.3) conforme o teorema 3.2.1, utilizaremos o
Método de Galerkin, mais precisamente o Método de Faedo - Galerkin, ver [34]. Em seguida, de-
finindo as aproximacoes de Galerkin, obteremos um sistema de equagoes diferenciais ordinarias
com valores iniciais, cuja existéncia de solugao local serd garantida pelo Teorema de Carathe-
odory (ver [35]). Por meio das estimativas a priori, estenderemos a solucao a todo o intervalo
[0,T], obtendo uma sequéncia (ux)gen, que convergird para a solugao de (E.3), verificando as
condigoes iniciais.

Definimos por A o operador positivo, auto-adjunto com espectro discreto. Isto implica que A

tem uma sequéncia infinita de autovalores )\JQ- com

0<AT <A <. <A<, lim A =0
Jj—ro0

Sendo assim, como V' S oH , entao temos o problema espectral ((u,w)) = A\(u,w) para todo
u € V. Scja w; uma base de V' ¢ ortonormal em H, sendo w; uma sequéncia de autovetores
para cada nimero real /\?.

Para cada v € V', temos uma expansao:

o0
w=>Y uwj,  u;=((u,w))
7=1

1/2

Com |jul| = Zu? . Se u € D(A), ficamos com

N - 1/2
A=Y Nugw;, [ Auf = [ Y X

j=1 j=1
o0
Agora, definimos a aproximacao de Galerkin wug(t) = Zgjk(t)wj como uma solugao para o

Jj=1
problema de valor inicial para o sistema:

(uf (£) + M (| A 2ur(D)[?) Au(t) + Aug (8), w) = 0 (3.2.6)
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para qualquer w € V¥ fixo, onde V* é um espaco vetorial k-dimensional estendido por {wy, ..., w},
com

k
ur(0) = Z W — U fortemente em V (3.2.7)
j=1

k
u,(0) = Z Biw; — u fortemente em H
=1

para este caso, consideramos (uog)ren © (Uix)ren sequéncias em D(A) e D(A'Y?), respectiva-
mente. Entao obtemos certo sistema diferencial ordindrio nao linear aproximado para os g;y.
Assim, o sistema aproximado acima encontra-se nas condigdes de Caratheodory (ver [35]) e,

portanto, possui uma tinica solucao definida em algum intervalo [0, ¢;) desde que M € C[0, 00).

3.2.2 Estimativas a priori

Vamos assumir a seguinte hipétese para o problema (E.3):
(H.1) M € CY0,00) com M (A) >0 para todo A >0
As estimativas obtidas a seguir nos permitirdo estender as solucoes uy para o intervalo [0, 7.

(I) Colocando w = 2uj(t) em (3.2.6) temos
(uf(6), 20 (1)) + M (|AY2u(8)?) (Aug(t), 24,(8)) + (Aui (2), 204 (1)) = 0
Analisando cada termo, note que

e No primeiro termo

(w0 20,(0) =2 [0) i) =2 [ 35060 wi) = 2 3 Tk = LIk 0P
e No segundo termo M (|AY2uy(¢)[?) (Aug (), 2uf(2)), tem-se
(A (8, 20,(8) = 204 g 6), AV20i () =2 [ 5504 P (0)* = G4 20 o)
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Dali,

M (1420 (8)[2) (Au(t), 25,(0)) = M (142, (0)]?) %\AI/Quk(tn?
A
Tomando M () = / M (7)dr, temos
0

4

- d
1/2 2y _ 1/2 2\ @\ 41/2 2
SN AY 2 (0]) = M (A" 2w (8)2) Z1AY 2 (0)

e No terceiro termo
(Auj, 2uj, (1)) = 2(A 2wy (1), A2l (1)) = 2| AV (6) P
Assim, chegamos em
d -
Sl (0 + N (14" 2ug(0)])] + 2042 () =0 (3:2:5)

A
onde M(A):/O M(7)dr.

Integrando (3.2.8) de 0 a t (¢ < t), temos
/ti\u’ (T)|2d7+/t @ Nt (142w (7)P) d7-+/t2|A1/2u’ (r) 2dr =0
o dt' ¥ o dt 0 k
t
6 (1) = [k (0) 2 + M (A2 (8)[2) = 81 (|AY2u(0)) +2 /0 A2 () 2dr = 0
~ t ~
[uf ()2 + AT (141 2uy(8)?) + 2 / AV () Pdr = [k (0) + N (1AM 2ur(0)2)
usando (3.2.7), temos
2 Y 2 ! 1/2 2 2 Y 2
!/ /
Jur (0)]” + M ([lux(®)]] )+2/0 |AY2up(r)Pdr < [w* + M (||uo]?)
de onde obtemos

|uj, ()] < C1, (3.2.9)

t
/ |AY24l (7)Pdr < C. (3.2.10)
0
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Assim,
uy,  é limitado em L*(0,7; H) N L2(07T; D(Al/Q))_

A partir de agora denotamos por C ou C; (i = 1,2,...) varias constantes independentes de ¢ e
(IT) Tomando w = ug(t) em (3.2.6), temos

(0, (1)) — () M (|42 (0)2) 14" 2 () +

1d

2dt|Al/2u,f(t)|2 =0 (3.2.11)

e integrando (3.2.11) em [0, ¢[, ¢t < tx, passamos a (3.2.9)
t 1
| (1420 ) A2 )P + 5142 0
0

1 t
= 5!141/21%(0)!2-"/ [ (7)1 2dT + (1} (0), ug(0)) — (uj, (1), ur (1))
0

1 [t 1
< 520 + ol + 55 [ 1AV ) R+ D114 0)
1

N =

<C+ (%) |AY 20, (8)],
1

de onde segue que

|AY2u, ()2 < Co ou Jluk(®)|]> < Co (3.2.12)

t
/ M <|A1/2uk(7-)|2> |AY 2y (7)[2dr < C. (3.2.13)
0

Portanto,
wj, ¢ limitado em  L*°(0,T; D(AY/?)).

Encontramos estimativas para ug(t) na norma de V e H, concluimos que todos os intervalos

[0,t%) podem ser estendidos para todo intervalo [0, 7).
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(ITI) Tomando w = Aug(t) em (3.2.6) e integrando em [0,¢), temos

1d
M (AP ur(O)) A (O + 5 7 [ Aui ()] (3.2.14)
d

=~ (AP (), Ay (0) + A, (D)

t 1
[ a1 (1420 0) ) |Aun(r) P + 5l 4w (o)
0

t
< IAUO|2+IU1HAUO!+IUZ(t)IlAUk(t)IJr/ A (r) [Pdr
0

N =

< C+ Cy|Aug(t)],

Este ultimo significa que

| Aug(t)| < C (3.2.15)

/0 A (|A1/2uk(7-)|2) | Aug ()| 2dr < C. (3.2.16)
Portanto,
uy, ¢ limitado em L°°(0,7; D(A)).
(IV) Tomando w = 2Au;(t) em (3.2.6), temos
%lz‘ll/z%(t)l2 + 2| A (1) = —2M (| AV g (6)) (Aug (t), Aui(¢))

< M(

A2 (1)2) <M1|Auk(t>\2 + Mieruw)lQ)
< My M (A2, (4)2)]| Aug (8) 2 + | Aul ()2,
isto é,
LAV (1) + | A2 < My AL(AY 2 (1)) A (1) (3.2.17)
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onde M; = max {M(s); 0<s<Cs}.

Entao, integrando (3.2.17) em [0, t), temos

t t
|AY 2 (1) + / | Auj,(7)[2dr < [AY 2wy + My / M (| AV ug(r) )| Aug (1) dr
0 0

que é dado por (3.2.16)

A2 ()] < ©

t
/ | Aat (7 2dr < C.
0
Portanto,
), & limitado em  L®(0,T; D(AY?)) N L*(0,T; D(A)).

(V) Tomando w = u/(t) em (3.2.6), temos

1d

d
WO + 53 A2 O = = ZAM(AY2uk(8)2) (A2 (8), AV ()

F2M' (A P (0)2) (AP (8), AVl (8)) + M(JA Pug(8)*)| A 2 ()

t
1
| )P+ 1AV

< AUy 2 4 M| AV ]| AN Pug | 4+ My |AY (1) ]| AY 2l (2))

DO =

t t
+20M, /O | AV 20, (7) 2| AV 2 (7) 2dr + My /0 | AV ()|,

(3.2.18)

(3.2.19)

(3.2.20)

onde My = max{|M'(s)|; 0< s < Cy}. Portanto, por (3.2.10), (3.2.12) e (3.2.18), temos
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Portanto,

ul é limitado em L%(0,T; H).

Sobre a prova da existéncia

Do que foi exposto, temos que, se tomarmos (ugg)ren € (U1x) ey sequéncias em D(A) e D(AY?),

respectivamente, tais que

ugr — ug fortemente em V

w1 — w1 fortemente em H.

(3.2.22)

(3.2.23)

Para cada k € N, consideramos uy uma solugao do problema (E.3) com dados iniciais ugx ¢ u1k.

Entao uy, satisfaz (Veja também [18]):

ug € L*(0,T; D(A))
uf, € L0, T; V)N L*0,T; D(A))
uf € L2(0,T; H)
up + M (|A1/2uk|2> Auy + Auj, =0 em L*(0,T;H)
ur(0) = ug e up(0) = ug.
Assim, tomando o produto interno da equacao (3.2.27) com 2u; (t), temos
(1), 20, 0)) + M (1AM (0)) (A1), 20, (0)) + (Au, 20,(6)) = 0

Analisando cada termo, note que

e No primeiro termo
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(w0 20,(0) =2 [0 i) =2 [ 350 i) =2 3 Tk = kO
e No segundo termo M (|AY2uy(t)[?) (Aug(t), 2uf(t)), tem-se

M (142 (D)) = M (| Au(®)]?) = M (lu(®)]?)

(A (1), 205(8) = 2(Aue 1), 5 6)) = 2{ (s (0 () =2 [ st (e) =
—2 [ 55 ) = Gl
Dali,
M (|41 22, (1) ) (Aug(6), 20, (1)) = M ([ Aue(6)]?) 5 e ()]
A

Tomando M(\) = / M (7)dr, temos
0

DN (0] = M (s 0)?) Sl = 1 (1420 (0)) (Aue(), 20,1

e No terceiro termo
(Aup (), 2uj, (1)) = 2(Auj(t), up, (1)) = 2((ujo(t), wjo (1)) = 2[|u, ()]

Assim, chegamos em

d . . A
a(|uk(t)|2 + M ([l ()]*)) + 2[|ui(6)[|* = 0, onde M(N) =/ M(7)dr.
0

Integrando de 0 a ¢t < T, temos

td td R t
| Gk @Pds+ [ St olPds +2 [ lo)ds =0
0 0 0

[ (O = [k (0) + M (ur () 1) = M (|fux (0)]|?) + 2/0 luk(s)[|*ds = 0

aplicamos (3.2.28) em seguida e obtemos

t
[k (07 — Jual® + M ([Jur(t)1*) = M ([|uok]|*) + 2/0 i (s)lI*ds = 0
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i (8)]% + M (

t
Juk()]*) + 2/0 i ()1 ds = [urrl® + M (fJuok ).

Contudo, pelo fato de
’ 2 ' 2 2
M ([lur(B)]17) = /0 M ([lur(s)[I7) ds = Collur ()]
resulta que pela (H.1) e as convergéncias (3.2.22) e (3.2.23) segue que
t ~
[u (8) [ + Collux (8)]| + 2/ i ()11 ds < uan|® + M (uok]|*) < furg]? + C|luok||?
0

resulta que

[ur (O + [[ux(®)]* < C

), é limitado em L>(0,T; H) N L*(0,T;V). (3.2.29)
Por (3.2.29) e pelo teorema fundamental do calculo, segue que
ug € limitado em L>(0,T;V). (3.2.30)

De (3.2.29), (3.2.30) e (3.2.26) deduzimos a existéncia de subsequéncias de (uy), que ainda

denotaremos por (uy), tal que

up — u fraco-estrela em L>°(0,7;V) (3.2.31)
uj, — u' fraco-estrela em L°°(0,T; H) (3.2.32)
uf, — o' fraco em L*(0,T;V) (3.2.33)
ufl — u” fraco em L*(0,T; H) (3.2.34)
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Passagem ao limite

Em ( 3.2.30), temos que a sequéncia uy é limitada em L>(0,7;V).

De ( 3.2.29), a sequeéncia uj, é limitada em L°°(0,T; H) N L*(0,T; V).

De ( 3.2.21), a sequéncia u} é limitada em L?(0,T; H).

Como a imersao de L>(0,7; V) em L>(0,T; H)NL*(0,T;V) é compacta, podemos extrair uma

subsequéncia, mais uma vez indicada por (uy), da seguinte forma
VS Ho H
W ={ueL?0,T;V); « € L*(0,T; H)}

Assim,

W < L%(0,T; H)

Entao, pelo teorema da compacidade de Aubin-Lions, podemos obter de (u;) € W, uma sub-

sequéncia que ainda denotaremos por (ug), tal que
(up) —> u fortemente em L*(0,T; H)

Das convergéncias (3.2.31)-(3.2.34), podemos tomar o limite nos termos lineares da equacao
aproximada (3.2.27), quando k — oo. Contudo, para passamos o limite na parte nao linear
do problema é necessdrio que tenhamos uma convergéncia forte em L2(0;7;V). Entretanto,
das estimativas obtidas anteriormente nos garante apenas, face o teorema de Aubin-Lions, a
convergéncia forte em L%(0,7; H) o que ¢ insuficiente para passarmos o limite na parte nio
linear.

Para a parte linear, sejam j € N e k > j. Consideramos 6 € D(0,Tp). Multiplicando o problema

aproximado (3.2.27) por 0 e integrando em [0, Tp] resulta que

To

) To
/ (1), w;)B(t)dt + / M (lux(O)]%) (Aug (), w;))0()dt + / (Aul, w;)(8)dt = 0
0 0 0
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De (3.2.31 ) obtemos
To k—o To
|t wppar =5 [ o, wp
0 0
De (3.2.32 ) obtemos

To To
WO w)e a5 [ 0w 0
0

3.2.3 Convergéncia do termo nao linear

Seja g (t) = [A"Pu()]* = [lur ()], t € [0, T].
Observamos que para todo k € N, ¢ é uma fungao continua de [0, 7] em R. Portanto por (3.2.30)

temos
op(t) <Cy, VkeN, Vte|0,T] (3.2.35)
onde C] é uma constante positiva. Agora, se t; , to € [0,7], temos
|0k (t1) — dn(t2)| = Illur(t)l* — fux(t2) ]|

< (Jun (G [ew (b2) Dl wn (B1) — e (t2)]

to
s&/u%wmsammmmwrmm

t1

onde Cy e (5 sdo constantes positivas. Por (3.2.30) segue que
|61(t1) — Bi(t2)| < Clts — t2]V/2, V), €N (3.2.36)

onde C' é uma constante positiva. Por (3.2.35), (3.2.36) e pelo teorema de Arzeld-Ascoli, existe

uma fungao continua ¢ : [0,7] — R tal que

¢, — ¢ uniformemente em [0, 7. (3.2.37)
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Desde que M € C1[0, ), e seque que

M (¢pr(t)) — M(¢(t)) uniformemente em [0, 7.

(3.2.38)

Por (3.2.29), (3.2.30) e (3.2.37) existe uma subsequéncia de (ug) que ainda denotamos por (ug),

tal que

ug — u fraco-estrela em L°°(0,7T;V)

uy, — u’ fraco-estrela em L*(0,T; H)

uj, — o' fraco em L*(0,T;V)

|ur(t)]|* — ¢(t) uniformemente em [0, 7).
Por (3.2.27) e as convergéncias (3.2.39)-(3.2.42) obtemos que

u” + M(¢)Au+ Av' =0 em L*(0,T; V")

u(0) = ug , u'(0) = uy.

Nosso objetivo é mostrar que ¢(t) = |ju(t)||? , t € [0, T].

Seja wi = ug — u, entao

(wg) é limitado em L°°(0,7;V)

(w},) é limitado em L>(0,T; H) N L*(0,T;V)

W+ Awj, 4+ M (o) Awy + [M(¢r) — M(¢)]Au = 0 em L*(0,T; V")
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(3.2.41)

(3.2.42)

(3.2.43)

(3.2.44)
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(3.2.46)
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wg(0) = wor — 0 fortemente em V. (3.2.48)

wi(0) = wyg, — 0 fortemente em H. (3.2.49)
Por (3.2.47) obtemos
(W, wi) + (Awg, wi) + M (Sg) (Awg, wi) + [M(dr) — M ()] (Au, wi) = 0

Onde (,) representa a dualidade V' x V.
Entao,

1d

5 w1 + M (¢p) |wrll* + [M(dr) — M ()]((u, wi)) =0

d
(o) — o +
. Integrando de 0 a t < T, obtemos
1 9 ¢ 2 t / / 2 1 2 1 2
Slwr@®” = sup [M(dx(s))] | lwnll"ds + | wp(s)lds + Calwp (@) + 2 lwn @l + 5 lwor |
2 0,7] 0 0

+ lekllekl+Sup|M(<Z>(S))—M(¢k(S))I/ [[w(s)[[l|wk(s)]|ds
[0,T] 0

Assim,

1 t t 9

I < mo [ fun(a) s + G [ a9+ Cofuk(0) (3250)

0
1 .
+§HWOkHZ + |wik|lwor| + C7 [bouql% [M(¢(s)) — M (¢ (s))
onde m, = sup 7 |M(¢r(s))| e C5, Cs e C7 sdo constantes positivas. Por (3.2.47) obtemos
(W', W) + (Awg, w) + M (or) (Awg, wi) + [M () — M (¢)](Au, wy) = 0.

Entao,

—%M(t)l2 + lwr (O = =M () (wr, wi)) + [M () = M ()] ((u, wi))-

Integrando de 0 a t < T, obtemos
Loy ! 2 1 2 ! /
5 lwr ()] +/ lwg,(s)[1Pds < lwir] +Sup|M(¢k(S))|/ l[wr ()| |y, (s)]|ds
2 0 2 [0,7] 0

o4



+ sup [M(4(s)) —M(ék(S))I/O lus)] llwk ()] ds

(0,77

1 2 t 1 t
< Lo + 0 / lwr(s)]2 ds + Cisup [M(6(s)) — M(de(s))| + = / lwh(s)]? ds
2 2 Jo 0,7] 2 Jo

onde Cg é uma constante positiva independente de k e t. Portanto,

/ 2 ¢ / 2 2 2 ¢ 2
WhOF + [ kI ds < winl® + m3 [ Jwr(s)]? ds (3.2.51)
0 0
+ 2Cs sup |M((s)) — M(du(s))].
[0,T7]

Por (3.2.50) e (3.2.51) existe uma constante positiva C' tal que

t
lok @)1 < Cllwil* + Jworll* + ﬁ)ujlg)]|M(¢(3))—M(¢k(8))|] + C/O ok (s)|* ds
e pela desigualdade de Gronwall, segue que:

|we(s)||* — 0 uniformemente em [0, T7. (3.2.52)

Se t € [0,T], entao temos
16(t) — u@)IP] < k() — SO + [Nur(®)* — [lu@)]?|

< or(t) — o) + (lun@®] + Nu@))lue(t) —w@)]|
< Ion(t) = o)l + Cllwr®)]l.

Por (3.2.42) e (3.2.52) obtemos que ¢(t) = ||u(t)||?
Do que foi exposto, verificamos que tomando-se o limite na equagao (3.2.6), quando k — oo,

temos que u é uma solucao do sistema e o resultado esta provado.
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3.2.4 Unicidade da solucao

Na prova da unicidade, vamos considerar u e v duas solugdes do problema (E.3) proposto.

" W (t) + M (JAY?u(t)?) Au(t) + Au'(t) =0
u(0) = ug, u'(0) =wuq
v"(t) + M (JAY20(t)[?) Av(t) + Av'(t) =0
e (II)
v(0) = ugp, v'(0) =wy

Subtraindo as equagoes (I) e (II), temos
w"(t) + Aw'(t) = M (|A1/2v(t)|2> Av(t) — M (|A1/2u(t)|2) Au(t)
Assim, tomando w = u — v, tem-se
w"(t) + M (|A1/2u(t)|2) Aw(t) + Aw'(t)

= w'(t) + Aw'(t) + M (|A1/2u(t)\2) Alu(t) — v(t))
- M <|A1/2v(t)\2> Av(t) =M (yAl/%(t)\?) Au(t)+M <|A1/2u(t)|2) Au(t)—M <|A1/2u(t)]2> Av(t)
— M (|A1/2v(t)|2) Av(t) — M <|A1/2u(t)|2) Av(?)

entdo, w = u — v satisfaz

w"(t) + M (|A1/2u(t)|2> Aw(t) + Aw' () (3.2.53)

— M (]A1/2u(t)\2) M (|A1/2v(t)|2)]Av(t)

w(0)=0, w'(0)=0 (3.2.54)



Aplicando 2w/ (t) +yw(t), 0 <y < A2, em (3.2.53) e (3.2.54) e integrando de [0, t], temos
(w”(t) +M (yAl/zu(t)P) Aw(t) + Aw'(t), 20/ (t) + fyw(t))

- (—[M <|A1/2u(t)|2> M <]A1/2v(t)|2>]Av(t), 2w () + vw(t))

Segue que,
[l (D) + M(JAYu(t)])| AV w(t)]* + %Ix‘ll/zw(l‘)l2 +(w'(t), w(t))]

t
+/0 214"/ (r)[2 = y|w! (7)]? + 4 M (| A Pu(r) )| A 2w () Pldr

= / t[2M’(|A1/2u(7')|2)(A1/2u(7'), AV (1)) AV 2w ()| (3.2.55)
0

—{M(|APu(r)P) = M(JAY0(r) ) H2(Av(7), w' (7)) + (A Po(7), AY?w(r))}dr
tw’TQ 2w()Pldr = tw'TQ w(7)||?]dr
SC/O[I()IHA (T)]°)d C/O[I()\HI()II]d

Desde que
[M(JAY?u(7)[?) = M(JAY?o(r))] < O(|Au(r)| + [A 20 ()| AV w(r)].
estimamos o lado esquerdo de (3.2.55) como descrito abaixo:
s /271/2272/2)\%2
(primeiro termo) > |w'(¢)|* + §|A w(t)|* — 3 F|w )+ 7|w(t)|
1

> col[w' (1) + [A 2w (1)), co = min(1 — -, 1)

co[lw’(#)[2+]lw(®)]I7]

t
(segundo termo) > / (202 — )| (7)|dr > 0.
0
Portanto, (3.2.55) produz
t
llw'OF + [A0®P) < C [ [0 (n) + 412w (r) s
0
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ou ainda
collw'(t)* + lw(®)]?] < C/O [l () [? + [lw(7)|*]dr

Conclui-se, pelo Lema de Gronwall, que w = 0, ou seja, u = v. Assim, a parte da unicidade esta
completa.

Condicoes iniciais

Seja @ € C' ([0, Tp]) tal que 8(0) = 1 e 8(Tp) = 0. Consideremos v € H, entdo vf € L2(0,Ty; H)

e, por conseguinte de (3.2.32) (u), — u fraco estrela em L>(0,To; H)) vem que

To k——+o00 To
| e =5 [ e ve
0 0
Integrando por partes o resultado acima, temos
To k—+o00 To
—(uk(O),v)—/ (up(t), )0 (O)dt """ —(u0),v) = [ (u(t),v)d'()dt
0 0

como
To k——+00 To
/ (ug(t),v)0(t)dt ~— / (u(t),v)0(t)dt
0 0

Resulta que

(upr,v) — (u(0),v); Yv e H (3.2.56)
Mas, uor — up em D(A/2) =V <% H. Logo

(uok,v) — (ug,v); Yv € H (3.2.57)

De (3.2.56) e (3.2.57) concluimos que
u(0) = ug
Agora, seja 6 > 0. consideremos a fungdo auxiliar.
—L4+1; se0<t<$

0; se 0 <t<Ty
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Seja j € N e consideremos k > j. Multiplicando ambos os lados de (3.2.27) por 65 e integrando

em [0; Tp] resulta que

TO TO
/0 (ug (t),w;)0s(t)dt +/0 M (| AY2ug (6) ) (Aug (), w;)05 () dt (3.2.58)
To
[ 0. w)os(e)ar =0
Como (uj(t),w;) € H'(0,Tp) vem que

d d d
%(Uk(t)awj) = %(Uﬂ[o,a]»wj) = (a(%l[o,a])»%‘) = (upl0,5, wy)-

Assim, como 65 € C'[0,d], entdo a derivada de 65 no sentido das distribui¢des em [0, §] coincide

com a derivada classica. Logo,

01, w)05(0)] = (1), 107)05(1) + (1), 0 )05(0)

Integrando por partes a primeira integral de (3.2.58) vem

6
(1 (1), w;)05(5) —(uz(0), w;) 05(0) —/ (u (£), w;)05(t)dt
— -

[ 4
b [ MOAY 2 (O un(0), w8500t + [ (Au(0)w)85(0)d =0
0 0
Tomando o limite em k na expressao acima, vem que
4 § d
~(urwy) = [ @O0+ [ M) A0, w05 )+ [ (A (0. wy)os(e)dt =0
observando que em [0, 4], 05(t) = —% e 05(t) = —% + 1 obtemos
1 4
—(adlwy) + %/0 (W (1), w;)dt +/0 M{lu()|?) (Au(t), w))dt  (3.2.59)
4 4 4
—5 | @A i+ [ a0 [ A wi =0

Como u' € Cy([0;To]; D(AY?)) — C4([0;T); H) (Representamos por Cy([0;To); D(AY?)) o
espago de fungoes fracamente continuas de [0,7] em D(AY?)), temos que todo t € [0,7] é
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ponto de Lebesgue da funcao (u/(t), w;) e, portanto, em particular para ¢t = 0, temos que
1, 50
5 0w = w0 ),
Desta forma, tomando o limite em (3.2.59) quando § — 0" obtemos
_(ulij)+(ul(0)ij) =0; vj eN

ou seja

((0),w;) = (uy, wy); ;€N

Pela totalidade dos (w;);jen em H, segue que:

u'(0) = up

3.3 Comportamento assintotico quando ¢ — +oc

Agora consideramos o problema (E.3) com M () = A, isto é

W (t) + M (|AY?u(t)?) Au(t) + Ad'(t) =0
o (EA4)

U(O) = Uop, U,(O) = Uu

com
1 1
E(t) = 5l 0P + Jlu®)’

onde E(t) é a energia associada ao problema (E.4).

Temos o seguinte resultado:

Teorema 3.3.1 (Decaimento de energia) Nas condig¢oes do problema (E.4), com
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onde E(t) € a energia associada ao problema (E.}), entdao a solugcio u de (E.3) obtida no

Teorema 1 satisfaz
W/ (O + W' () < O +1)72
para t > 0, onde C' € uma constante positiva.
Na prova do teorema acima, utilizamos o seguinte lema devido a Nakao (ver [36] e [37]).
Lema 3.3.1 Suponha que E seja uma funcdo nao negativa limitada em R, satisfazendo
E(s)'P < CylE(t) — E(t +1
max () < ColE() — B(t+1)

para t > 0, onde Cy e B sao constantes positivas. Entdo,

E(t) < C(141t)~ VP

onde C' € uma constante positiva.

Prova do Teorema 3.5.1

Tomando o produto interno da equagao (E.4) com u/(t), temos
(" (£, (0)) + M (A 2u(®)|1?) (Au(t), o (1)) + (A, o/ (1)) = 0
Analisando cada termo, note que:
e No primeiro termo
(W0 (0) = [u'(0) w0 = [ 550 w0 = G5O
e No segundo termo, tomando M (A) = A, temos

(M <|A1/2U(t)!2> Au(t), ' (1)) = (A Pu()? Au(t), /(1)) = ((Ju(t) Pu(t), o/ () =

= [P ut) w0 = [ o) ue) w0 = [y vio = [ Huo-
1d
= el



e No terceiro termo

(Au/, ' (1) = ((u' (1), /(1)) = [u' ()]

Portanto, obtemos

% (GhOF + ) + e o (3.3.60)

Integrando (3.3.60) de t a t + 1, obtemos

t+1 1d t+1 1d t+1
| sgh@ras + [ @t + [ )R —o.
t+1

1 1 1 1 +
G+ DE =S OF + Jlue+ DI = @ + [ (o)Ps o

1 / 2 1 4 1 / 2 1 4 o / 2
/(1P + Gt + D) = (G OF + Fu@I*) + [ (s))Pds =0,

J/

B(t+1) 20

t+1
E(t)—E(tJrl):/t I/ (s)|2ds

Temos que
/t ") Ps < ¢y /t )] 2ds (3.3.61)
— ColE(r) — Bt +1)] = F()?
onde
B(#) = gl OF + Flu)]*

e Cp é uma constante positiva tal que |[v|?> < Cp||v||?. Portanto, usando o Teorema do Valor
Médio para integrais em (3.3.61), existem dois pontos t1 € [t,t +1/4] e ta € [t + 3/4,t + 1] tais

que

1 ) t4+1 ) 1 ) 1
@R = [P e Gl = [ ue)Pds
t t

+2

Observe que
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1
|u’(t 2 ax 12 . 1NI2 . 2
F=4 |u'(s)|°ds < 4 |u'(s)|°ds = 4F(t)
t t

assim, temos

[/ (t1)] < 2F(t).

e Analogamente, tem-se

[/ (t2)| < 2F(t)

ou seja,
' (t;)| < 2F(t), i=1,2. (3.3.62)
Tomando o produto interno da equagao (E.4) com u(t), temos
(u(),u(t)) + (A 2u() P Au(t), ult)) + (Ad/ (), u(t) = 0

%(U'(t)w(t)) = [ @) + ((u(t)?, ut) + (), u(t) =0

%(U’(t)» u(t) = o' @ + lu@®)]* + (/) u(t))) = 0

Integrando de t; a t2, obtemos

t

to d , to ,
/t L) uls)ds — [ l(s)Pds +

1 t1 t1

" lu(s)|*ds + / (@ (s), u(s))ds = 0

(W (t2), u(tz)) — (' (t1),u(t1) — [ |l (s)[2ds + / lu(s))|ds + / (((s), u(s)))ds = 0

t1

t t

t ()]s = — (! (t2), u(t2) + (' (0, u(tr)) + t

|l (s) s — / (@ (5), u(s))ds

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwars no produto interno, ficamos com

o) s < e utea)| + o' e + [ s+ [ (o)l (s) s
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t2

/ lu(s)[*ds < (t)] ()] + fu(ta)] 1 (t2)] + /

t1 t1

IU’(S)IstJr/t2 luls)Il [lu'(s)]] ds

< 2B @) + 2F lua)] + [

t1

" (s) 2ds + / )l ) ds (3.3.63)

Note que [t1,t2] C [t,t + 1], implicando em

to t+1
/  (3)|2ds < / [l (3)Pds = F(1)?

t1

Logo, de (3.3.63) e da desigualdade de Young, temos

to to u' (s 4/3 ul(s) 4
[ Iute)tas < 2ROkl ] + 2P )kolute)] + F0R + [ (” o Ll )ds

= 2Pkt + 2FOkolue)] + F? 4 3 [T @) G [ o) tas

Dai

Z /t : lu(s)||*ds < 2F(t)kollu(tr)|| + 2F (t)kollu(t2) || + F(t)* + % F(L)Y3

Pela definicao de E(t) mais o fato de ser decrescente,

u(t)] < kollult:)|| < ko(2B (1)) < ko(2B()/4, i =1,2.

[2)
De 7 [ luo)l'ds < 2F(@kollu(t)]| + 2F @kollu(ta)| + F(e)? + TP, obtemos
t1

2 [ It ltds < 2F@REEO) 4 2F@R(EW) Y+ F0P + S F 0

AWk (2B + F(1)? + ZF(t)‘W

como 2'/% < 2, obtemos

[ utopitas < & (sP@kaE0) + P07+ 2r0))

t1

< C (F@O(EBW) + F(t)? + F(t)*?)
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/tQ lu(s)||*ds < CIE@)(E@)Y* + F(8)* + F(t)'°] =G(1)* (3.3.64)

1

Integrando E de t; até ¢; e de (3.3.61) - (3.3.64), segue que

to t21 t21
/ B(s)ds = / Lt (s)2ds + / Liju(s) | 4ds
t t1 2 t1 4

1

" B(s)ds < %F(t)Q + 2ape

t1

Novamente, pelo Teorema do Valor Médio para integrais, existe t* € [t1, to], tal que:

E(t*)(tg—tl)z/tt2 E(s)ds < % ®)? + = G(t)?
B < tzitl (% F(0)? + ;lG(t)2)

< F(t)? + % G(t). (3.3.65)

“14d “1d ¢
/ ——|u'(s)|2ds + /t ——||u(s)||4ds + /t | (s)||>ds = 0.
¢

Loz Loz o Ly e 1 1 e a2
SR = JWOF + )l = ol + [ ' (s)1ds =o.
Loysvie o Ly e (L e 1 4 e
@R + O = (GHOP + ur) + [ 1wl —o
B() ()

B(t) = BE(t") + / o (s)]I? ds
< F(t)?* + é G(t)* + F(t)?
1

=2F(t)? + 3 G(t)?
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Note que 2F(t)? < 2kG(t)?, assim

Portanto,
E(t) < Go[F(t)? + F()*3).
Assim,
Serﬁgfl]E(s) = BE(t) < C3F(t)*3.
Entao

E(t)*? < CyF(1)? = C4E(t) — E(t +1)]

E@t)'Y? < Cy[E(t) — E(t +1)]

onde C;, 1 =1,2,3,4, sdo constantes positivas. Portanto, aplicando o Lema de Nakao com
B =1/2, segue que

E(t)<Cl+1t)72

onde C' é uma constante positiva. Assim, a prova do Teorema 2 estd completa.
Concluimos que a energia associada a equagao (E.4) possui decaimento polinomial ou que o

comportamento da solugao da equagao (E.4) decai polinomialmente.
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