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Resumo

Nesta tese, estudamos colisoes entre solugoes de teorias nao lineares de campo escalar
em (1,1) dimensoes. Comegamos reproduzindo os principais resultados, seguindo uma
cronologia de estudos sobre colisdes entre kinks nos modelos sine-Gordon, ¢* e ¢5. Além
disso, discorremos sobre o papel dos modos internos no processo de colisao apresentando
o mecanismo de troca de energia. Em seguida, estudamos o processo de espalhamento
na semilinha com uma condicdo do tipo Neumann na fronteira para os modelos ¢* e ¢°.
O espalhamento na semilinha apresenta sensiveis modifica¢gdes na dindmica em relagao
ao espalhamento na linha. Na semilinha, os resultados sao dependentes da velocidade
inicial e da condicdo de borda. Em particular, em ambos os modelos ¢* e ¢, as estruturas
de janelas de ressonancia sao modificadas através do efeito da solucao-borda com, por
exemplo, restauracao de janelas ausentes. Na sequéncia, apresentamos os resultados para
colisoes entre large kink-antikink e small kink-antikink em um modelo duplo sine-Gordon
dependendo de um tnico parametro r. Para alguns intervalos do parametro, observamos a
conexao entre dois produtos da colisao entre large kink-antikink: a producao de multiplos
pares antikink-kink e a producao de até trés oscilagoes localizadas. Colisoes entre small
kinks apresentam as seguintes possibilidades: mudanca de setor topoldgico, colisoes do
tipo one-bounce, two-bounce ou a formacao de estados bion. Em particular, para pequenos
valores de r e da velocidade, observamos a formagao de falsas janelas de two-bounce, com
a supressao de janelas verdadeiras, apesar da presenca de um modo vibracional. Também
estudamos colisdes entre lumps em um modelo com um falso vacuo dependendo de um
parametro s. Para s pequeno, o modelo apresenta solugoes lumps usuais, apresentando
instabilidade. Para valores intermediarios, as solu¢oes sao metaestaveis. Para s — oo, o
modelo se torna um ¢*. Mostramos que, para s 2> 2, as solucoes lump sao metaestéveis,
nesse cenario, e o modo interno negativo tende ao modo zero. Lumps metaestaveis podem
se propagar, mantendo a forma, por tempo suficiente para producao e analise dos efeitos
dindmicos. Encontramos que colisoes lump-lump podem resultar em um ou dois pares de

kink-antikink, estados bion ou algumas oscilagoes viajantes.

Palavras-chave: Soliton, Kink, Lump, Ondas Solitarias.






Abstract

In this thesis, we study the collision process for solutions of nonlinear scalar field theories
in (1,1) dimensions. We reproduce the main results following a timeline of papers about
kink collisions for the sine-Gordon, ¢*, and ¢® models. Moreover, we describe the role of
the internal modes in the collision process via the energy exchange mechanism. Next, we
study the boundary scattering on the half-line with a Neumann-type boundary condition
for both ¢* and ¢% models. The scattering on the half-line exhibits sensible modifications
in the dynamics compared with the scattering on the line. On the half-line, the outputs
depend on the initial velocity and the boundary. In particular, for both models, the
resonance window structures are modified by the boundary effects with the restoration of
missing windows. In the following, we present the results of collisions for large and small
kink-antikink of a double sine-Gordon model depending on only one parameter r. For
some parameter intervals we observe two connected effects: the production of multiple
antikink-kink pairs and up to three solitary oscillations. The scattering process for small
kink-antikink has several possibilities: the change of the topological sector, one-bounce
collision, two-bounce collision, or formation of a bion state. In particular, we observed
for small values of r and velocities, the formation of false two-bounce windows and the
suppression of true two-bounce windows, despite the presence of an internal shape mode.
We also study collisions of lump solutions in a model with a false vacuum depending on
a parameter s. The model has unstable nontopological lump solutions with a bell shape
for small s, acquiring a flat plateau around the maximum for large s. For s — oo the ¢*
model is recovered. We show that for s = 2 the lump is metastable with the only negative
mode very close to zero. Metastable lumps can propagate and survive long enough to
produce dynamical effects. We find that the lump-lump collision can result in one or two

kink-antikink pairs, bion states, and some regularly traveling oscillations.

Keywords: Soliton, Kink, Lump, Solitary waves.
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1 INTRODUCAO

A regiao norte do estado do Maranhao, no Brasil, mais especificamente na foz
do rio Mearim, apresenta uma grande variacao de maré. Todos os anos em determinada
época, durante a lua cheia ou lua nova a variagao da maré é maxima. Nessas condigoes,
quando os constantes movimentos do oceano alcancam a foz do rio Mearim, este funciona
como um canal, menos profundo que o oceano. Forma-se entdo a onda viajante conhecida
como pororoca - do tupi, estrondo. A pororoca é um fendmeno natural que ocorre em
regides que apresentam grande variacio de maré. E uma onda conhecida por viajar grandes
distancias rio adentro mantendo a sua forma por muito mais tempo que as ondas comuns
as proximidades de uma praia [1]. Na figura 1 vemos algumas embarcagdes prontas para
acompanhar o translado da pororoca no rio Mearim. Este é um fenémeno natural, que
podemos presenciar em nossa escala de vivéncia, no qual vemos a propagacao localizada
de uma quantidade consideravel de energia através do meio aquoso e cuja causa inicial
advém da interacao gravitacional terra-lua. Podemos entdao nos perguntar se em outras
escalas de energia, maiores ou menores, ocorrem fenémenos equivalentes envolvendo outros

meios de propagacao ou outras interagoes.

O primeiro relato formal de observacao de um fené6meno com essas caracteristicas
foi feito por John Scott Russel em 1834 [2]. O relato mostra que as ondas produzidas
por um barco se propagaram por um canal, por uma grande distancia, sem alteragoes
perceptiveis na sua velocidade e forma. Fisicamente, classificamos fené6menos com essas
caracteristicas de ondas solitarias. Ondas solitarias sdo objetos fisicos cuja propriedade
principal consiste no transporte uniforme e localizado de energia. Matematicamente, as
ondas solitarias podem ser adequadamente descritas por equacoes diferenciais parciais
nao lineares. Por exemplo, a onda solitaria observada por Russel tem a sua dinamica
descrita pela equagao nao linear de Korteweg-de Vries (KdV) [3]. Outras propriedades das
ondas solitarias podem ser percebidas por andlise de seu espalhamento. O espalhamento
entre as solucoes da equacao KAV mostra que os pulsos iniciais sobrevivem a colisao sem
perda de suas propriedades fisicas. As ondas solitarias que mantém suas propriedades apés
a interacdo com uma outra onda solitaria sdo chamadas de solitons. A palavra soliton
¢ atribuida a Martin Kruskal e N. J. Zabusky, que ao estudarem solugoes periddicas
da equagao KdV acrescentaram o sufixo on, comum ao nome de particulas (elétron,
foton,...) [4]. Solitons aparecem de diversas formas na natureza e, atualmente, podem ser
criados em laboratérios. Suas caracteristicas tém sido empregadas para descrever uma
grande variedade de fendmenos nas mais diversas areas como 6tica nao linear, biofisica,
interagoes no universo primordial e na fisica de particulas (vide a Ref. [5] e referéncias

correlacionadas).
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Figura 1 — Embarcacoes esperando pela pororoca no rio Mearim. Imagem: César Hipo-
lito/Tv Mirante.

Defeitos topoldgicos sao definidos como solugdes estaveis de equagoes nao lineares,
possuindo energia finita e localizada [6]. Neste sentido, sdo um caso particular da definigao
de onda solitaria. Sua particularidade reside no fato de possuirem carga topolégica nao
nula, o que significa podem representar uma transicdo entre estados degenerados de um
sistema. Como exemplos de defeitos topoldgicos podemos citar: a solugao kink em (1 + 1),

vortices em (2 4 1) e monopdlos em (3 + 1) dimensoes [7].

O estudo de ondas solitarias tem sido feito predominantemente a partir da ciéncia
nao linear. A ciéncia nao linear por si propria nao deve ser considerada como uma nova
area isolada da ciéncia, mas como um campo extra a ser explorado em praticamente todas
as areas. Por exemplo, a teoria da relatividade e a mecanica quantica, ambas formalizadas
no comego do século XX, podem ser consideradas novas areas da fisica, observados os seus
limites de validade. Por outro lado, o estudo para identificagdo de padrdes nao lineares

pode ser realizado em qualquer escala de tamanho ou energia.

Um sistema ¢ considerado nao linear quando os resultados finais de um processo nao
sao proporcionais aos iniciais. Neste sentido, muitos sistemas naturais ou sociais apresentam
comportamento nao linear. Um exemplo bem conhecido na fisica é do sistema massa-mola;
Se o alongamento da mola for muito grande, a forca restauradora nao mais pode ser
descrita pela lei de Hook, pois o sistema se torna um oscilador nao linear. Um segundo
exemplo em que podemos perceber nao linearidade é o do péndulo simples. Sabemos que
para pequenos desvios da posi¢ao de equilibrio, o péndulo tem comportamento linear, o
que indica que ¢ valido o principio da superposicao de solugoes. Matematicamente, uma

das principais assinaturas da nao linearidade é a quebra de validade desse principio que
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pode ser percebida através da equacao
0+ (g/1)sinf = 0, (1.1)

que descreve o movimento de uma massa pontual em um péndulo simples de comprimento
[ que foi desviado por um angulo ¢ da sua posi¢do de equilibrio, com ¢ sendo a aceleracgao
gravitacional. Nao é dificil notar que essa equagdo é nao linear, pois se temos 6;(t) e
05(t) sendo solugoes independentes, vemos que #3(t) = 61 + 0 nao serd uma solucio, e
isto é logo percebido, dado que sin(6; + 03) # sin#; + sinfy. Se consideramos 6 muito
pequeno, a equacao torna-se linear e o principio da superposicao é valido novamente.
Outras assinaturas da nao linearidade sao notadas por estruturas complexas presentes
na natureza como por exemplo: o padrao ramificado das arvores e percurso de rios,
estruturas fractais, sistemas complexos, caos e os proprios solitons, que sao descritos por
equagoes nao lineares [8]. Diante desse cendrio, vemos que a mecénica newtoniana e o
eletromagnetismo de Maxwell, que sdo teorias lineares, nao sao suficientes para se obter uma
descricao completa da natureza, uma vez que importantes padroes presentes na natureza
nao sao englobados por estas duas areas. Ainda assim, quase todo aparato tecnoldgico
da humanidade é fundamentado na mecanica e eletromagnetismo, teorias que ja foram
exaustivamente estudadas. Cabe entao a seguinte motivag¢ao: um avango no entendimento
da natureza esta a emergir através da ciéncia nao linear, que s6 recentemente tem sido
utilizada. De fato, a complexidade das teorias nao lineares é a principal razao para que estas
tenham sido exploradas somente a partir da metade do século XX, com a possibilidade de
implementagao de métodos numéricos por computadores. Desde entao, esses problemas
tém sido um laboratorio para o desenvolvimento de ferramentas matematicas tteis para
as ciéncias naturais e sociais. Neste sentido o estudo das ondas solitarias, descritas por

teorias nao lineares, se mostra relevante.

O segundo “ingrediente” que utilizamos para a descrigao dos fenémenos locali-
zados é uma funcao real, invariante por transformagoes relativisticas, conhecida como
campo escalar. Na fisica contemporanea, as diferentes interagdes conhecidas (gravitacional,
eletromagnética, forte e fraca) sdo descritas em termos de campos que podem ser de
natureza escalar, tensorial ou espinorial [9,10]. A descri¢cdo por um campo escalar é a
mais simples dentre as possiveis. Contudo, muitos fenoémenos do tipo solitons podem ser
estudados através de uma teoria de campo escalar. Em particular, nesta tese exploramos as
propriedades das solugoes conhecidas como kinks e lumps. Kinks sao estruturas topologicas
linearmente estaveis por pequenos desvios, enquanto que lump sao nao topologicos e
instaveis por pequenas perturbacoes. A solucao kink, em geral, pode ser associada ao
estudo de fendmenos que apresentam transicdo de determinada propriedade fisica de
um sistema. No contexto da cosmologia, solugoes kinks descrevem uma estrutura fractal
para paredes de dominio [11-13]; no contexto da biofisica, tais solu¢des sao associadas as

excitagoes na dupla hélice do DNA [14] e a transi¢oes nao perturbativas em uma cadeia de
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poliacetileno [15]. J& as solugoes lump podem descrever bright solitons, solugbes de uma

equagao de Schrodinger ndo linear no contexto da comunicagao por fibras 6pticas [16-19].

Nesta tese, analisamos o espalhamento entre solucoes kinks e entre solugoes lump
em (1+ 1) dimensoes. Isto é possivel através do estudo da fisica de um campo escalar e de
técnicas para lidar com a natureza nao linear presente nas interacoes. Solugoes tipo kink,
em geral, podem interagir de trés formas: através de forgas estaticas [7,20]; por modos
normais ou quasi-normais de vibracao, que possuem capacidade de armazenar a energia

cinética [21-25]; por radiacao [26].

A area de estudo sobre colisdes entre kinks ganhou forca a partir da segunda
metade do século XX, inicialmente com o método de espalhamento inverso sendo aplicado
as teorias integraveis', como a sine-Gordon [28,29]. A associacdo do par kink-antikink
com o par particula-antiparticula foi uma das motivagoes para o estudo do espalhamento
destas solucdes. Os resultados mostram que em modelos integraveis os kinks colidem, se
sobrepondo por um pequeno tempo, e reassumem a forma inicial apds a colisao sendo
modificados apenas por uma fase, que implica em um atraso ou adiantamento em relacao
ao cenario sem colisdo. Neste sentido, eles se comportam como os solitons observados na
natureza. Apesar disso, do ponto de vista da fisica de particulas, a matriz de espalhamento
do modelo sine-Gordon nao leva em conta o nascimento de novas particulas [30]. Essa
foi uma das razoes pelas quais a comunidade passou a estudar também o espalhamento
entre solugoes kinks nos chamados modelos nao integraveis, dentre estes, o bem conhecido
modelo ¢*. A colisao em modelos nao integraveis apresenta resultados bem diferentes dos
observados em modelos como o sine-Gordon. A diferenga mais notavel é que nos modelos
nao integraveis as solucoes kinks nao reassumem a sua forma exata apds a colisao, ha
uma diversidade de estados finais. Ver-se entao que a no¢ao de integrabilidade se tornou
importante para a compreensao dos resultados das colisoes entre tais solugoes de energia

localizada.
Diante desse contexto, estruturamos esta tese da seguinte forma:

No capitulo 2 apresentamos o campo escalar através do formalismo Lagrangeano.
Apresentamos o bem conhecido modelo de Frenkel-Kontorova para exemplificar como o
campo escalar é apto para representar interacbes em um sistema continuo. Obtemos a
equacao de movimento para uma Lagrangeana com dinamica padrao; mostramos, através
do teorema de Noether, as simetrias e quantidades conservadas, obtendo o tensor de
energia momento. Também apresentamos o conceito de quebra espontianea de simetria,
tomando como exemplo o caso da teoria escalar A¢*. Logo em seguida, apresentamos
o formalismo de primeira ordem, conhecido como método BPS (Bogomol'nyi, Prasad e

Sommerfield). Através do método BPS podemos obter as solugbes que possuem as menores

1 Em uma teoria integravel existem tantas constantes de movimento quanto sdo os graus de liberdade

do sistema [27].
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energias possiveis a teoria. Finalizamos o capitulo com o estudo de pertubagcoes lineares e

a condicao de estabilidade para solugoes BPS.

No capitulo 3 buscamos fazer uma revisao acerca dos principais aspectos para
colisoes entre kinks. Para isso, consideramos os modelos que recorrentemente sao estudados
na literatura da area. Comegamos apresentando as solugoes do modelo integravel sine-
Gordon. Mostramos as formas analiticas para interacao entre kinks desse modelo. Em
seguida apresentamos um método numérico que conduz a resultados equivalentes. Vemos
que os kinks no modelo sine-Gordon de fato interagem como solitons. Continuamos o
estudo de colisdo com o modelo ¢*. Os resultados desta secdo sdo extremamente importante,
porque o modelo ¢* é tido como um protétipo de resultados para colisdes entre kinks
em modelos nao integraveis. Neste caso, as interagoes entre kinks revelam padroes mais
complexos. Em particular, as assinaturas da nao linearidade se tornam mais evidentes
neste modelos. Por exemplo, observamos o fenébmeno bion, que apresenta evolucao cadtica.
Uma outra assinatura da nao linearidade ¢ a existéncia de uma estrutura fractal de janelas
de n-bounces [13]. Tal estrutura foi satisfatoriamente explicada por Campbell, Schonfeld
e Wingate (CSW) através do chamado mecanismo de troca de energia entre os modos
internos das solugoes kinks, ao qual também nos referimos como mecanismo CSW [22].
Seguimos com o estudo do espalhamento de solucdes do modelo ¢%, no qual encontramos
um contraexemplo ao mecanismo CSW. Por fim, mostramos os temas que recorrentemente

vém sendo estudados por pesquisadores da area.

No capitulo 4 estudamos o espalhamento de solucoes kinks dos modelos ¢* e ¢% na
semilinha. Em ambos os casos, a semilinha é imposta por uma condi¢do de contorno do
tipo Neumann que induz o surgimento de um novo termo de acoplamento na energia dos
estados BPS. A condicao de contorno faz surgir as solu¢oes-borda adequadas a cada caso,
e entao, solucoes nao regulares na linha completa podem ser consideradas na semilinha.
Primeiramente apresentamos, em carater de revisdo, os resultados do modelo ¢* na
semilinha. Em seguida, apresentamos os nossos resultados para o modelo ¢°. Em ambos os
modelos, observamos que algumas propriedades de colisoes na linha completa continuam

validas, porém interessantes novos comportamentos sao relatados.

No capitulo 5 estudamos um modelo duplo sine-Gordon dependendo de um pa-
rametro r. Neste modelo temos dois setores topoldgicos distintos que resultam em duas
solugoes distintas: small e large kinks. O espalhamento de large kinks nos leva a fenomenos
interessantes como a producao de multiplos pares de small antikink-kink e oscilagoes
solitarias viajantes. Quanto maior for o parametro r, mais pares podem ser produzidos.
Em seguida, estudamos as colisoes no setor de small kink. As solucoes small kink possuem
um modo vibracional, cuja frequéncia depende de r. Neste caso, os efeitos da variacao do

parametro r sao notados principalmente na estrutura de janelas de ressonancia.

No capitulo 6, estudamos um modelo em que as solugoes sao do tipo lump. As
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solugoes [ump nesse caso tém suas principais propriedades dependendo de um parametro s.
Para s pequeno, os lumps sao notavelmente instaveis enquanto que em valores maiores de s,
sao metaestaveis. No limite para s muito grande, as solugoes [ump se tornam equivalentes
a dois pares kink-antikink do modelo ¢*. Realizamos a colisdo entre essas solucoes lump

no cenario de instabilidade, metaestabilidade e para valores maiores do parametro s.

No capitulo 7, apresentamos as nossas conclusoes e perspectivas.
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2 Campo Escalar

O formalismo lagrangiano ¢ a ferramenta adequada para descrever sistemas dina-
micos sujeitos a vinculos. A principal vantagem, em relacdo ao formalismo vetorial de

Newton, é a sua dependéncia de uma tnica funcao escalar,
L=T-YV,

conhecida como lagrangiana [27,31]. T e V sao as energias cinética e potencial, respecti-
vamente. Uma vez conhecida a lagrangiana, as coordenadas gi(z,t) ficam univocamente

determinadas pelo sistema de equagoes diferenciais de segunda ordem,

d (0L oL
— =] —-—=0 k=1... 2.1
dt <8qk> qu ’ TL, ( )
desde que as 2n condicoes iniciais sejam conhecidas. Tais equacoes podem ser obtidas a
partir da seguinte variacao [27]:

05 =0. (2.2)

Onde
S = [ Lige . tyat (23)

¢é definido como sendo a acao.

Figura 2 — Sistema de péndulos acoplados. Anédlogo mecanico do modelo de Frenkel-
Kontarova



32 Capitulo 2. Campo Escalar

Consideremos agora o seguinte sistema: um conjunto de péndulos simples com
comprimento [, separados por uma distancia d, conforme descrito na figura 2 [20]. Este é
um andlogo mecéanico do modelo de Frenkel-Kontarova [32,33]. Vamos considerar como
coordenada a variavel ¢(z,,t) = ¢, que indica o dngulo de desvio do n-ésimo péndulo,
que se encontra em x,,, de sua posicao de equilibrio. A energia potencial em z,, devido a
tor¢ao com o péndulo adjacente em x,_; pode ser expressa da seguinte forma:

!

Un,nfl = 9

[¢n - ¢n71]2-

Sendo a a constante de tor¢do. A energia cinética em x,, é
o1 (00
2\ ot )

A energia potencial completa é dada por

sendo I o momento de inércia.

Un,n—i—l + Un,n—l + Vn

V., é o potencial gravitacional, que no caso do péndulo simples, é dado por V(¢,,t) =

—mgl(1 — cos ¢,,). A lagrangiana do sistema pode ser escrita da seguinte forma
L= Lu(¢n: bn), (2.4)

onde L,, = (%)gbi — Unnt1 — Upn—1 — Vi A equacao de movimento para o pendulo em z,,

é entao dada por:

Id)n - a[¢n+1 - 2¢n + ¢n—1] + mgl sin an = 0. (25)

Se considerarmos que ¢ < 1, o sistema se comporta harmonicamente sem acoplamento dos
modos de vibragao dos péndulos adjacentes. Por outro lado, se consideramos o cenario em
que a variacao de ¢, seja muito maior que a distancia d que separa os péndulos, podemos
aplicar o limite d — 0. Nesse limite ¢, 1 = ¢(x — d,t) e ¢,11 = ¢(x + d,t). E a expansdo

em série de Taylor resulta

09(a,) | P Pola,) | P9(a,) | d'0'9(a,)

) & 0e) T =5 = 552 T3 o Al oat

o (26)

00(r) | @ FOlra) P O0(w) | &' 00(a)
0z 2 Ox? 31 Ox3 41 Ozt

¢(-’En71) ~ Qb(zn) —d (27)

Usando (2.6) e (2.7) temos, em uma aproximacao de quarta ordem, que

Po(xn) _ H(Tns1) — 20(wn) + A(T0-1)
—— - . (2.8)
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Usando este resultado na equagdo de movimento (2.5), obtemos a seguinte equagao

diferencial parcial:

P o(,t) 20%9(,1) : —
IT —ad oz + mglsin ¢(z,t) = 0. (2.9)

Podemos ainda absorver as constantes desta equagao através do seguinte reescalonamento

mgl Imgl

Com isso, a equagao de movimento toma a seguinte forma:

Po(x,t)  IP(w,t)
ot? Oz?

+sin¢(z,t) = 0. (2.10)

Esta é a bem conhecida equacao sine-Gordon. Vemos assim que, ao tomarmos o limite para
o continuo, d — 0, o conjunto de varidveis dindmicas ¢(x,,) foi adequadamente substituido
por uma funcao real, o campo escalar. A seguir, abordamos o formalismo lagrangiano
para campos escalares reais, que sao func¢oes adequadas para descricao das interagoes em

sistemas fisicos com infinitos graus de liberdade.

2.1 Formalismo lagrangiano para Campos

Um sistema continuo pode ser representado como uma superposicao dos graus de
liberdade de infinitos sistemas discretos. Se consideramos n — 0o em (2.4), com d — 0,
entio Ly, (¢n, ¢n) se torna a densidade lagrangiana £ = L£(¢, ¢, ¢). A soma (2.4) é agora

realizada sobre a linha x continua. De modo que

L= /L(¢, &, d)da. (2.11)

A agdo nesse caso se torna

5:/&/@&@&@@. (2.12)

Doravante, utilizaremos o sistema de unidades naturais A = ¢ = 1 e os vetores do espaco-
tempo bidimensional z# = (2°, 2'), sujeitos & métrica g, = diag{1, —1}. Também fazemos
uso da convencao de soma de Einstein. Como exemplo, consideremos o produto escalar,

rat = zox® + zixt = guata’ = (2°)? — (z')% Nesta notagdo temos que

L($,¢',0) = L($,0,0) (2.13)

S:/&w@@@, (2.14)
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Dos campos descritos pelo formalismo lagrangiano, o eletromagnético é um dos
mais conhecidos. Apesar disso, o campo eletromagnético nao é a teoria de campos mais
simples, j& que depende de um quadri-vetor A,(z*), transformando covariantemente sob as
transformacgoes de Lorentz. A teoria de campos mais simples consiste em considerar uma
fungao real ¢(z*), escalar de Lorentz, que é denominada Campo FEscalar Real. A densidade

lagrangiana do campo escalar real com o termo cinético padrao tem a seguinte forma:

1
£= 0,00 - V() (2.15)
Sendo V(¢) a energia potencial do campo.

O préximo passo é fazer uso do principio de Hamilton para entdo obter as equagoes

de movimento para o campo. O principio de Hamilton diz que

55 = § / 2 L(¢,0,0) = 0. (2.16)
O que nos leva a
58 = / &2z [ 56 + (ZE 55 (6¢)] — 0. (2.17)
Na expressao acima ja consideramos que 6(0d,¢) = 0,(d¢). Considerando agora que
oL oL oL
0 0,(09). 2.18
(a077%) = v+ a0 219
podemos escrever que
> |OL oL oL B
5S = /d l 56 + 0, (a(am)égzﬁ) %50.9) m)&bl 0. (2.19)

Como, por definigao, d¢(x,t) = 0 nos extremos, temos que o segundo termo da integral

acima nao contribui. Ficamos entao com a seguinte expressao

oL
58 = /d2 [—a ]&b:o. 2.20
122 a( MQS) ( )
E como, em tese, d¢ # 0 no interior da regiao de integragao, obtemos que
oL oL

que é a equacao de Euler-Lagrange para o campo escalar real. Também nos referimos a

essa equagao como equagao de movimento. Para uma teoria do tipo (2.15), a equagao de

Euler-Lagrange resulta

80" ¢ — vio) _ (2.22)

do
Po  Po  dV(9)
o2 a2 + d¢

que é uma equagao de segunda ordem, cujas solugbes minimizam a agao (2.14). Notemos

ou

— 0, (2.23)

que quando V(¢) = 1 — cos ¢, esta tltima equagao resulta na equagido de movimento
sine-Gordon, Eq. (2.10).
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2.2 Transformacoes e Quantidades Conservadas

O teorema de Emmy Noether associa uma quantidade conservada a cada simetria
continua da ac¢do em sistemas nao dissipativos [27]. No contexto de uma teoria de campos,
temos um cenario mais amplo para aplicagao do teorema de Noether, uma vez que tais
simetrias podem ser observadas nos seguintes casos: transformacgoes nos préprios campos,
também chamadas de internas; transformagoes nas coordenadas do espago-tempo ou por

ambas.

Transformagoes internas levam a conservacao da corrente, enquanto que translagoes
no espago-tempo a conservacao de energia-momento. Uma transformagao interna, em sua

forma infinitesimal, pode ser expressa como [9]
ol = o = (5” + eaty) @’ (2.24)

onde a I =1,2,3,--- representa um campo diferente sob determinada transformacgao. Na
expressao acima ¢! representa tanto campos escalares como também campos vetoriais, ou
um conjunto destes. Os tI7 sdo os geradores do grupo de simetria e ¢, é um parametro
infinitesimal da transformagao (um angulo de rotagao, por exemplo). A transformacao
global (2.24) tem como quantidade conservada a corrente

= O
O(Oup")

Consideremos agora transformacoes nas coordenadas do espago-tempo,

©”. (2.25)

o(xh) = p(z™) = p(at + ). (2.26)
Temos entao que
L— L 0.¢) = L(zH + ). (2.27)
Expandindo o lado direito em torno do ponto x* até a primeira ordem
oL oL
L'=L+ —0,p+ €"0,0,. 2.28
20" 7 39,0 MO (2:28)
Isto implica que
0L =¢€"0,L. (2.29)
Por outro lado,
oL oL
WL =—0,p+ ———=0,0,p. 2.30
2.7 90,0 " (2:30)

E utilizando a equacao de Euler-Lagrange, podemos escrever que

0, ((9((3%&,@) = 0,L. (2.31)

Desta forma, temos que

oL
9% 5o gL =0 9.3
a“(ﬁ(aﬂw)a”@ g £> 0 (2:32)



36 Capitulo 2. Campo Escalar

A quantidade conservada,

oL
T & =_———_ — 2.
= pan gy 9w (2.33)

é o tensor energia-momento. A quantidade conservada associada a translagoes espaciais é

o momento do campo [7]
oL
P, =— [ daTy; = — | de————=0;p. 2.34
fdet== | Co(00p) (234

A quantidade conservada associada a translagoes temporais é a energia do campo

oL
E= /deoo - /dx lwﬁogp - C] . (2.35)

Explicitamente, a energia associada a lagrangiana (2.15) é
1/0¢\> 1 [06\
E—/dx [2 <6t> +3 (ax +V(9)

Apresentamos agora a quantidade chamada de corrente topoldgica que, por definigao

. (2.36)

[20], é expressa, em (1 4+ 1) dimensoes, como

o= Al(be’“’a,xb. (2.37)

Sendo A¢, o intervalo entre dois minimos adjacentes do potencial. A corrente topoldgica

é naturalmente conservada, pois,

Oujt = ~——0,e" 9, = 0. (2.38)

Ao,

A corrente topoldgica nao é uma corrente de Noether, ja que nao estd associada a um

grupo de simetria. A carga associada a corrente topoldgica é

1 © 9 1
9,

Q=2 Lo ™™ Ag,

[¢(00) = p(—00)]. (2.39)

A carga topoldgica é um tipo de indice de classificacdo de uma solugado. Nesta tese, a
configuragao topologica do tipo kink esta associada a () = 1, enquanto que para uma
configuragao do tipo antikink temos () = —1. Para defeitos nao-topologicos do tipo lump,

obtemos que ) = 0.

2.3 Quebra Espontanea de Simetria

Mesmo em nosso cotidiano, por vezes somos colocados a escolher por caminhos
inicialmente equivalentes. Uma vez feita a nossa escolha, em geral, o cenario se modifica
de forma que os outros caminhos podem nao mais estar acessiveis. Colocando de outra

forma, a simetria da situacgao inicial foi perdida.
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O caminho natural de um sistema fisico é sempre em busca de um estado fun-
damental de minima energia. Por vezes, o sistema fisico também se encontra diante de
estados fundamentais equivalentes de tal modo que se torna necessario uma escolha alea-
toria por um desses estados. Se o estado fundamental escolhido nao suporta a simetria
inicial, dizemos, no contexto fisico, que ocorre uma quebra espontanea da simetria. Para
ilustragao, consideremos o exemplo de uma haste cilindrica flexivel colocada em equilibrio
na vertical [34], como mostra a figura 3 a esquerda. Este estado de equilibrio da haste pode
ser perturbado, por exemplo, por aplicacdo de uma forga na direcao vertical. Se a forca
aplicada é pequena, nada acontece e a haste pode permanecer em equilibrio. Caso a forga
aplicada seja tal que F> ﬁc, a haste é fortemente flexionada conforme mostra a figura 3
a direita. Apds a perturbacao, existe um continuo de direg¢oes possiveis para que, sob a
acao da gravidade, a haste venha a cair. Contudo, sabemos que a haste escolhera apenas
uma dire¢ao dentre as possiveis. Apds vergar, a haste alcanga um novo estado de minima
energia. Claramente, este novo estado nao possui a simetria do estado de equilibrio inicial.
Logo, dizemos que no processo de escolha de uma das diregoes possiveis, ocorreu uma

quebra espontanea da simetria.

O mecanismo de quebra espontanea de simetria apresenta relevancia para a fisica
de campos e particulas. A fim de ilustrar tal mecanismo em uma teoria de campo escalar,

consideremos a teoria \¢*, descrita pela seguinte lagrangiana:

1 m? A
L= 30,00 — — 6" — 56", (2.40)

2 2 4
com m e A sendo parametros reais. Vemos que inicialmente a lagrangiana possui simetria
Zs, o — —@. Agora devemos encontrar o estado fundamental deste campo e entao verificar

se este satisfaz ou nao a simetria inicial. Partimos da energia do campo que, nesse caso, é:
1 1 m? A
E= / dx [2 (010)° + 5 (020)" + 0" + 76" (2.41)

O estado fundamental satisfaz as seguintes condigoes: 0;¢p = 0 e 9,¢ = 0. Ou seja, o
estado fundamental é uma constante ¢,. Para garantir que F seja limitada inferiormente,
escolhemos que A > 0. Em relacdo a isso, ndao hé restricoes para o pardmetro m?. Devemos

entdo analisar o estado fundamental para as duas possibilidades: m? > 0 e m? < 0.

e Casom?>0

Nesse caso, o campo possui um tnico estado fundamental em ¢ = 0. Vemos através
da figura 4a que este estado fundamental mantém a simetria Z inicial da lagrangiana.

Logo, neste caso, o estado fundamental nao quebra a simetria.

e Casom? <0

Neste caso, a teoria apresenta dois estados fundamentais degenerados, conforme

mostra a figura 4b. Vemos que estes estados fundamentais ndo apresentam a simetria
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VF

I': ™~

Figura 3 — Exemplo classico de quebra espontanea de simetria.

a) b)

S

~
0 -9, 9,
¢

Figura 4 — Energia potencial da teoria ¢* para os casos: a) m? > 0 e b) m? < 0.

inicial da lagrangiana, ja que a simetria ¢ — —¢ leva um estado fundamental a
outro diferente. Portanto, a escolha por um desses estados fundamentais quebra

espontaneamente a simetria inicial.

A quebra espontanea de simetria também é notada quando adicionamos uma
pequena perturbacdo em torno de um dos estados fundamentais, ¢,. Para perceber isto,

vamos reescrever o potencial da teoria A¢? de forma que V(¢,) = 0. Ou seja,
1 o Ao 22

onde ¢, = % com i = v/ —m?2. A seguir, substituimos, na lagrangiana acima, o estado
fundamental perturbado ¢, — ¢, + x. Dessa forma, obtemos a seguinte lagrangiana para
o estado fundamental perturbado:

| A
Lo = 50,x0"x — 1" — pV/ I = X (2.43)
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E assim, vemos, de outra forma, que o estado fundamental nao possui a mesma simetria
da lagrangiana inicial. A simetria ¢ — —¢ deixa de existir devido a presenca do termo
ctibico pvAx3. Além disso, o termo que acompanha a parte quadratica da lagrangiana
¢é entendido como a massa do campo. Portanto, podemos dizer que a teoria de campos
escalar \¢* apresenta quebra espontdnea de simetria e que, ao estado fundamental, estdo
associados modos massivos de massa /2. Essa mesma massa pode ser obtida diretamente
do potencial, através da seguinte quantidade

, d*V
m2 —

T 2 ’
d¢ ¢=v;

(2.44)

denominada de massa classica. Ou seja, m; é a massa relativa ao estado fundamental
¢ = v;, sendo v; um dos minimos do potencial. A massa classica delimita a energia para
além da qual a perturbagao em torno de um dos estados fundamentais do campo descrevera

uma interacao do tipo particula livre.

2.4 Solucées BPS

As solugoes de interesse da equagao de movimento (2.23) sdo aquelas que minimizam
o funcional de energia (2.35). O artigo [35] levou isso em conta ao propor uma forma de se

obter as solugoes de interesse da equagao de movimento.

Se V(¢) > 0, podemos expressa-lo como

V() = ; (dW;;d))) : (2.45)

A fungao W (¢) é conhecida como superpotencial. Este nome surgiu a partir do uso da

funcao W em modelos de supersimetria, para os quais W se torna uma quantidade
fundamental [36].

Utilizando a equagao (2.45), podemos escrever a energia da solugao estatica da

E= ;/dx ((i‘j)g + (%)2) . (2.46)

O préximo passo é completar o quadrado

1 do  dW\> _dopdw

resultando nos seguintes termos de energia:

1 dp  dw\’ AW
N————

Ep Egps

seguinte forma:

(2.47)

|
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Uma vez que a contribuicao Ep > 0, temos que a energia minima é obtida quando Ep = 0.

Ou seja,
Buin = Bops = % [ e =2W(0)| = [W((o0) = W(s(=o0))]l,  (249)
#(—00)
desde que
dp dW
T i@. (2.50)

Equivalentemente a equagao (2.50), temos

do
= £/2V(9). (2.51)

A energia (2.49) é frequentemente chamada de energia BPS, devido a Bogomol'nyi [35],
Prasad e Sommerfield [37]. As equagoes (2.50) (ou sua equivalente (2.51)) sdo conhecidas

como equacoes BPS ou equagoes de primeira ordem. As soluc¢oes dessas equacoes sao os
estados BPS [6, 38].

As solucoes BPS também satisfazem a equacao de Euler-Lagrange. Para verificar

esta afirmagcao, basta diferenciar a equagao (2.51) em relacao a x,

Po(x) 1 dV
dz2 2V do

Como, pela equacao BPS, ¢, = +v/2V, concluimos que

Do (2.52)

Polx) _ 1 AV, _av
dz?2  Vavde' ' de

Conforme [35], ao utilizar o procedimento acima:

(2.53)

« Vemos que a energia minima é proporcional a carga topoldgica.

o Podemos conhecer a energia da solugdo antes mesmo de conhecer a sua forma
explicita. Precisamos apenas conhecer o campo ¢ nos extremos. Dizemos entdo que
Eoin = AW é um invariante topoldgico, ja que s6 depende dos valores de ¢ nos

extremos.

« Podemos conhecer a solugao ¢(z) através de uma equagao de primeira ordem (equagao

(2.50) ou sua equivalente (2.51)) ao invés de resolver uma de segunda ordem.

H4a ainda na literatura outros métodos para se chegar as equagoes de primeira ordem. Um
deles foi proposto por Schaposnik e Vega [39]. Nesse caso, as equagoes de primeira ordem,
no contexto de vortices em 2 + 1 dimensoes, sao obtidas a partir da conservacao do tensor

energia-momento.
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2.5 Estabilidade Linear

Quando falamos em solitons, certamente pensamos em um fenémeno que tem a
sua forma preservada durante uma evolucao temporal. Neste sentido, torna-se oportuno
o estudo da estabilidade das solu¢oes do campo. Podemos analisar a estabilidade de um
fendmeno através da sua curva de energia. Em geral, perturba-se o estado fundamental
através da adigdo de uma pertubagao dependente do tempo, n(x,t) [40]. Para o nosso caso,
o estado fundamental é uma das solugoes BPS, (que sdo solugdes estéticas de minima

energia) que vamos representar por ¢,. O estado perturbado é entao:

¢P($7t) - (bS(x) + TI(IJL (254)

com |n(z,t)| < |¢s(x)]. Se substituirmos o estado fundamental perturbado, ¢,, na equacao
de movimento dependente do tempo (2.23) e considerarmos somente os termos lineares

para pertubacgao n(z,t), obtemos a seguinte equagao:

Fnlz,t) _ On(z,t)  dV(e)

52 52 0o n(xz,t) =0. (2.55)

P=ds

Consideramos agora a seguinte forma geral para a perturbagao
ne,t) = SR [mele)e] (2.56)
k

com “R” indicando a parte real. Substituindo na equagao (2.55), obtemos uma equagao do
tipo Schrodinger para 1 (),
Hip(x) = wine(x), (2.57)

sendo o operador Hamiltoniano dado por:

A d?
H= —@ + V;Ch(fﬁ), (258)
com dQV

p=¢s ()
A estabilidade da solugao é garantida se todos os w? > 0. Por outro lado, se existe ao
menos um w; negativo, as pertubagoes crescem ou decaem de forma exponencial com o

tempo e a solucao estatica nao é estavel.

Neste capitulo, apresentamos a formulacao fundamental de um campo escalar. Nos
préximos capitulos, os conceitos apresentados até aqui se fazem presentes e possibilitam

explicagoes fisicamente coerentes aos resultados obtidos.
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3 Colisoes Kink-Antikink na Linha

A area que estuda colisdes entre solugoes kinks em diversos cenarios e teorias
comecou a ganhar forca a partir da segunda metade do século XX com a utilizagao de
método de espalhamento inverso [28 41] . Desde entdo, o tema tem atraido pesquisadores
de todo mundo. Apesar de quatro décadas de intensa investigacao [42], alguns aspectos
sobre as colisoes entre kinks permanecem em aberto nao sendo completamente entendidos,
como por exemplo, a abordagem por coordenadas coletivas, tema principal de estudos
recentes [43-45]. Possiveis aplicagoes dos resultados observados para colisoes entre solugoes
kinks podem ser observadas, por exemplo, no estudo da foto geracao de solitons topologicos
em uma rede de trans-poliacetileno [46] e no estudo com nanofitas de grafeno encurvadas

em uma dire¢do transversa [47].

Tendo em vista que a rota natural para contribuir em um tema se da por primeira-
mente conhecer os fundamentos, neste capitulo buscamos apresentar alguns resultados
bem estabelecidos. Comecamos com o modelo sine-Gordon, que é o modelo prototipo
para as teorias integraveis. Em seguida, estudamos aspectos da teoria ¢* e mostramos os
principais resultados para as colisoes entre kinks. Apds, apresentamos o modelo ¢® onde

vemos como contornar uma aparente contradicao do mecanismo de troca de energia.

3.1 Modelo sine-Gordon

Como ja vimos no capitulo anterior, o modelo sine-Gordon é descrito pelo seguinte

potencial escalar
Vsa(¢) =1 — cos ¢. (3.1)

Tal modelo se reduz a uma equacao de Klein-Gordon no limite de pequenas amplitudes
de ¢ [48]. A figura 5 mostra o comportamento do potencial que é peridédico por 2,
possuindo minimos degenerados que sao separados por barreiras equivalentes. A equacao

de movimento do modelo sine-Gordon é

0? 0? )
atf—a;f—i—smd):(). (32)

O potencial Vsg(¢) é associado ao seguinte superpotencial,

Wsa(¢) = F4 cos (;¢> : (33)

Para encontrar solugoes nao-triviais e com energia finita, vamos fazer uso do formalismo

de primeira ordem. No capitulo 2, vimos que uma solugao estatica pode ser obtida pela
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-4 -2 0 2m 4

¢

Figura 5 — Potencial sine-Gordon.

equacao de primeira ordem,
do AW (0)
de dop
Assim, as equagoes de primeira ordem na teoria sine-Gordon sao dadas por:

dg
D _ 2 wd) (35

Integrando esta equagao, obtemos

(3.4)

¢r(x) = 4arctan {e(x’x‘))} ) (3.6)

Essa é a solucao estatica da teoria sine-Gordon. Como foi encontrada através do formalismo
BPS, sabemos que se trata de uma solugao fundamental, nao trivial. A figura 6 superior
mostra que a solugao estatica interpola entre dois estados fundamentais, = 0 em x — —o0
e ¢ =21 em x — 00, contendo uma regiao de transi¢do em torno de x = xy (na figura
temos xo = 0). Por essas caracteristicas, a solugao (3.6) é comumente denominada de kink
do modelo sine-Gordon. Chamamos de antikink a solu¢ao ¢ur(x) = ¢p(—2). Esta interpola
entre g =2mrem z — —oco e ¢ =0 em x — 00.

Vamos agora verificar se a solugao kink é estavel por pequenos desvios. Adicionando

uma perturbacao, R [n(z)e ™|, em torno da solugio kink, conforme descrito na secao 2.5,

chegamos a seguinte equacao do tipo Schrodinger

—@ + cos (4arctan(e”)) n = w? (3.7)
92 n=wrn. :

O potencial do tipo Schrodinger associado é:
Vien() = cos (4arctan(e®)) = 1 — 2sech?(z). (3.8)

A equagao de autoestados (3.7) possui somente uma solugao para 0 < w? < Vi, (Fo0) =
1. Esta solugdo ¢ o modo zero, 19, que ¢é solugdo da equacao (3.7) quando w? = 0.

Explicitamente, o modo zero é dado por

no(z) = Csech(x), (3.9)
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T

Figura 6 — Solugao kink do modelo sine-Gordon (acima) e a correspondente densidade de
energia (abaixo).

sendo C' uma constante. Vejamos agora o efeito do modo zero no entorno da solugao kink.

or(x) + no(x) = 4arctan [e”] + Csech(x) (3.10)
= ¢(z) + gd(b;f) 3.11)
~ op(x+ C/2). (3.12)

Desta forma vemos que o modo zero apenas translada o centro da solucao kink por
um intervalo dx = C/2. Devido a isto, o0 modo zero é também conhecido como modo
translacional. Como nao existem autoestados para w? < 0, concluimos ainda que a solucao

kink é estavel por pequenos desvios.

A densidade de energia, Ty, da solucao (3.6) é dada explicitamente por:

p(x) = Tyo = 4sech?(x — z). (3.13)

Na figura 6 inferior, vemos que a densidade de energia é espacialmente localizada
em torno do centro do kink. Esta é uma caracteristica fundamental de um soliton. Seria
entao a solugao kink (ou antikink) do modelo sine-Gordon um soliton? Para responder
esta pergunta precisamos saber como essas solugoes interagem entre si ou com outras
ondas solitérias. A colisdo entre as solucoes kinks' é uma das formas de realizar tal
investigacao. Em 1953, Seeger, Donth e Kochendorfer, ao usarem a equacao do sine-

Gordon para descrever o deslocamento de um cristal, encontraram solugoes analiticas

L Nesta tese o termo kinks, no plural, pode estar se referindo a kinks, a antikinks ou a ambos.
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Figura 7 — Evolugao temporal da colisao soliton-soliton.

que descrevem colisoes do tipo kink-kink e kink-antikink® no modelo sine-Gordon [49]. As
mesmas expressoes foram obtidas independentemente por Perring e Skyrme em 1962 [50].

A solucao que descreve uma colisdo do tipo kink-kink é dada por

vsinh(z/v/1 — v2)]
cosh(vt/v/1—v?) |

Para esta configuracao a carga topoldgica é () = 2. A colisao do tipo kink-antikink foi

¢rK = 4arctan [ (3.14)

encontrada como sendo

sinh(vt//T — v2) ] | (3.15)

v = 4darct
OKK areat L} cosh(z/v/1 — v?)
com @ = 0.

A evolucao da solucao kink-kink é observada na figura 7, onde temos que t; < ty <
ts < t4. Na figura, vemos que um kink que interpola entre ¢(—o0) = =21 — ¢(o0) = 0 se
desloca para a direita com velocidade v, simultaneamente um outro kink (¢(—oc) =0 —
¢(00) = 27 ) se desloca para esquerda com velocidade —v. No tempo ty os kinks estao na
iminéncia da colisdo, enquanto que em t = t3 a colisao ja ocorreu. Ao final do processo,
vemos que os kinks passaram um pelo outro sem perda de sua forma e velocidade, no
entanto houve uma mudanca do setor de interpolagao. O kink que viaja para a direita
passou a interpolar entre ¢p(—oc0) = 0 — ¢(o0) = 27 e o kink que viaja para esquerda

passou a interpolar entre ¢p(—o0) = =271 — ¢(o0) = 0.

A evolugao de uma colisao do tipo antikink-kink é observada na figura 8, onde
vemos um antikink que se move para a direita com velocidade v e um kink que se desloca
em sentido contrario. Novamente, apos a colisdio ambos mantém a forma anterior a colisao
e também passam a interpolar em outro setor topolégico do potencial. Por esses dois

resultados, concluimos que as solugoes kink do modelo sine-Gordon sao de fato solitons.

H4 ainda um outro estado fundamental nao trivial de interesse na teoria sine-

Gordon. Trata-se da solugdo Breather (o campo lembra o movimento de uma respiracao).

2 Nesta tese a ordem em que as solucdes aparecem importa. Por exemplo kink-antikink indica um kink,

viajando para o sentido positivo, colidindo com um antikink que viaja para o sentido negativo da linha.
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Figura 8 — Evolugao temporal da colisao soliton-antisoliton.

Obtemos a solucao breather ao atribuir

(3.16)

1
— Y = V1 —w? (3.17)

Assim,

Ve sinh(iwt)
= 4arct ——. 3.18
] = 95 arctatt [iw cosh(%,x)] (3.18)

sinh (v, vt)

v = 4arct
Ok arctatt [v cosh(7,z)

A solugao breather, ¢p, fica

Ve Sin(wt)
= 4arctan | ———— | . 3.19

o5 Lu cosh(%x)l (3.19)
O estado breather da teoria sine-Gordon é mostrado na figura 9. Esta figura nos permite
observar que o estado breather é equivalente a um par kink-antikink oscilando com
frequéncia w e possuindo carga topologica () = 0 (compare com a figura 8 quando t = t5 e

t = t3). Uma propriedade do breather sine-Gordon é que ele ndo decai no tempo.

Na figura 10 vemos a colisao de um kink com um breather que, inicialmente oscila
em = = (. Vemos que apds a colisao o kink surge mais a frente do que estaria se a colisao
nao tivesse ocorrido. Ja o breather sofre um pequeno recuo. Isto é, ambos apresentam
um shift de fase apds a colisao. Veja que ambos mantém suas propriedades fisicas apds a
colisdo, desta forma, vemos que o breather, no modelo sine-Gordon, interage como um

soliton.

Um outro caminho para investigar as propriedades de solugoes de um modelo
consiste na solugao numérica da equacao de movimento. Este serd o caminho que mais

utilizaremos adiante.
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Figura 9 — Estado breather da teoria sine-Gordon. w = 0.50.
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Figura 10 — Colisao de um kink com um breather no modelo sine-Gordon. A linha preta

em tragos indica em que posicao o centro do kink deveria estar. v = 0.25 e
w = 0.50.

3.2 Solucao Numérica

Até aqui ja conhecemos a solucgao estatica do modelo sine-Gordon. Também vimos
duas possibilidades de evolucao temporal, analiticamente obtidas no século XX. Para a
grande maioria dos modelos que estudaremos adiante podemos obter apenas as solugoes
estaticas, via formalismo BPS. No entanto, nao foram encontradas solucoes analiticas
descrevendo exatamente a evolucao temporal. Tal dificuldade reside em dois fatores: i) As
equagoes sao nao lineares, ii) os modelos sdo nao integraveis. Essa dificuldade é contornada

quando recorremos as solugdes numéricas.

A equagao (3.2) é solucionada somente se duas condigoes iniciais (¢ = 0) indepen-

dentes sao conhecidas. Tais condigbes sdo obtidas a partir de uma fungdo ®(z,t), que
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denominamos de perfil inicial, sendo, em geral, uma combinacao de solugoes estaticas.
A dependéncia temporal se deve ao boost de Lorentz que é adequadamente aplicado nas
solugoes estéticas. O boost x — v(x — xo — vt) faz com que a solugdo viaje para o sentido
positivo de x, sendo v(v) = (1 — )" o fator de contracio de Lorentz. E no momento
da escolha da combinagao para ®(z,t) que devemos decidir que tipo de colisdo queremos
realizar, se kink-kink, kink-antikink, antikink-kink e assim por diante. Vejamos, para uma

colisao do tipo antikink-kink, como fica a escolha da funcao ®(z,t).

Explicitamente, um antikink sine-Gordon que inicialmente estd em x = —x(, com
xo > 0, e que se move com velocidade v para o sentido positivo da linha x, tem a seguinte

forma:

¢ (x, —x0,v,1) = 4arctan [6_7(“””0_”)} : (3.20)
J& um kink que se move para o sentido negativo tem a forma
ok (x, 9, —v,t) = 4arctan [67(56_9004_%)} ) (3.21)

Podemos agora obter ®(x,t) para que a evolucao acontega na ordem mostrada na figura 8,

isto é, uma colisao antikink-kink. Neste caso, temos que
O(x,t) = oz, —x0,v,t) + O (T, 0, —V, 1) — 2. (3.22)

Ou
®(x,t) = 4arctan [e’V(er”‘“O’”t)} + 4 arctan [67(”3’“*””} — 2, (3.23)

uma vez obtida a fungdo ®(z,t), as duas condigbes iniciais necesséarias para solucao da

equacgao de movimento sao dadas por:

®(z,0) = 4arctan [6_7(”‘”0)} + 4 arctan [67(”_”’)] — 27 (3.24)
¢ (z—0) (z+0)
dP(z, t dpyer@=a0) gy (oo

(z,t)| _ dvye vye ' (3.25)
it | T @1 ene 1

Com essas duas condic¢oes iniciais, podemos resolver a equac¢ao de movimento
Dy®(z,t) = Dy ®(x,t) — dV/dd. (3.26)

Expressamos a derivada espacial por discretizacao em diferencas finitas centrais. O apéndice
A.1 mostra como obter os coeficientes da discretizacao. A evolucao temporal é obtida por

um método de integracao simplética de sexta ordem, conforme descrito no apéndice A.3.

A malha é discretizada espacialmente com 2048 pontos a cada Az = 100. O dominio
temporal é discretizado com 5000 pontos a cada At = 100. Isto implica em um passo
espacial dz ~ 0.50 e um passo temporal 0t = 0.02. Com excec¢ao de alguns casos especificos,

estes sao os passos utilizados nas simulacoes presentes nesta tese.
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27

Figura 11 — Evolucao temporal numérica de uma colisao do tipo kink-antikink no modelo
sine-Gordon. v = 0.25 e g = 12

Voltando a evolugao com as condigoes iniciais (3.24) e (3.25), deve-se observar
que o parametro xy deve ser grande o suficiente para que a primeira condi¢ao inicial nao

apresente erro numérico maior que a ordem de precisao do método utilizado.

A figura 11 mostra o resultado da solu¢ao numérica com as condigoes iniciais dadas
por (3.24,3.25) com os parametros xo = 12 e v = 0.25. Vemos entao que a solugdo numérica
retrata o mesmo comportamento obtido através da solucao (3.15). Apés a colisao ambos
kink e antikink mantém a forma e velocidade sofrendo apenas um pequeno atraso de fase

devido & interagao [22].

3.3 Modelo \¢*

O modelo ¢* apresenta uma energia potencial do tipo poco-duplo com dois estados
fundamentais degenerados, apresentando quebra espontanea de simetria. O modelo ¢* tem
desenvolvido papel importante em diversos temas de pesquisa, servindo como ponto de
partida para estudos em sistemas nao integraveis. Tem sido utilizado em muitos estudos da
Matéria Condensada [11,51]; no estudo [52] foi utilizado como uma teoria fenomenoldgica
de transicao de fase em cadeias de poliacetileno; foi utilizado na biofisica para descrever
excitagoes na dupla hélice do DNA [14, 53] e também é bem conhecido no contexto
cosmolégico [12]. E um modelo referéncia para o estudo de colisdes entre solucoes kinks.
Neste quesito o seu carater nao integravel é logo percebido, dado o comportamento diferente
do observado para o modelo sine-Gordon. A seguir, apresentamos as solucoes kink /antikink

do modelo e as principais propriedades dessas solucoes. Em especial, destacamos os modos
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Figura 12 — Potencial ¢*

normais de vibragao.

Nesta tese, consideramos o potencial ¢* da seguinte forma:

V(¢) = ; (1-¢?). (3.27)

A figura 12 mostra o potencial ¢* que possui a forma de um poco duplo com dois
estados fundamentais de mesma energia. Do nosso estudo no modelo sine-Gordon, vemos
que este modelo tende a suportar duas solugoes topolégicas fundamentais. A equacao de

movimento para o campo no modelo ¢* é dada por:

55~ g~ 201907 =0. (3.28)

Para obter a solucao estatica, utilizamos o formalismo BPS. O superpotencial nesse caso é

W(g)=¢ - ;ég. (3.29)

Solucoes estaticas da equacao de movimento sdao obtidas através das seguintes equagoes de

primeira ordem:

de ~ ~ do
Entdo, no modelo ¢*, as equacoes de primeira ordem sdao dadas por:

do _
dv

d d
¢ _ W

+(1 — ¢%). (3.30)
Escolhendo o sinal “+”, obtemos a solucao kink do modelo ¢*

oK (r) = tanh(x). (3.31)
E, para o sinal “—”, obtemos a solucao antikink, dada por

oi(r) = ¢ (—x) = — tanh(x). (3.32)
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A energia de ambas as solugoes é dada por (2.49)
E = [[W(¢(c0)) = W(d(—00))|| = - (3.33)

A massa classica para perturbacoes em torno de um dos estados fundamentais do potencial
é:

d*V
m=—- =4. (3.34)
de? |,_,

Isso implica que quando o campo representa uma interacao do tipo particula livre, as ondas
planas tém a seguinte relacao de dispersao: w? = k?+4. E entdo qualquer solucio de estado
ligado, deve necessariamente estar na regido 0 < w? < 4. Sabendo disso, realizamos uma
perturbacao em torno de um dos estados fundamentais da teoria. Ou seja, perturbamos a
solugao kink
Dol 1) = b1c(x) + (1), (3.35)
com [{(x,t)| < |pk(z)|. Substituindo ¢,(z,t) na equacdo de movimento e linearizando
em torno de £(z,t), obtemos que
0*¢(z,t) 0% (x,t)
ot? 0x?

+ [6tanh®(z) — 2] (x, 1) = 0. (3.36)

Escolhendo que £(z,t) = n(x) exp(—iwt), a equagdo acima torna-se
0’n(x
- 8;2 )y (6 tanh’(z) — 2| n(z) = w’y(x), (3.37)

que é uma equacao tipo Schrodinger. Assim, podemos fazer a seguinte identificagao:
Usen(z) = 6 tanh?(z) — 2. (3.38)

Desta forma, vemos que pertubagoes em torno do estado fundamental nao trivial do campo
nos levam ao problema de encontrar estados estacionarios [54] sujeitos ao potencial Usep ().

Percebemos também a seguinte identificacao:

d*v
Usn(2) = — =607 — 2, (3.39)
d¢2 ¢=¢
=¢k (z)
e para r = +00,
Usen(£00) = 4. (3.40)

E assim, novamente vemos que w? > 4 descreve estados do tipo particula livre. Denomina-

mos o valor Ugy, (z = +00) de limite para o continuo.

A equagao (3.37) apresenta duas solugdes do tipo estado ligado, ou seja, para
2
w” < 4.

« Para w? = w? = 0, temos o modo translacional:

no(x) = \/isechQ(x). (3.41)
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o Para w? = w} = 3, temos o modo vibracional

m(z) = \/gtanh(x)sech(x). (3.42)

Para w? > 4, os autoestados tém a seguinte forma [21]
ne(z) = e [3 tanh?(x) 4 3ik tanh(z) — k? — 1} , com k% = w?® — 4. (3.43)

Neste ponto vemos uma importante distingdo em relagado ao modelo sine-Gordon. As
solucoes kinks da teoria ¢* possuem um modo zero e um modo vibracional, localizado
na faixa de energia entre o modo zero e o limite para o continuo. Se um kink viaja
isoladamente, o modo dominante ¢ o translacional. Contudo, em um processo de colisao, o

kink é fortemente perturbado e entdo o modo vibracional deve exercer algum papel.

3.3.1 Colisdes Kink-Antikink

A existéncia de solugoes estaticas do tipo kink e antikink permite uma comparagao
com os resultados obtidos no modelo sine-Gordon. O estudo de colisdes de kinks na
teoria ¢* é fundamental para o discernimento entre um modelo integravel e nao-integréavel,
e do ponto de vista histérico contribui para a correta distin¢ao entre solitons e ondas
solitarias. De fato, como ja mencionamos, solitons possuem a propriedade de manter a sua
forma mesmo quando interagem com outras ondas. Um questionamento que surge é se
existem na teoria ¢* estados tais como a colisao soliton-antisoliton (figura 8), ou seja, se
as ondas solitérias da teoria ¢* possuem propriedade de soliton; Outro questionamento
proveniente desta comparacao se da sobre a existéncia de um estado breather que nao
decai com o tempo. Esses questionamentos motivaram uma grande quantidade de estudos,
principalmente nos anos 1970 e 1980. Os estudos pioneiros sao atribuidos principalmente a
Kudryavtsev [55], S. Aubry [56], Makhankov [57] e o notavel trabalho de Ablowitz, Kruskal
e Ladik (AKL) [41]. Estes estudos possibilitaram a descoberta e posterior elucidacao de

alguns dos complexos resultados observados na investigacio dindmica da teoria ¢*.

Neste modelo ndao temos uma solucao analitica descrevendo a evolugao temporal.
Precisamos entdo resolver numericamente a equacdo de movimento da teoria ¢* a fim
de reproduzir os principais resultados obtidos ao longo das tltimas décadas. Para tal
propdsito precisamos novamente de duas condigoes iniciais. Uma possibilidade é o seguinte

par de condigoes iniciais:
®(z,0) = tanh[y(z + zo)] + tanh[—y(z — z¢)] — 1. (3.44)
(x,0) = —yv [sech” (v(x + o)) + sech” (v(x — x0))] (3.45)

Essas duas condigoes sao representadas na figura 13 (cima) onde um kink, inicial-

mente centrado em x = —x, se move para o sentido positivo de x com velocidade v. Ao
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b (z,0)

Figura 13 — Perfil inicial para uma colisao kink-antikink (cima) e antikink-kink (baixo)

mesmo tempo um antikink, inicialmente em = = x(, se move também com velocidade v em
sentido contrario ao kink. Outra possibilidade é a mostrada na figura 13 (baixo). Devido
a simetria Z, do potencial, ambas possibilidades sao equivalentes em seus resultados

diferindo apenas por ¢ — —¢.

Passamos agora a discussao dos resultados. Estes sao extremamente dependentes
da velocidade v. Agora o kink nao pode simplesmente passar pelo antikink sem sofrer
alteracoes em sua forma. Eles ao contrario disto, dependendo da velocidade v se refletem
ap6s a colisdo. Isto foi relatado no trabalho de Kudryavtsev [55], onde foi realizada uma
colisao para v = 0.10. Encontraram que ao invés do kink simplesmente passar pelo antikink,
se armadilham e formam um estado oscilatério no ponto de colisdao x = 0. Na figura 14
apresentamos um estado similar ao observado em [55]. A figura 14a) mostra a evolucao
espago-temporal do campo para a velocidade v = 0.15 e a figura 14b) mostra a evolugao
temporal do campo no ponto de colisao x = 0. Para esta velocidade (v = 0.15) o kink
colide com o antikink em x = 0 e logo em seguida formam um estado oscilatério que é
conhecido como bion (o estado bion é mostrado na figura 14b) . Podemos perceber que o
estado oscilatorio emite radiagao, oscilagoes de pequena amplitude no campo, para além
de x = 0.

Aubry realizou um estudo para diferentes valores de v [56] e desta forma pode
observar tanto estados bions, como estados de reflexdo. Em seu trabalho, ele apresenta a
simulacao para v = 0.50 que é reproduzida na figura 15. Neste caso, apds a colisdo o par
kink-antikink reflete um ao outro e eles retornam envolvidos por radiacao.

Um outro trabalho numericamente mais robusto foi realizado por AKL quando

resolveram a equacao de movimento para diferentes potenciais, sendo um deles o potencial
¢* [41]. Sobre os resultados obtidos para a teoria ¢* eles relataram o seguinte:

Finalmente, observamos que (2¢)® apresenta um fenémeno que nao foi

3 (2c) é a teoria ¢*.
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Figura 14 — Colisao kink-antikink no potencial ¢* para v = 0.15: a) Plot de superficie

espago-temporal (a paleta de cores representa o valor do campo ¢(z,t)); b)
Evolucao do campo no ponto de colisao x = 0.
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Figura 15 — Colisao kink-antikink para v = 0.50. O kink e o antikink colidem uma vez
(one bounce), o estado final é um par kink-antikink que se separam apdés a
colisao envolvidos em radiacao.
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Figura 16 — Colisao kink-antikink para v = 0.20: O kink e antikink colidem duas vezes
(two-bounce) e depois sao refletidos um pelo outro.

notado por ndés em nenhum outro cdlculo nem por Kudryavtsev [{]*.
Conforme v; diminui para 0.3, vy diminui para 0.135. Quando v; = 0.25
um estado oscilatorio € observado. No entanto, a medida que v; diminui
para 0.2, este estado oscilatério volta a emitir ondas para uma pequena
regido em torno de v; = 0.20. De fato, quando v; = 0.20, foi encontrado
que vy = 0.155, que é maior que a vy observada para v; = 0.3/ Um
pouco abairo de v; = 0.20 (v; = 0.193), um estado oscilatorio torna a
aparecer. Subsequentes redugoes de v; também resultam em estados de
onda oscilatorios. O motivo da notdvel “ressondancia” entre essas ondas,
interagentes nao periddicas, e a radiacdo ainda ndo sdo completamente
entendidos.

Até onde sabemos, esta é a primeira vez que a palavra “ressonancia” foi usada no contexto
de uma colisao kink-antikink. Para melhor entender este relato, observemos a figura 16
que mostra o resultado da colisdao para v = 0.20. O kink colide com o antikink em um
primeiro momento ficando armadilhado um ao outro por um periodo de tempo At = T,
depois do qual tornam a colidir uma segunda vez. Apés a segunda colisdo, eles se separam
por reflexao envolvidos em pequenas oscilagoes. Fendmenos desse tipo sao conhecidos pelo
termo two-bounce. As faixas continuas de velocidades para quais ocorrem o fenémeno de
two-bounce sao conhecidas como janelas de two-bounces (n-bounces), janelas de

ressonancia ou ainda janelas de escape [13,22,30].

3.3.2 Mecanismo de Ressonancia e Estrutura Fractal

Ap6s o estudo de AKL outros [58,59] também relataram a existéncia de faixas de

velocidades, abaixo de uma certa velocidade critica v., em que também foram observadas

4 Referéncia [55] desta tese.
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Figura 17 — Colisdo kink-antikink no modelo ¢*: Velocidade final do par em funcao da
velocidade inicial v. A linha em tragos representa a reta vy = v;.

as ressonancias semelhantes a encontrada em torno de v = 0.20. Em 1983, foi publicado o
importante trabalho de Campbell, Schonfeld e Wingate [22] (CSW) no qual consta uma
varredura detalhada nos valores de v, o que possibilitou mostrar a distribuicao das varias
janelas de two-bounce ao longo da escala de velocidade v com a qual o kink-antikink se
movem antes da colisdo. O espectro de janelas de ressondncia é reproduzido na figura
17 considerando a velocidade de saida do estado final apos a colisao. Através da figura
17, podemos dividir o espectro de velocidades em trés regioes: i) para v < 0.19 a colisao
sempre resulta em um estado do tipo bion, por isso, a velocidade final do par é nula; ii)
Na regiao 0.19 < v < v, estao situadas as janelas de ressonéncia, que estao representadas
pelas regioes onde vy > 0 na figura 17. Também observamos estados de bion localizados
no intervalo entre duas janelas; iii) Para v > v, a colisao sempre resulta em reflexdo apds

a primeira colisao. No modelo ¢*, v, = 0.2598 [60].

Para explicar a existéncia dessas janelas, os autores das referéncias [22] e [61]
propuseram uma teoria semi fenomenolégica denominada por eles de mecanismo de troca
de energia (adiante, também nos referimos a este mecanismo pelas iniciais CSW que faz
referéncia aos autores do primeiro artigo publicado em 1983). Este mecanismo explica o
surgimento das janelas de ressonancias de forma quantitativa a partir da interacao entre os
modos vibracional e translacional das solu¢des BPS. Em suma, o mecanismo de troca de
energia (CSW) diz: Durante uma colisao kink-antikink os modos vibracional e translacional
sao excitados e podem trocar energia em si. Se uma certa condicao de ressonancia é
atendida, apds a primeira colisao o modo de translagao transfere energia para o modo
vibracional, dessa forma o kink e antikink ficam armadilhados um ao outro nao possuindo
energia cinética suficiente para se afastar para longe do ponto de colisdo. Passado um
tempo T apds o primeiro impacto ocorre uma segunda colisdo. Apos a segunda colisao o
processo de transferéncia de energia pode se repetir novamente, o que gera uma terceira
colisao. No caso da figura 16, apds duas colisoes, a energia cinética é consideravelmente
restaurada (o modo vibracional continua excitado, porém com menos energia), por isso o

kink e antikink sdo refletidos, apds a segunda colisdo, e se afastam para longe de ponto
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Figura 18 — Perfil do campo no centro da colisao em x = 0. O nimero classificatério da
n-ésima janela é: a)n=1,b)n=2c)n=3ed) n=4.

de colisao com uma certa velocidade final v¢. A condicao de ressonancia do mecanismo
CSW [22] é dada por:
w1T12 = 2mn + (5, (346)

onde w; é a frequéncia do modo vibracional, T}, é o intervalo entre o primeiro e o segundo
impacto, n é um nimero natural e § é uma fase. Esta relagdo afirma que o modo vibracional
deve oscilar um ntimero inteiro de vezes para ocorra uma segunda colisao com restauracao
da energia cinética do par kink-antikink. O nimero n indica o nimero de pequenos ciclos
presentes entre o tempo da primeira e segunda colisdo. Cada janela de two-bounce possui
um n proprio, podendo assim ser utilizado como um indexador das janelas de two-bounce.
A figura 18 exemplifica esse papel de n. Para o caso v = 0.20, vemos apenas um ciclo entre
os dois vales, por isso, n = 1 indicando que esta velocidade pertence a primeira de janela
de two-bounce. No caso da figura 18b, vemos que existem dois ciclos entre os dois vales.
Nesse caso, temos que n = 2, indicando que a velocidade v = 0.2265 pertence a segunda
janela de two-bounce. O mesmo raciocinio é valido para as figuras 18c-d, que sao casos da

terceira (n = 3) e quarta (n = 4) janela, respectivamente.

Avaliamos a validade da relagao (3.46) a partir dos dados das dez primeiras janelas
de two-bounce. O resultado é mostrado na figura 19, onde a linha sélida representa o ajuste
linear. Obtemos um coeficiente de ajuste igual a 3.727. Este valor é portanto bem préximo
do valor tedrico esperado a partir de (3.46), ou seja, Z—’lr = % ~ 3.63. A figura 20 mostra
a estrutura completa de janelas de two-bounces colocando o niimero de colisoes em z = 0
em fungdo de v. Vemos que a primeira janela, que compreende o intervalo de velocidade
0.1926 < v < 0.2034, é a mais larga e que as janelas subsequentes sao cada vez mais

estreitas. De fato, o estudo [62] estimou que para n grande a largura das janelas decai
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Figura 21 — Janelas de 3-bounces na borda de uma janela de two-bounces.
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Figura 22 — Janelas de 4-bounces na borda de uma janela de 3-bounces.
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Figura 23 — Perfil do campo no centro da colisao em = = 0. a) Colisao do tipo 3-bounces e
b) colisdao do tipo 4-bounces.

3

com n~°, o que leva a outra caracteristica observada a partir da figura 20: o acimulo de

janelas na proximidade da velocidade critica v..

Outro estudo relevante sobre o padrao de colisdes no modelo ¢* foi realizado por
Anninos, Oliveira e Matzner [13]. Este estudo analisou a regiao na borda das janelas
de ressonancia e descobriram que nessa regiao nao existem somente estados de bion.
Observaram uma estrutura fractal de janelas de n-bounces, com n > 3. Essa estrutura é
estabelecida da seguinte forma: na vizinhanga (a direita ou a esquerda) de uma janela
de 2-bounces existem janelas de 3-bounces. Observando a vizinhanc¢a de uma janela de
3-bounces encontramos janelas de 4-bounces, e assim por diante. As figuras 21 e 22 nos
mostram essa estrutura. Na figura 21, podemos observar um aglomerado de janelas de
3-bounces na borda da segunda janela de two-bounces. Aplicando um zoom na regiao
demarcada em vermelho, encontramos a estrutura da figura 22 onde observamos que na
vizinhanga de cada janela de 3-bounces existem janelas de 4-bounces. A figura 23a mostra
uma colisdao em um ponto de uma janela de 3-bounces e figura 23b mostra uma colisao do

tipo 4-bounces ambas na vizinhanga da segunda janela de two-bounces.

Vimos entao que o mecanismo CSW relaciona a existéncia de janelas de ressonancia
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Figura 24 — Potencial ¢°

em colisoes kink-antikink desde que essas solugoes apresentem estados vibracionais no
espectro de pequenas perturbacoes. Tal mecanismo também foi aplicado com sucesso em
outras teorias tais como um modelo sine-Gordon modificado [61], no qual a existéncia de
um modo vibracional para as solugbes kink/antikink depende de um parametro r. Diante
desses resultados foi sugerido na literatura [60] que a presenga de um modo vibracional
do kink seria uma condi¢ao necessaria para a estrutura de janelas de ressonancia como a
observada nas figuras 17 e 20. Contudo o estudo de colisdes kink-antikink para a teoria ¢°
trouxe a tona um interessante contra-exemplo para a associacao do modo vibracional com

fenomenos de n-bounces.

3.4 Colisdes kink-antikink no modelo ¢°

Passemos agora ao estudo de colisao no modelo ¢°. Seguindo o roteiro, vamos
obter as solugoes BPS e logo em seguida realizar a andlise por perturbagoes lineares.
Consideremos o modelo ¢°® sendo descrito por uma Lagrangeana com dindmica padrao

para um campo escalar ¢(z,t) sujeito ao potencial dado por:

V(9) = 51— ) (3.47

Na figura 24 vemos que o potencial possui trés minimos degenerados e simetria Z, em

relacdo a ¢ = 0. O superpotencial associado ao potencial (3.47) é dado por:
9", (3.48)

Entao, de acordo com o formalismo BPS, as equagoes de primeira ordem, cujas as solugoes

minimizam a energia sao:

jﬁ =+ (¢-¢%), (3.49)
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Figura 25 — Potencial do tipo Schrodinger (linha) e o perfil da solugao estética (tragos)
para: (a esquerda) kink ®1, e (& direita) antikink ®oy.

A equagao BPS (3.49), para o sinal “+”, admite a seguinte solugao:

1 + tanh(x
@y (a) = ) (3.50)
que é uma solugao kink conectando os minimos {0, 1} do potencial. Para o sinal “-”, temos
que uma das solugoes é:
1 — tanh(x
Dy (a) = L) (3.51)

que descreve um antikink conectando os minimos {1,0} do potencial.

O antikink e kink do setor {—1,0} do potencial sdo dados respectivamente por
O _(z) = =Dy (x) e Dy_(x) = —Pyy (x). Todas essas solugoes tém energia de repouso
E=1/4

O problema de perturbacoes lineares no modelo ¢° conduz a uma equacao de

autoestados com o seguinte potencial tipo Schrodinger
U(x) = 15¢% — 12¢2 + 1, (3.52)

com ¢, sendo qualquer das solu¢des BPS. Assim, para as solugoes @1+ o potencial para

pertubagoes lineares tem a seguinte forma:

1
Up(x) = Z + ;tanh(x) — fsech2(:r;). (3.53)

Da igual modo, temos para 54 0 seguinte potencial

1
Us(z) = 2 - ;tanh(aﬁ) - fsechQ(:c). (3.54)

As figuras 25a-b mostram os potenciais (3.53) e (3.54). Podemos destacar trés
regioes caracteristicas: i) 0 < w? < 1 onde é possivel a existéncia de modos vibracionais,
ii) 1 < w? < 4 onde h&4 um continuo de estados de reflexdo e iii) w? > 4 onde ha um
continuo de autoestados livres. Encontramos um estudo detalhado desses potenciais na

referéncia [63]. O estudo mostra que para w? < 4 apenas uma solucio foi encontrada,
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sendo ela o modo zero (modo translacional). Assim, os kinks e antikinks do modelo ¢°
nao possuem um modo vibracional. Na regiao do continuo (w? > 4) as autofungdes sao

descritas em termos de fungoes hipergeométricas [63,64].

Apébs obtermos as solucoes estaticas e realizar a andalise de estabilidade, vamos
agora estudar a colisdo entre essas solugoes. Devido & simetria, V' (¢) = V(—¢), podemos
nos restringir somente as solugoes que interpolam entre os minimos ¢ =0 e ¢ = 1, ou seja,
as solugoes 1. [65]. Ficamos entdo com duas configuracoes iniciais independentes. Sao

elas:
» Configura¢io par kink-antikink (0,1) + (1,0)

Ori(x,0) = Py (z+ 20) + P1_(x — x) — 1. (3.55)

o Configuracio par antikink-kink (1,0) + (0, 1)
O (x,0) = D1 (x + x0) + P1_(x — 20). (3.56)

Com xg > 0.

Passamos agora a discussao dos resultados obtidos para cada uma das configuragoes
(3.55) e (3.56) tomando como base o estudo [23]. Primeiro observamos que os resultados da
colisao para o par (0,1) + (1,0) (kink-antikink) atestam a inexisténcia de uma estrutura de
ressonancia, na qual os defeitos venham a colidir por algumas vezes e depois retornarem
por reflexao. Observamos que, nesse caso, para velocidades v < v, = 0.289 kink e antikink
colidem e ficam armadilhados um ao outro, enquanto que para v > v. o estado final é
um par antikink-kink no setor {—1,0} do potencial. Ou seja, temos o seguinte processo
para v > v, = 0.289: (0,1) + (1,0) — (0,—1) 4+ (—1,0). Este resultado estd em acordo
com o mecanismo de ressonancia CSW, uma vez que, como ja vimos, ambas as solugoes
kink e antikink nado possuem modo vibracional interno. Para a configuracao (1,0) + (0,1),
no entanto, foi observada uma rica estrutura de janelas de ressonancia conforme mostra
a figura 26. Nesta, temos o tempo em que ocorre a primeira (linha inferior), segunda
(linha do meio) e terceira (linha superior) colisdo. As janelas de two-bounces sao entao

delimitadas pelas regides onde a linha superior diverge para t — oo.

Na estrutura de janelas da figura 26, também localizamos a velocidade critica
v, a partir da qual os kinks tém energia suficiente para se afastarem um do outro apds
o primeiro impacto. A velocidade v, é localizada pelo valor de v em que o tempo da
segunda e terceira colisao divergem simultaneamente. Numericamente a velocidade critica

foi encontrada sendo v, = 0.0457.

Temos entao um cenario semelhante ao observado para a colisao kink-antikink

no modelo ¢*, no entanto agora temos dificuldade em explicar a existéncia das janelas
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tempo

Figura 26 — Estrutura de janelas de ressonancia para a configuracao (1,0) + (0,1). A linha
inferior (verde) indica o tempo da 1* colisdo, a do meio (vermelha), o tempo
da 2% colisdo e a linha superior (verde) o tempo da 3* colisao.
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Figura 27 — Potencial tipo Schrodinger (linha sélida) e o perfil do campo escalar (linha em
tragos) para a) o par antikink-kink (configuracao inicial &1 (z — o) + oy (z +
xg)) e b) kink-antikink (configuragao inicial @14 (z — xg) + Loy (x + x9) — 1).
Consideramos zy = 5.

de two-bounces via mecanismo CSW ja que ambos kink e antikink do modelo ¢ nao
apresentam modo vibracional em seu espectro de perturbacoes lineares. Por esse motivo,
este cenario é um contra-exemplo ao mecanismo de troca de energia CSW. Diante disso,
o mérito dos autores do estudo [23] consistiu na elucidagdo do mecanismo responsavel
pela existéncia das janelas de ressonancia. Tal mecanismo deveria explicar onde a energia
cinética do par kink-antikink era temporariamente armazenada apds a primeira colisao. Os
autores observaram que, diferentemente do que ocorre para kinks do ¢*, o potencial para
perturbagoes lineares do ¢ ndo apresenta a simetria x — —z (veja as figuras 25a-b). Isso
implica que o potencial de pertubagoes para o kink/antikink individual difere do potencial
das configuragoes iniciais (3.55) e (3.56). Desta forma, o potencial de pertubagtes depende
da configuracao inicial. Nas figura 27a plotamos o potencial de perturbagoes associado a
configuracao inicial (1,0) + (0,1), no qual observamos um pogo central. Ja na figura 27b
temos o potencial de perturbagoes da configuracao (0,1)+(1,0), este possui um grande

plato central, que inviabiliza a existéncia de estados ligados.

Resolvemos numericamente a equagao

d277 2
) + Uik (z)n = wn, (3.57)
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Figura 28 — Autofrequéncias da equagao (3.57) em func¢ao do pardmetro de separacao
inicial xy. Linhas sélidas para solu¢oes impares e tracejadas para solugoes
pares.

onde Ui (x) é o potencial tipo Schrodinger da configuracao inicial (3.56) variando o
parametro de separacao xg. O resultado é apresentado na figura 28 a qual mostra que
as duas autofrequéncias inferiores rapidamente tendem ao modo zero a medida que xg
cresce. Acima do modo zero temos um coletivo de autofrequéncias associadas a autoestados
impares (linhas sélidas) e pares (linhas tracejadas). Diante desse resultado, os autores
em [23] escreveram a seguinte explicacdo para a inesperada estrutura de ressonancia

observada na figura 26:

Entdo, a nova caracteristica das colisoes KK no modelo ¢ é que, embora
ndo existam modos internos para os kinks de forma individual, depois
do primeiro impacto a energia pode ser armazenada nos estados ligados
da configuragio composta (1,0)+(0,1). Isto possibilita que, em colisées
para v < v, e que satisfacam uma condicdo de ressondncia adequada,
a energia possa retornar ao modo translacional e deste modo o kink e
antikink retornarem para o infinito.

A condicdo de ressonéancia (3.46) foi verificada para colisbes K K com o coeficiente
do ajuste linear proximo da primeira autofrequéncia w; acima do modo zero. Assim, para o
¢°® 0 mecanismo de troca de energia se mostrou valido desde que se considere que a troca de
energia ocorre entre o modo translacional de ambos kink e antikink e o coletivo de modos

discretos encontrados a partir da linearizacao da configuragao composta (1,0)+(0,1).

Outras caracteristicas importantes foram observadas para a colisao do tipo KK
do potencial ¢°. Podemos observar que a primeira janela de two-bounce é observada para
n = 12, enquanto que no modelo ¢* n = 1 para a primeira janela observada. O motivo da

auséncia de janelas de menor ordem (n < 12) estd associado a existéncia de um coletivo de
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estados vibracionais no problema de perturbacoes lineares em torno do par KK . Este tema
tem sido investigado em outros estudos tais como [66]. Logo em seguida & primeira janela,
existe uma falsa janela de ressonancia com n = 13. Esta falsa janela pode ser notada
na figura 26 nas proximidades de v = 0.0273. Observe que, nesse ponto, o tempo entre
a segunda e terceira colisao é maior, porém nao chega a divergir. O fenomeno descrito
na falsa janela ja havia sido observado no contexto da colisao de kinks-impureza, onde
os autores usam o termo quasiresonances para descrever as janelas ausentes [67]. No
estudo [68], os autores também observaram a formacao de uma falsa janela de ordem zero
(n=0).

Neste capitulo vimos um breve historico da evolucao do estudo de colisdes entre
solucoes kinks de algumas teorias de campos escalares, tais como a teoria sine-Gordon
e as teorias polinomiais ¢* e ¢°. Vemos que o resultado das colisoes estd diretamente
relacionado ao espectro de pertubacoes lineares em torno das solugoes BPS de cada teoria.
Esta relacao é estabelecida pelo mecanismo de troca de energia CSW, que diz que apés a
primeira colisdo a energia cinética do modo zero é transferida para o modo vibracional, e
se atendida a condigao de ressonancia, na segunda colisao a energia retorna ao modo zero

fazendo com que o kink e antikink retornem por reflexao, envolvidos em radiacgao.

Entao, se as solucoes estaticas de uma teoria nao possuem modo vibracional no
espectro de perturbagoes lineares, logo nao devem existir fendmenos de ressonancia. E isto
é o que se verifica na teoria sine-Gordon. Contudo, o contra-exemplo da teoria ¢® mostrou
que deve-se investigar a linearizacao da configuragdo inicial, pois esta pode suportar
autoestados com capacidade de também armazenar energia cinética ap6s um primeiro
impacto. Um outro importante contra-exemplo ao mecanismo CSW foi apresentado no
estudo [66], onde os autores relataram uma total supressao da estrutura de janelas de

two-bounce apesar da existéncia de um modo vibracional.

Um outro apontamento que podemos fazer é sobre a nogao de integrabilidade e a
sua relacao direta com nao linearidade e modos internos de vibracao. Como ja pontuamos,
em um modelo integravel existem infinitas grandezas conservadas e as solucoes dessas
teorias interagem entre si como solitons. De acordo com os resultados apresentados neste
capitulo vemos que, em sistemas integraveis, alguns aspectos da nao linearidade nao sao
notados. Dentre esses aspectos podemos destacar: i) alta dependéncia da configuragao
inicial. Veja que quando o modelo é nao integravel os fendomenos sao muitos sensiveis a
qualquer varia¢ao de v; ii) existéncia de estruturas fractais, essa é uma manifestacao da
nao linearidade que, por sua vez, foi verificada apenas em situacoes de nao integrabilidade,
como no caso do modelo ¢?; iii) estruturas cadticas, que somente foram notérias nos casos
de nao integrabilidade. De fato, de acordo com [27], o caos é uma propriedade privativa

dos sistemas nao integraveis.

Além dos trabalhos citados neste capitulo de revisao, ha ainda uma rica e crescente
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literatura em torno das propriedades de solugoes tipo kinks com destaque para andlise de
espalhamento destas em diversos modelos fisicos, como por exemplo: em aproximacoes da
teoria ¢* e sine-Gordon, teorias polinomiais de maior grau, tais como ¢® [69-72]; modelos
hiperbdlicos [73,74]; investigacao de oscillons [75-77]; modelos com dois campos [78-82];
colisoes com duplo kink [83-85]; colisoes entre defeitos e uma impureza localizada [86-89];
colisdo entre multi-kinks [90-92]; espalhamento de kinks em barreiras de contorno [93-96].
Nos capitulos seguintes abordamos alguns destes temas e também apresentamos nossas

contribuigoes para a literatura.
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4 Espalhamento de Kink e Antikink por Con-

dicao de Contorno tipo Neumann

O estudo de fenémenos descritos por campos escalares em (1 + 1) dimensoes,
tais como solitons e ondas solitarias, teve seus primordios nos modelos completamente
integraveis sendo os de carater nao integravel explorados em seguida com a descoberta
de interessantes padroes, conforme estudado no capitulo 3. De forma semelhante, o
estudo de teorias escalares limitadas a semilinha por uma adequada condi¢ao de contorno
também foi iniciado em modelos integraveis, razao pela qual ja temos uma quantidade
razoavel de estudos nesse cendrio [97-103]. Para estes modelos, o principal aspecto é a
escolha de condigoes de contorno que sejam compativeis com o bulk de integrabilidade dos
sistemas [104,105]. Neste sentido, o trabalho de Ghoshal e Zamolodchikov [104] tem sido
citado por um grande nimero de estudos envolvendo sistemas fisicos com condic¢oes de
fronteira. Um exemplo de fronteira integravel é encontrado na descri¢gao do problema Kondo
em (1+1) [106] onde o kink desempenha o papel de uma quase particula. Outros exemplos
sdo encontrados nos trabalhos [93,107], que tratam da propagagao de fluzons em linhas
de transmissao de Josephson semi-infinitas com adequadas condi¢des de fronteira. Nesses
trabalhos, o fluron é entendido como um quantum do fluxo magnético em determinada
direcao. Uma linha de transmissao de Josephson é obtida através de dois supercondutores
metélicos separados por um isolante de pequena espessura (= 25A) de modo a possibilitar
uma corrente de Josephson (tunelamento) com um fluxo de campo magnético em uma
certa direcao = [108]. Em particular, o estudo [93] analisou a propagacao de flurons em
linhas de transmissao de Josephson na teoria sine-Gordon com uma condi¢ao de fronteira

do tipo campo magnético aplicada nos extremos x = —L e x = 0.

A natureza apresenta diversos sistemas nao integraveis, entao é razoavel que seja de
interesse a investigacao do espalhamento de solugoes localizadas limitadas & semilinha em
cendrios de nao integrabilidade. No estudo recente [94] os autores investigam o espalhamento
de uma solucao antikink na semilinha com uma condicao de Robin que interpola entre
uma condi¢ao de Dirichlet (kK — o0) e uma condi¢do de Neumann (k — 0). Entre esses
dois extremos de condigoes integraveis, o sistema antikink-borda passa por cenarios de nao
integrabilidade. Um outro estudo recente investigou o espalhamentos de kinks da teoria ¢*
na semilinha com condi¢ao de contorno de Neumann [95]. Este tltimo estudo foi realizado

em um cenario completamente nao integravel.

Neste capitulo estudamos o espalhamento de solugoes tipo kink na semilinha, com
uma condicao de fronteira do tipo Neumann em x = 0. Apresentamos primeiramente o

espalhamento de kinks na teoria nao integravel ¢* [95] que revelou interessantes comporta-
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mentos. Apés isso apresentamos o nosso trabalho para a teoria ¢° na semilinha [96]. O
espalhamento de kinks na semilinha para a teoria ¢* carrega caracteristicas dos modelos
nao integraveis, tais como a existéncia do padrao fractal para a distribuicao das janelas
de ressonancia. A explicacao dessas estruturas também passa pela analise de estabilidade
para as solucgoes-borda que dependem do parametro H. Além disso, caracteristicas que nao
sdo observadas no modelo ¢* padrao sao relatadas. O interesse na extensao do estudo para
a teoria ¢% é natural, tendo em vista que, nesse caso, sabemos que as solucdes kinks nao
possuem modo vibracional interno. Logo, os efeitos de ressonancia podem ser atribuidos
as solugoes-borda ou mesmo a configuracao composta escolhida. Para estes modelos nao
integraveis, o caminho que seguimos para garantir resultados fisicos se da pela modificacao

do funcional energia que agora depende do parametro H.

4.1 Energia na semilinha

Vamos considerar a existéncia de solugoes estaticas BPS na semilinha —oo < 2 < 0.
A fronteira é imposta através da seguinte condi¢cao de Neumann

do

=H. 4.1
| (4.1)

=0
Neste capitulo o campo escalar na semilinha sempre satisfaz esta condicao de Neumann.
Vamos entao analisar o efeito dessa condicao de fronteira no funcional de energia. Para
isso, consideremos um campo escalar ¢(z,t) que apresenta dindmica padrao e que esté
sujeito a uma energia potencial V(¢) em uma regiao limitada a < x < b. A energia total

do campo é entao dada por

s [lar(3 (%) +3 (%) +ven) 12

Derivando no tempo, temos

AB () _ b (d0ddo  do d ds dV()do
dt _/a e <dt dtdt " dedrvdt = do dt) (4:3)
Integrando o segundo termo por partes
b do d dp\ P d (dodo do d do
[ <d:1:d:pdt> A (m (mu«) _dtdxd:p> (44)
Cdp(h)de(h)  dé(a)ds(a)  pr (dodPo
T At de dt dx _/a de (dtd:ﬁ) (45)

Substituindo em (4.3) e considerando que ¢(z,t) satisfaz a equagao de Euler-Lagrange,

temos que
dE (t)  do(b,t)dg (b,t)  do(a,t) do (a,t)
- dt de  dt dx

. (4.6)
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O cenario que desejamos estudar corresponde a b = —oo e a = 0, com o campo sujeito a
condicdo ¢, = H em x = (. Nesse cenario, temos que
da dt dt der

Se campo descreve uma solucao localizada, ¢ (£00) = const. e ¢, (£oo,t) = 0. Assim,

(4.7)

fisicamente a taxa de variacao da energia total serd

dE(t) de(0,t)
dt =H at

Logo, por conservacao, a limitacdo para a semilinha através da condigdo (4.1) exige a

(4.8)

adigdo do termo de fronteira energética —H ¢(0,t). Entao, a energia na semilinha é dada

por:

2 2
E= /_OOO dz [; (f;f) +; (Zi) LV (e)| — H0,1). (4.9)
Assim, as solugoes das equagoes de primeira ordem
Zi = icggj, (4.10)
na semilinha com condi¢cao de Neumann, tém a energia minima dada por:
$(0)
Egps = W — H¢(0). (4.11)
$(—00)

4.2 Espalhamento de kinks ¢* na semilinha

Antes de estudar o processo de colisao, precisamos conhecer as possiveis solugoes
satisfazendo a condicao de contorno e realizar a andlise de perturbacoes lineares. Partimos

do superpotencial, que no modelo ¢* ¢ dado por

W(p) =¢—¢". (4.12)
Logo, as duas equagoes de primeira ordem sao:
d¢o 2
%:i(1—¢). (4.13)
As solucgoes
¢1(x) = tanh(z — xo) (4.14)
e
pa(x) = coth(z — ) (4.15)

satisfazem a equagao (4.13) para o sinal “4”, enquanto que as solugoes

3(x) = —tanh(z — x¢) (4.16)
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p4(x) = — coth(x — z9). (4.17)

satisfazem a equagao (4.13) para o sinal “—". Vemos que as solugoes (4.15) e (4.17) sao
irregulares na linha, contudo na semilinha elas sao aceitaveis se suas energias forem finitas.
Na semilinha, —oo < x < 0, cada uma das solucoes deve satisfazer a condi¢ao de fronteira

em z = 0. Nesse caso, xg = X = X(H). Ou seja,

pi(z) = tanh(z —x(H)) (4.18)
p4(r) = —coth(x — X (H)). (4.19)

Da condi¢do de Neumann (4.1) resulta que

sech®(x(H)) = H, (4.20)
coth?(—X,(H)) —1=H. (4.21)

As equagbes (4.20) e (4.21) nao possuem solugao real para H < 0. A equacdo (4.20) possui
duas solugoes para o mesmo valor de H no intervalo 0 < H < 1. Vamos representar essas
solugdes por: Xo(H) e Xo(H) sendo que Xy = —Xo. A equacdo (4.21) também possui duas
solugoes tal que X, = -X; para 0 < H < oo. Por simetria, temos que as solugoes ¢y € ¢3

geram as mesmas solugoes quando submetidas a condi¢ao de fronteira com H negativo.

Vamos chamar as solugoes na semilinha, satisfazendo a condi¢do de Neumann em

x = 0, de solucdes-borda. As solucoes-borda possiveis para o modelo ¢* sdo:

e Para H >0
$1(z) = tanh(x — X)), (4.22)
¢2(x) = tanh(z + X)), (4.23)
¢3(xr) = —coth(z — X3), (4.24)
¢s(xr) = —coth(z+ X7). (4.25)

Estas solugdes sao ilustradas na figura 29 para o valor de H = 1/2. Novamente, por
simetria, notamos que as solu¢oes-borda para H < 0 sao dadas por ¢,(z) = —¢,(z), com
1=1,2,3,.... A energia dessas solugoes é obtida através da equagao (4.11). Para solugoes

da equacdo BPS ¢, = 1 — ¢2, temos que

(0)
Blo) — W~ o0 (4.26)
¢(—00)
= 6(0) — 36°(0) — B(~o0) + 36%(~o0) — H(0) (427
_ 2 + ggb(o)?’, (4.28)
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Figura 29 — Solugoes-borda para H positivo. Com H = 1/2.

onde a dependéncia da energia da solugdo-borda com H fica implicita através da relagao
H =1—¢(0)% Para as solugoes da outra equagdao BPS, ¢, = ¢* — 1, a energia ¢ dada por:
2
3

Perceba que na fronteira (z = 0) podemos expressar as solugoes-borda (4.22-4.25) explici-

Blg) = £ - 200" (4.29)

tamente em termos de H. Ou seja,

0 (0) = —V1—H, (4.30)
$2(0) = VI—H, (4.31)
¢3(0) = V1+H, (4.32)
$4(0) = —V1+H. (4.33)

A estabilidade linear do campo nesse cenario é analisada por pequenas perturbacgoes
em torno das solugdes-borda ¢(x,t) = ¢4(z) + n(z,t), sendo n(x,t) = nx(x)e™**. Como
sabemos que ¢,(x = 0) = H, temos que as pertubagdes devem satisfazer

dn

=0. 4.34
I (4.34)

=0
O espectro de autofrequéncias para as solugoes-borda perturbadas é apresentado na figura
30. Para H > 0, foi encontrado um estado vibracional para a borda ¢;. A solugao ¢s(x)
apresenta solucoes com w? < 0, o que indica que esta borda é instavel. Para H < 0, ndo
foram encontrados modos vibracionais [95]. Na regido do continuo, os autoestados sao

ondas planas satisfazendo a relacao de dispersao w? = k? + 4.

Reportamos agora, de forma breve e em carater de revisao, os resultados encontrados

no artigo [95]. O perfil inicial consiste de um antikink (K) que viaja a partir de g = —10,
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Figura 30 — Resultado da andlise por pertubacoes lineares em torno das solu¢oes-borda: A
curva em azul para H > 0 ¢ o estado vibracional encontrado para a borda ¢y;
A curva vermelha em trago é o resultado para a borda ¢o(z). Figura retirada
da referéncia [95].

quando t = 0, com velocidade v; em direcao a fronteira em x = 0. Vemos que as solugoes
regulares que podem se conectar ao antikink sdo somente ¢1(x) (que exige H > 0) e ¢s(z)

(H < 0). Desta forma as condigoes iniciais para resolver a equacdo de movimento sao:

e Para H >0
o(z,0) = ¢i(z) — tanh[y(z — zo)] + 1, (4.35)
d(x,0) = —yvsech?[y(z — z0)). (4.36)
e Para H <0
d(2,0) = ¢3(z) — tanh[y(z — z0)] + 1, (4.37)
d(x,0) = —yvisech’[y(z — zo)). (4.38)

Ambas as condigoes descrevem um antikink que viaja em direcao a barreira ener-
gética em x = 0. Os resultados da colisdo antikink com borda revelaram uma grande
diversidade de comportamentos. Os principais aspectos podem ser entendidos a partir
das figuras 31 e 32. A figura 31 mostra o médulo da velocidade final, vy, do antikink em

funcao da velocidade inicial, v;, para alguns valores representativos de H.

A figura 32 é um diagrama de fase para o par (H,v;) que nos permite ter uma

visao panoramica dos resultados da colisao antikink borda. Neste capitulo e nos proximos
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b)
0.4 3 T T 0.4 )

Figura 31 — Mdédulo da velocidade final do antikink para: a) H = —0.20, b) H = —0.10,
c) H=0,d) H=0.10. A linha tracejada indica é a reta v; = v;. A linha
horizontal em pontos indica o valor da velocidade v,, Eq. (4.46), para o
correspondente valor de H.

1.5

-1 -0.75 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75 1
H

Figura 32 — Diagrama de fase que associa o par (H,v;) ao estado final da colisao ¢(0,ts),
com ty = % + 100.
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temos outros diagramas semelhantes a este. Tais diagramas nos permitem observar como
os diferentes estados finais estao distribuidos em termo dos parametros do problema. Em
geral, cada cor estd associada a um determinado estado final da colisdo. Por exemplo, a cor
azul da parte superior, esta associada ao estado final one-bounce, as listras em azul, como
a delimitada pelos dois quadrados brancos, representam estados finais do tipo n-bounces e
a cor laranja avermelhada, predominante para H — 1, representa o fendémeno de emissao

de um kink a partir da borda, como comentado adiante.

Agora vamos comentar sobre os principais comportamentos observados. Para H
positivo, na regiao 0 < H < H. = 0.60, o antikink ou é refletido pela borda, retornando
com uma velocidade vy ou torna-se ligado a borda oscilando com grande amplitude e com
frequéncia abaixo da frequéncia do continuo, w? = 4. Quando H = 0, a colisao antikink-
borda se torna equivalente & colisdo kink-antikink para o ¢* na linha, conforme mostra a
figura 31c (compare com a figura 17). Para pequenos valores de H positivo a estrutura
de janelas de ressonancia ¢ modificada basicamente em termo das suas localizagoes no
eixo das velocidades v; e também pelo valor da velocidade critica v.. Na figura 32 as
janelas sao indicadas pelas faixas horizontais em azul, no intervalo 0 < H < H,. Para
grandes valores de H positivo, um interessante fenémeno ocorre: a solugao borda ¢4 (),
apos a colisdo, tende a decair para a solugdo-borda ¢3(x) e ocorre a produgao de um novo
kink viajante, que se desloca para longe da borda. No lado direito da figura 33 vemos
alguns possiveis comportamentos para o kink produzido. Observamos que dependendo
da velocidade relativa v;, o antikink refletido e o kink originado na borda podem viajar
separados ou se combinarem de modo a formar um bulk-oscillon como na figura 33f. Esses

ultimos fendmenos sao predominantes, na regiao em vermelho, para H > 0.60 na figura 32.

Para valores negativos de H, observa-se que a solugao-borda interage de forma
repulsiva sobre o antikink viajante, de tal forma que se a velocidade v; é pequena, entao o
antikink é refletido sem ao menos conseguir chegar até a fronteira em = = 0, retornando
com velocidade de mesmo mdédulo, conforme mostra a figura 33a. Essa caracteristica é
também notada no grafico da velocidade final, vy, em funcao da velocidade de inicio,
v;. Nas figuras 31a-b vemos que para pequenos valores de v;, o antikink é refletido com
lvf| = |vi], o que indica uma interacao eldstica. Como ndo hé contato entre o centro do
antikink e a borda, podemos descrever esse comportamento repulsivo da borda sobre o
antikink através da forga estatica entre eles. A forca de interacao entre o antikink e borda
¢ dada por [7,95] ( apéndice B):

1
F=32 <4H + e%) e, (4.39)

Para H < 0, a forca é repulsiva se o antikink esta longe da borda, somente se tornando
atrativa se o centro do antikink estiver em um ponto = > %ln (—iH ) Se a velocidade v;
cresce, o antikink tera entao mais energia para igualar ou superar a barreira de energética

que o repele. Quando a energia do antikink é igual, temos uma configuracado como a
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Figura 33 — Colisao antikink-borda ¢,(z): alguns cenérios representativos.

mostrada na figura 33b, onde o antikink fica parado rente a borda. Este estado final é

equivalente a solucao-borda <52(37) Assim, no equilibrio energético devemos ter que:
4 - -
37(v) + Elgs] = Eloy] (4.40)

com (v,) = (1 —v2)"2 L. Da equagio (4.29) temos que

Bl = 3+ 365000 (1.41)
Elds] = §+§¢32(0)3. (4.42)

1 v, é 0 mesmo v,, da referéncia [95].
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Substituindo em (4.40)

) 2 = 2B = 2 20" (1.43)
1) = 5 [B0° 0] (4.44)
v = \1- 43000~ b2(0)7]. (4.45)

Utilizando as equacoes (4.30) - (4.33) e a relacio ¢;(z) = —¢;(x), obtemos a dependéncia

explicita de v,(H) como sendo

vo(H) = 1 — 41+ H)¥2 + (1 — H)¥2 2 (4.46)

A curva v, estd inserida no diagrama de fase (figura 32) para H < 0 (linha tracejada
em preto). Os autores do estudo confirmaram que os resultados numéricos estao em bom
acordo com a previsao de v,. Assim, quando v; = v.(H) a energia do antikink viajante
chega ao topo barreira de potencial repulsivo. Se v; > v,, entdo o antikink supera a barreira
de potencial e ao colidir com a borda excita os modos internos e entao o antikink fica
sujeito a ser refletido pela borda ou ficar oscilando em um estado tipo bion. Acima da
velocidade, v,, existe ainda uma outra velocidade critica, v., a partir da qual o antikink
colide apenas uma vez com a borda sendo refletido em seguida, como ¢é o caso mostrado
na figura 33c. Observe pelas figuras 31a e b que as janelas de ressonéncia estao localizadas
no intervalo v, < v; < v.. Observe também que se o antikink colide com a borda e retorna,
sua velocidade final é, em geral, maior que v,(H). As janelas de ressonancia para H < 0
sao atribuidas ao modo vibracional do antikink viajante, uma vez que nao existem modos

vibracionais para as solugdes-borda com H < 0, conforme a figura 30.

Os autores notaram ainda uma nova caracteristica a partir das colisoes antikink-
borda. Foi observada uma janela de two-bounce de ordem zero, que nao é observada em
colisoes na linha completa [22]. Esta janela pode ser observada na figura 32 na regiao
delimitada por (H,v;) = (—0.488,0.424) a (H,v;)=(—0.135,0.203), estes pontos estao
indicados na figura através de dois quadrados brancos. A figura 34 mostra as primeiras
janelas de two-bounces observadas para H < 0 (a esquerda) e H > 0 (a direita). Em 34a,
vemos o campo na borda para uma colisdo para (H,v;) pertencentes a janela de ordem

Zero.

Na préxima secao apresentamos a primeira contribuicao original desta tese.

4.3 Espalhamento de kinks ¢° na semilinha

No capitulo 3, vimos que o estudo de colisdes no modelo ¢° nio foi redundante
laga delo ¢*. Ao invés, t ivel tra abord licaca
em relagdo ao modelo ¢*. Ao invés, tornou possivel uma outra abordagem para aplicagao

do mecanismo de troca de energia, explicando a existéncia e localizagao das janelas
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Figura 34 — Evolucéo temporal do campo na borda. A esquerda temos colisdes nas janelas
n=0,1,2 para H < 0. A direita as primeiras janelas n = 1,2,3 para H = 0,
correspondendo ao modelo ¢*.

de ressonéancia observadas naquele caso. Desta forma, torna-se oportuno a investigacao

do espalhamento de solucoes kinks do modelo ¢°® na semilinha, —co < 2 < 0, com a

borda sendo uma barreira energética estabelecida pela condicao de Neumann. Novamente,

procuramos as possiveis solugoes-borda, analisamos pertubacoes lineares e em seguida

resolvemos numericamente a equacao de movimento ¢°.

O superpotencial do modelo ¢° é:

Entao, as duas equagoes de primeira ordem sao dadas por:

d:L‘:

¢

2 14
¢ - 0"

_¢3

(4.47)

(4.48)
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Figura 35 — Modelo ¢° na linha: a) (esquerda) Kinks e antikinks regulares: ®, (x) (ver-
melho tracejado), ®o4 (x) (linha de tragos e pontos em azul), ®;_(z) (linha
em pontos pretos), ®o_(z) (linha verde ). b) (direita) Solugoes irregulares:
®3, (z) (linha tracejada em vermelho), ®,, (x) (linha de tragos e pontos em
azul), ®3_(z) (pontos em preto), &, () (linha verde).

e
do N
— =¢° — ¢. 4.49
Ceg-s (4.49)
A solucao kink conectando os minimos {0,1} é dada por:
1+ tanh(x — X,
O, () = \/ 2( ) (4.50)
E a solugdo antikink conectando os minimos {1,0} é dada por:
1 — tanh(x — X,
Doy (z) = \/ 2( )7 (4.51)

Onde X, é uma constante que define a posi¢ao do centro do kink/antikink. o antikink e
kink conectando os minimos {0, —1} e {—1,0} sdo, respectivamente, dados por: ®;_(x) =
P, (x) e Dy_(x) = =Dy (). A figura 35a mostra o perfil dessas solugdes. Temos ainda
outras quatro solugoes que sao divergentes em uma determinada posicao, v = X, e

portanto irregulares na linha. Sao elas:

By (2) — i\/l + coth2(x - X.) (4.5)

Byu(z) = i\/ 1 - coth(e = Xo) (4.53)

2
A figura 35b mostra o perfil dessas solugoes para X, = 0.

Passamos agora a considerar as solucoes do modelo ¢° na semilinha, —oco < x < 0,
incluindo a condigao de fronteira ¢,(x = 0) = H. Devido a simetria Z, do potencial,
podemos considerar somente solugbes pertencentes ao setor topologico {0,1}. Com a
restricao imposta pela condi¢ao de contorno, o X. dos estados BPS passa a ser uma funcao

do parametro H. Portanto, na semilinha, temos as solugoes dadas por:

pri(z) = \/ L+ tanhle — x(H)) (4.54)

5 ,
\/ 1 — coth[z — X, (H)]
5 :

(4.55)

par(z) =
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aos quais sao equivalentes & ¢, (z) e ®4y(x) da linha completa. A condi¢do de Neumann,

Eq. (4.1), implica que

sech?y
——=— =H 4.56
/8 — 8tanh y ’ (4.56)
th X7 —1
o - (4.57)

8+ 8coth X;

As equagodes (4.56) e (4.57) ndo possuem solugao real para H < 0. A equagao (4.56) possui
duas solugoes para o mesmo valor de H no intervalo 0 < H < H,,, com H,, = 2/ V2T.
Vamos representar essas solugoes por: Xo(H) e XO(H) com Xy < Xo. Quando H = H,,,
temos que Xy = Xo. Isto é semelhante ao que ocorre para o modelo ¢? na semilinha [95],
onde temos que ])2'0] = |Xo| e H,, = 1. A outra equacao, (4.57), possui uma tnica solugao

real que vamos representar por X;(H). O dominio dessa solugao é 0 < H < co.

Temos ainda as seguintes solugoes:

1 —tanh|x + x(H
oy (z) = \/ [2 ( )], (4.58)
1 + coth|z + X, (H
p3i(x) = \/ [ 9 1( >] (4.59)
Nesse caso, a condigdo de Neumann (4.1) resulta
_ sech’y - 0, (4.60)
V8 — 8tanh y
coth X7 — 1 . (4.61)

/8 +8coth X;

As equagoes (4.60) e (4.61) ndo possuem solugoes H > 0. A equagao (4.60) possui duas
solugoes, Xo(H) e X’O(H) no intervalo —H,, < H < 0, enquanto que a (4.61) possui apenas

uma solucao real, X, para H < 0.

A figura 36a mostra o comportamento dos pardmetros X, e X, em funcio de
|H|/H,,. A figura 36b mostra o pardmetro X; como funcao de |H|. O sinal de H vai
depender da escolha particular de uma das solugoes ¢;., i = 1...4, conforme mostramos

adiante.

Uma vez conhecidos X, Xy e X1, podemos conhecer as solugoes-borda de interesse.

Vamos classificar essas solugoes de acordo a equagao BPS de origem. Por esse critério

temos que
o) = \/1 + tanh2q; — Xo) (4.62)
bolz) = \/1 + tanhz(a: — Xo) (4.63)

by(z) = \/1 + coth2(:v + X) | (4.64)
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Figura 36 — a) As duas solugdes reais da equacéo (4.60) para x(H): Xo (linha vermelha) e
Xo (linha verde); b) Unica solugao real, X;(H), da equagao (4.61).

sao solugoes-borda para a equagdo BPS (4.48). Enquanto que

hi(x) = \/1 — tanh (x + Xo) (4.65)
bola) = \/1—tanh x—i—Xo)’ (4.66)
bol) = \/1 - coth2(a: - Xl), (4.67)

sdo solugoes-borda para a equagdo BPS (4.49). Em relacdo ao dominio de existéncia, note
que ¢1, ¢y € gz~53 sao solugoes para H > 0, enquanto que ¢31,g52 e ¢3 sao para H < 0. O
perfil das solugoes na regiao de interesse, x < 0, para determinado valor de H, é mostrado
na figura 37. Percebemos que a solucao ¢3(x) nao é regular para x < 0, e deste modo nao

sera considerada nas andlises que faremos a seguir.

A energia das solugoes-borda pode ser calculada a partir da equacao (4.11). Desta

forma, encontramos que a energia para as solugoes (4.62 - 4.63) é dada por

3 1
Elgi(z)] = 1@(0)4 - 5@'(0)2, (4.68)
onde i =1...2. Ja para as solugoes (4.65 - 4.67), a energia tem a forma
% Lol e 37
El¢i(z)] = il 5(,151'(0) - Z@(O) ; (4.69)
com i = 1...3. As equagbes (4.68) e (4.69) mostram que a energia apresenta uma

dependéncia implicita de H, que se da pelos termos ¢;(0) e ¢;(0).

Agora vamos analisar o espectro de perturbacgoes lineares das solu¢oes-borda no

#°%. Um caminho para realizar esse estudo é considerar que o kink/antikink que viaja



4.3. Espalhamento de kinks ¢° na semilinha 83

1.5

~ } } T
— — ,
— — .
b3 — 3 7
Boundary
1 - _;.-—-. . =
- -
’ ’
& %
- \('
0.5F LN
\
\ A S
N\ N
N ~
~ ~
~ ~
~ - .N ~ o
0 R
1 1 1
6 -4 2 0 2 4

Figura 37 — Perfil das solugoes estaticas satisfazendo a condi¢do de Neumann com |H| =
0.90H,,.

estd suficientemente longe da solucao-borda em = = 0 e entao resolver a equacao do tipo
Schrodinger resultante para a configuragao composta. A figura 38 mostra o potencial do
tipo Schrodinger para algumas configuragoes iniciais do par antikink-borda para diferentes
valores de H. Percebemos que o potencial é composto por duas partes: uma com um
pogo centrado em x, (o valor nas figuras é: xy = —12.50) caracterizando o kink/antikink
viajante. A segunda parte fica em torno de x = 0 e representa a influéncia da condigao
de borda. Vemos também que para w? > 4 temos os autoestados de espalhamento. Deste
modo, a possibilidade de existéncia de modos vibracionais depende da regiao em torno
da fronteira em x = 0. As figuras 38a-b mostram que para as bordas ¢, e ¢y tais modos
devem estar situados na faixa w? < 4. O potencial associado & configuracio antikink-¢; é
mostrado na figura 38c na qual vemos que estados ligados podem existir na regiao w? < 1.
A regido 1 < w? < 4 56 pode admitir estados metaestdveis, similares aos estados de reflexao
que ocorrem na linha, conforme a secio 3.4. O potencial para ®y,(z — a) + ¢o(x) — 1
¢é similar a figura 38c, levando as mesmas possibilidades para a ocorréncia de estados
vibracionais e estados metaestaveis para a solugao-borda $5. O potencial da figura 38d

mostra que nao hd possibilidade de estados vibracionais para a solucao-borda gs.

O resultado da solugdo numérica é mostrado na figura 39. Para 0 < H < H,,,
foram analisadas as solucoes ¢y(z), ¢2(x) e ¢3(z). A solucdo ¢ (z) apresenta um modo
vibracional na regido 0 < w? < 1, assim essa solucao é estavel. A solugdo-borda ¢, ()
apresenta um autoestado para w? < 0, sendo portanto instével. A solucio ég(x) nao possui

modo vibracional e é estavel.

Para —H,, < H < 0, analisamos as solucoes ¢(x) e ¢o(z). Para a solucio ¢;(z)

encontramos um autoestado na regido 0 < w? < 4, o que indica estabilidade da solucdo.
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Figura 38 — Potencial tipo-Schrodinger para as configuragdes iniciais estaticas: a) ®oy (z —
@) + 61(2), b) o (z — a) + ¢a(x), ©) By (z — ) + 1 () — 1 e d) By (z —
a) + ¢3(x) — 1. As linhas correspondem aos valores |H| = 0.05H,, (vermelha),
|H| = 0.50H,, (verde) e |H| = 0.95H,, (azul). Com a = —12.50.

Vemos que esse autoestado é metaestdvel (1 < w? < 4) para —0.90 < H/H,, < 0 passando
para a regiao de estados ligados (0 < w? < 1) quando —1 < H/H,, < —0.90. A solugéo

QEQ<$) possui trés autoestados, sendo um deles com w? < 0, o que indica instabilidade.

Podemos usar a anélise de estabilidade das solugoes-borda para verificar a estabili-
dade do método numérico utilizado. Para isso, consideramos as solugoes-borda de forma
isolada sem qualquer processo de colisdo com kink/antikink viajante. Seja &(z) uma das
solucdes-borda ¢1(x), 1 (), ¢ e dps(x). Evoluimos a equacio de movimento ¢® com as

seguintes condic¢oes iniciais:

¢(z,0) = &(x), (4.70)
¢(x,0) = 0. (4.71)

A figura 40a mostra a evolugao da solugao-borda estavel ¢; em z = 0, enquanto que a
figura 40b mostra esta mesma solucao longe da borda, em z = —50. Deixamos a equagao
de movimento evoluir até t = 500. Através desta analise, vemos que o método numérico
nao produz instabilidades significativas a ordem de precisao. O resultado obtido mostra
que, na borda, o campo escalar varia menos uma unidade em 107, a0 mesmo tempo que

longe da borda, o campo varia menos que uma unidade em 108.
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Figura 39 — Quadrado das auto-frequéncias, w?, dos modos localizados na borda em funcao
de H. As curvas sdo para as solugdes: ¢1(z) (linha em preto), ¢o(z) (linha

tracejada verde), ¢ (x) (linha em azul) e ¢o(z) (linhas vermelhas).
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Figura 40 — Aferindo a estabilidade do método através da configuragao estavel ¢;(z): a)
Evolugdo do campo na borda em z = 0, b) O campo (radiacao) longe da

borda em x = —50. Neste caso, temos H = 0.80H,,.
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Figura 41 — Aferindo numericamente a estabilidade das solugdes-borda: (a) A solugao-
borda ¢;(z) ndo muda sua forma, sendo compativel com sua estabilidade; (b)
$3(x) também ndo muda com o tempo; A solucao-borda ¢o(x), confirma ser
instavel, uma vez que muda sua forma, emitindo radiagao, conforme (¢) ou um
kink viajante como em (d), ao mesmo tempo que em x = (0, ocorre o Processo

P2 = ¢3.

O mesmo resultado foi obtido nos plots de superficie mostrados na figura 41. Para
as bordas estaveis (¢;(x), b1 (x) e ng(x)), nés nao observamos mudancas significativas
na forma do campo, como visto nas figuras 41a e 41b. A instabilidade da solucao-borda
¢o(x) é bem nitida por essa andlise. Podemos observar que para H < 0.72H,,, hd emissao
consideravel a partir da borda, como mostra a figura 41c. Para H 2 0.72H,,, vemos a
producao de um kink a partir da borda viajando para —oo, como mostra a figura 41d.
Para grandes valores de H, nao ha mais emissao de radiagdo perceptivel apos a criacao do
kink viajante. Nesse caso, vemos que a natureza da solucao-borda ¢é alterada com o tempo.

Na figura podemos observar o seguinte processo: ¢o — @5 em torno de z = 0.

A seguir vamos estudar o espalhamento de um antikink ou kink pertencentes ao
setor {0,1} com as solugdes-borda adequadas a cada caso. Para este propdésito vamos
considerar somente solugoes-borda que sejam estaveis e regulares na semilinha. Nesse

sentido, as solucoes-bordas com tais requisitos sao: ¢y (), ¢y (z) e ¢3(x).
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4.4 Espalhamento Antikink-borda

Vamos considerar o espalhamento de um antikink do setor {0,1} com uma solugao-
borda. A figura 37 mostra que um antikink deste setor pode ser conectado somente com
as bordas ¢1(x) e ¢o(x). No entanto, ja vimos que a solugao ¢;(x) é regular e estavel,
enquanto que ¢o(z) se mostrou instavel. O antikink em questao é a solugdo estatica ®o, (),
dada pela equagao (3.51). Este se torna um antikink viajante quando aplicamos um boost

de Lorentz, da seguinte forma:

1 — tanh[y(z — vt — a)]

Qo (v, x,t) = \/ i (4.72)

com v = 1/4/1 —v2. De modo que, em t = 0, o centro do antikink se encontra na posi¢ao
r = a, com a < 0. Diante disso, temos que as duas condig¢Oes iniciais para resolver a

equacao de movimento sao:

¢(x,0) = Doy(v;,2,0) £ P1(x), (4.73)
qb([L’,O) = <i>2+(vi,x,t)|t:0. (474)

O perfil inicial com o sinal de mais (menos), na equagao (4.73), é valido para H > 0
(H < 0). Devido a diversidade de resultados, nés iremos separar nossa andlise por H > 0
e H <0.

441 0<H<H,

Os principais comportamentos para esta configuragao inicial, antikink viajante
colidindo com ¢4, sdo apresentados na figura 42. Estes sao altamente sensiveis a variagoes
do par (v;, H), revelando um cenéario tipico de nao-integrabilidade, uma vez que apos
a colisdo ocorre a emissao de radiacao. E de acordo com o observado no capitulo 3,
somos induzidos a considerar que um modo interno é excitado apds a colisdo. Como ja
investigamos o espectro linear de autoestados em torno das solugoes, sabemos que esse
comportamento ¢ esperado, pois embora o antikink viajante nao possua modo vibracional,
vemos através da figura 39 que a solugao-borda em questao possui. Desta forma, esperamos
obter fenémenos com relevante contribuicdo do modo vibracional da solugao-borda. De
fato, a figura 42a mostra um estado de bion que oscila na borda. A figura 42b mostra o
fendmeno one-bounce com a borda. Ou seja, o antikink colide apenas uma vez com a borda
e em seguida é refletido com emissao de radiagao (espalhamento ineldstico). A figura 42c¢

mostra o fendmeno de two-bounce na borda.

A figura 42d mostra a producao de um kink @, (z) viajante a partir da borda.
Neste caso, o antikink inicial e o kink produzido pela borda formam um conjunto oscilatério,
de modo que, viajam armadilhados um ao outro. As figuras 42e e 42f mostram casos em

que o kink produzido ®,,(x) colide, longe da borda, uma e duas vezes, respectivamente,
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Figura 42 — Colisao do antikink ®o, () com a solu¢do-borda ¢, para 0 < H < Hp,: a) Um

estado tipo bion na borda, b) espalhamento inelastico (one-bounce) com a
borda, ¢) two-bounce com a borda, d) producao de um kink ®;(z) que forma
um estado oscilante com o antikink inicial. O kink &, (x) produzido na borda
colide com o antikink inicial em ponto longe da borda por uma vez em e) e
por duas vezes em f).
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Figura 43 — Gréfico de fase para o espalhamento do antikink ®o, () com a borda ¢1 (—¢;)
com H >0 (H < 0): estado final ¢ (0,tf), com t; = |a|/v; + 100.

com o antikink refletido. Ja estudamos esses fendomenos no capitulo 3 e podemos perceber
que o par antikink refletido com o kink produzido também sao sujeitos a um mecanismo
de troca de energia mesmo longe da borda. A atuacdo do modo vibracional na produgao
de estados bion e janelas de two-bounces pode ser observada nas figuras 42a e 42c. Nestas,
podemos observar a emissao de radiacdo entre os momentos de colisdo. Sendo importante
destacar que a frequéncia das radia¢oes diminui com o crescimento de H, confirmando o

resultado teérico obtido na figura 39 para a solugdo ¢1(x) (linha em preto).

A complexa estrutura de resultados obtidos para o espalhamento do antikink ®o, (z)
com a borda +¢;(x) é apresentada de forma panoramica através da figura 43, onde cada
ponto representa o estado final do campo na borda apds um tempo suficiente para a
evolugao total do estado. Vamos primeiramente comentar os resultados para a parte onde
H > 0. A regiao em azul representa colisoes inelasticas do antikink com a borda. Os pontos
em vermelho-alaranjado representam a criagdo de um kink viajante ®1, (z) a partir da
borda. Na figura também é possivel observar a dependéncia da estrutura de janelas de
two-bounces em relagdo ao parametro H. Tais janelas sao representas pelas listras em azul
(¢(0,tf) ~ 0) na regiao delimitada por 0 < H < 0.6H,,, v; S 0.55. A fronteira entre as

~Y

cores azul e vermelho ilustra a forma de velocidade critica v., que é a velocidade a partir
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Figura 44 — Espalhamento do antikink ®5,(x) com a solugdo borda ¢;: Velocidade critica
para one-bounces v, em funcao do parametro H.

da qual o antikink sempre vai colidir apenas uma vez com a borda (esta curva é melhor
visualizada na figura 44). Entao vemos que, assim como ocorre para a colisao na linha,
abaixo da velocidade critica para colisoes inelésticas temos as janelas de ressonancia e
estados bion. Além desses fendmenos, o diagrama de fase mostra que para grandes valores

de H, predomina o fendmeno de criagao de kink viajante na borda.

A figura 44 mostra o comportamento da velocidade critica v. em funcao do para-
metro H. Observamos que quanto maior o valor de H, maior serd o médulo da velocidade
critica. Em particular, no limite H — H,,, temos que v, — 1. Observamos também que a
curva v, versus H apresenta um ponto de inflexdo em torno de H ~ 0.6H,,, regiao que
coincide com o valor méaximo para o qual as janelas de ressonancia ainda sao observadas.
Para H 2 0.6H,,, v.(H) cresce com uma taxa maior, e predomina a emissao de kink a

partir da borda.

Agora passamos a investigar o efeito da variacdo de H sobre a estrutura das
janelas de two-bounces. Tais efeitos sao observados nas figuras 45a-45d que contém trés
curvas em funcao de v;, mostrando em que tempo ocorre a primeira, segunda e terceira
colisdo antikink-¢1(x): a curva em preto marca o tempo em que ocorre a primeira colisdo;
a vermelha o tempo da segunda e a azul o tempo da terceira colisao. Desta forma as
janelas de two-bounces estao situadas em intervalos Av; onde o tempo da terceira colisao
diverge para t — oo. Nestes graficos, observamos que quando H = 0 recuperamos os
resultados obtidos para colisdes antikink-kink do ¢° na linha (compare com a figura 26).
Notamos também que quando H cresce as janelas de ressonancia se acumulam em torno
de v; = v.(H). A partir de H ~ 0.60H,, as janelas desaparecem completamente, restando

os fendomenos de producao de kink viajante tais como mostrado nas figuras 42d-f.
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Figura 45 — Tempo em que ocorre a primeira (linha em preto), segunda (linha em vermelho)
e terceira colisao (linha em azul) do antikink com a solugao-borda em x = 0.
Os valores de H sao: (a) H = 0, (b) H = 0.2H,,, (¢) H = 0.4H,,, e (d)
H =0.5H,,.
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Figura 46 — Colisao antikink ®o, (z) com a borda ¢;: ordem da primeira janela de two-
bounces observavel em funcao de H/H,p,.
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Figura 47 — Campo escalar na borda ¢(0, ) em fun¢ao do tempo ¢ mostrando colisoes na
primeira janela visivel quando H é: (a) H = 0.1H,,, (b) H = 0.2H,, ¢ (c)
H =0.4H,,. O nimero n de pequenas oscilagoes entre os bounces é também
indicado. Em cada figura o tempo foi reescalado ¢t — ¢ — ¢ de tal forma que a
primeira colisao ocorra em t = 0.

O efeito da variacao de H também é mensurado pelo rétulo inteiro n, que aqui
tem o mesmo papel que desempenha na equagao do mecanismo de troca de energia, Eq.
(3.46). Isto é, n representa um nimero de ciclos possiveis entre as duas primeiras colisdes
na borda, vimos no capitulo 3 que n pode ser usado como um rétulo classificatério para
as janelas de ressonancias. As figuras 46 e 47 sao apropriadas para a andlise de possiveis
mudancas na distribuicao e classificacao das janelas de ressonancia. Na figura 46 vemos
que o crescimento de H reduz a ordem da primeira janela de ressonancia observada, ou
seja, o rétulo n decai & medida que H cresce. Para valores pequenos de H (H < 0.1H,,),
ja é possivel notar uma alteracao na classificagdo das janelas, como podemos ver na figura
47a para a qual n = 7 para a primeira janela observavel. Esse valor ¢ diferente de n = 11,
encontrado para H = 0, que é equivalente as colisdes do tipo KK do ¢ na linha?. Este
efeito é também percebido na comparacao entre as figuras 47b e 47c. Em 47b temos
n = 4 para H = 0.20H,,,, enquanto que em 47¢, n = 2 com H = 0.40H,,. A recuperacao
de janelas de ordem menor através do crescimento de H cobra um prego sobre a forma
das oscilacoes, presentes entre os dois grandes picos, que sao cada vez mais irregulares a
medida que H cresce. Finalmente, no tocante as janelas de ressonéncia, vemos que estas
desaparecem para H > H. ~ 0.60H,,, o que indica que o modo vibracional da borda

passa a atuar na producao de um kink viajante durante o processo de espalhamento com

2 Observe que nosso n corresponde a n — 1 na referéncia [23].
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o antikink inicial.

442 —H, <H<O0

Neste caso, o antikink viajante apresenta uma interagao repulsiva com a solucao-
borda em z = 0. Seguindo o mesmo procedimento da secao 4.2, podemos encontrar o valor
da velocidade de equilibrio energético, v,(H ), na qual o antikink nem é repelido e nem
refletido pela energia repulsiva da solucao-borda. A velocidade v; = v, é a velocidade de
equilibrio para qual o estado final é equivalente a solugao instavel g%(x) Entao, quando
v; = Uy, devemos ter E; = @ + E[—¢1] e Ef = E[¢,]. Usando as equacdes (4.68) e (4.69)

obtemos que:

v. (H) = ¢ 1= [2(61(0)2 + 32(0)2) — 3 (41(0)1 + Go(0)1) +1] (4.75)

A curva v, (H) se ajusta bem ao comportamento observado no lado esquerdo da figura 43.
Abaixo de v, o antikink viajante ndo tem energia para alcangar a borda. Para v, < v; < v,
existe um intervalo bem estreito de v; onde sao encontradas janelas de ressonancia. Para
v; > v, encontramos somente colisoes do tipo one-bounce. Uma excecao a este cenario
ocorre na faixa H < —0.25H,,, para grandes valores de v;, onde encontramos o estado final
sendo ®;_(z) (Este tltimo cendrio corresponde & regiao verde no canto superior esquerdo
da Fig. 43).

A figura 48 mostra alguns resultados representativos para a colisao antikink com
a borda ¢, para H < 0: em a) o antikink ndo consegue se aproximar da borda devido
a interacdo repulsiva, b) espalhamento com two-bounce, c) colisao do tipo one-bounce,
e em d) o estado final do campo escalar acessa o outro setor topologico. A figura 49
mostra o modulo da velocidade final do antikink e, através desta, notamos a existéncia de
janelas de ressonancia. De fato, a condi¢ao de ressonancia s é atendida em um estreito
intervalo de velocidades v; (por isso sdo quase imperceptiveis no lado esquerdo da figura
43). Na figura 49, a linha tracejada representa o valor vy = v; (em moédulo) e a linha em
trago-ponto indica o valor da velocidade v, (H) para o H indicado em cada caso. Em todos
0s cenarios com v; < v, 0 antikink nao alcanca a borda e retorna com a mesma velocidade.
Aumentando ligeiramente v; acima de v, encontramos a regiao estreita de existéncia de
two-bounces. Na regiao central observamos a velocidade final nas janelas de ressonéncia,
que sao casos como o da figura 49b. Aumentando ainda mais v;, entramos na regiao de
one-bounces, quando o antikink tem energia suficiente para superar a repulsao da borda e
colidir uma vez, sendo refletido em seguida. Assim como acontece para a intera¢ao com
borda no modelo ¢*, a velocidade final nas janelas de ressonancia é sempre maior que .
Contudo, quando v; supera a velocidade critica para one-bounces (v; > v.), a velocidade
final é um pouco maior que v,, isso é o oposto ao observado na interacao para o modelo

¢*, como observamos nas figuras 31a-b.
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a)v=0.4 H=-0.4H b) v,=0.41263 H=-0.4H
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Figura 48 — Colisao do antikink ®oy com H < 0. a) Para v; < v, o antikink nao tem
energia suficiente para alcancar a borda, b) two-bounce na regiao v, < v; < v,
¢) one-bounce para v; > v, , d) quando v; > v. e com grandes valores de H o
campo escalar acessa o outro setor topologico do potencial. Compare com a
figura 43.

E importante observar que para H < 0, na interacao com borda do ¢*, a solucio-
borda nao apresenta modo vibracional enquanto que o antikink viajante, daquele caso,
apresenta. No setor que estamos analisando do ¢%, o antikink viajante nao apresenta modo
vibracional, enquanto que a solucao-borda apresenta um, conforme a figura 39. Para ambos
¢* e ¢° a borda decai para uma configuracio instével g52 quando v; é igual ou ligeiramente

maior que v,.

4.5 Espalhamento kink-Borda

Agora vamos considerar o cenario em que um kink viaja em direcao a borda. O
kink, neste caso, é a solucao estatica 14 dada pela equagao (3.50). Quando este kink viaja
com velocidade v; em dire¢ao a borda, estando o seu centro em = = a (a < 0) no tempo

t = 0, podemos expressa-lo da seguinte forma:

1+ tanh(y(z — vit — a))
5 :

Oy (v, x,t) = \/ (4.76)
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Figura 49 — Velocidade final do antikink ®o,. a) H = —0.05H,, b) H = —0.20H,, ¢)
H = —-0.30H,, e d) H=—0.40H,,. As linhas tracejadas representam vy = v;
e as linhas em traco-ponto indicam o valor de v,(H) de acordo com a equagao

(4.75).

A figura 37 mostra que este kink somente pode ser conectado com as solugoes gzgl(x) e
ég(ﬂf) A seguir, estudamos separadamente o espalhamento kink-borda para estas duas

configuragoes.

45.1 Espalhamento kink-borda ggl

Para esta solucao temos que —H,, < H < 0. Assim, as condigbes iniciais sao:

d(x,0) = O (v;,2,0) + ¢y (z) — 1, (4.77)
é(x,O) = ¢)1+(Ui,9€,t)|t=0- (4.78)

com a = —12.50.

A figura 50 mostra diferentes aspectos encontrados para esta configuracao inicial.
O principal resultado é a mudanga de setor topoldgico na borda, sendo que o estado final
da colisao é um antikink do tipo ®;_. Vemos ainda que a prépria borda também muda sua
configuragao, decaindo para uma outra configuracao de borda, a ( —q~53). Deste modo, temos

o seguinte processo ®1, + ¢1 — ®1_ + (—¢3). Note que o estado final da borda, (—¢3),

nao possui modo vibracional, assim, a auséncia de fenomenos de ressonancia é esperada.

A figura 51 mostra o médulo da velocidade final vy do antikink produzido em funcao da
velocidade inicial do kink ®,,, apresentando um interessante padrao que se modifica com a
varigdo e H. Outro efeito interessante para esta configuracao é o surgimento de oscilagoes

localizadas que viajam a partir da borda para —oo, como mostrado na figura 50c. Este

0.4178
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Figura 50 — Colisao do kink ®;, com a borda $1 para valores de v; e H, mostrando:
mudanca de setor topolégico com a producao de um antikink ®,_; producao
de uma oscilagao localizada em c) e d).

efeito surge para |H| ~ 0.70H,, e se torna mais evidente para |H| > 0.90H,,. A oscilagdo
localizada ocorre em torno do estado fundamental ¢ = 0, se a sua velocidade for maior
que a do antikink produzido, como mostra a figura 50c; ou também ocorre em torno de

= —1 se sua velocidade for menor ou igual que a vy do antikink, conforme a figura 50d.
gual q f g

4.5.2 Espalhamento kink-borda ég

Para esta solugao, temos que 0 < H < oco. No entanto, para efeitos de comparagao,
iremos limitar nosso estudo ao intervalo 0 < H < H,,. Seguindo o mesmo roteiro das
configuragoes ja estudadas, temos que as condigoes iniciais para o espalhamento kink-borda
gz~53 Sa0:

¢(x,0) = @y, (v,2,0) + g3(z) — 1, (4.79)
O(,0) = iy (i, )]0 (4.80)

com a = —12.50.

Neste caso a solugao-borda novamente exibe uma interagao repulsiva sobre o kink

viajante. A figura 52 mostra o processo de colisao para alguns valores representativos de v;
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Figura 51 — Médulo da velocidade final do antikink produzido ®;_ em funcdo de |H|/H,,
para: a) v; = 0.05 b) v; =0.20 ¢) v; = 0.50 d) v; = 0.80.

e H, mostrando os principais comportamentos para a dinadmica dessa configuracao. Neste
cendario, novamente se faz necessario a construcao de um diagrama de fase (H,v;) com o
proposito de obter uma visao panoramica de como estes fendmenos estao distribuidos. O
diagrama, apresentado na figura 53, mostra o valor do campo na borda apos a colisdo em um
tempo suficiente para o sistema definir o seu estado final, ou seja, ¢(z = 0,t = |a|/v; +100).
Como em casos anteriores, temos que, para baixos valores de velocidade v;, a energia
cinética do kink nao é suficiente para superar a repulsao da borda ég. Nesta situacao o
kink ¢é repelido sem tocar na borda e retorna com a mesma velocidade, como mostra a
figura 52a. De forma semelhante ao que ocorre no espalhamento antikink-borda no ¢* e ¢°
para H < 0, na configuracao kink-borda ¢s do modelo ¢%, também podemos calcular a
velocidade v, (H ), para qual a energia cinética do kink se torna igual a energia repulsiva
nas proximidades da borda, conforme mostra a figura 52b. O estado final, nesse caso, é
uma configuragdo instével equivalente & solu¢ao borda ¢s(x). Vemos que a energia inicial

¢ dada por:

B, = 17(v2) + Blgs], (4.81)

sendo composta pela energia cinética do kink mais a energia da solugao-borda ég(x)

Quando v; = v, a energia da configuragao final é: E; = E[¢,]. Pela igualdade E; = Ey,
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Figura 52 — Colisao do kink ®;, com a borda b3, mostrando: em a) um retorno quasi-
elastico b) kink na configuracao de equilibrio ¢) emissdao de radiagdo pela
borda instavel ¢, d) Colisao tipica da regiao em laranja da figura 53 e) Colisao
inelastica f) Estado final em grandes valores de H.

obtemos que:

= J 1 [362 (0)* + 305 (0)* — 260 (0)* — 245 (0)* — 1], (4.82)

sendo que a dependéncia por H se d4 através das solucoes-borda ¢5(0) e ¢3(0), conforme
as equagoes (4.68) e (4.69). A curva v,(H) estd incluida na figura 53 (linha verde tracejada).
Este resultado é importante porque se trata de uma previsao tedrica sendo confirmada
com grande precisao através das nossas solu¢oes numéricas. Aumentando a velocidade, de
forma que v; > v,(H), encontramos uma regiao intermedidria onde observamos que o kink
supera a forga repulsiva da borda, colide com ela e é absorvido para um estado irradiante
com o padrao da solugao instével ¢o. Na figura 52c¢ apresentamos uma colisdo nesta regiao

intermediaria. Em suma, temos que o processo de espalhamento para a regiao intermediaria
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Figura 53 — Colisao do kink ®;, com a borda ¢3 para H > 0: Estado final do campo
escalar ¢ (0,ty), com t; = % + 100. A linha verde em tragos é a curva v,(H)
dada pela equagao (4.82).

é: Oy + 3 — b9, que corresponde A regido central em azul da figura 53. Fixando H
em torno de H = 0.40H,,, e aumentando v; acima da regiao intermediaria, encontramos
uma regiao onde as colisdes sao do tipo mostrado na figura 52d, sendo que nesse caso,
a natureza da borda inicial, (53, nao é modificada. Este tipo de colisdo corresponde a
regiao em vermelho da parte superior da figura 53. Aumentando ainda mais a velocidade
v;, encontramos a configuracao mostrada na figura 52e, que mostra a mudanca de setor
topolégico na borda e a producao de um antikink do tipo ®;_. Este fendmeno é encontrado
na regiao amarela, na parte superior do diagrama de fase. Para grandes valores de H,
vemos que a possibilidade de mudanca de setor na borda diminui. Vemos também que as
colisoes nessa regiao superior sao como a mostrada na figura 52f onde a borda oscila em

torno do estado fundamental ¢ = 1.

Observe que nesse caso nao foram observados fenémenos de ressonancia na borda.
Isso esta de acordo com os nossos resultados para a andlise por perturbagoes lineares,
uma vez que, a solucdo-borda ¢; possui autoestados, para w? > 0, somente na regiao
do continuo. Chama a nossa atenc¢ao as constantes mudangas espontaneas do tipo de

solugao-borda apos a colisdo, por exemplo, na regiao intermediaria e depois na regiao em
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amarelo da figura 53.

Neste capitulo estudamos o espalhamento de um antikink na semilinha com condicao
de contorno de Neumann para ambos os modelos ¢* e ¢%. As principais caracteristicas do
espalhamento no modelo ¢* podem ser observadas a partir do diagrama de fase, figura
32. Para o modelo ¢°, devido ao maior nimero de solucoes kink, sao necessarios dois
diagramas (figuras 43 e 53). Comparando os digramas de fase, podemos demarcar algumas
importantes semelhangas e diferencas entre estes dois casos. O diagrama relativo a teoria
¢* mostra que nao é possivel demarcar uma curva para a velocidade critica para a regiao
de one-bounce. J4 na colisdo antikink-¢, do modelo ¢°, é possivel notar a existéncia da
referida curva para H > 0. Uma semelhanga recorrente entre os dois modelos se apresenta
no espalhamento quase inelastico pela borda repulsiva. Em ambos os modelos encontramos
uma velocidade v, (H) através de argumentos de conservacao da energia. Vimos que a
curva teorica, v, (H), corrobora com a precisao de nossos resultados numéricos. Uma outra
semelhanca entre os dois modelos é a modificagdo da estrutura de janelas de escape, que

possibilita notar a presenga de janelas de escape ausentes para o espalhamento na linha.

Uma observacao importante diz respeito a carga topoldgica na semilinha. Colisoes
na linha, como as vistas no capitulo 3, conservam a carga topoldgica, pois para uma
configuragao coletiva do tipo kink-antikink, vemos que Q = 0 antes e depois da colisao.
Na semilinha, para cada condi¢cao de Neumann, existem pelo menos duas configuragoes
possiveis para o campo no entorno da borda. Assim, durante a evolucao, o campo pode
alternar entre estas configuracoes desde que continue satisfazendo a condi¢ao de Neumann
inicial. Nos cenarios das figuras 42d-f a borda ¢ () — @3(x) apds a colisdo. Nesses cendrios,
do momento inicial até a colisao, a carga topoldgica se conserva para a configuracao
antikink-¢1(x). Apds a colisdo, a carga topoldgica é conservada para a outra configuragao,
antikink-ps ().
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5 Criacao de Pares Kink-Antikink e Ondas

Solitarias em um Modelo duplo sine-Gordon

A teoria conhecida como duplo sine-Gordon (DSG) tem sido alvo de diversas
investigagoes que envolvem descricao de fenomenos na matéria condensada, as propriedades
de suas solugoes tipo kink e o espalhamento destas. Trata-se de uma teoria que em geral
transita entre descrever estados tipicos de modelos completamente integraveis e estados de
modelos nao integraveis. Na teoria DSG os minimos de energia sao separados, de forma
periodica, por barreiras de potencial nao equivalentes, o que faz com que as equagoes
de movimento resulte em soluc¢oes kinks com diferentes propriedades e estrutura interna.
Entre algumas aplicagoes encontradas na literatura podemos citar a descricao da dinadmica
de spins em um superfluido *He na fase B [30,109-111], propriedades de pulsos 6ticos ultra
curtos em um meio degenerado [112] e excita¢oes nao lineares em uma cadeia compressivel
de dipolos XY sob condigbes de acoplamento piezoelétrico [113]. Propriedades das solugoes
kinks na teoria DSG tais como: perturbacoes lineares, modos vibracionais internos e
métodos analiticos sdo encontrados nos seguintes estudos [114-121]. H4 também vérios
trabalhos em que se estuda a colisdo de kinks na teoria DSG [122-133]. A seguir, analisamos
um particular caso da teoria duplo sine-Gordon, analisando as principais propriedades das
solugoes kinks para em seguida estudar o processo de colisdao. Os resultados e conclusoes

obtidas foram publicados no artigo [134].

5.1 Modelo

Vamos considerar a agdo com dindmica padrao em (1, 1) dimensoes em um espago-

tempo de Minkowski

1
S = / dtdz <2aﬂaﬂ¢ _ V(¢)>. (5.1)

O potencial duplo sine-Gordon é dado por
V(p) = L[COSQ(V(ﬁ) — a?sin®(vg))? (5.2)

20212 ' '
Em nosso estudo vamos considerar o seguinte potencial [121]
2

V(o) =1 r(cos(qﬁ) +r), (5.3)

que depende de um tinico parametro r, no seguinte intervalo, 0 < r < 1. Este potencial ¢ um
caso particular do potencial (5.2), com a = \/(1 —r)/(1+r),v=1/2e A= +1—1r [121].
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V(¢)

Figura 54 — Potencial V(¢) dado pela equagao (5.3) para: = 0.1 (linha em azul), r = 0.5
(vermelho em tragos), r = 0.9 (preto em pontos).

A forma do potencial é mostrada na figura 54 para alguns valores de r. Note que, como
esperado em uma teoria duplo sine-Gordon, os minimos sao separados por grandes e
pequenas barreiras. Seguindo a convencao da literatura vamos chamar as solugdes que
interpolam entre dois minimos separados por uma grande barreira de large kink/antikink.
As solugdes que interpolam entre minimos adjacentes separados pelas barreiras menores
chamaremos de small kink/antikink. Para r — 0, o potencial recupera o modelo integréavel
sine-Gordon. No caso de small kinks, o crescimento de r reduz a altura da barreira bem
como o intervalo de interpolacao. Para large kinks o crescimento de r aumenta a barreira e
o intervalo de interpolacao. Desta forma, quando r — 1, o potencial vai a zero em ¢ = +7,
sendo muito préoximo de zero também no entorno destes pontos. Em consequéncia, para

altos valores de r, temos que Vy(¢ = £m) — 0 e Vyy(¢p = £m) — 0.

A principal motivagao do potencial dado pela equagao (5.3) é a sua dependéncia
de um tunico parametro: se r é pequeno, podemos entao explorar a vizinhanca do modelo
sine-Gordon [121]. N6s iremos considerar este potencial no intervalo 0 < r < 1, explorando

as principais propriedades no espalhamento de large e small kinks.

A equacao de movimento é dada por

*¢  9*¢ dV(¢)
o2 o2 T do

—0, (5.4)

e as solugoes estaticas ¢g(x) tipo kink/antikink sdo tais que conectam dois minimos
adjacentes do potencial e minimizam a energia. Perturbando linearmente essas solugoes
na forma ¢(x,t) = ¢s(z) + n(x) cos(wt), chegamos ao problema de autoestados para uma

equacao de Schrodinger

d*n(x)
dx?
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(%)

Figura 55 — (a) Solucdes large kink ¢k (x) e (b) o correspondente potencial tipo Schrodinger
Vien(z). Em ambas figuras r = 0.1 (em azul), r = 0.5 (vermelho em tragos),
r = 0.9 (preto em pontos).

com Vien(z) = Vye(ps(x)). Vimos que o estudo do potencial de Schrédinger para pertur-
bagoes lineares tem um papel fundamental para uma elucidagao coerente das estruturas

observadas em colisOes entre kinks.

As solugdes large kinks sao dadas por [121]

¢ (r) = 2arctan [ 1 T tanh(zv1 — r)} : (5.6)

—T

e as solugdes large antikinks sao dadas por ¢t (z) = ¢l (—z). A figura 55a mostra o
perfil estatico das solucoes large kinks para alguns valores do parametro r. Essas solu¢oes
conectam os minimos +¢,, com ¢, = —7 + arccos(r). O aumento de r contribui para
o crescimento dos limites assintéticos do large kink. A figura 55b mostra o potencial de
Schrodinger, Vi (), associado as perturbagoes em torno de um large kink para alguns
valores de r. Para » — 0, temos um minimo central em torno de z = 0 e V4, = 4 para
x — oo, correspondendo a um modelo sine-Gordon. A solugao da equagao de autoestados
revela que large kinks nao apresentam modo vibracional interno, apenas o modo zero é
encontrado para valores de w? abaixo da regido continua de autoestados. Vemos que o
crescimento de r reduz os valores assintoticos do potencial. Em particular, para r — 1,
temos que Vi, = 0 em 2 — £o0. Isto estd em acordo com Vy,(¢p = £7) = 0 para r — 1,
como j& mencionamos. A medida que r cresce, Vi [dh ()] vai assumindo a forma de um
vulcdo. E conhecido que potenciais de perturbacoes lineares com a forma de vulcdo nao
suportam modos normais de vibragdo (veja, por exemplo, os trabalhos [24,25]). Assim,
para 0 < r < 1 nao hd modos vibracionais, mas somente um modo de translacao, seguido

por um continuo de estados em w?, correspondendo ao valor assintético de Vg, (7).

As solugoes small kinks sao dadas por [121]
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Figura 56 — (a) Solugbes small kinks ¢5.(x) e (b) o correspondente potencial do tipo
Schrodinger Vien(z). 7 = 0.1 (em azul), » = 0.5 (vermelho em tragos), r = 0.9
(preto em pontos).

(] 0.2 04 06 0.8 1
r
Figura 57 — Frequéncia do modo vibracional w? associado ao small kink em funcao de r
(linha em azul). A linha em preto tracejado indica o inicio do continuo de
estados para cada r.

¢ () = m+ 2arctan [\/ 1 _T_ : tanh(zv/1 — 7“)] , (5.7)

sendo os correspondentes antikinks dados por ¢%.(r) = ¢%(—x). A figura 56a mostra o
perfil de solugoes small kinks para alguns valores de r. Essas solu¢oes conectam os minimos
¢, = m Earccos(r). Com o crescimento do parametro r, esses minimos se aproximam de 7

de modo que, no limite r — 1, a solucao small kink desaparece.

A figura 56b mostra o potencial tipo Schrodinger Vi, (z) associado ao small
kink para alguns valores de r. A mesma estrutura é obtida para as solugoes antikinks
¢%(x). Observamos que o crescimento de r reduz a profundidade do pogo de potencial
e também reduz o valor assintético que indica o inicio do continuo de estados. Nos
investigamos numericamente a existéncia de autoestados para o problema quantico de
pequenas perturbagoes variando o parametro r. O resultado é apresentado na figura 57,

que mostra a existéncia de um modo vibracional dependente de r.

Até aqui ja apresentamos as solugoes estaticas e estudamos o espectro de pertuba-
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Figura 58 — Energia Fy, do large kink (vermelho), energia Egs do small kink (azul) e a
diferenga Ap = E, — Eg (verde) em funcao de r.

¢oes lineares das mesmas. Outro passo importante é o conhecimento da energia dessas
solugoes. Para um mesmo valor de r, temos que a energia dos large kinks é maior que
a dos small kinks. Large kinks que conectam os minimos —m + £(r) e m — &(r), com

&(r) = arccos(r), tém energia dada por [121]

~—

r

E; — AT =+ (5.8)

+zn

1+

enquanto que um small kink interpolando entre os minimos 7 —§(r) e m+£(r) tem energia

T a0 (5.9)

1+

<

A figura 58 mostra os comportamentos de E;, Es e a diferenca E;, — Es em funcao de
r. A partir da figura, e também das equagoes (5.8) e (5.9), notamos que a diferenca

Agp = E;, — Eg é monotonicamente crescente com r.

Agora que ja conhecemos as principais propriedades das solucdes ¢k () e ¢% (),
vamos estudar o processo de espalhamento dessas solugoes. Para isso, vamos resolver a
equacao de movimento discretizando a derivada espacial em diferencas finitas centrais e

realizando a evolucao temporal por integracao simplética. As condigoes iniciais sao:

o(z,0) = ox(z+x0,v,0) — dx(x — 29, —0,0) — D, (5.10)
é(x,O) = gz.SK(x—i—xo,v,O) —gz'ﬁK(x—a:O,—v,O), (5.11)

onde ¢k (x,t) = ¢s(y(x — vt)) representa uma solugao estatica viajante (podendo ser
B () ou ¢ (), com v = (1 —v?)~Y2 e ¢, sendo um adequado minimo de V().

Por razoes didaticas, a seguir vamos discutir separadamente as colisoes entre large

kinks e small kinks.
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Figura 59 — Colisao do tipo large kink-antikink (esquerda) e a imagem do campo escalar
no tltimo tempo de simulagao em fungao de = (direita). Com v = 0.1 para
(a), (b) e v = 0.8 para (c), (d) . Em todas as figuras r = 0.4.

5.2 Colisao entre Large kinks

Para todos os valores de 0 < r < 1 nossos resultados mostram uma mudanca de
setor topoldgico no estado final da colisao. Para r = 0.10, o estado final é um par do
tipo small antikink-kink (nesta ordem), ou seja, no estado inicial o kink e o antikink se
aproximam um do outro, colidem uma vez e depois se afastam, interpolando em outro
setor topologico da teoria, sendo agora um par de small antikink-kink. O par de small
antikink-kink resultante viaja envolvido em pequenas oscilagoes existentes em torno do
novo estado fundamental. Para investigar essas oscilagbes internas, consideremos um valor
maior, 7 = 0.40, para o parametro da teoria. Nas figuras 59a e 59c, os graficos mostram
colisoes do tipo kink-antikink para v = 0.10 e v = 0.80 respectivamente, sendo as figuras
59b e 59d um recorte com a imagem do campo escalar no dltimo instante de tempo da
simulacao, em func¢ao de x. Primeiramente, observamos que a velocidade do par resultante
¢ maior que a velocidade do par inicial. O motivo para isto é a diferenca de energia entre
large e small kinks. Quando o par inicial, formado por large kinks (que tém maior energia
que os small kinks, conforme a figura 58), é convertido em um par de small antikink-kink, a
energia cinética deve crescer para que exista conservacao da energia entre os estados inicial
e final. Por esse aspecto, concluimos que nesses casos a energia em forma de radiagdo nao
é significativa nas escalas de tempo que estamos considerando. Veja pelos recortes a direita

que a radiacao se concentra dentro dos limites do par resultante.

Destacamos ainda que: i) mais pares do tipo small antikink-kink (K-K) podem
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Figura 60 — Colisao do tipo large kink-antikink para r = 0.65 com v = (0.3, mostrando
a producao de dois pares estreitos de small K-K e a propagacao de duas
oscilagoes localizadas.

ser formados no estado final, mas somente um desses pares, o mais externo, tera radiacao
limitada por suas bordas, e ii) podem surgir oscila¢oes que viajam de forma localizada.
Como exemplo dessa segunda observacao temos a figura 60 onde v = 0.30 e r = 0.65.
Vemos a producao de dois pares de small K-K depois da colisdo, mas também observamos
duas oscilagoes localizadas se propagando de forma harmonica e com longo tempo de
vida. Isto sugere que deve existir uma conexao entre a formacao de pares de small kinks e
oscilagoes solitarias. Esta conexao foi também observada no estudo [135] onde os autores
afirmam que a colisao entre dois trens de ondas idénticos e sua interacao com a oscilacao

formada no centro, devido aos modos internos, faz surgir um par kink-antikink.

Também observamos que a produgao de novos pares ¢ mais sensivel a variacao
do parametro r que da velocidade v com a qual o kink e antikink se aproximam antes
da colisao. Por exemplo, nas figuras 61la-b onde r = 0.6, podemos notar a formacao
de trés pares de antikink-kink depois da colisdo: dois pares sao estreitos e um largo. O
crescimento do pardmetro r favorece a producéo de mais pares small K-K, como pode ser
notado nas figuras 61c-d, onde agora r = 0.70. Neste caso temos quatro pares formados
apos a colisao. Outra propriedade dos estados finais é que para um mesmo r o par mais
externo é sempre o mais estreito, e quanto maior for o valor de r mais estreito sera o
par mais externo (compare as figuras 61a e 61c). Os diagramas de fase (r,v), figura 62,
nos permitem visualizar de forma ampla a influéncia do parametro r para a existéncia
dos fenomenos reportados acima. Na figura 62a temos o estado final do campo escalar
em um tempo suficientemente grande apods a colisdo entre as solugoes large. Notamos
um padrao de alternancia, que na figura se da entre as cores amarelo e vermelho. Em
termos de fendmenos, cada mudanca de cor na figura 62a representa a criagdo de um par
adicional de small antikink-kink. Por exemplo, vemos que a primeira regiao em amarelo

corresponde & criagdo de um par de small K-K (figuras 59a e 59c), a faixa seguinte, no
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Figura 61 — Colisao do tipo large kink-antikink (esquerda) com o quadro da tltima simu-
lagao em fungao de z (direita). Em a) e b) r = 0.6, v = 0.8, com a produgao
de trés pares de small antikink-kink. Em ¢) e d) r = 0.7, v = 0.74, resultando
na producao de quatro pares de small antikink-kink.
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Figura 62 — Gréficos de fase para colisoes do tipo large kink-antikink: a) (esquerda) o
estado final do campo escalar ¢(z = 0,ty), com t; = xo/v + 100, b) (direita)
numero de ondas solitarias produzidas apds a colisao.
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Figura 63 — Colisao large kink-antikink mostrando: a) a produgao de um novo par de large
antikink-kink em outro setor topoldgico. b) perfil do campo escalar em z = 0.
Nesta figura » = 0.85 e v = 0.90.

sentindo crescente de r, em vermelho corresponde a criagdo de dois pares extras de small
K-K. A adicdo de pares extras continua a cada mudanca de cor na figura. Isso comprova
que grandes valores de r favorecem a criacao de pares small antikink-kink. A regidao em
azul, canto superior direito da figura 62a, indica um interessante fendmeno observado
para velocidades ultra-relativisticas com o parametro r proximo de 1. Este fenomeno é a
transformacao de par inicial de large kink-antikink em outro par large antikink-kink do
setor topoldgico adjacente. Essa transformacao exige uma alta energia inicial. As figuras
63a-b mostram essa transformacéo. Vemos que depois da interacio, o novo par large K-K

em outro setor topologico.

No diagrama 62b vemos o niimero de ondas solitarias viajantes produzidas apés o
processo de colisao large K-IK. Para pequenos valores de r tais ondas nio sao observadas.
Com o crescimento de r observamos que a criagdo das ondas solitarias ocorre em algumas
faixas de intervalo que estao situadas em paralelo as transi¢coes de regides descritas na
figura 62a. Por exemplo, a figura 62b mostra, na regiao 0.4 < r < 0.5, uma onda solitéria
em x = 0, e para r ~ 0.5, duas ondas solitarias. Este valor de r esta situado exatamente na
transicao da regiao de criagdo de um par para a regiao de criagao de dois pares da figura
62a. O mesmo se aplica a regiao 0.62 < r < 0.65, onde temos a criacdo de duas ondas
solitarias. Este valor de r, por sua vez, fica na regiao de transicao da formacao de dois e
trés pares de small antikink-kink. Isto comprova que na colisao large kink-antikink, existe
uma conexao direta entre a criagdo de ondas solitarias e o surgimento de pares adicionais
de small antikink-kink. A figura 62b mostra ainda que para valores maiores de r, as regioes
de transicao para formacao de ondas solitarias adquirem um aspecto cadtico. Observamos
também que para ambos r e v grandes nao hé mais a criacao de ondas solitarias, como
era de se esperar, uma vez que essa regiao corresponde a transformacao de um par inicial
de large kink-antikink em um par final do tipo large antikink-kink no setor topoldgico

adjacente.

Comparando as figuras 59 e 61, vemos que quando hé apenas um par K-K produzido
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Figura 64 — Valor médio da largura do par mais externo de small antikink-kink em funcao
de r.

(como na figura 59) este par nao irradia, enquanto que quando temos a formacao de trés
ou quatro pares (figura 61), somente o par mais externo nao irradia. No primeiro caso,
temos um par de grande espessura, enquanto que no segundo caso, um par estreito. Isto
indica que a espessura do par criado nao é um aspecto determinante para a auséncia de
radiacao. No entanto, uma vez que pares mais estreitos, que nao emitem radiacao, sao
mais compativeis para a descricao de particulas, nés investigamos algumas propriedades
relacionadas & espessura e a radiacio no ponto médio do par mais externo de small K-K.
A figura 64 mostra o valor médio da largura do par mais externo em func¢ao de r. Quanto
maior for 7, mais estreito se torna o par mais externo. Isto esta em acordo como o observado

nas figuras 61a e 61c para as quais r = 0.60 e r = 0.70 respectivamente.

Passamos agora a analisar caracteristicas em torno do par mais externo, em
particular, analisamos as oscilagbes presentes no centro do par mais externo (veja as Figs.
61-b e d). As figuras 65a-c apresentam a transformada de Fourier para uma velocidade
especifica, variando r. As frequéncias que estao abaixo do continuo de estados indicam que
o par nao irradia. Para o valor r = 0.50 nés temos duas frequéncias na regiao de estados
ligados para small kinks (figura 65a), e entdo notamos um decaimento na frequéncia com
o crescimento de r. Ainda, uma terceira frequéncia surge para r 2 0.623 (figura 65b).
Esta regido coincide com o aumento no nimero de pares de small K-K criados. Este
comportamento nao depende da velocidade, ja que também realizamos simulacoes para
um valor menor da velocidade, obtendo o mesmo padrao. A figura 66 agrega graficos como
os das figuras 65a-c, exibindo assim um panorama mais geral em termos de r. Observe que
ha um decaimento das frequéncias com o crescimento de r, e que as frequéncias principais
estao sempre abaixo do limite do continuo de estados. Além disso, as frequéncias também
estao, em geral, abaixo do modo vibracional (linha em pontos), com excegao das regioes
especificas r ~ 0.5 e 7 ~ 0.64, que sao respectivamente proximas a regiao de transicao

para a formagdo de duas ondas solitarias apds a colisao.
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Figura 65 — Colisao large kink-antikink: Transformada de Fourier para a oscilacao pre-
sente no centro do par mais estreito de small antikink-kink. Os sinais foram
considerados no intervalo de tempo 100 < ¢ < 800. Em todos os casos, temos
que v = 0.25. As linhas tracejadas correspondem ao limite para o continuo,
enquanto que as linhas em pontos ao modo vibracional.
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Figura 66 — Colisao large kink-antikink: transformada de Fourier no centro do par mais
estreito. Em todos os pontos, temos que v = 0.25. A linha branca em tragos
corresponde ao limite para o continuo. A linha branca em pontos corresponde
ao modo vibracional.
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Figura 67 — Colisao large kink-antikink: (a) transformada de Fourier para uma das osci-
lagoes presentes na figura 60 no intervalo de tempo 100 < ¢t < 800. A linha
tracejada corresponde ao limite para o continuo de estados. b) Perfil das
oscilagoes presentes na figura 60 até o tempo ¢t = 5000.

Nés também analisamos alguns aspectos das ondas solitarias. A figura 67a mostra
a transformada de Fourier para uma das ondas solitarias observadas na figura 60. Notamos
que frequéncia principal fica na regiao dos autoestados vibracionais com um segundo pico
de frequéncia, de menor intensidade, na regiao do continuo. A amplitude dessas oscilagoes
decai linearmente, como mostra figura 67b, o que indica que a onda segue a descri¢ao de
Manton-Merabet [136].

5.3 Colisao entre small kinks

O cenario para colisdes do tipo small kink-antikink é melhor compreendido em
termo das velocidades v, (r) e v.(r). Aqui, v.(r) é a velocidade a partir da qual uma colisdo
de small K-K, sempre resulta em um par de large K-K do setor topolégico adjacente. Ja
ve(r) é a velocidade critica para one-bounce. A figura 68 mostra as velocidades v, e v, em
funcao de r. Note que v.(r) é monotonicamente crescente, tendendo a velocidade limite
quando r =~ 0.38, e indo a zero quando r — 0. Isto faz sentido, uma vez que no limite
r &~ (0, recupera-se o modelo sine-Gordon no qual o kink passa pelo antikink mudando de

setor topologico.

Colisoes para pequenos valores de r e com v > v, resultam em um estado final do
tipo large antikink-kink, como mostra a figura 69a. Note, a partir da figura, que a velocidade
do large kink final é menor que a velocidade do small kink inicial. Isto, novamente, esta
relacionado com a diferenca de energia entre large e small kinks para um dado valor de
r. Outra observagao é que o par final emite radiagao. A figura 69b mostra o recorte do
campo ¢(0,t) em funcao de ¢t. Podemos entao ver que no momento da colisdo a regiao
central vai para o outro setor topolégico. Na figura 70a mostramos a evolucao da oscilacao
presente no estado final da figura 69b, separando o sinal do campo, ¢(0,t), no seguinte

intervalo: 200 < ¢t < 5000. A transformada de Fourier para esse sinal é apresentada na
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Figura 68 — Colisao small kink-antikink: velocidades v, e v. em funcao do parametro r.

Para v > v, acontece uma mudanca de setor topoldgico com a produgao

de um par de large antikink-kink. Para v. < v < v, observamos colisoes do

tipo one-bounce e para v < v. podemos observar a estrutura de janelas de

ressonancia.
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Figura 69 — Colisao do tipo small kink-antikink, mostrando: a) mudanga de setor topolégico
com a produgdo de um par de large antikink-kink. b) Um recorte do campo
escalar em xr = 0, mostrando uma oscilacdo. Em ambas as figuras temos
r=01ev=038.

figura 70b, que mostra que as oscilagoes estao na regiao do continuo de frequéncias para
large kinks. A amplitude A(t) dessa oscilagao segue um decaimento na forma |dA/dt| oc A3

sendo, portanto, compativel com Manton-Merabet [136].

Para v < v, as colisoes entre small kink-antikink nao mais resultam em mudancas
de setor topologico. Nesse caso existem algumas possibilidades: i) para v. < v < v, a
colisao ¢ inelastica, do tipo one-bounce, com produgao de pequenas radiagoes no interior
do par resultante. Um caso representativo dessa regiao é apresentado na figura 71a e seu
recorte em = = 0, apresentado na figura 71b. Esta é, portanto, uma tipica colisao do tipo
one-bounce, ii) para v < v. a colisdo pode resultar em estados tipo bion (figura 72) ou

estados do tipo n-bounce (figura 73).

A figura 74a-c mostra a estrutura de janelas de ressonancias para colisoes entre

small kinks. A linha inferior, do meio e superior indicam os tempos da primeira, segunda e
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Figura 70 — Colisao small kink-antikink: a) evolugao da oscilacao presente na figura 69b,
(b) transformada de Fourier para 200 < ¢ < 5000. As linhas tracejadas
correspondem ao limite para o continuo. Em ambas as figuras temos r = 0.1 e

v =0.8.
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Figura 72 — Colisao small kink-antikink: para r = 0.1 e v = 0.24 temos como produto um
estado do tipo bion.
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Figura 73 — Colisao small kink-antikink: para r = 0.1 e v = 0.267 ocorre o fenémeno

two-bounce.
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Figura 74 — Colisoes entre small kink-antikink: tempo em que ocorre a primeira (preto),
segunda (vermelho) e terceira (azul) colisdo em fungao da velocidade v. (a)
r=0.05, (b) r=0.1e (c) r=0.2.

terceira colisao respectivamente. Em cada uma dessas figuras, o valor de r é fixo. Para o caso
r = 0.05 (figura 74a) podemos observar que existem somente a formagao de estados bion e
algumas falsas janelas de two-bounce (uma quasi-ressonéncia [129]) para v < v. = 0.151.
Observe que apesar da existéncia de modos vibracionais, nao ha estrutura de janelas
de two-bounces indo contra o esperado pelo mecanismo de ressonancia CSW [22]. Para
r = 0.10 (figura 74b) pode-se ver que ha somente uma janela de 2-bounces bem estreita e
a ocorréncia de espalhamentos inelasticos para v > v. = 0.2685. Para r = 0.20 (figura 74c),
observamos o crescimento da velocidade critica (v, = 0.3486) e um aumento na quantidade
de janelas de two-bounces. Isto é, o crescimento de r contribui para a recuperacao da
estrutura completa de janelas de 2-bounces enquanto que a redugao de r provoca uma

supressao desta estrutura.

O panorama completo dos resultados como fungao de r e v ¢é apresentado na figura
75, que mostra um ponto do campo em x = 0 para um tempo suficientemente grande
apos a colisao. Na figura podemos perceber as regides que sao delimitadas pelas curvas
ve(r) e vi(r) (vide a figura 68). A regidao em azul para v > v,, indica a ocorréncia de
pares de large antikink-kink como produto da colisdo. A regiao em vermelho, em que

v, < v < v, equivale as colisoes inelasticas. Para a regiao v < v,, temos os estados de bion
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Figura 75 — Diagrama associando (r,v) ao estado final do campo ¢(0,ts), com tf =
.’170/1) + 100.
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Figura 76 — Colisao small kink-antikink: Em a), para v = 0.97, temos a producdo de uma
oscilagdo em z = 0. Em b), para v = 0.975, temos como produto dois pares de
small kink-antikink que pertencem ao mesmo setor topologico do par inicial.
Em ambos os casos, r = 0.37.

e as janelas de two-bounces, que estao demarcadas pelas listras horizontais em vermelho.
Para velocidades ultra-relativisticas, na regiao em torno de r» ~ 0.40, um novo fenémeno foi
também observado. Nesta regiao, para algumas velocidades, observamos a criacao de dois
pares de small kink-antikink como estado final da colisdo. Este comportamento nao pode
ser considerado equivalente ao observado para a colisao de large kink-antikink, pois naquele
caso existe uma mudanga de setor topoldgico com a producao de small kinks (veja, por
exemplo, as figuras 61a e 61d). Na figura 76 mostramos dois possiveis cendrios desta regiao.
Em 76a existe a formacao de um tnico par com a presenca de uma oscilagdo central em
x = 0. Na figura 76b observamos a formacao de dois pares de small kink-antikink. Observe

que o estado final continua sendo do tipo small K-K e no mesmo setor topoldgico.

Analisamos, neste capitulo, o cenario de espalhamento para ambos os setores
do modelo duplo sine-Gordon dependendo do pardmetro r. No caso dos large kinks

destacamos a producao de multiplos pares com natureza de small kink, investigamos
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algumas propriedades do par mais externo e das oscilagoes viajantes produzidas na colisao
large kink-antikink. No caso dos small kinks, observamos a existéncia de duas velocidades
criticas que delimitam comportamentos especificos. Abaixo da velocidade critica para one
bounce investigamos modificacoes na estrutura de janelas de ressonancia devido a variagao

do parametro r.

Até este capitulo, temos lidado sempre com solugoes topoldgicas. No préximo
capitulo analisamos um modelo que suporta solu¢oes nao topoldgicas. Algumas propriedades

dessas solugoes nos permitem analisar o produto de seu espalhamento.
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6 Espalhamento de /umps metaestaveis em

um modelo com falso vacuo.

Além da solucao do tipo kink, que é topoldgica e estavel por pequenas perturbacoes,
existem ainda as solugoes conhecidas como [lump, que também sao obtidas a partir de
equagoes diferenciais parciais nao lineares para um campo escalar, satisfazendo uma
condicao especifica nos extremos. Ao contrario das solugoes kink, lumps, em geral, se
mostram instaveis por pequenas perturbacoes. Modelos com solugoes estaticas analiticas,
do tipo lump em (1 4 1) dimensoes, sdo estudados, por exemplo, nas seguintes referéncias
[19,137-140]. Estas solugoes sao de interesse, por exemplo, para descrever bright solitons em
fibras épticas [17,18] e excitagoes localizadas em condensados de Bose-Einstein [141,142].
Em (341) dimensoes, solugbes nao topologicas de campos escalares foram investigadas
no contexto do universo primordial [143-146], sendo consideradas como um modelo para
matéria escura [147,148]. Além disso, solugoes lump tém sido objeto de estudo em varios
cendrios atuais. Por exemplo, em [89], os autores investigaram a transferéncia de férmions
devido a colisdo entre um antikink e um lump no modelo ¢* com um acoplamento de
Yukawa. Colisoes entre lumps e ondas solitarias em (3 + 1) dimensoes, foram estudadas no
contexto da equacao estendida de Kadomtsev-Petviashvili, a qual descreve o modelo de
um plasma de multiplas componentes [149]. Neste capitulo estudamos um dos modelos
apresentados na referéncia [139], que diz respeito a uma teoria dependente de um pardmetro
s, cujas solugoes sao do tipo lump. Investigamos o espectro de perturbacoes lineares e
apoés, resolvemos a equacao de movimento para uma configuragao de espalhamento das

solugoes lump.

Os resultados foram publicados na referéncia [150].

6.1 Solucdes lump em (1+1) dimenses

Solugbes kink sao encontradas em potenciais cujos estados fundamentais sao sepa-
rados por barreiras de potencial. Essas barreiras podem ser i) equivalentes, como no caso
do potencial sine-Gordon; ii) ndo equivalentes, como no modelo duplo sine-Gordon ou
infinitas nas extremidades, formando um poco, como no caso dos potenciais polinomiais.
Solugoes lump surgem interpolando entre um minimo local e um ponto de instabilidade
da energia potencial. Para ilustrar essa afirmagao, consideremos a figura 77, que mostra
uma configuragao genérica de energia potencial com pontos de minimos e maximos locais.
A interpolagdo ¢1(r = —00) — ¢o(x = 00) é propria de uma solugdo tipo kink, a inter-

polagao inversa ¢o(r = —00) — ¢1(x = 00) resulta na solucgao tipo antikink associada.
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¢

Figura 77 — Energia potencial para um campo ¢.

Ja as solugoes lump centradas em x = xy sao proprias de uma interpolagao do tipo
Go(r = —00) = P3(x = x9) — Pa(T = 00).

Formalmente, consideremos uma teoria dada pela seguinte Lagrangeana

b)) v

para a qual temos a seguinte equacao de movimento

Py ¢ dV(9)
otz 9z do

—0. (6.2)

Para uma configuracao de campo estética, ¢(x), a equacado de movimento se torna

¢ _ dV(¢)

ﬁ —_— W. (6.3)

Integrando a equagao (6.3) em z, obtemos

d¢
> = +1/2V(¢) + C, (6.4)

sendo C' uma constante de integragdo. Se estabelecemos o critério de que, em x — +00, 0

campo esteja em pelo menos um dos minimos locais ¢;, tal que V(¢;) = 0. entao

a9

0. 6.5
el I (6.5)

$=0;

Assim, concluimos que C' = 0 em (6.4). Com essas consideragoes, ficamos com as seguintes

d¢
= £2V(0). (6.6)

equagoes de primeira ordem
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De acordo com o critério que adotamos para os extremos da solugao estatica, temos duas
possibilidades de solugoes: solucoes do tipo kink e lump. Solucoes do tipo kink satisfazem
as seguintes condig¢oes nos extremos

lim ¢(z) =¢; e lim @(r) = @iy (6.7)

T—F00 r—+oo

Por outro lado, solugbes nao topologicas do tipo lump, satisfazem a seguinte condigdo nos

extremos

lim ¢(x) = ¢;. (6.8)

r—+00

No caso das solugoes tipo kink, cada sinal da equagao (6.6) corresponde a uma
solugao em —oo < x < oo. Por outro lado, solugoes lump nao sao monotonicas em todo

dominio. Assim, as equagoes de primeira ordem, para solugoes lumps, satisfazem [19]

d d
df =4,/2V(¢) paraz <0 e di = F/2V(¢) para x > 0. (6.9)

Como exemplo, consideremos o seguinte potencial

1 1

V(9) = 56" — 59" (6.10)

conhecido como potencial ¢* invertido [38], mostrado na figura 78a. A equagao de movi-

mento, nesse caso, fica

d*¢
s = ¢ — 2¢°. (6.11)
As solugoes para a equacao acima sao:
¢(x) = £sech(x), (6.12)

que claramente sao solucoes do tipo lump. A densidade de energia associada é dada por:
p(x) = tanh®(z)sech?(z) (6.13)

O perfil da solugao lump para esta teoria é mostrado na figura 78b. Observe que as

solugdes (6.12) satisfazem as equagbes de primeira ordem, Eq. (6.9).

A anélise de estabilidade para solugoes lump, Eq. (6.12), nos leva a uma equagao

do tipo Schrodinger para o seguinte potencial
Vien() = 1 — 6sech’z. (6.14)

A equacao de autoestados possui duas solu¢oes no espectro discreto: uma para w =0 e

outra com w? = —3 [38,139]. Desta forma, as solugoes lump se mostram instaveis.
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a) b)

-1 (b 1 T

Figura 78 — (a) Potencial ¢* invertido, Eq. (6.10), (b) Solucdo lump e sua densidade de
energia (curva em pontos).

0.5
04
0.2
S S
> >
0 L
'0.5 1 1 ; S 1 -0.2

05 0 05 1 15 2 05 0 05 1 15 2
¢ ¢

Figura 79 — a) Potencial V' (¢) para s = 0.8 (vermelho em pontos), s = 1 (verde em tragos)
e s =5 (azul); b) Potencial V' (¢) para s = 1, marcando os pontos ¢, ¢_, ¢
€ ¢back-

6.2 Modelo s-dependente

Consideramos agora o seguinte potencial [19]

V(¢) = 2¢? (¢ — tanh(s)) (¢ — coth(s)), (6.15)

onde s > 0 é um pardmetro real. Na figura 79a mostramos o potencial para alguns valores
do parametro s. Observe que no limite s — oo, V(¢) se torna um potencial ¢?, com
minimos em ¢ = 0 e ¢ = 1. Para um s qualquer, temos que o potencial possui os seguintes

pontos caracteristicos: um minimo local em
¢ =0, (6.16)

um maximo local em

3 1
by = 2 coth(2s) — Z\/Q coth?(2s) — 8 (6.17)



6.2. Modelo s-dependente 123
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Figura 80 — Solugoes estéticas do tipo lump para s = 0.50 (azul), s = 1 (vermelho em
trago), s = 3 (verde em pontos) e s = 5 (trago-ponto em preto).

e um minimo global em

_3 1 2(05) —
o= 1 coth(2s) + 4\/9 coth”(2s) — 8. (6.18)

Além disso, o potencial cruza o eixo ¢ no ponto
Prack = tanh(s), (6.19)

que fica entre o maximo local e o minimo global. Esses pontos caracteristicos estao
assinalados na figura 79b para s = 1. V(¢) é sempre positivo no ponto ¢, enquanto que
no ponto ¢_ o potencial é negativo, indo a zero no limite s — oco. Assim, o modelo em

questao é caracterizado por um falso vacuo no ponto ¢ = 0 e um verdadeiro no ponto

As solugbes lump, centradas em xy = 0, sdo dadas por [19]
1
os(z) = 5 (tanh(x 4+ s) — tanh(z — s)). (6.20)

Na figura 80 mostramos o perfil dessas solugdes para alguns valores do parametro s.
Comparando com a figura 79b, vemos que as solugoes lump partem do minimo local nos
extremos (x — £00) tendendo ao ponto ¢ = @pack N0 centro da solugdo. Vemos que o
parametro s controla a largura do lump. Para s pequenos, temos uma solucao lump com
as regides de interpolagdo préximas, lembrando a forma usual de um sino. J& para grandes
valores de s surge um plato central em torno do valor de ¢p,ck(s). Este platd ndo é uma
forma usual em soluc¢oes lump. Esta é entao uma boa razao para estudarmos as solucgoes

lump variando o parametro s.

Uma vez obtidas as solugoes estaticas, é interessante estudar como estas se ajustam

quando submetidas a perturbacoes lineares. Para isso perturbamos as solugoes estaticas na
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Figura 81 — Potencial de Schrédinger associado a perturbagao em torno da solugao lump.
As curvas sao referentes aos valores s = 0.50 (azul), s = 1 (vermelho em
traco), s = 3 (verde em pontos) e s =5 (pontos e tragos em preto).

forma ¢(x,t) = ¢s(x)+n(x) cos(wt). Novamente, chegamos em um problema de autoestados
de Schrodinger
+ Vien(x)n(x wn, .

sendo o potencial do tipo Schrodinger, Vien(x) = V(¢ = ¢s(x)), dado por:
Vien(7) = 4 + 24¢2(x) — 12 [tanh(s) + coth(s)] ¢4 (z), (6.22)

onde ¢4(z) é a solucao estatica dada pela equagao (6.20). O comportamento do potencial de
Schrodinger é mostrado na figura 81 para alguns valores de s. Vemos que este potencial pode
ser separado em dois comportamentos a partir do valor 5 = (1/2)In(v/3 + 2) ~ 0.66 [139)].
Para s < 5 o potencial tem a forma de um pogo simples, enquanto que para s > 3, Ve ()
assume a forma de um pogo duplo, com um méaximo local na posicao correspondente
ao centro da solucdo lump. A medida que s cresce, o maximo local de Vi () se torna
um plato, cuja largura cresce com s, separando os dois pocos de potencial. Para grandes
valores de s, este potencial se torna equivalente ao da configuragao coletiva kink-antikink
do modelo ¢*.

Resolvemos o problema de autoestados, Eq. (6.21), para o potencial descrito na
Eq. (6.22). O resultado estd apresentado na figura 82a que mostra a presenca de quatro
autoestados para valores pequenos de s: o primeiro autoestado é encontrado para w? < 0,
indicando que solugoes para tais valores de s sao instaveis, em seguida vem o modo
translacional (w? = 0). Acima destes, temos um coletivo de dois modos vibracionais para
w? > 0. A autofrequéncia negativa tem um rapido crescimento monétono na regiao s < 2,
tendendo ao modo zero para s 2 2, indicando que, nesta regiao, as solugoes lump sao

metaestaveis, podendo viajar por algum tempo sem sentir os efeitos da instabilidade. Ja os
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Figura 82 — (a) Solucao da equagao de autoestados que apresenta, para s pequeno, quatro

autofrequéncias na regiao discreta. Vemos um modo negativo, w?; < 0 (verde

em tragos), o modo translacional, w2 = 0, e dois modos vibracionais; w? em

pontos vermelhos e w3 em azul tracejado. (b) |w?,| em verde tracejado e a

diferenga |w3 — w?| em preto.

dois modos vibracionais tendem & frequéncia w? = 3 em s ~ 3. w = /3 é a autofrequéncia
para o modo vibracional do kink no modelo ¢*. Entdo, de acordo com esse grafico, temos
lumps instaveis para 0 < s < 2, lumps metaestaveis para 2 < s < 3. Para s 2 3, a solucdo
lump viaja por um tempo ainda mais longo e quando perturbado, oscila em torno da
frequéncia w = /3. Na figura 82b vemos o quio rapidamente o modo negativo vai para o
entorno do modo zero. Também mostra como a diferenca entre os dois modos vibracionais
decai rapidamente com s. Essas caracteristicas das solugoes também fazem sentido, a
partir da observagao da figura 83a-b. Em 83a vemos a posi¢do dos pontos ¢dpack, ¢+ € ¢
em fungao de s. Ja na Fig. 83b, temos os valores do potencial nesses pontos em fungio de
s. Observe que para s 2 2, o minimo global é bem proximo de V' = 0, ¢paex € do minimo
local, ¢g. Observe que para s grande os extremos continuam no minimo local, ¢, ao passo

que a regiao central do plato tende ao minimo global.

6.3 Colisoes lump-lump

Passamos agora a resolver a equagao de movimento para o cenario em que dois
lumps se aproximam um do outro com velocidade v. Fazemos isto aplicando um boost de
Lorentz a solugao estatica (6.20). As condigoes iniciais, atendendo a esses requisitos sao

dadas por:

¢s(x,0) = ¢ s(x + 20,v,0) + ¢ s(x — zo, —0, 0), (6.23)
és(x, 0)= q.SLS(:c + 9, v,0) + éL,s(x — 9, —v,0), (6.24)
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Figura 83 — a) Pontos ¢_ (vermelho), ¢pac (verde) e ¢ (azul) e em b) os correspondentes
valores do potencial, V' (¢), em fungao de s. A solugdo lump interpola entre

®0 =0 € Ppack-

onde
ors(x,v,t) = [tanh(y(x —vt) + s) — tanh(y(z — vt) — s)]/2, (6.25)
bra(e,0,0) = 2 opu(wv.ms (6.26)

ot

ey=(1- 112)_1/ 2. Essas condicoes correspondem a um par de lumps: um deles centrado
em z = —xy(s), no tempo t = 0, viajando para o sentido positivo de x com velocidade v,
o outro lump, centrado inicialmente em = = ((s), viaja no sentido oposto com mesma
velocidade. Resolvemos a equacao de movimento, usando o esquema de diferencas finitas
centrais para descrever a derivada espacial. A evolucao temporal é obtida por integracao
simplética. Nos consideramos zo(s) = 14 + s. Assim, em t = 0, a posi¢ao do centro do
lump depende de s. Essa dependéncia é necessaria por dois motivos: i) Para s pequeno,
o lump é instavel sendo importante que a colisdo aconteca antes que os [umps venham a
decair pelo modo instavel; ii) Para grandes valores de s, as solugbes lump se tornam largas
(veja a figura 80), assim xq(s) garante que em ¢t = 0, essas solugoes estardo suficientemente
distantes mesmo em valores grandes de s. Isto garante que o campo inicial é uma solucao

da equagao de movimento. A seguir, comentamos os resultados obtidos.

Para colisdes com pequenos valores de s, o modo instavel deforma rapidamente as
solucoes lumps, antes mesmos que essas venham a interagir por contato, conforme mostram
as figuras 84a-b. Notamos, apds certo tempo, a presenca de pequenas oscilagbes emitidas
em forma de radiagao. O padrao de emissao de radiacao pode ser simples, como na Fig.
84a ou mais complexo, como na Fig. 84b, onde o campo em x = 0 aparece oscilando
algumas vezes entre os pontos ¢ e ¢_ até que, apés um certo colapso, vai definitivamente

para ¢ = ¢_ com a producgao de duas oscilagoes viajantes.

Alguns exemplos envolvendo valores maiores de s sao apresentados na figura 85.

Nesses casos, vemos que as solugoes lumps conseguem viajar até o ponto de colisao sem
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Figura 84 — Colisao lump-lump com (a) v = 0.15 para s = 0.5 e (b) v = 0.27 para s = 0.82.

Figura 85 — Colisoes lump-lump para os seguintes casos: (a) v = 0.217, sendo o estado
final um bion em z = 0, (b) v = 0.1861, duas oscilages viajantes e em (c)
v = 0.254, trés oscilagoes viajantes como estado final. Em todos os casos
s =3.75.
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Figura 86 — Colisoes lump-lump: (a) v = 0.215 com s = 3.75 e (b) v = 0.325 com s = 4.5.

perda consideravel de energia, mantendo a sua forma inicial. Isto estd em acordo com o
esperado por nossa analise prévia para a regiao de lumps metaestaveis. Apdos a colisao os
seguintes estados finais sdo possiveis: os dois lumps se aniquilam e oscilam em um estado
tipo bion (Fig. 85a), producao de duas oscilagoes localizadas que viajam para longe de
x = 0 ou trés oscilagoes, sendo duas viajantes e uma fixa em x = 0 (Fig. 85c). Observe
que a oscilagao da Fig. 85c é regular, enquanto que o estado bion é irregular. Existe ainda,
para outros valores de s e v, a possibilidade de produgao de mais oscilagoes viajantes. Em
nossas simulagoes, observamos casos de até quatro oscilagoes viajantes como estado final
da colisao. Outras possibilidades de estados finais sdo mostradas na figura 86. Vemos que
a colisao dos dois lumps pode resultar em uma configuracao kink-antikink, sendo que o
kink, nesse caso, interpola entre ¢g e ¢_. Na figura 86b vemos o estado final como dois

pares kink-antikink.

Uma vez apresentados os principais comportamentos para colisao entre lumps,
¢ importante termos uma noc¢ao acerca da influéncia de v e s para a existéncia de
cada cenario. A figura 87 é um diagrama no qual cada ponto corresponde ao valor
¢(x = 0,t = zo(s)/v + 150) para dados (s,v). A finalidade desses pontos é caracterizar
o estado final do campo ap6s a colisao. Assim, as cores correspondem a determinados
fendomenos. O comportamento instavel é caracterizado pela regiao em laranja. A regiao
em azul pode indicar dois fendmenos distintos: a producao de duas ou quatro oscilagoes
localizadas, como no exemplo da Fig. 85b ou a producao de dois pares tipo kink-antikink,
como na Fig. 86b. A regido em verde corresponde a criagdo de um par tipo kink-antikink,
como o da Fig. 86a. Regioes apresentando uma distribuicao aleatéria para as cores verde e
azul correspondem aos padroes oscilatérios em x = 0, como no caso da Fig. 85a (bion) ou
Fig. 85¢ (trés oscilagbes regulares). Este padrao é observado no digrama 87 para valores
baixos de v na regiao 1 < s < 9. No entanto, este padrao muda para grandes valores de v.

Nesse caso, para s pequeno, observamos a presenca de uma consideravel regiao em verde, o
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Figura 87 — Diagrama para valores de s e v. Estado final, apds a colisao, caracterizado
pelo ponto ¢(z = 0, = 22 4 150).

(2

que indica a producao de um tnico par tipo kink-antikink. Por outro lado, o crescimento de
s favorece a producao de duas oscilagoes viajantes e a criacao de pares do tipo kink-antikink,
ambos associados a cor azul da figura. Para s 2 3, o digrama mostra lumps metaestaveis
apresentando um padrao complexo na regiao de pequenas velocidades, onde a interacao
entre o par lump-lump leva mais tempo para acontecer por contato. Por outro lado, em
velocidades ultra relativisticas, o diagrama assume um padrao predominantemente azul, o
que significa auséncias de estados bion, de producao de oscilacoes regulares em z = 0 ou de
conversao dos dois lumps em um unico par tipo kink-antikink, ao invés, ha predominancia
do fenémeno de criacao de dois pares do tipo kink-antikink e de duas oscila¢oes viajantes.
Isto é razoavel, uma vez que para grandes valores de s, os resultados tendem a reproduzir
a colisdo entre pares kink-antikink do modelo ¢*, onde vemos que, em altas velocidades,

ambos os pares colidem de forma inelastica.

Em velocidades menores e com s grande, podemos observar na figura 87 uma
mistura de pontos em verde e azul, o que significa estados bion ou oscilatérios. Para valores
intermediarios de v e grande s, notamos a presenca de faixas horizontais permanentes em
azul. Essas faixas de intervalos de v, lembram as janelas de ressonéncia e neste caso podem
ser observadas no intervalo 4 < s < 9. Para melhor caracterizar as regides da figura 87 na
regiao de lumps metaestaveis, apresentamos nas figuras 88a-c a distribuicao dos estados
finais de producao de ondas viajantes ou pares tipo kink-antikink em funcao da velocidade

inicial, fixando o valor de s em cada figura. Além disso, para efeito de comparagao, na



130 Capitulo 6. FEspalhamento de lumps metaestiveis em um modelo com falso vdcuo.

a) s=3.50
4osc | ' T ' ' =
3056 - e oo oo . -. . L e _2KK
ZOSC jeunee @ee ¢ ammnecsmecn -e CEIED GEED G G N D GND -— _
—1KK
1OSC [ - 1 1 1 1 1
b) s=4.0
4osc F < ' ' ' =
308CF o e e - - _
o comommmm: commm o o cm mesem = we = DKK
20sc i B N
lOSC [ ° - 1 ° 1 1 1 1
c) s=5.0
4OSC N . T T T T T .
3OSC = e o0 e o .o . -—— _
. cere @ b o — e e o ee DK K
20sc o o — . c— . >
- — . “1KK
losc b« = wiieweeee : : e
d) ¢* model
4OSC N T T T T T
3osc b e . H -
— ememe 2K K
208C faes cmm s o conmmons  w  w——- S -
[~ - NKK
losc . e .
0.05 0.2 04 o 0.6 0.8 0.9

Figura 88 — Colisoes de lumps metaestaveis: nimero de oscilagoes viajantes (pontos em
azul) e nimero de pares do tipo kink-antikink (KK, pontos em vermelho) em
funcao da velocidade v. a) s = 3.5, b) s =4.0 e ¢) s = 5.0. Para comparagao,
em d) apresentamos os resultados para o espalhamento de pares kink-antikink
do modelo ¢* que corresponde ao limite s — oo.

Fig. 88d, apresentamos o mesmo grafico para os resultados finais encontrados nas colisoes
entre pares de kink-antikink do modelo ¢*. Concluimos que para baixas velocidades é mais
provavel a ocorréncia de criacao de um par do tipo kink-antikink com alguns pontos de
velocidade intercalados resultando na producao de duas oscilagoes viajantes. Isto esta de
acordo com o que observamos para baixas velocidades no diagrama (s, v), onde observamos
uma predominancia da cor verde com alguns pizels em azul. Também notamos a existéncia
de janelas de velocidade para as quais o resultado da colisao ¢ a producao de duas oscilagoes
viajantes. Essas janelas correspondem as faixas horizontais em azul, encontradas na figura
87. Em particular, na figura 88a, vemos que para grandes velocidades, é mais frequente a
observacao de oscilagdes viajantes que a producao de pares tipo kink-antikink. Comparando
as figuras 88a-c, vemos que o crescimento de s favorece a criagdo de pares tipo kink-antikink,
especialmente em grandes velocidades. De fato, no modelo ¢? (que equivale a s — 00)
mostrado na Fig. 88d, vemos que, em grandes velocidades, predomina a criacao de pares
kink-antikink. Colisoes resultando em trés oscilagoes ocorrem como menos frequéncia.
Ja colisoes resultando em quatro oscilagoes viajantes sao raras, ocorrendo para valores

especificos de s e v.

Em sintese, neste capitulo analisamos o espalhamento para um tipo especifico
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de solugoes lump, que dependendo do valor do parametro s, podem se propagar por
um tempo suficiente para permitir o estudo sobre o estado final do espalhamento. O
espectro de pertubagoes lineares dessas solugoes ¢ muito sensivel ao parametro do modelo,
especialmente na faixa 0 < s < 3, o que confere uma diversidade de resultados ao produto
do espalhamento. Uma das caracteristicas interessantes do modelo é a possibilidade de
transicao entre um cenario de instabilidade e um cenario metaestavel. No cendrio instavel,
o espalhamento resulta em padroes irregulares. No cenario metaestavel, podemos perceber
algumas semelhancas com colisdes entre kinks em modelos nao integraveis. Por exemplo,
podemos perceber o surgimento de estruturas que lembram as janelas de escape e, em
determinado cendrio, a colisdao entre as solugoes nao topoldgicas produz uma estrutura
semelhante a um par kink-antikink, que, por sua vez, é formado por uma combinacao de
solugoes topologicas. Extensoes desse trabalho poderiam investigar a regra de decaimento,
bem como o espectro de frequéncias das oscilagdes localizadas produzidas no espalhamento
e também, para grandes valores de s, a existéncia de padroes para as janelas percebidas

no diagrama 87.
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7 Conclusao

Nesta tese estudamos a interagao, através do processo de colisao, entre solugoes
estaticas para teorias escalares do tipo Klein-Gordon em (1,1) dimensoes. Estudamos

principalmente as interacoes relacionadas aos modos internos de cada solucao.

No capitulo 3, mostramos que para o modelo completamente integravel sine-Gordon,
as solucoes kinks e breather interagem como solitons. Ou seja, apés a colisao, as solugoes
continuam a viajar mantendo um padrao uniforme. Ainda neste capitulo, apresentamos os
resultados para colisoes kink-antikink da teoria ¢*. Neste caso, os resultado sdo diversos,
tais como: um estado bion, que surge apods a colisao e tem como caracteristica a emissao
continua de radiagao, oscilando no ponto de colisao sem padrao definido, sendo considerado
cadtico. Para colisdes no modelo ¢* existe uma velocidade critica, v., a partir da qual
o kink e antikink sempre colidem de forma inelastica, apenas uma vez, sendo refletidos
um pelo outro em seguida. Entre a regiao de estado bion e a velocidade critica existem
janelas de velocidade nas quais ocorre o fendmeno de ressonancia two-bounce, quando o
kink e antikink refletem um ao outro apds a segunda colisdo. Vimos que esse fendmeno
¢é elucidado considerando-se um mecanismo de troca de energia entre os modos internos
das solugoes kink e antikink. Este mecanismo atua quando a condi¢ao de ressonancia, Eq.
(3.46), é satisfeita. Além das janelas de 2-bounces, observamos que existem janelas de
3-bounces nas bordas das janelas de 2-bounces. De forma geral, as janelas de n + 1-bounces,
com n > 2, se situam na vizinhanca das janelas de n-bounces. Esse ordenamento das
janelas faz surgir uma estrutura fractal. Também estudamos colisdes no modelo ¢%, quando
mostramos que para esse modelo o mecanismo de troca de energia precisa ser aplicado
para os modos internos associados a configuracao coletiva inicial. De fato, as solugoes kink
e antikink do modelo ¢° ndo apresentam modos vibracionais. J4 a configuracdo coletiva
antikink-kink apresenta um modo zero seguido por um coletivo de modos vibracionais
pares e Impares. Isso justificou a existéncia das janelas de n-bounces encontradas para as

colisoes antikink-kink do modelo.

No capitulo 4, estudamos o espalhamento de solucoes kinks ¢* e ¢° na semilinha,
—o0 < x < 0, com barreira energética em = = 0, estabelecida através da condicao de
contorno ¢,(x = 0) = H. Neste cenério as solucoes interagem tanto através dos modos
internos como também pela forca estatica entre as solugoes. A interagao via forca estatica
foi observada nos cenarios em que a solugao-borda atua de forma repulsiva sobre a solucao
viajante. Nestes casos, obtemos a velocidade v,(H) para a qual a energia cinética se
iguala a energia repulsiva nas proximidades da fronteira, resultando em uma configuragao
de equilibrio instével. Para v > v,(H) encontramos uma regiao onde existem janelas

de ressonancia, mesmo no caso do modelo ¢% em que as solucoes kinks nao apresentam
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modo vibracional. Em ambos os modelos ¢* e ¢ observamos que a estrutura de janelas
¢ modificada com a variacdo do pardmetro H. No modelo ¢* observamos uma janela
de ordem zero, que é ausente para colisdes na linha completa. No modelo ¢ também

observamos a recuperacao de janelas de ordem inferior.

No capitulo 5 estudamos colisoes para as configuragoes large e small kink-antikink
de um modelo duplo sine-Gordon dependendo de um tnico parametro r. Calculamos as
energias para ambos large e small kinks e observamos que large kinks possuem maior
energia. Na colisao entre large kinks destacamos os seguintes resultados: pares de small
antikink-kink como estado final da colisdo; o niimero de pares produto da colisdo aumenta
com r; producao de ondas solitarias viajantes. Verificamos que o nimero de oscilagoes
também aumenta com r evidenciando uma relacao entre o niimero de pares e oscilagoes
criadas. Na colisao small kink-antikink, observamos que os fendmenos estao distribuidos
em regioes que sao separadas pelas velocidades v, e v,. Apesar da existéncia de um modo
vibracional para r = 0.02, temos que para r pequeno, as janelas de 2-bounces nao existem,
restando apenas quasi-ressonancias. O crescimento de r restaura a estrutura de janelas.
Observamos também uma regiao especifica onde a colisao entre small kinks resulta na
produgao de 2 pares, também de small kinks, e no mesmo setor topologico. Essa é uma

importante diferenca para os resultados observados na colisao para large-kinks.

No capitulo 6 investigamos as estruturas formadas em espalhamentos de lumps
metaestaveis em um modelo com falso vacuo, dependendo de um parametro s. O parametro
s exerce grande influéncia no espectro de perturbacoes lineares e em consequéncia, no
processo de colisao lump-lump. As solugbes sao claramente instaveis para s pequeno (s < 2),
quando possuem um modo interno negativo e dois positivos. Para s 2 2 as solugoes podem
ser consideradas metaestaveis, com o modo interno negativo sendo muito préximo de zero.
Além disso, para s — oo a solucdo lump se torna um par kink-antikink do modelo ¢*.
Nossos resultados mostraram que para pequenos valores de s, devido a instabilidade, os
lumps em movimento logo perdem a sua forma, antes mesmo da colisao. O crescimento
de s favorece solugoes lump com maior tempo de vida, os quais possuem dois modos
vibracionais cujas frequéncias sdo muito préximas de w? = 3, que é a frequéncia para o
modo vibracional do modelo ¢*. Neste cenério, a colisio lump-lump pode resultar em:
i) um estado bion oscilando em z = 0, ii) um ou dois pares do tipo kink-antikink, iii)
duas ou mais (nés observamos até quatro) oscilagdes viajantes. Os resultados também
mostraram que para s pequeno o estado final mais provavel é a producao de um par do
tipo kink-antikink. Por outro lado, s grande favorece a produgado de oscilagoes viajantes
ou dois pares do tipo kink-antikink. Para s grande vemos também que o tempo de vida
das oscilagoes produzidas é bem mais longo em relagao ao rapido decaimento das solugoes
lump em s menores. Isto implica que o cardter metaestavel das solugoes lump, para grandes
valores de s, permanece mesmo depois da colisao, quando observamos estados de longa

vida.
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Os temas inseridos nesta tese foram propicios a aquisicao de um valioso conjunto
de conhecimentos. Estudamos os fundamentos da teoria de campos e simultaneamente
procuramos por ferramentas que nos possibilitaram adentrar o vasto cenario da fisica nao
linear. Diversos temas correlatos continuam sendo debatidos pela comunidade cientifica,
0 que nos anima a continuar estudando temas afins com o objetivo de contribuir mais
vezes com a literatura da drea. Diante disso, temos como possiveis caminhos: i) investigar
a interseccao dos temas que estudamos nesta tese com problemas de outras areas da fisica
tais como cosmologia e fisica da matéria condensada, ii) continuar estudando a dindmica
de defeitos para cendrios mais amplos, iii) aprimorar técnicas de abordagem numérica,

uma vez que os temas em debate exigem andlises cada vez mais detalhadas.
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A.1 Discretizacao central de 42 ordem

Seja f(z) uma fun¢do continua em um intervalo a < z < b. Podemos discretizar x

em N partes [a,a + h, -+ ,a+ (N — 1)h,b], sendo h o passo de discretizagdo. Suponha

que queiramos obter a derivada primeira de f(x) através de dois pontos imediatamente

anteriores e dois imediatamente posteriores a um ponto x. Isto é,

af(z)

e crf(x —2h)+eaf(x —h) + esf(x) + caf (x + h) + esf(x + 2h).

(A.1)

Para obter esta derivada, devemos conhecer cada um dos 5 coeficientes. E razodvel que

tenhamos também cinco equacodes para que este problema seja solucionado. Podemos

expandir cada termo da Eq. A.1 em torno de z, da seguinte forma:

—2h)! —2h)? —2h)3
1o — 2h) war ) + TR 1) 4 L2 gy 4 2 gy
—2h)* —2h)5
+ (4!)f(4)(x) + <5!)f(5)($)]’
com fU) = %. Prosseguindo,
—h 1 —h 2 —h 3
erf (o= ) oo F(a) + L 0y 4 R gy o CRE
—h 4 —h 5
+ T jo gy 8 oy 4],
4 5!
csf(z+0-h) =csf(x),
h)! h)? h)3
caf (x4 h) ~cq {f(ac) + <1? D (z) 4 (23 @ (z) 4 (3? @) ()
(h)* (h)°
LT @(z) + Tf@ (fﬁ)},
2h)! 2h)? 2h)3
o e+ 20) mes [ 1(2) + B0 0y 1 COF gy o B g
(2h)" () (2R)° .5)
+ S @) + S O ).
Apés substituir essas expansoes em (A.1), chegamos ao seguinte sistema:
Cl1+Cy+C3+Cq+Cs5 = 0
%[—201 —C+tcyt 205] dj;(f) = d]:l(g)
401+CQ+C4+4C5 =0
—8C1—CQ+C4—865 =0
16¢; + co + ¢4 + 16¢5 =0
Na forma matricial, temos:
11 11 1] o] 0]
-2 -1 01 2| |c Y 1
4 1 01 4| |c3| = ﬁ 0] .
-8 -1 01 8| |ca 0
16 1 0 1 16| |cs] 0]

(A.2)

(A7)



A.2. Diferencas Finitas Centrais de ordem n 153

O sistema ¢ finalmente resolvido se conhecemos a inversa da matriz do sistema. Ou seja,

- — 4 -1 F A

e 1 1 11 1 0
co L2t 2 1!
Gl=57|4 1 01 4 0l, (A.9)
cs 8 -1 01 8 0
cs 6 1 0 1 16 0

que resulta em: ¢; = 1/12h,co = —8/12h,c3 = 0,¢4 = 8/12h e ¢5 = —1/12h. Substituindo
na Eq. (A.1), temos a derivada primeira com acuracia de 4* ordem para o esquema de

discretizacao central, que é dada por:

df (x) _ f(x—2h) =8f(x —h) +8f(x+h) — f(x+ 2h)
( i )43__ ut C(A10)

Fazendo o mesmo procedimento para obter a derivada segunda, vemos que a Eq. (A.8) se

torna agora

1 1 11 1] |a 0
=2 =101 2| el 0
41 01 4= (A.11)
—8 —1 0 1 8| |e 0
16 1 0 1 16| |5 0

; PR | _ _16 _ =30 . _ _16 _ -1
E agora os coeficientes sao: ¢; = 553,02 = 15;,7,C3 = 1372, C4 = 1957 € C5 = 37,2

A.2 Diferencas Finitas Centrais de ordem n

De forma geral, podemos expressar a m-ésima derivada de f(z) através do esquema
de discretizacao central com n pontos precedentes e n pontos posteriores a x, sendo

m < 2n.

(Z19) o f(x—nh) +eaf(z — (n—1)h) + -+ o fla) +

dx™ (A12)
st o f(x 4+ (n—1)h) + f(z + nh).

Seguindo os passos descritos acima chegamos a um sistema de 2n + 1 equagoes

(—n)° (—n+1)° - (n—1)° n? c1
(—n)? (—n+1Y o (n—1)! n! Co |
m:
' : : ~ pm {5’"’1] (2n+1)x1 (A.13)
(_n)2n—1 (_n + 1)2n—1 . (n _ 1>2n—1 n2n—1 Con
I (_n)2n (—TL + 1)2n . (n _ 1)2n n2n | _02n+1_
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com k=0,1,...,2n. A solugdo para os 2n + 1 coeficientes é dada como na Eq. (A.9),
i ] i S -1
c1 (—n)? (—n+1)° o (n—1)° 0o
& (—n)* (—n+1)' o (n—1) nl
m! . ‘
= him : |:5km} (2n+1)x1 .
Can (=)L (—pn4+ 1)1 . (p—1)771 p2nd
[ Con+1] () ()P e (n—1) p?

(A.14)

A.3 Integracao Simplética

A integragao simplética é um esquema numérico para sistemas Hamiltonianos. Uma
caracteristica do método de integracao simplética ¢ a possibilidade de reversao temporal.
Se tornou relevante para a evoluc¢ao, por exemplo, da dindmica molecular com muitos
corpos, situagdo onde o tradicional método Runge-Kutta exige passos temporais pequenos,
o que torna o esfor¢o computacional menos eficiente [151,152]. Haruo Yoshida apresentou
uma abordagem alternativa para a construcao de um integrador simplético de qualquer
ordem par [153]. A seguir, mostramos a abordagem proposta por Neri, Forest e Ruth [154].
Em seguida, mostramos a proposta de Yoshida para a construcao de integradores de ordens

maiores que quatro.

Seja o seguinte Hamiltoniano
H=T(p)+ V(g). (A.15)
Sabemos que a evolugdo de uma varidvel dindmica z(q, p) é dada por:
z2={z,H(2)}, (A.16)

onde as chaves representam os parénteses de Poisson, {F, G} = F,G, — F,G,. Introduzindo

a representacao DgF = {F, G}, podemos escrever que
2= Dpz. (A.17)
A solucao desta equagao no intervalo 0 <t < 7 é:
2(t) = [exp 7Dp]2(0). (A.18)

Para um Hamiltoniano com a forma de (A.15), podemos considerar que D H = A+ B , com
o operador A representando a parte cinética e B o termo de potencial. Com A e B sendo

nao comutativos. A evolucao de z fica

2(7) = exp[r(A + B)]z(0). (A.19)
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Para um dado inteiro n, que foi chamado de ordem do integrador, deve-se encontrar

um conjunto de nimeros reais (cq, ¢, ..., cx) € (dy,ds, ..., d;) tais que a diferenca

exp[T(A + B)]—|exp(e17A) exp(di7B) exp(car A) X exp(dotB) X . ..

(A.20)
x exp(cpTA) x exp(dyTB)|,
seja da ordem de 77", Ou seja,
A A k A A
exp[T(A + B)] = [ exp(c;iTA) exp(di7B) + O(7" ). (A.21)
i=1
1+24+3+44+8x+7=14+2+3+4+4x+ 35
(A.22)
=x="1
O objetivo desta abordagem é encontrar os coeficientes (¢;, d;) com (i = 1,2,..., k) para

uma dada ordem n. Uma forma de encontrar tais coeficientes é expandir o lado esquerdo
de (A.21) em poténcias de T e em seguida igualar com os coeficientes da expansao no lado

direito. Os coeficientes encontrados sao usados no seguinte mapeamento simplético

or
4% = qi-1+ TCiaip(pifl)a (A.23)
ov
.= i1 — 7d;—(q;). A24
b= bt~ TS @) (A21)
Por exemplo, para n = 1, tem-se que
exp[r(A 4+ B)] = exp(e17A) exp(di7B) + O(72). (A.25)

Cuja solucao é a trivial, c; =1 e dy = 1. Paran =2
exp[T(A + B)] = exp(c17A) exp(dy7B) exp(caTA) + O(77). (A.26)

A solucdo encontrada, nessa ordem, é ¢; = ¢, = 1, d; = 1 e dy = 0. De modo que o

29
integrador simplético de segunda ordem tem a seguinte forma:

1
—T
2

A

Soa(T) = exp ( A) exp(7B) exp (;Tfl> . (A.27)

Utilizando esta abordagem, Neri encontrou os coeficientes para um integrador simplético
até a quarta ordem (referéncia [6] do artigo [153]). Para n > 4, a tarefa de encontrar os

coeficientes se torna muito trabalhosa.

Yoshida obteve os integradores de ordem superior através do produto simétrico de

integradores de ordem inferior e utilizando a formula de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH).
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Por exemplo, o integrador simplético de 4* ordem pode ser obtido a partir da repeticao

simétrica do integrador de 2% ordem. Ou seja,

A A

S4a (1) = Soa(17) S50 (207) Sga (21 7), (A.28)

onde x; e g sdo numeros reais a serem determinados.

O integrador simplético de 6* ordem ¢é obtido pela repeticao simétrica de 5'4@(7)

A A

Se(7) = Suo(117)Sax (yo7) Sas (11 7). (A.29)
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B.1 Modelo ¢*

B.1.1 Forca estatica na interacao kink-antikink

Vamos calcular a for¢a para uma configuracao estatica consistindo de um antikink
¢1, cujo o centro estd em r = —a, e um kink ¢ com o centro em x = a, sendo a > 0.

Seguimos as referéncias [7,11].

A forga é definida como a variagao temporal do momento do campo, equagao (2.34).
Para um campo escalar com dindmica padrao em um intervalo limitado (—oo, b], temos

que o momento é dado por:

—/dex - —/b ((;f) (ai) dz. (B.1)

Entao, a forca é dada por:

o [ [E)E) () e

Usando a equacao de movimento para substituir gb(x), e também com as igualdades

Ppop 1d <6¢>2_dVd¢ (B3)
o2 dxr  2dx \ Oz d¢ dx '
e
9¢ d <5¢> _ld <3¢>2 (B.4)
Ot dx \ Ot 2dx \ Ot
temos que a expressao (B.2) se torna
F=- ’ ;;i() /oonJf( )dm+ bcfl‘x/dx (B.5)
Integrando a diferencial total, obtemos
1 b
P=|- @02+ @or) sV (B.6)

Entao, podemos interpretar a forga como a diferenga de pressao nos extremos de integracao.
b

Ou seja, F = —TH’
—00

A configuragao estatica do nosso interesse é dada por

¢ () = ¢1(x) + ¢2 (x) + 1,
sendo
¢1 () = —tanh (z + a)

¢ (z) = tanh (z — a)
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assim a equagao (B.6) se torna

b

F=[5@0+ o+ D +V (6 +a+1)| (B.7)

O ponto b deve estar situado entre o antikink e o kink e suficientemente longe de ambos,
de tal forma que podemos considerar —a < b < a. Assim, durante todo o intervalo de
integracao temos que ¢ + 1 — 0. Entao podemos linearizar em torno desta combinagao.

Fazendo assim e também expandindo V' (¢) em torno de ¢;, obtemos da equagao acima

b
av

), (B.8)

Fe —é(aml)? — (D201)(0ap2) + V (61) + (1 + 62) 2%

?1] oo
Devido a equagao BPS, o primeiro e terceiro termo se anulam entre si. Com isso temos que

b

F = | — (0,¢1)(0202) + (14 ¢2) (&wqbl)] : (B.9)

—0oQ
onde também usamos a versao estatica da equagdo de movimento para substituir o tltimo

termo.

Vamos analisar a contribuicao dos limites de integracao. Dado o perfil inicial, vemos
que o limite inferior ndo contribui na expressao (B.9), pois a derivada primeira e segunda

sdo nulas no infinito. Em rela¢do ao limite superior, considerando a seguinte série [155]

tanh (z — a) = —1 4 2 Z )P e~ 20+k) (@ +a) (B.10)

e lembrando que b esta longe do kink e do antzkmk, observa-se que em b havera somente o
comportamento assintético de ¢ e ¢o. Assim, o primeiro termo da série (B.10) é suficiente

para representar a contribui¢ao do limite superior, que é dada por

¢1(r) = —tanh(z+a)~ —1+ 2e 2@+

B.11
®2 (JC) = tanh (x — a) ~ —1 4 2e2(@—a), ( )

Substituindo as expressoes acima com suas respectivas derivadas na expressao (B.9),

obtemos a forca entre o antikink e kink

F = 32¢ 21, (B.12)

onde R = 2a é a separacao entre o kink e antikink.

B.1.2 Forca de interacao entre antikink e Solucdo-borda

Estamos agora em condi¢oes de obter a forca de interagdo entre uma solucao

kink/antikink e uma solugao-borda que atende a condigao d,¢ = H em x = 0. Consideremos
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o mesmo cenario descrito em [95]. Inicialmente temos um antikink localizado em z = z7 < 0
e adicionamos uma espécie de kink “imagem” em x = z; > 0. O perfil estatico dessa
configuracao é:

¢ (x) = —tanh (x — x) + tanh (x — x1) + 1. (B.13)

De acordo com a equagao (B.12), a forca para essa configuragao é

F = 32¢2(@1—20), (B.14)

Pelas mesmas consideracoes feitas na se¢ao anterior, vamos considerar o comportamento

assintético do perfil

¢ (z) ~ (=14 2e72070)) 4 (—1 42827 m)) 41, (B.15)
onde agora a forma assintética acima vale se escolhemos |z1|, |xo| > 1.

O perfil (B.13) e sua forma assintdtica devem satisfazer a condigdo de contorno de

Neumann (4.1). Dessa forma, aplicando essa condi¢ao a (B.15), temos

H = —4e*° + 4e7%"1,

de onde vemos que

1
e 2 = i e, (B.16)

Substituindo a relacdo acima na equagao (B.14), obtemos uma expressao para a forca em

termos do campo H e de z

1
F =32 (41{ + e2fO> e, (B.17)

B.2 Modelo ¢°

B.2.1 Forca entre kinks.

Vamos agora calcular a forca entre um kink e um antikink do modelo ¢°. Novamente,
eles devem estar bem separados. O nosso ponto de partida é a expressao para a forca,
dada pela equacao (B.6), ou seja

1 b
F=|-5 (007 +@02) + Vo) (B.18)
onde V (¢) é agora o potencial do modelo ¢°. A configuracio de perfil inicial é a seguinte:
colocamos um antikink do tipo ¢(1,9) em uma posicao r = —a e colocamos um kink do

tipo ¢(p,1) em uma posigao T = a

¢ (z) = 1 () + ¢2 (2), (B.19)
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sendo

¢1(7) = P () = \/; [1 — tanh (z + a)] (B.20)

1
$2 () = ¢o,1) (z) = \/2 [1+ tanh (z — a)]. (B.21)
Substituindo o perfil (B.19) na equagao (B.18), obtemos

b

F =[5 (0617 + @:627)" +V (61 + 02

—0o0

Novamente escolhemos o ponto b longe de ambos antikink ¢1 (x) e kink ¢ (x). Dessa forma
agora percebemos que durante todo o intervalo de integragdo ocorre que ¢, () — 0, logo
nesse intervalo esse campo pode ser adequadamente descrito considerando-se apenas termos
lineares. Novamente, expandimos V (¢) em torno de ¢, (). Obtemos entdo a seguinte

expressao

b

F= _;(ax¢l)2 = 0:010:02 + V(1) + ¢2?;

=01 _

que em se tratando de solucao da equacao de primeira ordem se reduz a

b

—00
Vamos analisar a contribui¢ao dos limites de integracao. Através do perfil inicial, vemos
que o limite inferior ndo contribui na expressao (B.22), pois novamente a derivada pri-
meira e segunda sao nulas no infinito. Em relagdo ao limite superior, temos que em b o
comportamento de ¢, (x) e ¢ (z) serd assintético. A forma assintética no presente caso,

se reduz a

1 -1 2e—2(z+a)

qbl ([L‘) ~ \/ + ( +2 € ) _ e—(a:—i—a)’ (B23)
1 -1 2 2(z—a)

¢2 (z) ~\/ *{ ; ) _ o, (B.24)

Assim, apds calcular as derivadas de (B.23) e (B.24) para substituir em (B.22), obtemos a

expressao para a forca entre dois kinks no potencial ¢%
F =2k (B.25)

onde novamente, R = 2a ¢é a separacao entre kink e antikink.
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B.2.2 Forca entre o kink e a Fronteira

Agora vamos repetir os passos que fizemos na se¢do B.1.2 para o caso de um kink do
modelo ¢%. Assim, inicialmente temos um antikink localizado em x = 2y < 0 e adicionamos

um kink “imagem” em x = x; > 0. O perfil estatico dessa configuragao é:

6 (z) = ﬁ (1 — tanh (2 — 20)] + ﬁ 1+ tanh (z — 1)), (B.26)

De acordo com a equagao (B.25), a for¢a para essa configuracao fica

F = 2¢~(@17w0), (B.27)

No ponto no qual a forca foi calculada, apenas o comportamento assintotico do perfil é

relevante. O comportamento assintético ¢ dado por:
¢ () ~ e~ @m0) 4 gla=er), (B.28)

Esse perfil deve satisfazer a condicao de Neumann

do
— =H.
dx

=0

Entao, a partir da derivada do perfil em x = 0, obtemos que
H=¢e" —¢",
de onde temos a seguinte relagao
e = H +e". (B.29)

Substituindo essa relagao na equagio da forga, (B.27), obtemos a forga estatica de interagao

entre um antikink e a solucao-borda em termos de H e da posicao do antikink:

F = (H+¢e")e™. (B.30)
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