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Resumo
Nesta tese, estudamos colisões entre soluções de teorias não lineares de campo escalar
em (1, 1) dimensões. Começamos reproduzindo os principais resultados, seguindo uma
cronologia de estudos sobre colisões entre kinks nos modelos sine-Gordon, ϕ4 e ϕ6. Além
disso, discorremos sobre o papel dos modos internos no processo de colisão apresentando
o mecanismo de troca de energia. Em seguida, estudamos o processo de espalhamento
na semilinha com uma condição do tipo Neumann na fronteira para os modelos ϕ4 e ϕ6.
O espalhamento na semilinha apresenta sensíveis modificações na dinâmica em relação
ao espalhamento na linha. Na semilinha, os resultados são dependentes da velocidade
inicial e da condição de borda. Em particular, em ambos os modelos ϕ4 e ϕ6, as estruturas
de janelas de ressonância são modificadas através do efeito da solução-borda com, por
exemplo, restauração de janelas ausentes. Na sequência, apresentamos os resultados para
colisões entre large kink-antikink e small kink-antikink em um modelo duplo sine-Gordon
dependendo de um único parâmetro r. Para alguns intervalos do parâmetro, observamos a
conexão entre dois produtos da colisão entre large kink-antikink: a produção de múltiplos
pares antikink-kink e a produção de até três oscilações localizadas. Colisões entre small
kinks apresentam as seguintes possibilidades: mudança de setor topológico, colisões do
tipo one-bounce, two-bounce ou a formação de estados bion. Em particular, para pequenos
valores de r e da velocidade, observamos a formação de falsas janelas de two-bounce, com
a supressão de janelas verdadeiras, apesar da presença de um modo vibracional. Também
estudamos colisões entre lumps em um modelo com um falso vácuo dependendo de um
parâmetro s. Para s pequeno, o modelo apresenta soluções lumps usuais, apresentando
instabilidade. Para valores intermediários, as soluções são metaestáveis. Para s → ∞, o
modelo se torna um ϕ4. Mostramos que, para s ≳ 2, as soluções lump são metaestáveis,
nesse cenário, e o modo interno negativo tende ao modo zero. Lumps metaestáveis podem
se propagar, mantendo a forma, por tempo suficiente para produção e análise dos efeitos
dinâmicos. Encontramos que colisões lump-lump podem resultar em um ou dois pares de
kink-antikink, estados bion ou algumas oscilações viajantes.

Palavras-chave: Soliton, Kink, Lump, Ondas Solitárias.





Abstract
In this thesis, we study the collision process for solutions of nonlinear scalar field theories
in (1, 1) dimensions. We reproduce the main results following a timeline of papers about
kink collisions for the sine-Gordon, ϕ4, and ϕ6 models. Moreover, we describe the role of
the internal modes in the collision process via the energy exchange mechanism. Next, we
study the boundary scattering on the half-line with a Neumann-type boundary condition
for both ϕ4 and ϕ6 models. The scattering on the half-line exhibits sensible modifications
in the dynamics compared with the scattering on the line. On the half-line, the outputs
depend on the initial velocity and the boundary. In particular, for both models, the
resonance window structures are modified by the boundary effects with the restoration of
missing windows. In the following, we present the results of collisions for large and small
kink-antikink of a double sine-Gordon model depending on only one parameter r. For
some parameter intervals we observe two connected effects: the production of multiple
antikink-kink pairs and up to three solitary oscillations. The scattering process for small
kink-antikink has several possibilities: the change of the topological sector, one-bounce
collision, two-bounce collision, or formation of a bion state. In particular, we observed
for small values of r and velocities, the formation of false two-bounce windows and the
suppression of true two-bounce windows, despite the presence of an internal shape mode.
We also study collisions of lump solutions in a model with a false vacuum depending on
a parameter s. The model has unstable nontopological lump solutions with a bell shape
for small s, acquiring a flat plateau around the maximum for large s. For s → ∞ the ϕ4

model is recovered. We show that for s ≳ 2 the lump is metastable with the only negative
mode very close to zero. Metastable lumps can propagate and survive long enough to
produce dynamical effects. We find that the lump-lump collision can result in one or two
kink-antikink pairs, bion states, and some regularly traveling oscillations.

Keywords: Soliton, Kink, Lump, Solitary waves.
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1 INTRODUÇÃO

A região norte do estado do Maranhão, no Brasil, mais especificamente na foz
do rio Mearim, apresenta uma grande variação de maré. Todos os anos em determinada
época, durante a lua cheia ou lua nova a variação da maré é máxima. Nessas condições,
quando os constantes movimentos do oceano alcançam a foz do rio Mearim, este funciona
como um canal, menos profundo que o oceano. Forma-se então a onda viajante conhecida
como pororoca - do tupi, estrondo. A pororoca é um fenômeno natural que ocorre em
regiões que apresentam grande variação de maré. É uma onda conhecida por viajar grandes
distâncias rio adentro mantendo a sua forma por muito mais tempo que as ondas comuns
às proximidades de uma praia [1]. Na figura 1 vemos algumas embarcações prontas para
acompanhar o translado da pororoca no rio Mearim. Este é um fenômeno natural, que
podemos presenciar em nossa escala de vivência, no qual vemos a propagação localizada
de uma quantidade considerável de energia através do meio aquoso e cuja causa inicial
advém da interação gravitacional terra-lua. Podemos então nos perguntar se em outras
escalas de energia, maiores ou menores, ocorrem fenômenos equivalentes envolvendo outros
meios de propagação ou outras interações.

O primeiro relato formal de observação de um fenômeno com essas características
foi feito por John Scott Russel em 1834 [2]. O relato mostra que as ondas produzidas
por um barco se propagaram por um canal, por uma grande distância, sem alterações
perceptíveis na sua velocidade e forma. Fisicamente, classificamos fenômenos com essas
características de ondas solitárias. Ondas solitárias são objetos físicos cuja propriedade
principal consiste no transporte uniforme e localizado de energia. Matematicamente, as
ondas solitárias podem ser adequadamente descritas por equações diferenciais parciais
não lineares. Por exemplo, a onda solitária observada por Russel tem a sua dinâmica
descrita pela equação não linear de Korteweg-de Vries (KdV) [3]. Outras propriedades das
ondas solitárias podem ser percebidas por análise de seu espalhamento. O espalhamento
entre as soluções da equação KdV mostra que os pulsos iniciais sobrevivem a colisão sem
perda de suas propriedades físicas. As ondas solitárias que mantêm suas propriedades após
a interação com uma outra onda solitária são chamadas de solitons. A palavra soliton
é atribuída a Martin Kruskal e N. J. Zabusky, que ao estudarem soluções periódicas
da equação KdV acrescentaram o sufixo on, comum ao nome de partículas (elétron,
fóton,...) [4]. Solitons aparecem de diversas formas na natureza e, atualmente, podem ser
criados em laboratórios. Suas características têm sido empregadas para descrever uma
grande variedade de fenômenos nas mais diversas áreas como ótica não linear, biofísica,
interações no universo primordial e na física de partículas (vide a Ref. [5] e referências
correlacionadas).
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Figura 1 – Embarcações esperando pela pororoca no rio Mearim. Imagem: César Hipó-
lito/Tv Mirante.

Defeitos topológicos são definidos como soluções estáveis de equações não lineares,
possuindo energia finita e localizada [6]. Neste sentido, são um caso particular da definição
de onda solitária. Sua particularidade reside no fato de possuírem carga topológica não
nula, o que significa podem representar uma transição entre estados degenerados de um
sistema. Como exemplos de defeitos topológicos podemos citar: a solução kink em (1 + 1),
vórtices em (2 + 1) e monopólos em (3 + 1) dimensões [7].

O estudo de ondas solitárias tem sido feito predominantemente a partir da ciência
não linear. A ciência não linear por si própria não deve ser considerada como uma nova
área isolada da ciência, mas como um campo extra a ser explorado em praticamente todas
as áreas. Por exemplo, a teoria da relatividade e a mecânica quântica, ambas formalizadas
no começo do século XX, podem ser consideradas novas áreas da física, observados os seus
limites de validade. Por outro lado, o estudo para identificação de padrões não lineares
pode ser realizado em qualquer escala de tamanho ou energia.

Um sistema é considerado não linear quando os resultados finais de um processo não
são proporcionais aos iniciais. Neste sentido, muitos sistemas naturais ou sociais apresentam
comportamento não linear. Um exemplo bem conhecido na física é do sistema massa-mola;
Se o alongamento da mola for muito grande, a força restauradora não mais pode ser
descrita pela lei de Hook, pois o sistema se torna um oscilador não linear. Um segundo
exemplo em que podemos perceber não linearidade é o do pêndulo simples. Sabemos que
para pequenos desvios da posição de equilíbrio, o pêndulo tem comportamento linear, o
que indica que é valido o principio da superposição de soluções. Matematicamente, uma
das principais assinaturas da não linearidade é a quebra de validade desse princípio que
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pode ser percebida através da equação

θ̈ + (g/l) sin θ = 0, (1.1)

que descreve o movimento de uma massa pontual em um pêndulo simples de comprimento
l que foi desviado por um ângulo θ da sua posição de equilíbrio, com g sendo a aceleração
gravitacional. Não é difícil notar que essa equação é não linear, pois se temos θ1(t) e
θ2(t) sendo soluções independentes, vemos que θ3(t) = θ1 + θ2 não será uma solução, e
isto é logo percebido, dado que sin(θ1 + θ2) ̸= sin θ1 + sin θ2. Se consideramos θ muito
pequeno, a equação torna-se linear e o princípio da superposição é válido novamente.
Outras assinaturas da não linearidade são notadas por estruturas complexas presentes
na natureza como por exemplo: o padrão ramificado das árvores e percurso de rios,
estruturas fractais, sistemas complexos, caos e os próprios solitons, que são descritos por
equações não lineares [8]. Diante desse cenário, vemos que a mecânica newtoniana e o
eletromagnetismo de Maxwell, que são teorias lineares, não são suficientes para se obter uma
descrição completa da natureza, uma vez que importantes padrões presentes na natureza
não são englobados por estas duas áreas. Ainda assim, quase todo aparato tecnológico
da humanidade é fundamentado na mecânica e eletromagnetismo, teorias que já foram
exaustivamente estudadas. Cabe então a seguinte motivação: um avanço no entendimento
da natureza está a emergir através da ciência não linear, que só recentemente tem sido
utilizada. De fato, a complexidade das teorias não lineares é a principal razão para que estas
tenham sido exploradas somente a partir da metade do século XX, com a possibilidade de
implementação de métodos numéricos por computadores. Desde então, esses problemas
têm sido um laboratório para o desenvolvimento de ferramentas matemáticas úteis para
as ciências naturais e sociais. Neste sentido o estudo das ondas solitárias, descritas por
teorias não lineares, se mostra relevante.

O segundo “ingrediente” que utilizamos para a descrição dos fenômenos locali-
zados é uma função real, invariante por transformações relativísticas, conhecida como
campo escalar. Na física contemporânea, as diferentes interações conhecidas (gravitacional,
eletromagnética, forte e fraca) são descritas em termos de campos que podem ser de
natureza escalar, tensorial ou espinorial [9, 10]. A descrição por um campo escalar é a
mais simples dentre as possíveis. Contudo, muitos fenômenos do tipo solitons podem ser
estudados através de uma teoria de campo escalar. Em particular, nesta tese exploramos as
propriedades das soluções conhecidas como kinks e lumps. Kinks são estruturas topológicas
linearmente estáveis por pequenos desvios, enquanto que lump são não topológicos e
instáveis por pequenas perturbações. A solução kink, em geral, pode ser associada ao
estudo de fenômenos que apresentam transição de determinada propriedade física de
um sistema. No contexto da cosmologia, soluções kinks descrevem uma estrutura fractal
para paredes de domínio [11–13]; no contexto da biofísica, tais soluções são associadas as
excitações na dupla hélice do DNA [14] e a transições não perturbativas em uma cadeia de
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poliacetileno [15]. Já as soluções lump podem descrever bright solitons, soluções de uma
equação de Schrödinger não linear no contexto da comunicação por fibras ópticas [16–19].

Nesta tese, analisamos o espalhamento entre soluções kinks e entre soluções lump
em (1 + 1) dimensões. Isto é possível através do estudo da física de um campo escalar e de
técnicas para lidar com a natureza não linear presente nas interações. Soluções tipo kink,
em geral, podem interagir de três formas: através de forças estáticas [7, 20]; por modos
normais ou quasi-normais de vibração, que possuem capacidade de armazenar a energia
cinética [21–25]; por radiação [26].

A área de estudo sobre colisões entre kinks ganhou força a partir da segunda
metade do século XX, inicialmente com o método de espalhamento inverso sendo aplicado
às teorias integráveis1, como a sine-Gordon [28, 29]. A associação do par kink-antikink
com o par partícula-antipartícula foi uma das motivações para o estudo do espalhamento
destas soluções. Os resultados mostram que em modelos integráveis os kinks colidem, se
sobrepondo por um pequeno tempo, e reassumem a forma inicial após a colisão sendo
modificados apenas por uma fase, que implica em um atraso ou adiantamento em relação
ao cenário sem colisão. Neste sentido, eles se comportam como os solitons observados na
natureza. Apesar disso, do ponto de vista da física de partículas, a matriz de espalhamento
do modelo sine-Gordon não leva em conta o nascimento de novas partículas [30]. Essa
foi uma das razões pelas quais a comunidade passou a estudar também o espalhamento
entre soluções kinks nos chamados modelos não integráveis, dentre estes, o bem conhecido
modelo ϕ4. A colisão em modelos não integráveis apresenta resultados bem diferentes dos
observados em modelos como o sine-Gordon. A diferença mais notável é que nos modelos
não integráveis as soluções kinks não reassumem a sua forma exata após a colisão, há
uma diversidade de estados finais. Ver-se então que a noção de integrabilidade se tornou
importante para a compreensão dos resultados das colisões entre tais soluções de energia
localizada.

Diante desse contexto, estruturamos esta tese da seguinte forma:

No capítulo 2 apresentamos o campo escalar através do formalismo Lagrangeano.
Apresentamos o bem conhecido modelo de Frenkel-Kontorova para exemplificar como o
campo escalar é apto para representar interações em um sistema contínuo. Obtemos a
equação de movimento para uma Lagrangeana com dinâmica padrão; mostramos, através
do teorema de Noether, as simetrias e quantidades conservadas, obtendo o tensor de
energia momento. Também apresentamos o conceito de quebra espontânea de simetria,
tomando como exemplo o caso da teoria escalar λϕ4. Logo em seguida, apresentamos
o formalismo de primeira ordem, conhecido como método BPS (Bogomol’nyi, Prasad e
Sommerfield). Através do método BPS podemos obter as soluções que possuem as menores

1 Em uma teoria integrável existem tantas constantes de movimento quanto são os graus de liberdade
do sistema [27].
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energias possíveis à teoria. Finalizamos o capítulo com o estudo de pertubações lineares e
a condição de estabilidade para soluções BPS.

No capítulo 3 buscamos fazer uma revisão acerca dos principais aspectos para
colisões entre kinks. Para isso, consideramos os modelos que recorrentemente são estudados
na literatura da área. Começamos apresentando as soluções do modelo integrável sine-
Gordon. Mostramos as formas analíticas para interação entre kinks desse modelo. Em
seguida apresentamos um método numérico que conduz a resultados equivalentes. Vemos
que os kinks no modelo sine-Gordon de fato interagem como solitons. Continuamos o
estudo de colisão com o modelo ϕ4. Os resultados desta seção são extremamente importante,
porque o modelo ϕ4 é tido como um protótipo de resultados para colisões entre kinks
em modelos não integráveis. Neste caso, as interações entre kinks revelam padrões mais
complexos. Em particular, as assinaturas da não linearidade se tornam mais evidentes
neste modelos. Por exemplo, observamos o fenômeno bion, que apresenta evolução caótica.
Uma outra assinatura da não linearidade é a existência de uma estrutura fractal de janelas
de n-bounces [13]. Tal estrutura foi satisfatoriamente explicada por Campbell, Schonfeld
e Wingate (CSW) através do chamado mecanismo de troca de energia entre os modos
internos das soluções kinks, ao qual também nos referimos como mecanismo CSW [22].
Seguimos com o estudo do espalhamento de soluções do modelo ϕ6, no qual encontramos
um contraexemplo ao mecanismo CSW. Por fim, mostramos os temas que recorrentemente
vêm sendo estudados por pesquisadores da área.

No capítulo 4 estudamos o espalhamento de soluções kinks dos modelos ϕ4 e ϕ6 na
semilinha. Em ambos os casos, a semilinha é imposta por uma condição de contorno do
tipo Neumann que induz o surgimento de um novo termo de acoplamento na energia dos
estados BPS. A condição de contorno faz surgir as soluções-borda adequadas a cada caso,
e então, soluções não regulares na linha completa podem ser consideradas na semilinha.
Primeiramente apresentamos, em caráter de revisão, os resultados do modelo ϕ4 na
semilinha. Em seguida, apresentamos os nossos resultados para o modelo ϕ6. Em ambos os
modelos, observamos que algumas propriedades de colisões na linha completa continuam
válidas, porém interessantes novos comportamentos são relatados.

No capítulo 5 estudamos um modelo duplo sine-Gordon dependendo de um pa-
râmetro r. Neste modelo temos dois setores topológicos distintos que resultam em duas
soluções distintas: small e large kinks. O espalhamento de large kinks nos leva a fenômenos
interessantes como a produção de múltiplos pares de small antikink-kink e oscilações
solitárias viajantes. Quanto maior for o parâmetro r, mais pares podem ser produzidos.
Em seguida, estudamos as colisões no setor de small kink. As soluções small kink possuem
um modo vibracional, cuja frequência depende de r. Neste caso, os efeitos da variação do
parâmetro r são notados principalmente na estrutura de janelas de ressonância.

No capítulo 6, estudamos um modelo em que as soluções são do tipo lump. As
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soluções lump nesse caso têm suas principais propriedades dependendo de um parâmetro s.
Para s pequeno, os lumps são notavelmente instáveis enquanto que em valores maiores de s,
são metaestáveis. No limite para s muito grande, as soluções lump se tornam equivalentes
a dois pares kink-antikink do modelo ϕ4. Realizamos a colisão entre essas soluções lump
no cenário de instabilidade, metaestabilidade e para valores maiores do parâmetro s.

No capítulo 7, apresentamos as nossas conclusões e perspectivas.
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2 Campo Escalar

O formalismo lagrangiano é a ferramenta adequada para descrever sistemas dinâ-
micos sujeitos a vínculos. A principal vantagem, em relação ao formalismo vetorial de
Newton, é a sua dependência de uma única função escalar,

L = T − V,

conhecida como lagrangiana [27, 31]. T e V são as energias cinética e potencial, respecti-
vamente. Uma vez conhecida a lagrangiana, as coordenadas qk(x, t) ficam univocamente
determinadas pelo sistema de equações diferenciais de segunda ordem,

d

dt

(
∂L

∂q̇k

)
− ∂L

dqk

= 0, k = 1 . . . n, (2.1)

desde que as 2n condições iniciais sejam conhecidas. Tais equações podem ser obtidas a
partir da seguinte variação [27]:

δS = 0. (2.2)

Onde
S =

∫
L(qk, q̇k, t)dt (2.3)

é definido como sendo a ação.

Figura 2 – Sistema de pêndulos acoplados. Análogo mecânico do modelo de Frenkel-
Kontarova

.
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Consideremos agora o seguinte sistema: um conjunto de pêndulos simples com
comprimento l, separados por uma distância d, conforme descrito na figura 2 [20]. Este é
um análogo mecânico do modelo de Frenkel-Kontarova [32,33]. Vamos considerar como
coordenada a variável ϕ(xn, t) = ϕn que indica o ângulo de desvio do n-ésimo pêndulo,
que se encontra em xn, de sua posição de equilíbrio. A energia potencial em xn devido à
torção com o pêndulo adjacente em xn−1 pode ser expressa da seguinte forma:

Un,n−1 = α

2 [ϕn − ϕn−1]2.

Sendo α a constante de torção. A energia cinética em xn é

T = I

2

(
∂ϕn

∂t

)2

,

sendo I o momento de inércia.

A energia potencial completa é dada por

Un,n+1 + Un,n−1 + Vn.

Vn é o potencial gravitacional, que no caso do pêndulo simples, é dado por V (ϕn, t) =
−mgl(1 − cos ϕn). A lagrangiana do sistema pode ser escrita da seguinte forma

L =
∑

n

Ln(ϕn, ϕ̇n), (2.4)

onde Ln = ( I
2)ϕ̇2

n − Un,n+1 − Un,n−1 − Vn. A equação de movimento para o pendulo em xn

é então dada por:

Iϕ̈n − α[ϕn+1 − 2ϕn + ϕn−1] + mgl sin ϕn = 0. (2.5)

Se considerarmos que ϕ ≪ 1, o sistema se comporta harmonicamente sem acoplamento dos
modos de vibração dos pêndulos adjacentes. Por outro lado, se consideramos o cenário em
que a variação de ϕn seja muito maior que a distancia d que separa os pêndulos, podemos
aplicar o limite d → 0. Nesse limite ϕn−1 = ϕ(x − d, t) e ϕn+1 = ϕ(x + d, t). E a expansão
em série de Taylor resulta

ϕ(xn+1) ≈ ϕ(xn) + d
∂ϕ(xn)

∂x
+ d2

2
∂2ϕ(xn)

∂x2 + d3

3!
∂3ϕ(xn)

∂x3 + d4

4!
∂4ϕ(xn)

∂x4 + · · · (2.6)

e

ϕ(xn−1) ≈ ϕ(xn) − d
∂ϕ(xn)

∂x
+ d2

2
∂2ϕ(xn)

∂x2 − d3

3!
∂3ϕ(xn)

∂x3 + d4

4!
∂4ϕ(xn)

∂x4 + · · · (2.7)

Usando (2.6) e (2.7) temos, em uma aproximação de quarta ordem, que

∂2ϕ(xn)
∂x2 ≈ ϕ(xn+1) − 2ϕ(xn) + ϕ(xn−1)

d2 . (2.8)
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Usando este resultado na equação de movimento (2.5), obtemos a seguinte equação
diferencial parcial:

I
∂2ϕ(x, t)

∂t2 − αd2 ∂2ϕ(x, t)
∂x2 + mgl sin ϕ(x, t) = 0. (2.9)

Podemos ainda absorver as constantes desta equação através do seguinte reescalonamento

x → x

√
mgl

d2α
e t → t

√
mgl

I
.

Com isso, a equação de movimento toma a seguinte forma:

∂2ϕ(x, t)
∂t2 − ∂2ϕ(x, t)

∂x2 + sin ϕ(x, t) = 0. (2.10)

Esta é a bem conhecida equação sine-Gordon. Vemos assim que, ao tomarmos o limite para
o contínuo, d → 0, o conjunto de variáveis dinâmicas ϕ(xn) foi adequadamente substituído
por uma função real, o campo escalar. A seguir, abordamos o formalismo lagrangiano
para campos escalares reais, que são funções adequadas para descrição das interações em
sistemas físicos com infinitos graus de liberdade.

2.1 Formalismo lagrangiano para Campos
Um sistema contínuo pode ser representado como uma superposição dos graus de

liberdade de infinitos sistemas discretos. Se consideramos n → ∞ em (2.4), com d → 0,
então Ln(ϕn, ϕ̇n) se torna a densidade lagrangiana L = L(ϕ, ϕ′, ϕ̇). A soma (2.4) é agora
realizada sobre a linha x contínua. De modo que

L =
∫

L(ϕ, ϕ′, ϕ̇)dx. (2.11)

A ação nesse caso se torna

S =
∫

dt
∫

dxL(ϕ, ϕ′, ϕ̇)dx. (2.12)

Doravante, utilizaremos o sistema de unidades naturais ℏ = c = 1 e os vetores do espaço-
tempo bidimensional xµ = (x0, x1), sujeitos à métrica gµν = diag{1, −1}. Também fazemos
uso da convenção de soma de Einstein. Como exemplo, consideremos o produto escalar,
xµxµ = x0x

0 + x1x
1 = gµνxµxν = (x0)2 − (x1)2. Nesta notação temos que

L(ϕ, ϕ′, ϕ̇) = L(ϕ, ∂µϕ) (2.13)

e
S =

∫
d2xL(ϕ, ∂µϕ), (2.14)

com ∂µ = ∂
∂xµ .



34 Capítulo 2. Campo Escalar

Dos campos descritos pelo formalismo lagrangiano, o eletromagnético é um dos
mais conhecidos. Apesar disso, o campo eletromagnético não é a teoria de campos mais
simples, já que depende de um quadri-vetor Aµ(xµ), transformando covariantemente sob as
transformações de Lorentz. A teoria de campos mais simples consiste em considerar uma
função real ϕ(xµ), escalar de Lorentz, que é denominada Campo Escalar Real. A densidade
lagrangiana do campo escalar real com o termo cinético padrão tem a seguinte forma:

L = 1
2∂µϕ∂µϕ − V (ϕ). (2.15)

Sendo V (ϕ) a energia potencial do campo.

O próximo passo é fazer uso do princípio de Hamilton para então obter as equações
de movimento para o campo. O princípio de Hamilton diz que

δS = δ
∫

d2xL(ϕ, ∂µϕ) = 0. (2.16)

O que nos leva a

δS =
∫

d2x

[
∂L
∂ϕ

δϕ + ∂L
∂(∂µϕ)∂µ(δϕ)

]
= 0. (2.17)

Na expressão acima já consideramos que δ(∂µϕ) = ∂µ(δϕ). Considerando agora que

∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)δϕ

)
= ∂µ

∂L
∂(∂µϕ)δϕ + ∂L

∂(∂µϕ)∂µ(δϕ). (2.18)

podemos escrever que

δS =
∫

d2x

[
∂L
∂ϕ

δϕ + ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)δϕ

)
− ∂µ

∂L
∂(∂µϕ)δϕ

]
= 0. (2.19)

Como, por definição, δϕ(x, t) = 0 nos extremos, temos que o segundo termo da integral
acima não contribui. Ficamos então com a seguinte expressão

δS =
∫

d2x

[
∂L
∂ϕ

− ∂µ
∂L

∂(∂µϕ)

]
δϕ = 0. (2.20)

E como, em tese, δϕ ̸= 0 no interior da região de integração, obtemos que

∂µ
∂L

∂(∂µϕ) − ∂L
∂ϕ

= 0, (2.21)

que é a equação de Euler-Lagrange para o campo escalar real. Também nos referimos a
essa equação como equação de movimento. Para uma teoria do tipo (2.15), a equação de
Euler-Lagrange resulta

∂µ∂µϕ − dV (ϕ)
dϕ

= 0 (2.22)

ou
∂2ϕ

∂t2 − ∂2ϕ

∂x2 + dV (ϕ)
dϕ

= 0, (2.23)

que é uma equação de segunda ordem, cujas soluções minimizam a ação (2.14). Notemos
que quando V (ϕ) = 1 − cos ϕ, esta última equação resulta na equação de movimento
sine-Gordon, Eq. (2.10).
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2.2 Transformações e Quantidades Conservadas
O teorema de Emmy Noether associa uma quantidade conservada à cada simetria

contínua da ação em sistemas não dissipativos [27]. No contexto de uma teoria de campos,
temos um cenário mais amplo para aplicação do teorema de Noether, uma vez que tais
simetrias podem ser observadas nos seguintes casos: transformações nos próprios campos,
também chamadas de internas; transformações nas coordenadas do espaço-tempo ou por
ambas.

Transformações internas levam à conservação da corrente, enquanto que translações
no espaço-tempo à conservação de energia-momento. Uma transformação interna, em sua
forma infinitesimal, pode ser expressa como [9]

φI → φ′I =
(
δIJ + ϵatIJ

a

)
φJ , (2.24)

onde a I = 1, 2, 3, · · · representa um campo diferente sob determinada transformação. Na
expressão acima φI representa tanto campos escalares como também campos vetoriais, ou
um conjunto destes. Os tIJ

a são os geradores do grupo de simetria e ϵa é um parâmetro
infinitesimal da transformação (um ângulo de rotação, por exemplo). A transformação
global (2.24) tem como quantidade conservada a corrente

jµ
a = ∂L

∂(∂µφI)tIJ
a φJ . (2.25)

Consideremos agora transformações nas coordenadas do espaço-tempo,

φ(xµ) → φ(x′µ) = φ(xµ + ϵµ). (2.26)

Temos então que
L → L′(φ′, ∂µφ′) = L(xµ + ϵµ). (2.27)

Expandindo o lado direito em torno do ponto xµ até a primeira ordem

L′ = L + ∂L
∂φ

ϵν∂νφ + ∂L
∂(∂µφ)ϵν∂ν∂µφ. (2.28)

Isto implica que
δL = ϵν∂νL. (2.29)

Por outro lado,
∂νL = ∂L

∂φ
∂νφ + ∂L

∂(∂µφ)∂ν∂µφ. (2.30)

E utilizando a equação de Euler-Lagrange, podemos escrever que

∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)∂νφ

)
= ∂νL. (2.31)

Desta forma, temos que

∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)∂νφ − gµνL
)

= 0. (2.32)
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A quantidade conservada,
Tµν = ∂L

∂(∂µφ)∂νφ − gµνL, (2.33)

é o tensor energia-momento. A quantidade conservada associada à translações espaciais é
o momento do campo [7]

Pi = −
∫

dxT0i = −
∫

dx
∂L

∂(∂0φ)∂iφ. (2.34)

A quantidade conservada associada à translações temporais é a energia do campo

E =
∫

dxT00 =
∫

dx

[
∂L

∂(∂0φ)∂0φ − L
]

. (2.35)

Explicitamente, a energia associada à lagrangiana (2.15) é

E =
∫

dx

1
2

(
∂ϕ

∂t

)2

+ 1
2

(
∂ϕ

∂x

)2

+ V (ϕ)
 . (2.36)

Apresentamos agora a quantidade chamada de corrente topológica que, por definição
[20], é expressa, em (1 + 1) dimensões, como

jµ = 1
∆ϕv

ϵµν∂νϕ. (2.37)

Sendo ∆ϕv o intervalo entre dois mínimos adjacentes do potencial. A corrente topológica
é naturalmente conservada, pois,

∂µjµ = 1
∆ϕv

∂µϵµν∂νϕ = 0. (2.38)

A corrente topológica não é uma corrente de Noether, já que não está associada a um
grupo de simetria. A carga associada à corrente topológica é

Q = 1
∆ϕv

∫ ∞

−∞

∂ϕ

∂x
dx = 1

∆ϕv

[ϕ(∞) − ϕ(−∞)] . (2.39)

A carga topológica é um tipo de índice de classificação de uma solução. Nesta tese, a
configuração topológica do tipo kink está associada a Q = 1, enquanto que para uma
configuração do tipo antikink temos Q = −1. Para defeitos não-topológicos do tipo lump,
obtemos que Q = 0.

2.3 Quebra Espontânea de Simetria
Mesmo em nosso cotidiano, por vezes somos colocados a escolher por caminhos

inicialmente equivalentes. Uma vez feita a nossa escolha, em geral, o cenário se modifica
de forma que os outros caminhos podem não mais estar acessíveis. Colocando de outra
forma, a simetria da situação inicial foi perdida.
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O caminho natural de um sistema físico é sempre em busca de um estado fun-
damental de mínima energia. Por vezes, o sistema físico também se encontra diante de
estados fundamentais equivalentes de tal modo que se torna necessário uma escolha alea-
tória por um desses estados. Se o estado fundamental escolhido não suporta a simetria
inicial, dizemos, no contexto físico, que ocorre uma quebra espontânea da simetria. Para
ilustração, consideremos o exemplo de uma haste cilíndrica flexível colocada em equilíbrio
na vertical [34], como mostra a figura 3 à esquerda. Este estado de equilíbrio da haste pode
ser perturbado, por exemplo, por aplicação de uma força na direção vertical. Se a força
aplicada é pequena, nada acontece e a haste pode permanecer em equilíbrio. Caso a força
aplicada seja tal que F⃗ > F⃗c, a haste é fortemente flexionada conforme mostra a figura 3
à direita. Após a perturbação, existe um contínuo de direções possíveis para que, sob a
ação da gravidade, a haste venha a cair. Contudo, sabemos que a haste escolherá apenas
uma direção dentre as possíveis. Após vergar, a haste alcança um novo estado de mínima
energia. Claramente, este novo estado não possui a simetria do estado de equilíbrio inicial.
Logo, dizemos que no processo de escolha de uma das direções possíveis, ocorreu uma
quebra espontânea da simetria.

O mecanismo de quebra espontânea de simetria apresenta relevância para a física
de campos e partículas. A fim de ilustrar tal mecanismo em uma teoria de campo escalar,
consideremos a teoria λϕ4, descrita pela seguinte lagrangiana:

L = 1
2∂αϕ∂αϕ − m2

2 ϕ2 − λ

4 ϕ4, (2.40)

com m e λ sendo parâmetros reais. Vemos que inicialmente a lagrangiana possui simetria
Z2, ϕ → −ϕ. Agora devemos encontrar o estado fundamental deste campo e então verificar
se este satisfaz ou não a simetria inicial. Partimos da energia do campo que, nesse caso, é:

E =
∫

dx

[
1
2 (∂tϕ)2 + 1

2 (∂xϕ)2 + m2

2 ϕ2 + λ

4 ϕ4
]
. (2.41)

O estado fundamental satisfaz as seguintes condições: ∂tϕ = 0 e ∂xϕ = 0. Ou seja, o
estado fundamental é uma constante ϕv. Para garantir que E seja limitada inferiormente,
escolhemos que λ > 0. Em relação a isso, não há restrições para o parâmetro m2. Devemos
então analisar o estado fundamental para as duas possibilidades: m2 > 0 e m2 < 0.

• Caso m2 > 0

Nesse caso, o campo possui um único estado fundamental em ϕ = 0. Vemos através
da figura 4a que este estado fundamental mantém a simetria Z2 inicial da lagrangiana.
Logo, neste caso, o estado fundamental não quebra a simetria.

• Caso m2 < 0

Neste caso, a teoria apresenta dois estados fundamentais degenerados, conforme
mostra a figura 4b. Vemos que estes estados fundamentais não apresentam a simetria
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Figura 3 – Exemplo clássico de quebra espontânea de simetria.

0

a)

-
v v

b)

Figura 4 – Energia potencial da teoria ϕ4 para os casos: a) m2 > 0 e b) m2 < 0.

inicial da lagrangiana, já que a simetria ϕ → −ϕ leva um estado fundamental a
outro diferente. Portanto, a escolha por um desses estados fundamentais quebra
espontaneamente a simetria inicial.

A quebra espontânea de simetria também é notada quando adicionamos uma
pequena perturbação em torno de um dos estados fundamentais, ϕv. Para perceber isto,
vamos reescrever o potencial da teoria λϕ4 de forma que V (ϕv) = 0. Ou seja,

L = 1
2∂αϕ∂αϕ − λ

4
(
ϕ2 − ϕ2

v

)2
, (2.42)

onde ϕv = µ√
λ

com µ =
√

−m2. A seguir, substituímos, na lagrangiana acima, o estado
fundamental perturbado ϕv → ϕv + χ. Dessa forma, obtemos a seguinte lagrangiana para
o estado fundamental perturbado:

Lv = 1
2∂µχ∂µχ − µ2χ2 − µ

√
λχ3 − λ

4 χ4. (2.43)
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E assim, vemos, de outra forma, que o estado fundamental não possui a mesma simetria
da lagrangiana inicial. A simetria ϕ → −ϕ deixa de existir devido à presença do termo
cúbico µ

√
λχ3. Além disso, o termo que acompanha a parte quadrática da lagrangiana

é entendido como a massa do campo. Portanto, podemos dizer que a teoria de campos
escalar λϕ4 apresenta quebra espontânea de simetria e que, ao estado fundamental, estão
associados modos massivos de massa

√
2µ. Essa mesma massa pode ser obtida diretamente

do potencial, através da seguinte quantidade

m2
i = d2V

dϕ2

∣∣∣∣∣
ϕ=νi

, (2.44)

denominada de massa clássica. Ou seja, mi é a massa relativa ao estado fundamental
ϕ = νi, sendo νi um dos mínimos do potencial. A massa clássica delimita a energia para
além da qual a perturbação em torno de um dos estados fundamentais do campo descreverá
uma interação do tipo partícula livre.

2.4 Soluções BPS
As soluções de interesse da equação de movimento (2.23) são aquelas que minimizam

o funcional de energia (2.35). O artigo [35] levou isso em conta ao propor uma forma de se
obter as soluções de interesse da equação de movimento.

Se V (ϕ) ≥ 0, podemos expressá-lo como

V (ϕ) = 1
2

(
dW (ϕ)

dϕ

)2

. (2.45)

A função W (ϕ) é conhecida como superpotencial. Este nome surgiu a partir do uso da
função W em modelos de supersimetria, para os quais W se torna uma quantidade
fundamental [36].

Utilizando a equação (2.45), podemos escrever a energia da solução estática da
seguinte forma:

E = 1
2

∫
dx

(dϕ

dx

)2

+
(

dW

dϕ

)2
 . (2.46)

O próximo passo é completar o quadrado

E = 1
2

∫
dx

(dϕ

dx
∓ dW

dϕ

)2

± 2dϕ

dx

dW

dϕ

 , (2.47)

resultando nos seguintes termos de energia:

E = 1
2

∫
dx

(
dϕ

dx
∓ dW

dϕ

)2

︸ ︷︷ ︸
EP

±
∫

dx
dW

dx︸ ︷︷ ︸
EBPS

. (2.48)
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Uma vez que a contribuição EP ≥ 0, temos que a energia mínima é obtida quando EP = 0.
Ou seja,

Emin = EBPS = ±
∫

dx
dW

dx
= ±W (ϕ)

∣∣∣∣∣
ϕ(∞)

ϕ(−∞)
= ∥W (ϕ(∞)) − W (ϕ(−∞))∥, (2.49)

desde que
dϕ

dx
= ±dW

dϕ
. (2.50)

Equivalentemente à equação (2.50), temos

dϕ

dx
= ±

√
2V (ϕ). (2.51)

A energia (2.49) é frequentemente chamada de energia BPS, devido à Bogomol’nyi [35],
Prasad e Sommerfield [37]. As equações (2.50) (ou sua equivalente (2.51)) são conhecidas
como equações BPS ou equações de primeira ordem. As soluções dessas equações são os
estados BPS [6,38].

As soluções BPS também satisfazem a equação de Euler-Lagrange. Para verificar
esta afirmação, basta diferenciar a equação (2.51) em relação a x,

d2ϕ(x)
dx2 = ± 1√

2V

dV

dϕ
ϕx. (2.52)

Como, pela equação BPS, ϕx = ±
√

2V , concluímos que

d2ϕ(x)
dx2 = ± 1√

2V

dV

dϕ
ϕx = dV

dϕ
. (2.53)

Conforme [35], ao utilizar o procedimento acima:

• Vemos que a energia mínima é proporcional à carga topológica.

• Podemos conhecer a energia da solução antes mesmo de conhecer a sua forma
explícita. Precisamos apenas conhecer o campo ϕ nos extremos. Dizemos então que
Emin = ∆W é um invariante topológico, já que só depende dos valores de ϕ nos
extremos.

• Podemos conhecer a solução ϕ(x) através de uma equação de primeira ordem (equação
(2.50) ou sua equivalente (2.51)) ao invés de resolver uma de segunda ordem.

Há ainda na literatura outros métodos para se chegar as equações de primeira ordem. Um
deles foi proposto por Schaposnik e Vega [39]. Nesse caso, as equações de primeira ordem,
no contexto de vórtices em 2 + 1 dimensões, são obtidas a partir da conservação do tensor
energia-momento.
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2.5 Estabilidade Linear
Quando falamos em solitons, certamente pensamos em um fenômeno que tem a

sua forma preservada durante uma evolução temporal. Neste sentido, torna-se oportuno
o estudo da estabilidade das soluções do campo. Podemos analisar a estabilidade de um
fenômeno através da sua curva de energia. Em geral, perturba-se o estado fundamental
através da adição de uma pertubação dependente do tempo, η(x, t) [40]. Para o nosso caso,
o estado fundamental é uma das soluções BPS, (que são soluções estáticas de mínima
energia) que vamos representar por ϕs. O estado perturbado é então:

ϕp(x, t) = ϕs(x) + η(x, t), (2.54)

com |η(x, t)| ≪ |ϕs(x)|. Se substituirmos o estado fundamental perturbado, ϕp, na equação
de movimento dependente do tempo (2.23) e considerarmos somente os termos lineares
para pertubação η(x, t), obtemos a seguinte equação:

∂2η(x, t)
∂t2 − ∂2η(x, t)

∂x2 + dV (ϕ)
dϕ

∣∣∣∣∣
ϕ=ϕs

η(x, t) = 0. (2.55)

Consideramos agora a seguinte forma geral para a perturbação

η(x, t) =
∑

k

ℜ
[
ηk(x)eiωkt

]
, (2.56)

com “ℜ” indicando a parte real. Substituindo na equação (2.55), obtemos uma equação do
tipo Schrödinger para ηk(x),

Ĥηk(x) = ω2
kηk(x), (2.57)

sendo o operador Hamiltoniano dado por:

Ĥ = − d2

dx2 + Vsch(x), (2.58)

com
Vsch(x) = d2V

dϕ2

∣∣∣∣∣
ϕ=ϕs(x)

. (2.59)

A estabilidade da solução é garantida se todos os ω2
k ≥ 0. Por outro lado, se existe ao

menos um ω2
k negativo, as pertubações crescem ou decaem de forma exponencial com o

tempo e a solução estática não é estável.

Neste capítulo, apresentamos a formulação fundamental de um campo escalar. Nos
próximos capítulos, os conceitos apresentados até aqui se fazem presentes e possibilitam
explicações fisicamente coerentes aos resultados obtidos.
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3 Colisões Kink-Antikink na Linha

A área que estuda colisões entre soluções kinks em diversos cenários e teorias
começou a ganhar força a partir da segunda metade do século XX com a utilização de
método de espalhamento inverso [28, 41] . Desde então, o tema tem atraído pesquisadores
de todo mundo. Apesar de quatro décadas de intensa investigação [42], alguns aspectos
sobre as colisões entre kinks permanecem em aberto não sendo completamente entendidos,
como por exemplo, a abordagem por coordenadas coletivas, tema principal de estudos
recentes [43–45]. Possíveis aplicações dos resultados observados para colisões entre soluções
kinks podem ser observadas, por exemplo, no estudo da foto geração de solitons topológicos
em uma rede de trans-poliacetileno [46] e no estudo com nanofitas de grafeno encurvadas
em uma direção transversa [47].

Tendo em vista que a rota natural para contribuir em um tema se dá por primeira-
mente conhecer os fundamentos, neste capítulo buscamos apresentar alguns resultados
bem estabelecidos. Começamos com o modelo sine-Gordon, que é o modelo protótipo
para as teorias integráveis. Em seguida, estudamos aspectos da teoria ϕ4 e mostramos os
principais resultados para as colisões entre kinks. Após, apresentamos o modelo ϕ6 onde
vemos como contornar uma aparente contradição do mecanismo de troca de energia.

3.1 Modelo sine-Gordon
Como já vimos no capítulo anterior, o modelo sine-Gordon é descrito pelo seguinte

potencial escalar
VSG(ϕ) = 1 − cos ϕ. (3.1)

Tal modelo se reduz a uma equação de Klein-Gordon no limite de pequenas amplitudes
de ϕ [48]. A figura 5 mostra o comportamento do potencial que é periódico por 2π,
possuindo mínimos degenerados que são separados por barreiras equivalentes. A equação
de movimento do modelo sine-Gordon é

∂2ϕ

∂t2 − ∂2ϕ

∂x2 + sin ϕ = 0. (3.2)

O potencial VSG(ϕ) é associado ao seguinte superpotencial,

WSG(ϕ) = ∓4 cos
(1

2ϕ
)

. (3.3)

Para encontrar soluções não-triviais e com energia finita, vamos fazer uso do formalismo
de primeira ordem. No capitulo 2, vimos que uma solução estática pode ser obtida pela



44 Capítulo 3. Colisões Kink-Antikink na Linha

-4 -2 0 2 4

Figura 5 – Potencial sine-Gordon.

equação de primeira ordem,
dϕ

dx
= ±dW (ϕ)

dϕ
. (3.4)

Assim, as equações de primeira ordem na teoria sine-Gordon são dadas por:
dϕ

dx
= ±

√
2 (1 − cos ϕ). (3.5)

Integrando esta equação, obtemos

ϕk(x) = 4 arctan
[
e(x−x0)

]
. (3.6)

Essa é a solução estática da teoria sine-Gordon. Como foi encontrada através do formalismo
BPS, sabemos que se trata de uma solução fundamental, não trivial. A figura 6 superior
mostra que a solução estática interpola entre dois estados fundamentais, ϕ = 0 em x → −∞
e ϕ = 2π em x → ∞, contendo uma região de transição em torno de x = x0 (na figura
temos x0 = 0). Por essas características, a solução (3.6) é comumente denominada de kink
do modelo sine-Gordon. Chamamos de antikink a solução ϕak(x) = ϕk(−x). Esta interpola
entre ϕ = 2π em x → −∞ e ϕ = 0 em x → ∞.

Vamos agora verificar se a solução kink é estável por pequenos desvios. Adicionando
uma perturbação, ℜ [η(x)e−iωt], em torno da solução kink, conforme descrito na seção 2.5,
chegamos à seguinte equação do tipo Schrödinger

−∂2η

∂x2 + cos (4 arctan(ex)) η = ω2η. (3.7)

O potencial do tipo Schrödinger associado é:

Vsch(x) = cos (4 arctan(ex)) = 1 − 2sech2(x). (3.8)

A equação de autoestados (3.7) possui somente uma solução para 0 ≤ ω2 < Vsch(±∞) =
1. Esta solução é o modo zero, η0, que é solução da equação (3.7) quando ω2 = 0.
Explicitamente, o modo zero é dado por

η0(x) = Csech(x), (3.9)
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Figura 6 – Solução kink do modelo sine-Gordon (acima) e a correspondente densidade de
energia (abaixo).

sendo C uma constante. Vejamos agora o efeito do modo zero no entorno da solução kink.

ϕk(x) + η0(x) = 4 arctan [ex] + Csech(x) (3.10)

= ϕk(x) + C

2
dϕk(x)

dx
(3.11)

≈ ϕk(x + C/2). (3.12)

Desta forma vemos que o modo zero apenas translada o centro da solução kink por
um intervalo δx = C/2. Devido a isto, o modo zero é também conhecido como modo
translacional. Como não existem autoestados para ω2 < 0, concluímos ainda que a solução
kink é estável por pequenos desvios.

A densidade de energia, T00, da solução (3.6) é dada explicitamente por:

ρ(x) = T00 = 4sech2(x − x0). (3.13)

Na figura 6 inferior, vemos que a densidade de energia é espacialmente localizada
em torno do centro do kink. Esta é uma característica fundamental de um soliton. Seria
então a solução kink (ou antikink) do modelo sine-Gordon um soliton? Para responder
esta pergunta precisamos saber como essas soluções interagem entre si ou com outras
ondas solitárias. A colisão entre as soluções kinks1 é uma das formas de realizar tal
investigação. Em 1953, Seeger, Donth e Kochendörfer, ao usarem a equação do sine-
Gordon para descrever o deslocamento de um cristal, encontraram soluções analíticas
1 Nesta tese o termo kinks, no plural, pode estar se referindo a kinks, a antikinks ou a ambos.



46 Capítulo 3. Colisões Kink-Antikink na Linha

-2

0

2

Figura 7 – Evolução temporal da colisão soliton-soliton.

que descrevem colisões do tipo kink-kink e kink-antikink2 no modelo sine-Gordon [49]. As
mesmas expressões foram obtidas independentemente por Perring e Skyrme em 1962 [50].
A solução que descreve uma colisão do tipo kink-kink é dada por

ϕKK = 4 arctan
[

v sinh(x/
√

1 − v2)
cosh(vt/

√
1 − v2)

]
. (3.14)

Para esta configuração a carga topológica é Q = 2. A colisão do tipo kink-antikink foi
encontrada como sendo

ϕKK̄ = 4 arctan
[

sinh(vt/
√

1 − v2)
v cosh(x/

√
1 − v2)

]
, (3.15)

com Q = 0.

A evolução da solução kink-kink é observada na figura 7, onde temos que t1 < t2 <

t3 < t4. Na figura, vemos que um kink que interpola entre ϕ(−∞) = −2π → ϕ(∞) = 0 se
desloca para a direita com velocidade v, simultaneamente um outro kink (ϕ(−∞) = 0 →
ϕ(∞) = 2π ) se desloca para esquerda com velocidade −v. No tempo t2 os kinks estão na
iminência da colisão, enquanto que em t = t3 a colisão já ocorreu. Ao final do processo,
vemos que os kinks passaram um pelo outro sem perda de sua forma e velocidade, no
entanto houve uma mudança do setor de interpolação. O kink que viaja para a direita
passou a interpolar entre ϕ(−∞) = 0 → ϕ(∞) = 2π e o kink que viaja para esquerda
passou a interpolar entre ϕ(−∞) = −2π → ϕ(∞) = 0.

A evolução de uma colisão do tipo antikink-kink é observada na figura 8, onde
vemos um antikink que se move para a direita com velocidade v e um kink que se desloca
em sentido contrário. Novamente, após a colisão ambos mantêm a forma anterior à colisão
e também passam a interpolar em outro setor topológico do potencial. Por esses dois
resultados, concluímos que as soluções kink do modelo sine-Gordon são de fato solitons.

Há ainda um outro estado fundamental não trivial de interesse na teoria sine-
Gordon. Trata-se da solução Breather (o campo lembra o movimento de uma respiração).
2 Nesta tese a ordem em que as soluções aparecem importa. Por exemplo kink-antikink indica um kink,

viajando para o sentido positivo, colidindo com um antikink que viaja para o sentido negativo da linha.
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Figura 8 – Evolução temporal da colisão soliton-antisoliton.

Obtemos a solução breather ao atribuir

v → iω√
1 − ω2

, (3.16)

na solução (3.15), implicando que

γv = 1√
1 − v2

→ γω =
√

1 − ω2. (3.17)

Assim,

ϕKK̄ = 4 arctan
[

sinh(γvvt)
v cosh(γvx)

]
→ ϕB = 4 arctan

[
γω

iω

sinh(iωt)
cosh(γωx)

]
. (3.18)

A solução breather, ϕB, fica

ϕB = 4 arctan
[

γω sin(ωt)
ω cosh(γωx)

]
. (3.19)

O estado breather da teoria sine-Gordon é mostrado na figura 9. Esta figura nos permite
observar que o estado breather é equivalente a um par kink-antikink oscilando com
frequência ω e possuindo carga topológica Q = 0 (compare com a figura 8 quando t = t2 e
t = t3). Uma propriedade do breather sine-Gordon é que ele não decai no tempo.

Na figura 10 vemos a colisão de um kink com um breather que, inicialmente oscila
em x = 0. Vemos que após a colisão o kink surge mais a frente do que estaria se a colisão
não tivesse ocorrido. Já o breather sofre um pequeno recuo. Isto é, ambos apresentam
um shift de fase após a colisão. Veja que ambos mantêm suas propriedades físicas após a
colisão, desta forma, vemos que o breather, no modelo sine-Gordon, interage como um
soliton.

Um outro caminho para investigar as propriedades de soluções de um modelo
consiste na solução numérica da equação de movimento. Este será o caminho que mais
utilizaremos adiante.
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Figura 9 – Estado breather da teoria sine-Gordon. ω = 0.50.

Figura 10 – Colisão de um kink com um breather no modelo sine-Gordon. A linha preta
em traços indica em que posição o centro do kink deveria estar. v = 0.25 e
ω = 0.50.

3.2 Solução Numérica

Até aqui já conhecemos a solução estática do modelo sine-Gordon. Também vimos
duas possibilidades de evolução temporal, analiticamente obtidas no século XX. Para a
grande maioria dos modelos que estudaremos adiante podemos obter apenas as soluções
estáticas, via formalismo BPS. No entanto, não foram encontradas soluções analíticas
descrevendo exatamente a evolução temporal. Tal dificuldade reside em dois fatores: i) As
equações são não lineares, ii) os modelos são não integráveis. Essa dificuldade é contornada
quando recorremos às soluções numéricas.

A equação (3.2) é solucionada somente se duas condições iniciais (t = 0) indepen-
dentes são conhecidas. Tais condições são obtidas a partir de uma função Φ(x, t), que
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denominamos de perfil inicial, sendo, em geral, uma combinação de soluções estáticas.
A dependência temporal se deve ao boost de Lorentz que é adequadamente aplicado nas
soluções estáticas. O boost x → γ(x − x0 − vt) faz com que a solução viaje para o sentido
positivo de x, sendo γ(v) = (1 − v2)−1 o fator de contração de Lorentz. É no momento
da escolha da combinação para Φ(x, t) que devemos decidir que tipo de colisão queremos
realizar, se kink-kink, kink-antikink, antikink-kink e assim por diante. Vejamos, para uma
colisão do tipo antikink-kink, como fica a escolha da função Φ(x, t).

Explicitamente, um antikink sine-Gordon que inicialmente está em x = −x0, com
x0 > 0, e que se move com velocidade v para o sentido positivo da linha x, tem a seguinte
forma:

ϕK̄(x, −x0, v, t) = 4 arctan
[
e−γ(x+x0−vt)

]
. (3.20)

Já um kink que se move para o sentido negativo tem a forma

ϕK(x, x0, −v, t) = 4 arctan
[
eγ(x−x0+vt)

]
. (3.21)

Podemos agora obter Φ(x, t) para que a evolução aconteça na ordem mostrada na figura 8,
isto é, uma colisão antikink-kink. Neste caso, temos que

Φ(x, t) = ϕK̄(x, −x0, v, t) + ϕK(x, x0, −v, t) − 2π. (3.22)

Ou
Φ(x, t) = 4 arctan

[
e−γ(x+x0−vt)

]
+ 4 arctan

[
eγ(x−x0+vt)

]
− 2π, (3.23)

uma vez obtida a função Φ(x, t), as duas condições iniciais necessárias para solução da
equação de movimento são dadas por:

Φ(x, 0) = 4 arctan
[
e−γ(x+x0)

]
+ 4 arctan

[
eγ(x−x0)

]
− 2π (3.24)

e
dΦ(x, t)

dt

∣∣∣∣∣
t=0

= 4vγeγ(x−x0)

e2γ(x−x0) + 1 + 4vγe−γ(x+x0)

e−2γ(x+x0) + 1 . (3.25)

Com essas duas condições iniciais, podemos resolver a equação de movimento

DttΦ(x, t) = DxxΦ(x, t) − dV/dΦ. (3.26)

Expressamos a derivada espacial por discretização em diferenças finitas centrais. O apêndice
A.1 mostra como obter os coeficientes da discretização. A evolução temporal é obtida por
um método de integração simplética de sexta ordem, conforme descrito no apêndice A.3.

A malha é discretizada espacialmente com 2048 pontos a cada ∆x = 100. O domínio
temporal é discretizado com 5000 pontos a cada ∆t = 100. Isto implica em um passo
espacial δx ≈ 0.50 e um passo temporal δt = 0.02. Com exceção de alguns casos específicos,
estes são os passos utilizados nas simulações presentes nesta tese.
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Figura 11 – Evolução temporal numérica de uma colisão do tipo kink-antikink no modelo
sine-Gordon. v = 0.25 e x0 = 12

.

Voltando a evolução com as condições iniciais (3.24) e (3.25), deve-se observar
que o parâmetro x0 deve ser grande o suficiente para que a primeira condição inicial não
apresente erro numérico maior que a ordem de precisão do método utilizado.

A figura 11 mostra o resultado da solução numérica com as condições iniciais dadas
por (3.24,3.25) com os parâmetros x0 = 12 e v = 0.25. Vemos então que a solução numérica
retrata o mesmo comportamento obtido através da solução (3.15). Após a colisão ambos
kink e antikink mantêm a forma e velocidade sofrendo apenas um pequeno atraso de fase
devido à interação [22].

3.3 Modelo λϕ4

O modelo ϕ4 apresenta uma energia potencial do tipo poço-duplo com dois estados
fundamentais degenerados, apresentando quebra espontânea de simetria. O modelo ϕ4 tem
desenvolvido papel importante em diversos temas de pesquisa, servindo como ponto de
partida para estudos em sistemas não integráveis. Tem sido utilizado em muitos estudos da
Matéria Condensada [11, 51]; no estudo [52] foi utilizado como uma teoria fenomenológica
de transição de fase em cadeias de poliacetileno; foi utilizado na biofísica para descrever
excitações na dupla hélice do DNA [14, 53] e também é bem conhecido no contexto
cosmológico [12]. É um modelo referência para o estudo de colisões entre soluções kinks.
Neste quesito o seu caráter não integrável é logo percebido, dado o comportamento diferente
do observado para o modelo sine-Gordon. A seguir, apresentamos as soluções kink/antikink
do modelo e as principais propriedades dessas soluções. Em especial, destacamos os modos



3.3. Modelo λϕ4 51

-1 0 1

Figura 12 – Potencial ϕ4

.

normais de vibração.

Nesta tese, consideramos o potencial ϕ4 da seguinte forma:

V (ϕ) = 1
2
(
1 − ϕ2

)2
. (3.27)

A figura 12 mostra o potencial ϕ4 que possui a forma de um poço duplo com dois
estados fundamentais de mesma energia. Do nosso estudo no modelo sine-Gordon, vemos
que este modelo tende a suportar duas soluções topológicas fundamentais. A equação de
movimento para o campo no modelo ϕ4 é dada por:

∂2ϕ

∂t2 − ∂2ϕ

∂x2 − 2ϕ(1 − ϕ2) = 0. (3.28)

Para obter a solução estática, utilizamos o formalismo BPS. O superpotencial nesse caso é

W (ϕ) = ϕ − 1
3ϕ3. (3.29)

Soluções estáticas da equação de movimento são obtidas através das seguintes equações de
primeira ordem:

dϕ

dx
= ±dW

dϕ
.

Então, no modelo ϕ4, as equações de primeira ordem são dadas por:

dϕ

dx
= ±(1 − ϕ2). (3.30)

Escolhendo o sinal “+”, obtemos a solução kink do modelo ϕ4

ϕK(x) = tanh(x). (3.31)

E, para o sinal “−”, obtemos a solução antikink, dada por

ϕK̄(x) = ϕK(−x) = − tanh(x). (3.32)
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A energia de ambas as soluções é dada por (2.49)

E = ∥W (ϕ(∞)) − W (ϕ(−∞))∥ = 4
3 . (3.33)

A massa clássica para perturbações em torno de um dos estados fundamentais do potencial
é:

m = d2V

dϕ2

∣∣∣∣∣
ϕ=±1

= 4. (3.34)

Isso implica que quando o campo representa uma interação do tipo partícula livre, as ondas
planas têm a seguinte relação de dispersão: ω2 = k2 +4. E então qualquer solução de estado
ligado, deve necessariamente estar na região 0 < ω2 < 4. Sabendo disso, realizamos uma
perturbação em torno de um dos estados fundamentais da teoria. Ou seja, perturbamos a
solução kink

ϕp(x, t) = ϕK(x) + ξ(x, t), (3.35)

com |ξ(x, t)| ≪ |ϕK(x)|. Substituindo ϕp(x, t) na equação de movimento e linearizando
em torno de ξ(x, t), obtemos que

∂2ξ(x, t)
∂t2 − ∂2ξ(x, t)

∂x2 +
[
6 tanh2(x) − 2

]
ξ(x, t) = 0. (3.36)

Escolhendo que ξ(x, t) = η(x) exp(−iωt), a equação acima torna-se

−∂2η(x)
∂x2 +

[
6 tanh2(x) − 2

]
η(x) = ω2η(x), (3.37)

que é uma equação tipo Schrödinger. Assim, podemos fazer a seguinte identificação:

Usch(x) = 6 tanh2(x) − 2. (3.38)

Desta forma, vemos que pertubações em torno do estado fundamental não trivial do campo
nos levam ao problema de encontrar estados estacionários [54] sujeitos ao potencial Usch(x).
Percebemos também a seguinte identificação:

Usch(x) = d2V

dϕ2

∣∣∣∣∣
ϕ=ϕK(x)

= 6ϕ2
K − 2, (3.39)

e para x = ±∞,
Usch(±∞) = 4. (3.40)

E assim, novamente vemos que ω2 ≥ 4 descreve estados do tipo partícula livre. Denomina-
mos o valor Usch(x = ±∞) de limite para o contínuo.

A equação (3.37) apresenta duas soluções do tipo estado ligado, ou seja, para
ω2 < 4.

• Para ω2 = ω2
0 = 0, temos o modo translacional:

η0(x) =
√

3
4sech2(x). (3.41)
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• Para ω2 = ω2
1 = 3, temos o modo vibracional

η1(x) =
√

3
2 tanh(x)sech(x). (3.42)

Para ω2 ≥ 4, os autoestados têm a seguinte forma [21]

ηk(x) = e−ikx
[
3 tanh2(x) + 3ik tanh(x) − k2 − 1

]
, com k2 = ω2 − 4. (3.43)

Neste ponto vemos uma importante distinção em relação ao modelo sine-Gordon. As
soluções kinks da teoria ϕ4 possuem um modo zero e um modo vibracional, localizado
na faixa de energia entre o modo zero e o limite para o contínuo. Se um kink viaja
isoladamente, o modo dominante é o translacional. Contudo, em um processo de colisão, o
kink é fortemente perturbado e então o modo vibracional deve exercer algum papel.

3.3.1 Colisões Kink-Antikink

A existência de soluções estáticas do tipo kink e antikink permite uma comparação
com os resultados obtidos no modelo sine-Gordon. O estudo de colisões de kinks na
teoria ϕ4 é fundamental para o discernimento entre um modelo integrável e não-integrável,
e do ponto de vista histórico contribui para a correta distinção entre solitons e ondas
solitárias. De fato, como já mencionamos, solitons possuem a propriedade de manter a sua
forma mesmo quando interagem com outras ondas. Um questionamento que surge é se
existem na teoria ϕ4 estados tais como a colisão soliton-antisoliton (figura 8), ou seja, se
as ondas solitárias da teoria ϕ4 possuem propriedade de soliton; Outro questionamento
proveniente desta comparação se dá sobre a existência de um estado breather que não
decai com o tempo. Esses questionamentos motivaram uma grande quantidade de estudos,
principalmente nos anos 1970 e 1980. Os estudos pioneiros são atribuídos principalmente a
Kudryavtsev [55], S. Aubry [56], Makhankov [57] e o notável trabalho de Ablowitz, Kruskal
e Ladik (AKL) [41]. Estes estudos possibilitaram a descoberta e posterior elucidação de
alguns dos complexos resultados observados na investigação dinâmica da teoria ϕ4.

Neste modelo não temos uma solução analítica descrevendo a evolução temporal.
Precisamos então resolver numericamente a equação de movimento da teoria ϕ4 a fim
de reproduzir os principais resultados obtidos ao longo das últimas décadas. Para tal
propósito precisamos novamente de duas condições iniciais. Uma possibilidade é o seguinte
par de condições iniciais:

Φ(x, 0) = tanh[γ(x + x0)] + tanh[−γ(x − x0)] − 1. (3.44)

Φ̇(x, 0) = −γv
[
sech2 (γ(x + x0)) + sech2 (γ(x − x0))

]
. (3.45)

Essas duas condições são representadas na figura 13 (cima) onde um kink, inicial-
mente centrado em x = −x0, se move para o sentido positivo de x com velocidade v. Ao
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Figura 13 – Perfil inicial para uma colisão kink-antikink (cima) e antikink-kink (baixo)
.

mesmo tempo um antikink, inicialmente em x = x0, se move também com velocidade v em
sentido contrário ao kink. Outra possibilidade é a mostrada na figura 13 (baixo). Devido
à simetria Z2 do potencial, ambas possibilidades são equivalentes em seus resultados
diferindo apenas por ϕ → −ϕ.

Passamos agora à discussão dos resultados. Estes são extremamente dependentes
da velocidade v. Agora o kink não pode simplesmente passar pelo antikink sem sofrer
alterações em sua forma. Eles ao contrário disto, dependendo da velocidade v se refletem
após a colisão. Isto foi relatado no trabalho de Kudryavtsev [55], onde foi realizada uma
colisão para v = 0.10. Encontraram que ao invés do kink simplesmente passar pelo antikink,
se armadilham e formam um estado oscilatório no ponto de colisão x = 0. Na figura 14
apresentamos um estado similar ao observado em [55]. A figura 14a) mostra a evolução
espaço-temporal do campo para a velocidade v = 0.15 e a figura 14b) mostra a evolução
temporal do campo no ponto de colisão x = 0. Para esta velocidade (v = 0.15) o kink
colide com o antikink em x = 0 e logo em seguida formam um estado oscilatório que é
conhecido como bion (o estado bion é mostrado na figura 14b) . Podemos perceber que o
estado oscilatório emite radiação, oscilações de pequena amplitude no campo, para além
de x = 0.

Aubry realizou um estudo para diferentes valores de v [56] e desta forma pôde
observar tanto estados bions, como estados de reflexão. Em seu trabalho, ele apresenta a
simulação para v = 0.50 que é reproduzida na figura 15. Neste caso, após a colisão o par
kink-antikink reflete um ao outro e eles retornam envolvidos por radiação.

Um outro trabalho numericamente mais robusto foi realizado por AKL quando
resolveram a equação de movimento para diferentes potenciais, sendo um deles o potencial
ϕ4 [41]. Sobre os resultados obtidos para a teoria ϕ4 eles relataram o seguinte:

Finalmente, observamos que (2c)3 apresenta um fenômeno que não foi
3 (2c) é a teoria ϕ4.
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Figura 14 – Colisão kink-antikink no potencial ϕ4 para v = 0.15: a) Plot de superfície
espaço-temporal (a paleta de cores representa o valor do campo ϕ(x, t)); b)
Evolução do campo no ponto de colisão x = 0.

Figura 15 – Colisão kink-antikink para v = 0.50. O kink e o antikink colidem uma vez
(one bounce), o estado final é um par kink-antikink que se separam após a
colisão envolvidos em radiação.



56 Capítulo 3. Colisões Kink-Antikink na Linha

Figura 16 – Colisão kink-antikink para v = 0.20: O kink e antikink colidem duas vezes
(two-bounce) e depois são refletidos um pelo outro.

notado por nós em nenhum outro cálculo nem por Kudryavtsev [4]4.
Conforme vi diminui para 0.3, vf diminui para 0.135. Quando vi = 0.25
um estado oscilatório é observado. No entanto, à medida que vi diminui
para 0.2, este estado oscilatório volta a emitir ondas para uma pequena
região em torno de vi = 0.20. De fato, quando vi = 0.20, foi encontrado
que vf = 0.155, que é maior que a vf observada para vi = 0.3! Um
pouco abaixo de vi = 0.20 (vi = 0.193), um estado oscilatório torna a
aparecer. Subsequentes reduções de vi também resultam em estados de
onda oscilatórios. O motivo da notável “ressonância” entre essas ondas,
interagentes não periódicas, e a radiação ainda não são completamente
entendidos.

Até onde sabemos, esta é a primeira vez que a palavra “ressonância” foi usada no contexto
de uma colisão kink-antikink. Para melhor entender este relato, observemos a figura 16
que mostra o resultado da colisão para v = 0.20. O kink colide com o antikink em um
primeiro momento ficando armadilhado um ao outro por um período de tempo ∆t = T12

depois do qual tornam a colidir uma segunda vez. Após a segunda colisão, eles se separam
por reflexão envolvidos em pequenas oscilações. Fenômenos desse tipo são conhecidos pelo
termo two-bounce. As faixas contínuas de velocidades para quais ocorrem o fenômeno de
two-bounce são conhecidas como janelas de two-bounces (n-bounces), janelas de
ressonância ou ainda janelas de escape [13, 22,30].

3.3.2 Mecanismo de Ressonância e Estrutura Fractal

Após o estudo de AKL outros [58, 59] também relataram a existência de faixas de
velocidades, abaixo de uma certa velocidade crítica vc, em que também foram observadas
4 Referência [55] desta tese.
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Figura 17 – Colisão kink-antikink no modelo ϕ4: Velocidade final do par em função da
velocidade inicial v. A linha em traços representa a reta vf = vi.

as ressonâncias semelhantes à encontrada em torno de v = 0.20. Em 1983, foi publicado o
importante trabalho de Campbell, Schonfeld e Wingate [22] (CSW) no qual consta uma
varredura detalhada nos valores de v, o que possibilitou mostrar a distribuição das várias
janelas de two-bounce ao longo da escala de velocidade v com a qual o kink-antikink se
movem antes da colisão. O espectro de janelas de ressonância é reproduzido na figura
17 considerando a velocidade de saída do estado final após a colisão. Através da figura
17, podemos dividir o espectro de velocidades em três regiões: i) para v ≲ 0.19 a colisão
sempre resulta em um estado do tipo bion, por isso, a velocidade final do par é nula; ii)
Na região 0.19 ≲ v ≤ vc estão situadas as janelas de ressonância, que estão representadas
pelas regiões onde vf > 0 na figura 17. Também observamos estados de bion localizados
no intervalo entre duas janelas; iii) Para v > vc a colisão sempre resulta em reflexão após
a primeira colisão. No modelo ϕ4, vc = 0.2598 [60].

Para explicar a existência dessas janelas, os autores das referências [22] e [61]
propuseram uma teoria semi fenomenológica denominada por eles de mecanismo de troca
de energia (adiante, também nos referimos a este mecanismo pelas iniciais CSW que faz
referência aos autores do primeiro artigo publicado em 1983). Este mecanismo explica o
surgimento das janelas de ressonâncias de forma quantitativa a partir da interação entre os
modos vibracional e translacional das soluções BPS. Em suma, o mecanismo de troca de
energia (CSW) diz: Durante uma colisão kink-antikink os modos vibracional e translacional
são excitados e podem trocar energia em si. Se uma certa condição de ressonância é
atendida, após a primeira colisão o modo de translação transfere energia para o modo
vibracional, dessa forma o kink e antikink ficam armadilhados um ao outro não possuindo
energia cinética suficiente para se afastar para longe do ponto de colisão. Passado um
tempo T12 após o primeiro impacto ocorre uma segunda colisão. Após a segunda colisão o
processo de transferência de energia pode se repetir novamente, o que gera uma terceira
colisão. No caso da figura 16, após duas colisões, a energia cinética é consideravelmente
restaurada (o modo vibracional continua excitado, porém com menos energia), por isso o
kink e antikink são refletidos, após a segunda colisão, e se afastam para longe de ponto
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Figura 18 – Perfil do campo no centro da colisão em x = 0. O número classificatório da
n-ésima janela é: a) n = 1, b) n = 2 c) n = 3 e d) n = 4.

de colisão com uma certa velocidade final vf . A condição de ressonância do mecanismo
CSW [22] é dada por:

ω1T12 = 2πn + δ, (3.46)

onde ω1 é a frequência do modo vibracional, T12 é o intervalo entre o primeiro e o segundo
impacto, n é um número natural e δ é uma fase. Esta relação afirma que o modo vibracional
deve oscilar um número inteiro de vezes para ocorra uma segunda colisão com restauração
da energia cinética do par kink-antikink. O número n indica o número de pequenos ciclos
presentes entre o tempo da primeira e segunda colisão. Cada janela de two-bounce possui
um n próprio, podendo assim ser utilizado como um indexador das janelas de two-bounce.
A figura 18 exemplifica esse papel de n. Para o caso v = 0.20, vemos apenas um ciclo entre
os dois vales, por isso, n = 1 indicando que esta velocidade pertence à primeira de janela
de two-bounce. No caso da figura 18b, vemos que existem dois ciclos entre os dois vales.
Nesse caso, temos que n = 2, indicando que a velocidade v = 0.2265 pertence à segunda
janela de two-bounce. O mesmo raciocínio é valido para as figuras 18c-d, que são casos da
terceira (n = 3) e quarta (n = 4) janela, respectivamente.

Avaliamos a validade da relação (3.46) a partir dos dados das dez primeiras janelas
de two-bounce. O resultado é mostrado na figura 19, onde a linha sólida representa o ajuste
linear. Obtemos um coeficiente de ajuste igual a 3.727. Este valor é portanto bem próximo
do valor teórico esperado a partir de (3.46), ou seja, 2π

ω1
= 2π√

3 ≈ 3.63. A figura 20 mostra
a estrutura completa de janelas de two-bounces colocando o número de colisões em x = 0
em função de v. Vemos que a primeira janela, que compreende o intervalo de velocidade
0.1926 < v < 0.2034, é a mais larga e que as janelas subsequentes são cada vez mais
estreitas. De fato, o estudo [62] estimou que para n grande a largura das janelas decai
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Figura 19 – Ajuste linear para o intervalo de tempo entre as duas primeiras colisões (T12)
e o número n.
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Figura 20 – Estrutura de janelas de two-bounces.
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Figura 21 – Janelas de 3-bounces na borda de uma janela de two-bounces.
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Figura 22 – Janelas de 4-bounces na borda de uma janela de 3-bounces.
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Figura 23 – Perfil do campo no centro da colisão em x = 0. a) Colisão do tipo 3-bounces e
b) colisão do tipo 4-bounces.

com n−3, o que leva a outra característica observada a partir da figura 20: o acúmulo de
janelas na proximidade da velocidade crítica vc.

Outro estudo relevante sobre o padrão de colisões no modelo ϕ4 foi realizado por
Anninos, Oliveira e Matzner [13]. Este estudo analisou a região na borda das janelas
de ressonância e descobriram que nessa região não existem somente estados de bion.
Observaram uma estrutura fractal de janelas de n-bounces, com n ≥ 3. Essa estrutura é
estabelecida da seguinte forma: na vizinhança (à direita ou à esquerda) de uma janela
de 2-bounces existem janelas de 3-bounces. Observando a vizinhança de uma janela de
3-bounces encontramos janelas de 4-bounces, e assim por diante. As figuras 21 e 22 nos
mostram essa estrutura. Na figura 21, podemos observar um aglomerado de janelas de
3-bounces na borda da segunda janela de two-bounces. Aplicando um zoom na região
demarcada em vermelho, encontramos a estrutura da figura 22 onde observamos que na
vizinhança de cada janela de 3-bounces existem janelas de 4-bounces. A figura 23a mostra
uma colisão em um ponto de uma janela de 3-bounces e figura 23b mostra uma colisão do
tipo 4-bounces ambas na vizinhança da segunda janela de two-bounces.

Vimos então que o mecanismo CSW relaciona a existência de janelas de ressonância
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Figura 24 – Potencial ϕ6

.

em colisões kink-antikink desde que essas soluções apresentem estados vibracionais no
espectro de pequenas perturbações. Tal mecanismo também foi aplicado com sucesso em
outras teorias tais como um modelo sine-Gordon modificado [61], no qual a existência de
um modo vibracional para as soluções kink/antikink depende de um parâmetro r. Diante
desses resultados foi sugerido na literatura [60] que a presença de um modo vibracional
do kink seria uma condição necessária para a estrutura de janelas de ressonância como a
observada nas figuras 17 e 20. Contudo o estudo de colisões kink-antikink para a teoria ϕ6

trouxe à tona um interessante contra-exemplo para a associação do modo vibracional com
fenômenos de n-bounces.

3.4 Colisões kink-antikink no modelo ϕ6

Passemos agora ao estudo de colisão no modelo ϕ6. Seguindo o roteiro, vamos
obter as soluções BPS e logo em seguida realizar a análise por perturbações lineares.
Consideremos o modelo ϕ6 sendo descrito por uma Lagrangeana com dinâmica padrão
para um campo escalar ϕ(x, t) sujeito ao potencial dado por:

V (ϕ) = 1
2ϕ2(1 − ϕ2)2. (3.47)

Na figura 24 vemos que o potencial possui três mínimos degenerados e simetria Z2 em
relação a ϕ = 0. O superpotencial associado ao potencial (3.47) é dado por:

W (ϕ) = 1
2ϕ2 − 1

4ϕ4. (3.48)

Então, de acordo com o formalismo BPS, as equações de primeira ordem, cujas as soluções
minimizam a energia são:

dϕ

dx
= ±

(
ϕ − ϕ3

)
, (3.49)
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Figura 25 – Potencial do tipo Schrödinger (linha) e o perfil da solução estática (traços)
para: (à esquerda) kink Φ1+ e (à direita) antikink Φ2+.

A equação BPS (3.49), para o sinal “+”, admite a seguinte solução:

Φ1+(x) =
√

1 + tanh(x)
2 , (3.50)

que é uma solução kink conectando os mínimos {0, 1} do potencial. Para o sinal “-”, temos
que uma das soluções é:

Φ2+(x) =
√

1 − tanh(x)
2 , (3.51)

que descreve um antikink conectando os mínimos {1, 0} do potencial.

O antikink e kink do setor {−1, 0} do potencial são dados respectivamente por
Φ1−(x) = −Φ1+(x) e Φ2−(x) = −Φ2+(x). Todas essas soluções têm energia de repouso
E = 1/4.

O problema de perturbações lineares no modelo ϕ6 conduz a uma equação de
autoestados com o seguinte potencial tipo Schrödinger

U(x) = 15ϕ4
s − 12ϕ2

s + 1, (3.52)

com ϕs sendo qualquer das soluções BPS. Assim, para as soluções Φ1± o potencial para
pertubações lineares tem a seguinte forma:

U1(x) = 5
2 + 3

2 tanh(x) − 15
4 sech2(x). (3.53)

Da igual modo, temos para Φ2± o seguinte potencial

U2(x) = 5
2 − 3

2 tanh(x) − 15
4 sech2(x). (3.54)

As figuras 25a-b mostram os potenciais (3.53) e (3.54). Podemos destacar três
regiões características: i) 0 < ω2 < 1 onde é possível a existência de modos vibracionais,
ii) 1 ≤ ω2 < 4 onde há um contínuo de estados de reflexão e iii) ω2 > 4 onde há um
contínuo de autoestados livres. Encontramos um estudo detalhado desses potenciais na
referência [63]. O estudo mostra que para ω2 < 4 apenas uma solução foi encontrada,
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sendo ela o modo zero (modo translacional). Assim, os kinks e antikinks do modelo ϕ6

não possuem um modo vibracional. Na região do contínuo (ω2 ≥ 4) as autofunções são
descritas em termos de funções hipergeométricas [63,64].

Após obtermos as soluções estáticas e realizar a análise de estabilidade, vamos
agora estudar a colisão entre essas soluções. Devido à simetria, V (ϕ) = V (−ϕ), podemos
nos restringir somente às soluções que interpolam entre os mínimos ϕ = 0 e ϕ = 1, ou seja,
as soluções Φ1± [65]. Ficamos então com duas configurações iniciais independentes. São
elas:

• Configuração par kink-antikink (0, 1) + (1, 0)

ϕKK̄(x, 0) = Φ1+(x + x0) + Φ1−(x − x0) − 1. (3.55)

• Configuração par antikink-kink (1, 0) + (0, 1)

ϕK̄K(x, 0) = Φ1+(x + x0) + Φ1−(x − x0). (3.56)

Com x0 > 0.

Passamos agora à discussão dos resultados obtidos para cada uma das configurações
(3.55) e (3.56) tomando como base o estudo [23]. Primeiro observamos que os resultados da
colisão para o par (0, 1) + (1, 0) (kink-antikink) atestam a inexistência de uma estrutura de
ressonância, na qual os defeitos venham a colidir por algumas vezes e depois retornarem
por reflexão. Observamos que, nesse caso, para velocidades v < vc = 0.289 kink e antikink
colidem e ficam armadilhados um ao outro, enquanto que para v > vc o estado final é
um par antikink-kink no setor {−1, 0} do potencial. Ou seja, temos o seguinte processo
para v > vc = 0.289: (0, 1) + (1, 0) → (0, −1) + (−1, 0). Este resultado está em acordo
com o mecanismo de ressonância CSW, uma vez que, como já vimos, ambas as soluções
kink e antikink não possuem modo vibracional interno. Para a configuração (1, 0) + (0, 1),
no entanto, foi observada uma rica estrutura de janelas de ressonância conforme mostra
a figura 26. Nesta, temos o tempo em que ocorre a primeira (linha inferior), segunda
(linha do meio) e terceira (linha superior) colisão. As janelas de two-bounces são então
delimitadas pelas regiões onde a linha superior diverge para t → ∞.

Na estrutura de janelas da figura 26, também localizamos a velocidade crítica
vc, a partir da qual os kinks têm energia suficiente para se afastarem um do outro após
o primeiro impacto. A velocidade vc é localizada pelo valor de v em que o tempo da
segunda e terceira colisão divergem simultaneamente. Numericamente a velocidade crítica
foi encontrada sendo vc = 0.0457.

Temos então um cenário semelhante ao observado para a colisão kink-antikink
no modelo ϕ4, no entanto agora temos dificuldade em explicar a existência das janelas
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Figura 26 – Estrutura de janelas de ressonância para a configuração (1, 0) + (0, 1). A linha
inferior (verde) indica o tempo da 1ª colisão, a do meio (vermelha), o tempo
da 2ª colisão e a linha superior (verde) o tempo da 3ª colisão.

Figura 27 – Potencial tipo Schrödinger (linha sólida) e o perfil do campo escalar (linha em
traços) para a) o par antikink-kink (configuração inicial Φ1+(x − x0) + Φ2+(x +
x0)) e b) kink-antikink (configuração inicial Φ1+(x − x0) + Φ2+(x + x0) − 1).
Consideramos x0 = 5.

de two-bounces via mecanismo CSW já que ambos kink e antikink do modelo ϕ6 não
apresentam modo vibracional em seu espectro de perturbações lineares. Por esse motivo,
este cenário é um contra-exemplo ao mecanismo de troca de energia CSW. Diante disso,
o mérito dos autores do estudo [23] consistiu na elucidação do mecanismo responsável
pela existência das janelas de ressonância. Tal mecanismo deveria explicar onde a energia
cinética do par kink-antikink era temporariamente armazenada após a primeira colisão. Os
autores observaram que, diferentemente do que ocorre para kinks do ϕ4, o potencial para
perturbações lineares do ϕ6 não apresenta a simetria x → −x (veja as figuras 25a-b). Isso
implica que o potencial de pertubações para o kink/antikink individual difere do potencial
das configurações iniciais (3.55) e (3.56). Desta forma, o potencial de pertubações depende
da configuração inicial. Nas figura 27a plotamos o potencial de perturbações associado à
configuração inicial (1,0) + (0,1), no qual observamos um poço central. Já na figura 27b
temos o potencial de perturbações da configuração (0,1)+(1,0), este possui um grande
platô central, que inviabiliza a existência de estados ligados.

Resolvemos numericamente a equação

−d2η

dx2 + UK̄K(x)η = ω2η, (3.57)
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Figura 28 – Autofrequências da equação (3.57) em função do parâmetro de separação
inicial x0. Linhas sólidas para soluções ímpares e tracejadas para soluções
pares.

onde UK̄K(x) é o potencial tipo Schrödinger da configuração inicial (3.56) variando o
parâmetro de separação x0. O resultado é apresentado na figura 28 a qual mostra que
as duas autofrequências inferiores rapidamente tendem ao modo zero à medida que x0

cresce. Acima do modo zero temos um coletivo de autofrequências associadas a autoestados
ímpares (linhas sólidas) e pares (linhas tracejadas). Diante desse resultado, os autores
em [23] escreveram a seguinte explicação para a inesperada estrutura de ressonância
observada na figura 26:

Então, a nova característica das colisões K̄K no modelo ϕ6 é que, embora
não existam modos internos para os kinks de forma individual, depois
do primeiro impacto a energia pode ser armazenada nos estados ligados
da configuração composta (1,0)+(0,1). Isto possibilita que, em colisões
para v < vc e que satisfaçam uma condição de ressonância adequada,
a energia possa retornar ao modo translacional e deste modo o kink e
antikink retornarem para o infinito.

A condição de ressonância (3.46) foi verificada para colisões K̄K com o coeficiente
do ajuste linear próximo da primeira autofrequência ω1 acima do modo zero. Assim, para o
ϕ6 o mecanismo de troca de energia se mostrou válido desde que se considere que a troca de
energia ocorre entre o modo translacional de ambos kink e antikink e o coletivo de modos
discretos encontrados a partir da linearização da configuração composta (1,0)+(0,1).

Outras características importantes foram observadas para a colisão do tipo K̄K

do potencial ϕ6. Podemos observar que a primeira janela de two-bounce é observada para
n = 12, enquanto que no modelo ϕ4, n = 1 para a primeira janela observada. O motivo da
ausência de janelas de menor ordem (n < 12) está associado à existência de um coletivo de
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estados vibracionais no problema de perturbações lineares em torno do par K̄K. Este tema
tem sido investigado em outros estudos tais como [66]. Logo em seguida à primeira janela,
existe uma falsa janela de ressonância com n = 13. Esta falsa janela pode ser notada
na figura 26 nas proximidades de v = 0.0273. Observe que, nesse ponto, o tempo entre
a segunda e terceira colisão é maior, porém não chega a divergir. O fenômeno descrito
na falsa janela já havia sido observado no contexto da colisão de kinks-impureza, onde
os autores usam o termo quasiresonances para descrever as janelas ausentes [67]. No
estudo [68], os autores também observaram a formação de uma falsa janela de ordem zero
(n = 0).

Neste capítulo vimos um breve histórico da evolução do estudo de colisões entre
soluções kinks de algumas teorias de campos escalares, tais como a teoria sine-Gordon
e as teorias polinomiais ϕ4 e ϕ6. Vemos que o resultado das colisões está diretamente
relacionado ao espectro de pertubações lineares em torno das soluções BPS de cada teoria.
Esta relação é estabelecida pelo mecanismo de troca de energia CSW, que diz que após a
primeira colisão a energia cinética do modo zero é transferida para o modo vibracional, e
se atendida a condição de ressonância, na segunda colisão a energia retorna ao modo zero
fazendo com que o kink e antikink retornem por reflexão, envolvidos em radiação.

Então, se as soluções estáticas de uma teoria não possuem modo vibracional no
espectro de perturbações lineares, logo não devem existir fenômenos de ressonância. E isto
é o que se verifica na teoria sine-Gordon. Contudo, o contra-exemplo da teoria ϕ6 mostrou
que deve-se investigar a linearização da configuração inicial, pois esta pode suportar
autoestados com capacidade de também armazenar energia cinética após um primeiro
impacto. Um outro importante contra-exemplo ao mecanismo CSW foi apresentado no
estudo [66], onde os autores relataram uma total supressão da estrutura de janelas de
two-bounce apesar da existência de um modo vibracional.

Um outro apontamento que podemos fazer é sobre a noção de integrabilidade e a
sua relação direta com não linearidade e modos internos de vibração. Como já pontuamos,
em um modelo integrável existem infinitas grandezas conservadas e as soluções dessas
teorias interagem entre si como solitons. De acordo com os resultados apresentados neste
capítulo vemos que, em sistemas integráveis, alguns aspectos da não linearidade não são
notados. Dentre esses aspectos podemos destacar: i) alta dependência da configuração
inicial. Veja que quando o modelo é não integrável os fenômenos são muitos sensíveis a
qualquer variação de v; ii) existência de estruturas fractais, essa é uma manifestação da
não linearidade que, por sua vez, foi verificada apenas em situações de não integrabilidade,
como no caso do modelo ϕ4; iii) estruturas caóticas, que somente foram notórias nos casos
de não integrabilidade. De fato, de acordo com [27], o caos é uma propriedade privativa
dos sistemas não integráveis.

Além dos trabalhos citados neste capitulo de revisão, há ainda uma rica e crescente
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literatura em torno das propriedades de soluções tipo kinks com destaque para análise de
espalhamento destas em diversos modelos físicos, como por exemplo: em aproximações da
teoria ϕ4 e sine-Gordon, teorias polinomiais de maior grau, tais como ϕ8 [69–72]; modelos
hiperbólicos [73, 74]; investigação de oscillons [75–77]; modelos com dois campos [78–82];
colisões com duplo kink [83–85]; colisões entre defeitos e uma impureza localizada [86–89];
colisão entre multi-kinks [90–92]; espalhamento de kinks em barreiras de contorno [93–96].
Nos capítulos seguintes abordamos alguns destes temas e também apresentamos nossas
contribuições para a literatura.
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4 Espalhamento de Kink e Antikink por Con-
dição de Contorno tipo Neumann

O estudo de fenômenos descritos por campos escalares em (1 + 1) dimensões,
tais como solitons e ondas solitárias, teve seus primórdios nos modelos completamente
integráveis sendo os de caráter não integrável explorados em seguida com a descoberta
de interessantes padrões, conforme estudado no capítulo 3. De forma semelhante, o
estudo de teorias escalares limitadas à semilinha por uma adequada condição de contorno
também foi iniciado em modelos integráveis, razão pela qual já temos uma quantidade
razoável de estudos nesse cenário [97–103]. Para estes modelos, o principal aspecto é a
escolha de condições de contorno que sejam compatíveis com o bulk de integrabilidade dos
sistemas [104,105]. Neste sentido, o trabalho de Ghoshal e Zamolodchikov [104] tem sido
citado por um grande número de estudos envolvendo sistemas físicos com condições de
fronteira. Um exemplo de fronteira integrável é encontrado na descrição do problema Kondo
em (1 + 1) [106] onde o kink desempenha o papel de uma quase partícula. Outros exemplos
são encontrados nos trabalhos [93,107], que tratam da propagação de fluxons em linhas
de transmissão de Josephson semi-infinitas com adequadas condições de fronteira. Nesses
trabalhos, o fluxon é entendido como um quantum do fluxo magnético em determinada
direção. Uma linha de transmissão de Josephson é obtida através de dois supercondutores
metálicos separados por um isolante de pequena espessura (≈ 25Å) de modo a possibilitar
uma corrente de Josephson (tunelamento) com um fluxo de campo magnético em uma
certa direção x [108]. Em particular, o estudo [93] analisou a propagação de fluxons em
linhas de transmissão de Josephson na teoria sine-Gordon com uma condição de fronteira
do tipo campo magnético aplicada nos extremos x = −L e x = 0.

A natureza apresenta diversos sistemas não integráveis, então é razoável que seja de
interesse a investigação do espalhamento de soluções localizadas limitadas à semilinha em
cenários de não integrabilidade. No estudo recente [94] os autores investigam o espalhamento
de uma solução antikink na semilinha com uma condição de Robin que interpola entre
uma condição de Dirichlet (k → ∞) e uma condição de Neumann (k → 0). Entre esses
dois extremos de condições integráveis, o sistema antikink-borda passa por cenários de não
integrabilidade. Um outro estudo recente investigou o espalhamentos de kinks da teoria ϕ4

na semilinha com condição de contorno de Neumann [95]. Este último estudo foi realizado
em um cenário completamente não integrável.

Neste capítulo estudamos o espalhamento de soluções tipo kink na semilinha, com
uma condição de fronteira do tipo Neumann em x = 0. Apresentamos primeiramente o
espalhamento de kinks na teoria não integrável ϕ4 [95] que revelou interessantes comporta-
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mentos. Após isso apresentamos o nosso trabalho para a teoria ϕ6 na semilinha [96]. O
espalhamento de kinks na semilinha para a teoria ϕ4 carrega características dos modelos
não integráveis, tais como a existência do padrão fractal para a distribuição das janelas
de ressonância. A explicação dessas estruturas também passa pela análise de estabilidade
para as soluções-borda que dependem do parâmetro H. Além disso, características que não
são observadas no modelo ϕ4 padrão são relatadas. O interesse na extensão do estudo para
a teoria ϕ6 é natural, tendo em vista que, nesse caso, sabemos que as soluções kinks não
possuem modo vibracional interno. Logo, os efeitos de ressonância podem ser atribuídos
às soluções-borda ou mesmo à configuração composta escolhida. Para estes modelos não
integráveis, o caminho que seguimos para garantir resultados físicos se dá pela modificação
do funcional energia que agora depende do parâmetro H.

4.1 Energia na semilinha
Vamos considerar a existência de soluções estáticas BPS na semilinha −∞ < x ≤ 0.

A fronteira é imposta através da seguinte condição de Neumann

dϕ

dx

∣∣∣∣∣
x=0

= H. (4.1)

Neste capítulo o campo escalar na semilinha sempre satisfaz esta condição de Neumann.
Vamos então analisar o efeito dessa condição de fronteira no funcional de energia. Para
isso, consideremos um campo escalar ϕ(x, t) que apresenta dinâmica padrão e que está
sujeito a uma energia potencial V (ϕ) em uma região limitada a ≤ x ≤ b. A energia total
do campo é então dada por

E (t) =
∫ b

a
dx

1
2

(
dϕ

dt

)2

+ 1
2

(
dϕ

dx

)2

+ V (ϕ)
 . (4.2)

Derivando no tempo, temos

dE (t)
dt

=
∫ b

a
dx

(
dϕ

dt

d

dt

dϕ

dt
+ dϕ

dx

d

dx

dϕ

dt
+ dV (ϕ)

dϕ

dϕ

dt

)
(4.3)

Integrando o segundo termo por partes

∫ b

a
dx

(
dϕ

dx

d

dx

dϕ

dt

)
=
∫ b

a
dx

(
d

dx

(
dϕ

dt

dϕ

dx

)
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dt

d

dx

dϕ

dx

)
(4.4)

= dϕ (b)
dt

dϕ (b)
dx

− dϕ (a)
dt

dϕ (a)
dx

−
∫ b

a
dx

(
dϕ

dt

d2ϕ

dx2

)
. (4.5)

Substituindo em (4.3) e considerando que ϕ(x, t) satisfaz a equação de Euler-Lagrange,
temos que

dE (t)
dt

= dϕ (b, t)
dt

dϕ (b, t)
dx

− dϕ (a, t)
dt

dϕ (a, t)
dx

. (4.6)
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O cenário que desejamos estudar corresponde a b = −∞ e a = 0, com o campo sujeito à
condição ϕx = H em x = 0. Nesse cenário, temos que

dE (t)
dt

= H
dϕ (0, t)

dt
− dϕ (−∞, t)

dt

dϕ (−∞, t)
dx

. (4.7)

Se campo descreve uma solução localizada, ϕ (±∞) = const. e ϕx (±∞, t) = 0. Assim,
fisicamente a taxa de variação da energia total será

dE (t)
dt

= H
dϕ (0, t)

dt
. (4.8)

Logo, por conservação, a limitação para a semilinha através da condição (4.1) exige a
adição do termo de fronteira energética −Hϕ(0, t). Então, a energia na semilinha é dada
por:

E =
∫ 0

−∞
dx

1
2

(
dϕ

dt

)2

+ 1
2

(
dϕ

dx

)2

+ V (ϕ)
− Hϕ(0, t). (4.9)

Assim, as soluções das equações de primeira ordem

dϕ

dx
= ±dW

dϕ
, (4.10)

na semilinha com condição de Neumann, têm a energia mínima dada por:

EBPS = ±W

∣∣∣∣∣
ϕ(0)

ϕ(−∞)
− Hϕ(0). (4.11)

4.2 Espalhamento de kinks ϕ4 na semilinha
Antes de estudar o processo de colisão, precisamos conhecer as possíveis soluções

satisfazendo a condição de contorno e realizar a análise de perturbações lineares. Partimos
do superpotencial, que no modelo ϕ4 é dado por

W (ϕ) = ϕ − ϕ3. (4.12)

Logo, as duas equações de primeira ordem são:

dϕ

dx
= ±

(
1 − ϕ2

)
. (4.13)

As soluções
φ1(x) = tanh(x − x0) (4.14)

e
φ2(x) = coth(x − x0) (4.15)

satisfazem a equação (4.13) para o sinal “+”, enquanto que as soluções

φ3(x) = − tanh(x − x0) (4.16)
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e
φ4(x) = − coth(x − x0). (4.17)

satisfazem a equação (4.13) para o sinal “−”. Vemos que as soluções (4.15) e (4.17) são
irregulares na linha, contudo na semilinha elas são aceitáveis se suas energias forem finitas.
Na semilinha, −∞ < x ≤ 0, cada uma das soluções deve satisfazer a condição de fronteira
em x = 0. Nesse caso, x0 → X = X(H). Ou seja,

φ1(x) = tanh(x − χ(H)) (4.18)
φ4(x) = − coth(x − X1(H)). (4.19)

Da condição de Neumann (4.1) resulta que

sech2(χ(H)) = H, (4.20)
coth2(−X1(H)) − 1 = H. (4.21)

As equações (4.20) e (4.21) não possuem solução real para H < 0. A equação (4.20) possui
duas soluções para o mesmo valor de H no intervalo 0 ≤ H ≤ 1. Vamos representar essas
soluções por: X0(H) e X̂0(H) sendo que X0 = −X̂0. A equação (4.21) também possui duas
soluções tal que X1 = −X̂1 para 0 ≤ H < ∞. Por simetria, temos que as soluções φ2 e φ3

geram as mesmas soluções quando submetidas à condição de fronteira com H negativo.

Vamos chamar as soluções na semilinha, satisfazendo a condição de Neumann em
x = 0, de soluções-borda. As soluções-borda possíveis para o modelo ϕ4 são:

• Para H > 0

ϕ1(x) = tanh(x − X0), (4.22)
ϕ2(x) = tanh(x + X0), (4.23)
ϕ3(x) = − coth(x − X1), (4.24)
ϕ4(x) = − coth(x + X1). (4.25)

Estas soluções são ilustradas na figura 29 para o valor de H = 1/2. Novamente, por
simetria, notamos que as soluções-borda para H < 0 são dadas por ϕ̃ı(x) = −ϕı(x), com
ı = 1, 2, 3, . . . . A energia dessas soluções é obtida através da equação (4.11). Para soluções
da equação BPS ϕx = 1 − ϕ2, temos que

E[ϕi] = −W

∣∣∣∣∣
ϕ(0)

ϕ(−∞)
− Hϕ(0, t) (4.26)

= ϕ(0) − 1
3ϕ3(0) − ϕ(−∞) + 1

3ϕ3(−∞) − Hϕ(0) (4.27)

= 2
3 + 2

3ϕ(0)3, (4.28)
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Figura 29 – Soluções-borda para H positivo. Com H = 1/2.

onde a dependência da energia da solução-borda com H fica implícita através da relação
H = 1 − ϕ(0)2. Para as soluções da outra equação BPS, ϕx = ϕ2 − 1, a energia é dada por:

E[ϕ̃i] = 2
3 − 2

3 ϕ̃(0)3. (4.29)

Perceba que na fronteira (x = 0) podemos expressar as soluções-borda (4.22-4.25) explici-
tamente em termos de H. Ou seja,

ϕ1(0) = −
√

1 − H, (4.30)
ϕ2(0) =

√
1 − H, (4.31)

ϕ3(0) =
√

1 + H, (4.32)
ϕ4(0) = −

√
1 + H. (4.33)

A estabilidade linear do campo nesse cenário é analisada por pequenas perturbações
em torno das soluções-borda ϕ(x, t) = ϕs(x) + η(x, t), sendo η(x, t) = ηk(x)eiωkt. Como
sabemos que ϕx(x = 0) = H, temos que as pertubações devem satisfazer

dη

dx

∣∣∣∣∣
x=0

= 0. (4.34)

O espectro de autofrequências para as soluções-borda perturbadas é apresentado na figura
30. Para H > 0, foi encontrado um estado vibracional para a borda ϕ1. A solução ϕ2(x)
apresenta soluções com ω2 < 0, o que indica que esta borda é instável. Para H < 0, não
foram encontrados modos vibracionais [95]. Na região do contínuo, os autoestados são
ondas planas satisfazendo a relação de dispersão ω2 = k2 + 4.

Reportamos agora, de forma breve e em caráter de revisão, os resultados encontrados
no artigo [95]. O perfil inicial consiste de um antikink (K̄) que viaja a partir de x0 = −10,
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Figura 30 – Resultado da análise por pertubações lineares em torno das soluções-borda: A
curva em azul para H > 0 é o estado vibracional encontrado para a borda ϕ1;
A curva vermelha em traço é o resultado para a borda ϕ2(x). Figura retirada
da referência [95].

quando t = 0, com velocidade vi em direção à fronteira em x = 0. Vemos que as soluções
regulares que podem se conectar ao antikink são somente ϕ1(x) (que exige H > 0) e ϕ̃3(x)
(H < 0). Desta forma as condições iniciais para resolver a equação de movimento são:

• Para H > 0

ϕ(x, 0) = ϕ1(x) − tanh[γ(x − x0)] + 1, (4.35)
ϕ̇(x, 0) = −γvisech2[γ(x − x0)]. (4.36)

• Para H < 0

ϕ(x, 0) = ϕ̃3(x) − tanh[γ(x − x0)] + 1, (4.37)
ϕ̇(x, 0) = −γvisech2[γ(x − x0)]. (4.38)

Ambas as condições descrevem um antikink que viaja em direção à barreira ener-
gética em x = 0. Os resultados da colisão antikink com borda revelaram uma grande
diversidade de comportamentos. Os principais aspectos podem ser entendidos a partir
das figuras 31 e 32. A figura 31 mostra o módulo da velocidade final, vf , do antikink em
função da velocidade inicial, vi, para alguns valores representativos de H.

A figura 32 é um diagrama de fase para o par (H, vi) que nos permite ter uma
visão panorâmica dos resultados da colisão antikink borda. Neste capítulo e nos próximos
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Figura 31 – Módulo da velocidade final do antikink para: a) H = −0.20, b) H = −0.10,
c) H = 0, d) H = 0.10. A linha tracejada indica é a reta vf = vi. A linha
horizontal em pontos indica o valor da velocidade v∗, Eq. (4.46), para o
correspondente valor de H.

Figura 32 – Diagrama de fase que associa o par (H, vi) ao estado final da colisão ϕ(0, tf ),
com tf = |x0|

vi
+ 100.
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temos outros diagramas semelhantes a este. Tais diagramas nos permitem observar como
os diferentes estados finais estão distribuídos em termo dos parâmetros do problema. Em
geral, cada cor está associada a um determinado estado final da colisão. Por exemplo, a cor
azul da parte superior, está associada ao estado final one-bounce, as listras em azul, como
a delimitada pelos dois quadrados brancos, representam estados finais do tipo n-bounces e
a cor laranja avermelhada, predominante para H → 1, representa o fenômeno de emissão
de um kink a partir da borda, como comentado adiante.

Agora vamos comentar sobre os principais comportamentos observados. Para H

positivo, na região 0 < H < Hc ≈ 0.60, o antikink ou é refletido pela borda, retornando
com uma velocidade vf ou torna-se ligado à borda oscilando com grande amplitude e com
frequência abaixo da frequência do contínuo, ω2 = 4. Quando H = 0, a colisão antikink-
borda se torna equivalente à colisão kink-antikink para o ϕ4 na linha, conforme mostra a
figura 31c (compare com a figura 17). Para pequenos valores de H positivo a estrutura
de janelas de ressonância é modificada basicamente em termo das suas localizações no
eixo das velocidades vi e também pelo valor da velocidade crítica vc. Na figura 32 as
janelas são indicadas pelas faixas horizontais em azul, no intervalo 0 < H < Hc. Para
grandes valores de H positivo, um interessante fenômeno ocorre: a solução borda ϕ1(x),
após a colisão, tende a decair para a solução-borda ϕ3(x) e ocorre a produção de um novo
kink viajante, que se desloca para longe da borda. No lado direito da figura 33 vemos
alguns possíveis comportamentos para o kink produzido. Observamos que dependendo
da velocidade relativa vi, o antikink refletido e o kink originado na borda podem viajar
separados ou se combinarem de modo a formar um bulk-oscillon como na figura 33f. Esses
últimos fenômenos são predominantes, na região em vermelho, para H > 0.60 na figura 32.

Para valores negativos de H, observa-se que a solução-borda interage de forma
repulsiva sobre o antikink viajante, de tal forma que se a velocidade vi é pequena, então o
antikink é refletido sem ao menos conseguir chegar até a fronteira em x = 0, retornando
com velocidade de mesmo módulo, conforme mostra a figura 33a. Essa característica é
também notada no gráfico da velocidade final, vf , em função da velocidade de início,
vi. Nas figuras 31a-b vemos que para pequenos valores de vi, o antikink é refletido com
|vf | = |vi|, o que indica uma interação elástica. Como não há contato entre o centro do
antikink e a borda, podemos descrever esse comportamento repulsivo da borda sobre o
antikink através da força estática entre eles. A força de interação entre o antikink e borda
é dada por [7, 95] ( apêndice B):

F = 32
(1

4H + e2x0

)
e2x0 . (4.39)

Para H < 0, a força é repulsiva se o antikink está longe da borda, somente se tornando
atrativa se o centro do antikink estiver em um ponto x > 1

2 ln
(
−1

4H
)
. Se a velocidade vi

cresce, o antikink terá então mais energia para igualar ou superar a barreira de energética
que o repele. Quando a energia do antikink é igual, temos uma configuração como a
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Figura 33 – Colisão antikink-borda ϕ1(x): alguns cenários representativos.

mostrada na figura 33b, onde o antikink fica parado rente à borda. Este estado final é
equivalente à solução-borda ϕ̃2(x). Assim, no equilíbrio energético devemos ter que:

4
3γ(v∗) + E[ϕ̃3] = E[ϕ̃2] (4.40)

com γ(v∗) = (1 − v2
∗)− 1

2 1. Da equação (4.29) temos que

E[ϕ̃3] = 2
3 + 2

3 ϕ̃3(0)3, (4.41)

E[ϕ̃2] = 2
3 + 2

3 ϕ̃2(0)3. (4.42)

1 v∗ é o mesmo vcr da referência [95].
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Substituindo em (4.40)

4
3γ(v∗) + 2

3 − 2
3 ϕ̃3(0)3 = 2

3 − 2
3 ϕ̃2(0)3. (4.43)

γ(v∗) = 1
2
[
ϕ̃3(0)3 − ϕ̃2(0)3

]−2
. (4.44)

v∗ =
√

1 − 4
[
ϕ̃3(0)3 − ϕ̃2(0)3

]
. (4.45)

Utilizando as equações (4.30) - (4.33) e a relação ϕ̃i(x) = −ϕi(x), obtemos a dependência
explicita de v∗(H) como sendo

v∗(H) =
√

1 − 4 [(1 + H)3/2 + (1 − H)3/2]−2
. (4.46)

A curva v∗ está inserida no diagrama de fase (figura 32) para H < 0 (linha tracejada
em preto). Os autores do estudo confirmaram que os resultados numéricos estão em bom
acordo com a previsão de v∗. Assim, quando vi = v∗(H) a energia do antikink viajante
chega ao topo barreira de potencial repulsivo. Se vi > v∗, então o antikink supera a barreira
de potencial e ao colidir com a borda excita os modos internos e então o antikink fica
sujeito a ser refletido pela borda ou ficar oscilando em um estado tipo bion. Acima da
velocidade, v∗, existe ainda uma outra velocidade crítica, vc, a partir da qual o antikink
colide apenas uma vez com a borda sendo refletido em seguida, como é o caso mostrado
na figura 33c. Observe pelas figuras 31a e b que as janelas de ressonância estão localizadas
no intervalo v∗ < vi < vc. Observe também que se o antikink colide com a borda e retorna,
sua velocidade final é, em geral, maior que v∗(H). As janelas de ressonância para H < 0
são atribuídas ao modo vibracional do antikink viajante, uma vez que não existem modos
vibracionais para as soluções-borda com H < 0, conforme a figura 30.

Os autores notaram ainda uma nova característica a partir das colisões antikink-
borda. Foi observada uma janela de two-bounce de ordem zero, que não é observada em
colisões na linha completa [22]. Esta janela pode ser observada na figura 32 na região
delimitada por (H, vi) = (−0.488, 0.424) a (H, vi)=(−0.135, 0.203), estes pontos estão
indicados na figura através de dois quadrados brancos. A figura 34 mostra as primeiras
janelas de two-bounces observadas para H < 0 (à esquerda) e H ≥ 0 (à direita). Em 34a,
vemos o campo na borda para uma colisão para (H, vi) pertencentes à janela de ordem
zero.

Na próxima seção apresentamos a primeira contribuição original desta tese.

4.3 Espalhamento de kinks ϕ6 na semilinha
No capitulo 3, vimos que o estudo de colisões no modelo ϕ6 não foi redundante

em relação ao modelo ϕ4. Ao invés, tornou possível uma outra abordagem para aplicação
do mecanismo de troca de energia, explicando a existência e localização das janelas
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Figura 34 – Evolução temporal do campo na borda. À esquerda temos colisões nas janelas
n = 0, 1, 2 para H < 0. À direita as primeiras janelas n = 1, 2, 3 para H = 0,
correspondendo ao modelo ϕ4.

de ressonância observadas naquele caso. Desta forma, torna-se oportuno a investigação
do espalhamento de soluções kinks do modelo ϕ6 na semilinha, −∞ < x ≤ 0, com a
borda sendo uma barreira energética estabelecida pela condição de Neumann. Novamente,
procuramos as possíveis soluções-borda, analisamos pertubações lineares e em seguida
resolvemos numericamente a equação de movimento ϕ6.

O superpotencial do modelo ϕ6 é:

W (ϕ) = 1
2ϕ2 − 1

4ϕ4. (4.47)

Então, as duas equações de primeira ordem são dadas por:

dϕ

dx
= ϕ − ϕ3 (4.48)
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Figura 35 – Modelo ϕ6 na linha: a) (esquerda) Kinks e antikinks regulares: Φ1+(x) (ver-
melho tracejado), Φ2+(x) (linha de traços e pontos em azul), Φ1−(x) (linha
em pontos pretos), Φ2−(x) (linha verde ). b) (direita) Soluções irregulares:
Φ3+(x) (linha tracejada em vermelho), Φ4+(x) (linha de traços e pontos em
azul), Φ3−(x) (pontos em preto), Φ4−(x) (linha verde).

e
dϕ

dx
= ϕ3 − ϕ. (4.49)

A solução kink conectando os mínimos {0, 1} é dada por:

Φ1+(x) =
√

1 + tanh(x − Xc)
2 . (4.50)

E a solução antikink conectando os mínimos {1, 0} é dada por:

Φ2+(x) =
√

1 − tanh(x − Xc)
2 , (4.51)

Onde Xc é uma constante que define a posição do centro do kink/antikink. o antikink e
kink conectando os mínimos {0, −1} e {−1, 0} são, respectivamente, dados por: Φ1−(x) =
−Φ1+(x) e Φ2−(x) = −Φ2+(x). A figura 35a mostra o perfil dessas soluções. Temos ainda
outras quatro soluções que são divergentes em uma determinada posição, x = Xc, e
portanto irregulares na linha. São elas:

Φ3±(x) = ±
√

1 + coth(x − Xc)
2 (4.52)

Φ4±(x) = ±
√

1 − coth(x − Xc)
2 . (4.53)

A figura 35b mostra o perfil dessas soluções para Xc = 0.

Passamos agora a considerar as soluções do modelo ϕ6 na semilinha, −∞ < x ≤ 0,
incluindo a condição de fronteira ϕx(x = 0) = H. Devido à simetria Z2 do potencial,
podemos considerar somente soluções pertencentes ao setor topológico {0,1}. Com a
restrição imposta pela condição de contorno, o Xc dos estados BPS passa a ser uma função
do parâmetro H. Portanto, na semilinha, temos as soluções dadas por:

φ1+(x) =
√

1 + tanh[x − χ(H)]
2 , (4.54)

φ4+(x) =
√

1 − coth[x − X1(H)]
2 , (4.55)
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aos quais são equivalentes à Φ1+(x) e Φ4+(x) da linha completa. A condição de Neumann,
Eq. (4.1), implica que

sech2χ√
8 − 8 tanh χ

= H, (4.56)

coth X2
1 − 1√

8 + 8 coth X1
= H. (4.57)

As equações (4.56) e (4.57) não possuem solução real para H < 0. A equação (4.56) possui
duas soluções para o mesmo valor de H no intervalo 0 ≤ H ≤ Hm, com Hm = 2/

√
27.

Vamos representar essas soluções por: X0(H) e X̂0(H) com X̂0 ≤ X0. Quando H = Hm,
temos que X̂0 = X0. Isto é semelhante ao que ocorre para o modelo ϕ4 na semilinha [95],
onde temos que |X̂0| = |X0| e Hm = 1. A outra equação, (4.57), possui uma única solução
real que vamos representar por X1(H). O domínio dessa solução é 0 < H < ∞.

Temos ainda as seguintes soluções:

φ2+(x) =
√

1 − tanh[x + χ(H)]
2 , (4.58)

φ3+(x) =
√

1 + coth[x + X1(H)]
2 . (4.59)

Nesse caso, a condição de Neumann (4.1) resulta

sech2χ√
8 − 8 tanh χ

= −H, (4.60)

coth X2
1 − 1√

8 + 8 coth X1
= −H. (4.61)

As equações (4.60) e (4.61) não possuem soluções H > 0. A equação (4.60) possui duas
soluções, X0(H) e X̂0(H) no intervalo −Hm ≤ H ≤ 0, enquanto que a (4.61) possui apenas
uma solução real, X1, para H < 0.

A figura 36a mostra o comportamento dos parâmetros X0 e X̂0 em função de
|H|/Hm. A figura 36b mostra o parâmetro X1 como função de |H|. O sinal de H vai
depender da escolha particular de uma das soluções φi+, i = 1 . . . 4, conforme mostramos
adiante.

Uma vez conhecidos X0, X̂0 e X1, podemos conhecer as soluções-borda de interesse.
Vamos classificar essas soluções de acordo a equação BPS de origem. Por esse critério
temos que

ϕ1(x) =
√

1 + tanh(x − X0)
2 (4.62)

ϕ2(x) =

√
1 + tanh(x − X̂0)

2 (4.63)

ϕ3(x) =
√

1 + coth(x + X1)
2 . (4.64)
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Figura 36 – a) As duas soluções reais da equação (4.60) para χ(H): X0 (linha vermelha) e
X̂0 (linha verde); b) Única solução real, X1(H), da equação (4.61).

são soluções-borda para a equação BPS (4.48). Enquanto que

ϕ̃1(x) =

√
1 − tanh(x + X̂0)

2 (4.65)

ϕ̃2(x) =
√

1 − tanh(x + X0)
2 , (4.66)

ϕ̃3(x) =
√

1 − coth(x − X1)
2 , (4.67)

são soluções-borda para a equação BPS (4.49). Em relação ao domínio de existência, note
que ϕ1, ϕ2 e ϕ̃3 são soluções para H > 0, enquanto que ϕ̃1, ϕ̃2 e ϕ3 são para H < 0. O
perfil das soluções na região de interesse, x ≤ 0, para determinado valor de H, é mostrado
na figura 37. Percebemos que a solução ϕ3(x) não é regular para x < 0, e deste modo não
será considerada nas análises que faremos a seguir.

A energia das soluções-borda pode ser calculada a partir da equação (4.11). Desta
forma, encontramos que a energia para as soluções (4.62 - 4.63) é dada por

E[ϕi(x)] = 3
4ϕi(0)4 − 1

2ϕi(0)2, (4.68)

onde i = 1 . . . 2. Já para as soluções (4.65 - 4.67), a energia tem a forma

E[ϕ̃i(x)] = 1
4 + 1

2 ϕ̃i(0)2 − 3
4 ϕ̃i(0)4, (4.69)

com i = 1 . . . 3. As equações (4.68) e (4.69) mostram que a energia apresenta uma
dependência implícita de H, que se dá pelos termos ϕi(0) e ϕ̃i(0).

Agora vamos analisar o espectro de perturbações lineares das soluções-borda no
ϕ6. Um caminho para realizar esse estudo é considerar que o kink/antikink que viaja
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Figura 37 – Perfil das soluções estáticas satisfazendo a condição de Neumann com |H| =
0.90Hm.

está suficientemente longe da solução-borda em x = 0 e então resolver a equação do tipo
Schrödinger resultante para a configuração composta. A figura 38 mostra o potencial do
tipo Schrödinger para algumas configurações iniciais do par antikink-borda para diferentes
valores de H. Percebemos que o potencial é composto por duas partes: uma com um
poço centrado em x0 (o valor nas figuras é: x0 = −12.50) caracterizando o kink/antikink
viajante. A segunda parte fica em torno de x = 0 e representa a influência da condição
de borda. Vemos também que para ω2 ≥ 4 temos os autoestados de espalhamento. Deste
modo, a possibilidade de existência de modos vibracionais depende da região em torno
da fronteira em x = 0. As figuras 38a-b mostram que para as bordas ϕ1 e ϕ2 tais modos
devem estar situados na faixa ω2 < 4. O potencial associado à configuração antikink-ϕ̃1 é
mostrado na figura 38c na qual vemos que estados ligados podem existir na região ω2 < 1.
A região 1 < ω2 < 4 só pode admitir estados metaestáveis, similares aos estados de reflexão
que ocorrem na linha, conforme a seção 3.4. O potencial para Φ1+(x − a) + ϕ̃2(x) − 1
é similar à figura 38c, levando às mesmas possibilidades para a ocorrência de estados
vibracionais e estados metaestáveis para a solução-borda ϕ̃2. O potencial da figura 38d
mostra que não há possibilidade de estados vibracionais para a solução-borda ϕ̃3.

O resultado da solução numérica é mostrado na figura 39. Para 0 < H < Hm,
foram analisadas as soluções ϕ1(x), ϕ2(x) e ϕ̃3(x). A solução ϕ1(x) apresenta um modo
vibracional na região 0 < ω2 < 1, assim essa solução é estável. A solução-borda ϕ2(x)
apresenta um autoestado para ω2 < 0, sendo portanto instável. A solução ϕ̃3(x) não possui
modo vibracional e é estável.

Para −Hm < H < 0, analisamos as soluções ϕ̃1(x) e ϕ̃2(x). Para a solução ϕ̃1(x)
encontramos um autoestado na região 0 < ω2 < 4, o que indica estabilidade da solução.
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Figura 38 – Potencial tipo-Schrödinger para as configurações iniciais estáticas: a) Φ2+(x −
a) + ϕ1(x), b) Φ2+(x − a) + ϕ2(x), c) Φ1+(x − a) + ϕ̃1(x) − 1 e d) Φ1+(x −
a) + ϕ̃3(x) − 1. As linhas correspondem aos valores |H| = 0.05Hm (vermelha),
|H| = 0.50Hm (verde) e |H| = 0.95Hm (azul). Com a = −12.50.

Vemos que esse autoestado é metaestável (1 < ω2 < 4) para −0.90 ≲ H/Hm < 0 passando
para a região de estados ligados (0 < ω2 < 1) quando −1 < H/Hm ≲ −0.90. A solução
ϕ̃2(x) possui três autoestados, sendo um deles com ω2 < 0, o que indica instabilidade.

Podemos usar a análise de estabilidade das soluções-borda para verificar a estabili-
dade do método numérico utilizado. Para isso, consideramos as soluções-borda de forma
isolada sem qualquer processo de colisão com kink/antikink viajante. Seja ξ(x) uma das
soluções-borda ϕ1(x), ϕ̃1(x), ϕ2 e ϕ̃3(x). Evoluímos a equação de movimento ϕ6 com as
seguintes condições iniciais:

ϕ(x, 0) = ξ(x), (4.70)
ϕ̇(x, 0) = 0. (4.71)

A figura 40a mostra a evolução da solução-borda estável ϕ1 em x = 0, enquanto que a
figura 40b mostra esta mesma solução longe da borda, em x = −50. Deixamos a equação
de movimento evoluir até t = 500. Através desta análise, vemos que o método numérico
não produz instabilidades significativas à ordem de precisão. O resultado obtido mostra
que, na borda, o campo escalar varia menos uma unidade em 107, ao mesmo tempo que
longe da borda, o campo varia menos que uma unidade em 108.
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Figura 39 – Quadrado das auto-frequências, ω2, dos modos localizados na borda em função
de H. As curvas são para as soluções: ϕ1(x) (linha em preto), ϕ2(x) (linha
tracejada verde), ϕ̃1(x) (linha em azul) e ϕ̃2(x) (linhas vermelhas).
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Figura 40 – Aferindo a estabilidade do método através da configuração estável ϕ1(x): a)
Evolução do campo na borda em x = 0, b) O campo (radiação) longe da
borda em x = −50. Neste caso, temos H = 0.80Hm.
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Figura 41 – Aferindo numericamente a estabilidade das soluções-borda: (a) A solução-
borda ϕ1(x) não muda sua forma, sendo compatível com sua estabilidade; (b)
ϕ̃3(x) também não muda com o tempo; A solução-borda ϕ2(x), confirma ser
instável, uma vez que muda sua forma, emitindo radiação, conforme (c) ou um
kink viajante como em (d), ao mesmo tempo que em x = 0, ocorre o processo
ϕ2 → ϕ̃3.

O mesmo resultado foi obtido nos plots de superfície mostrados na figura 41. Para
as bordas estáveis (ϕ1(x), ϕ̃1(x) e ϕ̃3(x)), nós não observamos mudanças significativas
na forma do campo, como visto nas figuras 41a e 41b. A instabilidade da solução-borda
ϕ2(x) é bem nítida por essa análise. Podemos observar que para H ≲ 0.72Hm, há emissão
considerável a partir da borda, como mostra a figura 41c. Para H ≳ 0.72Hm, vemos a
produção de um kink a partir da borda viajando para −∞, como mostra a figura 41d.
Para grandes valores de H, não há mais emissão de radiação perceptível após a criação do
kink viajante. Nesse caso, vemos que a natureza da solução-borda é alterada com o tempo.
Na figura podemos observar o seguinte processo: ϕ2 → ϕ̃3 em torno de x = 0.

A seguir vamos estudar o espalhamento de um antikink ou kink pertencentes ao
setor {0, 1} com as soluções-borda adequadas a cada caso. Para este propósito vamos
considerar somente soluções-borda que sejam estáveis e regulares na semilinha. Nesse
sentido, as soluções-bordas com tais requisitos são: ϕ1(x), ϕ̃1(x) e ϕ̃3(x).
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4.4 Espalhamento Antikink-borda
Vamos considerar o espalhamento de um antikink do setor {0, 1} com uma solução-

borda. A figura 37 mostra que um antikink deste setor pode ser conectado somente com
as bordas ϕ1(x) e ϕ2(x). No entanto, já vimos que a solução ϕ1(x) é regular e estável,
enquanto que ϕ2(x) se mostrou instável. O antikink em questão é a solução estática Φ2+(x),
dada pela equação (3.51). Este se torna um antikink viajante quando aplicamos um boost
de Lorentz, da seguinte forma:

Φ2+(vi, x, t) =
√

1 − tanh[γ(x − vit − a)]
2 (4.72)

com γ = 1/
√

1 − v2
i . De modo que, em t = 0, o centro do antikink se encontra na posição

x = a, com a < 0. Diante disso, temos que as duas condições iniciais para resolver a
equação de movimento são:

ϕ(x, 0) = Φ2+(vi, x, 0) ± ϕ1(x), (4.73)
ϕ̇(x, 0) = Φ̇2+(vi, x, t)|t=0. (4.74)

O perfil inicial com o sinal de mais (menos), na equação (4.73), é válido para H > 0
(H < 0). Devido à diversidade de resultados, nós iremos separar nossa análise por H > 0
e H < 0.

4.4.1 0 ≤ H < Hm

Os principais comportamentos para esta configuração inicial, antikink viajante
colidindo com ϕ1, são apresentados na figura 42. Estes são altamente sensíveis à variações
do par (vi, H), revelando um cenário típico de não-integrabilidade, uma vez que após
a colisão ocorre a emissão de radiação. E de acordo com o observado no capítulo 3,
somos induzidos a considerar que um modo interno é excitado após a colisão. Como já
investigamos o espectro linear de autoestados em torno das soluções, sabemos que esse
comportamento é esperado, pois embora o antikink viajante não possua modo vibracional,
vemos através da figura 39 que a solução-borda em questão possui. Desta forma, esperamos
obter fenômenos com relevante contribuição do modo vibracional da solução-borda. De
fato, a figura 42a mostra um estado de bion que oscila na borda. A figura 42b mostra o
fenômeno one-bounce com a borda. Ou seja, o antikink colide apenas uma vez com a borda
e em seguida é refletido com emissão de radiação (espalhamento inelástico). A figura 42c
mostra o fenômeno de two-bounce na borda.

A figura 42d mostra a produção de um kink Φ1+(x) viajante a partir da borda.
Neste caso, o antikink inicial e o kink produzido pela borda formam um conjunto oscilatório,
de modo que, viajam armadilhados um ao outro. As figuras 42e e 42f mostram casos em
que o kink produzido Φ1+(x) colide, longe da borda, uma e duas vezes, respectivamente,
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Figura 42 – Colisão do antikink Φ2+(x) com a solução-borda ϕ1 para 0 ≤ H < Hm: a) Um
estado tipo bion na borda, b) espalhamento inelástico (one-bounce) com a
borda, c) two-bounce com a borda, d) produção de um kink Φ+1(x) que forma
um estado oscilante com o antikink inicial. O kink Φ1+(x) produzido na borda
colide com o antikink inicial em ponto longe da borda por uma vez em e) e
por duas vezes em f).
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Figura 43 – Gráfico de fase para o espalhamento do antikink Φ2+(x) com a borda ϕ1 (−ϕ1)
com H > 0 (H < 0): estado final ϕ (0, tf ), com tf = |a|/vi + 100.

com o antikink refletido. Já estudamos esses fenômenos no capítulo 3 e podemos perceber
que o par antikink refletido com o kink produzido também são sujeitos a um mecanismo
de troca de energia mesmo longe da borda. A atuação do modo vibracional na produção
de estados bion e janelas de two-bounces pode ser observada nas figuras 42a e 42c. Nestas,
podemos observar a emissão de radiação entre os momentos de colisão. Sendo importante
destacar que a frequência das radiações diminui com o crescimento de H, confirmando o
resultado teórico obtido na figura 39 para a solução ϕ1(x) (linha em preto).

A complexa estrutura de resultados obtidos para o espalhamento do antikink Φ2+(x)
com a borda ±ϕ1(x) é apresentada de forma panorâmica através da figura 43, onde cada
ponto representa o estado final do campo na borda após um tempo suficiente para a
evolução total do estado. Vamos primeiramente comentar os resultados para a parte onde
H > 0. A região em azul representa colisões inelásticas do antikink com a borda. Os pontos
em vermelho-alaranjado representam a criação de um kink viajante Φ1+(x) a partir da
borda. Na figura também é possível observar a dependência da estrutura de janelas de
two-bounces em relação ao parâmetro H. Tais janelas são representas pelas listras em azul
(ϕ(0, tf) ∼ 0) na região delimitada por 0 < H ≲ 0.6Hm, vi ≲ 0.55. A fronteira entre as
cores azul e vermelho ilustra a forma de velocidade crítica vc, que é a velocidade a partir
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Figura 44 – Espalhamento do antikink Φ2+(x) com a solução borda ϕ1: Velocidade crítica
para one-bounces vc em função do parâmetro H.

da qual o antikink sempre vai colidir apenas uma vez com a borda (esta curva é melhor
visualizada na figura 44). Então vemos que, assim como ocorre para a colisão na linha,
abaixo da velocidade crítica para colisões inelásticas temos as janelas de ressonância e
estados bion. Além desses fenômenos, o diagrama de fase mostra que para grandes valores
de H, predomina o fenômeno de criação de kink viajante na borda.

A figura 44 mostra o comportamento da velocidade crítica vc em função do parâ-
metro H. Observamos que quanto maior o valor de H, maior será o módulo da velocidade
crítica. Em particular, no limite H → Hm, temos que vc → 1. Observamos também que a
curva vc versus H apresenta um ponto de inflexão em torno de H ≃ 0.6Hm, região que
coincide com o valor máximo para o qual as janelas de ressonância ainda são observadas.
Para H ≳ 0.6Hm, vc(H) cresce com uma taxa maior, e predomina a emissão de kink a
partir da borda.

Agora passamos a investigar o efeito da variação de H sobre a estrutura das
janelas de two-bounces. Tais efeitos são observados nas figuras 45a-45d que contêm três
curvas em função de vi, mostrando em que tempo ocorre a primeira, segunda e terceira
colisão antikink-ϕ1(x): a curva em preto marca o tempo em que ocorre a primeira colisão;
a vermelha o tempo da segunda e a azul o tempo da terceira colisão. Desta forma as
janelas de two-bounces estão situadas em intervalos ∆vi onde o tempo da terceira colisão
diverge para t → ∞. Nestes gráficos, observamos que quando H = 0 recuperamos os
resultados obtidos para colisões antikink-kink do ϕ6 na linha (compare com a figura 26).
Notamos também que quando H cresce as janelas de ressonância se acumulam em torno
de vi = vc(H). A partir de H ≃ 0.60Hm as janelas desaparecem completamente, restando
os fenômenos de produção de kink viajante tais como mostrado nas figuras 42d-f.
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Figura 45 – Tempo em que ocorre a primeira (linha em preto), segunda (linha em vermelho)
e terceira colisão (linha em azul) do antikink com a solução-borda em x = 0.
Os valores de H são: (a) H = 0, (b) H = 0.2Hm, (c) H = 0.4Hm, e (d)
H = 0.5Hm.
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Figura 46 – Colisão antikink Φ2+(x) com a borda ϕ1: ordem da primeira janela de two-
bounces observável em função de H/Hm.



92 Capítulo 4. Espalhamento de Kink e Antikink por Condição de Contorno tipo Neumann

0

1

a)

0

1

b)

-50 0 50 100 150 200

0

1

c)

Figura 47 – Campo escalar na borda ϕ(0, t) em função do tempo t mostrando colisões na
primeira janela visível quando H é: (a) H = 0.1Hm, (b) H = 0.2Hm e (c)
H = 0.4Hm. O número n de pequenas oscilações entre os bounces é também
indicado. Em cada figura o tempo foi reescalado t → t − t̃ de tal forma que a
primeira colisão ocorra em t = 0.

O efeito da variação de H também é mensurado pelo rótulo inteiro n, que aqui
tem o mesmo papel que desempenha na equação do mecanismo de troca de energia, Eq.
(3.46). Isto é, n representa um número de ciclos possíveis entre as duas primeiras colisões
na borda, vimos no capitulo 3 que n pode ser usado como um rótulo classificatório para
as janelas de ressonâncias. As figuras 46 e 47 são apropriadas para a análise de possíveis
mudanças na distribuição e classificação das janelas de ressonância. Na figura 46 vemos
que o crescimento de H reduz a ordem da primeira janela de ressonância observada, ou
seja, o rótulo n decai à medida que H cresce. Para valores pequenos de H (H ≤ 0.1Hm),
já é possível notar uma alteração na classificação das janelas, como podemos ver na figura
47a para a qual n = 7 para a primeira janela observável. Esse valor é diferente de n = 11,
encontrado para H = 0, que é equivalente às colisões do tipo K̄K do ϕ6 na linha2. Este
efeito é também percebido na comparação entre as figuras 47b e 47c. Em 47b temos
n = 4 para H = 0.20Hm, enquanto que em 47c, n = 2 com H = 0.40Hm. A recuperação
de janelas de ordem menor através do crescimento de H cobra um preço sobre a forma
das oscilações, presentes entre os dois grandes picos, que são cada vez mais irregulares à
medida que H cresce. Finalmente, no tocante às janelas de ressonância, vemos que estas
desaparecem para H > Hc ≃ 0.60Hm, o que indica que o modo vibracional da borda
passa a atuar na produção de um kink viajante durante o processo de espalhamento com
2 Observe que nosso n corresponde a n − 1 na referência [23].
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o antikink inicial.

4.4.2 −Hm < H < 0

Neste caso, o antikink viajante apresenta uma interação repulsiva com a solução-
borda em x = 0. Seguindo o mesmo procedimento da seção 4.2, podemos encontrar o valor
da velocidade de equilíbrio energético, v∗(H), na qual o antikink nem é repelido e nem
refletido pela energia repulsiva da solução-borda. A velocidade vi = v∗ é a velocidade de
equilíbrio para qual o estado final é equivalente à solução instável ϕ̃2(x). Então, quando
vi = v∗, devemos ter Ei = γ(v∗)

4 + E[−ϕ1] e Ef = E[ϕ̃2]. Usando as equações (4.68) e (4.69)
obtemos que:

v∗ (H) =
√

1 −
[
2
(
ϕ1(0)2 + ϕ̃2(0)2

)
− 3

(
ϕ1(0)4 + ϕ̃2(0)4

)
+ 1

]−2
(4.75)

A curva v∗(H) se ajusta bem ao comportamento observado no lado esquerdo da figura 43.
Abaixo de v∗ o antikink viajante não tem energia para alcançar a borda. Para v∗ < vi < vc

existe um intervalo bem estreito de vi onde são encontradas janelas de ressonância. Para
vi > vc encontramos somente colisões do tipo one-bounce. Uma exceção a este cenário
ocorre na faixa H < −0.25Hm, para grandes valores de vi, onde encontramos o estado final
sendo Φ1−(x) (Este último cenário corresponde à região verde no canto superior esquerdo
da Fig. 43).

A figura 48 mostra alguns resultados representativos para a colisão antikink com
a borda ϕ1 para H < 0: em a) o antikink não consegue se aproximar da borda devido
à interação repulsiva, b) espalhamento com two-bounce, c) colisão do tipo one-bounce,
e em d) o estado final do campo escalar acessa o outro setor topológico. A figura 49
mostra o módulo da velocidade final do antikink e, através desta, notamos a existência de
janelas de ressonância. De fato, a condição de ressonância só é atendida em um estreito
intervalo de velocidades vi (por isso são quase imperceptíveis no lado esquerdo da figura
43). Na figura 49, a linha tracejada representa o valor vf = vi (em módulo) e a linha em
traço-ponto indica o valor da velocidade v∗(H) para o H indicado em cada caso. Em todos
os cenários com vi < v∗, o antikink não alcança a borda e retorna com a mesma velocidade.
Aumentando ligeiramente vi acima de v∗ encontramos a região estreita de existência de
two-bounces. Na região central observamos a velocidade final nas janelas de ressonância,
que são casos como o da figura 49b. Aumentando ainda mais vi, entramos na região de
one-bounces, quando o antikink tem energia suficiente para superar a repulsão da borda e
colidir uma vez, sendo refletido em seguida. Assim como acontece para a interação com
borda no modelo ϕ4, a velocidade final nas janelas de ressonância é sempre maior que v∗.
Contudo, quando vi supera a velocidade crítica para one-bounces (vi > vc), a velocidade
final é um pouco maior que v∗, isso é o oposto ao observado na interação para o modelo
ϕ4, como observamos nas figuras 31a-b.
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Figura 48 – Colisão do antikink Φ2+ com H < 0. a) Para vi < v∗ o antikink não tem
energia suficiente para alcançar a borda, b) two-bounce na região v∗ < vi < vc,
c) one-bounce para vi > vc , d) quando vi > vc e com grandes valores de H o
campo escalar acessa o outro setor topológico do potencial. Compare com a
figura 43.

É importante observar que para H < 0, na interação com borda do ϕ4, a solução-
borda não apresenta modo vibracional enquanto que o antikink viajante, daquele caso,
apresenta. No setor que estamos analisando do ϕ6, o antikink viajante não apresenta modo
vibracional, enquanto que a solução-borda apresenta um, conforme a figura 39. Para ambos
ϕ4 e ϕ6 a borda decai para uma configuração instável ϕ̃2 quando vi é igual ou ligeiramente
maior que v∗.

4.5 Espalhamento kink-Borda
Agora vamos considerar o cenário em que um kink viaja em direção à borda. O

kink, neste caso, é a solução estática Φ1+ dada pela equação (3.50). Quando este kink viaja
com velocidade vi em direção à borda, estando o seu centro em x = a (a < 0) no tempo
t = 0, podemos expressa-lo da seguinte forma:

Φ1+(vi, x, t) =
√

1 + tanh(γ(x − vit − a))
2 . (4.76)
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Figura 49 – Velocidade final do antikink Φ2+. a) H = −0.05Hm b) H = −0.20Hm c)
H = −0.30Hm e d) H = −0.40Hm. As linhas tracejadas representam vf = vi

e as linhas em traço-ponto indicam o valor de v∗(H) de acordo com a equação
(4.75).

A figura 37 mostra que este kink somente pode ser conectado com as soluções ϕ̃1(x) e
ϕ̃3(x). A seguir, estudamos separadamente o espalhamento kink-borda para estas duas
configurações.

4.5.1 Espalhamento kink-borda ϕ̃1

Para esta solução temos que −Hm < H < 0. Assim, as condições iniciais são:

ϕ(x, 0) = Φ1+(vi, x, 0) + ϕ̃1(x) − 1, (4.77)
ϕ̇(x, 0) = Φ̇1+(vi, x, t)|t=0. (4.78)

com a = −12.50.

A figura 50 mostra diferentes aspectos encontrados para esta configuração inicial.
O principal resultado é a mudança de setor topológico na borda, sendo que o estado final
da colisão é um antikink do tipo Φ1−. Vemos ainda que a própria borda também muda sua
configuração, decaindo para uma outra configuração de borda, a (−ϕ̃3). Deste modo, temos
o seguinte processo Φ1+ + ϕ̃1 → Φ1− + (−ϕ̃3). Note que o estado final da borda, (−ϕ̃3),
não possui modo vibracional, assim, a ausência de fenômenos de ressonância é esperada.
A figura 51 mostra o módulo da velocidade final vf do antikink produzido em função da
velocidade inicial do kink Φ1+, apresentando um interessante padrão que se modifica com a
varição e H. Outro efeito interessante para esta configuração é o surgimento de oscilações
localizadas que viajam a partir da borda para −∞, como mostrado na figura 50c. Este
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Figura 50 – Colisão do kink Φ1+ com a borda ϕ̃1 para valores de vi e H, mostrando:
mudança de setor topológico com a produção de um antikink Φ1−; produção
de uma oscilação localizada em c) e d).

efeito surge para |H| ≈ 0.70Hm e se torna mais evidente para |H| > 0.90Hm. A oscilação
localizada ocorre em torno do estado fundamental ϕ = 0, se a sua velocidade for maior
que a do antikink produzido, como mostra a figura 50c; ou também ocorre em torno de
ϕ = −1 se sua velocidade for menor ou igual que a vf do antikink, conforme a figura 50d.

4.5.2 Espalhamento kink-borda ϕ̃3

Para esta solução, temos que 0 ≤ H < ∞. No entanto, para efeitos de comparação,
iremos limitar nosso estudo ao intervalo 0 ≤ H ≤ Hm. Seguindo o mesmo roteiro das
configurações já estudadas, temos que as condições iniciais para o espalhamento kink-borda
ϕ̃3 são:

ϕ(x, 0) = Φ1+(vi, x, 0) + ϕ̃3(x) − 1, (4.79)
ϕ̇(x, 0) = Φ̇1+(vi, x, t)|t=0. (4.80)

com a = −12.50.

Neste caso a solução-borda novamente exibe uma interação repulsiva sobre o kink
viajante. A figura 52 mostra o processo de colisão para alguns valores representativos de vi
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Figura 51 – Módulo da velocidade final do antikink produzido Φ1− em função de |H|/Hm

para: a) vi = 0.05 b) vi = 0.20 c) vi = 0.50 d) vi = 0.80.

e H, mostrando os principais comportamentos para a dinâmica dessa configuração. Neste
cenário, novamente se faz necessário a construção de um diagrama de fase (H, vi) com o
propósito de obter uma visão panorâmica de como estes fenômenos estão distribuídos. O
diagrama, apresentado na figura 53, mostra o valor do campo na borda após a colisão em um
tempo suficiente para o sistema definir o seu estado final, ou seja, ϕ(x = 0, t = |a|/vi +100).
Como em casos anteriores, temos que, para baixos valores de velocidade vi, a energia
cinética do kink não é suficiente para superar a repulsão da borda ϕ̃3. Nesta situação o
kink é repelido sem tocar na borda e retorna com a mesma velocidade, como mostra a
figura 52a. De forma semelhante ao que ocorre no espalhamento antikink-borda no ϕ4 e ϕ6

para H < 0, na configuração kink-borda ϕ̃3 do modelo ϕ6, também podemos calcular a
velocidade v∗(H), para qual a energia cinética do kink se torna igual à energia repulsiva
nas proximidades da borda, conforme mostra a figura 52b. O estado final, nesse caso, é
uma configuração instável equivalente à solução borda ϕ2(x). Vemos que a energia inicial
é dada por:

Ei = 1
4γ(v∗) + E[ϕ̃3], (4.81)

sendo composta pela energia cinética do kink mais a energia da solução-borda ϕ̃3(x).
Quando vi = v∗ a energia da configuração final é: Ef = E[ϕ2]. Pela igualdade Ei = Ef ,
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[H]
Figura 52 – Colisão do kink Φ1+ com a borda ϕ̃3, mostrando: em a) um retorno quasi-

elástico b) kink na configuração de equilíbrio c) emissão de radiação pela
borda instável ϕ2 d) Colisão típica da região em laranja da figura 53 e) Colisão
inelástica f) Estado final em grandes valores de H.

obtemos que:

v∗(H) =
√

1 −
[
3ϕ2 (0)4 + 3ϕ̃3 (0)4 − 2ϕ2 (0)2 − 2ϕ̃3 (0)2 − 1

]−2
, (4.82)

sendo que a dependência por H se dá através das soluções-borda ϕ2(0) e ϕ̃3(0), conforme
as equações (4.68) e (4.69). A curva v∗(H) está incluída na figura 53 (linha verde tracejada).
Este resultado é importante porque se trata de uma previsão teórica sendo confirmada
com grande precisão através das nossas soluções numéricas. Aumentando a velocidade, de
forma que vi > v∗(H), encontramos uma região intermediária onde observamos que o kink
supera a força repulsiva da borda, colide com ela e é absorvido para um estado irradiante
com o padrão da solução instável ϕ2. Na figura 52c apresentamos uma colisão nesta região
intermediária. Em suma, temos que o processo de espalhamento para a região intermediária
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Figura 53 – Colisão do kink Φ1+ com a borda ϕ̃3 para H > 0: Estado final do campo
escalar ϕ (0, tf ), com tf = |a|

vi
+ 100. A linha verde em traços é a curva v∗(H)

dada pela equação (4.82).

é: Φ1+ + ϕ̃3 → ϕ2, que corresponde à região central em azul da figura 53. Fixando H

em torno de H = 0.40Hm e aumentando vi acima da região intermediária, encontramos
uma região onde as colisões são do tipo mostrado na figura 52d, sendo que nesse caso,
a natureza da borda inicial, ϕ̃3, não é modificada. Este tipo de colisão corresponde à
região em vermelho da parte superior da figura 53. Aumentando ainda mais a velocidade
vi, encontramos a configuração mostrada na figura 52e, que mostra a mudança de setor
topológico na borda e a produção de um antikink do tipo Φ1−. Este fenômeno é encontrado
na região amarela, na parte superior do diagrama de fase. Para grandes valores de H,
vemos que a possibilidade de mudança de setor na borda diminui. Vemos também que as
colisões nessa região superior são como a mostrada na figura 52f onde a borda oscila em
torno do estado fundamental ϕ = 1.

Observe que nesse caso não foram observados fenômenos de ressonância na borda.
Isso está de acordo com os nossos resultados para a análise por perturbações lineares,
uma vez que, a solução-borda ϕ̃3 possui autoestados, para ω2 > 0, somente na região
do contínuo. Chama a nossa atenção as constantes mudanças espontâneas do tipo de
solução-borda após a colisão, por exemplo, na região intermediária e depois na região em
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amarelo da figura 53.

Neste capítulo estudamos o espalhamento de um antikink na semilinha com condição
de contorno de Neumann para ambos os modelos ϕ4 e ϕ6. As principais características do
espalhamento no modelo ϕ4 podem ser observadas a partir do diagrama de fase, figura
32. Para o modelo ϕ6, devido ao maior número de soluções kink, são necessários dois
diagramas (figuras 43 e 53). Comparando os digramas de fase, podemos demarcar algumas
importantes semelhanças e diferenças entre estes dois casos. O diagrama relativo à teoria
ϕ4 mostra que não é possível demarcar uma curva para a velocidade crítica para a região
de one-bounce. Já na colisão antikink-ϕ1 do modelo ϕ6, é possível notar a existência da
referida curva para H > 0. Uma semelhança recorrente entre os dois modelos se apresenta
no espalhamento quase inelástico pela borda repulsiva. Em ambos os modelos encontramos
uma velocidade v∗(H) através de argumentos de conservação da energia. Vimos que a
curva teórica, v∗(H), corrobora com a precisão de nossos resultados numéricos. Uma outra
semelhança entre os dois modelos é a modificação da estrutura de janelas de escape, que
possibilita notar a presença de janelas de escape ausentes para o espalhamento na linha.

Uma observação importante diz respeito a carga topológica na semilinha. Colisões
na linha, como as vistas no capítulo 3, conservam a carga topológica, pois para uma
configuração coletiva do tipo kink-antikink, vemos que Q = 0 antes e depois da colisão.
Na semilinha, para cada condição de Neumann, existem pelo menos duas configurações
possíveis para o campo no entorno da borda. Assim, durante a evolução, o campo pode
alternar entre estas configurações desde que continue satisfazendo a condição de Neumann
inicial. Nos cenários das figuras 42d-f a borda ϕ1(x) → ϕ̃3(x) após a colisão. Nesses cenários,
do momento inicial até a colisão, a carga topológica se conserva para a configuração
antikink-ϕ1(x). Após a colisão, a carga topológica é conservada para a outra configuração,
antikink-ϕ̃3(x).
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5 Criação de Pares Kink-Antikink e Ondas
Solitárias em um Modelo duplo sine-Gordon

A teoria conhecida como duplo sine-Gordon (DSG) tem sido alvo de diversas
investigações que envolvem descrição de fenômenos na matéria condensada, as propriedades
de suas soluções tipo kink e o espalhamento destas. Trata-se de uma teoria que em geral
transita entre descrever estados típicos de modelos completamente integráveis e estados de
modelos não integráveis. Na teoria DSG os mínimos de energia são separados, de forma
periódica, por barreiras de potencial não equivalentes, o que faz com que as equações
de movimento resulte em soluções kinks com diferentes propriedades e estrutura interna.
Entre algumas aplicações encontradas na literatura podemos citar a descrição da dinâmica
de spins em um superfluido 3He na fase B [30,109–111], propriedades de pulsos óticos ultra
curtos em um meio degenerado [112] e excitações não lineares em uma cadeia compressível
de dipolos XY sob condições de acoplamento piezoelétrico [113]. Propriedades das soluções
kinks na teoria DSG tais como: perturbações lineares, modos vibracionais internos e
métodos analíticos são encontrados nos seguintes estudos [114–121]. Há também vários
trabalhos em que se estuda a colisão de kinks na teoria DSG [122–133]. A seguir, analisamos
um particular caso da teoria duplo sine-Gordon, analisando as principais propriedades das
soluções kinks para em seguida estudar o processo de colisão. Os resultados e conclusões
obtidas foram publicados no artigo [134].

5.1 Modelo
Vamos considerar a ação com dinâmica padrão em (1, 1) dimensões em um espaço-

tempo de Minkowski

S =
∫

dtdx

(
1
2∂µ∂µϕ − V (ϕ)

)
. (5.1)

O potencial duplo sine-Gordon é dado por

V (ϕ) = λ2

2α2ν2 [cos2(νϕ) − α2 sin2(νϕ)]2. (5.2)

Em nosso estudo vamos considerar o seguinte potencial [121]

V (ϕ) = 2
1 + r

(
cos(ϕ) + r

)2
, (5.3)

que depende de um único parâmetro r, no seguinte intervalo, 0 < r < 1. Este potencial é um
caso particular do potencial (5.2), com α =

√
(1 − r)/(1 + r), ν = 1/2 e λ =

√
1 − r [121].
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Figura 54 – Potencial V (ϕ) dado pela equação (5.3) para: r = 0.1 (linha em azul), r = 0.5
(vermelho em traços), r = 0.9 (preto em pontos).

A forma do potencial é mostrada na figura 54 para alguns valores de r. Note que, como
esperado em uma teoria duplo sine-Gordon, os mínimos são separados por grandes e
pequenas barreiras. Seguindo a convenção da literatura vamos chamar as soluções que
interpolam entre dois mínimos separados por uma grande barreira de large kink/antikink.
Às soluções que interpolam entre mínimos adjacentes separados pelas barreiras menores
chamaremos de small kink/antikink. Para r → 0, o potencial recupera o modelo integrável
sine-Gordon. No caso de small kinks, o crescimento de r reduz a altura da barreira bem
como o intervalo de interpolação. Para large kinks o crescimento de r aumenta a barreira e
o intervalo de interpolação. Desta forma, quando r → 1, o potencial vai a zero em ϕ = ±π,
sendo muito próximo de zero também no entorno destes pontos. Em consequência, para
altos valores de r, temos que Vϕ(ϕ = ±π) → 0 e Vϕϕ(ϕ = ±π) → 0.

A principal motivação do potencial dado pela equação (5.3) é a sua dependência
de um único parâmetro: se r é pequeno, podemos então explorar a vizinhança do modelo
sine-Gordon [121]. Nós iremos considerar este potencial no intervalo 0 < r < 1, explorando
as principais propriedades no espalhamento de large e small kinks.

A equação de movimento é dada por

∂2ϕ

∂t2 − ∂2ϕ

∂x2 + dV (ϕ)
dϕ

= 0, (5.4)

e as soluções estáticas ϕS(x) tipo kink/antikink são tais que conectam dois mínimos
adjacentes do potencial e minimizam a energia. Perturbando linearmente essas soluções
na forma ϕ(x, t) = ϕS(x) + η(x) cos(ωt), chegamos ao problema de autoestados para uma
equação de Schrödinger

−d2η(x)
dx2 + Vsch(x)η(x) = ω2η(x), (5.5)
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Figura 55 – (a) Soluções large kink ϕl
K(x) e (b) o correspondente potencial tipo Schrödinger

Vsch(x). Em ambas figuras r = 0.1 (em azul), r = 0.5 (vermelho em traços),
r = 0.9 (preto em pontos).

com Vsch(x) = Vϕϕ(ϕS(x)). Vimos que o estudo do potencial de Schrödinger para pertur-
bações lineares tem um papel fundamental para uma elucidação coerente das estruturas
observadas em colisões entre kinks.

As soluções large kinks são dadas por [121]

ϕl
K(x) = 2 arctan

[√
1 + r

1 − r
tanh(x

√
1 − r)

]
, (5.6)

e as soluções large antikinks são dadas por ϕl
K̄

(x) = ϕl
K(−x). A figura 55a mostra o

perfil estático das soluções large kinks para alguns valores do parâmetro r. Essas soluções
conectam os mínimos ±ϕv, com ϕv = −π + arccos(r). O aumento de r contribui para
o crescimento dos limites assintóticos do large kink. A figura 55b mostra o potencial de
Schrödinger, Vsch(x), associado às perturbações em torno de um large kink para alguns
valores de r. Para r → 0, temos um mínimo central em torno de x = 0 e Vsch = 4 para
x → ±∞, correspondendo a um modelo sine-Gordon. A solução da equação de autoestados
revela que large kinks não apresentam modo vibracional interno, apenas o modo zero é
encontrado para valores de ω2 abaixo da região contínua de autoestados. Vemos que o
crescimento de r reduz os valores assintóticos do potencial. Em particular, para r → 1,
temos que Vsch = 0 em x → ±∞. Isto está em acordo com Vϕϕ(ϕ = ±π) = 0 para r → 1,
como já mencionamos. À medida que r cresce, Vsch[ϕl

K(x)] vai assumindo a forma de um
vulcão. É conhecido que potenciais de perturbações lineares com a forma de vulcão não
suportam modos normais de vibração (veja, por exemplo, os trabalhos [24, 25]). Assim,
para 0 < r < 1 não há modos vibracionais, mas somente um modo de translação, seguido
por um contínuo de estados em ω2, correspondendo ao valor assintótico de Vsch(x).

As soluções small kinks são dadas por [121]



104 Capítulo 5. Criação de Pares Kink-Antikink e Ondas Solitárias em um Modelo duplo sine-Gordon

-4 -2 0 2 4

x

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

s K
(x

)

-10 -5 0 5 10

x

-4

-2

0

2

4

V
s

c
h
(x

)

Figura 56 – (a) Soluções small kinks ϕs
K(x) e (b) o correspondente potencial do tipo

Schrödinger Vsch(x). r = 0.1 (em azul), r = 0.5 (vermelho em traços), r = 0.9
(preto em pontos).
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Figura 57 – Frequência do modo vibracional ω2 associado ao small kink em função de r
(linha em azul). A linha em preto tracejado indica o início do contínuo de
estados para cada r.

ϕs
K(x) = π + 2 arctan

[√
1 − r

1 + r
tanh(x

√
1 − r)

]
, (5.7)

sendo os correspondentes antikinks dados por ϕs
K̄

(x) = ϕs
K(−x). A figura 56a mostra o

perfil de soluções small kinks para alguns valores de r. Essas soluções conectam os mínimos
ϕv = π ± arccos(r). Com o crescimento do parâmetro r, esses mínimos se aproximam de π

de modo que, no limite r → 1, a solução small kink desaparece.

A figura 56b mostra o potencial tipo Schrödinger Vsch(x) associado ao small
kink para alguns valores de r. A mesma estrutura é obtida para as soluções antikinks
ϕs

K̄
(x). Observamos que o crescimento de r reduz a profundidade do poço de potencial

e também reduz o valor assintótico que indica o início do contínuo de estados. Nós
investigamos numericamente a existência de autoestados para o problema quântico de
pequenas perturbações variando o parâmetro r. O resultado é apresentado na figura 57,
que mostra a existência de um modo vibracional dependente de r.

Até aqui já apresentamos as soluções estáticas e estudamos o espectro de pertuba-
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Figura 58 – Energia EL do large kink (vermelho), energia ES do small kink (azul) e a
diferença ∆E = EL − ES (verde) em função de r.

ções lineares das mesmas. Outro passo importante é o conhecimento da energia dessas
soluções. Para um mesmo valor de r, temos que a energia dos large kinks é maior que
a dos small kinks. Large kinks que conectam os mínimos −π + ξ(r) e π − ξ(r), com
ξ(r) = arccos(r), têm energia dada por [121]

EL = 4
√

1 − r + 4r
π − ξ(r)√

1 + r
, (5.8)

enquanto que um small kink interpolando entre os mínimos π − ξ(r) e π + ξ(r) tem energia

ES = 4
√

1 − r − 4r
ξ(r)√
1 + r

. (5.9)

A figura 58 mostra os comportamentos de EL, ES e a diferença EL − ES em função de
r. A partir da figura, e também das equações (5.8) e (5.9), notamos que a diferença
∆E = EL − ES é monotonicamente crescente com r.

Agora que já conhecemos as principais propriedades das soluções ϕl
K(x) e ϕs

K(x),
vamos estudar o processo de espalhamento dessas soluções. Para isso, vamos resolver a
equação de movimento discretizando a derivada espacial em diferenças finitas centrais e
realizando a evolução temporal por integração simplética. As condições iniciais são:

ϕ(x, 0) = ϕK(x + x0, v, 0) − ϕK(x − x0, −v, 0) − ϕv (5.10)
ϕ̇(x, 0) = ϕ̇K(x + x0, v, 0) − ϕ̇K(x − x0, −v, 0), (5.11)

onde ϕK(x, t) = ϕS(γ(x − vt)) representa uma solução estática viajante (podendo ser
ϕl

K(x) ou ϕs
K(x)), com γ = (1 − v2)−1/2 e ϕv sendo um adequado mínimo de V (ϕ).

Por razões didáticas, a seguir vamos discutir separadamente as colisões entre large
kinks e small kinks.
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Figura 59 – Colisão do tipo large kink-antikink (esquerda) e a imagem do campo escalar
no último tempo de simulação em função de x (direita). Com v = 0.1 para
(a), (b) e v = 0.8 para (c), (d) . Em todas as figuras r = 0.4.

5.2 Colisão entre Large kinks

Para todos os valores de 0 < r < 1 nossos resultados mostram uma mudança de
setor topológico no estado final da colisão. Para r = 0.10, o estado final é um par do
tipo small antikink-kink (nesta ordem), ou seja, no estado inicial o kink e o antikink se
aproximam um do outro, colidem uma vez e depois se afastam, interpolando em outro
setor topológico da teoria, sendo agora um par de small antikink-kink. O par de small
antikink-kink resultante viaja envolvido em pequenas oscilações existentes em torno do
novo estado fundamental. Para investigar essas oscilações internas, consideremos um valor
maior, r = 0.40, para o parâmetro da teoria. Nas figuras 59a e 59c, os gráficos mostram
colisões do tipo kink-antikink para v = 0.10 e v = 0.80 respectivamente, sendo as figuras
59b e 59d um recorte com a imagem do campo escalar no último instante de tempo da
simulação, em função de x. Primeiramente, observamos que a velocidade do par resultante
é maior que a velocidade do par inicial. O motivo para isto é a diferença de energia entre
large e small kinks. Quando o par inicial, formado por large kinks (que têm maior energia
que os small kinks, conforme a figura 58), é convertido em um par de small antikink-kink, a
energia cinética deve crescer para que exista conservação da energia entre os estados inicial
e final. Por esse aspecto, concluímos que nesses casos a energia em forma de radiação não
é significativa nas escalas de tempo que estamos considerando. Veja pelos recortes à direita
que a radiação se concentra dentro dos limites do par resultante.

Destacamos ainda que: i) mais pares do tipo small antikink-kink (K̄-K) podem
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Figura 60 – Colisão do tipo large kink-antikink para r = 0.65 com v = 0.3, mostrando
a produção de dois pares estreitos de small K̄-K e a propagação de duas
oscilações localizadas.

ser formados no estado final, mas somente um desses pares, o mais externo, terá radiação
limitada por suas bordas, e ii) podem surgir oscilações que viajam de forma localizada.
Como exemplo dessa segunda observação temos a figura 60 onde v = 0.30 e r = 0.65.
Vemos a produção de dois pares de small K̄-K depois da colisão, mas também observamos
duas oscilações localizadas se propagando de forma harmônica e com longo tempo de
vida. Isto sugere que deve existir uma conexão entre a formação de pares de small kinks e
oscilações solitárias. Esta conexão foi também observada no estudo [135] onde os autores
afirmam que a colisão entre dois trens de ondas idênticos e sua interação com a oscilação
formada no centro, devido aos modos internos, faz surgir um par kink-antikink.

Também observamos que a produção de novos pares é mais sensível à variação
do parâmetro r que da velocidade v com a qual o kink e antikink se aproximam antes
da colisão. Por exemplo, nas figuras 61a-b onde r = 0.6, podemos notar a formação
de três pares de antikink-kink depois da colisão: dois pares são estreitos e um largo. O
crescimento do parâmetro r favorece a produção de mais pares small K̄-K, como pode ser
notado nas figuras 61c-d, onde agora r = 0.70. Neste caso temos quatro pares formados
após a colisão. Outra propriedade dos estados finais é que para um mesmo r o par mais
externo é sempre o mais estreito, e quanto maior for o valor de r mais estreito será o
par mais externo (compare as figuras 61a e 61c). Os diagramas de fase (r, v), figura 62,
nos permitem visualizar de forma ampla a influência do parâmetro r para a existência
dos fenômenos reportados acima. Na figura 62a temos o estado final do campo escalar
em um tempo suficientemente grande após a colisão entre as soluções large. Notamos
um padrão de alternância, que na figura se dá entre as cores amarelo e vermelho. Em
termos de fenômenos, cada mudança de cor na figura 62a representa a criação de um par
adicional de small antikink-kink. Por exemplo, vemos que a primeira região em amarelo
corresponde à criação de um par de small K̄-K (figuras 59a e 59c), a faixa seguinte, no
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Figura 61 – Colisão do tipo large kink-antikink (esquerda) com o quadro da última simu-
lação em função de x (direita). Em a) e b) r = 0.6, v = 0.8, com a produção
de três pares de small antikink-kink. Em c) e d) r = 0.7, v = 0.74, resultando
na produção de quatro pares de small antikink-kink.

Figura 62 – Gráficos de fase para colisões do tipo large kink-antikink: a) (esquerda) o
estado final do campo escalar ϕ(x = 0, tf ), com tf = x0/v + 100, b) (direita)
número de ondas solitárias produzidas após a colisão.
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Figura 63 – Colisão large kink-antikink mostrando: a) a produção de um novo par de large
antikink-kink em outro setor topológico. b) perfil do campo escalar em x = 0.
Nesta figura r = 0.85 e v = 0.90.

sentindo crescente de r, em vermelho corresponde à criação de dois pares extras de small
K̄-K. A adição de pares extras continua a cada mudança de cor na figura. Isso comprova
que grandes valores de r favorecem a criação de pares small antikink-kink. A região em
azul, canto superior direito da figura 62a, indica um interessante fenômeno observado
para velocidades ultra-relativísticas com o parâmetro r próximo de 1. Este fenômeno é a
transformação de par inicial de large kink-antikink em outro par large antikink-kink do
setor topológico adjacente. Essa transformação exige uma alta energia inicial. As figuras
63a-b mostram essa transformação. Vemos que depois da interação, o novo par large K̄-K
em outro setor topológico.

No diagrama 62b vemos o número de ondas solitárias viajantes produzidas após o
processo de colisão large K-K̄. Para pequenos valores de r tais ondas não são observadas.
Com o crescimento de r observamos que a criação das ondas solitárias ocorre em algumas
faixas de intervalo que estão situadas em paralelo às transições de regiões descritas na
figura 62a. Por exemplo, a figura 62b mostra, na região 0.4 ≲ r ≲ 0.5, uma onda solitária
em x = 0, e para r ∼ 0.5, duas ondas solitárias. Este valor de r está situado exatamente na
transição da região de criação de um par para a região de criação de dois pares da figura
62a. O mesmo se aplica à região 0.62 ≲ r ≲ 0.65, onde temos a criação de duas ondas
solitárias. Este valor de r, por sua vez, fica na região de transição da formação de dois e
três pares de small antikink-kink. Isto comprova que na colisão large kink-antikink, existe
uma conexão direta entre a criação de ondas solitárias e o surgimento de pares adicionais
de small antikink-kink. A figura 62b mostra ainda que para valores maiores de r, as regiões
de transição para formação de ondas solitárias adquirem um aspecto caótico. Observamos
também que para ambos r e v grandes não há mais a criação de ondas solitárias, como
era de se esperar, uma vez que essa região corresponde à transformação de um par inicial
de large kink-antikink em um par final do tipo large antikink-kink no setor topológico
adjacente.

Comparando as figuras 59 e 61, vemos que quando há apenas um par K̄-K produzido
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Figura 64 – Valor médio da largura do par mais externo de small antikink-kink em função
de r.

(como na figura 59) este par não irradia, enquanto que quando temos a formação de três
ou quatro pares (figura 61), somente o par mais externo não irradia. No primeiro caso,
temos um par de grande espessura, enquanto que no segundo caso, um par estreito. Isto
indica que a espessura do par criado não é um aspecto determinante para a ausência de
radiação. No entanto, uma vez que pares mais estreitos, que não emitem radiação, são
mais compatíveis para a descrição de partículas, nós investigamos algumas propriedades
relacionadas à espessura e a radiação no ponto médio do par mais externo de small K̄-K.
A figura 64 mostra o valor médio da largura do par mais externo em função de r. Quanto
maior for r, mais estreito se torna o par mais externo. Isto está em acordo como o observado
nas figuras 61a e 61c para as quais r = 0.60 e r = 0.70 respectivamente.

Passamos agora a analisar características em torno do par mais externo, em
particular, analisamos as oscilações presentes no centro do par mais externo (veja as Figs.
61-b e d). As figuras 65a-c apresentam a transformada de Fourier para uma velocidade
específica, variando r. As frequências que estão abaixo do contínuo de estados indicam que
o par não irradia. Para o valor r = 0.50 nós temos duas frequências na região de estados
ligados para small kinks (figura 65a), e então notamos um decaimento na frequência com
o crescimento de r. Ainda, uma terceira frequência surge para r ≳ 0.623 (figura 65b).
Esta região coincide com o aumento no número de pares de small K̄-K criados. Este
comportamento não depende da velocidade, já que também realizamos simulações para
um valor menor da velocidade, obtendo o mesmo padrão. A figura 66 agrega gráficos como
os das figuras 65a-c, exibindo assim um panorama mais geral em termos de r. Observe que
há um decaimento das frequências com o crescimento de r, e que as frequências principais
estão sempre abaixo do limite do contínuo de estados. Além disso, as frequências também
estão, em geral, abaixo do modo vibracional (linha em pontos), com exceção das regiões
específicas r ∼ 0.5 e r ∼ 0.64, que são respectivamente próximas à região de transição
para a formação de duas ondas solitárias após a colisão.
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Figura 65 – Colisão large kink-antikink: Transformada de Fourier para a oscilação pre-
sente no centro do par mais estreito de small antikink-kink. Os sinais foram
considerados no intervalo de tempo 100 < t < 800. Em todos os casos, temos
que v = 0.25. As linhas tracejadas correspondem ao limite para o contínuo,
enquanto que as linhas em pontos ao modo vibracional.

Figura 66 – Colisão large kink-antikink: transformada de Fourier no centro do par mais
estreito. Em todos os pontos, temos que v = 0.25. A linha branca em traços
corresponde ao limite para o contínuo. A linha branca em pontos corresponde
ao modo vibracional.
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Figura 67 – Colisão large kink-antikink: (a) transformada de Fourier para uma das osci-
lações presentes na figura 60 no intervalo de tempo 100 < t < 800. A linha
tracejada corresponde ao limite para o contínuo de estados. b) Perfil das
oscilações presentes na figura 60 até o tempo t = 5000.

Nós também analisamos alguns aspectos das ondas solitárias. A figura 67a mostra
a transformada de Fourier para uma das ondas solitárias observadas na figura 60. Notamos
que frequência principal fica na região dos autoestados vibracionais com um segundo pico
de frequência, de menor intensidade, na região do contínuo. A amplitude dessas oscilações
decai linearmente, como mostra figura 67b, o que indica que a onda segue a descrição de
Manton-Merabet [136].

5.3 Colisão entre small kinks
O cenário para colisões do tipo small kink-antikink é melhor compreendido em

termo das velocidades v∗(r) e vc(r). Aqui, v∗(r) é a velocidade a partir da qual uma colisão
de small K-K̄, sempre resulta em um par de large K̄-K do setor topológico adjacente. Já
vc(r) é a velocidade crítica para one-bounce. A figura 68 mostra as velocidades v∗ e vc em
função de r. Note que v∗(r) é monotonicamente crescente, tendendo à velocidade limite
quando r ≈ 0.38, e indo a zero quando r → 0. Isto faz sentido, uma vez que no limite
r ≈ 0, recupera-se o modelo sine-Gordon no qual o kink passa pelo antikink mudando de
setor topológico.

Colisões para pequenos valores de r e com v > v∗ resultam em um estado final do
tipo large antikink-kink, como mostra a figura 69a. Note, a partir da figura, que a velocidade
do large kink final é menor que a velocidade do small kink inicial. Isto, novamente, está
relacionado com a diferença de energia entre large e small kinks para um dado valor de
r. Outra observação é que o par final emite radiação. A figura 69b mostra o recorte do
campo ϕ(0, t) em função de t. Podemos então ver que no momento da colisão a região
central vai para o outro setor topológico. Na figura 70a mostramos a evolução da oscilação
presente no estado final da figura 69b, separando o sinal do campo, ϕ(0, t), no seguinte
intervalo: 200 ≤ t ≤ 5000. A transformada de Fourier para esse sinal é apresentada na
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Figura 68 – Colisão small kink-antikink: velocidades v∗ e vc em função do parâmetro r.
Para v > v∗ acontece uma mudança de setor topológico com a produção
de um par de large antikink-kink. Para vc < v < v∗ observamos colisões do
tipo one-bounce e para v < vc podemos observar a estrutura de janelas de
ressonância.
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Figura 69 – Colisão do tipo small kink-antikink, mostrando: a) mudança de setor topológico
com a produção de um par de large antikink-kink. b) Um recorte do campo
escalar em x = 0, mostrando uma oscilação. Em ambas as figuras temos
r = 0.1 e v = 0.8.

figura 70b, que mostra que as oscilações estão na região do contínuo de frequências para
large kinks. A amplitude A(t) dessa oscilação segue um decaimento na forma |dA/dt| ∝ A3

sendo, portanto, compatível com Manton-Merabet [136].

Para v < v∗ as colisões entre small kink-antikink não mais resultam em mudanças
de setor topológico. Nesse caso existem algumas possibilidades: i) para vc < v < v∗ a
colisão é inelástica, do tipo one-bounce, com produção de pequenas radiações no interior
do par resultante. Um caso representativo dessa região é apresentado na figura 71a e seu
recorte em x = 0, apresentado na figura 71b. Esta é, portanto, uma típica colisão do tipo
one-bounce, ii) para v < vc a colisão pode resultar em estados tipo bion (figura 72) ou
estados do tipo n-bounce (figura 73).

A figura 74a-c mostra a estrutura de janelas de ressonâncias para colisões entre
small kinks. A linha inferior, do meio e superior indicam os tempos da primeira, segunda e
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Figura 70 – Colisão small kink-antikink: a) evolução da oscilação presente na figura 69b,
(b) transformada de Fourier para 200 < t < 5000. As linhas tracejadas
correspondem ao limite para o contínuo. Em ambas as figuras temos r = 0.1 e
v = 0.8.
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Figura 71 – Colisão small kink-antikink, mostrando one bounce para r = 0.1, v = 0.55.
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Figura 72 – Colisão small kink-antikink: para r = 0.1 e v = 0.24 temos como produto um
estado do tipo bion.
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Figura 73 – Colisão small kink-antikink: para r = 0.1 e v = 0.267 ocorre o fenômeno
two-bounce.
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Figura 74 – Colisões entre small kink-antikink: tempo em que ocorre a primeira (preto),
segunda (vermelho) e terceira (azul) colisão em função da velocidade v. (a)
r = 0.05, (b) r = 0.1 e (c) r = 0.2.

terceira colisão respectivamente. Em cada uma dessas figuras, o valor de r é fixo. Para o caso
r = 0.05 (figura 74a) podemos observar que existem somente a formação de estados bion e
algumas falsas janelas de two-bounce (uma quasi-ressonância [129]) para v < vc = 0.151.
Observe que apesar da existência de modos vibracionais, não há estrutura de janelas
de two-bounces indo contra o esperado pelo mecanismo de ressonância CSW [22]. Para
r = 0.10 (figura 74b) pode-se ver que há somente uma janela de 2-bounces bem estreita e
a ocorrência de espalhamentos inelásticos para v > vc = 0.2685. Para r = 0.20 (figura 74c),
observamos o crescimento da velocidade crítica (vc = 0.3486) e um aumento na quantidade
de janelas de two-bounces. Isto é, o crescimento de r contribui para a recuperação da
estrutura completa de janelas de 2-bounces enquanto que a redução de r provoca uma
supressão desta estrutura.

O panorama completo dos resultados como função de r e v é apresentado na figura
75, que mostra um ponto do campo em x = 0 para um tempo suficientemente grande
após a colisão. Na figura podemos perceber as regiões que são delimitadas pelas curvas
vc(r) e v∗(r) (vide a figura 68). A região em azul para v > v∗, indica a ocorrência de
pares de large antikink-kink como produto da colisão. A região em vermelho, em que
v∗ < v < vc, equivale as colisões inelásticas. Para a região v < vc, temos os estados de bion
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Figura 75 – Diagrama associando (r, v) ao estado final do campo ϕ(0, tf), com tf =
x0/v + 100.

Figura 76 – Colisão small kink-antikink: Em a), para v = 0.97, temos a produção de uma
oscilação em x = 0. Em b), para v = 0.975, temos como produto dois pares de
small kink-antikink que pertencem ao mesmo setor topológico do par inicial.
Em ambos os casos, r = 0.37.

e as janelas de two-bounces, que estão demarcadas pelas listras horizontais em vermelho.
Para velocidades ultra-relativísticas, na região em torno de r ∼ 0.40, um novo fenômeno foi
também observado. Nesta região, para algumas velocidades, observamos a criação de dois
pares de small kink-antikink como estado final da colisão. Este comportamento não pode
ser considerado equivalente ao observado para a colisão de large kink-antikink, pois naquele
caso existe uma mudança de setor topológico com a produção de small kinks (veja, por
exemplo, as figuras 61a e 61d). Na figura 76 mostramos dois possíveis cenários desta região.
Em 76a existe a formação de um único par com a presença de uma oscilação central em
x = 0. Na figura 76b observamos a formação de dois pares de small kink-antikink. Observe
que o estado final continua sendo do tipo small K-K̄ e no mesmo setor topológico.

Analisamos, neste capítulo, o cenário de espalhamento para ambos os setores
do modelo duplo sine-Gordon dependendo do parâmetro r. No caso dos large kinks
destacamos a produção de múltiplos pares com natureza de small kink, investigamos
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algumas propriedades do par mais externo e das oscilações viajantes produzidas na colisão
large kink-antikink. No caso dos small kinks, observamos a existência de duas velocidades
críticas que delimitam comportamentos específicos. Abaixo da velocidade crítica para one
bounce investigamos modificações na estrutura de janelas de ressonância devido à variação
do parâmetro r.

Até este capítulo, temos lidado sempre com soluções topológicas. No próximo
capítulo analisamos um modelo que suporta soluções não topológicas. Algumas propriedades
dessas soluções nos permitem analisar o produto de seu espalhamento.
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6 Espalhamento de lumps metaestáveis em
um modelo com falso vácuo.

Além da solução do tipo kink, que é topológica e estável por pequenas perturbações,
existem ainda as soluções conhecidas como lump, que também são obtidas a partir de
equações diferenciais parciais não lineares para um campo escalar, satisfazendo uma
condição específica nos extremos. Ao contrário das soluções kink, lumps, em geral, se
mostram instáveis por pequenas perturbações. Modelos com soluções estáticas analíticas,
do tipo lump em (1 + 1) dimensões, são estudados, por exemplo, nas seguintes referências
[19,137–140]. Estas soluções são de interesse, por exemplo, para descrever bright solitons em
fibras ópticas [17, 18] e excitações localizadas em condensados de Bose-Einstein [141,142].
Em (3+1) dimensões, soluções não topológicas de campos escalares foram investigadas
no contexto do universo primordial [143–146], sendo consideradas como um modelo para
matéria escura [147,148]. Além disso, soluções lump têm sido objeto de estudo em vários
cenários atuais. Por exemplo, em [89], os autores investigaram a transferência de férmions
devido à colisão entre um antikink e um lump no modelo ϕ4 com um acoplamento de
Yukawa. Colisões entre lumps e ondas solitárias em (3 + 1) dimensões, foram estudadas no
contexto da equação estendida de Kadomtsev-Petviashvili, a qual descreve o modelo de
um plasma de múltiplas componentes [149]. Neste capítulo estudamos um dos modelos
apresentados na referência [139], que diz respeito a uma teoria dependente de um parâmetro
s, cujas soluções são do tipo lump. Investigamos o espectro de perturbações lineares e
após, resolvemos a equação de movimento para uma configuração de espalhamento das
soluções lump.

Os resultados foram publicados na referência [150].

6.1 Soluções lump em (1+1) dimensões

Soluções kink são encontradas em potenciais cujos estados fundamentais são sepa-
rados por barreiras de potencial. Essas barreiras podem ser i) equivalentes, como no caso
do potencial sine-Gordon; ii) não equivalentes, como no modelo duplo sine-Gordon ou
infinitas nas extremidades, formando um poço, como no caso dos potenciais polinomiais.
Soluções lump surgem interpolando entre um mínimo local e um ponto de instabilidade
da energia potencial. Para ilustrar essa afirmação, consideremos a figura 77, que mostra
uma configuração genérica de energia potencial com pontos de mínimos e máximos locais.
A interpolação ϕ1(x = −∞) → ϕ2(x = ∞) é própria de uma solução tipo kink, a inter-
polação inversa ϕ2(x = −∞) → ϕ1(x = ∞) resulta na solução tipo antikink associada.
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Figura 77 – Energia potencial para um campo ϕ.

Já as soluções lump centradas em x = x0 são próprias de uma interpolação do tipo
ϕ2(x = −∞) → ϕ3(x = x0) → ϕ2(x = ∞).

Formalmente, consideremos uma teoria dada pela seguinte Lagrangeana

L = 1
2

(
∂ϕ

∂t

)2

− 1
2

(
∂ϕ

∂x

)2

− V (ϕ), (6.1)

para a qual temos a seguinte equação de movimento

∂2ϕ

∂t2 − ∂2ϕ

∂x2 + dV (ϕ)
dϕ

= 0. (6.2)

Para uma configuração de campo estática, ϕ(x), a equação de movimento se torna

d2ϕ

dx2 = dV (ϕ)
dϕ

. (6.3)

Integrando a equação (6.3) em x, obtemos

dϕ

dx
= ±

√
2V (ϕ) + C, (6.4)

sendo C uma constante de integração. Se estabelecemos o critério de que, em x → ±∞, o
campo esteja em pelo menos um dos mínimos locais ϕi, tal que V (ϕi) = 0. então

dϕ

dx

∣∣∣∣∣
ϕ=ϕi

→ 0. (6.5)

Assim, concluímos que C = 0 em (6.4). Com essas considerações, ficamos com as seguintes
equações de primeira ordem

dϕ

dx
= ±

√
2V (ϕ). (6.6)
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De acordo com o critério que adotamos para os extremos da solução estática, temos duas
possibilidades de soluções: soluções do tipo kink e lump. Soluções do tipo kink satisfazem
as seguintes condições nos extremos

lim
x→∓∞

ϕ(x) = ϕi e lim
x→±∞

ϕ(x) = ϕi+1. (6.7)

Por outro lado, soluções não topológicas do tipo lump, satisfazem a seguinte condição nos
extremos

lim
x→±∞

ϕ(x) = ϕi. (6.8)

No caso das soluções tipo kink, cada sinal da equação (6.6) corresponde a uma
solução em −∞ < x < ∞. Por outro lado, soluções lump não são monotônicas em todo
domínio. Assim, as equações de primeira ordem, para soluções lumps, satisfazem [19]

dϕ

dx
= ±

√
2V (ϕ) para x < 0 e dϕ

dx
= ∓

√
2V (ϕ) para x > 0. (6.9)

Como exemplo, consideremos o seguinte potencial

V (ϕ) = 1
2ϕ2 − 1

2ϕ4 (6.10)

conhecido como potencial ϕ4 invertido [38], mostrado na figura 78a. A equação de movi-
mento, nesse caso, fica

d2ϕ

dx2 = ϕ − 2ϕ3. (6.11)

As soluções para a equação acima são:

ϕ(x) = ±sech(x), (6.12)

que claramente são soluções do tipo lump. A densidade de energia associada é dada por:

ρ(x) = tanh2(x)sech2(x) (6.13)

O perfil da solução lump para esta teoria é mostrado na figura 78b. Observe que as
soluções (6.12) satisfazem as equações de primeira ordem, Eq. (6.9).

A análise de estabilidade para soluções lump, Eq. (6.12), nos leva a uma equação
do tipo Schrödinger para o seguinte potencial

Vsch(x) = 1 − 6sech2x. (6.14)

A equação de autoestados possui duas soluções no espectro discreto: uma para ω = 0 e
outra com ω2 = −3 [38, 139]. Desta forma, as soluções lump se mostram instáveis.
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Figura 78 – (a) Potencial ϕ4 invertido, Eq. (6.10), (b) Solução lump e sua densidade de
energia (curva em pontos).
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Figura 79 – a) Potencial V (ϕ) para s = 0.8 (vermelho em pontos), s = 1 (verde em traços)
e s = 5 (azul); b) Potencial V (ϕ) para s = 1, marcando os pontos ϕ+, ϕ−, ϕ0
e ϕback.

6.2 Modelo s-dependente
Consideramos agora o seguinte potencial [19]

V (ϕ) = 2ϕ2 (ϕ − tanh(s)) (ϕ − coth(s)) , (6.15)

onde s > 0 é um parâmetro real. Na figura 79a mostramos o potencial para alguns valores
do parâmetro s. Observe que no limite s → ∞, V (ϕ) se torna um potencial ϕ4, com
mínimos em ϕ = 0 e ϕ = 1. Para um s qualquer, temos que o potencial possui os seguintes
pontos característicos: um mínimo local em

ϕ0 = 0, (6.16)

um máximo local em

ϕ+ = 3
4 coth(2s) − 1

4

√
9 coth2(2s) − 8 (6.17)
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Figura 80 – Soluções estáticas do tipo lump para s = 0.50 (azul), s = 1 (vermelho em
traço), s = 3 (verde em pontos) e s = 5 (traço-ponto em preto).

e um mínimo global em

ϕ− = 3
4 coth(2s) + 1

4

√
9 coth2(2s) − 8. (6.18)

Além disso, o potencial cruza o eixo ϕ no ponto

ϕback = tanh(s), (6.19)

que fica entre o máximo local e o mínimo global. Esses pontos característicos estão
assinalados na figura 79b para s = 1. V (ϕ) é sempre positivo no ponto ϕ+, enquanto que
no ponto ϕ− o potencial é negativo, indo a zero no limite s → ∞. Assim, o modelo em
questão é caracterizado por um falso vácuo no ponto ϕ = 0 e um verdadeiro no ponto
ϕ = ϕ−.

As soluções lump, centradas em x0 = 0, são dadas por [19]

ϕs(x) = 1
2 (tanh(x + s) − tanh(x − s)) . (6.20)

Na figura 80 mostramos o perfil dessas soluções para alguns valores do parâmetro s.
Comparando com a figura 79b, vemos que as soluções lump partem do mínimo local nos
extremos (x → ±∞) tendendo ao ponto ϕ = ϕback no centro da solução. Vemos que o
parâmetro s controla a largura do lump. Para s pequenos, temos uma solução lump com
as regiões de interpolação próximas, lembrando a forma usual de um sino. Já para grandes
valores de s surge um platô central em torno do valor de ϕback(s). Este platô não é uma
forma usual em soluções lump. Esta é então uma boa razão para estudarmos as soluções
lump variando o parâmetro s.

Uma vez obtidas as soluções estáticas, é interessante estudar como estas se ajustam
quando submetidas à perturbações lineares. Para isso perturbamos as soluções estáticas na
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Figura 81 – Potencial de Schrödinger associado à perturbação em torno da solução lump.
As curvas são referentes aos valores s = 0.50 (azul), s = 1 (vermelho em
traço), s = 3 (verde em pontos) e s = 5 (pontos e traços em preto).

forma ϕ(x, t) = ϕs(x)+η(x) cos(ωt). Novamente, chegamos em um problema de autoestados
de Schrödinger

−d2η

dx2 + Vsch(x)η(x) = ω2η, (6.21)

sendo o potencial do tipo Schrödinger, Vsch(x) = Vϕϕ(ϕ = ϕs(x)), dado por:

Vsch(x) = 4 + 24ϕ2
s(x) − 12 [tanh(s) + coth(s)] ϕs(x), (6.22)

onde ϕs(x) é a solução estática dada pela equação (6.20). O comportamento do potencial de
Schrödinger é mostrado na figura 81 para alguns valores de s. Vemos que este potencial pode
ser separado em dois comportamentos a partir do valor s̄ = (1/2) ln(

√
3 + 2) ≃ 0.66 [139].

Para s ≤ s̄ o potencial tem a forma de um poço simples, enquanto que para s > s̄, Vsch(x)
assume a forma de um poço duplo, com um máximo local na posição correspondente
ao centro da solução lump. À medida que s cresce, o máximo local de Vsch(x) se torna
um platô, cuja largura cresce com s, separando os dois poços de potencial. Para grandes
valores de s, este potencial se torna equivalente ao da configuração coletiva kink-antikink
do modelo ϕ4.

Resolvemos o problema de autoestados, Eq. (6.21), para o potencial descrito na
Eq. (6.22). O resultado está apresentado na figura 82a que mostra a presença de quatro
autoestados para valores pequenos de s: o primeiro autoestado é encontrado para ω2 < 0,
indicando que soluções para tais valores de s são instáveis, em seguida vem o modo
translacional (ω2 = 0). Acima destes, temos um coletivo de dois modos vibracionais para
ω2 > 0. A autofrequência negativa tem um rápido crescimento monótono na região s < 2,
tendendo ao modo zero para s ≳ 2, indicando que, nesta região, as soluções lump são
metaestáveis, podendo viajar por algum tempo sem sentir os efeitos da instabilidade. Já os



6.3. Colisões lump-lump 125

1 2 3

-5

-3

0

3

5

a)

1 2 3

10
-2

10
-1

10
0

10
1

b)

Figura 82 – (a) Solução da equação de autoestados que apresenta, para s pequeno, quatro
autofrequências na região discreta. Vemos um modo negativo, ω2

−1 < 0 (verde
em traços), o modo translacional, ω2

0 = 0, e dois modos vibracionais; ω2
1 em

pontos vermelhos e ω2
2 em azul tracejado. (b) |ω2

−1| em verde tracejado e a
diferença |ω2

2 − ω2
1| em preto.

dois modos vibracionais tendem à frequência ω2 = 3 em s ≈ 3. ω =
√

3 é a autofrequência
para o modo vibracional do kink no modelo ϕ4. Então, de acordo com esse gráfico, temos
lumps instáveis para 0 < s ≲ 2, lumps metaestáveis para 2 ≲ s ≲ 3. Para s ≳ 3, a solução
lump viaja por um tempo ainda mais longo e quando perturbado, oscila em torno da
frequência ω =

√
3. Na figura 82b vemos o quão rapidamente o modo negativo vai para o

entorno do modo zero. Também mostra como a diferença entre os dois modos vibracionais
decai rapidamente com s. Essas características das soluções também fazem sentido, a
partir da observação da figura 83a-b. Em 83a vemos a posição dos pontos ϕback, ϕ+ e ϕ−

em função de s. Já na Fig. 83b, temos os valores do potencial nesses pontos em função de
s. Observe que para s ≳ 2, o mínimo global é bem próximo de V = 0, ϕback e do mínimo
local, ϕ0. Observe que para s grande os extremos continuam no mínimo local, ϕ0, ao passo
que a região central do platô tende ao mínimo global.

6.3 Colisões lump-lump

Passamos agora a resolver a equação de movimento para o cenário em que dois
lumps se aproximam um do outro com velocidade v. Fazemos isto aplicando um boost de
Lorentz à solução estática (6.20). As condições iniciais, atendendo a esses requisitos são
dadas por:

ϕs(x, 0) = ϕL,s(x + x0, v, 0) + ϕL,s(x − x0, −v, 0), (6.23)
ϕ̇s(x, 0) = ϕ̇L,s(x + x0, v, 0) + ϕ̇L,s(x − x0, −v, 0), (6.24)
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Figura 83 – a) Pontos ϕ− (vermelho), ϕback (verde) e ϕ+ (azul) e em b) os correspondentes
valores do potencial, V (ϕ), em função de s. A solução lump interpola entre
ϕ0 = 0 e ϕback.

onde

ϕL,s(x, v, t) = [tanh(γ(x − vt) + s) − tanh(γ(x − vt) − s)]/2, (6.25)

ϕ̇L,s(x, v, 0) = ∂

∂t
ϕL,s(x, v, t)|t=0 (6.26)

e γ = (1 − v2)−1/2. Essas condições correspondem a um par de lumps: um deles centrado
em x = −x0(s), no tempo t = 0, viajando para o sentido positivo de x com velocidade v,
o outro lump, centrado inicialmente em x = x0(s), viaja no sentido oposto com mesma
velocidade. Resolvemos a equação de movimento, usando o esquema de diferenças finitas
centrais para descrever a derivada espacial. A evolução temporal é obtida por integração
simplética. Nós consideramos x0(s) = 14 + s. Assim, em t = 0, a posição do centro do
lump depende de s. Essa dependência é necessária por dois motivos: i) Para s pequeno,
o lump é instável sendo importante que a colisão aconteça antes que os lumps venham a
decair pelo modo instável; ii) Para grandes valores de s, as soluções lump se tornam largas
(veja a figura 80), assim x0(s) garante que em t = 0, essas soluções estarão suficientemente
distantes mesmo em valores grandes de s. Isto garante que o campo inicial é uma solução
da equação de movimento. A seguir, comentamos os resultados obtidos.

Para colisões com pequenos valores de s, o modo instável deforma rapidamente as
soluções lumps, antes mesmos que essas venham a interagir por contato, conforme mostram
as figuras 84a-b. Notamos, após certo tempo, a presença de pequenas oscilações emitidas
em forma de radiação. O padrão de emissão de radiação pode ser simples, como na Fig.
84a ou mais complexo, como na Fig. 84b, onde o campo em x = 0 aparece oscilando
algumas vezes entre os pontos ϕ0 e ϕ− até que, após um certo colapso, vai definitivamente
para ϕ = ϕ− com a produção de duas oscilações viajantes.

Alguns exemplos envolvendo valores maiores de s são apresentados na figura 85.
Nesses casos, vemos que as soluções lumps conseguem viajar até o ponto de colisão sem
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Figura 84 – Colisão lump-lump com (a) v = 0.15 para s = 0.5 e (b) v = 0.27 para s = 0.82.

Figura 85 – Colisões lump-lump para os seguintes casos: (a) v = 0.217, sendo o estado
final um bion em x = 0, (b) v = 0.1861, duas oscilações viajantes e em (c)
v = 0.254, três oscilações viajantes como estado final. Em todos os casos
s = 3.75.
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Figura 86 – Colisões lump-lump: (a) v = 0.215 com s = 3.75 e (b) v = 0.325 com s = 4.5.

perda considerável de energia, mantendo a sua forma inicial. Isto está em acordo com o
esperado por nossa análise prévia para a região de lumps metaestáveis. Após a colisão os
seguintes estados finais são possíveis: os dois lumps se aniquilam e oscilam em um estado
tipo bion (Fig. 85a), produção de duas oscilações localizadas que viajam para longe de
x = 0 ou três oscilações, sendo duas viajantes e uma fixa em x = 0 (Fig. 85c). Observe
que a oscilação da Fig. 85c é regular, enquanto que o estado bion é irregular. Existe ainda,
para outros valores de s e v, a possibilidade de produção de mais oscilações viajantes. Em
nossas simulações, observamos casos de até quatro oscilações viajantes como estado final
da colisão. Outras possibilidades de estados finais são mostradas na figura 86. Vemos que
a colisão dos dois lumps pode resultar em uma configuração kink-antikink, sendo que o
kink, nesse caso, interpola entre ϕ0 e ϕ−. Na figura 86b vemos o estado final como dois
pares kink-antikink.

Uma vez apresentados os principais comportamentos para colisão entre lumps,
é importante termos uma noção acerca da influência de v e s para a existência de
cada cenário. A figura 87 é um diagrama no qual cada ponto corresponde ao valor
ϕ(x = 0, t = x0(s)/v + 150) para dados (s, v). A finalidade desses pontos é caracterizar
o estado final do campo após a colisão. Assim, as cores correspondem a determinados
fenômenos. O comportamento instável é caracterizado pela região em laranja. A região
em azul pode indicar dois fenômenos distintos: a produção de duas ou quatro oscilações
localizadas, como no exemplo da Fig. 85b ou a produção de dois pares tipo kink-antikink,
como na Fig. 86b. A região em verde corresponde à criação de um par tipo kink-antikink,
como o da Fig. 86a. Regiões apresentando uma distribuição aleatória para as cores verde e
azul correspondem aos padrões oscilatórios em x = 0, como no caso da Fig. 85a (bion) ou
Fig. 85c (três oscilações regulares). Este padrão é observado no digrama 87 para valores
baixos de v na região 1 ≲ s ≲ 9. No entanto, este padrão muda para grandes valores de v.
Nesse caso, para s pequeno, observamos a presença de uma considerável região em verde, o
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Figura 87 – Diagrama para valores de s e v. Estado final, após a colisão, caracterizado
pelo ponto ϕ(x = 0, t = x0(s)

v
+ 150).

que indica a produção de um único par tipo kink-antikink. Por outro lado, o crescimento de
s favorece a produção de duas oscilações viajantes e a criação de pares do tipo kink-antikink,
ambos associados à cor azul da figura. Para s ≳ 3, o digrama mostra lumps metaestáveis
apresentando um padrão complexo na região de pequenas velocidades, onde a interação
entre o par lump-lump leva mais tempo para acontecer por contato. Por outro lado, em
velocidades ultra relativísticas, o diagrama assume um padrão predominantemente azul, o
que significa ausências de estados bion, de produção de oscilações regulares em x = 0 ou de
conversão dos dois lumps em um único par tipo kink-antikink, ao invés, há predominância
do fenômeno de criação de dois pares do tipo kink-antikink e de duas oscilações viajantes.
Isto é razoável, uma vez que para grandes valores de s, os resultados tendem a reproduzir
a colisão entre pares kink-antikink do modelo ϕ4, onde vemos que, em altas velocidades,
ambos os pares colidem de forma inelástica.

Em velocidades menores e com s grande, podemos observar na figura 87 uma
mistura de pontos em verde e azul, o que significa estados bion ou oscilatórios. Para valores
intermediários de v e grande s, notamos a presença de faixas horizontais permanentes em
azul. Essas faixas de intervalos de v, lembram as janelas de ressonância e neste caso podem
ser observadas no intervalo 4 ≲ s ≲ 9. Para melhor caracterizar as regiões da figura 87 na
região de lumps metaestáveis, apresentamos nas figuras 88a-c a distribuição dos estados
finais de produção de ondas viajantes ou pares tipo kink-antikink em função da velocidade
inicial, fixando o valor de s em cada figura. Além disso, para efeito de comparação, na
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Figura 88 – Colisões de lumps metaestáveis: número de oscilações viajantes (pontos em
azul) e número de pares do tipo kink-antikink (KK̄, pontos em vermelho) em
função da velocidade v. a) s = 3.5, b) s = 4.0 e c) s = 5.0. Para comparação,
em d) apresentamos os resultados para o espalhamento de pares kink-antikink
do modelo ϕ4 que corresponde ao limite s → ∞.

Fig. 88d, apresentamos o mesmo gráfico para os resultados finais encontrados nas colisões
entre pares de kink-antikink do modelo ϕ4. Concluímos que para baixas velocidades é mais
provável a ocorrência de criação de um par do tipo kink-antikink com alguns pontos de
velocidade intercalados resultando na produção de duas oscilações viajantes. Isto está de
acordo com o que observamos para baixas velocidades no diagrama (s, v), onde observamos
uma predominância da cor verde com alguns pixels em azul. Também notamos a existência
de janelas de velocidade para as quais o resultado da colisão é a produção de duas oscilações
viajantes. Essas janelas correspondem às faixas horizontais em azul, encontradas na figura
87. Em particular, na figura 88a, vemos que para grandes velocidades, é mais frequente a
observação de oscilações viajantes que a produção de pares tipo kink-antikink. Comparando
as figuras 88a-c, vemos que o crescimento de s favorece a criação de pares tipo kink-antikink,
especialmente em grandes velocidades. De fato, no modelo ϕ4 (que equivale a s → ∞)
mostrado na Fig. 88d, vemos que, em grandes velocidades, predomina a criação de pares
kink-antikink. Colisões resultando em três oscilações ocorrem como menos frequência.
Já colisões resultando em quatro oscilações viajantes são raras, ocorrendo para valores
específicos de s e v.

Em síntese, neste capítulo analisamos o espalhamento para um tipo específico
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de soluções lump, que dependendo do valor do parâmetro s, podem se propagar por
um tempo suficiente para permitir o estudo sobre o estado final do espalhamento. O
espectro de pertubações lineares dessas soluções é muito sensível ao parâmetro do modelo,
especialmente na faixa 0 < s ≲ 3, o que confere uma diversidade de resultados ao produto
do espalhamento. Uma das características interessantes do modelo é a possibilidade de
transição entre um cenário de instabilidade e um cenário metaestável. No cenário instável,
o espalhamento resulta em padrões irregulares. No cenário metaestável, podemos perceber
algumas semelhanças com colisões entre kinks em modelos não integráveis. Por exemplo,
podemos perceber o surgimento de estruturas que lembram as janelas de escape e, em
determinado cenário, a colisão entre as soluções não topológicas produz uma estrutura
semelhante a um par kink-antikink, que, por sua vez, é formado por uma combinação de
soluções topológicas. Extensões desse trabalho poderiam investigar a regra de decaimento,
bem como o espectro de frequências das oscilações localizadas produzidas no espalhamento
e também, para grandes valores de s, a existência de padrões para as janelas percebidas
no diagrama 87.
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7 Conclusão

Nesta tese estudamos a interação, através do processo de colisão, entre soluções
estáticas para teorias escalares do tipo Klein-Gordon em (1, 1) dimensões. Estudamos
principalmente as interações relacionadas aos modos internos de cada solução.

No capítulo 3, mostramos que para o modelo completamente integrável sine-Gordon,
as soluções kinks e breather interagem como solitons. Ou seja, após a colisão, as soluções
continuam a viajar mantendo um padrão uniforme. Ainda neste capítulo, apresentamos os
resultados para colisões kink-antikink da teoria ϕ4. Neste caso, os resultado são diversos,
tais como: um estado bion, que surge após a colisão e tem como característica a emissão
contínua de radiação, oscilando no ponto de colisão sem padrão definido, sendo considerado
caótico. Para colisões no modelo ϕ4 existe uma velocidade crítica, vc, a partir da qual
o kink e antikink sempre colidem de forma inelástica, apenas uma vez, sendo refletidos
um pelo outro em seguida. Entre a região de estado bion e a velocidade crítica existem
janelas de velocidade nas quais ocorre o fenômeno de ressonância two-bounce, quando o
kink e antikink refletem um ao outro após a segunda colisão. Vimos que esse fenômeno
é elucidado considerando-se um mecanismo de troca de energia entre os modos internos
das soluções kink e antikink. Este mecanismo atua quando a condição de ressonância, Eq.
(3.46), é satisfeita. Além das janelas de 2-bounces, observamos que existem janelas de
3-bounces nas bordas das janelas de 2-bounces. De forma geral, as janelas de n + 1-bounces,
com n ≥ 2, se situam na vizinhança das janelas de n-bounces. Esse ordenamento das
janelas faz surgir uma estrutura fractal. Também estudamos colisões no modelo ϕ6, quando
mostramos que para esse modelo o mecanismo de troca de energia precisa ser aplicado
para os modos internos associados à configuração coletiva inicial. De fato, as soluções kink
e antikink do modelo ϕ6 não apresentam modos vibracionais. Já a configuração coletiva
antikink-kink apresenta um modo zero seguido por um coletivo de modos vibracionais
pares e ímpares. Isso justificou a existência das janelas de n-bounces encontradas para as
colisões antikink-kink do modelo.

No capítulo 4, estudamos o espalhamento de soluções kinks ϕ4 e ϕ6 na semilinha,
−∞ < x ≤ 0, com barreira energética em x = 0, estabelecida através da condição de
contorno ϕx(x = 0) = H. Neste cenário as soluções interagem tanto através dos modos
internos como também pela força estática entre as soluções. A interação via força estática
foi observada nos cenários em que a solução-borda atua de forma repulsiva sobre a solução
viajante. Nestes casos, obtemos a velocidade v∗(H) para a qual a energia cinética se
iguala a energia repulsiva nas proximidades da fronteira, resultando em uma configuração
de equilíbrio instável. Para v > v∗(H) encontramos uma região onde existem janelas
de ressonância, mesmo no caso do modelo ϕ6 em que as soluções kinks não apresentam
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modo vibracional. Em ambos os modelos ϕ4 e ϕ6 observamos que a estrutura de janelas
é modificada com a variação do parâmetro H. No modelo ϕ4 observamos uma janela
de ordem zero, que é ausente para colisões na linha completa. No modelo ϕ6 também
observamos a recuperação de janelas de ordem inferior.

No capítulo 5 estudamos colisões para as configurações large e small kink-antikink
de um modelo duplo sine-Gordon dependendo de um único parâmetro r. Calculamos as
energias para ambos large e small kinks e observamos que large kinks possuem maior
energia. Na colisão entre large kinks destacamos os seguintes resultados: pares de small
antikink-kink como estado final da colisão; o número de pares produto da colisão aumenta
com r; produção de ondas solitárias viajantes. Verificamos que o número de oscilações
também aumenta com r evidenciando uma relação entre o número de pares e oscilações
criadas. Na colisão small kink-antikink, observamos que os fenômenos estão distribuídos
em regiões que são separadas pelas velocidades vc e v∗. Apesar da existência de um modo
vibracional para r ≳ 0.02, temos que para r pequeno, as janelas de 2-bounces não existem,
restando apenas quasi-ressonâncias. O crescimento de r restaura a estrutura de janelas.
Observamos também uma região específica onde a colisão entre small kinks resulta na
produção de 2 pares, também de small kinks, e no mesmo setor topológico. Essa é uma
importante diferença para os resultados observados na colisão para large-kinks.

No capítulo 6 investigamos as estruturas formadas em espalhamentos de lumps
metaestáveis em um modelo com falso vácuo, dependendo de um parâmetro s. O parâmetro
s exerce grande influência no espectro de perturbações lineares e em consequência, no
processo de colisão lump-lump. As soluções são claramente instáveis para s pequeno (s ≲ 2),
quando possuem um modo interno negativo e dois positivos. Para s ≳ 2 as soluções podem
ser consideradas metaestáveis, com o modo interno negativo sendo muito próximo de zero.
Além disso, para s → ∞ a solução lump se torna um par kink-antikink do modelo ϕ4.
Nossos resultados mostraram que para pequenos valores de s, devido à instabilidade, os
lumps em movimento logo perdem a sua forma, antes mesmo da colisão. O crescimento
de s favorece soluções lump com maior tempo de vida, os quais possuem dois modos
vibracionais cujas frequências são muito próximas de ω2 = 3, que é a frequência para o
modo vibracional do modelo ϕ4. Neste cenário, a colisão lump-lump pode resultar em:
i) um estado bion oscilando em x = 0, ii) um ou dois pares do tipo kink-antikink, iii)
duas ou mais (nós observamos até quatro) oscilações viajantes. Os resultados também
mostraram que para s pequeno o estado final mais provável é a produção de um par do
tipo kink-antikink. Por outro lado, s grande favorece a produção de oscilações viajantes
ou dois pares do tipo kink-antikink. Para s grande vemos também que o tempo de vida
das oscilações produzidas é bem mais longo em relação ao rápido decaimento das soluções
lump em s menores. Isto implica que o caráter metaestável das soluções lump, para grandes
valores de s, permanece mesmo depois da colisão, quando observamos estados de longa
vida.
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Os temas inseridos nesta tese foram propícios à aquisição de um valioso conjunto
de conhecimentos. Estudamos os fundamentos da teoria de campos e simultaneamente
procuramos por ferramentas que nos possibilitaram adentrar o vasto cenário da física não
linear. Diversos temas correlatos continuam sendo debatidos pela comunidade científica,
o que nos anima a continuar estudando temas afins com o objetivo de contribuir mais
vezes com a literatura da área. Diante disso, temos como possíveis caminhos: i) investigar
a intersecção dos temas que estudamos nesta tese com problemas de outras áreas da física
tais como cosmologia e física da matéria condensada, ii) continuar estudando a dinâmica
de defeitos para cenários mais amplos, iii) aprimorar técnicas de abordagem numérica,
uma vez que os temas em debate exigem análises cada vez mais detalhadas.
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152 APÊNDICE A. Diferenças Finitas Centrais e Integrador Simplético

A.1 Discretização central de 4ª ordem
Seja f(x) uma função contínua em um intervalo a ≤ x ≤ b. Podemos discretizar x

em N partes [a, a + h, · · · , a + (N − 1)h, b], sendo h o passo de discretização. Suponha
que queiramos obter a derivada primeira de f(x) através de dois pontos imediatamente
anteriores e dois imediatamente posteriores a um ponto x. Isto é,

df(x)
dx

≈ c1f(x − 2h) + c2f(x − h) + c3f(x) + c4f(x + h) + c5f(x + 2h). (A.1)

Para obter esta derivada, devemos conhecer cada um dos 5 coeficientes. É razoável que
tenhamos também cinco equações para que este problema seja solucionado. Podemos
expandir cada termo da Eq. A.1 em torno de x, da seguinte forma:

c1f(x − 2h) ≈c1

[
f(x) + (−2h)1

1! f (1)(x) + (−2h)2

2! f (2)(x) + (−2h)3

3! f (3)(x)

+ (−2h)4

4! f (4)(x) + (−2h)5

5! f (5)(x)
]
,

(A.2)

com f (j) = djf(x)
dxj . Prosseguindo,

c2f(x − h) ≈c2

[
f(x) + (−h)1

1! f (1)(x) + (−h)2

2! f (2)(x) + (−h)3

3! f (3)(x)

+ (−h)4

4! f (4)(x) + (−h)5

5! f (5)(x) + · · ·
]
,

(A.3)

c3f(x + 0 · h) = c3f(x), (A.4)

c4f(x + h) ≈c4

[
f(x) + (h)1

1! f (1)(x) + (h)2

2! f (2)(x) + (h)3

3! f (3)(x)

+ (h)4

4! f (4)(x) + (h)5

5! f (5)(x)
]
,

(A.5)

c5f(x + 2h) ≈c5

[
f(x) + (2h)1

1! f (1)(x) + (2h)2

2! f (2)(x) + (2h)3

3! f (3)(x)

+ (2h)4

4! f (4)(x) + (2h)5

5! f (5)(x)
]
.

(A.6)

Após substituir essas expansões em (A.1), chegamos ao seguinte sistema:

c1 + c2 + c3 + c4 + c5 = 0
h
1! [−2c1 − c2 + c4 + 2c5]df(x)

dx
= df(x)

dx

4c1 + c2 + c4 + 4c5 = 0
−8c1 − c2 + c4 − 8c5 = 0
16c1 + c2 + c4 + 16c5 = 0

. (A.7)

Na forma matricial, temos:

1 1 1 1 1
−2 −1 0 1 2
4 1 0 1 4

−8 −1 0 1 8
16 1 0 1 16





c1

c2

c3

c4

c5


= 1!

h1



0
1
0
0
0


. (A.8)
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O sistema é finalmente resolvido se conhecemos a inversa da matriz do sistema. Ou seja,



c1

c2

c3

c4

c5


= 1

h1



1 1 1 1 1
−2 −1 0 1 2
4 1 0 1 4

−8 −1 0 1 8
16 1 0 1 16



−1 

0
1!
0
0
0


, (A.9)

que resulta em: c1 = 1/12h, c2 = −8/12h, c3 = 0, c4 = 8/12h e c5 = −1/12h. Substituindo
na Eq. (A.1), temos a derivada primeira com acurácia de 4ª ordem para o esquema de
discretização central, que é dada por:

(
df(x)

dx

)
4ª

= f(x − 2h) − 8f(x − h) + 8f(x + h) − f(x + 2h)
12h

. (A.10)

Fazendo o mesmo procedimento para obter a derivada segunda, vemos que a Eq. (A.8) se
torna agora 

1 1 1 1 1
−2 −1 0 1 2
4 1 0 1 4

−8 −1 0 1 8
16 1 0 1 16





c1

c2

c3

c4

c5


= 2!

h2



0
0
1
0
0


. (A.11)

E agora os coeficientes são: c1 = −1
12h2 , c2 = 16

12h2 , c3 = −30
12h2 , c4 = 16

12h2 e c5 = −1
12h2

A.2 Diferenças Finitas Centrais de ordem n

De forma geral, podemos expressar a m-ésima derivada de f(x) através do esquema
de discretização central com n pontos precedentes e n pontos posteriores a x, sendo
m ≤ 2n.

(
dmf(x)

dxm

)
≈ c1f(x − nh) + c2f(x − (n − 1)h) + · · · + cn+1f(x)+

· · · + c2nf(x + (n − 1)h) + f(x + nh).
(A.12)

Seguindo os passos descritos acima chegamos a um sistema de 2n + 1 equações



(−n)0 (−n + 1)0 · · · (n − 1)0 n0

(−n)1 (−n + 1)1 · · · (n − 1)1 n1

... ... . . . ... ...
(−n)2n−1 (−n + 1)2n−1 · · · (n − 1)2n−1 n2n−1

(−n)2n (−n + 1)2n · · · (n − 1)2n n2n





c1

c2
...

c2n

c2n+1


= m!

hm

[
δkm

]
(2n+1)×1

(A.13)
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com k = 0, 1, . . . , 2n. A solução para os 2n + 1 coeficientes é dada como na Eq. (A.9),


c1

c2
...

c2n

c2n+1


= m!

hm



(−n)0 (−n + 1)0 · · · (n − 1)0 n0

(−n)1 (−n + 1)1 · · · (n − 1)1 n1

... ... . . . ... ...
(−n)2n−1 (−n + 1)2n−1 · · · (n − 1)2n−1 n2n−1

(−n)2n (−n + 1)2n · · · (n − 1)2n n2n



−1

[
δkm

]
(2n+1)×1

.

(A.14)

A.3 Integração Simplética
A integração simplética é um esquema numérico para sistemas Hamiltonianos. Uma

característica do método de integração simplética é a possibilidade de reversão temporal.
Se tornou relevante para a evolução, por exemplo, da dinâmica molecular com muitos
corpos, situação onde o tradicional método Runge-Kutta exige passos temporais pequenos,
o que torna o esforço computacional menos eficiente [151, 152]. Haruo Yoshida apresentou
uma abordagem alternativa para a construção de um integrador simplético de qualquer
ordem par [153]. A seguir, mostramos a abordagem proposta por Neri, Forest e Ruth [154].
Em seguida, mostramos a proposta de Yoshida para a construção de integradores de ordens
maiores que quatro.

Seja o seguinte Hamiltoniano

H = T (p) + V (q). (A.15)

Sabemos que a evolução de uma variável dinâmica z(q, p) é dada por:

ż = {z, H(z)}, (A.16)

onde as chaves representam os parênteses de Poisson, {F, G} = FqGp −FpGq. Introduzindo
a representação DGF = {F, G}, podemos escrever que

ż = DHz. (A.17)

A solução desta equação no intervalo 0 ≤ t ≤ τ é:

z(t) = [exp τD̂H ]z(0). (A.18)

Para um Hamiltoniano com a forma de (A.15), podemos considerar que D̂H = Â + B̂, com
o operador Â representando a parte cinética e B̂ o termo de potencial. Com Â e B̂ sendo
não comutativos. A evolução de z fica

z(τ) = exp[τ(Â + B̂)]z(0). (A.19)
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Para um dado inteiro n, que foi chamado de ordem do integrador, deve-se encontrar
um conjunto de números reais (c1, c2, . . . , ck) e (d1, d2, . . . , dk) tais que a diferença

exp[τ(Â + B̂)]−
[
exp(c1τÂ) exp(d1τB̂) exp(c2τÂ) × exp(d2τB̂) × . . .

× exp(ckτÂ) × exp(dkτB̂)
]
,

(A.20)

seja da ordem de τn+1. Ou seja,

exp[τ(Â + B̂)] =
k∏

i=1
exp(ciτÂ) exp(diτB̂) + O(τn+1). (A.21)

1 + 2 + 3 + 4 + 8x + 7 = 1 + 2 + 3 + 4 + 4x + 35
⇒ x = 7

(A.22)

O objetivo desta abordagem é encontrar os coeficientes (ci, di) com (i = 1, 2, . . . , k) para
uma dada ordem n. Uma forma de encontrar tais coeficientes é expandir o lado esquerdo
de (A.21) em potências de τ e em seguida igualar com os coeficientes da expansão no lado
direito. Os coeficientes encontrados são usados no seguinte mapeamento simplético

qi = qi−1 + τci
∂T

∂p
(pi−1), (A.23)

pi = pi−1 − τdi
∂V

∂q
(qi). (A.24)

Por exemplo, para n = 1, tem-se que

exp[τ(Â + B̂)] = exp(c1τÂ) exp(d1τB̂) + O(τ 2). (A.25)

Cuja solução é a trivial, c1 = 1 e d1 = 1. Para n = 2

exp[τ(Â + B̂)] = exp(c1τÂ) exp(d1τB̂) exp(c2τÂ) + O(τ 3). (A.26)

A solução encontrada, nessa ordem, é c1 = c2 = 1
2 , d1 = 1 e d2 = 0. De modo que o

integrador simplético de segunda ordem tem a seguinte forma:

Ŝ2ª(τ) = exp
(1

2τÂ
)

exp(τB̂) exp
(1

2τÂ
)

. (A.27)

Utilizando esta abordagem, Neri encontrou os coeficientes para um integrador simplético
até a quarta ordem (referência [6] do artigo [153]). Para n > 4, a tarefa de encontrar os
coeficientes se torna muito trabalhosa.

Yoshida obteve os integradores de ordem superior através do produto simétrico de
integradores de ordem inferior e utilizando a formula de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH).
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Por exemplo, o integrador simplético de 4ª ordem pode ser obtido a partir da repetição
simétrica do integrador de 2ª ordem. Ou seja,

Ŝ4ª(τ) = Ŝ2ª(x1τ)Ŝ2ª(x0τ)Ŝ2ª(x1τ), (A.28)

onde x1 e x0 são números reais a serem determinados.

O integrador simplético de 6ª ordem é obtido pela repetição simétrica de Ŝ4ª(τ)

Ŝ6ª(τ) = Ŝ4ª(y1τ)Ŝ4ª(y0τ)Ŝ4ª(y1τ). (A.29)
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B.1 Modelo ϕ4

B.1.1 Força estática na interação kink-antikink

Vamos calcular a força para uma configuração estática consistindo de um antikink
ϕ1, cujo o centro está em x = −a, e um kink ϕ2 com o centro em x = a, sendo a > 0.
Seguimos as referências [7, 11].

A força é definida como a variação temporal do momento do campo, equação (2.34).
Para um campo escalar com dinâmica padrão em um intervalo limitado (−∞, b], temos
que o momento é dado por:

P1 = −
∫

T01dx = −
∫ b

−∞

(
∂ϕ

∂t

)(
∂ϕ

∂x

)
dx. (B.1)

Então, a força é dada por:

F = Ṗ = −
∫ b

−∞

[(
∂2ϕ

∂t2

)(
∂ϕ

∂x

)
+
(

∂ϕ

∂t

)
∂

∂t

∂ϕ

∂x

]
dx. (B.2)

Usando a equação de movimento para substituir ϕ̈ (x), e também com as igualdades

∂2ϕ

∂t2
∂ϕ

∂x
= 1

2
d

dx

(
∂ϕ

∂x

)2

− dV

dϕ

dϕ

dx
(B.3)

e
∂ϕ

∂t

d

dx

(
∂ϕ

∂t

)
= 1

2
d

dx

(
∂ϕ

∂t

)2

(B.4)

temos que a expressão (B.2) se torna

F = −
∫ b

−∞

1
2

d

dx

(
∂ϕ

∂t

)2

dx −
∫ b

−∞

1
2

d

dx

(
∂ϕ

∂x

)2

dx +
∫ b

−∞

dV

dx
dx. (B.5)

Integrando a diferencial total, obtemos

F =
[

− 1
2
(
(∂tϕ)2 + (∂xϕ)2

)
+ V (ϕ)

]b

−∞
. (B.6)

Então, podemos interpretar a força como a diferença de pressão nos extremos de integração.
Ou seja, F = −T11

∣∣∣b
−∞

.

A configuração estática do nosso interesse é dada por

ϕ (x) = ϕ1 (x) + ϕ2 (x) + 1,

sendo
ϕ1 (x) = − tanh (x + a)

e
ϕ2 (x) = tanh (x − a) ,
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assim a equação (B.6) se torna

F =
[
−1

2 (∂x(ϕ1 + ϕ2 + 1))2 + V (ϕ1 + ϕ2 + 1)
]b

−∞
. (B.7)

O ponto b deve estar situado entre o antikink e o kink e suficientemente longe de ambos,
de tal forma que podemos considerar −a ≪ b ≪ a. Assim, durante todo o intervalo de
integração temos que ϕ2 + 1 → 0. Então podemos linearizar em torno desta combinação.
Fazendo assim e também expandindo V (ϕ) em torno de ϕ1, obtemos da equação acima

F =

−1
2(∂xϕ1)2 − (∂xϕ1)(∂xϕ2) + V (ϕ1) + (1 + ϕ2)

dV

dϕ

∣∣∣∣∣∣
ϕ=ϕ1


b

−∞

. (B.8)

Devido à equação BPS, o primeiro e terceiro termo se anulam entre si. Com isso temos que

F =
[

− (∂xϕ1)(∂xϕ2) + (1 + ϕ2) (∂xxϕ1)
]b

−∞
, (B.9)

onde também usamos a versão estática da equação de movimento para substituir o último
termo.

Vamos analisar a contribuição dos limites de integração. Dado o perfil inicial, vemos
que o limite inferior não contribui na expressão (B.9), pois a derivada primeira e segunda
são nulas no infinito. Em relação ao limite superior, considerando a seguinte série [155]

tanh (x − a) = −1 + 2
∞∑

k=0
(−1)k e−2(1+k)(x+a), (B.10)

e lembrando que b está longe do kink e do antikink, observa-se que em b haverá somente o
comportamento assintótico de ϕ1 e ϕ2. Assim, o primeiro termo da série (B.10) é suficiente
para representar a contribuição do limite superior, que é dada por

ϕ1 (x) = − tanh (x + a) ∼ −1 + 2e−2(x+a),

ϕ2 (x) = tanh (x − a) ∼ −1 + 2e2(x−a).
(B.11)

Substituindo as expressões acima com suas respectivas derivadas na expressão (B.9),
obtemos a força entre o antikink e kink

F = 32e−2R, (B.12)

onde R = 2a é a separação entre o kink e antikink.

B.1.2 Força de interação entre antikink e Solução-borda

Estamos agora em condições de obter a força de interação entre uma solução
kink/antikink e uma solução-borda que atende a condição ∂xϕ = H em x = 0. Consideremos
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o mesmo cenário descrito em [95]. Inicialmente temos um antikink localizado em x = x0 < 0
e adicionamos uma espécie de kink “imagem” em x = x1 > 0. O perfil estático dessa
configuração é:

ϕ (x) = − tanh (x − x0) + tanh (x − x1) + 1. (B.13)

De acordo com a equação (B.12), a força para essa configuração é

F = 32e−2(x1−x0). (B.14)

Pelas mesmas considerações feitas na seção anterior, vamos considerar o comportamento
assintótico do perfil

ϕ (x) ∼
(
−1 + 2e−2(x−x0)

)
+
(
−1 + 2e2(x−x1)

)
+ 1, (B.15)

onde agora a forma assintótica acima vale se escolhemos |x1| , |x0| ≫ 1.

O perfil (B.13) e sua forma assintótica devem satisfazer a condição de contorno de
Neumann (4.1). Dessa forma, aplicando essa condição à (B.15), temos

H = −4e2x0 + 4e−2x1 ,

de onde vemos que
e−2x1 = 1

4H + e2x0 . (B.16)

Substituindo a relação acima na equação (B.14), obtemos uma expressão para a força em
termos do campo H e de x0

F = 32
(1

4H + e2x0

)
e2x0 . (B.17)

B.2 Modelo ϕ6

B.2.1 Força entre kinks.

Vamos agora calcular a força entre um kink e um antikink do modelo ϕ6. Novamente,
eles devem estar bem separados. O nosso ponto de partida é a expressão para a força,
dada pela equação (B.6), ou seja

F =
[
−1

2
(
(∂tϕ)2 + (∂xϕ)2

)
+ V (ϕ)

]b

−∞
, (B.18)

onde V (ϕ) é agora o potencial do modelo ϕ6. A configuração de perfil inicial é a seguinte:
colocamos um antikink do tipo ϕ(1,0) em uma posição x = −a e colocamos um kink do
tipo ϕ(0,1) em uma posição x = a

ϕ (x) = ϕ1 (x) + ϕ2 (x) , (B.19)



B.2. Modelo ϕ6 161

sendo

ϕ1 (x) = ϕ(1,0) (x) =
√

1
2 [1 − tanh (x + a)] (B.20)

e

ϕ2 (x) = ϕ(0,1) (x) =
√

1
2 [1 + tanh (x − a)]. (B.21)

Substituindo o perfil (B.19) na equação (B.18), obtemos

F =
[
−1

2
(
(∂xϕ1)2 + (∂xϕ2)2

)2
+ V (ϕ1 + ϕ2)

]b

−∞
.

Novamente escolhemos o ponto b longe de ambos antikink ϕ1 (x) e kink ϕ2 (x). Dessa forma
agora percebemos que durante todo o intervalo de integração ocorre que ϕ2 (x) → 0, logo
nesse intervalo esse campo pode ser adequadamente descrito considerando-se apenas termos
lineares. Novamente, expandimos V (ϕ) em torno de ϕ1 (x). Obtemos então a seguinte
expressão

F =

−1
2(∂xϕ1)2 − ∂xϕ1∂xϕ2 + V (ϕ1) + ϕ2

dV

dϕ

∣∣∣∣∣∣
ϕ=ϕ1


b

−∞

,

que em se tratando de solução da equação de primeira ordem se reduz a

F =
[

− ∂xϕ1∂xϕ2 + ϕ2∂xxϕ1

]b

−∞
. (B.22)

Vamos analisar a contribuição dos limites de integração. Através do perfil inicial, vemos
que o limite inferior não contribui na expressão (B.22), pois novamente a derivada pri-
meira e segunda são nulas no infinito. Em relação ao limite superior, temos que em b o
comportamento de ϕ1 (x) e ϕ2 (x) será assintótico. A forma assintótica no presente caso,
se reduz a

ϕ1 (x) ∼
√

1 + (−1 + 2e−2(x+a))
2 = e−(x+a), (B.23)

ϕ2 (x) ∼
√

1 + (−1 + 2e2(x−a))
2 = e(x−a). (B.24)

Assim, após calcular as derivadas de (B.23) e (B.24) para substituir em (B.22), obtemos a
expressão para a força entre dois kinks no potencial ϕ6

F = 2e−R, (B.25)

onde novamente, R = 2a é a separação entre kink e antikink.
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B.2.2 Força entre o kink e a Fronteira

Agora vamos repetir os passos que fizemos na seção B.1.2 para o caso de um kink do
modelo ϕ6. Assim, inicialmente temos um antikink localizado em x = x0 < 0 e adicionamos
um kink “imagem” em x = x1 > 0. O perfil estático dessa configuração é:

ϕ (x) =
√

1
2 [1 − tanh (x − x0)] +

√
1
2 [1 + tanh (x − x1)]. (B.26)

De acordo com a equação (B.25), a força para essa configuração fica

F = 2e−(x1−x0). (B.27)

No ponto no qual a força foi calculada, apenas o comportamento assintótico do perfil é
relevante. O comportamento assintótico é dado por:

ϕ (x) ∼ e−(x−x0) + e(x−x1). (B.28)

Esse perfil deve satisfazer a condição de Neumann

dϕ

dx

∣∣∣∣∣
x=0

= H.

Então, a partir da derivada do perfil em x = 0, obtemos que

H = e−x1 − ex0 ,

de onde temos a seguinte relação

e−x1 = H + ex0 . (B.29)

Substituindo essa relação na equação da força, (B.27), obtemos a força estática de interação
entre um antikink e a solução-borda em termos de H e da posição do antikink:

F = (H + ex0) ex0 . (B.30)
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