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“Somos todos iguais, bragos dados ou nao
Nas escolas, nas ruas, campos, constru¢oes
Caminhando e cantando e sequindo a cang¢do.”

Geraldo Vandré



Resumo

Neste trabalho, utilizamos campos escalares reais para estudar o processo de colisao de solugoes do tipo kink.
Realizamos uma revisao da literatura, obtendo as caracteristicas e realizando colisdes das solugoes do tipo
séliton do modelo integrével sine-Gordon e dos modelos ndo integréveis ¢* e ¢°. As colisdes apontam para a
influéncia dos modos de vibracéo no processo de espalhamento. Apresentamos uma familia de generalizagoes
de modelos hiperbdlicos, descritos por uma fungao geratriz de potenciais hiperbdlicos. Utilizamos duas teorias
geradas por essa funcdo geratriz para estudar o espalhamento, que chamamos de modelo H* e modelo H%. Na
teoria H* os fenémenos decorrentes do processo de colisdo se mostraram bastante ricos, sendo estados de bion,
janelas de ressonancia, supressao e reaparecimento de janelas de two-bounce, criagao de pulsos oscilatérios e
variacao da velocidade critica com um parametro caracteristico da teoria. A riqueza de fendmenos também se
fez presente nas interacdes das solucdes do modelo HS. Na configuracao kink-antikink, encontramos estados
de bion e fenémenos de one-bounce caracterizados por uma mudanga de setor topoldgico inicial, no qual as
solugoes estao inseridas, janelas de one-bounce, visitas no setor topolégico secundario, three-bounce, criacao de
pulsos oscilatorios e um padrao para o decaimento do par das solugoes em pulsos oscilatérios. Na configuragao
antikink-kink, encontramos estados de bion, janelas de ressonéncia, supressao das janelas de two-bounce, uma

mesma janela de two-bounce levando a colisdes de ordem diferente e a criagao de pulsos oscilatérios.

Palavras-chaves: Defeitos Topoldgicos, Kinks, Modelos Hiperbélicos, Campos Escalares.



Abstract

In this work, we take real scalar fields to study the collision process of solutions like kink. We carried out a
literature review, obtaining the characteristics and performing collisions of the soliton-type solutions of the
integrable sine-Gordon model and the non-integrable models ¢* and ¢%. Collisions point to the influence of
vibrational modes on the scattering process. We present a family of generalizations of hyperbolic models,
working with a generating function of hyperbolic potentials. We consider two theories generated by this
generating function to study scattering, which we call the H* model and the H® model. In the H* theory
the phenomena resulting from the collision process are diversified, being states of bion, resonance windows,
suppression and reappearance of two-bounce windows, creation of oscillating pulses and variation of the
critical speed with a parameter characteristic of the theory. The richness of phenomena was also present in
the interactions of the solutions of the model H®. In the configuration kink-antikink, we found states of bion
and phenomena of one-bounce characterized by an initial topological sector change, in which the solutions
are inserted, windows of one-bounce, visits to the secondary topological sector, three-bounce, creation of
oscillating pulses and a pattern for the pair decay of solutions into oscillating pulses. In the configuration
antikink-kink, we found states of bion, resonance windows, suppression of two-bounce windows, a same

two-bounce window leading to different order collisions and the creation of oscillating pulses.

Keywords: Topological Defects, Kinks, Hyperbolic Models, Scalar Fields.
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1 Introducao

O estudo de solugoes com energia localizada, tem seu primeiro registro realizado pelo engenheiro
escocés John Scott Russel [1]. Este estava observando um barco puxado por cavalos em um canal estreito.
Apés parar, o barco criou uma onda que se moveu por uma longa distdncia sem perder sua forma. O

fenémeno, ocorrido em agosto de 1834, foi assim relatado por Russell em 1844 [1, 2]:

“Eu estava observando o movimento de um barco, que era puxado rapidamente ao longo
de um canal estreito por um par de cavalos, quando o barco parou de repente - mas nao a
massa de dgua no canal que ele havia posto em movimento; esta acumulou-se ao redor da
proa do barco num estado de violenta agitacao e, em seguida, deixando-o repentinamente
para tras, rolou para a frente a grande velocidade, assumindo a forma de uma grande
elevagdo solitdria, um monte de dgua arredondado, suave e bem definido que continuou
seu curso ao longo do canal aparentemente sem mudanga de forma ou diminui¢do de
velocidade. Eu a segui a cavalo e a alcancei ainda rolando a uma velocidade de umas
oito ou nove milhas por hora, preservando seu contorno original de uns trinta pés de
comprimento por um pé a um pé e meio de altura. Sua altura diminuiu gradualmente e,
depois de uma perseguicao por uma ou duas milhas, eu a perdi nos meandros do canal.”

A onda descrita por Russell ficou conhecida como onda solitaria. Uma descricio matematica
desta onda solitaria foi realizada por Korteweg e de Vries, através do que ficou conhecido como equagao KdV
[3].

Ao estudar numericamente a equacao KdV, Zabusky e Kruskal descobriram que ondas solitdrias
podem manter sua forma, velocidade e energia ao interagir com outra onda solitaria. Ondas que possuem essa
caracteristica foram chamadas de sélitons [4]. Equagoes diferenciais que suportam solugdes do tipo séliton
sdo a equagao KdV [5, 6], a equacdo de Schridinger nao linear [7, 8] e generalizagdes da equagao de Klein

Gordon [9, 10].

A natureza possui diversas estruturas do tipo soliton, que sdo conhecidas como defeitos to-

1. Estes defeitos ndo variam sua forma com o tempo, se apresentam como estruturas bem locali-

poldgicos
zadas, com uma energia bem definida e surgem em diversos cendrios [11 - 13]. Dentre as solugbes do tipo
séliton, podemos destacar paredes de dominio ou skyrmions em (3,1) dimensoes [11, 13, 15, 16]; vértice [14]

m (2,1) dimensdes; e kinks [17] em (1,1) dimensdo.

O aparecimento de defeitos topoldgicos é relacionado & quebra espontanea de simetria [13]. Para
compreender esta relacao, vamos considerar o exemplo de uma mesa redonda composta por oito pessoas,
conforme mostra a Figura 1.1. Existe uma xicara de café para cada pessoa. Podemos dizer que o sistema

é satisfeito? quando todas as pessoas estdo sentadas com a xicara ou quando todos estdo com a xicara.

1Cada defeito topoldgico possui sua contraparte: um antidefeito.
2Neste caso, considere que o sistema devera satisfazer a exigéncia de alguém.
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(a) (b)

Figura 1.1: (a) Sistema sem quebra de simetria. (b) Sistema com quebra de simetria.

Inicialmente todas as pessoas estdo sem a xicara. Vamos considerar duas situagoes. A primeira situagdo,
sem quebra de simetria, é apresentada na Figura 1.1a, onde uma pessoa aleatéria pega a xicara que esta a
sua direita e, na sequéncia, cada pessoa pega a xicara a sua direita. No final, todos estarao sentados com
sua xicara e o sistema é satisfeito. Na segunda situagao, mostrada na Figura 1.1b, vamos considerar que
uma pessoa pegue a xicara que estd a sua direita e que a pessoa da esquerda pegue a xicara a sua esquerda.
Neste cenario haverd quebra de simetria e alguém ficara sem sua xicara. A solucdo para que o sistema seja

satisfeito é que esta pessoa levante e pegue sua xicara.

A Figura 1.1 apresenta um sistema discreto. Para sistemas continuos e realizando uma analogia
com o exemplo apresentado na Figura 1.1, quando hé quebra espontanea de simetria, o defeito topolégico é

uma solucao que ligard diferentes estados de minima energia.

Neste trabalho, vamos obter solugoes do tipo kink e estudar colisdes com velocidades rela-
tivisticas® entre estas (colisdes kink-antikink ou antikink-kink). Para isso, vamos partir de densidades lagran-
geanas e obter uma equagao de movimento em (1,1) dimensao para cada modelo. Esta densidade lagrangeana
possui um termo cinético e um termo do potencial. Em nosso estudo a forma cinética da equagao nao muda,
mas a forma do potencial é modificada para caracterizar as teorias que serao apresentadas. Em outras

palavras, a forma do potencial define o0 modelo de teoria de campos que sera trabalhado.

As colisoes de defeitos topolégicos em modelos integraveis, possuem a caracterisitca de serem
totalmente elasticas, ocorrendo apenas uma mudanca de fase; enquanto que as colisoes em modelos nao

integraveis, nao apresentam esta caracterisitca.

Em 1974, Clifford S. Gardner realizou um estudo que lhe rendeu o prémio Steele em 2006

3Neste caso, vamos adotar a velocidade da luz como ¢ = 1 e a velocidade inicial das solugdes serd 0 < v; < 1.



1 Introdugao 3

[18]. Este estudo garante que em modelos integrdveis ocorrerao somente colisdes eldsticas [19], justificadas
através da teoria de transformacao de espalhamento inverso (inverse scattering transformation - IST) [20].
Portanto, solucoes do tipo kink possuem a caracteristica de solitons em teoria de campos integraveis, havendo
conservagao de energia e momento apds colisoes entre estas devido a um nimero infinito de leis de conservacao

[11]. O mesmo nao ocorre em modelos nao integraveis.

O modelo ¢* tem sido objeto de estudo por diversos anos [19]. Dentre os fendmenos decorrente
do processo de colisao, existe a possibilidade de armadilhamento das solucoes, reportado primeiramente por
A. E. Kudryavtsev através de estudos do modelo ¢* [21]. Acontece que, apés a colisdo, as solugoes entram
num estado oscilatério até perderem toda sua energia e se aniquilarem. Outro fenomeno é a possibilidade de

4

multi-bounce®, ou seja, multiplas batidas, o que significa que podem haver miltiplas colisdes entre as solugoes

até que estas escapem para o infinito, sem se aniquilarem.

Em 1979 foi realizado um trabalho que possui grande destaque até hoje, devido a identificagao
de janelas de two-bounce e ao que ficou conhecido como mecanismo de troca de energia ressonante. Neste
trabalho, D. K. Campbell, J. F. Schonfeld, e C. A. Wingate encontraram faixas de velocidades nas quais
ocorre o fendmeno de two-bounce®. A explicacdo é que as solucdes possuem modos internos, sendo um modo
translacional e um modo vibracional e, durante o processo de colisao, estes modos internos trocam energia
entre si, podendo ocasionar fendmenos de two-bounce dependendo da velocidade inicial das solugdes [22].

Esta explicacao ficou conhecida como mecanismo CSW, devido a seus autores.

Em 1991, P. Anninos, S. Oliviera, e R. A. Matzner apresentam um estudo que evidencia o
aparecimento das janelas de n-bounce. Eles mostraram também que as janelas de n-bounce apresentam uma
estrutura fractal. Ocorre que proximo a uma janela de n-bounce, se acumulam janelas de n+1-bounce e

quanto mais préximo da janela de n-bounce, menor é a espessura da janela de n+I1-bounce [23].

Os trabalhos de Campbell, Anninos e seus colaboradores apresentam resultados que se formaram
como base para o estudo de colisoes kink-antikink. O mecanismo de troca de energia, bem como a estrutura
fractal, tém se provado em diversos estudos de colisdes [17, 23 - 26]. No entanto, em 2011, P. Dorey, K.
Mersh, T. Romanczukiewicz, e Y. Shnir apresentaram um trabalho referenciado como um contra exemplo ao
mecanismo de Campbell [27]. Eles realizaram colisoes das solugdes de um modelo néo integravel, conhecido
como modelo ¢%, cuja solucdo ndo possui modos vibracionais isoladamente e obtiveram uma estrutura fractal
semelhante & apresentada por Anninos. Como cada solugdo ndo possui modo vibracional, o mecanismo CSW
nao poderia ser aplicado. Entao os autores levaram em consideracao os modos de vibragao que poderiam
surgir através da configuracdo inicial do par das solucoes. Ocorre que para o modelo ¢°, cada solucio e a
configuracao do par kink-antikink nao possui modos vibracionais. Porém quando considerado o par antikink-

kink, modos vibracionais surgem e é possivel realizar a explicagao dos fendmenos através do mecanismo CSW

4Vamos utilizar a expressdo ” n-bounce” para nos referir a n colisdes antes do escape para o infinito.
5Neste caso, duas colisdes antes da restituicdo das solugdes e escape para o infinito
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[27].

Outro trabalho que apresentou resultados inesperados decorrentes do processo de colisdao foi
realizado por F. Simas e seus colaboradores [28]. Neste trabalho os autores estudam colisées kink-antikink
num modelo ¢* que possui um parametro de deformacio. Quando este parametro é igual a zero, o modelo
¢* é restituido. Existe uma regido de valores para o parametro de deformacao que leva a modos vibracionais
adicionais e a supressao das janelas de two-bounce, ou seja, janelas de two-bounce desaparecem mesmo com a
presenca de modos vibracionais. A explica¢do dada é que a supressdo ocorre quando o modelo apresenta mais
de um modo vibracional e, no processo de colisao, estes modos interagem entre si, dificultando a ocorréncia

do mecanismo de troca de energia [28].

O processo de colisao pode levar ainda a criagdo de pulsos oscilatérios diferentes do estado de
bion. Estes pulsos se assemelham a oscillons, que sao configuragoes do campo que oscilam em torno do vacuo
da teoria com baixa amplitude e podem se propagar por muito tempo [29 - 31]. Oscillons tém sido objeto de
estudo hd muito tempo [32 - 36] e podem surgir a partir de colisdes de defeitos topoldgicos [37]. O processo

inverso também pode ocorrer: a produgao de solugdes topoldgicas a partir da colisdo de oscillons [38].

A caracterizagdo de pulsos oscilatérios em oscillons, pode ser realizada através de uma transfor-
mada rapida de Fourier - FFTS [38]. Quando a frequéncia do modo estd na regido do espectro continuo, tais
configuracdes do campo sao chamadas de estados oscilatérios”; quando a frequéncia estd do modo na regido

de estados ligados, chamamos de oscillons. [38].

Cenarios de espalhamento kink-antikink aparecem em diversas areas da fisica. Na cosmologia,
podemos citar estudos relacionados a colisao de bolhas relativisticas, que podem ser descritas através do
espalhamento kink-antikink [39]; na matéria condensada o kink e o antikink do modelo ¢* sdo utilizados
para estudar a dinamica de nanofitas de grafeno deformadas através da dinamica de simulagdo molecular
[40]. Neste cendrio, os fenémenos decorrentes das colisoes sao semelhantes aos de estudos tedricos de colisoes
do modelo ¢*, sendo o armadilhamento das solucdes em baixas velocidades e a reflexdo das solucdes para
altas velocidades [40]. Podemos citar ainda dindmica de kinks ao longo de um polimero como entidade

independente, no modelo de rede de Su-Schrieffer-Heeger [41].

Em teorias de campos nao linear em (1,1) dimensdes, o modelo ¢* ¢ o modelo polinomial ndo
integrdavel mais simples, cuja dinamica de suas solugoes tem sido bastante estudada ao longo das ultimas
décadas [19]. Os resultados das colisoes das solugdes de um determinado modelo, geralmente sdo comparados
com os resultados do modelo ¢*. Dentre os modelos polinomiais, podemos citar o estudo de dinamica de
defeitos no modelo ¢8 [17, 27, 42 - 44] e ¢® [45 - 47]. Além disso existem estudos de espalhamento em modelos
ndo polinomiais [48 - 51], modelos com dois campos escalares [52 - 57], modelos com quebra de simetria de

Lorentz [59], modelos hiperbdlicos [26, 58], em colisdes de defeitos com a fronteira [60 - 62], na dindmica de

%Do inglés: Fast Fourier Transform.
7Ou pulsos oscilatérios.



1 Introdugao 5

defeitos com impurezas [63 - 67|, configuracoes de multi-kinks [68 - 71] e outros [24, 72 - T4].

Se tratando de modelos hiperbdlicos, solugdes do tipo séliton aparecem numa extensao hi-
perbdlica do modelo de Calogero, que é um modelo cujas solugoes estaticas sao exatas no limite do continuo
e é responsavel por descrever particulas idénticas em velocidades nao relativisticas [75]. Modelos com in-
teracgoes hiperbdlicas aparecem em cenarios de mundo brana, onde solugoes do tipo kink podem ser obtidas
através da dindmica ndo padrao e do formalismo de primeira ordem [76, 77]. Destaca-se, ainda, interagoes
hiperbdlicas em estudo de taquions [78]; solugoes para modelos de buracos negros [79]; modelos de estudo da

inflacdo de quintesséncia [80].

Neste trabalho, vamos estudar colisoes de solugoes do tipo kink. No capitulo 2 é realizado um
estudo sobre o formalismo de campos escalares reais, visando mostrar de que forma sao obtidos os contetdos
fisicos que caracterizam cada modelo, como as solugbes e o potencial de perturbagao. Para isso, partimos
de uma densidade lagrangeana e da integral de agao, das quais obtemos a equacao que governa a dinamica
das solugdes, a partir do principio de Hamilton e equacao de Euler-Lagrange [2]. Através do teorema de
Noether encontramos a densidade de energia e energia das solugdes [81, 82]. O método de Bogomol'nyi
nos permite ter certeza de que trataremos com solugbes com minima energia [83, 84]. As caracteristicas
topolégicas das solugoes nos permitem quantificar se as solugoes que estamos tratando sdo do tipo kink ou
do tipo lump [85]. Por fim, a andlise de estabilidade linear nos mostra como o modelo se comporta sob
pequenas perturbagoes, levando a uma equacao de autovalor do tipo Schrédinger independente do tempo,

com potencial de perturbacdo das solugbes e possiveis modos adicionais ao modo zero [86].

O capftulo 3 apresenta uma revisao do modelo integravel sine-Gordon [87] e das caracteristicas
do espalhamento de suas solucoes. As caracteristicas fisicas do modelo sao obtidas e o espalhamento kink-
antikink é realizado. O resultado obtido concorda com a literatura, indicando que as colisoes sao elasticas,

independente da velocidade inicial das solugoes.

O capitulo 4 apresenta uma revisio dos modelos ndo integraveis ¢* [23] e ¢ [27], onde encon-
tramos as caracteristicas fisicas de cada modelo e o respectivo espalhamento de suas solugoes. A riqueza de
fenomenos encontrados no modelo ¢* e no modelo ¢% concorda com a literatura [22, 23, 27]. Sao observadas
colisGes inelasticas, fendmenos de armadilhamento, estrutura fractal e one-bounce para velocidades suficien-
temente grandes. As colisdes kink-antikink do modelo ¢% também concordam com a literatura, indicando

auséncia de janelas de n-bounce e auséncia de estrutura fractal.

O capitulo 5 é dividido em trés partes e apresenta uma familia de modelos hiperbdlicos originados
a partir do método da deformacdo trabalhado junto ao modelo ¢* [88]. A primeira parte, apresenta a estrutura
generalizada dos modelos com interacoes hiperbdlicas que trataremos neste trabalho e estruturas que podem
ser utilizadas para trabalhos futuros [88]. A estrutura generalizada dos modelos apresenta trés parametros,
aqui denotados por a, m e n. O parametro a é relacionado a ordem do potencial e & quantidade de setores

topoldgicos do modelo em questdao. O pardmetro m é associado a classificagdo das solugdes, como kink ou
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antikink, e suas respectivas caracteristicas. O parametro n é um parametro de deformacao das caracteristicas
do modelo e possui a restricao n > 1. Neste trabalho vamos estudar os modelos para a =1 e a = 2, que
equivalem a modelos com potenciais hiperbdlicos com auto interacao de quarta e sexta ordem. No limite
n = 2, as deformagoes das caracteristicas do modelo e os resultados decorrentes do processo de colisao ja
foram estudados [26]. Por simplicidade e devido ao cardter de generalizagdo de modelos hiperbdlicos j&
existentes, vamos chamar o modelo com auto interacdo de quarta ordem de modelo H* e o modelo com auto

interacdo de sexta ordem de modelo HS.

Na segunda parte do capitulo 5 apresentamos o modelo H*, suas caracteristicas e a forma como
cada uma destas caracteristicas é deformada em fungao do parametro de deformacg@o n. O processo de colisao
indica supressao e reaparecimento nas janelas de two-bounce para uma regiao de valores de n. A velocidade
critica® sofre alteracoes significativas nesta mesma regidgo de n. E realizado um estudo sobre a ordem da
primeira, segunda e terceira janela de two-bounce em funcao de n, visando identificar a supressdo das janelas

de two-bounce.

Na terceira parte do capitulo 5 apresentamos o modelo HS, suas caracteristicas fisicas e de-
formagoes destas em fungao parametro n. Neste modelo devemos considerar colisoes kink-antikink e antikink-
kink. A assimetria do potencial de perturbacdo sob a transformacdo x — —z, torna a configuracao inicial
diferente entre as configuragoes iniciais possiveis. Para determinados valores de n, as colisdes na configuracao
kink-antikink levam as solugoes para o outro setor topoldgico, para velocidades iniciais suficientemente altas,
e estados de armadilhamento, para velocidades iniciais suficientemente baixas. Também sao encontrados
fenomenos de three-bounce e a formacao de pulsos oscilatérios. Neste cendrio, ainda foi possivel identificar
um padrao que ocorre antes do decaimento em pulsos oscilatérios. J& o processo de colisao antikink-kink
apresenta estruturas de janelas de two-bounce e supressao destas em fungao de n. E realizado um estudo da
espessura da primeira, segunda e terceira janela de two-bounce e identificado que néao existe um padrao quanto
a diminui¢ao ou aumento da espessura de cada janela. E observado que numa mesma janela de two-bounce
podem existir fenémenos de two-bounce de ordens® distintas. Por fim, sdo encontrados pulsos oscilatérios e,

10 ocorre supressao total das janelas de

para um parametro de deformacao bem proximo do limite permitido
two-bounce e a formacao de uma janela de three-bounce consideravelmente grande, quando comparada com

a espessura das janelas obtidas neste trabalho.

Por fim, apresentamos a conclusao do trabalho e perspectivas futuras. O Apéndice A apresenta
o procedimento matematico realizado no Capitulo 2 para a obtenc¢édo da equagdo de movimento; o Apéndice B

apresenta os métodos numéricos utilizados neste trabalho e o Apéndice C apresenta o método da deformagao.

8Velocidade a partir da qual ocorre one-bounce.
9A ordem é caracterizada pelo nimero de oscilacdes que existem entre as duas colisdes.
On > 1.



2 Campos escalares reais

Neste capitulo, vamos estudar campos escalares reais em (1, 1) dimensées. O campo escalar pode
ser entendido como funcao que associa um escalar a cada ponto no espacgo. Para exemplificar, imagine uma
barra longa de metal sendo aquecida em uma de suas extremidades. A medida que nos afastamos da fonte de
calor a barra se torna mais fria, de forma que cada ponto desta representa uma determinada temperatura.
Em outras palavras, a temperatura dependera de x, y e z. Isso nos permite concluir que a temperatura pode
ser descrita por um campo escalar, pois em cada ponto do espago ela assumird um valor escalar diferente.
Dentre muitas aplicagoes, campos escalares podem ser utilizados para descrever sistemas fisicos presentes
na cosmologia [89 - 91], fisica de altas energias e fisica da matéria condensada [96, 97]. Como exemplo,
temos a descrigdo da aceleragdo do universo primordial, através do campo do inflaton [89 - 91]; modelos
de quintesséncia, que relacionam energia escura na atual fase do universo com campos escalares [92 - 95];
e defeitos topoldgicos, que sao solucoes estaticas caracterizadas por interpolar os minimos do potencial de

um sistema fisico [96, 97].

Na secao 2.1, vamos estudar a formulagao lagrangeana para campos escalares, obtendo a equagao
de Euler-Lagrange e a equagao que governa a dindmica do sistema a partir do principio de minima agao de
Hamilton [2]. Na sec¢@o 2.2, vamos estudar o teorema de Noether, buscando encontrar o tensor de energia-
momento, que leva a uma expressao para a densidade de energia das solugoes estaticas e, consequentemente,
a obtencao da energia das solugdes [81, 82]. Na secao 2.3, vamos estudar o método de Bogomol'nyi, que
nos permite ter certeza que estamos trabalhando com solugbes de minima energia [83, 84]. Na segdo 2.4,
vamos estudar uma forma quantitativa de classificar as solugbes e também as caracteristicas associadas a
suas topologias [85]. Por fim, na se¢éo 2.5, vamos estudar sob quais critérios as solugdes estéticas sao estdveis

através da obtengao de uma equacao do tipo Schrédinger [86].

2.1 Formulagao lagrangeana

Através da formulagao lagrangeana, podemos encontrar a equacao que governa a dinamica de
um determinado sistema utilizando o principio de minima a¢do de Hamilton [2]. A densidade lagrangeana

que descreve a dindmica de um campo escalar real é o ponto de partidada e é dada por

£ = 20,006~ V(9), (2.1)

onde 1 é um indice que pode ir de 0 a 3, associado ao tempo e ao espago. Essa densidade lagrangeana

apresenta um termo cinético e um termo V' (¢), denominado potencial. E o termo do potencial que caracteriza
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as diversas teorias de campos existentes descritas pela densidade lagrangeana (2.1).

Por definicao, a integral de ag@o é obtida através da integral temporal da lagrangeana. Dessa

forma, observando que £ = £(¢,0,¢), a integral de acao, S, é definida por

S = /d%L(d),@uqﬁ), (2.2)

onde também definimos d*z = dtdx.

De forma andloga ao que acontece na mecanica classica, o principio de Hamilton, 45 = 0,

aplicado na integral de agao (2.2) conduz a equacao de Euler-Lagrange. Prosseguimos com:

oL 0L
0S = /d4x [&b—l— ———6(0,9)| =0. 2.3
96" " 80,5 (23
A variagho § é arbitraria, sendo independente do tempo e das coordenadas espaciais. Por conta disso, ao
realizarmos a variacdo na agao, o termo de variagao arbitraria pode entrar no integrando de (2.2), nos dando

a forma (2.3), e também nos permitindo escrever §(0,¢) = 9,(d¢). Com isso, o segundo termo no integrando

de (2.3) pode ser escrito da seguinte forma:

0L 0L 0L oL
0(0u9) = =5——=0,(6¢) =0, 0¢| — 0y=7—=00. 2.4
0,570 = 55,5700 = 55.570¢] =0, 571 24
Entao, substituindo (2.4) em (2.3) encontramos:
B 4 |08 0L B

Para tratar o termo da derivada do produto em (2.4), utilizamos o teorema de Gauss, transfromando tal
termo numa integral de volume, onde os extremos da integracao sao fixos, de forma que a integral se anula.
Para que a equacio (2.5) seja valida para todo d¢, é necessério que seu integrando seja nulo e encontramos
[81]:

0L 0L

8“76(3#@ ~ 55 =" (2.6)

A expressao (2.6) é a equagao de Euler-Lagrange em sua forma geral para um campo escalar real em (1+3)
dimensoes do espago-tempo. A equagao que governa a dinamica do campo ¢ é obtida ao se inserir a densidade
lagrangeana (2.1) na equagdo de Euler-Lagrange (2.6):

9,0" + % ~0. (2.7)

Um passo a passo para a obtengdo da equacao (2.7) é apresentada no Apéndice A.

Como o objeto de estudo deste trabalho sdo solugbes em (1,1) dimensoes, devemos escrever a

equacao de movimento nestas mesmas dimensoes. Entao temos pu = 0, 1 e utilizaremos a métrica de Minkowski

(+—). Dessa forma, temos 9y = 9° = % e =—-0'= %. A equagado de movimento se torna

0%¢ 0% dV

A i (2.8)
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A equagdo (2.8) é uma equagao diferencial parcial nao linear de segunda ordem, cuja nao li-
nearidade estd associada ao termo de derivada do potencial. Observe que para esta equacao precisamos de
solugoes dependentes da posi¢ao e do tempo: ¢ = ¢(x,t). Entretanto, para o estudo de solugdes do tipo
soliton devemos considerar solugoes que nao variem sua forma com o tempo, pois solugoes solitonicas possuem
como caracteristiscas serem bem localizadas e estaveis, podendo ser descritas através de um campo escalar
real estdtico ¢ = ¢(x). Dessa forma, para campos estéticos a equagio (2.8) assume a forma

d%¢ _dv

P (2.9)

A equagao (2.9) é uma equagao diferencial ordinéria de segunda ordem nao linear. E possivel
diminuir a ordem da equacédo (2.9) através de uma pequena manipulacdo matemética:

dp 2 dopdv d [1 (do\*| d
d:rdx2_dxd¢_>d:r[2 (m) 1 =270 (2.10)

Agora integramos ambos os membros de (2.10) e isolamos %, obtendo

NG ERe (2.11)

onde C' é uma constante de integracdo. Essa constante deve ser nula para garantir que as solugdes possuam

energia finita, como serd mostrado na préxima se¢do. Com essa consideragao, a expressao (2.11) se torna:
do
pr +/2V(9). (2.12)
x

A equagdo (2.12) é uma equagao diferencial ordindria de primeira ordem nao linear, que pode

ser resolvida por integragao. Novamente, a nao linearidade estd associada ao termo do potencial.

2.2 O teorema de Noether

O teorema de Noether, formulado pela matematica alema Amalie Emmy Noether, nos permite
estabelecer formalmente uma conexao entre simetrias e quantidades conservadas [81, 82]. Dizemos que
um sistema possui simetria, quando ele passa por uma transformacao de coordenadas sem que perca suas
propriedades fundamentais. Ao sofrer esta transformagao, o teorema nos garante uma quantidade conservada.
Como exemplo, podemos citar que quando consideramos um espago homogéneo (sistema com simetria), sua
homogeneidade implica invarincia translacional (transformagéo de coordenadas), que estd relacionada &
conservacao de momento linear (quantidade conservada); outro exemplo é o de um espago isotrépico, onde
todas as direcOes sao equivalentes e esta relacionado com a conservacao de momento angular; por fim, quando

hé invaridncia de translagdo temporal, a quantidade conservada relacionada é a energia de um sistema [98].

Para estudar de forma quantitativa o teorema de Noether, vamos considerar translagoes infini-

tesimais continuas no espago-tempo de Minkowski, a principio, representadas pelo quadri-vetor constante e,
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de forma que a transformacao nas coordenadas e nos campos sejam dadas por

ot — ' =t + e = P(at) = ¢ () = p(at + ). (2.13)

A densidade lagrangeana escrita em termo das coordenadas transformadas nao tem sua forma

funcional alterada. Podemos relaciona-la com x* + e através de

L(¢,0,¢") = L(a" + ). (2.14)

Agora vamos realizar uma expansdo em série de Taylor no segundo membro de (2.14), conside-
rando apenas os termos lineares em e, de forma que obtemos
oL oL

3609 57 gy Oud| - (2.15)

L(a + ) = L(a") + €0, L = L(xt) + ¢ 9(9,.9)

Para obter o terceiro membro de (2.15), consideramos a forma funcional da densidade lagran-
geana, 0 mesmo nao acontece para a obtencao do segundo membro. Prosseguimos com a igualdade entre
segundo e terceiro membro de (2.15). Vamos levar em consideracao que 0,£ = §49,L e 0,0,¢ = 9,0, ¢.
Agora utilizamos a equacao (2.6) para reescrever o primeiro termo nos colchetes de (2.15). Realizando as

devidas substituicoes, encontramos

0L 0L

O termo €” é um termo infinitesimal arbitrdrio diferente de zero. Portanto, para que a equacao (2.16) seja
verdadeira, é necessirio que os termos dentro das chaves sejam nulos. O termo entre colchetes em (2.16)

pode ser escrito como a derivada de um produto, nos levando a

0L

Oy | ==—=0,0| —0£9,L =0, 2.17
H |:8(5H¢)) ¢:| v ( )

que nos permite finalmente encontrar uma quantidade conservada:

oL 0L
Ou | 5770w — 55‘5] — 0, [ p—g"L| =0,T* =0, 2.18
" 10(0,9) "1 9(0,0) g (2.18)
onde g"” é a métrica e
0L

[ p— gL 2.19
00,9 (219)

é o tensor de energia-momento, cujas componentes 7% e T% correspondem a densidade de energia e densidade
de momento linear do campo. Para solugoes estdticas em (1,1) dimensdes, a densidade de energia e a

densidade de momento linear sao dadas respectivamente por:

2
p(x) = % (gi) + V(o) (2.20)

o) = 1 (ax) V(o). (221)
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A energia e momento total para solucoes estdticas sdo obtidos através da integragao de (2.20) e (2.21) em
< 11 (de\?
E= Pl v
INHGRE
© [1 /dp\>
P= =) -V
L&) -ve

A partir da expressao (2.22), podemos concluir que a constante C' na expressao (2.11) deve ser

todo espaco:

dx (2.22)

da. (2.23)

nula para que a energia das solucoes seja finita. Para isso, basta que, a partir de (2.11), escrevamos

1 /do\>
=] =V K 2.24
5 (2) =vior+x, (2:24)
onde consideramos C' = 2K. Entao substituimos (2.24) em (2.22), nos levando a
E= / 2V (¢) + K]da. (2.25)

Logo, a integragao em K sempre ird divergir e, portanto, para que tenhamos configuragoes de energia finita

e nao triviais, a constante K deve ser nula, o que leva a C' = 0.

2.3 O método de Bogomol’nyi

Solugoes de minima energia podem ser obtidas de diversas formas. Podemos destacar um método
que considera a conservacao do tensor de energia-momento [99] ou métodos desenvolvidos através da ex-
ploragao da equacao de Euler-Lagrange [100, 101]. Neste trabalho, vamos obter solugdes com energia minima
através de manipulacoes matemédticas na expressao da energia, utilizando o que ficou conhecido como método
de Bogomol'nyi [83, 84]. Para desenvolvé-lo, devemos completar quadrados na expressao (2.22). Antes disso,
vamos fazer uso de outra relagdo matemadtica, ao escrever o potencial V(¢) em termos de uma fungao deno-
minada superpotencial W (¢). Estas fungdes se relacionam da seguinte forma:

V(o) = % (g)z. (2.26)

Prosseguimos substituindo a relagao (2.26) na expressao (2.22), ficando com

1 [ dp\>  [dW\?
E == d — —_— . 2.27
=3/ ””l(dw) +(d¢) (227
Agora vamos escrever a soma dos quadrados entre os colchetes como o quadrado da soma, ou

da diferenca, das mesmas quantidades. Com isso aparecerd um termo cruzado que ndo existe na expressao
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(2.27), o que implica que precisamos adicionar um termo de cancelamento, subtraindo ou somando o termo

cruzado que surgird do produto notavel. Assim, ficamos com

1/ [/de dw\? _dodw
EB(¢) =3 / da (di):qub> iQdfdcﬁ]’ (2.28)
que leva a -
1 /d¢ dwW\? daw
E(¢):/_ de z(ﬁﬂgb) im]’ (2.29)

Entao podemos concluir que

1 (de dw P Y

— 0o

Para que a expressao (2.30) seja uma expressao de energia minima, devemos anular o termo da

integral. Entao, basta que seja satisfeita a seguinte condicao:

do _ AW

== tag (2.31)

De acordo com a relagao entre o potencial e o superpotencial (2.26), a expressao (2.31) se torna

do
- = +V2V. (2.32)

Encontramos agora duas equagoes diferenciais de primeira ordem para o campo ¢, que o relaciona
com o potencial da mesma maneira como encontrado em (2.12). A diferenga estd que no primeiro processo
encontramos tal relagao ao reduzirmos a ordem da equagao de movimento para solugoes estéaticas e no segundo
processo encontramos a expressao através da busca de configuragoes com energia minima.

Satisfazendo a condicao (2.31), a energia minima pode ser escrita como

Epin = W) = [[W[¢(z — 00)] = W[g(z — —o0)]. (2.33)

—0o0
A expressao (2.33) nos permite determinar a energia minima de uma determinada configuragéo

ao conhecermos somente os limites assintdticos da solugao ¢, sem que seja necessario conhecer sua forma

analitica, quando aplicada no superpotencial W (¢(£o00)).

O método desenvolvido nesta segdo, em termos da fungado superpotencial W(¢), é conhecido
como formalismo BPS, devido a Bogomol’'nyi, Prasad e Sommerfiel. As solugoes que advém deste método

sao solugbes de minima energia conhecidas como estados BPS [83, 84].

2.4 Caracteristicas topolégicas das solugoes

Nesta se¢ao, vamos explorar algumas caracteristicas associadas as solugoes da equagdo (2.32).

Em teoria de campos escalares reais em (1, 1) dimensoes as solugdes topoldgicas conectam os minimos distintos
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de um potencial. Uma teoria pode apresentar um potencial com diversos minimos e, consequentemente, com
diversas solucoes topoldgicas. Neste sentido, para teorias com potenciais que apresentam mais que dois
minimos, devemos indicar quais minimos sao conectados pela solugao que estaremos trabalhando. Esta
indicacao pode ser feita através de setores topologicos. Neste caso, setor topoldgico corresponde aos minimos

do potencial nos quais as solugoes topoldgicas estao inseridas.

Para classificar quantitativamente as solugoes, introduziremos a carga topolégica, que advém de

uma corrente topolégica conservada [85]. Esta corrente serd utilizada como um ferramental matemaético.

Para que a densidade de energia dessas solucoes sejam localizadas e elas possuam energia finita,
é preciso que seus limites assintéticos estejam nos pontos de minimo do potencial. Geralmente os minimos de
um potencial sdo discretos em (1,1) dimensoes, no entanto existe uma configuracao de potencial que suporta
solugdes topoldgicas com energia finita e que ndo possui minimos discretos [102]. Em casos como estes,
podemos definir a carga topoldgica em termos da energia das solugoes, desta forma a carga topoldgica vai

advir da corrente topoldgica definida em termos da fungio superpotencial j* = €9, W () [102].

Neste trabalho, vamos considerar teorias com potenciais com minimos discretos. Portanto, a

corrente topolégica conservada é definida como [85]

1
jlt — §€#V8V¢ = 8#-7.“ _ O, (234)
onde €*” é o tensor de Levi-Civita, que em (1,1) dimensao é dado por €gp = —€11 = 0 € €91 = —€109 = 1.
Dessa forma, ficamos com
1 o0
f=go=ar= [
— 00

que nos leva a seguinte carga topoldgica
1 1

Portanto, podemos concluir que solugoes do tipo lump, que possuem limites assintéticos iguais,
possuem carga topolégica nula, enquanto solucgoes do tipo kink, que possuem limites assintdticos diferentes,

possuem carga topolégica nao nula.

2.5 Analise de estabilidade linear

Nesta secao, vamos realizar a andlise de estabilidade linear das solugoes do tipo BPS. Para isso,
adicionamos uma pequena perturbagao dependente do tempo a solucao estédtica ¢s(x) [86]. Chamaremos essa

perturbagao de n(zx,t) e ficamos com

(bp(xat) = ¢S(x) + TI(xat)v (236)



2.5 Anilise de estabilidade linear 14

onde ¢p(x,t) é a solucdo perturbada.

A solugao (2.36) deve ser considerada na equacdo que governa a dindmica do sistema e no termo
do potencial. Para tratar o termo do potencial, realizamos uma expansao em série de Taylor em torno de

7 = 0 e consideramos somente os termos lineares em 7. Dessa forma, temos [86]

V6) = Viowtn(e ] = Vo 41| (2.37)
B o
de forma que
v dv d*v
v _dvi eV (2.38)
Ao dgls_y, dd? |4y,
Agora utilizando (2.36) e (2.37) na equagao de movimento (2.8), encontramos
?n  0%¢, 0*n AV d?v
. e =0. (2.39)
o2 0x? 022 do|,_, de? |4,
Considerando a relagao (2.9), obtemos:
%y 0% a2V
Z b _Z - =0. 4
o2 o2 ' Tag s, 0 (2.40)

Dado que, apés realizarmos a segunda derivada de V' em relagao a ¢ e tomarmos ¢ = ¢, esse

termo serd dependente somente de z, podemos escrever 21‘2/ , = U(x). Assim a equagdo (2.40) pode ser
=05
escrita como
%y %y
1S U =0, 2.41
o U (2.41)

nos fornecendo uma equagao diferencial parcial de segunda ordem, que pode ser desenvolvida por separacao

de varidveis. Para isso escrevemos 7 = n(x,t) como um produto entre fungoes:
n(z,t) = P(x)S(). (2.42)

Ao substituir (2.42) em (2.41) e realizar algumas manipulagoes matematicas para separar as

variaveis, encontramos

e+ U(@) = -2 (2.43)

Igualamos ambos os lados de (2.43) a uma constante de acoplamento: w?. O lado direito de

(2.43) depende somente do tempo e se torna uma equagao do tipo oscilador harménico:
d*¢

=5 = —w2E, (2.44)
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cujas solugoes sao dadas por

£(t) = eriwnt, (2.45)

Assim a solugdo perturbada (2.36) pode ser escrita como
Gp(,t) = ps(x) + V(x)e™ . (2.46)

O lado esquerdo de (2.43) possui apenas dependéncia espacial e se torna uma equagdo do tipo
Schrodinger independente do tempo:

d*y

-2zt U(x)y = w2, (2.47)

que pode ser escrita como uma equacgao de autovalor:

Hy(z) = witp(x), (2.48)
com w? sendo o autovalor, ¥ () a autofungao e H o operador hamiltoniano, definido por

N d?

H= ) + U(x). (2.49)

2

2 ¢ que para determinados modelos, o autovalor w?

A razao para utilizarmos a letra n em w
pode assumir valores discretos distintos. Para o caso de estabilidade com autovalor nulo, utilizamos w3 = 0.
Convém adotarmos o indice n as autofungdes (¢, (x)), pois cada autovalor possuird uma autofuncao especifica
associada. Em particular, as solugoes advindas da equagao do tipo Schridinger com autovalor nulo sao

chamadas de modo zero ou modo translacional, enquanto que as solugoes associadas a um autovalor positivo

sao estados excitados conhecidos como modos de vibragao.

Dado que a equagao (2.47) é uma equagao do tipo Schréindiger, suas solugbes poderdo ser de
estado ligado ou de estado de espalhamento. Isto dependerd do espectro dos autovalores e do potencial U (x).
Quando o autovalor é menor que a barreira do potencial de Schrédinger encontramos solugoes de estado
ligados, que sao bem localizadas e tendem a zero para x — Fo0o. Neste caso temos autovalores discretos.
Caso o autovalor seja maior que a barreira do potencial, chegamos no espectro continuo das solucoes e

encontramos solugdes de espalhamento, que sao ondas planas e ndo sdo bem definidas [103, 104].

E possivel mostrar que o operador hamiltoniano H possui um espectro de autovalores maiores
ou iguais a zero [105]. Para isso vamos escrever o operador hamiltoniano em termos da fungao superpotencial,

definida anteriormente. Notemos que
d? A’V

¢=¢s.
Dada a forma (2.26), podemos inferir que as derivadas primeira e segunda de V(¢) sdo dadas
por:
v 1d

—_— —— 2:
d(b 2d¢W¢ W¢W¢¢ (§]
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d?v
i Was + WoWogs. (2.51)
Com isso, o operador hamiltoniano em (2.50) se torna
N d?
H=——g + W, +WeWose : (2.52)
dz =6 $=0s

Agora definimos os operadores S’l e Sy

N d N d
Sjﬁ: = — = W¢¢‘ (§ Si =——4 W¢¢’ (2.53)
dx $=0. dx $=0.
e escrevemos o operador hamiltoniano em termo destes:
H=515.. (2.54)

Entao utilizamos o hamiltoniano escrito na forma (2.54) para escrever a equagao de autovalor (2.48)
Hipy = SL8ctb, = wlthy (2.55)
e a escrevemos em termos de sua base de autoestados [104]:
(] SLSn) = (wnlwrtm). (256)
Aplicando uma relagao de completeza ) . |9 )(¢m| em (2.56) ficamos com

m

Logo,

2
=wp > W) = w7, (2.58)

que nos leva a

2

w2 =3 [WmlSelva)| 0. (2.59)

m

O resultado (2.59) nos permite concluir que os autovalores associados ao operador H sdo maiores

ou iguais a zero. Dessa forma, concluimos que as solugdes BPS sdo estaveis.

Por fim, é possivel estabelecer uma relacao entre a solugao BPS e o modo zero. Para isso, basta
derivarmos a equacao (2.9) em relagdo a x em ¢ = ¢5 e compard-la com a equagao (2.48) para wg = 0. A

derivada mencionada se desenvolve como

) .
afes, vl o
dv | dx?  do ||,y
B6  d d ]
|:dx3 + %%V(éﬁ(x))_ o 0,
_ & dp | d dVde] —0
dx?dx  d¢ do dx | vy Y
2 PV ,
= 4 =0. 2.
[ Tz T S ¢=J ¢s =0 (2.60)
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Considerando (2.50), podemos afirmar que (2.60) se resume a
He, =0, (2.61)

que possui a mesma forma da equagdo (2.48) para wg = 0. Portanto a derivada da solugdo estdtica é
proporcional ao modo zero. Assim podemos escrever que

dos
dz’

Yo(z) = A (2.62)

sendo A uma constante de proporcionalidade, determinada através da condicao de normalizacao da auto-

funcao 1o (z). Dado ainda a relagao (2.31), podemos relacionar o modo zero com a fungéo superpotencial:
wo(.’lﬁ) = AW¢, (263)

Logo podemos determinar o modo zero sempre que a solucado BPS ou a funcao superpotencial forem conhe-
cidos. E possivel ainda estabelecer uma relagao entre o modo zero e a invariancia translacional das solugoes.
Isto é, se ¢(x) é solugdo da equacao (2.32) entdo ¢(x + xg), onde xo representa uma translagao, também
é. Entao, realizamos uma expansao em primeira ordem ¢(x + z9) = @(z) + z9¢'(x) e comparamos com
(2.46), identificando que ¢'(z) se comporta como uma pequena perturbagdo em torno da solugdo estdtica

com frequéncia wy = 0.
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3 Modelos integraveis: uma revisao do modelo
sine-Gordon

Neste capitulo, vamos realizar uma revisao do modelo integravel sine-Gordon, determinando suas
caracteristicas através das equagoes desenvolvidas no capitulo 2. Dessa forma, vamos apresentar o potencial
associado ao modelo, sua equagao de movimento, solugoes BPS, energia da solugao kink, carga topoldgica e
potencial de estabilidade com modo zero e autovalor nulo associados. Em seguida, vamos realizar as colisoes

kink-antikink e discutir os resultados.

Associado a integrabilidade do modelo sine-Gordon, podemos destacar sua solugao analitica
[2, 106] e que no processo de colisao kink-antikink ocorrem somente colisoes eldsticas, independente da veloci-
dade inicial das solugoes [87], evidenciando a caracteristica de séliton das solugdes. Sob analise de estabilidade
linear, o potencial de estabilidade do modelo nao apresenta modos de vibragao, o que é relacionado direta-
mente a dindmica de espalhamento de defeitos, implicando na auséncia de janelas de n-bounce, estado de

bion e estrutura fractal.

3.1 O modelo sine-Gordon e suas caracteristicas

Vamos considerar o modelo sine-Gordon, descrito pela seguinte densidade lagrangeana [87]:
1
£ = 50,00"6 — [1 - cos(9)], (3.1)
sendo

V(9) =1 - cos(@) (3.2)

o potencial caracteristico do modelo, apresentado na Figura 3.1a. O potencial do modelo apresenta uma
funcdo periédica em ¢, possuindo infinitos minimos em 2nw, sendo n um numero inteiro. Além disso,

podemos destacar que o potencial é invariante com a transformagao ¢ — ¢ + 2nm.

De acordo com a equagao (2.8), a equagao de movimento para o modelo sine-Gordon é dada por

9% 0°
an - a?f +sin(e) = 0. (3.3)

As solugoes do tipo BPS para o modelo sine-Gordon sao obtidas a partir da equagao (2.30),

utilizando o potencial caracteristico do modelo:

d

== £V/2V(9) = £/2[1 - cos(9)]. (3.4)
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(a) (b)

Figura 3.1: (a) Potencial do modelo sine-Gordon. (b) Solugéo kink e solucao antikink do modelo sine-Gordon:

kink em azul e antikink em laranja.

Portanto, as solugoes de estado BPS associadas ao modelo sine-Gordon sao dadas por

bs = darctan(e®) + 2n7. (3.5)

O sinal ”+7na solugao (3.5) representa as solugoes kink, enquanto que o sinal ”—"representa
as solugoes antikink. A solucdo (3.5) apresenta ainda uma infinita familia de solugées, pois n é um ndmero
inteiro qualquer. Neste caso, o valor de n vai indicar em qual setor topoldgico as solugoes se encontram.
Neste trabalho vamos considerar n = 0, correspondendo ao setor topoldgico caracterizado pelos minimos 0 e

27. O perfil de cada solugao é apresentado na Figura 3.1.

A Figura 3.1 apresenta o perfil das solugbes, onde é possivel observar que a solugao kink interpola
os minimos do potencial (3.2) de 0 a 27, enquanto a solugado antikink interpola os minimos de 27 a 0. Dado
que as solugoes possuem limites assintéticos diferentes, elas possuem carga topoldgica nao nula, o que as

caracterizam como defeitos topoldgicos. Para a solucao kink, a carga topoldgica é dada por
1 1
Qi = 30k = %) = Séu(e - —o0) =, (3.6)
enquanto para a solucao antikink a carga topoldgica é

Qri = 50u(r = 00) — 395(z — —o0) = . (37)

Conforme ja mencionado, as solugoes de estado BPS (3.5) s@o independentes do tempo. No
entanto, é preciso que essas solucoes viajem no tempo para que se torne possivel realizar o processo de
colisao. Para obtermos solugoes que viajantes sem que percam suas caracteristicas solitonicas, aplicamos um

boost de Lorentz nas solugbes (3.5) [17, 26]. A solugdo kink se torna:

¢s = 4arctan(e®) — ¢, = 4arctan[e?@HTo—vit)] (3.8)
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Figura 3.2: Densidade de energia das solucao kink do modelo sine-Gordon.

onde z( ¢é a distancia a partir da qual o centro do kink viaja, em diregao o ponto de impacto, e v é o fator

de Lorentz, definido como v = 1/4/1 — v2, sendo v; a velocidade inicial do kink.

Outra caracteristica importante das solugoes do tipo séliton é a de possuir uma densidade de
energia bem localizada. A densidade de energia das solugoes do modelo é obtida através da expressao (2.20),

que para o modelo sine-Gordon assume a seguinte forma:

82

p(z) = W

— cos[4 arctan(e®)] + 1. (3.9)
O perfil da densidade de energia (3.9) é mostrado na Figura 3.2. E possivel ver que a densidade
de energia é bem localizada e simétrica em torno da origem, sendo nula nos limites assintéticos x — +oo. A

energia das solucoes é obtida através da integragao em todo o espago da densidade de energia:
jops / p(z)dz = 8. (3.10)

Seguindo o método de Bogolmo’nyi, podemos determinar a energia das solugoes também através
dos limites assintéticos da fungao superpotencial, conseiderando a relagdo (2.33). Para isso, consideremos a

fungao superpotencial do modelo:

1
W = F4 cos (2¢> , (3.11)
Para o modelo sine-Gordon, a relagéo (2.33) nos permite determinar que
“+oo
Epin =£W| =[4+4]=8. (3.12)
—o0o

O processo de andlise de estabilidade linear nos leva a seguinte equacao do tipo Schrodinger
independente do tempo:

d*tpy,
dx?

+ cos[4 arctan(e”)]hy, = w2y, (3.13)
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(a) (b)

Figura 3.3: (a) Potencial de estabilidade do modelo sine-Gordon. (b) Modo zero do modelo sine-Gordon.

com potencial de estabilidade definido por

U(zx) = cos[4 arctan(e”)]. (3.14)

A equagdo (3.13) é uma equagao que possui apenas solugdo de estado ligado para o autovalor

w2 = 0. Associado a este autovalor temos o modo zero (normalizado):

Yo = %m (3.15)

O potencial de estabilidade e 0 modo zero do modelo sine-Gordon sao mostrados na Figura 3.3.
A Figura 3.3a apresenta o potencial de estabilidade, que possui um pogo em = = 0 e é limitado em U(z) = 1,
para x — Foo. Ja a solugao de estado ligado é apresentada na Figura 3.3b, se mostrando bem definida, sem

nos e tendendo para 0 quando x — +oo.

E possivel também obter a solu¢do de modo zero a partir da resolucdo da equagao (3.13) para

w? = 0. No entanto esta solugio pode ser obtida de forma mais simplificada quando consideramos a relagao
(2.62):
dos

Yo(z) = A .

Com isso, basta derivar a solugdo estatica e obter o valor da constante a partir da condigdo de normalizagao.

De fato, para o modelo sine-Gordon, temos

d¢g 4e* A1
- = = .1
dr  1+e2*  cosh(z)’ (3.16)

onde A; é uma constante auxiliar que serd incorporada na constante de normalizagdo. Seguimos com a

condi¢ao de normalizagao:

/ lo|2dz = 1 %/

2

A
—— | dz =247 =1. (3.17)

cosh(z)
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O que nos permite concluir que A = 1/v/2, nos levando & forma analitica (3.14).

A auséncia do modo vibracional colabora para o nao aparecimento de resultados mais ricos no
processo de colisao. Como resultado, é esperado que apds as colisoes ocorra apenas uma mudancga de fase

das solugoes, levando-as para outro setor topoldgico.

3.2 Colisoes kink-antikink no modelo sine-Gordon

O processo de colisdo kink-antikink é resolvido numericamente através da discretizacao da
equagao de movimento com determinadas condic¢Ges iniciais e de contorno. No caso do modelo sine-Gordon,
vamos desenvolver numericamente a equacao (3.3). As condigoes iniciais sdo dadas pelo perfil inicial e sua
derivada temporal. O perfil inicial contém as solugoes seu limite assintético deve coincidir com os minimos
do potencial. As condi¢oes de contorno sao dadas pelos limites assintéticos do perfil inicial e de sua derivada

temporal. Portanto, o perfil inicial é composto da soma das solugoes estaticas em ¢t = 0:

d(x, 20,05, t) = P(x + 2o, v5,t = 0) + ¢ (x — 0, —v;,t = 0). (3.18)

Em (3.18) a solugao kink é representada por ¢y e a solugdo antikink é representada por ¢y,

sendo ¢ = —¢g. O perfil inicial pode ser visto na Figura 3.4a.

(2) (b)

Figura 3.4: (a) Perfil inicial das solugbes do modelo sine-Gordon. (b) Colisdo kink-antikink do modelo

sine-Gordon para v; = 0.2.

A derivada do perfil inicial, em ¢t = 0, é dada por

(;.S(xwo,vi,t) = ¢k(x + xo,v;,t =0) + qb,;(x — xg, —v;, t = 0). (3.19)

As condigoes de contorno sao dadas através dos limites assintéticos de (3.18) e (3.19), sendo

¢z — £00,0) =0 e ¢p(z — +00,0) = 0.
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(a) (b)

Figura 3.5: Perfil das solugdes do modelo sine-Gordon. (a) Perfil kink-antikink antes da colisdo, com Tempo
2, em vermelho, posterior ao Tempo 1, em azul. (b) Perfil antikink-kink depois da colisao, com Tempo 4, em

verde, posterior ao Tempo 3, em amarelo.

Os métodos numéricos utilizados para o desenvolvimento das colisoes sao o método de diferengas
finitas centradas de quarta ordem para o tratamento da parte espacial, com passo de dx = 0.6, e o método

de Runge-Kutta de quarta ordem para o desenvolvimento da parte temporal, com passo de dt = 0.4.

As colisoes kink-antikink do modelo sao colisoes eldsticas e independente da velocidade inicial

das solugoes encontramos sempre o mesmo resultado: as solugoes para outro setor topoldgico.

A Figura 3.4b apresenta a colisdo kink-antikink do modelo sine-Gordon, para velocidade inicial
v; = 0.2. Inicialmente o par das solugoes esta no setor topoldgico entre 0 e 2. Apds a colisao, as solugoes
escapam para o infinito no outro setor topoldgico, entre 0 e —27. Independente da velocidade inicial ocorre um
processo semelhante e as colisoes sao elasticas. Isto nos permite inferir que nao ha perda de energia durante
0 processo e que a velocidade final das solugoes é igual a velocidade inicial, implicando que as solugées do

tipo kink do modelo sine-Gordon podem ser classificadas como sélitons.

A Figura 3.5a ilustra o perfil das solugdes antes da colisdo, sendo que em vermelho (Tempo 2) é
representado o perfil posterior ao mostrado na cor azul (Tempo 1). Essa é uma representacdo da forma como
as solugobes se aproximam. Por outro lado, a Figura 3.5b representa o perfil das solugoes apds a colisao, onde
o perfil ilustrado pela cor verde (Tempo 4) é posterior ao perfil ilustrado pela cor amarela (Tempo 3). No
caso da Figura 3.5a, temos inicialmente o par kink-antikink no setor topoldgico entre 0 e 27 com as solugoes
se aproximando, enquanto na Figura 3.5b temos um par antikink-kink com as solugoes se afastando e no

outro setor topologico, entre 0 e —2.

Fenomenos mais ricos decorrentes do processo de colisao das solugoes serao apresentados nos
proximos capitulos. A auséncia destes fenémenos no modelo sine-Gordon, esté relacionada a integrabilidade

do modelo.
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4 Modelos nao integraveis: uma revisao dos modelos ¢*
e ¢°

Os fenémenos ocasionados a partir de colisdes em modelos nao integraveis sao mais ricos que em
modelos integraveis [13, 22, 23]. Dentre os modelos néo integraveis, o mais simples e também extensivamente
estudado é o modelo ¢* [19]. Foi a partir do modelo ¢* que Campbell e Anninos encontraram janelas de

ressonancia [22, 23].

A explicacao para o aparecimento da estrutura fractal a partir do mecanismo de troca de energia
ressonante, parecia apontar que em modelos cujas solucoes nao apresentam modos vibracionais, como o
modelo ¢% nao haveriam os fenémenos de n-bounce [22]. No entanto, o estudo de Patrick Dorey e seus
colaboradores [27] se mostrou como um contra exemplo ao mecanismo de troca de energia. Os autores
mostraram o surgimento das janelas de two-bounce na auséncia do modo vibracional para a solucao kink
isolada. Os autores argumentaram que o aparecimento dos modos vibracionais que atuam durante o processo

de colisao podem surgir através da configuracao do par das solugoes.

4.1 O modelo ¢* e suas caracteristicas

Vamos considerar o modelo ¢*, descrito pela densidade lagrageana [13, 23]

1 1
£ = 50,00"0 — (6 —1)*, (1)

cujo potencial com auto interagao de quarta ordem é dado por
Lo 2
V(g)=5(¢" = 1)". (4.2)

O potencial (4.2) é apresentado na Figura 4.1a. E possivel identificar que o potencial do modelo

possui um setor topolégico apenas dois minimos, em ¢, = +1, e um ponto de maximo, em ¢prax = 0.

Considerando a relacao (2.8), é possivel obter a equagao de que governa a dindmica do modelo

¢* apenas derivando potencial. Com isso, para o modelo ¢*, a equacio de movimento é dada por

S~ oz T20(6° —1) =0. (4.3)

A nao linearidade da equagao de movimento (4.3) é devido ao termo de auto interacao de terceira ordem do

campo.
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(a) (b)

Figura 4.1: (a) Potencial do modelo ¢*. (b) Solucio kink (azul) e solucdo antikink (laranja) do modelo ¢*.

O procedimento para obter as solucoes do tipo BPS que conectam os minimos do potencial nos

leva a seguinte equagao diferencial de primeira ordem:
do
T £2V(9) = £+/(¢? — 1)2. (4.4)
x
A equacdo (4.4) é resolvida por integracao levando as solugoes estdticas, dadas por [86]

¢s = £ tanh(z), (4.5)

onde a solugdo com sinal 4+ é o kink, que por vezes representaremos por (¢ ), € a solugdo com sinal — é o
antikink, que por vezes representaremos por (¢z). Na Figura 4.1b é apresentado o perfil de cada solugio,
sendo a solugao kink em azul e a solugao antikink em laranja. E possivel ver que os limites assint6ticos das
solugoes (¢p(r — +o00) = £1 e ¢z(x — +oo) = F1) tendem aos minimos do potencial, conectando-os. A

solugao kink interpola os minimos de —1 a 1 e a solugao antikink interpola os minimos de 1 a —1.

Considerando a solucao kink mostrada na Figura 4.1b, podemos observar que seus limites as-
sintoticos sao diferentes. Conforme apresentado na segao 2.4, isso implica uma solugao topoldgica. De fato,

para as solucao kink de (4.5), a carga topoldgica é dada por
1 1
Qrr = 5(;5(:17 — 00) — §¢(x — —o0) =1, (4.6)
enquanto para o antikink é

TE = %(;5(17 — 00) — %qﬁ(x — —o0) = —1. (4.7)

Para obtermos solugoes que viajam sem perder sua forma, aplicamos um boost de Lorentz. A

solucao kink viajante assume a forma

¢s = ttanh(z) — ¢s = tanh[y(z + xo — v;t)], (4.8)
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Figura 4.2: Densidade de energia da solucdo kink do modelo ¢*.

sendo que z( é a posigdo do centro do kink e «y é o fator de Lorentz, que depende apenas da velocidade inicial

e é definido por v = 1/4/1 — v2, com v; sendo a velocidade inicial da solugao.

Para determinar a densidade de energia das solugbes, consideramos a relagdo (2.20) com o

potencial do modelo ¢?* e as solugdes BPS (4.5), assim temos:

p(z) = sech?(z). (4.9)

O perfil da densidade de energia da solugao kink pode ser visto na Figura 4.2. A densidade de

energia é finita e é possivel observar que ela é bem localizada e simétrica em torno da origem.

A energia das solucoes é obtida através da integragao da densidade de energia em todo o espaco.
Conforme a relagao (2.22), obtemos:

E(¢) = /_00 sech*(z)dx = % (4.10)

A determinacao da energia através do procedimento de Bogomol’'nyi leva ao mesmo valor encon-

trado. De fato, essa determinagao pode ser feita quando consideramos a fungao superpotencial do modelo:

W(¢) = %3 —¢. (4.11)

Com isso, utilizamos uma das solugdes (4.5) em (4.11) e calculamos seu limites assintéticos, de forma que,

de acordo com a expressao (2.33), a energia minima é dada por

Enin=4W| = [W[(z — 00)] - Wp(a oo = 5. (1.12)

—00

O potencial de estabilidade linear é obtido através da aplicacdo de uma das solugdes (4.5) na
derivada segunda do potencial do modelo. Com isso, para o modelo ¢*, o potencial de estabilidade é dado

pela seguinte expressao:

U(z) = 6tanh®(z) — 2, (4.13)
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Figura 4.3: Potencial de perturbacao da solucdo kink do modelo ¢* em azul. Modo zero em amarelo e modo

vibracional em laranja.

que é conhecido como potencial de Pdschl-Teller modificado [107, 108]. A equagdo do tipo Schréidinger
independente do tempo para o modelo ¢* assume a forma

B Py,
dx?

+ [6tanh®(z) — 2]th, = wWiehy,. (4.14)

Esta equagao possui dois autovalores discretos e autovalores no continuo [109]. J4 é conhecido
que existe uma solugao associada a um autovalor nulo. O autovalor discreto adicional é conhecido na literatura
como internal shape mode [23] e contribui para a presenga de diversos fendmenos decorrentes do processo de

colisao kink-antikink.

A solugao normalizada associada ao autovalor w? = 0 é dada por

Yo(x) = ?sechz(az), (4.15)

enquanto que a solu¢ao normalizada associada ao autovalor adicional w? = 3 é dada por
3
P1(z) = \/;tanh(x)sech(x). (4.16)

A Figura 4.3 mostra o potencial de perturbacdo em azul, o modo translacional em amarelo e o
modo vibracional em laranja. O potencial de perturbagao possui um minimo em U(xz = 0) = —2 e é limitado
superiormente em U(x — +00) = 4. Uma caracteristica importante, que ainda serd explorada neste trabalho,
é que o potencial de perturbagao é invariante sob a transformacao x — —z. Sobre os modos, é possivel ver
que as solucbes tendem a zero para os limites assintdticos  — +oo. Também é possivel identificar que
a solugdo de modo zero apresenta somente um pico em torno da origem, enquanto que o primeiro estado

excitado apresenta um no.
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4.2 Colisoes kink-antikink do modelo ¢*

O processo de colisao kink-antikink do modelo ¢* é extremamente rico [22, 23]. Nesta se¢do
vamos fazer uma revisao da literatura, destacando os fenomenos de janelas de n-bounce, estado de bion e

estrutura fractal. Apenas a mudanga na velocidade inicial de cada solugao influenciard no resultado obtido.

Realizar uma colisdo kink-antikink consiste em evoluir numericamente a equagdo (4.3) com
determinadas condigoes iniciais e condigbes de contorno. As condigbes sdo dadas pelo perfil inicial das
solucdes em rota de impacto e sua derivada temporal. Para o modelo ¢*, o perfil inicial e sua derivada

temporal sao respectivamente

d(z, g, v5,t) = dp(x + 20,0, t = 0) + ¢ (x — zg, —v;,t =0) — 1 (4.17)

¢($7$0,’Ui,t) - ¢k($ + LU(),Ui,t = O) + d)l;;(x — 2o, —Ui,t = 0)7 (418)

onde ¢ (¢g) é o kink (antikink), xo é a distancia na qual o centro da solucdo se encontra até o ponto de

impacto e v; é a velocidade inicial de cada solugdo. O perfil inicial pode ser visto na Figura 4.4.

As condigoes de contorno para o problema sao obtidas através dos limites assintGticos de (4.17)

e (4.18), sendo, respectivamente, ¢(x — +00) = —1 e ¢(x — F00) = 0.

Os métodos numéricos utilizados sao método de Runge-Kutta de quarta ordem para desenvolver
a parte temporal, com passo temporal ¢ = 0.4 e o método de diferencas finitas de quarta ordem para

desenvolver a parte espacial, com passo espacial dx = 0.8.

Os resultados inidicam que os fenémenos que decorrem do processo de colisao dependem direta-
mente da velocidade inicial das solugoes. Estes fenomenos podem ser: a aniquilacao das solugoes através da

formacao de um estado de armadilhamento, conhecido como estado de bion, no qual as solugoes ficam presas

Figura 4.4: Perfil inicial das solu¢oes do modelo ¢?.
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(a) (b)

Figura 4.5: Colisao kink-antikink do modelo ¢* para v; = 0.3. (a) Centro de massa da colisio. (b) Vista

superior da colisao.

uma na outra, oscilando indefinidamente; janelas de n-bounce, que representam faixas de velocidades para as

quais as solugoes vao colidir n vezes e entao escapar para o infinito.

Para colisoes com velocidades iniciais superiores a uma certa velocidade critica, que aqui repre-
sentaremos por v, ocorrerd somente o fenémeno de one-bounce. As janelas de n-bounce ocorrem somente
para velocidades inferiores e proximas a velocidade critica. O fenomeno de bion sempre ocorre para veloci-

dades suficientemente pequenas e entre as janelas de n-bounce.

A velocidade critica obtida neste trabalho é v, = 0.2598, concordando com a literatura [23]. A
colisao das solugoes que levam ao fenémenos de one-bounce é representada na Figura 4.5, na qual é possivel
observar que as solugoes colidem e se afastam. Através da vista superior da malha que representa o processo
de colisao é possivel observar que o adngulo de abertura das solugoes é sutilmente menor apds a colisao,

indicando que a velocidade das solugoes diminuiu, caracterizando uma colisao inelastica.

Para baixas velocidades o fendmeno encontrado é o de bion. Na Figura 4.6 podemos ver a
aniquilagdo das solugdes e o estado de bion formado apds a colisdo com velocidade inicial vy, = 0.18. A
Figura 4.6 mostra como o centro de massa da configuragao inicial do campo se comporta durante o processo

de colisao, sendo que cada ponto de minimo representa uma colisao.

As janelas de n-bounce representam faixas de velocidades nas quais acontecem n colisdes antes
do escape para o infinito. Por exemplo, uma colisdo em uma janela de two-bounce, quer dizer que apds a

primeira colisao, as solucgoes vao se afastar e colidir mais uma vez e entao escapar para o infinito.

A Figura 4.7 apresenta o centro de massa das colisoes para v; = 0.2 e v; = 0.2396, ocasionando
two-bounce de forma de distinta. Na Figura 4.7a as solugoes colidem, se afastam, sofrem uma pequena

oscilacdo, colidem novamente e entdo escapam para o infinito. Na Figura 4.7b as solugoes sofrem trés
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(a) (b)

Figura 4.6: Colisao kink-antikink para v; = 0.18: (a) Malha 3D da evolugdo espago-temporal; (b) centro de

massa da evolugao do campo.

pequenas oscilagoes antes da segunda colisao e escape para o infinito. A Figura 4.7a ilustra a colisao com
velocidade inicial na primeira janela de two-bounce, enquanto a Figura 4.7b ilustra a colisao com velocidade
inicial na terceira janela de two-bounce. Para o fenémeno de two-bounce no modelo ¢, o niimero de oscilacdes

entre as duas colisoes indica a ordem da janela de two-bounce em questao.

As janelas de n-bounce sao encontradas em velocidades proximas e inferiores a velocidade critica.
Essas janelas possuem um padrao caracteristico de uma estrutura fractal. Antes de explicar este padrao,
vamos estabelecer que quando comparamos janelas que representam diferentes niimeros de bounce, algumas
possuirao nimeros de bounce maiores ou menores que outras. Neste sentido, uma janela com numero de
bounce inferior representa uma janela que leva a menos colisoes antes do escape para o infinito. Com isso,
o padrao que estd presente nas janelas de n-bounce é que as janelas de bounce superior se acumulam e
diminuem em espessura quando mais préximas as janelas de bounce inferior. Este padrao se repete, criando

uma estrutura fractal.

Para mostrar a estrutura fractal, consideremos a Figura 4.8, que mostra o ntimero de bounce
em funcgao da velocidade inicial. E possivel identificar que as janelas representadas diminuem em espessura
conforme se aproximam da janela inferior: as janelas de two-bounce se acumulam e diminuem em espessura
conforme se aproximam da janela de one-bounce, assim como as janelas de three-bounce, ao se aproximar de
uma janela de two-bounce, se assemelham as janelas de two-bounce quando estas se aproximam da janela
de one-bounce, assim resultando na estrutura fractal do modelo [23]. Contudo, esta estrutura néo é perfeita

devido a perda de energia através de radiagdo no processo de colisdo [110].

A explicagao destes fenomenos é feita através dos modos vibracionais presentes em cada solugao

topoldgica do modelo. Para o fenémeno de bion, as solugoes colidem com baixa velocidade e assim ha tempo
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(a) (b)

Figura 4.7: Centro de massa da evoluc¢ao do campo para colisao kink-antikink com: (a) v; = 0.2, na primeira

janela de two-bounce, e (b) v; = 0.2396, na terceira janela de two-bounce.

Figura 4.8: Niimero de bounce por velocidade inicial do modelo ¢*.

suficiente para que o modo de translagdo da solucdo transfira uma energia consideravel para o modo de

vibragao, de forma que as solugoes fiquem presas uma na outra.

Para velocidades maiores que a velocidade critica, ndo ha tempo suficiente para que o modo
translacional transfira energia consideravel para o modo vibracional, de forma a manter as solugdes presas.

Assim ocorre apenas uma colisdo e as solucoes escapam para o infinito, ocasionando one-bounce.

Para que ocorra o fendémeno de two-bounce, as solucées colidem e parte da energia do modo
translacional é transferida para o modo vibracional. A energia transferida é suficiente para que as solugoes
nao escapem para o infinito, de forma que elas se afastam e colidam novamente. Na segunda colisao, parte
da energia do modo vibracional retorna ao modo translacional, sendo grande o suficiente para que as solugoes

escapem. Essa explicagao é conhecida como o mecanismo de troca de energia ressonante ou mecanismo CSW,
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Figura 4.9: Tempo da primeira, segunda e terceira colisao. Em preto: tempo da primeira colisao; em

vermelho: tempo da segunda colisao; em azul: tempo da terceira colisao.

pois foi proposta por Campbell, Schonfeld e Wingate [22]. As janelas de two-bounce obedecem a relagéo
w1T12 = 2mn + 5, (419)

onde w; ¢ a frequéncia do modo vibracional, T15 é o tempo entre a primeira e a segunda colisao, n é o nimero
da janela de two-bounce e 0 é uma fase. A expressao (4.19) foi obtida sem uma base tedrica que a justifique,

sendo uma construcao fenomenolégica.

Uma outra forma de olhar para as janela de two-bounce é através da Figura 4.9. Esta figura
apresenta o tempo entre primeira, segunda e terceira colisao em funcao da velocidade inicial. A linha preta
representa o tempo da primeira colisao. Como sempre haverd uma primeira colisao o tempo até a primeira
colisdo somente diminui, conforme aumentamos a velocidade inicial. A linha vermelha representa o tempo da
segunda colisdo. Em colisces com velocidades inferiores & velocidade critica, ocorrerao n-bounce ou bion, nao
importando a velocidade, por isso a linha vermelha estd sempre presente. Conforme nos aproximamos da e
ultrapassamos da velocidade critica, nao havera mais uma segunda colisao, pois ocorrera somente one-boune
e, por conta disso, a linha vermelha comeca a divergir conforme v; — v.. A linha azul representa o tempo
da terceira colisao. Quando a colisdo acarretar em two-bounce, nao haverd uma terceira colisdo e a linha
azul ird divergir. Portanto, as faixas de velocidades nas quais a linha azul diverge, representam janelas de

two-bounce.

A classificacao das janelas de three-bounce é realizada de forma semelhante a classificagao das
janelas de two-bounce. Para isso, devemos levar em consideracao a janela de two-bounce préxima ao fené6meno
de three-bounce que estamos analisando. A Figura 4.10 mostra o centro de massa do campo escalar, apresen-

tando fendmenos de three-bounce. Na Figura 4.10a é mostrado o centro de massa da colisdo para v; = 0.1829,
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(a) (b)

Figura 4.10: Centro de massa da evolugdo do campo para colisdo kink-antikink com: (a) v; = 0.1829, na
primeira janela de three-bounce em torno da primeira janela de two-bounce, e (b) v; = 0.2368, na terceira

janela de three-bounce em torno da terceira janela de two-bounce.

onde é possivel perceber que entre as duas primeiras colisoes existe apenas uma pequena oscila¢ao, indicando
que o fendémeno ocorre préoximo & primeira janela de two-bounce. Entre a segunda e terceira colisdo nao
existe oscilagao, caracterizando um resultado na primeira janela de three-bounce em torno da primeira janela
de two-bounce. Na Figura 4.10b é mostrado o centro de massa da colisao para v; = 0.2368, onde é possivel
notar que existem trés oscilagoes entre as duas primeira colisoes, indicando que o fenémeno ocorre proximo a
terceira janela de two-bounce, e que entre a segunda e terceira colisao existem duas oscilacoes, caracterizando,

um fendémeno na terceira janela de three-bounce em torno da terceira janela de two-bounce.

4.3 O modelo ¢° e suas caracteristicas

Vamos considerar o modelo ¢°, descrito pela seguinte densidade lagrangeana [27]

£ = L0u606 — L6 (6 1) (1.20)

onde o potencial que caracteriza o modelo é dado por:
1
V(9) = 56%(6” ~ 1) (4.21)

O potencial (4.21) possui minimos em ¢, = —1, 0 € 1, 0 que leva a dois setores topoldgicos.

Vamos chamar o setor compreendido entre 0 e 1 de primeiro setor topolégico e o setor compreendido entre

—1 e 0 de segundo setor topolégico. O potencial do modelo estd representado na Figura 4.11. A densidade
lagrangeana (4.20) conduz & seguinte equacgao de movimento:

?¢ 99

5~ a2 T 0T~ 1) +20%(6" — 1) = 0. (4.22)
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Figura 4.11: Potencial do modelo ¢°.

A obtencao de solugoes de estado BPS é realizada através da relagio (2.31). Para isso vamos

considerar a funcao superpotencial do modelo, definida por:

4 2
W(e¢) = % — % (4.23)

Portanto, considerando a relacao (2.29), as equagoes de primeira ordem que levam as solugoes estaticas do
modelo sao dadas por

i~

L =1(6- ). (424)

As equagoes (4.24) possuem quatro solugdes analiticas nao triviais, correspondendo as solugoes
kink e antikink do modelo de cada setor topoldgico. A equagdo com sinal 4”7, em (4.24), apresenta duas
solugoes, sendo um kink no primeiro setor topoldgico, que seréd representado por ¢r = ¢r(o,1), € um antikink

no segundo setor topolégico, que serd representado por ¢r = ¢p,_1). Essas solugoes sao expressas por

1
Pr(0,1) = 5[1 + tanh(z)], (4.25)
1
¢E(07_1) = — 5[1 + tanh(x)] (426)
A equagdo com sinal 7—"em (4.24), apresenta as outras duas solugoes, sendo um antikink no

primeiro setor topoldgico, que serd representado por ¢ = ¢p(q ¢y, € um kink no segundo setor topolégico,

que serd representado por ¢y = ¢y (—1,0).- Essas solugoes sdo expressas por

[1 — tanh(z)], (4.27)

DN | =

¢12:(1,0)

[1 — tanh(z)]. (4.28)

[N

Pr(-1,0) = —

Analisando o tipo e os sinais das solugoes, podemos observar que um kink se transforma num

antikink (ou um antikink se transforma num solucdo kink) do setor topolégico oposto quando realizamos
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(a) (b)

Figura 4.12: Solugao kink, em azul, e solucdo antikink, em laranja, do modelo ¢°: (a) Solucdes do primeiro

setor topolégico; (b) Solugdes do segundo setor topoldgico.

uma transformagao do tipo ¢ — —¢. Por outro lado, para obtermos uma solucao kink (ou antikink) no
mesmo setor topoldgico a partir de uma solugdo antikink (kink) devemos realizar uma transformacao do tipo
x — —x, conforme pode ser visto no par (4.25) e (4.27) e no par (4.26) e (4.28). O perfil das solugdes (4.25),
(4.26), (4.27) e (4.28) é apresentado na Figura 4.12.

E evidenciado na Figura 4.12 que as quatro solugoes possuem limites assintoticos diferente, o que
nos permite inferir que todas possuem carga topolédgica diferente de zero e, portanto, sao solugoes topolégicas.

A Tabela 4.1 apresenta o tipo de solugao, seus limites assintéticos e suas cargas topoldgicas.

Solugdo | ¢(x — 00) | ¢p(z = —o0) | Qr
®r(0,1) 1 0 1
¢l%(1,0) 0 1 _%
Or(~1,0) 0 -1 z
¢E(0,71) -1 0 *%

Tabela 4.1: Cargas topolégicas das solucoes estaticas do modelo ¢S.

Para obtermos solugoes que viajam sem perder sua forma aplicamos um boost de Lorentz na

solugao estdatica. A solugao kink viajante do primeiro setor topolégico assume a forma

Pr0,1) = \/;{1 + tanh[y(x + o — v;t)]}, (4.29)

onde z( é a distancia em que o centro do kink estd em relagao ao ponto de colis@ao e v é o fator de Lorentz,

que depende apenas da velocidade inicial, v;, da solugao e é definido como v = 1/4/1 — vZ.

Seguindo o procedimento da secao 2.2 deste trabalho, é possivel determinar a densidade de

energia das solucdes através da expressio (2.20) ao se utilizar o potencial do modelo ¢° e uma de suas
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Figura 4.13: Densidade de energia da solucdo kink do primeiro setor topolégico do modelo ¢S.

solugoes estdticas. Com isso, a densidade de energia da solugao kink (4.25) é dada por

o) = ésechz(as)[l ~ tanh(z)]. (4.30)

A Figura 4.13 apresenta a densidade de energia da solugao kink do primeiro setor topoldgico.
Através dela é possivel identificar que a densidade de energia é bem localizada, porém néo é simétrica em
torno da origem. Isso ocorre pois a solugao kink também nao é simétrica em torno da origem. A energia
minima de cada solucao topoldégica do modelo ¢° é obtida através da integracio em todo o espaco da expressao

(4.30) e é dada por E,,; = 1/4.

O procedimento de Bogomol’'nyi para o calculo de energia minima também leva ao mesmo
resultado. De fato, precisamos apenas considerar a aplicagao de alguma das solugoes topolégicas do modelo

na fungdo superpotencial (4.23) e utilizar a relacao (2.33). Assim, a energia minima das solugdes é dada por

oo

Epin =#W| = [Wlgla — o0)] = Wlo(z —+ —o0) | = [l - 1l = 1. (131)

— 00
Através da andlise de estabilidade linear, podemos determinar o potencial de perturbagao por
meio da aplicagao de uma das solugoes estaticas na derivada segunda do potencial do modelo. No entanto,
como o modelo ¢® apresenta solucoes assimétricas, é de se esperar que seu potencial de estabilidade também

seja assimétrico. O procedimento para determinar o potencial de estabilidade do modelo ¢° nos conduz a

Ulzx) = 15¢% — 12¢2 + 1. (4.32)

A solucao ¢5 em (4.32) pode ser qualquer uma das solucoes (4.25), (4.27), (4.28) e (4.26). A
assimetria das solugoes de um mesmo setor topoldgico e a assimetria do potencial de estabilidade acontecem

sob a transformacao x — —z. Logo, a forma do potencial dependera do tipo de solugao utilizada para obté-lo.

A Figura 4.14a apresenta o potencial de perturbagao do kink (4.25) e a Figura 4.14b apresenta o

potencial de perturbacao do antikink (4.27). Para a solucéo kink o potencial apresenta os limites assintéticos
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(a) (b)

Figura 4.14: Potencial de perturbacao das solucoes kink e antikink do modelo ¢® do primeiro setor topolégico..

(a) Potencial da solugao kink. (b) Potencial da solucao antikink.

Ulp(x = —o0)] = 1 e U[p(x — o0)] = 4, enquanto que para a solugdo antikink os limites assintGticos sao

Ulp(x — —o0)] =4 e U[p(z — o0)] = 1, evidenciando seu cardter assimétrico sob a transformacao x — —zx.

Considerando o potencial de estabilidade (4.32) para a solugao kink, a equagao do tipo Schridin-
ger independente do tempo assume a forma
d? 15 3 )
o + vy tanh?(z) + 3 tanh(z) — 1 Y = wiihy. (4.33)
A equagdo (4.33) possui apenas solugoes de estado ligado para o autovalor nulo, ou seja, nao
existem modos vibracionais adicionais ao modo zero. De maneira geral, a solu¢do de modo zero pode ser
obtida através da expressdo (2.59), levando a

dos

¢O(x) = A dx )

(4.34)

onde A é a constante de normalizagdo, determinada através da condi¢ao ffooo |ho|?dx = 1. A solucgdo (4.34)
apresenta uma forma diferente para cada solugao estatica. Considerando as solugoes topolégicas do primeiro

setor, o modo zero normalizado para a solugao kink é dado pela expressao
V2 .
o(z) = TSeCh(gc)[cosh(x) — sinh(z)]y/1 + tanh(z) (4.35)
e o0 modo zero normalizado da solugao antikink é dado por

Po(x) = ?sech(z)[cosh(x) + sinh(z)]y/1 — tanh(z). (4.36)

Os perfis das solucdes de modo zero do primeiro setor topolégico do modelo ¢8 sdo apresentados
na Figura 4.15, onde a cor azul representa o modo zero da solugao kink e a cor laranja representa a solucao

de modo zero da solugao antikink.
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Figura 4.15: Perfil das solucoes de modo zero do primeiro setor topolégico do modelo ¢%. Em azul: modo

zero da solugao kink; em laranja: modo zero da solucao antikink.

A equagdo (4.33) também apresenta solugoes de espectro continuo, obtidas através de fungoes

hipergeométricas [111].

Devido a auséncia de modos vibracionais, nao seria esperado que haja uma riqueza de fendmenos
decorrentes do processo de espalhamento das solucdes do modelo ¢°. Contudo, conforme serd estudado na
préxima se¢dao, mesmo sem a presencga de modos vibracionais em cada solugao topoldgica, os resultados das
colisdes do modelo ¢°® sdo tdo ricos quanto os resultados do modelo ¢*, se mostrando, a principio, como um

contra exemplo ao mecanismo de troca de energia.

4.4 Sobre as colisées das solugoes do modelo ¢°

Como os setores topoldgicos do modelo ¢8 possuem o minimo ¢,,;, = 0 em comum, é suficiente
estudar o processo de colisao das solugoes de apenas um setor [42]. Os resultados das colisdes das solugoes
do outro setor serdo andlogos. Vamos trabalhar com as solugbes (4.25) e (4.27) que, por simplicidade,

chamaremos respectivamente de ¢y e ¢y,.

Devido a assimetria do potencial de perturbacao sob a transformagao x — —z, devemos realizar
colisdes para as configuragoes kink-antikink e antikink-kink [27]. Conforme serd estudado nesta segdo, a

configuracdo do par influenciard os resultados do processo de coliszo.

Com essas consideragoes, as condig¢oes iniciais para a simulagdo numérica se apresentam de duas

formas: podemos considerar a colisdo do par kink-antikink, dado por
¢k:]_c(x7 Zo, Vs, t) = (bk(ma Zo, Ui,t = 0) + ¢E3(xa —Xo, _Ui7t = 0)7 (437)
ou podemos considerar a configuracao antikink-kink, dada por

O (T, 20,05, 1) = o (2, 20, vi,t = 0) + dp(z, —20, —v;,t = 0) + 1. (4.38)
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(a) (b)

Figura 4.16: (a) Perfil inicial da colisdo kink-antikink do modelo ¢%. (b) Perfil inicial da colisao antikink-kink
do modelo ¢.

Os perfis dos campos iniciais (4.37) e (4.38), em ¢t = 0 podem ser vistos respectivamente nas
Figuras 4.16a e 4.16b. A Figura 4.16a apresenta um kink centrado em x = —x¢g = —10 e um antikink centrado
em z = g = 10, enquanto que a Figura 4.16b apresenta um antikink centrado em x = —zg = —10 e um kink

centrado em = = xg = 10.

Utiliza-se também a derivada temporal dos perfis iniciais como condigao inicial:
b (@, 20, v5,t) = dp(z, 0, v5,t = 0) + ¢p(x, —xo, —vs, t = 0) (4.39)
para a configuracao kink-antikink e
brp(x, 20,05, 1) = b5z, z0, vt = 0) + dp(z, —20, —vs, t = 0) (4.40)

para a configuracao antikink-kink.

Os limites assintéticos dos perfis iniciais e de suas derivadas temporais sao utilizados como
condigdes de contorno: ¢yz(z — +£00) = 0 e ¢pp(x — +00) = 0 para a configuracio kink-antikink e

brp(z = £00) =1 e dgp(x — £00) = 0 para a configuracio antikink-kink.

Em ambos os casos, as colisdes acontecem através da evolugao numérica da equagio (4.22). Foi
utilizado o método de Runge-Kutta de 42 ordem para a parte temporal, com passo 6t = 0.4, e o método de

diferencas finitas de quarta ordem para a parte espacial, com passo dx = 0.8.

4.5 Colisoes kink-antikink do modelo ¢°

Os fenomenos decorrentes das colisdes do modelo ¢°, assim como no modelo ¢*, dependem da

velocidade inicial de impacto das solugdes. Os resultados aqui obtidos concordam com a literatura [27].
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Para colisoes kink-antikink, este modelo nao apresenta janelas de n-bounce. E esperado um comportamento
semelhante ao modelo sine-Gordon, pois o modelo em questdao nao possui modos de vibragao para cada
solugao isolada. De fato, para velocidades maiores que a velocidade critica, as solugoes colidem e vao para
o outro setor topolégico. A velocidade critica é v.,. = 0.289. Para velocidades menores que a velocidade
critica encontramos o estado de bion, no qual as solugoes ficam presas uma na outra, oscilando até que o par

kink-antikink se aniquile completamente.

Os resultados das colisoes podem ser vistos na Figura 4.17, que mostra colisces kink-antikink
para a velocidade inicial v; = 0.2 e v; = 0.3. Na Figura 4.17a temos a evolugao do centro de massa do campo
inicial na colisao para v; = 0.2, resultando num estado oscilatério caracteristico do estado de bion. Na Figura
4.17b temos a vista superior da evolugao espago-temporal do campo na colisao para v; = 0.3, resultando em

one-bounce e mostrando que apos a colisao, as solugoes escapam para o infinito em outro setor topolédgico.

(a) (b)

Figura 4.17: Colisdo kink-antikink do modelo ¢°. (a) Evolucdo do centro de massa ¢(x = 0,t) do campo

inicial, para v; = 0.2. (b) Vista superior da evolugdo espago-temporal do campo inicial, para v; = 0.3.

Apesar de apresentarem um comportamento semelhante as colisées do modelo sine-Gordon para
velocidades iniciais superiores & velocidade critica, as colisdes kink-antikink do modelo ¢°® sdo ineldsticas. A
perda de energia durante o processo de colisao estd relacionada a nao integrabilidade do modelo e pode
ser vista na Figura 4.17b: apds a colisao, as solugoes precisam de um tempo maior para estarem a mesma
distancia que estavam antes da colisao, indicando que apds a colisdao as solucoes possuem menor velocidade

e, portanto, menos energia.

4.6 Colisoes antikink-kink do modelo ¢°

Para colisces antikink-kink, o cenario muda e foi encontrado um comportamento inesperado.

Aparecem janelas de ressonancia e uma estrutura fractal semelhantes as encontradas no modelo ¢*. Neste
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caso a velocidade critica é v.,. = 0.0457. Velocidade superiores a velocidade critica ocasionam somente one-
bounce. Colisbes com velocidades inferiores a velocidade critica, ocasionam o estado de bion e também as

janelas de n-bounce.

Como as solucoes do modelo ¢® ndo possuem modos vibracionais, a estrutura de ressonancia
presente no modelo, a principio, se tornou um contra exemplo sobre como explicar estes resultados, ou seja,

um contra exemplo ao mecanismo CSW [27].

Para a configuracao de colisdo antikink-kink do modelo ¢%, além do estado de bion, aparecem
o fenémeno de quasiresonance [49] e estruturas de n-bounce. Para velocidades maiores que a velocidade
critica, ndo hd mudanga de setor topoldgico e sim uma colisdo ineldstica. A Figura 4.18 mostra o fen6meno
de two-bounce através da evolugao do centro de massa do campo escalar para a colisdo com v; = 0.023 e o

fenémeno de one-bounce para v; = 0.23. Os resultados aqui encontrados concordam com a literatura [27].

Na Figura 4.19 é apresentado o tempo da primeira, segunda e terceira colisao em fungao da
velocidade inicial, nos permitindo identificar as janelas de two-bounce e também como a estrutura ressonante

se comporta conforme a velocidade das colisoes se aproxima e ultrapassa a velocidade critica.

Conforme pode ser visto na Figura 4.19, a linha preta (¢1) representa o tempo da primeira
colisao entre as solugdes. Sempre haverd uma primeira colisao e, quanto maior for a velocidade inicial, menor

serd o tempo para que esta ocorra.

(a) (b)

Figura 4.18: Centro de massa do campo escalar. (a) Colisdo antikink-kink para v; = 0.023; (b) Colisdo

antikink-kink para v; = 0.23.

A linha vermelha na Figura 4.19 representa o tempo da segunda colisao. Para velocidades
inferiores a velocidade critica, teremos janelas de n-bounce ou estado de bion. Em ambos os casos, havera
duas ou mais colisdes entre as solucoes. Conforme nos aproximamos da velocidade critica, a estrutura
ressonante vai desaparecendo e o tempo necessario para que aconteca a segunda colisao vai aumentando, o

que faz com que a linha vermelha comece a divergir para velocidades préximas a velocidade critica.
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Figura 4.19: Tempo da primeira (¢;), segunda (t2) e terceira (t3) colisdo do par antikink-kink do modelo ¢°

em funcao da velocidade inicial v;.

Figura 4.20: Evolugao do centro de massa do campo inicial do par antikink-kink, para v; = 0.0274. Inicial-
mente a colisao resulta em two-bounce, mas apés um tempo decai, o que caracteriza um estado de quasireso-

nance.

A linha azul Figura 4.19 representa o tempo até que ocorra a terceira colisdo. Nas velocidades
que ocasionam two-bounce, nao existe uma terceira colisao e o resultado é que a linha azul diverge, assim
representando janelas de two-bounce. A primeira janela de two-bounce é calculada em 0.0229 < v; < 0.0233.
A linha azul também apresenta picos que nao divergem. Estes picos representam as chamadas falsas janelas
de two-bounce. Ocorre que para sabermos se uma colisdo ird ou nao resultar em two-bounce, devemos observar

a evolucao do processo de colisao por um tempo maior.

Na Figura 4.20 é mostrada a evolugao do centro de massa do campo para v; = 0.0274. Se a
andlise da colisao for realizada somente até o tempo ¢t = 400, teremos two-bounce. Contudo, conforme o

processo é observado por mais tempo € possivel identificar o estado de quasiresonance.

Conforme ja mencionado, os resultados das colisdes aparentemente ignoram o mecanismo CSW,
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(a) (b)

Figura 4.21: Configuracio do potencial de perturbacdo e do par das solucdes topoldgicas do modelo ¢°. (a)

Configuragao inicial do par kink-antikink. (b) Configuracdo inicial do par antikink-kink.

pois cada solucdo ndo possui modo vibracional. Acontece que no modelo ¢°, devemos considerar o par
das solucoes e verificar se este par possui modos vibracionais. Como o potencial de perturbacao nao é
simétrico sob a transformagao x — —z, a configuracao inicial para os potenciais de perturbagao de cada par
kink-antikink ou antikink-kink serd diferente, conforme pode ser visto na Figura 4.21. Para a configuracao
kink-antikink o potencial de perturbagao do par apresenta uma barreira no centro, dificultando a presenga de
modos vibracionais, enquanto a configuracio do par antikink-kink apresenta um vale no centro, facilitando a
presenga de modos vibracionais. De fato, em [27] é mostrado que a configuragéo do potencial de perturbagéo

para o par antikink-kink possui modos vibracionais, desde que zg > 4.

Com essas consideragoes, a explicagao para a estrutura ressonante decorrente do processo de
colisdo antikink-kink do modelo ¢® pode ser realizada através do mecanismo de troca de energia entre os
modos do par antikink-kink. O modelo ¢* ndo apresenta essa situacio pois o potencial de perturbacdo é

simétrico sob a transformacao x — —x e cada solugao possui modo de vibragao.
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5 Modelos com interacoes hiperbdlicas

Neste capitulo, vamos estudar modelos com interagoes hiperbdlicos. Para obter estes modelos,
consideramos uma expressao geral para o potencial [88]. Esta familia de potenciais surge a partir do método

da deformacio trabalhado junto ao modelo ¢* [108 - 111]. O apéndice C apresenta o método da deformagao.

5.1 Modelos hiperbdlicos generalizados

Vamos considerar a expressdo que determina o tipo de teoria que serd estudada [88]:

1 [1—(n—1)sinh*(¢)]
 2na? sech?(¢)

Va(9) [1-f(9)%], (5.1)

sendo a funcao de deformacao

f(¢) = cos{aarccos[/n tanh(¢)] — mm}, (5.2)

onde ¢ é o campo, a é o parametro que determina o potencial da teoria, n é o parametro de deformagao
das caracteristicas do modelo determinado por a e m é um nimero inteiro com a seguinte dependéncia:
m =20,1,...,2a — 1. O parametro m determina se as caracteristicas do modelo que estamos estudando esté

relacionada a solugao kink ou a solucao antikink e em qual setor topolégico.

Neste trabalho vamos estudar colisoes das solugoes das teorias que advém de a = 1 e a = 2.
No entanto, como as teorias que podem surgir da expressao (5.1) sdo intimeras, vamos apresentd-las também
para a = 3 e a = 4, que podem servir para trabalhos futuros. Sera representado por V, o conjunto com os

quatro potenciais para a = 1,2,3 e 4.

Para cada teoria o valor do parametro n pode assumir diversos valores, desde que respeite a
restricao n > 1. Portanto, nesta secao vamos apresentar as expressoes que caracterizam cada teoria e os

potenciais para os valores de a mencionados. Para obtengao das figuras utilizamos o valor fixo n = 2.

Para os valores de a = 1,2,3 e 4 sdo obtidos, respectivamente, os seguintes potenciais [88]:

Vi(6) = 51— (n— 1) sink(9)]%, (5.3)
Va(6) = 5 tank(9)[1 — (n— 1) sinh*(6)], (5.4)
Va(6) = 5 sechi (@)1 — (4n — 1) sinh*(@)’[1 — (n — 1) sinh*(6)] (5.5)

Vi(¢) = tanh?(¢)sech®(¢)[1 — (2n — 1) sinh?(4))2[1 — (n — 1) sinh?(¢)]>. (5.6)
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(a) (b)

2

Figura 5.1: Potenciais V, multiplicados por a®, com valor fixo de n = 2. (a) Potencial (5.3) em azul e

potencial (5.5) em laranja. (b) Potencial (5.4) em verde e potencial (5.6) em ciano.

A Figura 5.1 apresenta os potenciais V, multiplicados por a?. A Figura 5.1a apresenta os

potenciais (5.3) e (5.5), enquanto que a Figura 5.1b apresenta os potenciais (5.4) e (5.6).

Através da Figura 5.1 é possivel identificar que a quantidade de setores topolégicos corresponde

ao valor de a e também que a quantidade de minimos é obtida por a + 1.

Apesar de cada potencial apresentado caracterizar teorias diferentes, a expressao (5.1) nos for-

nece uma forma de determinar as demais caracteristicas de cada teoria a partir de expressoes gerais.

O primeiro ponto a ser destacado é a obtengao dos minimos de cada potencial, encontrados em
[88]
1 km
Omin = arctanh [\/ﬁ cos (a)] . (5.7)
onde k = 0,1,...,a. A expressdo (5.7) determina os minimos dos potenciais V,, apresentados na Figura 5.1,

para cada valor de a correspondente.

As solugoes estaticas que conectam os minimos de cada potencial tém sua forma geral dada pela

expressao [88]

6(z) = arctanh Uﬁ cos (Wﬂ , (5.8)

onde 0(x) = arccos[tanh(z)] e m = 0,1, ...,2a — 1. Neste caso o pardmetro m é responséavel por caracterizar o

setor topoldgico, bem como se a solucao é kink ou antikink. Encontramos solugoes kink quandom =0, ...,a—1

e solugoes antikink quando m = a,...,2a — 1.

A Figura 5.2 apresenta o perfil das solucoes kink relacionadas a cada potencial. A representagao
das cores nas solugoes é a mesma utilizada na Figura 5.1. A Figura 5.1a apresenta um potencial em azul com

um tunico setor topolégico e um potencial em laranja com trés setores topoldgicos; ja a Figura 5.2a apresenta
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(a) (b)

Figura 5.2: Solugdes kink para n = 2. (a) Solucao kink para a = 1 (m = 0) em azul e soluges kink para
a=3 (m=0,1,2) em laranja. (b) Solugdes kink para a = 2 (m = 0,1) em verde e soluges kink para a = 4

(m=0,1,2,3) em ciano.

uma solugao kink em azul, correpondente ao potencial em azul da Figura 5.1a, e trés solugoes kink em laranja,
correspondentes aos trés setores topolégicos presentes no potencial em laranja da Figura 5.1a. A Figura 5.2b
apresenta duas solucoes kink em verde, correspondentes ao potencial representado na Figura 5.1b em verde,
e quatro solugdes kink, correspondentes aos quatro setores topoldgicos representados no potencial em ciano

na Figura 5.1b.

Vamos considerar a expressao (5.1) e a relagao (2.22) para obter a densidade de energia das

solugdes em sua forma geral, que é [88]:
,, Sin’ (W) sech?(z)

a? [n  eos? (e(mm)} 2

pa(i) = (59)

De forma semelhante as solucgoes, a densidade de energia de cada modelo é obtida somente da
expressdo (5.9). A Figura 5.3 apresenta a densidade de energia (5.9) relacionada & cada solugdo kink na
mesma representagao de cores, ou seja, a Figura 5.3a representa a densidade de energia do kink para a = 1
e m = 0 na cor azul e a densidade de energia das solugoes kink para a = 3 e m = 0,1,2 na cor laranja; a
Figura 5.3b a cor verde representa a densidade de energia das solucoes para a =2 e m = 0,1 e a cor ciano

representa a densidade de energia das solucoes kink paraa=4e m=0,1,2,3.

O procedimento de andlise de estabilidade linear nos fornece uma expressao geral para os po-

tenciais de perturbagdo que surgem a partir de cada teoria obtida para cada valor de a. A expressido geral
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(a) (b)

Figura 5.3: Densidade de energia das solugdes kink para n = 2. (a) Densidade de energia da solugdo kink
paraa =1 (m = 0) em azul e densidade de energia das solugoes kink para a = 3 (m = 0,1,2) em laranja. (b)
Densidade de energia das solugoes kink para a = 2 (m = 0,1) em verde e densidade de energia das solugoes

kink para a =4 (m =0,1,2,3) em ciano.

do potencial de perturbagao é [88]:

cotg (Lm)jmw) {n — 2+ cos? <7G(I)jm”)}

n — cos? (79(“:)'”””)

Uy(z) = 1 — 2sech?(x) + %sech(m) tanh(x)

B sech?(z)

na?

o(z) + mw) {n(4n —5) + cos? (W)} (5.10)

[n — cos? (79@)'“’”)} ’

A Figura 5.4 apresenta o potencial de perturbagao para cada solugao kink de cada setor to-

n—2—|—c052<
a

poldgico, sendo que na Figura 5.4a temos o potencial de perturbagao para a solugao kink coma =1e m = 0.
Este é o caso onde hé somente um setor topoldgico e, portanto, somente uma solucao kink. Para teorias
com mais de um setor topoldgico o potencial de perturbagao de cada solugao kink muda quando z — —x, o
que fica evidenciado nas Figuras 5.4b, 5.4c e 5.4d, que mostram o potencial de perturbagao associado a cada

solucao kink de seus respectivos setores topolégicos.

Associado ao potencial (5.1), temos uma equacdo do tipo Schrédinger independente do tempo
que, conforme visto na segao 2.5, sempre possuird solugoes para o autovalor nulo w? = 0. Uma forma geral de
obter a solugao associada ao autovalor nulo é através da expressao (2.59). Neste caso, a solugdo normalizada
¢é dada por [88]

Jm sin (W) sech(z)

s a [n — cos? (9(:c);-m7r)} ' (5.11)

A Figura 5.5 apresenta o perfil das solugoes (5.11) para cada valor de a. A Figura 5.5a apresenta
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(c) (d)

Figura 5.4: Potencial de perturbagao das solugoes kink para n = 2. (a) Potencial de perturbacao para a = 1
e m = 0. (b) Potencial de perturbacgéo para a = 2 e m = 0,1. (c) Potencial de perturbacdo para a = 3 e

m =0,1,2. (d) Potencial de perturbagdo paraa =4e m=0,1,2,3.

(a) (b)
Figura 5.5: Solugoes de modo zero (5.11) para n = 2. (a) Solug¢do para a = 1 (m = 0) em azul e solugoes
para a = 3 (m = 0,1,2) em laranja. (b) Solugdes para a = 2 (m = 0,1) em verde e solugoes para a = 4

(m=0,1,2,3) em ciano.



5.2 O modelo H* e suas caracteristicas 49

a solucdo paraa = 1 e m = 0 em azul e solugbes paraa = 3 em = 0,1, 2 em laranja. A Figura 5.11b apresenta

as solucoes para a =2 e m = 0,1 em verde e solugoes para a =4 e m =0,1,2,3 em ciano.

5.2 O modelo H? e suas caracteristicas

Nesta segao, vamos estudar o modelo H* descrito pelo potencial (5.3) [88]:

Vi(6) = 5-[1 — (n— 1) sinh*(9)]" (5.12)

No limite n = 2 o potencial (5.12) se transforma no potencial descrito em [116]. O potencial resultante é
conhecido como modelo ¢* hiperbélico, pois para pequenos valores de ¢ reencontramos o potencial do modelo
o

Considerando o potencial (5.12) e a relagdo (2.8), a equagao que governa a dindmica das solugoes

do modelo H* é dada por

52 92 E(n — 1) sinh(¢) cosh(¢)[1 — (n — 1) sinh?(¢)] = 0. (5.13)

Na Figura 5.6a podemos ver o potencial (5.12), em azul, para n = 2 e o potencial do modelo
¢*, em laranja. Para pequenos valores de ¢ os potenciais se aproximam. Na Figura 5.6b podemos ver o
potencial (5.12) para diversos valores de n. Conforme aumentamos o valor de n, a barreira do potencial se

torna menor e seus minimos se aproximam. Os minimos do potencial estao localizados em

Gmin = tarctanh (%) . (5.14)

(a) (b)

Figura 5.6: (a) Potencial H* para n = 2 em azul e potencial ¢* em laranja. (b) Potencial H* para diversos

valores de n.

Como a = 1, m pode assumir os valores m = 0,1, nos fornecendo as solucoes estaticas que

conectam os minimos do potencial (5.12). Para m = 0 temos a solugdo kink e para m = 1 temos a solugao
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(a) (b)

Figura 5.7: (a) Solucao (5.15): kink em azul, com m = 0, e antikink em laranja, com m = 1. (b) Solugdo

(5.15) com m = 0, para diversos valores de n.

antikink. As solucdes estéticas associadas ao modelo H* sdo dadas por

¢ = arctanh {cos[arccos(tanh(z)) + mn]}. (5.15)

A Figura 5.7a mostra as solugoes (5.15) do modelo H*, sendo o kink com m = 0, e o antikink,

com m = 1, ambas com n = 2. Na Figura 5.7b temos a solucao kink para diversos valores de n.

Os limites assintéticos das solugdes tendem aos minimos do potencial, conectando-os. Os limites
assintéticos das solugoes sao dados por ¢(x — +oo) = tarctanh (%) A carga topoldgica das solugoes é

diferente de zero e varia com o parametro n, podendo ser calculada através de

1 1 1 1 1
[ h( — - hl — | = h(—]. 1
Qr 2arctan (ﬁ) + 2arctan (ﬁ) arctan (\/ﬁ) (5.16)

Logo, temos solucoes topoldgicas.

Através da Figura 5.7b é possivel ver que, conforme aumentamos o valor de n, as solugoes kink
possuem limites assintdticos mais préximos da origem, concordando com o que ocorre com os minimos do
potencial. Para obter uma solugéo viajante, aplicamos um boost de Lorentz. O kink de (5.15), se torna

¢(x) = arctanh {\}5 tanh[y(x 4+ xg — vit)]} , (5.17)

onde v é o fator de Lorentz, que depende somente da velocidade inicial: v = 1/4/1 — vZ.

A densidade de energia das solucoes é obtida através da expressao (5.9). Neste caso, para a = 1

e m = 0, a forma analitica da densidade de energia é dada por

[tanh?(z) — 1]2

[tanh?(z) — n]2 (5.18)

p(x) =n
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(a) (b)

Figura 5.8: (a) Densidade de energia da solucao kink de (5.15) para diversos valores de n. (b) Energia da

solugao kink de (5.15) em fungao de n.

Figura 5.9: Potencial de perturbagao (5.19) para diversos valores de n.

A Figura 5.8a apresenta a densidade de energia (5.18) para diversos valores de n e a partir
dela é possivel ver que densidade de energia é simétrica e finita em torno da origem. E possivel identificar
que, conforme aumentamos o valor de n, a densidade de energia se torna menor, indicando que a energia
das solugoes também diminui. Isto estd de acordo com o encontrado para as solucoes e para o potencial.
Conforme ja foi mostrado, para valores maiores de n, a barreira do potencial se torna menor e os limites
assintéticos das solugbes se tornam préoximos a origem. Dessa forma, a energia que as solucbes precisam
para ir de um minimo a outro também se torna menor. O grafico da energia da solugao kink em funcao do
parametro n é mostrado na Figura 5.8b, onde é possivel verificar que a energia diminui conforme o valor de

n aumenta. A energia é obtida através da integragao espacial da densidade de energia.

O procedimento de estabilidade linear nos fornece o seguinte potencial de perturbacao:

~ 2(n— 1)[tanh*(z) 4 3n tanh?(z) — 3 tanh®(z) — n]
U(z) = ftanh®(z) — nf? . (5.19)
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Figura 5.10: Solugdo de modo zero do modelo H* para diversos valores de n.

O potencial (5.19) muda consideravelmente sua forma para uma determinada regido de valores

de n.

A Figura 5.9 apresenta o potencial de perturbacdo (5.19) para diversos valores de n, onde é
possivel notar que quando n se aproxima de 1, um novo pico de maximo local comega a aparecer. Essa
consideravel mudanga em sua forma pode indicar que o nimero de autovalores e autofungoes da equacao do

tipo Schrodinger associada pode variar em funcao de n.

As solugoes de modo zero sdo obtidas a partir da expressao (2.59) e sao dadas por:

sech(z)4/1 — tanh?(z)

n — tanh?(z)

Yo =/n (5.20)

O perfil da solugao de modo zero em funcao de n é apresentado na Figura 5.10.

5.3 Colisoes kink-antikink do modelo H*

Em razao do potencial de perturbacao do kink no modelo H* apresentar simetria Z, (ou seja,
invariante sob a transformacdo x — —x), os resultados decorrentes do processo de colisdo de suas solugoes
topolégicas serao os mesmos, nao importando se as configuragoes iniciais correspondem a colisao kink-antikink
ou antikink-kink. Portanto, para o estudo dos fendomenos decorrentes da colisao das solugoes, é suficiente

considerarmos apenas uma das configuragoes iniciais.

Nesta secio vamos realizar colisdes kink-antikink do modelo H*, através da resolucdo numérica
da equacao (5.13). Sdo utilizados os métodos numéricos de Runge-Kutta de 42 ordem, para a parte temporal,
com passo de §t ~ 0.5, e o método de diferencas finitas centradas de 42 ordem para a parte espacial, com

passo de dx =~ 0.9. Como condigoes iniciais, utilizamos o perfil inicial do par kink-antikink e sua derivada
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Figura 5.11: Perfil inicial do par kink-antikink do modelo H* para diversos valores de n.

temporal:

1
bpr = O(x, 20,0, n,t = 0) + ¢z (x, —x0, —v;, N, t = 0) — arctanh (\f) , (5.21)
n

ék,; = ék(m,wo,vi,n,t =0)+ é,;(m, —x9, —vi,n,t = 0). (5.22)

O termo arctanh (ﬁ), presente em (5.21), varia com o valor do pardmetro n e é responsdvel
por fazer com que os limites assintéticos do perfil inicial coincidam com os minimos do potencial, que também
variam com n. As condigoes de contorno sao os limites assintéticos do perfil inicial e sua derivada temporal:
opi(x = £o00) = —arctanh (ﬁ) e qﬁk,;(x — +00) = 0. O perfil inicial do par kink-antikink é apresentado

na Figura 5.11 para diversos valores de n.

Os fendmenos decorridos das colisoes kink-antikink do modelo H* sao as j4 estabelecidas janelas
de n-bounce, que tém sua espessura diminuida e se acumulam conforme a velocidade inicial da colisdo se
aproxima da velocidade de uma janela inferior; a partir da velocidade critica, ocorre somente one-bounce; o
estado de bion, que sempre ocorre para velocidade iniciais suficientemente pequenas e estd presente entre as
janelas de n-bounce; e aparecem estados oscilatérios que nao estao presentes nas colisoes das solugoes dos

modelos sine-Gordon, ¢* e ¢%, até aqui estudados.

O modelo H* passa por mudancas significativas quando o parametro n varia. Antes da realizacao
das colisdes, é necessario estabelecer os valores de n que serdo adotados. A restricdo a respeito de n, para
a obtengao de solugoes topoldgicas, é n > 1. Portanto, existe uma infinidade de valores possiveis de serem
adotados. Levando em consideracao que os fenomenos decorrentes das colisbes das solugoes é diretamente
relacionado ao modo translacional e aos possiveis modos vibracionais que a equagao do tipo Schrédinger pode
apresentar, nos convém adotar valores de n para os quais o potencial de perturbacao passa por mudancas

significativas. Também é 1til adotar valores de n para os quais a forma do potencial j4 nao passe por tantas
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Figura 5.12: Janelas de two-bounce, em azul, e one-bounce, em vermelho, do modelo H* em funcdo de n. A

regiao branca corresponde a fenémenos de n-bounce, estado de bion ou pulsos oscilatorios.

mudancas, pois assim teremos os fenémenos que ocorrem numa regido bem caracterizada.

A Figura 5.12 apresenta as janelas de two-bounce em azul e one-bounce em vermelho. A regiao

branca da figura corresponde aos comportamentos de n-bounce, bions ou pulsos oscilatorios.

No lado esquerdo da Figura 5.12 podemos ver o aumento no valor da velocidade critica a medida
que o valor de n cresce. Além disso, as janelas de two-bounce diminuem em quantidade conforme o valor do
parametro n diminui. E possivel realizar essa idenficacao através da diminuicao de linhas azuis. Por outro
lado, quando analisamos o lado direito da Figura 5.12, é possivel ver que o parametro n diminui, porém a

velocidade critica aumenta e janelas de two-bounce surgem e diminuem.

Vamos considerar agora a quantidade de modos vibracionais,N,,, conforme n diminui, apresen-
tados na Figura 5.13. Na regiao 2.1 < n < 2.3, o niimero de modos permanece o mesmo (N,, = 2) e as janelas
de two-bounce comegam a ser suprimidas. Na regiao 1.563 < n < 2.1, onde existe total supressao das janelas

de two-bounce, o nimero de modos aumenta (N, = 3). Na regido 1.168 < n < 1.563, continuamos com
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(a) (b)

Figura 5.13: Numero de modos vibracionais em fungido de n. (a) Regido 1.01 < n < 1.1. (b) Regido

1.0l <n<24.

a mesma quantidade de modos (IV,, = 3) as janelas de two-bounce aparecem e sdo suprimidas novamente.
Estes resultados indicam que a quantidade de modos pode nao ser diretamente responsavel pela supressao das
janelas de two-bounce. Para um estudo mais aprofundado, poderiamos considerar a frequéncia de cada modo,
porém este estudo nao sera realizado no trabalho e fica como perspectiva para um trabalho futuro. Para
valores de n mais préximos a 1, a quantidade de modos comega a aumentar, o que implica que o mecanismo
de troca de energia pode se tornar mais dificil e entao as janelas de two-bounce serem suprimidas novamente.

Para o modelo H* consta ainda que existem sete modos para n = 1.0005 e onze modos para n = 1.0000005.

Para estudar as janelas de two-bounce mostradas na Figura 5.12 vamos caracteriza-las através
de sua ordem, definida através do numero de oscilagoes que as solugbes apresentam entre as duas colisoes.
A ordem da i-ésima janela de two-bounce serd representada por k;, onde i = 1,2 e 3. Neste capitulo, vamos
estudar somente até a terceira janela de two-bounce para alguns valores de n. Esta caracterizagao ¢ realizada,
pois nem sempre a primeira, segunda e terceira janelas de two-bounce sao de ordem 1, 2 e 3. Estas variagoes

ocorrem em func¢do de n.

Inicialmente, vamos considerar a Figura 5.14, que apresenta o tempo da primeira, segunda e
terceira colisdo das solucdes kink-antikink do modelo H* para n = 6. Esta figura apresenta um padrao de
janelas de two-bounce semelhante ao encontrado para o modelo ¢*. O estudo das janelas de two-bounce em
funcao de n é 1til através desta representacao pois ela permite identificar a supressao das janelas de maneira

lidica, por meio do surgimento de falsas janelas.

Agora vamos realizar colisdes na primeira e segunda janela de two-bounce para identificar quais
as ordens das janelas e explanar a caracterizacao que sera realizada neste trabalho. A Figura 5.15 apresenta
colisoes kink-antikink na primeira e na segunda janela de two-bounce mostradas na Figura 5.14. A Figura

5.15a apresenta uma colisao na primeira janela, sendo de ordem k; = 1, pois existe apenas uma oscilagao
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Figura 5.14: Tempo da primeira (linha azul), segunda (linha vermelha) e terceira colisdo (linha amarela) das

solucdes kink-antikink do modelo H* para n = 6.

n k1 U1 Vg Av Ver

1 | 0.1085 | 0.1225 | 0.014 | 0.1975

4 1 | 0.044 | 0.0568 | 0.0128 | 0.1618
23 | 6 |0.0612 | 0.062 | 0.0008 | 0.0782
2.25 | 6 | 0.0568 | 0.0574 | 0.0006 | 0.0744
2.2 | 6 | 0.0524 | 0.0528 | 0.0004 | 0.0706

2.1 | 11 | 0.0543 | 0.0544 | 0.0001 | 0.0637

Tabela 5.1: Relacao do pardametro n com a velocidade critica v, ordem kyp, velocidade v, e velocidade va,

da primeira janela de two-bounce e com o intervalo de velocidades (ou espessura) Av de cada janela.

entre as duas colisoes. A Figura 5.15b apresenta uma colisao na segunda janela, sendo de ordem ko = 2,
pois existem duas oscilagoes entre as duas colisoes. Esta é a caracterizagao de ordem de janelas que serao

estudadas neste trabalho.

A menor velocidade possivel de uma determinada janela de two-bounce sera representada por
v1, enquanto que, a maior possivel, serd representada por v,. Neste sentido, a espessura de uma determinada

janela de two-bounce serd dada por Av = vy — v1.

Os fendmenos para outros valores de n sdo mostrados na Tabela 5.1, que o relaciona com a
velocidade critica v.,., com a ordem k;, velocidade vq, velocidade v2 e com o intervalo de velocidades (ou

espessura) Av da primeira janela de two-bounce.

A primeira coluna da Tabela 5.1 apresenta os valores de n. A segunda coluna mostra a ordem



5.3 Colisées kink-antikink do modelo H* 57

(a) (b)

Figura 5.15: Colisdo kink-antikink do modelo H* para n = 6. (a) Colisdo para v; = 0.115, na primeira janela

de two-bounce. (b) Colisdo para v; = 0.157, na segunda janela de two-bounce.

da primeira janela de two-bounce, associada a cada valor de n. Para os valores de n = 6 e n = 4 a primeira
janela de two-bounce encontrada é de primeira ordem. Na Figura 5.16a (n = 4) é possivel ver que apesar
da primeira janela de two-bounce ser de primeira ordem, existe um intervalo de velocidades muito grande
entre a primeira e segunda janela de two-bounce, o que nao existe para n = 6. Para os valores de n = 2.3
até n = 2.2, a primeira janela de two-bounce é de sexta ordem, havendo uma supressao nas janelas de ordem
inferior. O padrao sempre presente é que conforme n diminui, a ordem da primeira janela de two-bounce se

torna cada vez maior e a espessura de todas as janelas e a velocidade critica diminuem.

A Figura 5.16 mostra o tempo da primeira, segunda e terceira colisao para outros valores de n.
A partir da Figura 5.16b (n = 2.3), Figura 5.16¢ (n = 2.2) e da Tabela 5.1, é possivel ver que a ordem da
primeira janela de two-bounce é a mesma para os valores de n, porém a Figura 5.16c apresenta uma supressao
da segunda, terceira e sexta janela de two-bounce, levando-as a se tornarem falsas janelas. Para valores de n
em torno de 1.8 as janelas de two-bounce sao totalmente suprimidas, restando apenas falsas janelas, conforme

pode ser visto na Figura 5.16d.

A Figura 5.17 mostra o tempo da terceira colisdo para alguns valores de n em fun¢do da veloci-
dade inicial. Esta figura representa o surgimento de uma das falsas janelas de two-bounce mostrada na Figura
5.16c. Para entender isto, basta considerarmos que conforme n diminui, a segunda janela de two-bounce mos-
trada na Figura 5.16b se torna uma falsa janela, mostrada na Figura 5.16c. Esta transicao é apresentada na

Figura 5.17.

Como observado na Figura 5.12, a partir da diminui¢do de um certo valor de n a velocidade
critica passa a aumentar e as janelas de two-bounce reaparecem e desaparecem novamente. A Tabela 5.2
relaciona os valores de m nesta faixa de valores com a ordem e espessura das janelas e velocidade critica.

Para n = 1.563 podemos ver que a primeira janela é de ordem k; = 4, indicando que diversas janelas foram
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Figura 5.16: Tempo da primeira (linha azul), segunda (linha vermelha) e terceira colisao (linha amarela).

(a)n=4,b)n=23,(c)n=22¢e(d) n=18.

recuperadas, em comparacao a n = 2.1. Para n = 1.4, a primeira janela de two-bounce é de primeira ordem e
a velocidade critica aumenta, porém, conforme n diminui, a espessura da primeira janela de two-bounce sofre

uma oscilagao: a espessura aumenta até n = 1.247 e diminui para valores menores de n.

A Figura 5.18 apresenta o tempo da primeira, segunda e terceira colisao em fungao da velocidade
inicial, para n = 1.563,1.405,1.247 e 1.168. A Figura 5.18a, onde a primeira janela de two-bounce é de quarta
ordem, apresenta algumas falsas janelas de two-bounce e é possivel identificar que algumas janelas de two-
bounce sao recuperadas em comparagao a Figura 5.16d. Através da Figura 5.18b, onde a primeira janela
de two-bounce é de primeira ordem, é possivel identificar uma falsa janela de two-bounce entre a primeira
e segunda janela de two-bounce, que nao estd presente na Figura 5.18c. A Figura 5.18c néo apresenta
falsas janelas de two-bounce e algumas janelas de two-bounce sao recuperadas. Por outro lado, a Figura
5.18d apresenta uma diminuigao significativa na quantidade de janelas de two-bounce. Para n = 1.0005 e
n = 1.0000005 nao foram encontradas janelas de two-bounce. Entretanto ha o surgimento de uma janela de

siz-bounce com espessura Avg = 0.0009, de v; = 0.2137 a vo = 0.2146, para n = 1.0005 e uma janela de
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Figura 5.17: Surgimento de falsa janela de two-bounce em funcao de n e v;.

n k1 U1 Vg Av Ver
1.563 | 4 | 0.0829 | 0.0836 | 0.0007 | 0.0985
1.405 | 1 | 0.0995 | 0.1035 | 0.0040 | 0.1406
1.247 | 1 | 0.1301 | 0.1404 | 0.0103 | 0.1921
1.168 | 1 | 0.1829 | 0.1905 | 0.0076 | 0.2490

Tabela 5.2: Relagao do pardametro n com a velocidade critica v, ordem ki, velocidade v; e velocidade wvo,

da primeira janela de two-bounce, bem como o intervalo de velocidades (ou espessura) Av de cada janela.

five-bounce com espessura Avs, de v; = 0.2244 a vy = 0.2285, para n = 1.0000005.

Conforme mostrado nas Figuras 5.16 e 5.18 e nas Tabelas 5.1 e 5.2, a supressao e o reapareci-
mento das janelas de two-bounce nao ocorrem especificamente da janela de mais baixa ordem para janelas
de ordem superior, pois as variagoes de n implicam o desaparecimento e surgimento da segunda e terceira

janela sem qualquer padrao aparente.

Uma andlise mais profunda da ordem das janelas em funcgado de n pode ser feita com base na
Tabela 5.3, que relaciona alguns valores de n com a ordem da primeira, segunda e terceira janela de two-
bounce. Para n > 4 nao existe supressao de janelas. No entanto, destaca-se que a segunda janela estd bem
mais distante da primeira para n = 4 do que para n = 6, conforme pode ser visto nas Figuras 5.16a e 5.17.
Para n = 2.3 as janelas até quinta ordem sao suprimidas e as demais seguem em ordem crescente. Para
n = 2.25 a primeira e segunda janela sao em ordem crescente, k1 = 6 e ko = 7, porém k3 = 9, indicando que
a antiga terceira janela, de oitava ordem, foi suprimida. Para n = 2.2 ficamos somente com a primeira janela

com mesma ordem k; = 6, a segunda se torna de ordem ks = 9 e a terceira de ordem k3 = 10. Uma alteracao
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Figura 5.18: Tempo da primeira (linha azul), segunda (linha vermelha) e terceira colisdo (linha amarela).

(a) n =1.563, (b) n = 1.405, (¢) n = 1.247 e (d) n = 1.168.

ainda mais acentuada na ordem das janelas ocorre para n = 2.1, onde a primeira janela é de ordem k; = 11,
a segunda é de ordem ko = 14 e a terceira chega a ser de ordem k3 = 23. Para os valores de n = 1.563, 1.405,

1.247 e 1.168, as janelas reaparecem.

Vamos apresentar agora colisoes que levam a aniquilagao das solugoes e geram pulsos oscilatérios.
A Figura 5.19 mostra a colisdo kink-antikink levando a criacdo de pulsos para dois valores de n. A Figura
5.19a apresenta a colisao para n = 1.0005 e v; = 0.25, cendrio onde o potencial de perturbacao de cada
solugao apresenta sete modos vibracionais. Este resultado leva a aniquilacao das solugoes e a criagao de cinco
pulsos oscilatérios. A Figura 5.19b apresenta a colisdo para n = 1.168 e v; = 0.1987. Neste cendrio existe a

criagao de dois pulsos oscilatérios e cada solugao possui trés modos vibracionais.

Outra caracteristica que o modelo apresenta é a forma como a variacdo de n influencia a ve-
locidade critica. A Figura 5.20 aprensenta a variagao da velocidade critica em funcao do parametro n.

Para valores de n bem proximos de 1, a velocidade critica se torna cada vez maior, se estabelecendo em
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n|6|4]23]225]22] 211563 | 1405 | 1.247 | 1.168 | 1.089
Fi|1]1] 6 6 6 11 4 1 1 1 1
ke | 22| 7 7 9 14 8 3 2 2 3
ks | 3]13] 8 9 10 | 23 12 4 3 3 4

Tabela 5.3: Relagao do parametro n com a ordem k1, ks e k3.

(a) (b)

Figura 5.19: (a) Criagao de pulsos oscilatérios através da colisdo kink-antikink no modelo H*. (a) Colisdo

para n = 1.0005 e v; = 0.25. (b) Colisdo para n = 1.168 ¢ v; = 0.1987.

Figura 5.20: Velocidade critica do modelo H* em funcdo do parametro n.
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Ver = 0.2766. Conforme n vai aumentando, velocidade critica vai se tornando menor e tem seu valor minimo
em torno de n = 1.9: v, = 0.0571. Para valores de n maiores que 1.91 a velocidade critica passa a aumentar

e tende a se estabilizar em v, = 0.26. Paran =5 x 10° e n = 5 x 10% encontramos ve, = 0.26.

5.4 O modelo H® e suas caracteristicas
Vamos considerar o modelo H®, descrito pelo seguinte potencial [88]:

V(p) = %tanh2(q§)[1 — (n — 1)sinh®(¢)]?. (5.23)

De acordo com a equagdo (2.8) é possivel obter uma equagio que governa a dindmica do modelo
H® quando consideramos a derivada do potencial (5.23) e o inserimos na mesma. Portanto, a equacio que

governa a dindmica do modelo H® é

ng - % — tanh(¢)(1 — tanh®(¢))[1 — (n — 1) sinh®(¢)]?
—2tanh®(¢) sinh(¢) cosh(¢)(n — 1)[1 — (n — 1) sinh?(¢)] = 0. (5.24)

Para n = 2 e ¢ suficientemente pequeno o potencial (5.23) se torna o potencial ¢%. Na Figura
5.21a é apresentado o potencial (5.23) em laranja e o potencial ¢% em azul, onde é possivel ver que para

valores de ¢ préximos a zero as linhas se sobrepéem e os potenciais se aproximam dos mesmos valores.

A Figura 5.21b apresenta o potencial (5.23) para diversos valores de n. E possivel identificar

que 0 MNimo @5, = 0 se mantém, enquanto os outros minimos de afastam para valores menores de n.

(a) (b)

Figura 5.21: (a) Potencial H® para n = 2 em laranja e potencial ¢% em azul. (b) Potencial H® para diversos

valores de n.

E evidente que os minimos devem depender de n. Estes sdo obtidos através da expressao (5.7)
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(a) (b)

Figura 5.22: Solugoes kink e antikink do modelo H® para n = 2 (a) Solucio kink em azul e solugao antikink
em laranja, do primeiro setor topoldgico; (b) Solugdo kink em azul e solucdo antikink em laranja, do segundo

setor topologico.

€ sao dadOS por
¢_ in — 7arC(aIlh —— (z) in — O € ¢+ in — arclanh —— (5 25)
min \/ﬁ k) Omain man \/ﬁ . .

As solugoes topoldgicas associadas ao potencial (5.23) sdo dadas pela expressao (5.8), através
dea=2em=0,1,2 e 3. Os valores de m = 1,2 fornecem as solucgoes kink e antikink do segundo setor
topoldgico, enquanto os valores m = 0,3 fornecem as solugoes kink e antikink do primeiro setor topoldgico.
Vamos caracterizar o primeiro setor topoldgico através do par que possui a solugao kink com limite assintético
¢(x — o00) > 0. Em contrapartida, o segundo setor topoldgico serd caracterizado através da solugao kink

com limite assintético ¢(x — oo) = 0.

Em relacao a atribuicao de indices para identificar o tipo de solugao e em qual setor topolégico
estd inserida, vamos considerar a forma como as solugoes interpolam os minimos do potencial. As solugoes
kink do primeiro setor interpolam os minimos de 0 a um valor positivo dependente de n. Portanto, as solucoes
do tipo kink do primeiro setor serao identificadas como ¢y (0,,). No caso das solugoes antikink do primeiro
setor a identificagao sera Pk(n,0)- Para o segundo setor topoldgico utilizaremos ¢(_n,0) para as solugoes do

tipo kink e ¢g g, _,) para as solugoes do tipo antikink.

As solucgoes kink e antikink do primeiro setor sdo dadas respectivamente por

1

b0 = arctanh { cos [2arcc\o/sétanh(ﬂc))] } ’ (5.26)
Tl

P(n,0) = arctanh { = [Qarcc\o/sﬁ(tanh(x))] } . (5.27)



n
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Figura 5.23: Solucao kink do modelo HS para diversos valores de n.
Solugao o(x — 00) d(r = —o0) Qr
®r(0,n) arctanh (ﬁ) 0 %arctanh (ﬁ)
Pk(n,0) 0 arctanh (%) —%arctanh (ﬁ)
O(=n,0) 0 —arctanh (ﬁ) %arctanh (ﬁ)
®k(0,—n) | —arctanh (ﬁ) 0 —%arctanh (ﬁ)
Tabela 5.4: Cargas topolégicas das solucoes estaticas do modelo HS.
As solucgoes kink e antikink do segundo setor sdo dadas respectivamente por
sin [Larccos(tanh
Pr(—n0) = —arctanh{ o [2 - \/ﬁ( - (I))] ) (5.28)
cos [Larccos(tanh
Pr(0,—n) = arctanh{ [zarccos(tanh(z)) . (5.29)

O perfil das solugoes (5.26), (5.27), (5.28) e (5.29) sdo mostrados na Figura 5.22. As solugoes

kink sao mostradas em azul e as solugoes antikink em laranja. Na Figura 5.23 é mostrado a solucao kink

(5.26) para diversos valores de n. E possivel ver que conforme o valor de n aumenta, os limites assintéticos

¢(z — 00) se tornam mais préximos de zero e os limites assintéticos ¢(xz — —o0) convergem para o minimo

em comum do potencial ¢,,;, = 0, concordando com o mostrado na Figura 5.21b.

A partir do perfil das solugbes mostrado na Figura 5.22 é evidente que cada solugdo possui

um limite assintdtico igual e outro limite assintético diferente de zero. Isto nos permite classifici-las como

solucdes topolégicas. A Tabela 5.4 apresenta a carga topolégica de cada solucio do modelo H® em funcao

do parametro n.

Para obtermos uma solucdo viajante que nao varie sua forma com o passar do tempo, mas
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(a) (b)

Figura 5.24: (a) Densidade de energia da solugdo kink (5.26) para diversos valores de n. (b) Energia da

solugdo kink (5.26) em funcao de n.

somente sua posi¢ao, aplicamos um boost de Lorentz. A solucao kink (5.26) se torna:

(5.30)

Pr(0.n) = arctanh { cos [arccos(tanh(y(z + o — vit)))] }
k(0,n) — 7

LD
onde x( é a posicao da qual o centro do kink viaja, v; é a velocidade inicial da solucao e v é o fator de

Lorentz, definido como v =1/4/1 — v

A densidade de energia das solugoes é obtida através da expressao (5.9). Para a solugdo kink

(5.26) utilizamos m =0 e a =2 em (5.9) e obtemos:

1n {4 cos® [%arccos (;;’;}ﬁ((i; )] cosh?(z) — 8 cos? [%arccos (Sinh(a:) )} cosh® (x)}

cosh(z)
pla) = : ‘
8 cosh?(z) {cos4 (%arccos (:g;};g)) )) — 2cos? (%arccos (zgﬁg)) )) n+ nQ}

n {4 cos? [%arccos (22}}11((;)))} cosh?(z) — cos? [%arccos (2;2}11((2)))} + 1}

cosh?(x) {cos4 (%arccos (Ziﬁ%?))) — 2 cos? (%arccos (zg:ﬁ((g)) n+ nQ} .

+ (5.31)

A Figura 5.24a apresenta a densidade de energia da solugao kink (5.26) para diversos valores de
n. E possivel ver que conforme n aumenta, a densidade de energia diminui. Consequentemente a energia da
solucao, obtida através da integragao da densidade de energia, diminui. Na Figura 5.24b é possivel ver como

a energia varia em funcao do parametro n.

O potencial de perturbacao para o presente modelo é obtido através da expressao (5.1), uti-

lizando @ = 2. Para a solugao kink do primeiro setor, ou seja, para m = 0, este potencial é dado pela
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(a) (b)

Figura 5.25: (a) Potencial de perturbagao (5.32) da solugado kink (5.26) para diversos valores de n. (b) Modo

zero 5.33 para diversos valores de n.

expressao
U@) 3 cos® [% arccos (zg;}ﬁ((?) )] — 10n cos® [% arccos (zg;}ﬁ((g )] + 15n2 cos* [% arccos (Z;’;};l((g )}
x) = '

cost [% arccos (z’gig))} — 2n cos? B arccos (zi}ﬁggﬂ +n?
—4n cos? [% arccos (zg:ﬁ((? )} + cos? [% arccos (jg;i((ﬁ; )} — 12n2 cos? [% arccos (72102?1((3 )}

cos? {2 arccos (fo;}ﬁﬁf; )] — 2n cos? [ arccos (Z:::}ll((g)} + n?

sinh(x) 2

. 6n cos? {5 arccos (Cosh(l_)ﬂ +n (532)
cos? [l arccos (Sinh(w) )} — 2n cos? [l arccos (Sinh(m) )} + n?2 .
2 cosh(x) 2 cosh(z)

A Figura 5.25a apresenta o potencial de perturbagao (5.32) para diversos valores de n. Conforme
o valor de n diminui é possivel ver que o potencial deixa de ter apenas um minimo e passa a ter dois,
também surgindo um ponto de maximo. Devido essa mudanga consideravel em sua forma, as variacoes de
n favorecem mudancas relacionadas a quantidade de autovalores e possiveis solugoes associadas & equacao
do tipo Schrédinger independente do tempo. De fato, conforme n diminui surgem diversos outros modos
de vibracao. O nimero de modos em funcao de n e os fendmenos decorridos do processo de colisao serao

mostrados na préxima segao.

Conforme ja visto, associado ao potencial de perturbagao sempre havera solugoes da equagao
do tipo Schrédinger associadas ao autovalor nulo. Para o presente modelo, as solugdes associadas a w3 = 0

sao dadas por

1 V/nsin [ arccos (2;2}}1((2)} sech(z)

2 n — cos? [2 arccos (2;2?1((:2)))]

Yo() =

(5.33)

Na Figura 5.25b é possivel ver a solugdo (5.33) para diversos valores de n.
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5.5 Sobre as colisoes das solucoes do modelo H°

Em razao do potencial de perturbacao nao ser simétrico sob a transformacao x — —x, vamos
realizar colisoes kink-antikink e antikink-kink, pois dependendo da configuragao inicial adotada, a configuragao

do potencial de perturbacao pode ser mais ou menos favordvel a presenca de modos vibracionais.

Como os setores topoldgicos do modelo HS possuem o minimo ¢,,;;, = 0 em comum, nos é
suficiente trabalhar com as solugoes somente de um setor. Neste trabalho, vamos considerar as solucoes do
primeiro setor topoldgico do modelo. Portanto, o perfil inicial das solugoes para a colisao kink-antikink é

dado pela expressao

1
brpr = O(x, 20,0, n,t = 0) + ¢z (x, —x0, —v;, N, t = 0) — arctanh <\f) , (5.34)
n

onde o termo —arctanh (ﬁ) serve para que os limites assintéticos do par das solucoes coincidam com o

minimo do potencial. A configuracao antikink-kink é dada por
O = On(x, 20, vi,n,t = 0) + ¢ (x, —x0, —vi,n,t = 0). (5.35)

Os perfis das configuragdes iniciais (5.34) e (5.35), em ¢ = 0 sdo mostrados na Figura 5.26.

(a) (b)

Figura 5.26: (a) Perfil inicial da colisao kink-antikink do modelo H® para diversos valores de n. (b) Perfil

inicial da colisdio antikink-kink do modelo H® para diversos valores de n.

Em ambos os casos, as colisoes serao estudadas através da evolugao numérica da equagao de
movimento (5.24). Para isto, utilizaremos o método de Runge-Kutta de 42 ordem para desenvolver a parte
temporal, com passo de 6t =~ 0.5, e o método de diferencas finitas de 42 ordem para desenvolver a parte
espacial, com passo de dx = 0.9. Para cada colis@o, as condigoes iniciais sdo dadas através da configuracdo
inicial das solugoes: (5.34) ou (5.35); e também pela derivada temporal de cada uma destas configuracoes:

Ori € Opr- As condigbes de contorno serao dadas pelos limites assintdticos que cada configuragdo inicial
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assumir, ou seja, ¢pz(z — £00) = 0 e ¢pp(x — +00) = 0 para a configuracao kink-antikink e ¢py(z —

+00) = —arctanh (ﬁ) e qS,;k (x — +00) = 0 para a configuracao antikink-kink.

Até agora foram apresentadas as caracteristicas do modelo H® em funcao de um mesmo conjunto
de valores de n. Estes valores adotados foram escolhidos de forma que o modelo apresente deformagoes
significativas em suas caracteristicas. O exemplo mais evidente é o da deformagao do potencial de perturbagao.
Portanto, vamos trabalhar com valores de n que mudam significativamente a forma das caracteristicas do

modelo e com valores que levam a presenga de diferentes nimeros de modos de vibragao.

5.6 Colisoes kink-antikink do modelo H°

Os fenomenos decorrentes das colisdes kink-antikink para n > 1 sdo bions para velocidades
suficientemente baixas e uma mudanga no setor topolégico, no qual as solugoes estao inicialmente inseridas
para valores de velocidades maiores que a velocidade critica. Neste caso, a velocidade critica representa a
velocidade a partir da qual as solugOes passarao para o outro setor topoldgico apds a colisao. Esse com-
portamento jé era esperado, dado que cada solu¢do nao apresenta modos vibracionais. Para a configuragao
kink-antikink, o potencial de perturbagao apresenta uma barreira entre seus minimos, dificultando a presenga
de modos vibracionais adicionais. A Figura 5.27 apresenta o potencial de perturbagdo do par kink-antikink

do modelo H® para diversos valores de n.

Figura 5.27: Potencial de perturbacio do par kink-antikink do modelo H® para diversos valores de n.

A Figura 5.28 mostra a vista superior da colisdo kink-antikink. A Figura 5.28a indica a mudanga
de fase apds a colisao para n = 1.05 e v; = 0.1, levando as solugbes para o outro minimo do potencial. O

estado de bion é apresentado na Figura 5.28b.

Para n =~ 1, o potencial de perturbacao do par kink-antikink apresenta modos vibracionais adi-
cionais, mesmo possuindo uma barreira maior que os minimos. Para n = 1.0005 o potencial de perturbacao

do par apresenta um modo vibracional, enquanto que para n = 1.0000005, apresenta dois modos vibracionais.
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(a) (b)

Figura 5.28: Vista superior da malha 3D da evolugao espago-temporal da colisao kink-antikink do modelo
HS. (a) Colisao para n = 1.05 e v; = 0.1, mostrando a mudanca de minimo das solucdes; (b) Colisao para

n = 1.0005 e v; = 0.1, mostrando o estado de bion.

Vamos estudar colisoes kink-antikink para estes valores de n, onde as solugoes e os potenciais estarao consi-
deravelmente deformados quando comparados com sua forma para n > 1. Essa deformacao torna necessério
um valor de z( suficientemente grande, para que nao haja interferéncia entre as solugoes desde o instante
inicial da colisao, nos levando a adotar zy = 25. Para determinar os modos vibracionais foi utilizado o método

numérico de elementos finitos.

As colisbes kink-antikink para n = 1.0005 e n = 1.0000005 apresentam o comportamento de
bion para velocidades baixas e uma mudanca de setor topoldgico para velocidades superiores a velocidade

critica.

Para n = 1.0005 existem janelas de one-bounce, semelhante as estudadas em [17]. Neste caso,
existem dois comportamentos de one-bounce: no primeiro, que chamaremos simplesmente de one-bounce,
mostrado na Figura 5.28a, o fendmeno é caractericazado pelo escape para o infinito das solucoes em outro
setor topoldgico; no segundo, que chamaremos de one-bounce de segunda forma, ao colidir, as solugoes vao
para o outro setor topolégico, oscilam em torno do seu minimo e entao retornam para o setor topolégico
inicial, escapando para o infinito. Existem algumas janelas de one-bounce de segunda forma. Na Figura
5.29 sao apresentados o centro de massa do par kink-antikink no processo de colisoes para v; = 0.1752 e

v; = 0.1857, indicando colisoes na primeira e na segunda janela de one-bounce de segunda forma.

Foram encontradas cinco janelas de one-bounce de segunda forma para n = 1.0005. O nimero
de oscilagoes de cada janela de one-bounce de segunda forma aumenta e a espessura da janela diminui
conforme a velocidade inicial se aproxima da velocidade critica. A velocidade critica é v., = 0.1913. A
Figura 5.30 apresenta o nimero de oscilagoes, Nysc, que ocorrem antes do escape para o infinito no fen6meno

de one-bounce de segunda forma em funcao da velocidade inicial.
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(a) (b)

Figura 5.29: Centro de massa do campo escalar do modelo H® para n = 1.0005. Colisao kink-antikink para

(a) v; =0.1752 e (b) v; = 0.1857.

Figura 5.30: Numero de oscilagbes que ocorrem antes do escape para o infinito no fenémeno de one-bounce

em fungao da velocidade inicial.

(a) (b)

Figura 5.31: Centro de massa do campo escalar do modelo H® para n = 1.0005. Colisao kink-antikink para

(a) v; =0.1781 e (b) v; = 0.17805.
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(a) (b)

Figura 5.32: Centro de massa do campo escalar do modelo H® para n = 1.0000005. Colisdo kink-antikink

para (a) v; = 0.1 e (b) v; = 0.21863.

O fenémeno mostrado na Figura 5.29 pode ser explicado qualitativamente através do mecanismo
de troca de energia: inicialmente toda energia do par kink-antikink estd armazenada no modo translacional.
Apos a colisao, as solugdes sao levadas para o outro setor topoldgico onde comecam a oscilar, entdo parte da
energia do modo translacional é transferida para o modo vibracional e retorna, ocasionando a separagao e

escape para o infinito das solugoes.

Outro ponto de destaque é o que foi classificado como uma ”estrutura peculiar”em [17]: apés a
primeira colisao, as solugoes sao levadas para o outro setor topoldgico, oscilam em torno de seu minimo e retor-
nam para o setor topolégico inicial onde oscilam novamente e retornam para o setor topoldgico secundario,
finalmente escapando para o infinito. Este fenomeno foi encontrado somente nas faixas de velocidade de
0.17484 a 0.17486, 0.17807 a 0.17814 e na velocidade v; = 0.18594. A Figura 5.31a apresenta este fenomeno,
para v; = 0.1781.

Vamos analisar agora o centro de massa da colisao para v; = 0.17805, mostrado na Figura
5.31b. Apdés a primeira colis@o, as solugoes sao levadas para o segundo setor topoldgico, oscilam, retornam ao
primeiro setor, oscilam, vao para o segundo setor novamente, oscilam e finalmente retornam para o primeiro
setor, onde permanecem oscilando por um certo periodo até cairem num estado de bion. Este fenémeno sé
foi encontrado nesta velocidade especifica. Podemos especular que para variagoes pequenas de n, 0 processo
mostrado na Figura 5.31b ocorra sem que haja o estado de bion, ocasionando o escape para o infinito apds o

segundo retorno do segundo setor topoldgico. Contudo, esta investigagdo nao sera realizada neste trabalho.

A partir de agora vamos estudar os resultados das colisoes kink-antikink para n = 1.0000005.
Conforme ja mencionado, o potencial de perturbagao do par, para este valor de n, apresenta dois modos
vibracionais. Para velocidades baixas, encontramos estados que inicialmente oscilam, como no estado de bion,

e apds um tempo decaem em pulsos oscilatorios, com ou sem oscilagoes no centro de massa. A velocidade
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(a) (b)

Figura 5.33: Centro de massa do campo escalar do modelo H® para n = 1.0000005. Colisdo kink-antikink

para (a) v; = 0.194 e (b) v; = 0.135.

critica é v, = 0.21968 e para velocidades superiores a esta, as solugoes mudam de setor topoldgico apds a

colisao. Vamos destacar alguns resultados obtidos para velocidades préximas e inferiores a velocidade critica.

(a) (b)

Figura 5.34: Vista superior da colisdo kink-antikink do modelo H® para n = 1.0000005. Colisio para
v; = 0.217.

Os resultados apresentados na Figura 5.32 destacam o que ocorre com o centro de massa da
solucao kink-antikink, indicando as mudancgas de minimo que as solugoes passam, antes de se estabelecerem
no setor topolégico diferente do inicial. A Figura 5.32a corresponde a uma colisdo para v; = 0.1 e mostra
que as solugoes sao lancadas no segundo setor topoldgico, retornam para o primeiro setor e entao voltam
para o segundo setor, onde escapam para o infinito. Neste caso nao ocorrem oscila¢oes entre os bounces.
Ja a Figura 5.32b corresponde a uma colisao para v; = 0.21863, mostrando que as solugoes oscilam entre
o primeiro e segundo setor topoldgico, visitando cada um duas vezes antes de se estabelecerem no segundo

setor. Na primeira visita ao segundo setor, ocorrem oscilagoes antes do retorno ao primeiro setor. A Figura
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(a) (b)

Figura 5.35: Vista superior da colisdo kink-antikink do modelo H® para m = 1.0000005. Colisdo para
v; = 0.2174.

5.32a apresenta um resultado semelhante ao mostrado na Figura 5.31a.

Um comportamento intrigante é o fenémeno de three-bounce, apresentado na Figura 5.33. A
Figura 5.33a indica que as solugoes visitam trés vezes o setor topolégico secundario antes de escaparem para
o infinito no setor topoldgico inicial. Perceba que nao ha nenhuma oscilagao entre os bounces. Ja a Figura
5.33b apresenta um resultado semelhante. A diferenga ocorre devido as oscilagbes presentes na segunda visita

ao segundo setor topoldgico.

Agora vamos considerar a Figura 5.34, que representa a vista superior da colisao kink-antikink
para v; = 0.217. A Figura 5.34a e a Figura 5.34b representam uma colisdo para a mesma velocidade inicial
e mesmo valor de n. A razdo de utilizar duas figuras para representar o mesmo fenémeno ocorre devido
a utilizacdo de uma coloracao diferente, visando facilitar a identificacdo do que de fato ocorre durante o
processo. Apds a colisao acontece a total aniquilagao das solugbes e o processo evolui para a criacao de
estados oscilatérios com valores muitos préximos entre si, dificultando sua anélise através do contetdo fisico
representado pelas cores e mostrado na Figura 5.34b. Neste caso, entao, a Figura 5.34a possui uma coloragao
artificial, sem representacao dos valores assumidos pelo campo durante o processo, servindo como um meio
de idenficacao dos pulsos. Portanto, no processo de colisao apresentado na Figura 5.34, apds a colisao as
solucoes inicialmente oscilam, visitando os minimos do potencial e entao formam dois pulsos oscilatérios, que
posteriormente colidem e emanam quatro pulsos oscilatérios e um bion. Apds um tempo, o bion se transforma

em dois pulsos oscilatoérios.

Vamos apresentar o resultado encontrado para a colisao kink-antikink com v; = 0.2174 de forma
semelhante ao mostrado na Figura 5.34, ou seja, a Figura 5.35a e 5.35b representam o mesmo processo, onde
a coloragao na Figura 5.35a representa apenas uma forma de identificarmos o que ocorre no processo, visto

que apos a colisdo o campo assume valores muito préximos entre si, dificultando a anédlise dos fenémenos
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(a) (b)

Figura 5.36: Colisao kink-antikink do modelo H® para n = 1.0000005. (a) Colisdo para v; = 0.21059. (b)
Colisao para v; = 0.21816 .

encontrados, e a coloragao na Figura 5.35b representa os valores assumidos pelo campo durante o processo.

Para v; = 0.2174, o resultado indica que apds a colisao o campo oscila entre os minimos do
potencial e entao se divide em dez pulsos oscilatérios. Inicialmente, oito destes pulsos escapam para o
infinito. O par de pulsos mais préximos ao centro de massa colide apds um tempo, resultando em dois pulsos
que se espalham com um angulo de abertura grande o suficiente para colidir com outros quatro pulsos. Este
processo é melhor visto na Figura 5.35a; enquanto que na Figura 5.35b é possivel ver que todo o processo

ocorre para em valores do campo bem proximos entre si.

Estados oscilatérios aparecem para diversas velocidades iniciais, porém nao foi possivel obter
um padrao que relacionasse a quantidade de estados oscilatorios, e se estes surgiram com ou sem um pulso
central, com a velocidade inicial da colisdo. A Figura 5.36 mostra a criagdo de dois pares de pulsos oscilatérios
com comportamento mais simples que os mostrados na Figura 5.35. Na Figura 5.36a, inicialmente as solugoes
entram num estado oscilatério e decaem em um par pulsos, mantendo oscilagoes centrais que posteriormente
decaem em outro par de pulsos; enquanto na Figura 5.36b, o estado oscilatério resultante da colisao decai

imediatamente em quatro pulsos.

Apesar de nao ter sido encontrado um padrao para a criagao de pulsos, observa-se um padrao
relacionado ao numero de visitas ao setor topoldgico secundario apds a colisao e antes do decaimento em
estados oscilatérios em fungdo da velocidade inicial. A Figura 5.37 representa a vista superior do processo
de colisao, sendo a Figura 5.37a uma colisao com velocidade inicial v; = 0.2034 e a Figura 5.37b uma colisao
para v; = 0.218. A quantidade de visitas ao setor topoldgico secunddrio antes do decaimento em estados
oscilatorios pode ser idenficada através do nimero de vezes que a cor azul aparece antes do decaimento.

O processo mostrado na Figura 5.37a possui sete visitas, enquanto o processo da Figura 5.37b possui duas
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Figura 5.37: Vista superior da colisdo kink-antikink do modelo H® para n = 1.0000005. (a) Colisdo para
v; = 0.2034. (b) Colisao para v; = 0.218 .

Figura 5.38: Numero de visitas ao setor topolégico secundario antes do decaimento em estados oscilatério
em funcao da velocidade inicial. Em vermelho: 7 visitas; em laranja: 6 visitas; em amarelo: 5 visitas; em

verde: 4 visitas; em ciano: 3 visitas; em azul: 2 visitas.

visitas.

A Figura 5.38 apresenta a quantidade de visitas que o par kink-antikink fazem ao setor topoldgico
secundério antes do decaimento em estados oscilatérios. Cada cor representa uma quantidade de visitas. Em
sequéncia, a partir de duas até sete visitas, as cores correspondentes sao: azul, ciano, verde, amarelo, laranja
e vermelho. Isto quer dizer que a cor azul representa faixas de velocidades que levam o par visitar duas
vezes 0 segundo setor topoldgico antes do decaimento em estados oscilatérios, enquanto que a cor vermelha
representa faixas de velocidades que levam o par a visitar o segundo setor sete vezes antes do decaimento em
estados oscilatérios. Nesta representacao, a cor branca apresenta fenomenos sem qualquer padrao. Através

da Figura 5.38 podemos destacar que:

e existem janelas de velocidades associadas ao ntimero de visitas que o campo realizado ao outro setor
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(a) (b)

Figura 5.39: Vista superior da colisdo kink-antikink do modelo H® para n = 1.0000005. (a) Colisdo para
v; = 0.2196. (b) Colisdo para v; = 0.21963 .

topoldgico antes do decaimento em estados oscilatérios;
e conforme a velocidade aumenta, somente [ 4+ 1 oscilagoes estao na fronteira de [ oscilagoes

e o0 numero de visitas ao setor topoldgico secundario diminui para valores maiores de velocidade.

Realizando um paralelo com o mecanismo de troca de energia, poderiamos inferir que colisoes
com velocidades menores favorecem o armadilhamento das solugoes, permitindo que estas oscilem mais vezes
antes do decaimento em estados oscilatérios, devido o modo translacional ter tempo para fornecer mais
energia para os modos vibracionais. Seguindo a ideia de [28], a presenca de dois modos vibracionais tornaria
mais dificil o armazenamento de energia em um unico modo, dificultando o surgimento de fenémenos de
two-bounce e favorecendo o aparecimento de estados oscilatorios. Para o caso de velocidades maiores, o modo
translacional nao tem tempo para transmitir energia consideravel para os modos vibracionais, de forma que

leva a menos oscilagoes antes do decaimento em estados oscilatorios.

Ainda sobre colisoes kink-antikink para n = 1.0000005, foi encontrada uma pequena janela de
one-bounce de segunda forma, de v; = 0.21850 a vo = 0.21857, com duas oscilagoes no setor topoldgico
secundario, e um outro padrao préximo a velocidade critica: apds a colisao as solugoes sao levadas ao setor
topolégico secundario, onde oscilam em torno de seu minimo, em seguida as solugoes passam a alternar entre
os setores topologicos duas vezes e entao decaem em estados oscilatorios. Quanto maior a velocidade, mais
tempo as solugoes oscilam em torno do minimo do segundo setor. Este comportamento pode ser visto na
Figura 5.39a e 5.39b. Apesar de serem colisdes para velocidades bem proximas, o surgimento de estados

oscilatérios nao apresenta um padrao.
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5.7 Colisoes antikink-kink do modelo H®

No estudo de colisoes antikink-kink, encontramos uma estrutura de janelas de two-bounce seme-
lhante as ja estudadas até o momento. Neste cendrio, o potencial de perturbagao do par é mais propicio para
o surgimento de modos vibracionais. Para 1.012 < n < 1.05 encontramos quatro modos vibracionais. Utili-
zamos ainda valores de n para os quais o potencial de perturbacéo possui uma deformacao bem estabelecida:
para n = 1.0005 encontramos cinco modos e para n = 1.0000005 apresenta oito modos. O perfil do potencial

de perturbagao da configuracao antikink-kink é apresentado na Figura 5.40 para diversos valores de n.

Para n > 1, os resultados das colisdes sao semelhantes aos das colisbes para o modelo ¢,
apresentando uma estrutura que alterna entre os fenomenos de n-bounce e bion, sendo que acima da velocidade
critica ocorre somente one-bounce. Para valores de n préximos a 1 e para determinadas velocidades ocorre o
fenémeno de decaimento em estados oscilatérios apds as colistes, com ou sem o bion e levando a aniquilagao

das solugoes.

Em relagao as janelas de two-bounce, as variagoes de n no processo de colisao mostraram apenas
uma diminuicao significativa em sua quantidade, conforme n se aproxima de 1, o que ja era esperado,
pois conforme ja mencionado a presenca de modos vibracionais adicionais dificulta o mecanismo de troca
de energia, suprimindo as janelas de two-bounce. A Figura 5.41 mostra o tempo da primeira, segunda e
terceira colisdo em funcao da velocidade inicial, permitindo identificar as janelas de two-bounce nas faixas
de velocidades onde o tempo da terceira colisao diverge. A Figura 5.41a apresenta resultados para n = 1.05,
enquanto a Figura 5.41b apresenta para n = 1.0005. E possivel identificar facilmente que para n = 1.0005 o

namero de janelas de two-bounce diminui consideravelmente.

Devido a diminui¢do na quantidade de janelas de two-bounce para n ~ 1, vamos considerar
agora o estudo da ordem das primeiras trés janelas para alguns valores de n. A Tabela 5.5 relaciona o valor

de n com a i-ésima janela de two-bounce, de ordem k; e espessura Awv;.

Figura 5.40: Potencial de perturbacdo do par antikink-kink do modelo H® para diversos valores de n.
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(a) (b)

Figura 5.41: Tempo da primeira (linha azul), segunda (linha vermelha) e terceira colisdo (linha amarela).

(a) Processo para n = 1.05; (b) Processo para n = 1.0005.

n Avq Avy Avs k1 ko ks Ver
1.05 0.0036 | 0.0030 | 0.0023 1 2-3 3 0.1494
1.03762 | 0.0062 | 0.0031 | 0.0019 | 1 -2 | 2—-3 | 3—4 | 0.1680
1.02525 | 0.0018 | 0.0052 | 0.0024 1 1-2 3 0.1944
1.012875 | 0.0081 | 0.0033 | 0.0014 2 3 4 0.2364
1.0005 | 0.0049 | 0.0011 | 0.0003 1 2 3—4 | 0.3412

Tabela 5.5: Relacdo do pardmetro n com a velocidade critica, v.,., € com a ordem, k;, e a espessura, Av;, da

i-ésima janela de two-bounce.

A Tabela 5.5 relaciona o valor de n com alguns fendmenos. A primeira coluna representa os
valores de n adotados com o potencial de perturbagao do par antikink-kink apresentando quatro modos
vibracionais, com excecao de n = 1.0005, onde o potencial apresenta cinco modos. A segunda, terceira e
quarta coluna apresentam a espessura da primeira janela, segunda e terceira janela de two-bounce. E possivel
ver que as espessuras das janelas nao apresentam um padrao, aumentando e diminuindo inicialmente de
forma aleatéria, mesmo para os valores de n nos quais o potencial apresenta quatro modos. Esta possivel
aleatoriedade serd explorada a seguir. A quinta, sexta e sétima coluna apresentam a ordem k; da i-ésima
janela de two-bounce, apresentando algumas informagoes: conforme n se aproxima de 1, a primeira janela é
suprimida para n = 1.012875 e existem transi¢oes na ordem de uma mesma janela, ou seja, existem fenémenos
de two-bounce de ordens distintas numa mesma janela. A oitava coluna mostra que a velocidade critica sempre

aumenta conforme n diminui.

Para estudar o fenomenos de ordens distintas numa mesma janela de two-bounce, vamos con-

siderar colisdes que estao na segunda janela para n = 1.02525, que vai de v; = 0.1505 a v; = 0.1557, e na
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(a) (b)

Figura 5.42: Centro de massa do campo escalar no processo de colisao para n = 1.02525 com (a) v; = 0.1505

e (b) v; = 0.1557.

(a) (b)

Figura 5.43: Centro de massa do campo escalar no processo de colisdo para n = 1.0005 com (a) v; = 0.3373

e (b) v; = 0.3376.

terceira janela para n = 1.0005, que vai de v; = 0.3373 a v; = 0.3376. As velocidades de colisdo adotadas sdo
aquelas que estdo nos extremos de cada janela. A Figura 5.42 mostra o centro de massa do campo escalar no
processo de colisao para v; = 0.1505 e v; = 0.1557. E possivel ver que a Figura 5.42a representa uma colisao
de primeira ordem, enquanto que a Figura 5.42b representa uma colisdo de segunda ordem. A alteragdo na
ordem da colisao em uma mesma janela de two-bounce pode ser vista também na Figura 5.43, que apresenta
o centro de massa do campo escalar para duas velocidades que estao na terceira janela de two-bounce, para
n = 1.0005. A Figura 5.43a representa uma colisao para v; = 0.3373, de terceira ordem, enquanto que a

Figura 5.43b representa uma colisao para v; = 0.3376, de quarta ordem.

Conforme visto anteriormente, as janelas de two-bounce diminuem consideravelmente para va-

lores de n bem préximos de 1. Foram investigados e encontrados fenémenos de two-bounce até para



5.7 Colisdes antikink-kink do modelo HS 80

Figura 5.44: Namero de bounce, Ny em fungao da velocidade inicial, v;.

(a) (b)

Figura 5.45: Centro de massa do campo escalar no processo de colisdo para n = 1.0000005 com (a) v; = 0.3632

e (b) v; =0.243.

n = 1.0000005, cendrio onde existem oito modos vibracionais adicionais. Apesar do foco do estudo até agora
ter sido janelas de two-bounce, para este valor de n, encontramos uma janela de three-bounce com espessura
consideravelmente maior, quando comparada com as janelas de two-bounce apresentadas neste trabalho. Ge-
ralmente as janelas de three-bounce se acumulam préoximas as janelas de two-bounce e sao bem menores que
estas. No entanto, neste caso a janela de three-bounce é quem possui maior espessura (Av = 0.1102). Estes
resultados podem ser vistos na Figura 5.44, que relaciona o nimero de bounce em fungao da velocidade inicial

v;. Trés velocidades levam a two-bounce e a velocidade critica continua a aumentar para n cada vez menor.

A Figura 5.45 mostra o fendmeno de two-bounce, com v; = 0.3632, e o three-bounce, com
v; = 0.243, para n = 1.0000005. Na Figura 5.45a é possivel ver que existem nove oscilagoes entre as colisoes,
indicando que é um resultado de nona ordem. Por outro lado, na Figura 5.45b, nao existem quaisquer

oscilagoes entre as colisoes, indicando que é um fenémeno de three-bounce de ordem zero.

Em determinadas velocidades as colisdes também levam ao surgimento de pulsos oscilatérios e
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Figura 5.46: Vista superior da colisdo antikink-kink do modelo H® para m = 1.0000005. Colisao para
v; = 0.2174. (a) Coloragao artificial. (b) A coloragdo representa os valores assumidos pelo campo durante o

processo.

a aniquilacao total das solugoes. De maneira semelhante a como foi mostrado nas colisoes kink-antikink, a
Figura 5.46 representa a vista superior da colisao antikink-kink para v; = 0.34, sendo que a coloracao da
Figura 5.46a é escolhida para facilitar a identificagao dos pulsos originados da colisao, enquanto a coloracao da
Figura 5.46b representa os valores assumidos pelo campo durante o processo. A Figura 5.46 mostra que apds
a colisao, as solugoes entram num estado oscilatério e decaem em diversos pulsos, sendo dois destes maiores
e, consequentemente, mais faceis de se identificar. A partir destes dois pulsos maiores, diversos outros pulsos
menores sao originados e escapam para o infinito, ocasionando uma diminui¢ao nos pulsos maiores e fazendo

com eles mudem sua diregao inicial e colidam em torno de ¢ = 400.

O decaimento em estados oscilatdrios ocorre para os valores de n proximo de 1, cendrio em que
a presenca de modos vibracionais adicionais dificulta o mecanismo de troca de energia. Estruturas de estados

oscilatérios podem ser na Figura 5.47.

A Figura 5.47 apresenta resultados para o valor fixo n = 1.0005. A Figura 5.47a apresenta a
colisao para v; = 0.33 e a Figura 5.47b apresenta a colisao para v; = 0.321. E possivel ver que apds a colisao,
as solugoes inicialmente entram no estado de bion e apds um tempo este estado se divide em oscilagoes sem
preservar o um pulso central. Na Figura 5.47a sao encontrados dois estados oscilatérios sem bion e na Figura
5.47b sao encontrados 6 estados oscilatérios. Ja na Figura 5.47c, colisao para v; = 0.32, e na Figura 5.47d,
colisdo para v; = 0.322, sao encontrados quatro estados oscilatérios apds a colisao e um pulso central. E

possivel notar que os dois pares das oscilagoes da Figura 5.47d sao mais préximas que da Figura 5.47c.

Nao foram encontrados quaisquer padroes no decaimento em estados oscilatorios a partir das

colisdes antikink-kink do modelo H® em funcdo de v;. Por outro lado, conforme pode ser visto na Figura
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Figura 5.47: Vista superior do processo de colisao antikink-kink do modelo HY para n = 1.0005. (a) Colisao

para v; = 0.33; (b) Coliséo para v; = 0.321; (¢) Colisdo para v; = 0.32; e (d) Colisao para v; = 0.322.

5.47, mesmo para um valor de n fixo e para velocidades iniciais bem préoximas, os fenomenos decorrentes das

colisoes se mostram bastante distintos.
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6 Conclusao

Este trabalho apresentou um estudo de interacdo de solucoes kink e antikink e os fendomenos que
decorrem deste processo. As estruturas que surgem a partir da colisao sao: estrutura fractal, janelas de n-
bounce, estado de bion, em alguns casos a mudanga de setor topoldgico e o decaimento em estados oscilatorios.
Todos estes fenomenos dependem diretamente da velocidade inicial das solucoes. O estudo também indica
que estes fenomenos estao relacionados a presenca de modos vibracionais que cada modelo pode apresentar.
Realizamos uma revisao dos modelos sine-Gordon, ¢* e ¢%. Como objeto de estudo principal deste trabalho,
consideramos dois modelos com interacao hiperbdlica que variam em suas formas com um parametro n. Os
modelos sdo chamados de modelo H* e modelo H, pois para n — 2 e ¢ — 0 estes modelos se aproximam dos
modelos ¢* e ¢5. Para o caso de modelos com mais de um setor topoldgico e quantidade finita de minimos,

o perfil inicial da colisao, se kink-antikink ou antikink-kink, afetard os resultados da dinamica das colisoes.

O capitulo 2 é constituido do estudo dos campos escalares reais. Neste capitulo é estudado
como obter a equagao que governa a dindmica de um sistema composto por um campo escalar real em
(1,1) dimensdes a partir de uma densidade lagrangeana geral. Esta densidade lagrangeana possui um termo
caracterizado como o termo do potencial, que é o responsavel por definir distintas teorias. Em outras
palavras, uma teoria de campo escalar em (1,1) dimensées pode ser definida pelo termo do potencial presente
na densidade lagrangeana. O teorema de Noether nos permite encontrar uma expressao para a energia
das solugoes estaticas. A partir da expressao para a energia fornecida pelo teorema de Noether, utilizamos
o método de Bogomol'nyi para encontrar uma equacgao diferencial que nos permitird obter uma solugao
estatica e ter certeza que esta é de minima energia. As solugbes advindas do método de Bogomol'nyi sao
conhecidas como estados BPS. J4 obtendo uma forma de encontrar solugoes de minima energia, realizamos
uma caracterizagao destas a partir de sua carga topoldgica. Neste trabalho a carga topologica é calculada
a partir da corrente topoldgica conservada. Solugoes com carga topoldgica nula sao caracterizadas como
solugoes do tipo lump e solugdes com carga topoldgica nao nula sao caracterizadas como solugoes do tipo
kink. O processo de andlise de estabilidade linear das solugoes estaticas busca entender como as solucoes
se comportam com pequenas perturbagoes dependentes do tempo. Este estudo leva a uma equacao do tipo
Schrddinger. E a partir desta equacao que surgem os modos internos das solucoes. Todo modelo possui
um modo zero, conhecido como modo translacional e alguns podem apresentar modos adicionais, conhecidos

como modos de vibragao.

O capitulo 3 apresentou uma revisao do modelo sine-Gordon. O modelo sine-Gordon é um
modelo integravel, caracterizado por um potencial com uma funcao periédica na varidvel do campo. Dessa

forma, o modelo possui infinitos setores topoldgicos e infinitos minimos. Suas caracteristicas, tais como
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potencial, solugoes, densidade de energia das solugoes, potencial de perturbacao e modo zero, sao apresentadas
e 0 processo de espalhamento das solucoes é estudado. As colisdes indicam apenas uma mudanca de setor
topoldgico, independente da velocidade inicial. A auséncia de um fené6meno mais complexo se da devido a

integrabilidade do modelo.

No capitulo 4 realizamos uma revisao dos modelos ndo integraveis ¢* e ¢5. O modelo ¢* tem sido
exaustivamente estudado em relacao a dinamica kink-antikink. Este modelo é caracterizado por um potencial
com auto interagao de quarta ordem na varidvel do campo, que possui dois ¢,,;, = 1. Sao apresentadas
as funcoes caracteristicas do modelo: potencial, solucoes, densidade de energia das solucoes, potencial de
perturbagdo e modo zero. Os resultados do processo de colisdo concordam com os da literatura [22, 23],
indicando fenémenos de bion para colisoes com velocidades iniciais suficientemente pequenas, fenémenos de
one-bounce para colisdes com velocidades superiores a uma velocidade critica e janelas de n-bounce, que sao
fenomenos nos quais as solucgdes colidem n vezes antes de escapar para o infinito. A estrutura fractal foi
obtida e apresentada. Estes fenomenos ocorrem devido & presenca de um modo de vibragao presente em cada
solugdo. A explicagdo destes resultados é realizada através do mecanismo de troca de energia ressonante,
ou mecanismo CSW, devido a cada solugao possuir um modo de translacao e um modo de vibracao. Os
fenomenos ocorrem devido & troca de energia entre estes modos, sendo que para velocidades baixas ha tempo
para o modo de translagao transferir uma energia consideravel para o modo de vibragao e entao as solugoes
ficarem presas uma na outra. Para altas velocidades esse tempo é curto e nao hé transferéncia de energia
suficiente para que as solugoes fiquem presas. Para velocidades intermediarias, os modos trocam energia entre

si de forma a permitir ou nao n colisoes antes do escape para o infinito.

A outra parte do capitulo 4 constitui um estudo do modelo ¢%. O modelo ¢® é caracterizado
por um potencial que possui auto interagao de sexta ordem na varidvel do campo, com trés minimos e dois
setores topoldgicos. Os setores topolégicos compartilham o minimo em comum ¢,,,;,, = 0. Sao apresentados o
potencial, solugao, densidade de energia da solugao, potencial de perturbagao e modo zero do modelo. Como o
modelo ¢® possui dois setores topolégicos, os resultados das colisdes irdo depender da configuracdo inicial das
solucdes: kink-antikink ou antikink-kink. Diferente do modelo ¢*, as solucdes do modelo ¢® néo apresentam,
isoladamente, modos de vibragao. Para a configuragao kink-antikink, encontramos para velocidades superiores
a uma velocidade critica, que a colisdo leva as solugbes para o outro setor topoldgico. Para velocidades
suficientemente baixas encontramos o estado de bion. O cenédrio muda quando consideramos colisoes antikink-
kink. Neste caso encontramos janelas de n-bounce, estados de bion para velocidades suficientemente baixas
e fendémenos de one-bounce para velocidade superiores & uma velocidade critica. Devido a auséncia de
modos vibracionais em cada solugao, a principio, estes resultados se mostraram como um contra exemplo ao
mecanismo CSW. No entanto a obtengao de modos de vibragao deve ser realizada quando consideramos o
potencial de perturbacao do par das solugoes. Para configuragoes kink-antikink o potencial de perturbagao
do par, de fato, nao apresenta modos vibracionais adicionais, porém quando consideramos o potencial de

perturbacao do par antikink-kink aparecem modos de vibracao e o mecanismo de troca de energia pode ser
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utilizado para explicar os resultados de espalhamento.

O capitulo 5 apresenta uma familia de modelos com interagoes hiperbdlicas e o estudo de colisGes
em dois destes. A familia de teorias surge a partir de uma fungao geral para o potencial. Esta funcao varia
com alguns parametros. O parametro a é responsavel por determinar o modelo em questao. Neste trabalho
adotamos o nome de modelo H* para ¢ = 1 e o nome de modelo H® para a = 2. Foram apresentados
os potenciais, solugoes, densidades de energia, potenciais de perturbagao e modos zero para os valores de
a=1,2,3e4. O parametro n, presente na funcao geratriz, é responsavel por mudar a forma das caracteristicas
de cada modelo gerado pelo parametro a. O terceiro e tltimo parametro na fungao geratriz é o m, que possui
a seguinte restrigao: m =0,1,2,...,2a — 1. O parametro m fornece a informagao sobre qual setor topoldgico

as caracteristicas do modelo estarao associadas e se estas sao relacionadas a solugoes kink ou antikink.

As caracteristicas do modelo H* e o resultados das colisdes foram apresentadas para variacoes
de n. Paran =2 e ¢ — 0, o modelo H* se aproxima do modelo ¢*. Para valores de n mais préximos a 1, os
minimos do potencial do modelo se afastam e consequentemente as solucées vao ter seus limites assintoticos
mais distantes, maior densidade de energia e energia. Para uma faixa de valores de n as caracteristicas
do modelo passam por mudancas significativas em sua forma. KEssa mudangas sao mais faceis de serem
identificadas através do potencial de perturbacdo. A quantidade de modos de vibracdo da equacdo com
potencial de perturbacao também sofre influéncia de n, onde chegamos a encontrar até onze modos para cada
solugao. O foco maior de estudo das colisoes foram as janelas de two-bounce e os pulsos oscilatérios. Para
valores de n suficientemente grandes, encontramos janelas de two-bounce com uma estrutura semelhante a
do modelo ¢*. No entanto, conforme n se aproxima de 1, as janelas passam por um processo de supressio. O
estudo de ordem das janelas indica que no primeiro processo de supressao as janelas se tornam falsas janelas
e sao suprimidas sem um padrao aparente, ou seja, conforme n diminui, uma estrutura ressonante pode ter
suprimido sua segunda, terceira ou qualquer janela antes da primeira. Como os resultados das colisdes sao
explicados através do mecanismo de troca de energia, estudamos a quantidade de modos que cada solugao
possui nas faixas de valores de n em que este fenomeno pode ocorrer. O cenédrio de colisao com valores de n
para os quais ha diversos modos vibracionais é favoravel ao decaimento das solucoes apds a colisao em estados
oscilatérios. O processo para determinar se estes estados oscilatérios s@o oscillons nao foi realizado neste
trabalho, ficando como uma perspectiva de trabalho futuro. No cenério onde cada solugao possui onze modos
vibracionais nao aparecem janelas de two-bounce. Ja era de se esperar o nao aparecimento de janelas, pois a
presenca de diversos modos vibracionais pode dificultar consideravelmente o mecanismo de troca de energia
[28]. No entanto, no processo com sete modos de vibragdo aparece uma janela de siz-bounce e no processo
com onze modos de vibragao aparece uma janela de five-bounce. E intrigante que mesmo com diversos modos
possam aparecer janelas de n-bounce. Por fim, a velocidade critica sofre uma variagao significativa em fungao

de n.

O modelo H® é obtido a partir da funcio geratriz dos potenciais através de a = 2. Para
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n = 2 e valores de ¢ préximos a zero, o modelo H® se aproxima do modelo ¢%. Dentre as semelhancas dos
modelos, podemos destacar a presenga de dois setores topoldgicos e o minimo ¢,,;, = 0 em comum, o que
confere a presenca de quatro solucoes topoldgicas, sendo dois kinks e dois antikinks. Conforme n diminui, os
o . ~ . 1
outros minimos do potencial se afastam e estao localizados sempre em Farctanh ) Consequentemente
os limites assintéticos diferentes de zero das solugoes, estao distribuidos em ¢(z — +00) = tarctanh (ﬁ)
Por conseguinte a densidade de energia das solu¢oes aumenta para valores de n préximos a 1. O potencial de
perturbacao de cada solucdo também é semelhante ao do modelo ¢% e sofre deformacdes consideraveis numa

determinada faixa de valores de n.

Para o processo de colisdo kink-antikink no modelo HS, utilizamos valores de n que levam o
potencial de perturbacao apresentar nenhum, um e dois modos vibracionais. No cenédrio onde nao ha modos
vibracionais, existe o estado de bion para velocidades baixas e para altas velocidades ocorre one-bounce e
mudanca de setor topoldgico. No cendrio com um modo vibracional para o potencial de perturbacao do
par, encontramos fendémenos que aqui classificamos como one-bounce de segunda forma. Neste fendmeno,
ocorre que as solucoes visitam o outro setor topoldgico, oscilam em torno de seu minimo e entao retornam
para o setor topolégico inicial, escapando para o infinito. Existem janelas de one-bounce de segunda forma
e cada janela representa colisoes que levam a uma determinada quantidade de oscilagdes no setor topoldgico
secundario, tornando possivel caracterizar as janelas de one-bounce de segunda forma através de sua ordem.
Foram encontradas cinco janelas de one-bounce de segunda forma que apresentam as seguintes caracterisitcas:
a espessura das janelas diminui e a quantidade de oscilagoes aumenta conforme a velocidade inicial se aproxima
da velocidade critica. Encontramos uma estrutura peculiar, na qual o par das solugoes oscila entre os
setores topoldgicos e escapam no setor topolégico secundédrio. Como perspectiva futura, investigaremos a
possibilidade de ocorréncia deste fendmeno com escape no setor topoldgico inicial. Considerando agora o
cenario com dois modos vibracionais, destacamos que as soluc¢oes também realizam visitas aos setores, porém
com algumas diferencas: a quantidade de visitas que o par realiza a cada setor é maior antes do escape; as
solugbes podem escapar no setor inicial ou no secundério; podem existir oscilagbes no setor em cada visita
ou nao; encontramos um cendrio de three-bounce. Destacamos a criagao de pulsos oscilatorios que levam a
aniquilacao das solugoes e podem levar a interacoes complexas. Encontramos dois padroes relacionados a
criacao de pulsos oscilatérios. O primeiro padrao é relacionado a quantidade de oscilagbes entre os setores
topolégicos antes do decaimento em pulsos oscilatorios: ocorre que para velocidades mais baixas, as solugoes
realizam mais visitas ao segundo setor topoldgico do que para velocidades maiores. O outro padrao é que
préximo e para velocidades inferiores a velocidade critica, apds as colisbes, as solugoes sao levadas ao setor
topolégico secundério onde permanecem oscilando por um tempo, retornam para o primeiro setor, oscilando
trés vezes e entao decaem em pulsos oscilatérios. Quanto maior a velocidade, mais tempo as solugoes ficam
no setor topolégico secundério. Para explicar estes fenomenos, podemos considerar que para velocidades mais
baixas o modo translacional tem tempo para transferir energia suficiente para o modo vibracional manter as

solucdes ligadas antes de decair em pulsos oscilatérios. A configuracdo inicial kink-antikink do modelo H®
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com dois modos vibracionais leva ao decaimento em estados oscilatérios e ndo apresenta estrutura fractal
janelas d anci 4. Tal fend laca f éncia d d
nem janelas de ressonancia como o ¢*. Talvez estes fendmenos possuam relagdo com a frequéncia dos modos

e o fato do modelo H® possuir dois setores topoldgicos. Estas hipéteses serdo estudadas em trabalhos futuros.

Em relagdo as colisoes antikink-kink do modelo H®, os resultados encontrados concordam com
o que vem se estabelecendo na literatura: a presenga de diversos modos contribui para o aparecimento
de pulsos oscilatérios e suprime as janelas de two-bounce. De fato, no cenario de colisces antikink-kink,
utilizamos valores de n nos quais o potencial de perturbacao do par apresenta quatro, cinco e oito modos
vibracionais. Conforme o valor de n se aproxima de 1, o nimero de modos passa a aumentar e notamos uma
diminuigao significativa no nimero das janelas de two-bounce encontradas. Neste processo, destacamos ainda
a presenga de fendmenos de two-bounce de ordens distintas numa mesma janela. No cendrio com oito modos
de vibragao, os fendmenos de two-bounce sao encontrados somente para trés determinadas velocidades iniciais
e encontramos uma janela de three-bounce com espessura consideravelmente grande (Av = 0.1102). Por fim,
a configuracao antikink-kink do modelo H® também apresenta a criacio de pulsos oscilatérios sem qualquer
padrao relacionando a velocidade inicial das solucoes com a quantidade de pulsos e se estes emergirao com

ou sem um pulso central.
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A Equacao de movimento

Vamos mostrar o procedimento para a obtengao da equacdo de movimento em sua forma geral

(2.8) através da utilizacao da densidade lagrangeana (2.1) na equagao de Euler-Lagrange (2.6)

A.1 Equacao de movimento

Para realizar esse procedimento matematico, vamos inicialmente trocar o indice da densidade
lagrangeana por v e entao inseri-la na equacao de Euler-Lagrange. Com isso, vamos considerar a seguinte

densidade lagrangeana

L= 50,606~ V(9). (A1)

Como somente o potencial depende explicitamente de ¢, ao utilizar (A.1) em (2.6), encontramos

oL dv
% Ao (A.2)
O outro termo da equagao de Euler-Lagrange fornece
9L 1 9(9,9) 3(5"725)}
=—|0" + 0, . A3
0,55 = 3 7 50,8 * 50,9 )
Podemos escrever 0" ¢ = n"*0,.¢ e ggg:ﬁ; = ¢¥. Entao a expressao (A.3) se torna
oL 1 3(7]””8n¢):|
———— == |0YP + Dpp——— | . A4
A5 = 5 9+ 29 4y
Mas, O(n""0.¢) = n""0(0,¢). Logo, o segundo termo nos colchetes do segundo membro de (A.4) se torna
(1" 0x9) n""0(9x0)
0y =0, = 0,¢n"" k. A5
0@ e 42
Dessa forma, o termo de derivada em relagao a d,¢ na equagao de Euler-Lagrange se torna
0L 1
— Z (A HSH VK S
Podemos escrever ainda que 0, ¢n"" 0k = 0"¢pok. Assim,
0L 1
= — [0"poE + 0" PO A.
50,5 = 31000 + "0, (A7)
levando a
08 = Lo+ 0ne] = 0% (A8)
0(9ud) 2 I '
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Dessa forma, podemos concluir que

0, [a(?aqu)} = 0,0"9. (A.9)

Entao, considerando a equagao de Euler-Lagrange e os resultados obtidos em (A.2) e (A.9),

encontramos a equagao (2.8).
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B Métodos numéricos

Para realizarmos o processo de colisao, utilizamos métodos numéricos para evoluir as equagoes
de movimento. Um método pode ser compreendido como uma forma de resolver uma equagao. Geralmente
estes métodos sao utilizados quando as equagoes que descrevem determinados sistemas sao tao complexas a
pontos de até mesmo nao apresentarem uma solugao analitica, como as equacoes que descrevem a dinamica de
sistemas nao integraveis presentes neste trabalho. Para desenvolver nossas simulagoes, utilizamos o método
de diferencas finitas de quarta para evoluir a parte espacial e o método de Runge-Kutta de quarta ordem
para desenvolver a parte temporal. As simulagoes sio realizadas no software Matlab. Vamos apresentar os

métodos utilizados com base em [117] e [118].

B.1 Diferencas finitas

Os métodos numeéricos sao descritos por algoritmos que evoluem ponto a ponto. Em geral,
quando trabalhos com matematica para a resolugao de problemas consideramos sempre varidaveis continuas.
No entanto, em métodos numéricos o dominio deve ser discretizado e precisamos realizar a migracao de um
dominio continuo para um discreto. Um dominio discreto é apresentado na Figura A.1, que apresenta uma
malha de pontos uniformemente espagados de x; —x;—1 = h. Vamos apresentar o método de diferengas finitas
tendo em vista a referéncia [117], através de aproximagoes discretas para as derivadas de uma fungdo. Para
isso, consideramos a funcao que queremos discretizar em realizamos uma expansdo em série de Taylor na

mesma. O objetivo é encontrar uma forma discreta para a derivada segunda da fungao f(z;).

X2 X1 X; Xir1 Xi+2

e W

Figura B.1: Malha de pontos uniformemente espagados.

Vamos considerar a funcao f(z;). E possivel realizar uma expansao em série de Taylor de duas

formas:
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af  h2a’f h3d3f  hidif

¢ = f(z;)+h ——S =+ - B.1
flas+h) = fla:) + dx; T de? = 3ldz} A dxt (B-1)
e
df  h*d*f hPadf htdif
i —h)= ;) — — s - — =+ —— B.2
Flai=h) = f(:) hdxi 20 dx? 3l dad 4! da} (B.2)

Agora vamos considerar as expressoes (B.1) e (B.2) como um sistema de equagdes, somé-las e

obter.

2 4 34
F@i+h) + f(ws — h) = 2 () +h23—5£ + %% (B.3)

Afim de simplificar a notagao que estamos utilizando, vamos considerar f’ para primeira derivada
de f em relagao a x;, f” para segunda derivada de f em relacao a x; e assim sucessivamente. Agora vamos
isolar a derivada segunda em (B.3), obtendo.

2
F() =~ £ ) g B — 27 ) i~ W) (3.4)

Encontramos uma aproximagao para a derivada segunda da funcao f(z;), porém ainda hd um
termo de derivada quarta que precisa ser tratado. Para tratar este termo, vamos considerar as expressoes

(B.1) e (B.2) até segunda ordem, fornecendo
h2
flaith) = fla:) +hf (@) + 57 [ (@) (B.5)

h2
flzi = h) = f(z:) = hf'(2:) + gf”(xi)- (B.6)
Agora podemos somar as expressoes (B.5) e (B.6), obtendo
1

f@i) = S5 [f @i+ h) = 2f (@) + f (i = )] (B.7)

Agora vamos considerar o termo de derivada quarta e reescrevé-lo como

" d2 11

[ (@) = ch?f (4)- (B.8)

Entao vamos utilizar a expressao (B.7) na expressao (B.8) e obter

1 d?
fl///(xi> — ﬁﬁ[

7 (ai) = g w4 B) = 26 (@) + § (i~ W) (B.9)

fl@i+h) =2f(2:) + f(zi = h)],
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Novamente vamos utilizar a aproximagao (B.7), em cada derivada segunda encontrada em (A.9), o que nos

fornece
P+ h) = hlz [F (2 + 2R) — 2f (s + ) + f(x2)], (B.10)
F(es) = sl + ) = 27 (@) + f i — B, (3.11)
£ — ) = o [Fei) — 2 (s — B) + (s — 20). (3.12)

Por fim, podemos utilizar (B.10), (B.11) e (B.12) na expressao (B,9) e entdo utiliza-la em (B.4).

Isto nos levard a aproximacdo em quarta ordem para a derivada segunda de f(x;):

F(as) = — 121h2 [F(2i + 2h) — 16£ (s + h) + 30f (1) — 16f (i — b) + f(zi — 2h)]. (B.13)

B.2 Runge-Kutta 42 ordem

O método de Runge-Kutta é apresentado com base na referéncia [118]. Este método é conside-
ravelmente mais simples, quando comparado de diferengas finitas e amplamente utilizado. O algoritmo deste
método corresponde a utilizar uma média ponderada de uma funcdo f(¢,y). Nao vamos entrar em detalhes

sobre o desenvolvimento do algoritmo, apenas apresenta-lo:

h
Yn+1 = Yn + g(knl + 2kn2 + 2kn3 + kn4)a (B14)
com
kn1 = ( nvyn); (B15)
knz = f(tn + /2, yn + hkn2/2), (B.17)
kng = f(tn + h, Yn + hkn3) (B18)

A férmula mostra em (B.14) corresponde ao método de Runge-Kutta de 42 ordem.
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C O método da deformacao

O método da deformacao [112, 113] consiste em obter novos modelos a partir de um modelo
ja conhecido, utilizando uma funcao deformadora. Para desenvolver o método, consideramos um modelo

descrito pela densidade lagrangeana

1 -
L= 9 WX x = V(x) (C.1)
e com solugoes BPS obtidas através de
dx -
— = £41/2V(x). C.2
" () (€2)

Agora vamos considerar uma solugéo j& conhecida, ¢ = ¢(x), que deve satisfazer
do
T +4/2V (9). (C.3)

Entao escrevemos ¢ = f(x), sendo f(x) a fungao deformadora, nos levando a

Ao df dy dx 1 do
A A_ - 7 4
dr  dydx - dx  df /dx dz (C.4)

Para simplificar, vamos escrever df /dx = f,. Elevando ambos os membros de (C.4) ao quadrado, obtemos

dx\® 1 (d¢\*
@) -7(2) ©9
Substituindo (C.2) e (C.3) em (C.5) obtemos

= &VIo= (). (C.6)

V(x)

A expressio (C.6) fornece uma relagdo entre um potencial conhecido V(¢) com um novo pontencial V()

quando consideramos ¢ = f(x).

C.1 Estados BPS

Seja ¢(x) um estado BPS. Como ¢ = f(x), o estado BPS deformado pode ser obtido através de
x = f~[é(x)]. No entanto, para obtermos equagoes cujas solucdes sejam estados BPS advindas do método

da deformacao, vamos considerar o potencial conhecido escrito como

V(p) = %W;. (C.7)
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Sabemos que as solugoes BPS advém das equagoes

dp

Entao vamos considerar relagoes semelhantes para o modelo deformado, sendo

Vi) = 505 (C.9)
para o potencial deformado e
d
ﬁ =W, (C.10)

para as equacoes das solugoes BPS deformadas.

Considerando (C.6) e (C.7), podemos escrever que
~ 1
V(X) = 55 Ws(d = FOO). (C.11)
232

Relacionando (C.9) e (C.11), obtemos

_ L
- £

Por fim, relacionamos (C.10) com (C.12) para obtermos as equagdes BPS do modelo deformado:

Wy Wylo = f(x)]- (C.12)

N =Wyl = 100 (C13)

C.2 Energia das solucgoes

Vamos considerar a energia das solucoes deormadas como

o= [ [; (& 470

Considerando as relagoes (C.9) e (C.10), a expressao (C.14) pode ser escrita como

E(x) = /Oo (jif)Q dz. (C.15)

— 00

dz(x). (C.14)

Como x = f~![¢(x)], obtemos

dx _ df~1d¢o
de  do dx’

(C.16)

Logo, a energia das solugoes pode ser escrita como

- L[4 (4]

sendo a densidade de energia das solugoes determinadas por

() = <d‘2¢1>2 (Zi)z. (C.18)
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C.3 Estabilidade linear

O procedimento de estabilidade linear é andlogo ao apresentado no capitulo 1. De forma que

obtemos uma equagao do tipo Schridinger:

-+ @] b -0

dx?
que pode ser escrita como uma equagao de autovalor:

Hy = @09,

sendo @, o autovalor e ¢ a autofuncdo deformados e H o operador hamiltoniano, definido por

2 -

Neste caso, o potencial de estabilidade é obtido através de

- d2v
X" Ix=x(a)

A solucao associada ao autovalor nulo pode ser obtida através de

Considerando a relagao (C.12), podemos escrever que

~ A
Yo(r) = =Wslo = fF(X));
X
sendo A a constante de normalizagao, determinada através da condigao

/ |’Q/~Jo|2d.%' =1.

—00

(C.19)

(C.20)

(C.21)

(C.22)

(C.23)

(C.24)

(C.25)
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