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RESUMO

Esta pesquisa busca responder ao seguinte questionamento: a abordagem do contetdo ciclo
trigonométrico, especificamente as funcBes seno e cosseno, no livro didatico contempla
aspectos da teoria dos registros de representacdo semiética segundo Raymond Duval? Elucida-
se como objetivo geral analisar como a abordagem do conteddo fungfes trigonométricas seno
e cosseno em livros didaticos do Ensino Medio, aprovados pelo Plano Nacional do Livro
Didatico - PNLD 2021, contempla a hipdtese fundamental da teoria dos registros de
representacdo semidtica de Raymond Duval. A pesquisa envolveu a andlise de dois livros
didaticos de Matematica que foram aprovados no PNLD-2021, voltado para o Ensino Médio, e
os procedimentos de coleta e analise dos dados foram subsidiados pela Analise de Conteudo de
Laurence Bardin. Em ambos os livros analisados observou-se que os autores mobilizam
diversos registros de representacdo matematicos, porém, somente essa mobilizacdo ndo
caracteriza a utilizacdo da teoria de Duval. Nao basta apenas colecionar registros, seria preciso
articular as unidades significantes de cada registro entre si de modo que o leitor tenha uma viséo
global do objeto matematico. Notou-se ainda que ambos os livros tentam realizar a articulagéo
entre os registros de representacdo algébrico e representacao grafica, todavia, a associacao entre
as unidades significantes desses registros ndo se deu de forma completa.

Palavras—chave: Educacdo Matematica. Ensino Médio. Livro Didatico. Representacéo
Semiotica. Trigonometria.



ABSTRACT

This research seeks to answer the following question: does the approach to the trigonometric
cycle content, specifically the sine and cosine functions, in the textbook include aspects of the
theory of semiotic representation registers according to Raymond Duval? The general objective
is to analyze how the approach to the content of trigonometric functions sine and cosine in high
school textbooks, approved by the Plano Nacional do Livro Didatico - PNLD 2021,
contemplates the fundamental hypothesis of the theory of semiotic representation registers by
Raymond Duval. The research involved the analysis of two Mathematics textbooks that were
approved in the PNLD-2021, aimed at High School, and the data collection and analysis
procedures were subsidized by Laurence Bardin's Content Analysis. In both analyzed books, it
was observed that the authors mobilize several records of mathematical representation,
however, this mobilization alone does not characterize the use of Duval's theory. It is not
enough just to collect records, it would be necessary to articulate the significant units of each
record with each other so that the reader has a global view of the mathematical object. It was
also noted that both books try to articulate the records of algebraic representation and graphic
representation, however, the association between the significant units of these records did not
occur completely.

Keywords: Mathematics Education. High School. Textbook. Semiotic Representation.
Trigonometry.
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1 INTRODUCAO

Durante minha vivéncia escolar sempre demonstrei interesse pelas aulas de
Matemadtica, experiéncia que me motivou a cursar Licenciatura em Matematica no Instituto
Federal do Maranhao.

O ensino da Matematica durante minha Educacdo Baésica era focado na repeticdo de
procedimentos e memorizacao de técnicas, o que facilitava meu desempenho nessa disciplina.
Entretanto, ao ingressar na graduacdo, logo de inicio essa minha viséo foi rompida. Percebi que
para ensinar Matematica, além de dominar os conhecimentos matematicos, é preciso ter
didatica. As disciplinas pedagdgicas do curso me levaram para o campo da Educacdo
Matematica.

Recordo-me que os docentes do curso motivavam os licenciandos a realizar pos-
graduacéo, pois como futuros professores, devemos sempre estar antenados com a sociedade.
Durante o ultimo ano do curso decidi que queria ingressar logo em curso de mestrado. Por isso,
em 2019, foi-me sugerido o estudo da Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica
(TRRS) para realizar um projeto de pesquisa para 0 mestrado, uma teoria voltada para o
processo de aprendizagem.

Para aprofundar o estudo na teoria, utilizei-a como aporte tedrico na minha monografia
intitulada Estado da arte da Teoria Dos Registros De Representacdo Semidtica no Ensino-
Aprendizagem de Derivadas de Fungbes. Uma das categorias levantadas nesse levamento
bibliografico foi a Analise em Livros Didaticos. As pesquisas enquadradas nessa categoria me
chamaram atencao e entdo escolhi seguir esse tipo de pesquisa para a selecdo do mestrado.

Em outras palavras, a ideia do projeto inicial para o mestrado sempre foi utilizar a
TRRS como aporte tedrico na analise de livros didaticos de Matematica.

Desde crianca fui ensinada a ser autodidata, por isso, ganhava muito livros. Falavam-
me que quando ndo entendesse o conteudo em livro, deveria buscar em outro. Com isso, percebi
que cada autor tem sua propria maneira de apresentar os contetdos. Esse foi um dos motivos
que me levou a escolher trabalhar com anélise em livros didaticos. A medida que fui
amadurecendo intelectualmente, notei que esse recurso didatico, dentre outras coisas, também
influencia na pratica pedagdgica do professor.

Além disso, apesar dos avangos tecnoldgicos no campo da educacdo, muitas escolas
carentes conseguem apenas disponibilizar o livro didatico para os alunos. Devido a isso, o livro
deve ser elaborado de modo que possa garantir a aprendizagem dos conteldos.

Os livros sdo veiculadores de mensagens e varios trabalhos apontam que é muito

frequente que os professores o sigam para estruturar suas aulas. Zabala (1998) afirma que o
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papel do livro didatico, durante o século XX, foi questionado por movimentos progressistas,
que posteriormente se declararam contra seu uso, manifestagdo que até hoje esse material recebe
criticas ou desclassificacdes generalizadas. As criticas da época estdo fundamentadas no slogan
“ndo ao livro didatico como material unico”, que se refere a um tipo de livro elaborado
conforme modelo estritamente transmissor.

Acredita-se que este ndo deve ser o Unico material a ser utilizado no processo de ensino
aprendizagem, mas devido a ser um dos mais utilizados por professores e alunos, convém
analisa-los com atencdo.

Um livro didatico ndo pode mais conter simples exposicdes de fatos, mas, como
contém conceitos, deve também fornecer meios para facilitar a compreensdo (ZABALA, 1998).

Diante disso, viu-se na Teoria do Registros de Representacdo Semidtica — TRRS uma
maneira de facilitar a compreensdo dos conceitos expostos nos livros, visto que se trata de uma
teoria de aprendizagem que leva em consideracdo 0S processos cognitivos empregados na
apreensdo de um conteudo.

Thiel (2013) aponta que o0 ensino da Matematica tem sido objeto de estudo, reflexdes
e teorias desde a antiguidade devido sua relagdo com outras areas do conhecimento e
implicacbes com a cultura, sociedade, politica. Como qualquer outra ciéncia, apresenta
limitacbes e desafios. Duval (2018) menciona que a incompreensdo da Matematica esta
presente em todos os niveis de ensino.

Diferente de outras teorias cognitivas, a TRRS reconhece que a aprendizagem da
Matematica difere das demais areas de conhecimento. Duval (2018, p.14) aponta que essas
demais teorias cognitivas “foram elaboradas a margem da analise da atividade matematica e do
desenvolvimento histérico dos conhecimentos matematicos e tem como caracteristica comum
ignorar o paradoxo cognitivo da matematica e o obstaculo da conversao”.

Dado a vastiddo da area da Matematica, optou-se por delimitar a pesquisa para 0 campo
da Trigonometria, especificamente, as funcbes trigonométricas seno e cosseno. A escolha pela
Trigonometria surgiu a partir de leituras sobre as dificuldades dos alunos na aprendizagem
desse assunto, e por ser um assunto com bastante aplicabilidade no cotidiano e em outras areas
de conhecimento (Fisica, Quimica, Astronomia, Medicina, Musica entre outros).

Ao realizar uma leitura na Base Nacional Comum Curricular — BNCC, documento de
carater normativo que define o conjunto organico e progressivo de aprendizagens essenciais
que todos os alunos devem desenvolver ao longo das etapas da Educagdo Baésica, buscou-se
verificar o que do ciclo trigonométrico é enfatizado, sob o qual nos deparamos com as funcdes

trigonométricas seno e cosseno, o que se tornou alvo da andlise.
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Buscou-se olhar para a BNCC, pois esta emprega alguns verbos, dentre eles,
representar, que se assemelha com a teoria de Duval, além de alguns trechos fazerem
referéncia a atividade de converséo, porém ndo utilizada adequadamente como pede a teoria.

Em razdo dessas ponderacdes, a presente pesquisa, baseada na teoria dos registros de
representacdo semidtica, visa analisar as fungdes trigonométricas seno e cosseno em livros
didaticos do Ensino Médio aprovados no Programa Nacional do Livro Didatico — PNLD 2021.

Os livros didaticos aprovados no PNLD 2021 devem seguir 0 que esta escrito na Base
Nacional Comum Curricular — BNCC. Esse documento normativo designa competéncias e
habilidades a serem alcancadas pelos alunos em cada ano da Educacdo Basica. Na area de
Matematica, a quarta competéncia esta relacionada com a ideia de representacdo. Dada a
aproximacdo da competéncia quatro do documento normativo com a TRRS, se escolheu
trabalhar com os livros aprovados no PNLD 2021.

Refletindo sobre o papel do livro didatico no processo de ensino e aprendizagem, sob
a construcdo dos conceitos em Matematica e 0s processos cognitivos envolvidos nesse
processo, se define como questdo central da pesquisa: A forma de abordagem do contetdo Ciclo
trigonométrico, especificamente as fungdes seno e cosseno, contempla aspectos da teoria dos
registros de representacdo semiotica segundo Raymond Duval? Para responder essa questao,
recorre-se aos referenciais tedricos da didatica francesa, especificamente, a teoria de Raymond
Duval. Ainda, a Analise de Conteudo de Laurence Bardin € utilizada no procedimento de coleta
dos dados.

Dessa forma, define-se como objetivo geral analisar como a abordagem do contetido
funcbes trigopnométricas seno e cosseno em livros didaticos do Ensino Médio, aprovados pelo
PNLD 2021, contempla a hipdtese fundamental da teoria dos registros de representacdo
semiotica de Raymond Duval. Sendo os objetivos especificos:

a) Verificar a abordagem conceitual das func6es trigonométricas seno e cosseno presente
na amostragem dos livros;

b) Caracterizar os registros de representacdo semiotica empregados em definicdes,
demonstracgdes, exercicios resolvidos e propostos em relacdo aos diferentes registros de
representacao;

c) Analisar as representacdes semidticas do contetdo em relacdo as conversoes feitas;

d) Confrontar o que é apresentado no livro didatico com a teoria de Duval e com a BNCC;

Visando alcancar o objetivo geral proposto, a pesquisa esta estruturada em seis

capitulos.



18

No capitulo 1 encontra-se a introdugdo. O problema e o0s objetivos sdo apresentados.
Justifica-se a relevéancia da pesquisa e o tema.

O capitulo 2 trata do referencial tedrico que da suporte ao trabalho, a teoria de Duval
- TRRS. Além de apresentar a teoria, 0 capitulo apresenta uma revisao de literatura de teses e
dissertacBes voltadas para a analise de livros. Ainda traz as unidades significantes do registro
grafico e algébrico que sdo essenciais para a atividade de conversao.

O capitulo 3 se dedica aos procedimentos metodoldgicos. O método de analise dos LD
foi a andlise de contetdo proposta por Bardin (2011). A principio, se busca apenas explicar as
fases da andlise, posteriormente se mostra como cada fase foi aplicada.

A descricdo e andlise dos livros com base na teoria de Duval é fornecida no capitulo
4, onde a analise de cada livro esta dividida em subtopicos.

Por fim, no capitulo 5 é apresentada uma reflexao final sobre a dissertagéo, enfatizando

0s principais pontos do estudo
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2 REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA: TEORIA, ENSINO E PESQUISA

2.1 Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica de Raymond Duval

A Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica - TRRS foi desenvolvida pelo
filosofo e psicélogo francés Raymond Duval, suas pesquisas focam no funcionamento
cognitivo na aprendizagem de conceitos matematicos.

A TRRS faz parte da Didatica Francesa da Matematica, que se caracteriza aqui no
Brasil como uma das tendéncias que compde a Educacdo Matematica (PAIS, 2015). Em 1995
foi publicada a obra Sémiosis et pensée humaine que representa a primeira apresentacdo
sistematica da teoria.

Duval (2018) argumenta que em todos o0s niveis de ensino, o processo de ensino e
aprendizagem da Matematica encontra dificuldades em sua compreensdo que nao sdo vistas em
demais disciplinas, logo a aquisi¢cdo do conhecimento nessa area envolve processos cognitivos
especificos.

Para compreender as dificuldades enfrentadas pelos alunos ndo basta somente uma
analise do ponto de vista matematico e epistemologico nos conceitos, mas se faz necessario
uma analise também do ponto de vista cognitivo das atividades matematicas. Segundo Duval
(2011b), a analise do conhecimento deve levar em consideracéo, além da natureza dos objetos,
a forma como eles sdo apresentados ou acessados.

A aquisicdo do conhecimento, mais especificamente do conhecimento matematico,
tem sido uma das grandes preocupac6es entre os educadores matematicos e estudar a aquisicao
desses conhecimentos requer a no¢do de representacdo, isso decorre do fato que para haver
conhecimento matematico é necessario a mobilizacdo de uma representacdo visto que a
Matematica trabalha com objetos abstratos (DAMM, 2016; DUVAL, 2009).

Em outras palavras, do ponto de vista epistemolégico, a Matematica requer um
processo especifico que a diferencia de outras areas do conhecimento, pois para se ter acesso
aos objetos matematicos é necessario primeiro representa-lo ja que estes ndo sdo acessiveis a
percepgéo.

Ha duas classes de sistemas produtores de representacao, que sdo: sistemas semidticos
e sistemas ndo semidticos. Como exemplo de sistemas ndo semidticos se tem os instrumentos
que revelam imagens de objetos que ndo se consegue ver diretamente, enquanto que aos
sistemas semidticos tém-se a linguagem. Este segundo refere-se ao sistema utilizado na area da
Matematica (D’AMORE; PINILLA; IORI, 2015).
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Os objetos matematicos ndo sdo coisas que podem ser percebidas através dos sentidos
(ndo se pode ver, tocar, saborear, ouvir, sentir, quebrar, pesar), entre todas as ciéncias esse fato
é especifico da Matematica. Enquanto na Fisica € possivel visualizar ao vivo e estudar a queda
de um objeto ou em Quimica verificar a diferenca entre &cido e base ou em Biologia analisar
células por meios de microscopio Optico, em Matematica nenhuma dessas acoes é possivel, a
Unica forma viavel de acessar 0s objetos matematicos ¢ “descrevé-los, defini-los, denota-los,
denomina-los, desenha-los, ..., isto ¢, fornecer representagdes semiodticas” (D’AMORE;
PINILLA; IORI, 2015, p.131-132).

Uma vez que 0 acesso aos objetos matematicos s ocorre por meio de representacdes
é imprescindivel que o objeto ndo seja confundido com sua representacéo.

Toda confusdo entre o objeto e sua representacdo provoca, com o decorrer do tempo,
uma perda de compreensdo. Os conhecimentos adquiridos tornam-se entéo
rapidamente inutilizaveis fora de seus contextos de aprendizagem: seja por falta de
atencdo, seja porque eles tornam-se representacoes inertes ndo sugerindo tratamento
produtor (DUVAL, 2009, p.14)

A nocdo de representacdo aparece imposta em Psicologia para o estudo da aquisigdo
dos conhecimentos, esta no¢ao acha-se introduzida em trés abordagens: representacdo subjetiva
ou mental, representacdo interna ou computacional e representacdo semiotica.

As representacdes subjetivas ou mentais sdo as representacdes conscientes elaboradas
no nivel de pensamento ou o que se tem na mente de cada sujeito, diz respeito as suas crencas,
conviccoes, explicacdes e ideias sobre fendmenos naturais e fisicos. As representacdes internas
e computacionais sdo representacdes do inconsciente, em que o sujeito realiza tarefas sem estar
preocupado em pensar em todas as etapas da realizacdo. Por fim, as representacfes semioticas
s80 externas e consciente ao sujeito, pertencentes a um sistema particular de linguagem natural,
linguagem formal, figuras, graficos, escrita algébrica entre outros.

Damm (2016, p.174) destaca que:

As representacdes semidticas, as representacdes computacionais e as representagdes
mentais ndo sdo espécies diferentes de representacdo, mas sim representacdes que
realizam funcdes diferentes. As representacdes mentais tém a funcdo de objetivacéo.
As representacbes computacionais realizam uma funcdo de tratamento. As
representaces semidticas realizam, de maneira indissociavel, uma funcdo de
objetivacdo e uma func¢éo de expressdo.

Logo, na visao de Duval, as representacdes preenchem trés funces fundamentais para
o funcionamento cognitivo: funcdo de comunicacdo, funcdo de tratamento e funcdo de

objetivacao.
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e Funcdo de Comunicacido: E a funcio de expressar a comunicacio ou interacio de
conhecimento entre dois ou mais sujeitos. Para isso, requer o uso de codigos comuns
entre os envolvidos (THIEL, 2013).

e Funcdo de Tratamento: E a fungio de transformar uma representacio em outra dentro
do mesmo sistema de semiotico.

e Funcdo de Objetivacdo: Corresponde ao proprio sujeito descobrir algo em que ndo tinha
pensado antes, embora outros ja Ihe tenham explicado (DUVAL, 2009).

As representacGes semidticas estdo estritamente ligadas com o desenvolvimento da
Matematica. Esse campo de conhecimento dispde de uma grande variedade de representacdes
semidticas como sistemas de numeracdo, figuras, escritas algébricas, lingua natural e lingua
formal entre outros, sendo o registro figural, registro grafico, registro em lingua natural e

registro algébrico considerados os quatro grandes registros.

2.1.1 Registro figural

O registro figural compreende as figuras geomeétricas, logo, também pode ser chamado
de registro geomeétrico. Diferente de uma fotografia ou obra de arte, as figuras requerem um
modo especifico de vé-las, de modo que seja possivel modifica-las a fim de obter novas
percepcOes para ajudar na compreensdo de um conceito ou na resolucao de problema.

As figuras geométricas desempenham um papel primordial na construcdo de
conhecimentos matematicos, pois “recorre-se a elas para compreender um conceito, para
reconhecer ou aplicar uma propriedade, para demonstrar um teorema, para resolver um
problema” (MENONCINI, 2018, p.27).

2.1.2 Registro gréafico

Este registro contempla as representacdes de funcdes construidas no plano cartesiano.
O esboco de curvas no plano cartesiano pode ocorrer por meio de trés possibilidades: 1)
abordagem ponto a ponto, 2) abordagem de extensdo do tracado e 3) abordagem de
interpretacdo global de propriedades figurais.

A abordagem ponto a ponto é a mais presente no ensino. Essa abordagem trata os eixos
graduados como referéncia e marca pontos nele que correspondem a pares ordenados. Existe
uma forte correlacio entre pontos e pares ordenados. E frequentemente usado na converso do

registro algébrico para o registro grafico. Entretanto, a conversdo inversa, do registro grafico
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para o registro algébrico é quase inoperante, pois essa abordagem ndo privilegia uma articulacdo
entre as duas representacoes.

Em outras palavras, a abordagem ponto a ponto impede uma leitura ampla e global
acerca do esboco da curva e suas propriedades, pois limita-se a pontos especificos.

A abordagem de extensdo do tracado realizada é semelhante a abordagem ponto-a-
ponto, pois essa também considera a analise de pontos especificos da curva sem se preocupar
com suas propriedades globais. No entanto, sua diferenca é que a abordagem de expansdo do
tracado ndo se limita a um conjunto finito de pontos marcados no plano cartesiano. Inclui
atividades de interpolacéo e extrapolagéo.

J4 a abordagem de interpretacdo global de propriedades figurais busca identificar
unidades significantes do registro gréafico e associar essas unidades a unidades significantes do
registro algébrico para que as alteracdes feitas em um registro sejam percebidas em outro.

Duval (2011a) apontou alguns exemplos de unidades significantes. Para a expressao
algébrica tem-se: simbolos relacionais (>, <, =, ...), simbolos de operagdes ou de sinais (+, -, ...)
simbolos de varidvel, simbolos de expoente, coeficiente e de constante.

Para as representacdes graficas, a discriminacao torna-se menos evidente, entretanto
Duval (2011a) apontou duas variaveis gerais e trés relativas para o caso em que o grafico é um
tracado simples, isto é, uma reta ou parabola. As duas variaveis gerais remetem a: 1) o fundo
da figura é linha ou zona? 2) a linha tracada é reta ou curva? Aberta ou fechada? Ja as variaveis
relativas para o caso da reta sdo: sentido da inclinacdo, angulo dos tracados com 0s eixos e
posicdo do tracado em relacdo a origem do eixo vertical. Para cada variavel visual particular
corresponde uma unidade significa na representacéo algebrica.

Moretti e Luiz (2014) propdem o procedimento informatico de interpretacdo global
que alia a abordagem de interpretacdo global de propriedade figurais com o uso de software,

permitindo que a conversdo com maior confiabilidade e rapidez.
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Figura 1 — Esquema de conversdo entre representacfes simbdlica e grafica

1

Fungdo
(representacdo simbolica)

Tratamentos do
calculo

Unidades basicas
graficas

Unidades basicas
simbolicas

Modo
informatico
Funcéo

(representagdo grafica)

Fonte: Moretti e Luiz (2014)
A converséo no sentido 1->4 é desenvolvida mais agilmente se compara a forma

manual. Além disso, no modo informatico, qualquer modificagdo na representacédo algébrica da
funcéo € reconhecida na representacao no registro grafico. Ja na conversdo inversdo, no sentido

4->1, é necessario o reconhecimento das unidades significantes do registro algébrico e grafico.

0.1.1 Registro grafico-geométrico
O registro grafico-geométrico é proposto por Menoncini (2018). Visto que o esboco
de curvas abrange simultaneamente o registro grafico e o registro geométrico, surgiu a
necessidade desse registro de representacéo.
A nomenclatura registro grafico-geométrico é proposta “para o registro que esta no

plano cartesiano, mas ¢ uma figura geométrica” (MENONCINI, 2018, p. 51).

2.1.3 Registro em lingua natural

O registro linguistico se refere as representacGes discursivas que compreende o
registro em lingua natural ou registro em lingua formal. Para Duval (2004) a lingua se vale de
duas funcdes radicalmente diferentes que quando mobilizadas produz uma diversidade de
discursos. Essas funcBes sdo separadas em dois grupos: fungbes meta-discursivas e funcoes
discursivas.

O grupo das meta-discursivas compreende trés fungdes: comunicacdo, tratamento e
objetivacdo, essas func¢bes sdo comuns a todo registro de representacdo. As func@es discursivas
sdo: referencial, apofantica, expansdo discursiva e de reflexividade. Essas fungbes podem ser
melhor observadas no esquema da Figura 2 a seguir:

Figura 2 - Funcdes discursivas e meta-discursivas no uso de uma lingua
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Fungdes (1) Comunicagéo
metadiscursivas — > (2) Tratamento
(3) Objetivagio

operagoes

Designagdo pura
* (4) Referencial . Categorizagao simples
. Determinagio
LINGUA NATURAL Descrigio
operagoes
léxicos
/ Predicagdo Sistematico
Fungdes discursivas Elocugdo X Associativo
“\ / Predic. e elocugiio De extensdo seméntica
(5) Apofantica ‘\\‘ﬂlorcs
N Logico
- operagoes ‘ )
(6) Reflexividade g Epistémico
Substitui¢do Social
/ Acumulagio formas
(7) Expansao discursiva S}n]l]]tude Similtude
interne externa
Semilitude | Expansdo Expansao
semidtica lexical formal

Semilitude | Expansdo Expansao
semantica | natural cognitiva

Fonte: Brandt, Moretti e Dionizio (2014)
As fungdes meta-discursivas foram descritas no subtopico anterior. Focando nas

funcdes discursivas, a figura nos mostra que cada funcdo desempenha uma operagéo.

A funcéo referencial recorre ao uso de Iéxicos (sistematico, associativo ou de extensédo
semantica) para designar o objeto. As operacdes discursivas sao: a) designacdo pura, consiste
na identificacdo do objeto por meio de uma caracteristica especifica; b) categorizacdo simples,
0 objeto é identificado através de uma de suas qualidades e quanto ao emprego de substantivo,
adjetivo e verbo para qualifica-lo; c) determinacédo, que quando combinada com a operacgéo de
categorizacdo simples torna mais preciso o campo de aplicacdo por meio do uso de artigos
definidos e indefinidos; d) descricdo, que compara-se a operacdo de descricdo, porém com
maior nivel de complexidade, pois consiste na combinacdo das operacdes de categorizacao
(DIONIZIO; BRANDT; MORETTI, 2014; MENONCINI, 2018).

Por meio de expressdes de enunciados completos, a funcdo apofantica permite dizer
alguma coisa sobre 0 objeto designado. Estas expressdes também séo também denominadas de
unidades apofanticas e se diferenciam de uma expressdo referencial pelo valor (social, l6gico
ou epistémico) que assume. As operacdes associadas a essa funcdo sdo: a) predicacdo, que
“equivale a vincular a expressao de uma propriedade de uma relagdo ou de uma agdo com uma
expressdo que designe os objetos” (SILVA, 2018, p.120); b) elocugdo, que segundo Silva
(2018), compreende 0 momento de fala. Menoncini (2018) aponta que essas duas operagdes se
diferenciam pelos valores que assumem, enquanto a predicagdo assume os valores ldgico ou

epistémico, a elocucdo assume o valor social.



25

A terceira funcdo € a expansao discursiva. Como o0 nome sugere, essa fungdo amplia o
discurso a partir da conex&o entre frases completas, isso porque um discurso nem sempre mostra
tudo o que realmente quer dizer, sendo necessario analisar nas entrelinhas. Em outras palavras,
essa funcéo permite que diferentes discursos sejam vinculados entre si e apontem para 0 mesmo
tema, de forma que o discurso seja coerente e o tema seja melhor explicado sem cair na
redundancia, por esse motivo é considerada a fun¢do mais importante. A vinculacdo entre as
frases pode se da por inferéncia, descricdo, narracdo, explicacdo, etapas de apresentacdo
raciocinio (DIONIZIO, BRANDT, MORETTI; 2014).

As operacdes discursivas desta funcdo séo: a) substituicdo, nesse caso a expansdo
ocorre através de inferéncias, como se fosse um calculo; b) acumulagdo, onde “as frases se
unem umas as outras e vao, por meio de conectores, determinando a progressdo dos objetos
nelas tratados, transformando-os ou enriquecendo-os no proprio percurso discursivo”
(BRANDT; MORETTI; BASSOI, 2014, p.484). Alem disso, sdo categorizadas quatro formas
de expansdo discursiva: expansdo formal; expansdo cognitiva; expansdo lexical; expanséo
natural.

A Ultima funcao do discurso é a fungédo reflexiva. Segundo Menoncini (2018), esta
funcdo tema ver com a elocucéo, isto é, ao usar uma linguagem, o falante produz um enunciado
que expressa suas intenc¢des para que o interlocutor possa interpretar o que lhe foi dito. A relagéo
entre o ato intencional que produz um discurso e suas condi¢cdes de interpretacdo é chamada de
fala. A funcdo de elocucdo permite que as marcas de pronincia apare¢cam no enunciado, o que
é importante para a comunicacao e os enunciados com finalidades cientificas estritas. A referida

funcéo, atrelada ao discurso cientifico é chamada funcédo de reflexividade.

2.1.4 Registro Algébrico

O registro algébrico compreende as representacdes discursivas provenientes do
registro simbdlico. Onde através da funcdo de designacao é possivel nomear signos e dar-lhes
um significado matematico. Ou seja, homear 0S signos pertencentes ao sistema semiotico
simbdlico, sem essa designacao o simbolo por se s6 nao tem significado.

Nas palavras de Duval (2009, p.17) a pluralidade dos registros semioticos “permite
uma diversificacdo das representacbes de um mesmo objeto. Tal pluralidade aumenta as
capacidades cognitivas dos sujeitos € em seguida as suas representacdes mentais”. Duas
condicOes devem ser cumpridas para que uma representacao seja considerada verdadeira, isto
é, permita 0 acesso ao objeto representado, que sao:

i.  Dispor de pelo menos dois registros diferentes para chegar a representacdo do objeto;

ii.  Que eles consigam se converter de um registro a outro “espontaneamente”.
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Essas duas condi¢6es quando ndo preenchidas levam a confusédo entre a representagdo
e 0 objeto representado e duas representagdes distintas de um mesmo objeto acabam nédo sendo
reconhecidas como representacdes do mesmo objeto.

Segundo Duval (2009, p.14), “toda confusdo entre o objeto ¢ sua representagdo
provoca, com o decorrer do tempo, uma perda de compreensdo. Os conhecimentos adquiridos
tornam-se entdo rapidamente inutilizaveis fora de seus contextos de aprendizagem”. Logo, para
haver compreensdo em Matematica se faz necessario distinguir um objeto de sua representacéo.

Os quatro grandes registros sdo classificados em discursivos ou ndo discursivos e
plurifuncionais ou monofuncionais (DUVAL, 2013), conforme mostra o Quadro 1.

Quadro 1 - Grupos de registros de representacao semidtica

REPRESENTACAO DISCURSIVA REPRESENTACAO NAO

DISCURSIVA

REGISTROS
MULTIFUNCIONAIS:
Os tratamentos ndo sao
algoritmizaveis

Lingua natural
Associacles verbais (conceituais)
Forma de raciocinar:
e Argumentacdo a partir de
observagdes, de crencas...;
e Deducdo valida a partir de
definicdo ou de teoremas;

Figuras geométricas planas ou em
perspectivas (configuracdes em
dimenséo 0,1, 2 ou 3).
e Apreensdo operatdria e ndo
somente perceptiva;
e  Construcdo com instrumentos.

REGISTROS
MONOFUNCIONAIS:

Os tratamentos sdo
principalmente algoritmos.

Sistemas de escritas:
e Numéricas (binaria,

fracionaria...);

e Algébricas;

decimal,

Gréficos cartesianos
e Mudanga no
coordenadas;
e Interpolacdo, extrapolacéo.

sistema de

e Simbodlicas (linguas formais)
Célculo

Fonte: Duval (2013)
Esta classificacdo é importante, pois o ensino de Matematica que enfatiza somente 0s

registros monofuncionais prioriza o ensino das operacdes em detrimento do seu significado, o
que se costuma chamar na Educacio Matematica de ensino baseado em algoritmos. E
necessario transitar em mais de um registro para compreender o significado das operacoes.
(MORETTI, 2002).

Assim, a teoria dos registros de representacdo semiotica é descrita por Duval (2018,
p.2) como um instrumento elaborado “para analisar a maneira de pensar e de trabalhar a
matematica quaisquer que sejam 0s conceitos e dominios (geometria, algebra, analise...)
tratados”.

Em outra passagem, o filésofo francés menciona que a Matematica possui duas faces:
face exposta e face oculta. A face exposta condiz com 0s objetos matematicos e suas
propriedades, algoritmos e férmulas enquanto que a face oculta “corresponde aos gestos

intelectuais que constituem o carater cognitivo e epistemologico especificos da matematica”
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(FREITAS; REZENDE, 2013, p.17). Esta ultima raramente é considerada e é a esta face que
corresponde a teoria de Raymond Duval.

Do ponto de vista matematico, ter sucesso em uma atividade matematica é responder
corretamente uma pergunta ou solucionar um problema, todavia, do ponto de vista cognitivo, 0
sucesso é a capacidade de transferir conhecimento de uma situacdo para outra totalmente
diferente sem nunca té-las visto.

O funcionamento cognitivo do pensamento humano é insepardvel da existéncia da
grande variedade de registros semioticos de representacdo, logo a aquisicdo do conhecimento
depende de acesso e mobilizacdo de diversos registros de representacdo. Quando ocorre a
apreensdo ou producdo de uma representacdo semidtica chamamos de semiose e chama-se
noesis a apreensdo conceitual de um objeto. Portanto, ndo ha noésis sem semiose (DUVAL,
2009).

Trés atividades cognitivas sdo enfatizadas por Duval (2009) que estdo ligadas a
apreensdo ou producdo de uma representacéo, isto €, para que um sistema semidtico possa ser
um registro de representagéo:

e Formacdo de uma representacdo identificavel: Esta formacdo pode ser comparada a
realizacdo de uma tarefa de descricdo, onde séo selecionados relagcdes e dados do
conteddo que se deseja representar. A selecdo deve seguir regras para (1) assegurar a
identificacdo e reconhecimento da representacao e (2) assegurar a possibilidade de sua
utilizacdo para tratamentos.

e Tratamento: O tratamento é operacdo semiotica onde ocorre uma transformacao interna
a um registro, podendo também ser chamada de intra-registro. Ocorre quando se opera
mantendo o objeto no mesmo registro semiotico de representacdo, em outras palavras,
a forma de representar o objeto muda, entretanto continua no mesmo registro semidtico.
O tratamento estd ligado a forma e ndo ao contetdo do objeto (CAMPOS, 2007).
Menoncini (2018, p.20) acrescenta que “0 tratamento consiste em substituir
representacdes de modo que a nova representacdo ofereca algum ganho de
conhecimento em relagdo a representagdo que foi substituida.”. De modo geral,
podemos dizer que essa atividade corresponde a expansdo informacional.

e Conversdo: E outra operacdo semi6tica, porém ocorre uma transformacio externa ao
registro, também chamada de inter-registro. A conversdo consiste em converter a
representagdo do objeto, situacdo ou informagdo dada em um registro para a
representacdo do mesmo objeto, situa¢do ou informagdo em outro registro, mantendo
todo ou parte da representacao inicial (DUVAL, 2009; DUVAL, 2012a).
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Do ponto de vista matematico, a conversdo ndo tem significincia “nos processos
matematicos de justificagdo ou de prova, pois eles se fazem baseados num tratamento efetuado
em um registro determinado, necessariamente discursivo” (DUVAL, 2013, p.16). Por outro
lado, considerando a visdo cognitiva, a conversao é quem conduz 0s mecanismos subjacentes a
compreenséo.

No processo de aprendizagem, a atividade conversdo desempenha um papel
fundamental na conceitualizagdo do objeto estudado. A capacidade de utilizar no minimo duas
representacfes de um mesmo objeto sem que haja confusdo entre este com 0s conteldos
respectivos das duas representacdes é tida como a primeira exigéncia cognitiva para
compreender a Matematica. Entretanto, dessas trés atividades cognitivas ligadas a semiose,
apenas a formacgéo e tratamento séo consideradas no ensino (DUVAL, 20123).

O acesso a uma vasta variedade de representacdes de um mesmo objeto se faz
necessario, pois toda representacdo ndo apresenta o objeto em sua totalidade, isto €, cada
representacdo € cognitivamente tendenciosa em relacdo ao conteldo que representa, e 0
conteddo contextual apresentado diverge de uma representacéo para outra.

O primeiro e maior obstaculo na compreensdo da Matematica repousa na operacao de
conversao e isso ocorre, pois ndo ha nada em comum no contetdo representado de dois
diferentes registros, “as dificuldades sdo oriundas do ndo reconhecimento de um mesmo objeto
em representagoes distintas cujos conteudos sao diferentes” (DUVAL, 2018, p.9).

Os obstaculos se apresentam de duas formas:

— A primeira é a incapacidade de reconhecer em uma das representacbes — um
enunciado, uma equacdo, uma figura, um gréfico, etc. — as unidades a serem postas
em correspondéncia com as unidades da outra representacdo. 1sso leva a um blogueio
e a um abandono rapido das atividades de busca para resolver um problema ou a erros
gue apontam confus@es ininterpretaveis;

— A segunda maneira, a mais frequente, é o falso reconhecimento das unidades
discursivas, figurais ou simbélicas a serem postas em correspondéncia. Este falso
reconhecimento € tdo entranhado, como seria na realidade, um bom reconhecimento
caso ndo estivesse no dominio da matematica, o que conduz a erros sistematicos e
contumazes encontrados em todos os niveis de ensino. Os falsos reconhecimentos,
enquanto persistem, tornam incompreensivel toda explicagdo matemaética e provocam,
cada vez mais, dificuldades no progresso real da aprendizagem matematica
(DUVAL,2018, p.10).

Um dos meios de enfrentar os obstaculos a conversdo de representaces tem sido o
desenvolvimento de novas tecnologias. Os primeiros softwares construidos com finalidades
pedagdgicas remontam aos anos 1980, desde entdo os softwares educacionais se multiplicam,
0 que Duval comparou a um novo Eldorado para o ensino de Matematica (FREITAS;
REZENDE, 2013).



29

Para Duval (2011b), o computador é considerado outro modo fenomenolégico de
producdo de representacfes semidticas. Seu uso na aprendizagem, juntamente com 0S
softwares, se diferencia do uso de papel e lapis, pois permite realizar tarefas que ndo sdo
realizadas t3o facilmente com esses materiais. E um importante recurso para visualizagio
grafica, pois complementa e da sentido as representacfes algébrica e numérica, além de
possibilitar uma melhor articulagdo entre registros de representacdo semidtica.

Sobre esse assunto, Duval (2011b) apontou que:

e Os computadores ndo constituem um novo registro de representacao, iSso porque as
representacdes que exibem sdo iguais as produzidas graficamente no papel para
compreensdo visual.

e Constituem um modo fenomenoldgico de producao radicalmente novo, fundamentado
na aceleragédo dos tratamentos, isto €, comparado com as possibilidades do modo visual
gréfico, a exibi¢do do software no monitor é tdo rapida quanto a producéo mental, mas
com potencial de tratamento ilimitado.

e A novidade mais espetacular se deve ao fato de que as representacdes semioticas nao
discursivas, tornam-se manipulaveis como objetos reais podendo ser alongadas,
rotacionadas, deslocadas a partir de um ponto, aléem desse aspecto dinamico
desempenha também a fungédo de simulacdo, extremamente importante, pois permite a
exploracdo heuristica de problemas matematicos.

Ademais, 0 uso de softwares se refere a uma representacao auxiliar, sempre que se faz
uso de uma representacdo auxiliar € importante ter clareza quanto ao objetivo de seu uso, pois
assim como qualquer outra representacdo semiotica, dispde de prds e contras, além de levar ao
surgimento de outras davidas que talvez nao tivessem aparecido em representacfes anteriores.

O autor ressalta dois tipos de fendbmenos caracteristicos da conversdo das
representacdes: a) as variacdes de congruéncia e ndo congruéncia; b) a heterogeneidade dos
dois sentidos de conversdo. A dificuldade enfrentada pelos alunos em reconhecer o mesmo
objeto através de duas representacées diferentes se explica pelo fendmeno de ndo congruéncia.
Além disso, “os fatos de ndo congruéncia mudam conforme os tipos de registros entre os quais
a conversao ¢, ou deve ser, efetuada” (DUVAL, 2013, p.15).

Quanto a congruéncia entre representacdes, Duval (2009) aponta que para verificar se
duas representacGes sdo congruentes se faz necessario primeiro segmenté-las em unidades
significantes e modo que sejam colocadas em correspondéncias. Assim, Duval elenca trés

critérios de congruéncia semantica.
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O primeiro critério ¢ sobre a possibilidade de uma correspondéncia “semantica” dos
elementos significantes. Esse critério diz respeito sobre “cada unidade significante simples de
uma das representacdes, pode-se associar uma unidade significante elementar” (DUVAL, 2009,
p.68)

O segundo ¢ a univocidade “semantica” terminal, onde cada unidade significante da
representacdo de partida pode se corresponder a uma s6 unidade significante no registro de
representacdo de chegada.

O terceiro versa sobre a ordem dentro da organizacdo das unidades compondo cada
uma das representacdes, em outras palavras, esse critério € relativo a organizacdo das unidades
significantes. Esse critério apenas é pertinente quando se trabalha como mesmo nimero de
dimensdo, além de que tem sua grande importancia quando se trata de comparar frases e
formulas literais.

Quando os trés critérios sdo satisfeitos se diz que existe correspondéncia seméantica
entre as representacGes. Por outro lado, pode ocorrer de nenhum desses critérios serem
cumpridos, ou apenas dois ou apenas um. Sendo um desses critérios ndo cumprido as
representacdes deixam de ser congruentes e a passagem de uma para outra nao € mais imediata.

Estes critérios permitem definir o grau de ndo congruéncia entre representacées
semioticas distinta. Quando os trés critérios sdo cumpridos, a substitui¢do torna-se facil e direta,
entretanto, segundo Menoncini (2018), no desenvolvimento do pensamento matematico a
maioria das substituicGes correspondem a ndo congruéncia, o que firma resisténcias e entraves
ao seu desenvolvimento. Esta dificuldade encontra-se em diferentes dominios da aprendizagem
matematica e aflige alunos em distintos niveis. (DUVAL, 2012b).

Quando a ndo-congruéncia acontece, esta leva frequentemente a fracassos na atividade
cognitiva de conversdo. O desconhecimento de um dos dois registros de representacdo pode
agravar as dificuldades ligadas a ndo-congruéncia da conversdo. Nesse ponto, Duval (2009,

p.78) menciona que

Isso € particularmente o caso para diferentes registros bi-dimensionais como graficos
cartesianos, as figuras geométricas ou mesmo as tabelas, quer dizer, para todos os
registros para os quais se admite muito facilmente que ¢ suficiente “ver” o que as
curvas, os desenhos ou a reparti¢do dos numeros em quatro casos “mostram”.

A dificuldade de assegurar a ndo-congruéncia nada tem a ver com a complexidade
conceitual do contetdo da representacdo a ser convertido, pois dadas duas representacfes do
mesmo contetido, uma pode ser congruente com a terceira representacdo, enquanto a segunda

ndo o é. Duval (2009, p.80) ainda acrescenta que “os fracassos dados a nao-congruéncia
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revelam um fechamento dos registros de representacdo”, onde essa dificuldade pode ocorrer
mesmo depois de se ter ensinado e mobilizado registros de representacao divergentes.

Ter acesso a diversos registros de representacdo e saber mobilizagcdo ndo basta para
que haja compreensdo do objeto estudado. A hipétese fundamental dessa teoria aponta que ao
realizar a conversdo se deve assegurar que ocorra a coordenacdo entre 0s registros de
representacdo, pois “¢ a articulacdo dos registros que constitui uma condi¢do de acesso a
compreensdo em matematica” (DUVAL, 2013, p.22).

A coordenacao se refere a heterogeneidade dos dois sentidos da conversdo, ou seja, é
importante realizar a conversdo levando em consideracdo os dois sentidos (ida e volta), pois 0s
processos cognitivos podem variar na transformagdo de uma representacao a outra.

A atividade conceitual esta ligada a coordenacdo de registros de representacéo
simbolica. O sujeito deve ser capaz de atingir um estado de coordenacdo de representagcdes
heterogéneas, de modo que possa distinguir entre representante e representado, ou entre a
representacdo e o conteudo conceitual expresso, instanciado ou ilustrado pela representacdo
(DUVAL, 2009).

Henriques e Almouloud (2016, p.470) conceituam a coordenacdo entre duas
representacdes como a “capacidade do o individuo em reconhecer a representacdo de um
mesmo objeto, em dois ou mais registros distintos”. Ainda em seu trabalho, os autores
mencionam que o0s registros de representacdo em lingua materna, registro algebrico, registro
gréfico e registro numérico séo os mais utilizados no ensino de Matematica desde a Educacao
Basica ao Ensino Superior. Posteriormente exibem como ocorrem a conversao e coordenagédo

entre esses registros. Observe a Figura 3 a seguir:

Figura 3 - Conversdo e coordenacao de representagdes de um objeto entre registros

Objeto

Coordenacio

Lingua Materna Registrogddgébrico

Representagdo do Repr: do do
objeto na lingua | obje istro |
Materna. gebrico

Conversdo Conversio » Conversio

Registro Numérico ese

Representagido do
objeto no registro
Numérico

Fonte: Henriques e Almouloud (2016, p.470)
Ao analisar a figura levando em consideracdo o sentido das setas, se compreende que

ao realizar uma conversdo de um registro A para o registro B é fundamental que se mostre no
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sentido inverso também, isto é, do registro B para o registro A e para coordenar € preciso
conhecer os elementos significantes de cada um dos registros.

Nas palavras de Duval (2009, p.100), a atividade conversao requer “a discriminagao
das unidades significantes a serem postas em correspondéncia nos registros de partida e nos de
chegada” e ¢ na discriminag¢do dessas unidades significantes que repousa a dificuldade da
atividade de converséo.

De um registro para outra, a natureza e discriminacgdo das unidades sofrem mudangas
0 que torna o processo penoso. Além de que duas representacfes podem ser congruentes em
um sentido de conversdo, mas no sentido inverso ser ndo-congruente. Portanto, é necessario
compreender a importancia da discriminacdo das unidades significantes visto que esta é
condicdo necessdria para a conversao e, posteriormente, para o desenvolvimento de
coordenacdo (DUVAL, 2009).

Ainda sobre a coordenacdo, Duval (2009) argumenta que € ingénuo pensar que a
introducdo de exercicios de conversdo em alguns casos tipicos seja suficiente para criar
condicdes favoraveis a coordenacdo dos registros de representacdo entre os alunos e isso
decorrer de dois motivos.

O primeiro se refere ao fendmeno de ndo-congruéncia, pois esse fenémeno ndo pode
ser subsumido sob um processo de resolucéo visto que 0s casos de ndo-congruéncia sdo sempre
particulares.

O segundo motivo é que a atividade de conversdo necessita da identificacdo das
unidades significantes dos dois registros de representacdo, porém € a discriminacdo das
unidades que faz falta.

Na perspectiva de Duval, a analise do conhecimento matematico confronta trés
fendmenos que estdo estreitamente ligados: a diversificacdo dos registros de representacédo
semiotica, diferenciacdo entre representante e representado e por fim, a coordenacdo entre
diferentes registros. A pluralidade de sistemas semidticos permite diversas representacdes do
mesmo objeto. Essa diversidade aumenta as habilidades cognitivas dos sujeitos, 0 que por sua

vez aumenta suas representacdes mentais (DUVAL, 2009).

2.2 Dificuldades na Aprendizagem de Trigonometria

Sdo inimeras as dificuldades enfrentadas pelos alunos no processo de aprendizagem
da Trigonometria, buscando também no objeto de estudo desta pesquisa — ciclo

trigonométrico/funcBes trigonométricas, apresentaremos aqui alguns registros coletados em
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pesquisas ja publicadas. Para isso, se realizou um estudo bibliografico em teses, dissertacoes,
artigos de periddicos e anais de evento cientificos.

A principio, se destaca a importancia da trigonometria no avanco da humanidade.
Assim como em qualquer outro ramo da Matematica, ao estudar a historia da construgdo da
trigonometria se nota que esse conhecimento foi sendo construindo por diversos estudiosos, em
tempos, distintos, conforme a necessidade da época.

Dentre esses estudiosos, Hiparco de Niceia é considerado o pai da trigonometria, pois
foi o primeiro a dividir a circunferéncia em 360°, atribuindo a cada parte da circunferéncia arco
de 1°, além disso, foi pioneiro na construcao de tabelas trigopnométricas.

Os conhecimentos trigonométricos se estendem por diversas areas. A exemplo disso,
na medicina se evidencia “no estudo e analise da frequéncia cardiaca, ou seja, 0s nimeros de
batidas por minuto, denominado como BPM” (COSTA; PEQUENO; PEREIRA, 2019, p.9).

As primeiras manifestacdes da Trigonometria se encontram tanto no Egito quanto na
Babilbnia, onde esses povos utilizavam desse conhecimento para as medigdes das piramides.
Os babildnios foram excelentes astrénomos, utilizavam triangulos para estudar as fases da lua,
pontos cardeais e as estagdes do ano (COSTA, 2003).

Segundo Costa (2003), a trigopnometria tomou sua forma atual quando Euler (1707-
1783) adotou a medida do raio de um circulo como unidade e definiu fungdes a serem aplicadas
a numeros, ao invés de angulos como em 1748. O método trigopnométrico de conversdo de
funcdes periddicas de razées comecou com Viete no século XVI e ganhou novo impulso com
0 advento do célculo infinitesimal no século XVII, culminando nos diagramas de Euler.

De acordo com Freitas et al. (2016, p. 2), a aplicabilidade na Fisica esta “nos calculos
presentes na Optica, dinimica, cinematica entre outros”. Outra extensdo da trigonometria é a
musica, onde as notas podem ser transformadas em ondas senoidais. Os seres humanos podem
ouvir ondas senoidais - essas ondas sdo semelhantes as vibracdes produzidas pelas das ondas
do oceano e do vidro ao se passar 0s dedos molhados no cristal (COSTA; PEQUENGO;
PEREIRA, 2019).

Apesar da importancia da Trigonometria e vasta aplicabilidade, esse conteudo se
configura como um dos mais complicados a se trabalhar em sala de aula e a falta de
compreensdo pode estar atrelado a diversos fatores (ALMEIDA, 2019; DIONIZIO; BRANDT,
2011).

Almeida (2019) buscou investigar as principais causas que levem os estudantes a terem
dificuldade no estudo das fungdes trigonométricas seno e cosseno, para tanto, aplicou um

questionario com alunos do 2° ano Ensino Médio em uma escola de rede estadual. A
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pesquisadora constatou que apesar dos alunos relatarem compreender o conceito das fungdes
trigonométricas possuem dificuldades para interpretar questdes que solicitam o conhecimento
dessas fungdes. Alguns alunos relatam sentir dificuldades em questfes que envolvem graficos
e quando questionado sobre o procedimento para a construcéo dos gréficos, a resposta seguia a
linha de raciocinio “ver qual a formula, aplicar na tabela e quando descobrir jogar os valores
no grafico” (ALMEIDA, 2019, n.p.).

Uma forma mecanica de construcdo que enfatiza apenas a passagem da funcéo
algébrica para o grafico, sem valorizar a volta, abordagem caracterizada por Duval (2011a)
como “ponto a ponto” por ser limitada. Outra dificuldade salientada est& no grau de abstracéo
do conteudo, quanto maior esse grau a dificuldade tende a ampliar e ndo evidenciar as reais
aplicacOes das funcbes trigonometricas contribui para o aprofundamento dessa dificuldade.

Dionizio e Brandt (2011), fundamentadas na teoria de Raymond Duval, buscaram
identificar a natureza das dificuldades apresentadas em Trigonometria por alunos de Ensino
Médio de uma escola pablica, onde foi aplicada uma atividade com alunos do 2° ano. De modo
geral, as pesquisadoras buscavam identificar se o0 problema esta na aprendizagem dos alunos
ou na forma como os conteudos sdo apresentados a estes.

Dentre as dificuldades citadas, chama atencdo aquela relacionada a confusdo dos
valores numéricos como sendo da mesma natureza, isto €, mesma unidade de medida (de angulo
e de comprimento). Por fim, as autoras concluem que a natureza das dificuldades “estd na falta
de conceitualizacdo dos objetos matematicos, pois 0s alunos ndo fazem relacdo da forma de
representacdo com o objeto matematico que esta sendo representado” (DIONIZIO; BRANDT,
2011, p. 4420).

Feij0 (2018) procurou identificar, dentro desse tema, o0s principais erros e/ou
dificuldades apresentados por alunos do 2° ano do ensino médio matriculados em escolas
publicas do Distrito Federal. O estudo mostra que as dificuldades permeiam todos os ramos da
trigonometria, desde definicbes e conceitos até manipulacdes. Desde os fundamentos da
trigonometria podem ser observados os problemas no aprendizado. Destacam-se dificuldades
em relacdo a definicdo de radiano, onde a definicdo desse conceito parece ndo existir para 0s
alunos.

Os alunos também demonstraram dificuldade em propriedades, caracteristicas e
comportamentos das fungdes trigopnométricas e a conexdo entre o circulo trigonométrico e as

fungdes trigonométricas pela funcdo de Euler. A autora menciona que:

Uma descoberta significativa dessa pesquisa foi o fato dos gréficos das funcdes
trigonométricas ndo serem relevantes para os alunos na andlise de itens que
questionavam propriedades dessas fun¢des. Além disso, as entrevistas indicam que,



35

para esses alunos, as imagens graficas das funcbes trigonométricas parecem néo
existir, pois nenhum deles conseguiu desenhar sequer um dos graficos, nem mesmo
um eshogo com seu formato caracteristico (FEIJO, 2018, p.52)

Oliveira (2006), por outro lado, classifica em cinco categorias as dificuldades no
processo de ensino e aprendizagem da Trigonometria, que s&o: 1) dificuldades relacionadas ao
ambiente fisico e de materiais; 2) dificuldades relacionadas a estrutura organizacional da escola;
3) dificuldades decorrentes dos paradigmas do ensino tradicional; 4) dificuldades decorrentes
dos paradigmas da profissdo docente; 5) dificuldades decorrentes das competéncias e
habilidades dos alunos.

Weber (2005) realizou um estudo onde investigou a compreensao dos alunos de dois

cursos do Ensino Superior sobre as fungGes trigonométricas.

A primeira limitacdo na compreensdo dos alunos diz respeito ao papel que as figuras
geomeétricas desempenharam na compreenséo dessas fungdes. Relacionar claramente
funcgBes trigonométricas com modelos geométricos apropriados é importante para
entender essas fun¢des (WEBER, 2005, p. 103)

Orhun (2004) buscando investigar os niveis de aprendizagem sobre o assunto de
Trigonometria e erros equivocos sobre o conteudo realizou um estudo com alunos de uma turma
do ensino médio na Turquia. O estudo indica que muitos alunos um nimero real como um
angulo no argumento de uma funcéo trigonométrica.

Em outro estudo, Orhun (2010) buscou investigar a relagdo entre niumeros reais e
relacGes trigonomeétricas, além de identificar alguns erros comuns dos alunos em trigonometria.
Dois niveis foram definidos para medir o conhecimento dos alunos: 1) conceito de radianos e
2) conceito de funcao trigonomeétrica.

O estudo mostrou que, apesar dos alunos saberem converter o angulo de grau para
radianos, eles ndo sabiam lidar quando o angulo era expresso em nimero real sem notacdo de
graus. Uma possivel explicacdo seria a familiariza¢ao do aluno com o angulo medido em graus,
pois na abordagem inicial do ensino de trigonometria essa € a notacdo mais utilizada, essa
afeicdo gera detrimento pelo uso do angulo medido em radianos e quando necessario usar a
segunda notac¢do, a performance do estudante pode cair (ORHUN, 2010).

Ainda, ha erros conceituais na definicdo de dominio de uma funcéo e na transposicédo
do ciclo trigonométrico para a reta real, pois quando os estudantes foram questionados sobre o
dominio de uma funcdo trigonométrica, um grupo respondeu que estava limitado ao intervalo
[0°,360°] enquanto outro indicou que estava limitado ao intervalo [—1,1].

Demir e Heck (2013) argumentam que as fungdes trigonométricas sdo diferentes das

demais funces, visto que ndo podem ser calculadas realizando certos calculos aritméticos



36

revelados por uma férmula algébrica. A natureza complexa da Trigonometria se torna um

desafio para os alunos compreenderem o contetdo de maneira profunda

as fungBes seno e cosseno podem ser definidas no método da razéo, método do circulo
unitario ou uma combinacdo de ambas as abordagens, mas os graficos dessas fungdes
permanecem misteriosos ou meramente diagramas produzidos por uma calculadora
grafica ou software de matemética (DEMIR; HECK, 2013, n.p.)

A falta de compreensdo de conceitos trigopnométricos por parte dos alunos tem um
efeito cascata na taxa de sucesso dos alunos em Matematica. Por isso, Chiconga (2016)
procurou encontrar 0s conceitos problematicos e os erros cometidos pelos alunos quando
resolvem equacgdes trigonométricas. O estudo revela que os estudantes interpretam
erroneamente 0 seno, cosseno e tangente de um angulo quando seus valores sdo negativos.

Sierpinska (1992, p.25 apud Feijo, 2018, p.18) diz que “os alunos tém dificuldade em
fazer conexdes entre diferentes representacfes de funcdes: formulas, graficos, diagramas,
relacionar descricbes de palavras; na interpretacdo de gréaficos; em simbolos de manipulacéo
relacionados a fungdes|...]”.

Na visdo de May e Courtney (2016, p.25), a divisdo curricular pode ser um empecilho

para o aprendizado efetivo da Trigonometria, pois

Em vez de desenvolver um significado de medida de angulo que suporte uma Unica
trigonometria, que engloba tanto a semelhanca do tridngulo como o comportamento
periédico, os curriculos tipicos os desenvolvem separadamente e de forma
independente. Especificamente, os livros escolares de ensino fundamental e médio
desenvolvem duas abordagens ndo relacionadas da trigonometria: trigonometria de
tridngulos e trigonometria de fungdes periddicas. (MAY & COURTNEY, 2016, p.25,
traducédo nossa)

Brown (2006) realizou um estudo com cento e vinte alunos, no qual buscava explorar
a compreensdo deles pela Trigonometria. A pesquisa revelou que os alunos possuiam uma
compreensdo incompleta e fragmentada acerca das maneiras de visualizar o seno e cosseno,
seja como coordenadas de um ponto no circulo unitario, seja como proporcdes entre lado de um
triangulo retangulo ou como gréafico das funcdes. Além disso, varios obstaculos cognitivos
foram identificados. Algumas questdes especificas envolvendo o estudo da trigonometria. 1sso
inclui noc¢es frageis de angulo de rotacdo e unidade, e falha em conectar rota¢des no circulo
unitario a pontos em um grafico de funcédo cosseno ou seno.

Foi um longo caminho da humanidade para chegar até a trigonometria que hoje é
ensinada em sala de aula, nota-se que cada sociedade/povo contribui com a construcdo e
evolugdo desse conhecimento. O docente ao atribuir a sua prética pedagdgica a historia de
constru¢cdo de um conhecimento matematico ajuda os estudantes no seu processo de

aprendizagem, pois assim percebera que nao se trata de um conceito pronto e acabado.
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Entretanto, apesar da importancia da histéria no processo de aprendizagem da
matematica, acreditamos que compreender um objeto matematico de estudo é necessario
interagir com suas representacdes e mobilizar atividades com essas representaces de modo que
ocorra a apreensdo conceitual, dessa forma nos voltamos para a teoria de Raymond Duval que

sera explanada no préximo capitulo.

2.3 Registros de representacdo semidtica e os livros didaticos: um cenario sobre pesquisas
brasileiras

O objetivo deste capitulo é apresentar um mapeamento de teses e dissertacdes que
fundamentados na teoria de Duval investigam livros didaticos. Trata-se de um levantamento
bibliografico com delineamento do tipo estado da arte, ja que a busca se concentrou em mais
de um locus.

A respeito de pesquisas que adotam essa metodologia, Ferreira (2002, p.259) fala que:

Sustentados e movidos pelo desafio de conhecer o ja construido e produzido para
depois buscar o que ainda néo foi feito, de dedicar cada vez mais atencdo a um nimero
consideravel de pesquisas realizadas de dificil acesso, de dar conta de determinado
saber que se avoluma cada vez mais rapidamente e de divulgé-lo para a sociedade,
todos esses pesquisadores trazem em comum a opcdo metodoldgica, por se
constituirem pesquisas de levantamento e de avaliacdo do conhecimento sobre
determinado tema.

A coleta de dados foi direcionada para o periodo de 2016 a 2020, entretanto ja se tinha
conhecimento de trés outros trabalhos que realizaram mapeamentos da teoria de modo bem
amplo, pois buscavam evidenciar a utilizacdo da teoria revelando quais teméticas (objetos) eram
enfatizadas, quais os niveis de abrangéncias e processos (ensino, aprendizagem, livro didatico,
formacdo de professores entre outros) eram beneficiados. Assim, buscou-se nesses trabalhos
aqueles referentes aos livros didaticos.

O primeiro deles é o de Colombo, Flores, Moretti (2008), onde os autores consultaram
0s principais bancos de teses e dissertacbes do Brasil, como o site da CAPES, do INEP e o
banco de teses EduMat do Circulo de Estudo, Memdria e Pesquisa em Educacdo Matematica
(CEMPEM) da UNICAMP; estipularam um periodo de 1990 a 2005. A pesquisa encontrou um
total de 30 trabalhos, sendo apenas 2 voltados para a analise para analise de livros didaticos,
que sdo as dissertacBes de Catto (2000) e Silva (2004).

O segundo mapeamento compreende os periodos de 2006 a 2009 e foi realizado por
Brandt e Moretti (2014), sendo mais amplo, pois além de teses e dissertacfes inclui artigos
publicados em periodicos e em eventos da area da Educacdo Matematica, totalizando vinte e

cinco dissertagcOes, quatro teses, sete artigos em periodicos e vinte comunicacdes cientificas.
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Os autores organizaram os trabalhos coletados em dez categorias, livro didatico dentre
elas, que tinha por foco “a anélise das diversas representacfes de um objeto matematico, que
se encontravam presentes em livros de matematica, utilizados ou ndo em sala de aula e que
consideravam um conteddo matematico, foram agrupados na categoria livro didatico”
(BRANDT; MORETTI, 2014, p.26)

Nessa categoria foram encontrados um total de 12 pesquisas, sendo quatro em eventos,
sete dissertacOes e uma tese. Uma vez que nossa pesquisa se direciona para teses e dissertacoes,
levamos em consideracao apenas essas pesquisas, logo, do trabalho de Brandt e Moretti (2014)
se encontrou oito pesquisas voltadas para a analise de livros didaticos, que foram as dissertaces
de Battaglioli (2008), Bica (2009), Campos (2007), Grande (2006), Mateus (2007), Silva
(2007), Jacomelli (2006) e a tese de Karrer (2006).

Ja no terceiro, Pontes, Finck e Nunes (2017) fizeram um recorte temporal de 2010 a
2015, onde mapearam teses e dissertacdes no banco de dados da CAPES, no BDTD (Biblioteca
Digital Brasileira de Teses e Dissertacdes) e o banco de dados das instituicdes evidenciadas,
alem de alguns artigos de periodicos. Foram encontrados um total de sessenta e cinco trabalhos,
sendo apenas sete desses identificados pelos autores como voltados para analise de livros
didaticos.

Desses sete, um se refere a artigo de periddico, logo foi descartado. Dos seis restantes
realizou-se uma breve leitura e se identificou que um nédo deixa claro tratar da analise de livro.
Logo, da pesquisa de Pontes, Finck e Nunes (2017) reaproveitou-se cinco pesquisas, sendo elas:
Kluppel (2012), Thiel (2013), Anjos (2015), Silva (2010) e Silva (2014).

Devido a auséncia de mapeamentos nessa vertente no periodo de 2016 a 2020, se
buscou entdo realizar tal feito. Para tanto, foi realizada uma consulta preliminar no Catalogo de
Teses e Dissertacdes da CAPES (Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel
Superior) e na BDTD (Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertacoes).

A busca comtemplou teses e dissertacGes dessas plataformas que utilizam a TRRS
como aporte tedrico e posteriormente foi feita uma leitura nos trabalhos para identificar aqueles
voltados para a analise de livros didaticos. Foram encontrados cento e sessenta e cinco
trabalhos, sendo vinte e sete direcionado para a analise de livros didaticos.

Portanto, juntando esse resultado com o das pesquisas de Colombo, Flores e Moretti
(2008), Brandt e Moretti (2014) e Pontes, Finck e Nunes (2017), se tem um total de quarenta e
duas pesquisas direcionadas para a analise de livros didaticos, onde estas foram identificadas

por meio dos nimeros 1 a 42, esta disponivel no quadro em apéndice.
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A seguir estd uma introducgdo aos dados sobre o nivel de abrangéncia das pesquisas

mapeadas e suas respectivas analises.

Quadro 2 - Nivel de abrangéncia das pesquisas

Nivel de abrangéncia Identificacdo da pesquisa
Catto (2000), Jacomelli (2006), Kluppel (2012), Thiel
(2013), Anjos (2015), Silva (2014), Sena Filho (2019),
Ensino Fundamental Soppelsa (2016), Arcego (2017), Hauser (2018), Imafuku
(2019), Machado (2019) e Fischer (2020).

Battaglioli (2008), Bica (2009), Silva (2010), Lobo (2017),
Anjos (2019), Terra Neto (2016), Silva (2017), Andrade
(2018), Domingos (2017), Miranda (2018), Ginez (2020) e
Silva (2020).

Ensino Fundamental e Médio | Silva (2007), Soares (2016), Alencar (2017) e Silva (2019)
Silva (2004), Karrer (2006), Campos (2007), Grande
(2006), Mateus (2007), Ferreira (2016), Barros (2017),
Ensino Superior Menoncini (2018), Silva (2018), Agricco Junior (2017),
Andreotti (2017), Londero (2017), Santos (2017),

Ensino Médio

Fonte: Elaborado pela autora

O quadro 2 apresenta os niveis de abrangéncia das pesquisas, isto €, se foram
analisados livros do Ensino Fundamental (anos iniciais e finais), do Ensino Médio, em alguns
casos notamos que o0s autores analisam tanto livros do nivel fundamental como do meédio, por
isso optamos por adicionar o nivel de abrangéncia Ensino Fundamental e Médio (que
corresponde ao Ensino Basico) e por fim o Ensino Superior.

No total foram trezes pesquisas voltadas para o ensino fundamental, doze para o ensino
médio, quatro para o ensino fundamental e médio e treze para o ensino superior. Se nota um
namero significante de pesquisas voltadas para a educacdo basica (69,05%), as demais
pesquisas se voltaram para o ensino superior (30,95%).

Consideramos a hipotese levantada por Pontes, Finck e Nunes (2017) como uma
possivel explicacdo para a defasagem nas porcentagens. As autoras acreditam que haja mais
trabalhos voltados para a Educacdo Basica, pois Duval desenvolveu diversas pesquisas no
College (alunos entre 12 e 15 anos), que equivale ao Ensino Fundamental no Brasil.

O Quadro 2 a seguir trata dos objetos matematicos destacados nas pesquisas mapeadas,
o levantamento desses trabalhos permitiu ndo sé conhecer quais eram 0s objetos, mas também
compreender a justificativa da escolha dos pesquisadores, que podem variar desde a
importancia do conteldo até dificuldade apresentadas pelos alunos no momento de

aprendizagem e mesmo pelos professores em sua préatica pedagogica.
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Quadro 3 - Objeto matematico das pesquisas mapeadas

Objeto Identificacdo da pesquisa

NUmero racional Catto (2000)

Sistemas lineares Battaglioli (2008) e Andrade (2018)

Sistema de equagdes Sena Filho (2019)

Funcdes Bica (2009), Silva (2007), Silva (2010), Alencar
(2017), Silva (2017), Miranda (2018), Ginez (2020) e
Silva (2020)

Teorema Fundamental do Célculo | Campos (2007)

Geometria Kluppel (2012), Anjos (2015), Ferreira (2016), Terra

Neto (2016), Domingos (2017), Silva (2019), Silva
(2014), Arcego (2017), Imafuku (2019), Machado
(2019), Anjos (2019)

Proporcéo Soares (2016)

Quadricas Silva (2018) e Londero (2017)
Divisdo Euclidiana Soppelsa (2016)

NUmeros complexos Agricco Junior (2017)

Vetores Andreotti (2017)

Escala Cartogréafica Hauser (2018)

Plano cartesiano Thiel (2013)

Fracao Fischer (2020)

Equacdes Diferenciais Ordinarias Barros (2017)

Integral Silva (2004), Menoncini (2018)
Derivada Santos (2017)

Algebra Karrer (2006), Grande (2006), Jacomelli (2006),
Taxa de variagdo Lobo (2017)

Célculo Diferencial e Integral Mateus 2007

Fonte: Elaborado pela autora

Se percebe que os estudos estdo centrados em um ou outro conteddo. Duval (2018) ao
desenvolver a teoria analisou os objetos matematicos funcdo e geometria, deixando claro que a
teoria foi elaborada para contemplar quaisquer conceitos e dominios matematicos tratados.

Assim notamos com o levantamento que 0s pesquisadores que se apropriam estdo
estendendo aos demais objetos, ndo s6 matematicos, mas também de outras areas de
conhecimento como é o caso da pesquisa de Hauser (2018) que fundamentado na TRRS analisa
a escala cartografica em livros didaticos do ensino fundamental, segundo o autor, o estudo da
escala cartografica depende de conhecimentos matematicos, a desarticulacdo desse
conhecimento com o contetdo matematico foi 0 que norteou a pesquisa.

Nas pesquisas de Catto (2000) e Silva (2004), segundo Colombo, Flores e Moretti
(2008), a escolha dos conteudos para andlise partiu da dificuldade dos alunos para sua
compreensao.

Outros pesquisadores justificam a escolha do objeto, pois buscavam compreender

como se da o processo de aprendizagem de um objeto matematico especifico, é o caso de
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Arcego (2017) ao afirmar que sua pesquisa objetiva analisar os registros de representagédo
semidtica e as apreensdes sequencial, perceptiva, discursiva e operatoria mobilizadas no estudo
da érea do circulo.

Por outro lado, se nota a auséncia de anélise de alguns objetos matematicos em livros
didaticos. Aqui levanta-se a hip6tese que a medida que a teoria for se mostrando eficaz para a
aprendizagem da Matematica, mas objetos veem a ser contemplados.

Dada a complexidade da TRRS, optou-se por verificar quais aspectos da teoria foram
mais enfatizados pelos pesquisadores, assim lista-se 0s principais topicos da teoria: operacfes
(formacdo, tratamento e conversdo), congruéncia semantica (e consequentemente, néo
congruéncia semantica), funcdes discursivas, aprendizagem da geometria e apreensao global de
propriedades figurais. Esses dados podem ser observados no quadro 4 a seguir, juntamente com

0 autor da pesquisa, objeto estudado, nivel de abrangéncia e consideragdes.

Quadro 4 - Sintese das pesquisas analisadas

Autor(a) Objeto Nivel de Aspectos Resultados / Contribuicdes
Matematico | abrangéncia | abordados da
TRRS
Catto NUmero Ens. Operacdes; Os LD abordam todos os registros, mas
(2000) Racional Fundamental | diversidade de | carecem de atividades de mobilizacdo nos dois
registros sentidos da conversao.
Silva Integral Ens. Operacdes; Conclui que os LD analisados utilizam os
(2004) Superior diversidade de | mesmos RRS da integral: simbdlico (algébrico
registros e numeérico), lingua natural, gréfico e tabela.
Séo valorizados tanto os tratamentos quanto as
conversoes.
Karrer Algebra Ens. Operacoes; A anélise apontou uma forte valoriza¢do dos
(2006) Superior diversidade de | registros simbolicos (algébrico e numérico),
registros por outro lado, as representa¢des gréficas
foram pouco exploradas, bem como as
conversdes que tém o grafico como registro de
partida.
Battaglioli Sistemas Ens. Médio | Diversidade de | A conversao ainda é tratada de forma timida,
(2008) lineares registros; sendo predominante a conversao da lingua
operagdo de natural para o registro algébrico; além disso, se
conversdo nota uma caréncia do registro grafico nos
livros didaticos, onde a autora acredita que o
uso de softwares possa solucionar a lacuna
deixada pelos livros.
Bica Fungdo Ens. Médio | Apreensédo Dos trés LD analisados apenas dois
(2009) global; promoviam a apreensao global e apresentava
fendbmeno de diversidade de registros. Quanto aos
congruénciae | exercicios, a pesquisa mostrou que os LD
néo- também apresentaram alguns exercicios com
congruéncia fendmenos de ndo-congruéncia.
Campos Teorema Ens. Coordenacdo; | Conclui que a data de publicagdo dos livros
(2007) Fundamental | Superior diversidade de | ndo tem relagdo direta com a diversidade de
do Célculo registros registros empregados. Quanto a coordenacdo
entre os registros de representagdo, alguns
livros a tornam mais evidente que em outros.
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Grande Algebra Ens. Diversidade de | O autor aponta uma escassez da utilizagdo de
(2006) Superior registros; alguns registros de representacdo como, por
operacéo de exemplo, o registro geométrico e o registro em
conversdo lingua natural. Notou também a auséncia de
conversdo de registros em definicdes,
exemplos e exercicios propostos.
Mateus Calculo Ens. Operacoes; Os resultados apontam que a articulacéo entre
(2006) Diferencial e | Superior diversidade de | registros de representacdo semiética é débil,
Integral registros pois ha preferéncia do uso de registros
algébricos e seus tratamentos em vez de
promover a articulagdo com a converséo entre
registros.
Silva Fungéo Ens. Fund. e | Diversidade de | Observou-se que na maioria dos livros, a
(2007) Médio registros; conversdo entre os registros grafico e algébrico
apreensdo ndo ocorre nos dois sentidos e que as variaveis
global; visuais pertinentes geralmente ndo sdo levadas
operacdo de em conta, no eshogo de graficos.
conversdo
Jacomelli Algebra Ens. Operacdes; A autora conclui que ambas colecdes
(2006) Fundamental | diversidade de | analisadas ddo lugar ao trabalho de conversdo
registros e tratamento. Ambas propuseram exercicios
que contemplam as conversdes classificadas no
estudo; além disso, se notou que a congruéncia
é bem mais trabalhada gue a ndo-congruéncia.
Kluppel Geometria | Ens. Operacdes; Os resultados apontam que a Geometria
(2012) Fundamental | funcdes analisada nos LD apresenta lacunas em relacdo
discursivas; aos aspectos da teoria de Duval. 1sso acontece
aprendizagem | no que concerne as possibilidades de propostas
da geometria para o ensino. A autora ainda menciona que se
0s autores dos livros se apropriassem da TRRS
tem a possibilidade de guiar o aluno por
definicdes, demonstraces e resolucdo de
problemas, estabelecendo uma relacéo
dialégica.
Thiel Plano Ens. Operacoes; Verifica-se que as séries de atividades sobre
(2013) cartesiano | Fundamental | congruénciae | coordenadas e o plano cartesiano ndo
néo- estabelecem uma relacéo entre os diferentes
congruéncia; registros de representacdo semidtica, ndo
fungdes alternando a ordem das formas e a agdo de ir e
discursivas vir ligadas ao tema com vistas a uma melhor
compreensdo por parte do aluno. Os LD fazem
uso de algumas formas de registros; entretanto
eles ndo estabelecem relacdes entre eles;
apenas realizam poucas conversoes entre pares
de registros.
Anjos Geometria | Ens. Operacoes; A partir da analise de congruéncia semantica
(2015) Fundamental | congruénciae | percebeu-se possiveis pontos geradores de
néo- dificuldades para o estudante cego e seu
congruéncia professor.
Silva Fungdo Ens. Médio | Operagdes Se nota que os autores dos LD utilizaram dos
(2010) registros: lingua natural, simbdlico (algébrico e
numeérico) figural e gréfica. Além disso, hé
exercicios propostos que propiciam a
coordenacdo de registros.
Silva Geometria | Ens. Operacoes; Conclui que ha uma predominancia de
(2014) Fundamental | congruénciae | representacOes graficas para tridngulos

néo-
congruéncia;
aprendizagem
da geometria

equilateros e isdsceles, em relacéo aos angulos
h& uma auséncia de representacdes gréficas de
tridngulos obtusangulos. Ademais, ha pouca
atencdo para atividades de conversao.
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Sena Filho | Sistemade | Ens. Diversidade de | As coleces de livros analisadas ndo fazem uso
(2019) equacgoes Fundamental | registros; da teoria conforme sugere a teoria, que seria
operacoes. realizando uma troca entre os registros. Os
livros utilizam os registros de modo isolado.
Ferreira Geometria | Ens. Diversidade de | Os LD utilizam registros de representacéo
(2016) Superior registros; figural, discursivo e simbdlico. As provas e
operacoes. demonstracfes apresentadas no livro
influenciam nas provas e demonstracGes dos
alunos
Soares Proporcdo | Ens. Operacdes A conversdo foi mais enfatizada nas atividades
(2016) Fundamental analisadas, entretanto, na maioria das vezes,

e Médio sendo realizada apenas em um sentido,
restringindo a compreensao dos objetos
matematicos.

Barros EDO Ens. Operacdes; Os LD priorizam uma abordagem algébrica
(2017) Superior diversidade de | das EDOs.
registros
Lobo Taxa de Ens. Médio | Operacdes; Destacam a importancia de usar varios livros
(2017) variacio diversidade de | nas aulas de matematica, pois um
registros complementa o outro e eles possuem diversas
abordagens do mesmo assunto.
Menoncini Integral Ens. Operacdes; Os LD privilegiam alguns registros. o discurso
(2018) Superior diversidade de | € o registro de partida que predomina e que 0
registros registro grafico-geométrico serve de
intermediario para fornecer os dados
necessarios a integral para determinar a area
procurada.
Silva Superficies | Ens. Operacdes; Os LD ndo deixam explicitas correlacdes entre
(2018) Quédricas | Superior apreensao 0s registros em lingua natural com
global; funcbes | unidades simbdlicas e visuais. Dentre as
discursivas. consequéncias disso, 0s aspectos semibticos e
cognitivos podem ser comprometidos ou pouco
explorados além de comprometer os
tratamentos, as conversdes entre outros.
Anjos Geometria | Ens. Médio | Operagoes; Apesar de uma grande diversidade de registros
(2019) diversidade de | sendo apresentada a estudante em seu material
registros; didatico em Braille, para alguns deles ha a
coordenac&o; necessidade de modificacdes.
fungdes
discursivas
Terra Geometria | Ens. Médio | Operacoes; Os LD analisados pouco exploram a
Neto diversidade de | possibilidade de conversao entre registros. A
(2016) registros conversdo, que poderia ser abundante, é pouco
explorada. Além disso, as poucas possiblidades
de conversdo ndo desafiam o aluno a utilizar
mais de um registro geométrico.
Soppelsa Divisdo Ens. Diversidade de | Nos LD, a operacéo de divisdo se limita a
(2016) euclidiana | Fundamental | registros. utilizacdo de algoritmo, criticado pela
pesquisadora, pois operar com o algoritmo da
divisdo ndo significa que o aluno compreenda
cada termo da operagdo. Ainda aponta que 0s
LD contém informacdes e conceitos ilustrados
de varias formas, topicos essenciais para
aprendizagem e desenvolvimento dos
conhecimentos matematicos.
Agricco NUmeros Ens. Operacoes; As abordagens dos nimeros complexos sao
Janior complexos | Superior diversidade de | feitas predominantemente utilizando
(2017) registros representacdes algébricas cartesianas e

representacdes algébricas polares, embora
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outras representagdes semidticas de nimeros
complexos sejam assinaladas.

Alencar Funcéo Ens. Diversidade de | De modo geral, o autor apresenta fatores que
(2017) Fundamental | registros dificultam o entendimento da funcéo tais
e Médio €oOmo: pouco uso de representacdes,
valorizacdo excessiva de alguns registros e
auséncia da conversao.
Andreotti Vetores Ens. Operacdes; A diversidade de nota¢es adotadas pelo livro
(2017) Superior diversidade de | pode tornar a compreenséo do objeto mais
registros complexa. Nos livros de disciplinas da area de
matematica, ndo é dada énfase para as
transformagdes de conversdo entre as diversas
representacfes semioticas para os vetores,
condicdo oposta ao que foi constatado nos
livros técnico-cientificos.
Arcego Geometria | Ens. Aprendizagem | Com excecdo de uma atividade, o registro em
(2017) Fundamental | da geometria lingua natural foi empregado apenas nos
enunciados, e os tratamentos enfatizaram
registros algébricos e numéricos. Notou-se que
a frequéncia com que os registros sdo
utilizados varia de uma colecéo de livros a
outra.
Silva Funcéo Ens. Médio Operacdes; Nota-se no decorrer da analise do LD, o
(2017) diversidade de | cuidado e a preocupacdo do autor com a
registros comunicacdo desses conceitos matematicos
para a apreensdo conceitual dos alunos nos
diferentes registros.
Londero Quédricas | Ens. Diversidade de | Observou-se, em sua maioria, atividades que
(2017) Superior registros; permaneciam no &mbito apenas das
representaces algébricas, apesar da conversdo
ter mobilizado uma grande quantidade de
registros de representacoes.
Santos Derivada Ens. Operacdes; Os LD trazem noges equivocadas que geram
(2017) Superior diversidade de | dificuldades manifestadas pelos estudantes
registros acerca do conceito estudado.
Andrade Sistemas Ens. Médio | Operag@es Observam-se que todos os livros apresentam
(2018) lineares elementos que permitam que os alunos
trabalhem o objeto matematico Sistemas
Lineares em ao menos dois registros de
representacdo e, mais que isso, transitem entre
eles, proporcionando, assim, aprendizado
efetivo do conteldo.
Domingos | Geometria | Ens. Médio | Operacdes; Uma andlise feita em livros didaticos atuais
(2017) aprendizagem | mostrou que, de um modo geral, 0 ensino de
da geometria Geometria Analitica é apresentado por meio de
uma abordagem mais algébrica, com destaque
para o uso de formulas e, nos exercicios, a
representacdo algébrica € a mais utilizada.
Hauser Escala Ens. Diversidade de | Constatou-se que a complexidade existente no
(2017) cartografica | Fundamental | registros conceito de escala € decorrente da natureza dos
(geografia) contelildos matematicos e mesmo sabendo
disso viu-se que a Geografia ndo se esforga em
utilizar a Matematica como uma ferramenta.
Miranda Fungdo Ensino Operacoes; Apesar de uma predominancia dos exercicios
(2018) Médio diversidade de | cuja solugdo permanece em um mesmo tipo de
registros registro, a solucdo de muitos dos exercicios

propostos, permitem ao estudante de
matematica mobilizar diferentes tipos de
representacdo do mesmo objeto matematico.
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Imafuku Geometria | Ens. Aprendizagem | O processo de decomposi¢ao e composicao é
(2019) Fundamental | da geometria abordado em todas as colegdes analisadas,
mas, para consolidar o célculo de &rea seria
interessante mais atividades nas quais o aluno
realizasse, por si s6, as reconfiguracdes de uma
figura.
Machado Geometria | Ens. Diversidade de | O ensino de semelhanca de figuras, presente
(2019) Fundamental | registros nas obras, é enunciado e exibido por registros
multifuncionais e monofuncionais, discursivos
e ndo discursivos, contudo, apenas duas obras
apresentam uma multiplicidade de
representacdes semioticas, proporcionando ao
aluno uma compreensao efetiva no processo da
transicdo do meio geométrico conceitual para a
escrita algébrica numérica.

Silva Geometria | Ens. Aprendizagem | Conclui-se que as figuras podem auxiliar na

(2019) Fundamental | da geometria resolucdo de problemas uma vez que podem

e Médio propiciar o desenvolvimento das apreens@es
revelando seu potencial em oferecer suporte ao
professor em sua pratica na sala de aula.

Fischer Fragdo Ens. Operacdes; Todos os autores abordam a questdo “fragdo

(2020) Fundamental | diversidade de | de”, mas nenhum deles tomou isso como
registros definicdo para a multiplicacdo de fracGes

explicitamente, o que, no Nosso ponto de vista,
constitui uma barreira para o

desenvolvimento do pensamento matematico
do estudante sobre ampliacdo de universo
numérico, particularmente, sobre a ampliacéo
da operacdo de multiplicacéo.

Ginez Funcéo Ens. Médio | Diversidade de | A analise apontou uma mobilizacéo,

(2020) registros; manipulacdo e coordenacdo de representacdes
operacoes; do objeto, que possibilita a compreensdo do
congruéncia mesmo por meio de diferentes representagdes,
semantica. oportunizando ao professor situagdes de

aprendizagem diferenciada.

Silva Funcéo Ens. Médio | Diversidade de | O LD destaca a conversao em linguagem

(2020) representacOes; | natural para algébrico e registro algébrico para
operagdes; registro grafico. Quanto ao fenémeno de
congruéncia congruéncia semantica, os resultados
semantica apontaram que nos itens analisados no livro

didatico, existe mais em médio e alto grau de
ndo congruéncia.

Fonte: Elaborado pela autora

O Quadro 4 permite uma melhor visualizacdo dos trabalhos analisados ao mostrar qual

objeto esta sendo trabalho por qual autor, o nivel de ensino, e quais resultados foram alcangados

pelos aspectos abordados da teoria.

Quanto aos aspectos da TRRS abordados pelas pesquisa, percebe-se que a maioria das

analises dos livros estdo interessadas na diversidade de representacdes utilizadas, isto é,

identificar quais os registros de representacfes semioticas sdo utilizadas pelos livros analisados,

supOe-se que esse interesse na diversidade dos registros seja devido por esse ser um fator

importante para a aprendizagem em Matematica, Duval (2018) aponta que saber distinguir um
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objeto de sua representacdo e saber utilizar ao menos duas representacGes de um objeto € a
primeira exigéncia para compreender Matematica.

Outro aspecto bastante utilizado pelos autores estd nas operagdes de formacédo,
tratamento e conversdo, sendo estas duas Ultimas ligadas a atividade de substituicdo, isto é, toda
atividade matematica implica numa substituicdo, de uma expressao por outra ou representacdo
por outra, a substitutividade é essencial em toda mudanca de registro semio6tico (DUVAL,
2012h).

Para Duval (2009) ndo ha noésis sem semidsis, ou seja, para que o conceito do objeto
matematico seja compreendido é necessario a producdo de representacGes semioticas e estas
trés operagdes (formacdo, tratamento e conversdo) sao consideradas trés atividades cognitivas
ligadas a semidsis.

Percebe-se que nem todas as pesquisas se empenham em verificar o fendmeno de
congruéncia semantica entre as representacdes e menos ainda aquelas que optam pelas fungdes
discursivas.

Quanto aos resultados alcancados pelos pesquisadores, de modo geral, nota-se que
estes sempre apontam pontos que podem ser melhorados para promover uma melhor
aprendizagem do conteudo analisado. Visto que a analise se apoia na TRRS, uma teoria voltada
para a aprendizagem, as criticas dos pesquisadores se mostram importante para as editoras e
autores de livros didaticos como uma forma de aperfeicoarem o material didatico.

A tabela a seguir mostra a quantidade de pesquisas que utilizam a TRRS para analise
de LD. Para esse levantamento, consideramos 0s mapeamentos anteriores de Colombo, Flores
e Moretti (2008), Brandt e Moretti (2014), Pontes, Finck e Nunes (2017) e 0 mapeamento aqui
realizado no periodo de 2016-2020.

Tabela 1 - Levantamento quantitativo das pesquisas mapeadas

Autores Periodo analisado Total de pesquisas Pesquisas LD
Colombo, Flores e 1990-2005 30 2
Moretti (2008)

Brandt e Moretti 2006-2009 56 8
(2014)
Pontes, Finck e Nunes 2010-2015 65 5
(2017)
A autora 2016-2020 165 27

Fonte: Elaborado pela autora

A tabela mostra um crescente interesse da parte dos pesquisadores pela teoria e sua
aplicabilidade para a andlise do livro didatico, isso se justifica devido a importancia desse

material no processo de ensino-aprendizagem.
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Catto (2000), a primeira pesquisadora nesse periodo a direcionar a uso da teoria para
analise de LD, justifica sua escolha por esse material por apoiar os professores durantes as aulas
e que muitas vezes os livros sdo de qualidade insatisfatoria.

Battaglioli (2008) defende sua escolha pelos livros, pois esse material é o mais
utilizado pelos professores para preparar e ministrar suas aulas, podendo determinar os
contelidos e estratégias a serem trabalhadas.

Para justificar a escolha pela anélise de livros, Kluppel (2012), fundamentado em
Gérard e Roegiers (1998), lista algumas funcdes desempenhadas por esse material tanto em
relagdo ao docente como ao discente. Em relacdo ao docente, auxiliar no planejamento e na
gestdo das aulas, favorecer a aquisicdo dos conhecimentos sdo algumas das fungdes. Ja ao
discente, dentre as funcdes se tem a propiciacdo do desenvolvimento de competéncias
cognitivas.

Ginez (2020) aponta que a incompreensdo dos alunos sobre determinado contetido em
matematica leva a repensar os metodos de ensino para possibilitar melhores estratégias que
enriquecam a aprendizagem, visto que os livros didaticos sdo usados neste processo se faz
importante um olhar critico sobre esse material.

Enfim, ao compreender que o LD pode ser uma ferramenta de extrema relevancia no
processo de ensino e aprendizagem muitos pesquisadores direcionam suas pesquisas para a

andalise desse material.

2.4 Unidades significantes das funcdes seno e cosseno: correspondéncias entre a expressao
algébrica e propriedades da curva

Esta pesquisa tem como objeto de estudo as fungBes trigopnométricas seno e cosseno
em livros didaticos. A habilidade EM13MAT404 da BNCC contempla este objeto e menciona
que o aluno deve ser capaz de “identificar as caracteristicas fundamentais seno € cosseno
(periodicidade, dominio, imagem), por meio da comparacdo das representacfes em ciclos
trigonométricos e em planos cartesianos, com ou sem apoio de tecnologias digitais” (BRASIL,
2018, p.531). Assim, nesta subsecdo serd apresentado as unidades significantes desse objeto
que servira para a analise dos livros.

A discriminacdo dessas unidades significantes é de fundamental importancia para a
atividade de conversdo e posteriormente para a coordenagcdo dos registros de representacao.
Duval (2009, p.100) aponta que “a dificuldade propria a atividade de conversdo reside
essencialmente nessa discriminag@o”, iSSO porque a natureza das unidades e o modo de

discriminar tende a mudar de um registro a outro.
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Abaixo se tem a imagem de um ciclo trigonométrico, este objeto é frequentemente
representado centrado na origem do plano cartesiano com circunferéncia de uma unidade.

Grafico 1 - Representacdo grafico-geométrico do ciclo trigonométrico

seno

180° 0°

cosseno 360°

Fonte: Elaborado pela autora

Do ciclo trigonométrico provém as fungdes trigonomeétrica seno, cosseno e tangente.
Nesta pesquisa sera enfatizado apenas as fungdes trigonomeétricas seno e cosseno. O esbogo
gréfico destas fun¢Ges normalmente segue o procedimento de ligacdo de pontos utilizando uma
tabela, onde os valores de x sédo retirados do préprio ciclo trigonométrico. O mesmo se aplica
para 0 esboco do gréafico de uma curva cossendide. A essa abordagem para a construcdo gréafica
da funcdo, Duval (2011a, p.98) chamou de Abordagem Ponto a Ponto, pois se limita “a alguns
valores particulares e aos pontos marcados no plano referencial”.

Objetivando orientar uma conversdo entre os registros algébrico e grafico,
pretendemos apresentar variaveis visuais para as funcdes trigopnométricas seno e cosseno. Na
pesquisa de Silva (2008) algumas sugestdes sobre as unidades significantes para essas funcdes
trigopnométricas sdo apontadas. Nesta dissertacdo foram aproveitadas essas sugestdes e
realizada outras.

Definiremos aqui a funcdo seno como tendo a equacdo algébrica y = +a +
b.sen(mx +n), sendo a,b,m,n € R. Buscaremos verificar quais modificacbes nos
coeficientes da equacdo algébrica (representacdo algébrica) implica mudangas no esbogo do
grafico (registro grafico). Entendemos que mudancas no coeficiente da equacao algébrica que
modificam o registro grafico e vice-versa sdo entdo as unidades significantes desse registro de

representacéo.
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J& sendo conhecido o eshogo da curva y = senx, tomaremos como uma curva base,

assim temos:

Gréfico 2 - Esbogo da curva y = senx
Ay

0.5

YAH =Tn/2 -3 =5m/2 —2r  -3m/2 - -n/2 0 w2 3n/2 g Sn/2 3 Ta/2 74
f

Fonte: Elaborado pela autora

Apesar dos valores dos coeficientes ndo aparecerem na expressdo algébrica, fica
implicito que se trata de uma funcdo y = b.senx;b € R*, comb =1e m = 1 assim como
a=0en = 0.0 periodo é igual a 2w, a imagem vai de -1 a 1 e a curva é simétrica ao plano
cartesiano.

Tomemos agora a fungdo y = b.senx com b € R* e b # 1. Para esse caso
consideramos dois valores para b: 1) b sendo nimero negativo, para isso tomemos b = —1 e 2)
b um nimero diferente de [1], tomemos b = 2. A figura a seguir compara o grafico da funcédo

f = senx com o grafico da fungdo g = —senx. Observe:
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Grafico 3 - Esbogo das curvas f = senx e g = -senx
by

L5 f =senz

g = —senzc

—Tn/2 — —Sn/2 - —3n/2 —m/2

Fonte: Elaborado pela autora

Por simetria, podemos obter o esbo¢o da curva y = —senx a partir do esbogo da curva
de y = senx, além disso, uma vez mudados os valores do coeficiente b se nota que a amplitude
do grafico também se modifica, podemos perceber isso para o caso em que b = 2,isto &, y =

2senx.

Para melhor compreensao, comparemos o grafico da funcdo y = senx com o grafico

de g = 2senx. Observe a figura a seguir:

Gréfico 4 - Esboco das curvas f =senx e g = 2senx

3
f = senxz
) g = 2senz
1
-
S /2 1'[ =3n/2 - -mn/2 m/2 3n/2 T Smi2

-1

-3

Fonte: Elaborado pela autora
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Se nota que quanto maior o valor de b, maior sera amplitude e vice-versa. O grafico
nos mostra ainda que o coeficiente b influencia na imagem da fungéo, pois enquanto a fungéo
y = senx tem por imagem os valores de y no intervalo de [-1,1], a fun¢do y = 2. senx tem por
imagem os valores de y no intervalo de [-2,2].

Portanto, o coeficiente b muda a amplitude do grafico, isto é, altera a distancia vertical
entre os valores maximo e minimo, e influencia na imagem da funcdo. Ainda, o sinal (+ ou -)
que acompanha o coeficiente b define se o gréfico inicia crescente ou decrescente, considerando
a origem do plano cartesiano como inicio da curva. No gréafico anterior observa-se que para
y = senx,onde b = 1, acurva inicia crescente; para y, = 2senx, com b = 2, a curva também

inicia crescente. O gréfico a seguir o esboco da curva para as fungbes y = —senx e g =

—2senx.
Grafico 5 - Esbogo das curvas f = -senx e g = -2senx
ky

4

3 f =—senx

g = —2senz
2
1
-
T —Sn/2 -2 —3n/2 T -m/2 0 n/2 3n/2 2 Sm/2 T

+f »
9 2
-3
—4

Fonte: Elaborado pela autora

Logo, se b for um nimero real positivo a curva comecara crescente a partir da origem
e se b for um niumero real negativo a curva comecara decrescente a partir da origem.

Consideremos agora a funcdo y = sen(mx); m € R*. Antes disso, lembremos que a
funcdo y = senx é uma funcéo periddica de periodo igual a 27, ou seja, a cada intervalo de 2w
a curva da funcao se repete.

Para m = 1 temos a fungdo f = sen(1l.x) — f = senx cuja curva ja é conhecida

(Gréfico X). Consideremos m = 3 e vejamos 0 que ocorre com a curva h = sen(3x).
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Gréfico 6 - Esbogo das curvas f = senx e h = sen(3x)

Y

4

" = senzx

h =sen(3x)

INIANZ2 S\ WA [ 78 N,

Fonte: Elaborado pela autora

Comparando as curvas se nota que o periodo de repeticédo foi reduzido, pois ha mesma
regido do plano cartesiano se consegue o triplo da curva. Se quanto maior for o valor de m o

periodo de repeticdo decai, entdo quanto menor o valor de m o periodo aumenta, podemos

, . /g 1
constatar no proximo grafico que compara as curvas de f = senx e h = sen(;x).

Grafico 7 - Esbogo das curvas f(x) = senxe h(x) = sen(§ x)

lﬂ‘y
8
6
4
f=senx h=s L
5 f = se 1._:36,-”_(3 x)
g —7}\/[&: —SMn —3Mn - Mﬂ' 3Mﬂ :-\Uﬂ Tn
-2
4
-6
-8
-10

Fonte: Elaborado pela autora

Comparando ambas as curvas se percebem que o periodo triplicou. Logo o coeficiente

m altera o periodo da curva, para m = 1 o periodo da curva sera 2w, para m > 1 o periodo
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sera menor que 2m e param < 1 o periodo serd maior que 2m. A figura a seguir exibe mais um
caso para quando m for um nimero negativo. Observe:

Grafico 8 - Esbogo das curvas f(x) = senx e h(x) = sen(—x)

by

4

f = senx h =sen(—x)

f

JW:: 3n/2 I, -nl2 w2 7\3111'2/11 sn/2 3n
h -1

T~

Fonte: Elaborado pela autora

Em comparacdo a curva f = senx a curva h = sen(—x), onde m = —1, se nota que
0 periodo continua 0 mesmo havendo apenas uma mudanga simétrica na curva em relacao ao
eixo das abscissas.

Analisemos agora a funcdo y = senx + n;n € R*. Ja sendo conhecido o eshoco

gréfico de y = senx, tomemos entdo como base, atribuindo valores a n e esbo¢ando o grafico

para comparagdo. Considerando as fungdes y, =senx+g e y, =senx +m, VvVamos

comparando os gréaficos:
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Grafico 9 - Esbogo das curvas y = senx, y, = senx +§ ey, =senx+m

Yy = senc

y = sen(x _,:_g)

y =sen(xz +m)

Fonte: Elaborado pela autora

Se nota que a imagem e o periodo da fungéo ndo se alteram. O coeficiente n movimenta
0 grafico no sentido horizontal sem que este sofra distorcdo. Além disso, percebe-se uma
relacdo entre o sinal do coeficiente e a direcdo do deslocamento da curva. O sinal “+” indica
um deslocamento para a esquerda de medida igual o coeficiente e o sinal “—" indica um
deslocamento para a direita de medida igual ao coeficiente.

im, a = senx + = se comparado a funcio base esta se
Assim, a curva da fungdo y, +3

deslocando % para a esquerda. Da mesma forma, a curva da fungdo y, = senx + m esta se

deslocando rr para a direita em comparacao a curva base.

Por fim, consideramos a funcdo do tipo y = ta + senx;a € R. Para melhor
visualizarmos, vamos exemplificar tomando a = 1, esbocando a curva para o sinal positivo e
negativo e comparemos com a curva da fungéo base.

Dessa forma, teremos f = senx como a fungdo base e as fungdes g = 1 + senx

e h = —1 + senx. A figura a seguir compara as curvas dessas funges:
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Gréfico 10 - Eshoco das curvas f(x) = senx, g(x) = 1+ senxe h(x) = —1 + senx
ky

4
f =senx

g=1+senxz

h=—1+senx
2
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9 =
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Fonte: Elaborado pela autora

Observando o gréafico acima se percebe que o coeficiente a movimenta a curva para
cima ou para baixo, ou seja, desloca-a verticalmente. Se a > 0 a curva se deslocara para cima
do eixo x, no exemplo houve um deslocamento de 1 unidade para cima. Se a < 0 a curva se
deslocaréa para baixo do eixo x, no gréafico a curva se deslocou 1 unidade abaixo do eixo.

Ademais, a curva se deslocando verticalmente implica uma mudanga também na
imagem na funcdo. Algebricamente, temos que a imagem da curva deslocada serd [-1 + a,1 +
al]. Paray; = 1 + senx, o intervalo imagem dessa curva serd [—1 + 1,1 + 1], isto ¢, [0,2]. Por
outro lado, para y, = —1 + senx, o intervalo imagem serd [-1 — 1,1 — 1], ou seja, [—2, 0].

Ainda, o coeficiente a indica onde a curva da funcao cortara no eixo y. Analisando o
grafico anterior, paray = 1 + senx, a curva cortard o eixo das ordenadasemy = 1 eparay =
—1 + senx, acurva cortardemy = —1.

Em sintese, a fungdo y = +a + b.sen(mx + n) foi dividida em cinco casos* a fim de
aplicar modificacdes em cada coeficiente e verificar se implicaria mudancas no registro gréfico,
se sim, que mudancas seriam essas.

Apesar de ter-se utilizado a funcdo trigonométrica seno, 0s mesmos procedimentos
aplicados a ela valem para a funcdo cosseno. “Destacamos apenas o fato da funcdo cosseno ser
par e por isso ter uma curva simétrica em relacdo ao eixo Y e ndo em rela¢do a origem como

ocorre com a fungéo seno, por ser uma fungdo impar” (SILVA, 2008, p.97).

11°caso: y = senx; b € R,b = 1; 2°caso: y = b.senx; b € R, b # 1; 3° caso: y = sen(mx); m € R*; 4° caso:
y = sen(x £ n);n € R*; 5°caso: y = +a + senx;a € R*
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Considerando o estudo realizado a respeito das varidveis visuais, dos registros
simbdlicos e suas unidades simbolicas correspondentes, o quadro seguinte traz de forma mais

separada e incluindo todas as possibilidades de articulacdo entre os registros graficos, lingua

natural e simbodlicos.

Quadro 5 - Correspondentes registros para 0s casos de curvas senoides

R. Gréfico

R.em
Lingua
Natural

R. Simbdlico

15

1

0.5

74:: a2 3¢ sw2 gn 32 x -nn
f

0

-0’5

-15

Curva
senoide bhase

y = senx, b
eER,b=1

y

Curva
simétrica ao
esboco da
curva base
em relacdo
ao eixo X
devido b =
-1

y = —senx, b
eER,b=-1

A curva tem
por imagem
os valores de
y
pertencente
ao intervalo
[—2,2]

y = 2.senx, b
eER,b#1

O periodo de
repeticdo da
curva foi
reduzido a
metade  se
comparado a
curva base

y = sen(3x),
m € R*




O periodo de
repeticdo da
curva dobra
se
comparado a
curva base

B 1
y = sen (Sx),
m e R*

Curva sofre
uma
translacéo
horizontal
para a
esquerda

y = sen(x + 1);
neR n>0

Curva sofre
uma
translacéo
horizontal
para a direita

y = sen(x — 1);
neER,n<0

Curva sofre
uma
translacéo
vertical
acima do
eixo x

y =1+ senx;
a€R5a>0

Curva sofre
uma
translacéo
vertical
abaixo do
eixo x

y = —1 + senx;
a€Ra<0

Fonte: Elaborado pela autora
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Para Duval (201l1a, p.100), “a descrimina¢do das propriedades figurais de uma
representagdo grafica ¢, em contrapartida, menos evidente”, entretanto, através de uma
abordagem experimental, onde uma unidade significante da expressdo algébrica variava
enquanto as demais se mantinham constantes, foi possivel identificar as variaveis visuais.

O quadro seguinte foi adaptado de Duval (2011a) em que o pesquisador utilizou para
apresentar as varidveis visuais particulares para o caso em que o grafico € uma reta, ou seja,
y = ax t b. Segundo o francés, essa mesma linha de raciocinio pode ser aplicada para o caso
da parabola. Por ser um quadro de facil leitura e compreensdo visto que deixa claro quais sdo
variaveis do objeto estudado, optou-se por estender seu uso para as fungdes trigonométricas
Seno e cosseno.

Cada variavel visual assume determinados valores, onde esse valor remete ao
comportamento da curva no plano cartesiano. A cada uma dessas variaveis visuais corresponde
uma unidade significante na expressao algébrica: y = +a + b.sen(mx +n) ou y = +a +

b.cos(mx + n). Observe o0 quadro seguinte:

Quadro 6 - Valores e variaveis visuais para esboco gréafico de funcdes seno e cossenos no plano cartesiano

o . Valores das variaveis Unidades significantes simbdlicas
Variavel Visual o
visuais correspondentes
Amplitude A curva fica menos b <1; Ha coefic. escrito
volumosa e 0s pontos
minimos e maximos dela b=1 O coefic. ndo aparece
estdo proximo ao eixo das
abscissas

Ha coefic. escrito
A curva fica mais volumosa b>1
e 0s pontos minimo e
maximo dela estdo distantes
do eixo das abscissas

Intervalo de | A curva fica menos | [b,—b]; Vb < 1 | Ha coefic. escrito
Imagem volumosa e 0s pontos
minimos e maximos dela| [—1,1];v b =1 | O coefic. ndo aparece
estdo proximo ao eixo das
abscissas

A curva fica mais volumosa
e 0s pontos minimo e | [—b,b]V b >1 | Ha coefic. escrito
maximo dela estdo distantes
do eixo das abscissas

Periodicidade Periodo igual 27 m=1 O  coeficiente  ndo
aparece

Para o periodo menor que 27
maior serd a repeticdo da m>1 ha coefic. escrito
curva no entdo periodo




59

Para o periodo maior que 21

a repeticdo da curva serd m<1 ha coefic. escrito
menor no entdo periodo
Translacbes no | A curva se desloca para a n>0 sinal +
eixo x esquerda
A curva se desloca para a n<o sinal -
direita
Translagcbes no | A curva se desloca para cima a>0 auséncia de sinal
eixo y
A curva se desloca para a<0 presenca do sinal —
baixo
Simetria A curva é simétrica em a=0; Nao ha coefic. escrito
relacdo a origem do plano n=0
cartesiano
Presenca do sinal —
Curva é simétrica em relagéo b+1; Ha coefic. escrito
ao eixo x aquela que b<0
apresentab > 0
Presenca do sinal —
Curva € simétrica em relacao m=#1; Ha coefic. escrito
ao eixo x aquela que m<0
apresentam > 0
Posicéo do| A curva base comeca b>0 Auséncia do sinal
tracado em | crescente
relacdo a origem
do plano | Curvas em geral comecam b>0 Presenca do sinal +
cartesiano crescente
A curva comeca decrescente b<0 Presenca do sinal —

A leitura deste quadro levanta as seguintes observacoes:

Fonte: Elaborado pela autora

e Ha congruéncia semantica entre o coeficiente b da expressao algébrica e a amplitude da

curva, propriedade figural associada a ele (SILVA, 2008)

e Nd&o ha relacdo direta entre o sinal do coeficiente e o sentido de deslocamento da curva

y = senx para a obtencdo da curva y = sen(x + n), dessa forma, a transformacéo da

representacdo algébrica para a representacdo grafica requer maiores cuidados no sentido

de se diminuir os problemas de congruéncia semantica.

e A discriminacdo das variaveis visuais e a sua vinculagdo com as unidades simbdlicas

correspondentes facilita a passagem da representacdo grafica para a expressdo algebrica,

pois o foco ndo esta mais em valores particulares e sim em um conjunto de propriedades.
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A esse tipo de abordagem, Duval (2011a) chamou-a de Interpretacdo Global de
Propriedades Figurais, onde esta é a abordagem eficaz quando se deseja, por exemplo, partir de
uma representacdo grafica para a representacdo algébrica. Para ele o uso correto de
representacOes gréficas cartesianas ndo € possivel sem uma distin¢do clara entre variaveis
visuais relevantes e sem estabelecer sistematicamente correspondéncias entre os valores dessas
variaveis e unidades importantes de expressdes algébricas. Ignorando a especificidade e a
importancia dos métodos de interpretacdo global, os professores ndo conseguem atingir seu
objetivo de usar graficos cartesianos corretamente para a maioria dos alunos do primeiro ano

do ensino médio.
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3METODOLOGIA

Neste capitulo é apresentada a trilha metodoldgica adotada para andlise dos livros
didaticos aprovados pelo Programa Nacional do Livro Didatico — PNLD de 2021, bem como
0s critérios para a selecdo desses livros.

A pesquisa se classifica como descritiva do tipo exploratdria com abordagem
qualitativa, visto que ndo requer o emprego de métodos e técnicas estatisticas (PRODANOV;
FREITAS, 2013). Quanto aos procedimentos técnicos, adotou-se o procedimento de uma
pesquisa bibliografica, pois é elaborada a partir de material ja publicado como, por exemplo,
livros, revistas, materiais impressos, teses, dissertagdes entre outros. Em outras palavras,
materiais elaborados pelos autores com propoésito especifico para ser lido por um publico
especifico (GIL, 2019). Gil acrescenta que pesquisas que buscam analisar posicdes diferentes
quanto a um mesmo conteudo também se enquadra como pesquisa bibliogréafica.

Adotou-se analise de contetdo de Bardin (2011) como método de analise, que se
divide em trés polos cronoldgicos: pré-analise; exploracdo do material; tratamento dos

resultados, inferéncia e interpretacdo. Os passos metodoldgicos estdo descritos na sequéncia.

3.1 Analise de contetido de Bardin

A analise de contetdo é definida como um método empirico, que reline um conjunto
de técnicas de analise das comunica¢des. De um modo geral, o funcionamento e objetivo desse

método pode ser designado como

Um conjunto de técnicas de andlise das comunicacBes visando obter, por
procedimentos) sistematicos e objectivos de descri¢do do conteldo das mensagens)
indicadores (quantitativos ou ndo) que permitam a inferéncia de conhecimentos
relativos as condi¢des de producdo/recep¢do (varidveis inferidas) destas mensagens
(BARDIN, 2011, p.48).

O objetivo da anélise de conteudo € inferir conhecimento relacionado as condicGes de
producéo (ou, em Gltima analise, de recepg¢ao), inferéncia? usando indicadores (quantitativos ou
ndo quantitativos) (BARDIN, 2011).

A andlise se organiza em torno de trés polos cronolégicos: pré-analise; exploracao do
material; e tratamento dos resultados, inferéncia e interpretacéo.

Na fase inicial, pré-analise, € a fase da organizacdo propriamente dita. Geralmente, se

divide em trés missbes: 1) escolha dos documentos, isto é, constituicdo do corpus de

2 Bardin (2011, p.45) conceitua inferéncia como sendo uma “operacéo l6gica, pela qual se admite uma proposicao
em virtude da 'sua ligagdo com outras proposigdes ja aceites como verdadeiras.”
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documentos a serem analisados na etapa seguinte; 2) formulacdo das hipdteses e objetivos; 3)
elaboragdo de indicadores que fundamentem a interpretacéo final.

A constituicdo do corpus implica em selecdes de regras, segundo Bardin (2011) as
principais regras sdo: a) regra da exaustividade, 0 nde é preciso ter em conta todos o0s
elementos desse corpus; b) regra da representatividade, garante que a analise pode ser realizada
em uma amostra desde que essa amostra tenha uma parte representativa do universo inicial; c)
regra da homogeneidade diz que documentos repetidos devem seguir um critério preciso de
escolha; d) regra de pertinéncia fala que, como fonte de informagéo, documentos duplicados
devem ser suficientes para atender aos objetivos da analise proposta.

Os indicadores podem ser construidos em funcdo das hipdteses ou as hipdteses podem
ser construidas na presenca de certos indices. Lobo (2017), por exemplo, elaborou os
indicadores da sua pesquisa de acordo com seus referenciais tedrico-metodolégico.

A segunda fase, exploracdo do material, é descrita por Bardin (2011) como uma fase
longa e fastidiosa, pois consiste nas operacdes de codificacdo, desconto ou enumeragdo, em
funcdo de regras estabelecidas previamente. De modo geral, nessa fase o texto deve ser lido
novamente de modo a realizar recorte das partes consideradas mais importantes pelo
pesquisador e posteriormente elaborar as categorias. Kluppel (2012) elencou as categorias a
partir dos pontos principais da TRRS no tocante a Geometria, seu objeto de pesquisa estudado.

No processo de escolha de categorias se pode adotar os critérios semantico (temas),
sintatico (verbos, adjetivos e pronomes), Iéxico (sentido e significado das palavras — anténimo
ou sindnimo) e expressivo (variagdes na linguagem e na escrita).

Na tltima fase, tratamento dos resultados, inferéncia e interpretacao, é realizada a
andalise conjunta dos dados e apresentadas as conclusées sobre as informacdes acerca dos dados,
isto €, “os resultados brutos sdo tratados de maneira a serem significativos [...] e validos”
(BARDIN, 2011, p.131).

Os trés polos cronoldgicos estao descritos detalhadamente na Figura 4 a seguir.
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Figura 4 - Desenvolvimento de uma anélise de contetdo
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Fonte: Bardin (2011)
3.2 Critério de escolha dos livros didaticos

A escolha dos livros didaticos corresponde a fase inicial da analise de contetudo de
Bardin (2011). Os livros escolhidos para analise foram aprovados pelo Programa Nacional do
Livro Didatico — PNLD 2021, portanto as regras de exaustividade, representatividade,
homogeneidade e pertinéncia ja estdo atendidas.

Os livros aprovados pelo PNLD 2021 comecaram a ser utilizados em sala de aula no
inicio do ano letivo de 2022, por isso, o critério de escolha de livros mais usados se tornou
inviavel. Dessa forma, buscou-se no PNLD 2018, que também visava o Ensino Médio, 0s
autores cujos livros mais tiveram investimento e, assim, buscar os livros desses autores no
PNLD 2021.

O PNLD 2018 aprovou oito colecdes, e segundo os dados estatisticos disponilizados

pelo Fundo Nacional de Desenvolvimento da Educagdo — FNDE, as trés cole¢des com mais
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investimentos foram: Matematica — Ciéncia e AplicacBes; Mateméatica — Contexto &
AplicacOes; #Contato Matematica. A Tabela 2 a seguir apresenta as cole¢des seguida de seus

autores e investimentos, respectivamente.

Tabela 2 - Trés colegbes com maiores investimentos aprovadas pelo PNLD - 2018

Colecso Matemadtica - Ciénciae = Matematica — Contexto #Contato
¢ Aplicagdes & Aplicagdes Matemaética
David Degenszajn;
Gelson lezzi; )
Autor (ES) Nilze de Almeida; Luiz Roberto Dante Joaml_r Souza’_
Osvaldo Dolce: Jacqueline Garcia
Roberto Périgo
Investimento R$ 16.960.110,55 R$ 14.225.634,41 12.727.908,18

Fonte: Elaborado pela autora com base no FNDE

Nenhuma colecdo do PNLD 2021 tem por autor(es) David Degenszajn, Gelson lezzi,
Nilze de Almeida Osvaldo Dolce e Roberto Périgo. Diante disso, optamos por escolher a quarta
colecdo com maior investimento no PNLD — 2018 que € a colecdo Conexdes com a Matematica,
cujo autor € Fabio Martin de Leonardo. Onde no PNLD 2021 teve a colecdo Conexdes
aprovada.

Luiz Roberto Dante, junto com Fernando Viana, é autor da colecdo Matematica em
Contextos e Joamir Souza é autor da colecdo Multiversos, ambas cole¢bes aprovadas pelo
PNLD 2021.

Dessa forma, reunimos duas colecGes de livros didaticos de Matematica aprovados
pelo PNLD 2021. A Tabela 3 a seguir mostra os dados das cole¢6es aprovadas e o volume que

serd analisado. Observe:

Tabela 3 - Livros didaticos de Matematica do Ensino Médio adotados para analise

Cddigo Colecdo  Titulo Colecdo  Codigo Volume Titulo Volume Editora

0193P21202 Conexdes 0193P21202136 Trigonometria Moderna
0150p21202 ~ Matematicaem ) pon0005936  Trigonometriae o g
Contextos Sistemas Lineares

Fonte: Elaborado pela autora

Assim, define-se que o objeto de investigacdo é o conteudo das funcgdes
trigonométricas seno e cosseno, presente nos livros didaticos de Matematica do Ensino Médio
aprovados pelo PNLD — 2021. Depois de definido os LD para analise, passamos a definir os

conteldos destes a serem analisados.
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3.3 Critérios para analise dos livros

Para analisar os dados coletados fundamentamos na TRRS. Segundo Bardin (2011),
os indicadores definidos na pré-andalise auxiliam na interpretacdo final dos dados tornando os
resultados significativos. Assim, os indicadores, definidos a priori, sdo fundamentados nos
principais pontos da TRRS. Os indicadores séo:

a. Diversidade de registros

b. Distingdo entre representante e representado
c. Tratamento

d. Conversao

Na fase de exploracdo do material, apds mais uma leitura, foram realizados recortes
das partes consideradas mais importantes a serem submetidas a analise fundamentada na TRRS.
Defini¢des, demonstracdes, exercicios resolvidos e propostos foram relidos até ser possivel
verificar aproximacdes e distanciamentos com a teoria.

As categorias para analise do contetido dos livros foram definidas a priori e extraidas
do referencial tedrico, da BNCC e estrutura/formato do LD. O Quadro 7 apresenta as categorias

seguidas de uma breve descricao.

Quadro 7 - Categorias da analise

Categorias Descricao
Definicéo Se a definicdo € apresentada pelos autores de modo
dindmico em contraste com a concepcdo estatica,
aléem disso, se deixam explicitos as nocdes de
dependéncia entre as variaveis envolvidas, bem
como nossas de regularidade e generalidade

Uso de tecnologias digitais A BNCC aponta que os alunos devem desenvolver
habilidades com ou sem apoio de tecnologias digitais

Procedimento de construcdo de | Parao procedimento de construcao do grafico o livro

gréfico adota a abordagem ponto a ponto, de extensdo do
tracado ou de interpretacdo global das propriedades
figurais?

Resolucdo de exercicios Verificar como os autores apresentam os enunciados

e resolucbes dos exemplos e exercicios, pois estes
guiardo os alunos quanto as demais atividades
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Flexibilidade e fluidez entre | Estd € uma competéncia a ser desenvolvida pelos
diferentes registros de representacdo | estudantes que, em nossa Vvisdo, se aproxima do
(congruéncia semantica) fendbmeno de congruéncia semantica da TRRS.
Entretanto, a forma como é apresentada na BNCC
ndo condiz exatamente com um trabalho adequado
nos moldes da teoria. Portanto, sera observada tanto
do ponto de vista da BNCC como no da TRRS.

Fonte: Elaborado pela autora

As categorias de Definicdo e Resolucdo de exercicios derivam da prépria estrutura dos
livros didaticos. O procedimento de construcéo do grafico decorre do aporte tedrico, visto que
Raymond Duval classifica trés formas que o grafico de uma funcdo pode ser construido. A
Flexibilidade e fluidez entre diferentes registros de representacdo é uma categoria proveniente
tanto da BNCC como do aporte teorico. Por fim, o uso de tecnologias digitais advéem também
da BNCC.

A analise dos conteudos dos LD foi realizada aplicando a cada uma das categorias do
Quadro 8 os indicadores a, b, c, d descritos no inicio dessa subsecéo.

O capitulo seguinte apresenta uma breve descricdo do livro de cada colecdo adotada

juntamente com a analise.
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4 ANALISE DOS LIVROS DIDATICOS

O PNLD 2021 aprovou dez colecdes de livros didaticos para alunos do Ensino Medio,
onde destas selecionamos dois livros, cada um de uma colecdo, para serem submetidos a analise
sob a o6tica da TRRS. As duas cole¢des selecionadas foram: Conexfes e Matematica em
Contextos. A seguir € mostrado uma breve descri¢do de cada cole¢do e volume utilizado na
analise.

A colecdo Conexdes € uma obra organizada pela editora Moderna cujo editor
responsavel é Fabio Martins de Leonardo. A obra é composta pelo Livro do Estudante (LE),
Manual do Professor (MP), cada um contendo seis volumes, e Material Digital do Professor
(MDP) com seis videotutoriais. O LE esta organizado em seis volumes. O volume 1 aborda
grandezas e medidas, conjuntos, funcdes, algoritmos e introducédo a programacdo. O segundo
trabalha com a funcdo afim, funcdo quadratica, funcdo exponencial, funcdo logaritmica,
sequéncias e matematica financeira. O terceiro volume aborda o tratamento da informacao,
analise combinatoria e probabilidade. O quarto volume propde o estudo de semelhanga de
triangulos, trigonometria e fungdes trigopnométricas. O quinto aborda geometria plana e espacial
e, por fim, o sexto volume apresenta tematicas como matrizes, determinantes, sistemas lineares,
geometria analitica e transformacgdes geometricas.

O quarto volume - estudo de semelhanca de tridngulos, trigonometria e funcbes
trigonométricas — foi o escolhido para a analise.

O LE ainda traz topicos referentes aos conteudos exercicios de aplicacao,
aprofundamento e desafios; boxes com atividades relacionadas ao pensamento computacional
e as segoes “Compreensao de texto”, “Pesquisa e agao” e “Educagdo Financeira”.

A colecio Matemética em Contextos é uma obra organizada pela editora Atica, cujos
autores sdo Luiz Roberto Dante e Fernando Viana. A obra é composta pelo Livro do Estudante
(LE), Manual do Professor (MP), cada um contendo seis volumes, e Material Digital do
Professor (MDP), com seis videotutoriais. O LE esta organizado em seis volumes, que sao:
funcdo exponencial, funcdo logaritmica e sequéncias; funcdo afim e funcdo quadratica;
geometria plana e geometria espacial; trigonometria e sistemas lineares; analise combinatoria,
probabilidade e computacdo; estatistica e matematica financeira.

O volume referente ao estudo trigonometria e sistemas lineares foi o selecionado para
a analise.

Os capitulos dos livros estdo estruturados em secBes de “Explore para descobrir”,
“Atividades resolvidas”, “Tecnologias Digitais”, “Conexdes, Leitura e Compreensdo”, “Além

da sala de aula”, “Vestibulares e ENEM”,
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Desta forma, reunimos dois livros didaticos de Matematica aprovados pelo PNLD

2021. O Quadro 9 a seguir apresenta quais capitulos dos livros serdo analisados:

Quadro 8- Livros didaticos do Ensino Médio adotados para analise dos dados

Livro Didéatico Capitulo
CAPITULO 4 — Funcdes trigonométricas
1.Funcdes periddicas

: 2.Ciclo trigonométrico

~ ' 2.1.A funcdo de Euler

CONEXOES 3.A fungéogseno
SUAS TEGHOLOBIAS 4.A fungio cosseno
7.Construcao de gréaficos
Exercicios complementares

EoiT L
Fabit Leonardo

Trigonometria

MANUAL DO
PROFESSOR

€

 MODERNA

CAPITULO 1 - Trigonometria
Funcdes trigonomeétricas

A funcdo seno

A funcéo cosseno

As senoides e 0s fendmenos periddicos
Tecnologias digitais

Fonte: Elaborado pela autora

O Quadro 9 traz detalhadamente o capitulo e seus respectivos tdpicos adotados para
analise. Ressalta-se que nem todos os tdpicos dos capitulos foram escolhidos para analise, 0
quadro apresenta somente aqueles que fazem referéncia com o objeto matematico dessa
pesquisa — fungbes trigonométricas seno e cosseno.

A analise dos livros foi dividida em dois topicos, cada um para um livro. Os LD sao
diferenciados pelo titulo da colecdo, assim, Livro 1 refere-se ao livro da colecdo Conexdes e 0

Livro 2, ao livro da colecdo Matematica em Contextos.

4.1 Livro 1 — Colecédo Conexdes - Trigonometria

Este topico apresenta a analise e discussdo dos elementos expostos no LD em sua
completude, articulando-o com 0s pressupostos tedricos da TRRS, tanto quando o livro expbe
suas definicOes e explicacbes ao conteudo de func¢des trigonométricas seno e cosseno, como
nas atividades propostas por este, sendo elas resolvidas no capitulo ou colocada para a

resolucéo.
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O autor comega o capitulo apresentado as funcbes periddicas que muitas vezes se
fazem presente em fenbmenos naturais, fisicos e sociais; para isso traz o exemplo do movimento
de subida e descida da maré que ocorre devido a forca gravitacional exercida pela lua e pelo sol
na terra. O contexto utilizado se enquadra na categoria de Definicdo, ja que o fendmeno da
maré € utilizado pelo autor para auxiliar na compreensao de uma funcéo periddica. O exemplo
se refere a uma cidade litoranea do Brasil da regido nordeste, em que em uma época do ano, a
maré baixa ocorre nos horarios de 12h e 24h e a maré alta ocorre as 6h e 18h. Esse autor afirma

que a altura h (em metro) atingida pela maré pode ser calculada pela funcdo trigonométrica
h(t) = 1,15 — 1,05 .cos(t . g).

A partir de um contexto, o autor partiu de um registro algébrico para o registro gréfico,

conforme a Figura 5:
Figura 5 - Registro grafico sobre o comportamento periédico da maré

Altura (metro)

L =R ="

=

6 12 18 24
Tempo (hora)
Fonte: Leonardo (2020, p. 79)

Observando-se o grafico da Figura 5, pode-se perceber o horario da maré alta e baixa,
além da altura maxima atingida, e ainda a periodicidade da maré que ocorre a cada 12h. Esses
dados ndo podem ser observados facilmente na funcdo h(t) dada. Desse modo, fica
descaracterizada utilizacdo da teoria de Duval (2009), pois apesar de estar sendo mobilizado
dois registros de representacdo, ndo € possivel fazer correspondéncias entre as unidades
significantes de cada registro.

O ideal seria que o autor apresentasse como ocorreu a construcdo da funcdo h(t), nesse
processo seria possivel apresentar as unidades significantes do registro algébrico. Deste modo,
qualguer mudanca no registro algébrico acarretaria uma mudanca no registro grafico,
favorecendo a identificacdo das variaveis visuais do registro grafico.

Outra forma encontrada pelo autor de chegar as mesmas conclusées apresentadas pelo

gréafico foi do registro algébrico como mostra a Figura 6:
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Figura 6 - Tratamento algébrico referente ao exemplo da maré

h(0) = 1,15 1,05-cos(0'%] h(6) = 1,15 1,05-cos(6-%:|
h(0) = 1,15 — 1,05 - cos (0) h(6) = 1,15 — 1,05 - cos (1)

h(0) = 1,15 — 1,05 - (1) h(6) = 1,15 — 1,05+ (—1)

h(0) = 0,1 h(6) = 2,2

Fonte: Leonardo (2020, p. 79)

Para chegar as mesmas conclusdes do registro gréfico, foi atribuido a variavel t da
fungdo valores que variam entre 0 e 24, simbolizando a quantidade de horas no dia. A Figura 6
mostra dois calculos: o primeiro para o tempo t = 0, a maré é baixa e atinge uma altura de 0,1
metros, e 0 segundo no tempo t = 6h, quando a maré atinge 2,2 metros de altura (maré alta).

O exemplo do fendmeno da mare foi utilizado para ajudar na construcdo da defini¢éo
de uma funcéo periddica. Quanto a esse exemplo, podemos notar a presenca dos registros
algébrico e gréafico, quantidade suficiente de registros para que o objeto estudado ndo seja
confundido com sua representacao.

Pode-se notar também a presenca da atividade semiotica de tratamento dentro do
registro algébrico (Figura 6). Entretanto, apesar do registro grafico e algébrico trazerem o
mesmo resultado, o autor ndo estabelece uma ligacdo entre as representacBes, 0 que pode
comprometer a compreensdo do objeto matematico estudado, pois, apesar da diversidade de
registros ser importante, para ndo haver confusdo entre representante e representado, €
primordial a articulacdo entre os registros para que 0 objeto seja compreendido em sua
totalidade.

Apos contextualizar uma funcdo periddica, o autor traz sua definicdo formal, que

pertence a categoria de Defini¢do. Na Figura 7 apresenta-se a referida definicao:
Figura 7 - Definicdo de uma funcéo periddica

Uma funcao f: R — R é chamada de funcao periédica quando existe um nimero
real positivo p tal que, para todo x € R, f(x) = f(x + p).

Fonte: Leonardo (2020, p. 79)
A definicdo € expressa somente em registro em lingua natural, onde compreende-se que

p corresponde ao periodo da funcdo. Nada mais € acrescentado pelo autor quanto a definicéo,
supde-se que para ele, o exemplo do fendmeno da maré tenha sido o suficiente para o leitor
entender a ideia de uma funcgéo periddica e de periodo.

Para fixar a definicdo, o livro traz logo em seguida um exercicio resolvido, pertencente

a categoria de Resolugdo de Exercicios. Observe a Figura 8 abaixo:
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Figura 8- Exercicio resolvido de funcdo periddica

Exercicio resolvido
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observar que g(x) = g(x + 2).

Portanto, o periodo dessa fungéo é 2.
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Fonte: Leonardo (2020, p. 79)

Conforme mostra a Figura 8, dado o gréfico da funcdo g, € solicitado o periodo da
funcdo. Temos uma atividade semiética de conversdao do registro grafico para o registro
algébrico, pois através da analise do grafico se chegara a um valor numérico que indica o
periodo. Entretanto, nesse exercicio esta sendo privilegiado apenas um sentido da conversao
(registro grafico — registro algébrico).

Ainda, na resolucdo do exercicio podemos perceber que o autor transita do grafico
(registro grafico) para a fungdo g(x + 2) (registro algébrico) para entdo definir o periodo
(registro numérico). Apesar do duplo sentido da conversdo ndo existir, levantamos aqui a
hipdtese de que o autor preferiu utilizar um exercicio que privilegia a conversao do registro
gréfico para o registro algébrico por essa passagem entre 0s registros ser a mais problematica
por ser preciso estabelecer correspondéncias entre as unidades significantes de cada registro de
representacdo (DUVAL, 2011a).

Podemos notar que o exercicio da Figura 8 estabelece uma correspondéncia entre as
unidades significantes do grafico e a expressdo algébrica g(x + 2), visto que a expresséo
algébrica deriva da formula geral f(x + p), onde p € o periodo da fungéo, logo modificando o
periodo da funcdo g haveria uma mudanga na expresséo algébrica da funcgdo e vice-versa.

Um erro comum presente nos livros didaticos é enfatizar apenas uma passagem da
conversao, nesse caso, 0 autor trouxe somente um exercicio resolvido utilizando a passagem do
registro grafico para o algébrico. O ideal seria trazer outros exercicios de conversao de outros
registros.

Em seguida, o autor recapitula o conceito de ciclo trigonométrico e traz a funcdo de
Euler definindo-a como uma “fungdo E: R — ) que associa a cada numero real t um dnico

ponto P localizado na circunferéncia Q”, ilustrando-a, conforme mostra a Figura 9.
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Figura 9 - Registro grafico-geométrico da fungéo Euler
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Fonte: Leonardo (2020, p. 80)
Feijo (2018) aponta que alguns alunos possuem dificuldades na conex&o entre o ciclo

trigonométrico e as funcbes trigonométricas. A funcdo de Euler é apresentada com uma forma
de conectar o ciclo trigonométrico com essas funcdes, o que justifica o porqué de o autor trazer
essa funcéo antes de concentrar-se nas fungdes seno e cosseno.

Observando a Figura 9, podemos conjecturar que a funcdo de Euler se resume em
circundar a circunferéncia Q com a reta real (R) de maneira que a origem da reta coincida com
0 ponto A(1,0), assim a parte positiva da reta corresponde ao sentido anti-horario da
circunferéncia. Logo,

= Parat = 0, temos que P e A sdo coincidentes, ou seja, P = A.

= Parat > 0, o ciclo é percorrido no sentido anti-horario a partir do ponto A e se marca
nele o ponto P de comprimento t, gerando o arco AP.

= Parat < 0, o ciclo € percorrido no sentido horéario a partir do ponto A e se marca nele o
ponto P de comprimento |¢|, gerando o arco AP.

A funcdo de Euler tem o periodo de 27, logo é uma funcéo periddica, e é representada
simbolicamente como E(t) = E(t + 2km), comk € Z.

Tendo em vista que a funcdo de Euler foi tratada no livro para facilitar a conexao do
ciclo trigonométrico com as fungdes trigonomeétricas, e que esta pesquisa tem foco nas fungoes
Seno e cosseno, portanto, a funcdo de Euler ndo serd analisada do ponto de vista da teoria de
Raymond Duval.

O autor utiliza a fungdo de Euler para introduzir a funcdo seno, especificamente.

Inicialmente, apresenta o registro grafico-geométrico, conforme mostra a Figura 10:
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Figura 10 - Registro gréafico-geométrico da fungéo seno

Fonte: Leonardo (2020, p. 83)

Como definido na funcdo de Euler, o ponto P ¢ a extremidade do arco AP no ciclo
trigonométrico correspondente ao numero real x, realizando a projecéo ortogonal de P no eixo
vertical, o seno seré a ordenada do ponto P do arco de medida x.

Apos o registro grafico-geometrico, o autor define formalmente a fungdo seno, como

mostra a Figura 11:

Figura 11 - Definicdo da funcdo seno

A funcdo seno é a funcédo f: IR — R que associa cada numero real x ao namero real
sen x, ou seja, f(x) = sen x.

Fonte: Leonardo (2020, p. 83)
O registro grafico-geométrico da funcdo seno (Figura 10) auxilia na construgdo da

definicdo da funcdo seno (Figura 11) que se encontra no registro linguistico, portanto, adequam-
se a categoria de Definicdo. Apesar de dois registros serem utilizados para a compreensao da
funcédo seno, nota-se que ndo ha uma conversdo espontanea de um registro para o outro.

Por meio de um software de geometria dindmica, o autor mostra a construcao da curva
da funcéo seno a partir do ciclo trigonométrico. O uso do software para esbo¢o da curva insere-
se na categoria de Uso de Tecnologias. A Figura 12 a seguir mostra o primeiro passo da

construcao:
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Figura 12 — Construgdo da curva da funcdo seno
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Fonte: Leonardo (2020, p. 83)

A Figura 12 retrata que no software deve-se construir sob o plano cartesiano um ciclo

trigonométrico de raio 1 (r =1). O ponto A de coordenadas (1,0) é a origem do ciclo

trigonométrico. O proximo passo é mostrado na Figura 13:

Figura 13 — Construgdo da curva da funcéo seno
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Fonte: Leonardo (2020, p. 83)

A Figura 13 revela que um arco AB qualquer é construido sobre essa circunferéncia e

a medida desse arco é conduzida para o eixo das abscissas, dando origem ao segmento de reta

0C. A Figura 14 traz o préximo passo da construgo da funcéo seno:
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Figura 14 — Construgdo da curva da funcdo seno

22 K 7 25 4 (o1 23 EN e
PdPdrdEdd =

A h

11 B |D

—1QJ123456

Fonte: Leonardo (2020, p. 83)

Y

A Figura 14 demonstra que uma reta h, paralela ao eixo das ordenadas, é tracada
passando pelo ponto C e outra reta passa pela projecao ortogonal do ponto B. A intersecdo das
duas retas da origem ao ponto D. Movendo o ponto B ao redor da circunferéncia, podemos
rastrear 0 movimento do ponto D, verificando o caminho percorrido, como pode ser visto na

Figura 15.

Figura 15 — Construgdo da curva da funcdo seno
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Fonte: Leonardo (2020, p. 84)

A curva da Figura 15 representa a curva da funcdo seno. De modo geral, 0 uso do
computador no processo de ensino-aprendizagem se apresenta como uma ferramenta potente e
ludica. O computador e seus softwares exibem em seu monitor representagdes tdo rapidas
quanto a produgdo mental e com uma poténcia de tratamento ilimitada. O que poderia ser obtido

a mao livre apOs dias pode ser obtido imediatamente. Por isso, é tido como um modo
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fenomenolégico de producéo radicalmente novo, pois privilegia a aceleragdo dos tratamentos,
mas n&do se constitui um novo registro de representacédo, pois as representacdes exibidas na tela
do computador s&o as mesmas produzidas graficamente no papel (DUVAL, 2011b).

Por outro lado, os softwares ndo favorecem a conversédo devido ao menu de comando
privilegiar um registro de representacdo (registro algébrico) para chegar a representacao
correspondente em outro registro (registro grafico). Uma vez que o software permite a entrada
somente de uma representacdo, a compreensdo do objeto matematico fica comprometido, pois
ndo havera coordenacao entre os registros de representacdo. Ndo havendo coordenacgdo, ndo ha
congruéncia semantica entre os registros (categoria de Flexibilidade e Fluidez entre
diferentes registros de representacéo).

Logo em seguida, a forma usual de construcdo de uma funcdo também € apresentada,
que se enquadra na categoria de Procedimento de Construcédo de Grafico. Na forma usual é
utilizada uma tabela e escolhidos valores de x e aplicados na func¢éo para encontrar os valores
de y. Nesse caso, como se trata de uma funcao periddica, os valores de x sdo angulos de 12 volta

do ciclo trigonométrico, como € exibido na Figura 16 para uma funcéo seno:

Figura 16 - Registro tabular para 0 < x < 2m@

x | o | & | = |3n sr | 3r | T
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Fonte: Leonardo (2020, p. 84)
O autor também monta uma tabela para quando x for maior que 2. Observe a Figura

17:

Figura 17 - Registro tabular para x > 2w
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Fonte: Leonardo (2020, p. 84)
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Os dados das tabelas da Figura 16 e da Figura 17 s&o transportados para o plano

cartesiano e ao se ligar um ponto ao outro, obtém-se a curva da funcdo seno, como pode ser
visto na Figura 18:

Figura 18 - Registro gréfico da fungdo seno
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Fonte: Leonardo (2020, p. 84)

Analisando a forma de construcdo do grafico da funcdo seno utilizada pelo autor,
constatamos que é empregado a abordagem definida por Duval (2011a) como abordagem ponto

a ponto, que se limita a tracar o grafico correspondente de uma expresséo a partir de alguns
valores particulares e pontos marcados no plano referencial.
Apresentada a construgédo do gréafico, o livro traz trés caracteristicas da funcao seno:

1) a curva se repete a cada intervalo de 2m, logo é uma funcéo periodica de periodo 2m; 2) 0s
valores de senx estdo limitados ao intervalo [—1,1], logo o conjunto imagem é Im = [—1,1];

3) a amplitude (metade da diferenca entre as ordenadas maxima e minima) € igual a 1.

Para melhor compreensdo da Gltima carateristica, o livro apresenta a Figura 19.
Observe:

Figura 19 — Reqgistro gréfico da defini¢do de amplitude
Observacao

Veja na figura:
ordenada maxima
ordenada minima

!} amplitude

Fonte: Leonardo (2020, p. 85)
Em nossas andlises, podemos perceber que essas trés caracteristicas ndo sdo
constantes, pois essas estdo ligadas a expressao algébrica do tipo f(x) = senx. Uma vez que

essa fungdo fique mais complexa ou o grafico ndo se pareca mais com o da Figura 18, essas
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caracteristicas podem sofrer mudancas, jA que elas sdo unidades significantes do registro
algébrico, entretanto, tais mudancas ficam dificeis de serem observadas quando a construcéo
do gréfico se limita a abordagem ponto a ponto.

Ainda sobre a construcdo do gréafico da funcéo seno, nota-se que o meio informético
(software de geometria dindmica) facilitou a transicdo do registro gréafico-geométrico para o
registro grafico. A outra maneira utilizada para a constru¢do do gréfico da funcdo seno foi
utilizando o registro simbélico-algébrico, que funcionou como registro de partida, o registro
tabular, que serviu como registro auxiliar de uma representacéo a outra, e o registro grafico,
como registro de chegada.

A transicao do registro algébrico para o registro gréafico é considerada uma converséo,
todavia, ndo houve coordenacdo entre 0s registros ja que privilegiou apenas um sentido da
conversao (registro algébrico — registro grafico), faltando fazer a passagem inversa (registro
gréfico — registro algébrico), passagem que apresenta mais dificuldades para os alunos, pois 0
custo cognitivo ndo € o mesmo. Ainda, a abordagem utilizada ndo identifica as unidades
significantes de nenhum dos registros, sendo as unidades significantes do registro simbolico-
algébrico apresentadas como caracteristicas da funcéo seno.

Apos citado as caracteristicas da funcdo seno, dois exercicios resolvidos séo

apresentados, que podem ser vistos na Figura 20 a seguir:



Figura 20 — Exercicios resolvidos sobre funcdo seno

Exercicios resolvidos *"**

R4, Determinar os valores reais de m para os quais
existe x tal que sen x = 3m — 2

» Resolucao
Sabemos que os valores da fungio f(x) = sen x
variam no intervalo [~ 1, 1),
Assim:
1= senx =1-

substituindo
sen x por Am ~ 2
1=3m-2=<1
adiconando 2 em
todos os membros
1€ Sm = dwidindo todos
% membros por 3
VS =
3 m 1
Entéo, m assume valores em R tais que
2 B A2
F=m 1,

RS, Em um sistema predador-presa, o numere de
O predadores e de presas tende a variar periodi-
camente com ¢ tempo. Considere que em de-
terminada regiao, onde ledes sio 06 predadores
¢ zehras Sio as presas, A populacio de zebras
tenha varlado de acordo com a funglo dada por:

Z(t) = 850 + 400« sen %.em que o tempo t é

medido, em ang, & partlr de janeiro de 2000 (t = 0).

Fotografs mostrando uma leoa cagando uma
tebed, Foto de 2005

Com base no texto, responder &s quastoes.

a) Quantas zebras havia em janeiro de 20207
b) Qual foi a populagio minima de zebras atin-
gida nessa regifio?
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<) De acordo com a funcgao dada, quando foi a
primeira vez que a populacio de zebras fol
minima?

d) De quanto em quanto tempo & populagio de
zebras se repate?

» Resolugdo

a) Em janeiro de 2020, temes t = 20. Substituindo
t por 20 na @quagac dada, obtemos:

2(20) -8'70+m-sen[-'-15§)
Z(20) = 850 + 00 +sen (5x)
2(20) ~ 850 + 4000 = 850

Loge, em jangire de 2020 havia 850 zebras,

b) A populagio minima ocorre quando sen 1'15

atinge seu valor minime, ou seja, quando

sen % = ~1. Entao, para esse valor, temos

Z(t) = 8BS0 + 400 - (-1) =450

Logo, a populagao minima foi de 450 zebras
<€) Na 1*volta do ciclo trigonométrico, sen x atinge

seu valor minimo {(~1} para x = 37" Entao, a

funcao dada serd minima para:

ol T G N D O

S Hen TR, RRAn e Tt
Portanto, a populacio de zebras atingiu seu
valor minimo, pela primeira vez, 6 anos apés

janeiro de 2000, ou seja, em janeiro de 2006,

d) A fungio seno tem periodo 2x, Assim:
%‘-—2,1::% -2=t=8

Logo, a populacao de zebras se repete de 8 em
8 anos.
a) 830 + 2001 ~ 1,250

Logo. & Pooulagad e 4 de

1 250 setras

| Reflita
a) Qual foi a populagdo méuma de zebras?
ﬁ b) Quando isso acorreu pela primeira vez? |

Loge, a popatatio macrmm fol stimgds pela
prImarn war e 100
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Fonte: Leonardo (2020, p. 85)
Os exercicios da Figura 20 pertencem a categoria de Resolucdo de Exercicios. O

exercicio R4 indaga para quais valores de m existe um x tal que senx = 3m — 2. Trata-se de
um exercicio de aplicagdo, em que o estudante aplicara os conceitos matematicos aprendidos.
Percebe-se que o exercicio se desenvolve no registro algébrico, logo, enquadra-se como uma
atividade semidtica de tratamento.

J& o exercicio R5 é um exercicio contextualizado referindo-se, de modo geral, a
populacdo de animais e requer um nivel maior de interpretacdo do leitor para compreender cada
resposta matematica alcancada. Entretanto, apesar de ser um exercicio contextualizado com
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quatro alternativas, que requerem maior interpretacdo, também se desenvolve todo no registro
algébrico, ou seja, outra atividade semiética de tratamento.

Exercicios que envolvem a atividade de tratamento, isto é, utilizam apenas um registro
de representacdo, possuem sua importancia no processo de aprendizagem, uma vez que
permitem ao estudante conhecer e explorar o objeto matematico estudado dentro do registro
que foi representado. Todavia, a auséncia de um exercicio resolvido que privilegie a conversdo
prejudica a aprendizagem, pois, se 0 livro ndo apresenta como transitar de uma representacao a
outra, dificilmente o aluno conseguira realizar sozinho.

A funcdo cosseno é apresentada logo em seguida e é conceituada da mesma forma que
a funcdo seno. O autor, por meio da funcdo de Euler, retrata o registro grafico-geométrico da
fungdo cosseno. Observe a Figura 21:

Figura 21 - Registro grafico-geométrico da fungdo cosseno

)

Fonte: Leonardo (2020, p. 87)

Como definido na funcdo de Euler, o ponto P é a extremidade do arco AP no ciclo
trigonométrico correspondente ao nimero real x, realizando a projecdo ortogonal de P no eixo
horizontal, o cosseno sera a abscissa do ponto P do arco de medida x.

Apos o registro grafico-geometrico, o autor define formalmente a funcdo cosseno,

como mostra a Figura 22:

Figura 22 - Definigdo da fun¢do cosseno

A funcao cosseno é a funcao f: IR — R que associa cada numero real x ao numero
real cos x, ou seja, f(x) = cos x.

Fonte: Leonardo (2020, p. 87)
Assim como na fungéo seno, o registro grafico-geométrico da fungéo cosseno (Figura

21) auxilia na construcdo da defini¢do da funcdo cosseno (Figura 22) que se encontra no registro

em lingua natural, pertencem a categoria de Definigdo. Apesar de dois registros serem
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utilizados para a compreensao da funcéo cosseno, nota-se que ndo ha uma conversao espontanea
de um registro para o outro.

A categoria de Uso de Tecnologias se faz presente novamente quando o autor utiliza
um software de geometria dinamica para construir a curva da funcéo cosseno, partindo do ciclo
trigonométrico, ou seja, hd uma conversdo do registro grafico-geométrico (Figura 21) para o
registro gréfico.

A Figura 23 a seguir mostra a primeira etapa de constru¢do da curva do cosseno no

software:

Figura 23 — Construcdo da curva da funcdo cosseno
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Fonte: Leonardo (2020, p. 87)
A Figura 23 exibe que ap0s criado o ciclo trigonométrico de raio unitario, constroi-se

um arco AB qualquer sob a circunferéncia e a medida desse arco é transportada para o eixo das
abscissas, originando o segmento de reta OC. Logo ap6s, traca-se a projecao ortogonal do ponto

B no eixo das abscissas, marcando o ponto D. O segmento OD corresponde ao cosseno de AB.

A Figura 24 mostra a segunda etapa de construcao.
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Figura 24 — Construcdo da curva da funcéo cosseno
Pd | P4 % P (o] P2 BN S
M7 =

Fonte: Leonardo (2020, p. 87)

Conforme mostra a Figura 24, para obter os pontos em que a fungdo cosseno sera
plotada, é necessério transferir a medida de OD para o eixo das ordenadas. Para isso, é
construido a bissetriz do 1° e 3° quadrantes do plano cartesiano, marcando o ponto E, a
intersecdo desta bissetriz com a reta BD, e projeta-se o ponto E no eixo das ordenadas. Em
seguida, se marca o ponto F, a intersecdo da linha que contém a projecao ortografica e a linha
que passa pelo ponto C. O ponto F tracara a curva dessa funcao.

Por fim, a0 movimentar a extremidade B do arco AB ao redor do ciclo trigonométrico,
pode-se rastrear 0 movimento do ponto F e observar o desenho da curva da funcdo cosseno,

como mostra a Figura 25:
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Figura 25 — Construcdo da curva da fungéo cosseno
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Fonte: Leonardo (2020, p. 88)
Uma vez demonstrado como construir a curva da funcdo cosseno no software, o autor

m =

mostra como construir o grafico da funcdo sem apoio de tecnologias, que se adequa a categoria
de Procedimento de Construcao de Grafico. Para isso, utiliza novamente a abordagem ponto
a ponto, em que utiliza uma tabela (registro tabular) como auxilio. A Figura 26 considera os
valores de x para os valores da 12 volta do ciclo, ou seja, 0 < x < 2m; j& a Figura 27 considera

valores de x maiores que 27 ou menores que zero. Observe:

Figura 26 - Registro tabular para 0 < x < 2w

T T 3n ST 3n In
4 2 4

T | 3 2 3 | %"

COS X 1 % 0

Z| 4

2

V2 g | N2

2 2

Fonte: Leonardo (2020, p. 88)
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Figura 27 - Registro tabular para x > 2m

X 9 oT MM |  nm | _m™ | _ 3m
4 2 4 4 2 4

2 J2 2 2

COS X > 0 > > 0 >

Fonte: Leonardo (2020, p. 88)
Os dados das tabelas da Figura 26 e Figura 27 sdo transportados para o plano cartesiano

e ao se ligar um ponto ao outro, obtém-se a curva da fungdo cosseno, como pode ser visto na

Figura 28:

Figura 28 - Registro grafico da fungdo cosseno

COs X

Fonte: Leonardo (2020, p. 88)
O autor ainda observa que o grafico da funcdo cosseno é um deslocamento horizontal

Z rad da curva da funcéo seno.
ara esquerda de ;

Assim como na funcédo seno, é relatado trés caracteristicas da funcdo cosseno, sendo
elas: 1) a curva se repete a cada intervalo de 2, logo, € uma funcéo periddica de periodo 2m;
2) os valores de senx estdo limitados ao intervalo [—1,1], logo o conjunto imagem é Im =
[—1,1]; 3) a amplitude (metade da diferenca entre as ordenadas maxima e minima) é igual a 1.

A construcao do grafico da funcdo cosseno ocorre de duas formas: 1) através do meio
informatico, onde se utilizou o software de geometria dindmica 2) foi utilizado o registro
simbdlico-algébrico, que funcionou como registro de partida, o registro tabular, que serviu
como registro auxiliar de uma representacdao a outra, e o registro grafico, como registro de
chegada.

Visto que a apresentacdo da funcdo cosseno se assemelha ao da fungao seno, entéo,
levantamos as mesmas criticas, que sdo:

= Natransigdo do registro algébrico para o registro gréfico é considerada uma convers&o,

todavia, ndo houve coordenacdo entre os registros ja que privilegiou apenas um sentido
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da conversdo (registro algébrico — registro gréfico), faltando fazer a passagem inversa
(registro grafico — registro algébrico), passagem que apresenta mais dificuldades para
0s alunos, pois o custo cognitivo ndo € 0 mesmo;

= Aabordagem utilizada ndo identifica as unidades significantes de nenhum dos registros,
sendo as unidades significantes do registro simbdlico-algébrico apresentadas como
caracteristicas da funcdo cosseno.

Logo apds, o livro apresenta um exercicio resolvido. Veja a Figura 29:

Figura 29 — Exercicio resolvido sobre funcéo cosseno

Exercicio resolvido

R6. Calcular o valor da expressao cos x + cos 2x + cos 3x + ... + cos 10x

T

arax = =

P 3
Resolucao

Substituindo x por %, obtemos a expressao:

s 2n 3n 10w _
COS§+COST COos 3 + ... + C0Os 3
-1_1_, 1.1 i1 _,_1__3

7 3 g tytlig5-l-5=3

Assim, para x = % a expressao vale —=.

NI

/
Fonte: Leonardo (2020, p. 89)

O exercicio R6 se enquadra na categoria de Resolucéo de Exercicios, contemplando
somente o critério de atividade cognitiva de tratamento, visto que a resolucdo do exercicio se
desenvolve apenas no registro algébrico.

Depois de externada as funcdes seno e cosseno, o capitulo analisado destina um tépico
somente para a construcdo de grafico, que busca auxiliar o estudante na construcdo de graficos
de funcbes mais complexas sem utilizar a tabela (registro tabular). Esse topico se enquadra na
categoria de Procedimento de Construcao de Gréfico.

Para essa forma, o livro considera as fungdes g(x) = senx ou g(x) = cosx como
funcbes fundamentais, assim como suas curvas, e sdo usadas para efeito comparativo com
fungbes mais complexas. Esclarecemos que as fungbes complexas seno ou cosseno S&o
representadas simbolicamente por f(x)=tazx b.sen(mx+n) ou f(x)==at

b.cos(mx + n).
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A partir de transformag6es no grafico das fungdes fundamentais seno e cosseno, o
autor constroi o gréfico solicitado. As transformagdes apontadas no livro sdo: translagdo do
grafico (vertical e horizontal), alteracdo da amplitude e alteracdo do periodo.

A primeira transformacdo apresentada é a translacdo vertical. O objetivo é encontrar o
grafico da funcdo f(x) = 2 + senx e a funcdo fundamental g(x) = senx é utilizada como
auxilio. As duas funcbes sdo colocadas em uma tabela e atribui-se valores para x, conforme

mostra a Figura 30:
Figura 30 - Registro tabular

X 0 I X 3 - o1 3n In I
4 2 4 4 2 4
0 N2 1 N2 0 N2 N2 0
sen x 3 > > 1 >
J2 L2 2 2
2 +sen x 2 2+ 5 3 2+ 2 2- 3 1 2- 2

Fonte: Leonardo (2020, p. 96)
Os pontos encontrados na tabela sdo transportados para o plano cartesiano. Como

mostra a Figura 31 abaixo:

Figura 31 - Registro gréafico para demonstrar a translacdo do gréafico

Fonte: Leonardo (2020, p. 97)
Como mostra a Figura 31, a curva cinza e referente a funcdo g(x) = senx e a curva

azul, a funcdo f(x) = 2+ senx. O autor conclui que o valor numérico ‘“2” na fungdo f(x)
implica uma translagéo vertical (no eixo das ordenadas) da funcdo g(x) de duas unidades para

cima.
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Observa ainda que essa translacdo modifica o conjunto imagem, que antes era [-1,1]
para a fungdo g(x) e agora passa a ser [1,3] para a fungdo f(x). Apesar dessa mudanga, 0
dominio, periodo e amplitude ndo foram alterados.

Dito isso, 0 autor generaliza para caso semelhantes, como mostra a Figura 32:

Figura 32 — Construcdo de graficos de funcgdes trigonométricas através da translacdo vertical de sua curva
fundamental

Os graficos de fungoes trigonométricas do tipo y = ¢ + sen x sao obtidos a
partir de uma translacao de|c|unidades em relacdo ao grafico y = sen x
da seguinte forma:

e se ¢ = 0, a translacao é para cima;
* se ¢ < 0, a translacao é para baixo.
O mesmo vale para funcbes do tipoy = ¢ + cosxe y = ¢ + tg x.

Fonte: Leonardo (2020, p. 97)

r

Apo6s o texto da figura, fica claro que o valor numérico ‘“2” é um coeficiente para
quando a funcéo for expressa algebricamente por f(x) = ¢ + senx. Ressaltamos que o sinal
gue acompanha a variavel ¢ também é uma unidade significante. Logo,

¢ > 0 - +c, desloca-se para cima
¢ < 0 - —c, desloca-se para baixo

O autor explora apenas o caso em que ¢ > 0. O ideal seria que ambos os casos fossem
explorados para um melhor desempenho no processo de aprendizagem dos alunos ou mesmo
que fosse proposto ao aluno investigar o que aconteceria para ¢ < 0, para entdo generalizar para
casos semelhantes.

Na Figura 33 o autor apresenta um fluxograma que trabalha com o coeficiente ¢, que
representa a unidade significante relacionada a variavel visual da translacédo vertical da curva

da funcdo fundamental.
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Figura 33 — Pensamento computacional para transladar verticalmente o gréafico de funces trigonométricas

algoritmo em linguagem comente e
(‘ ) Pensamento computacional] em um fluxograma.
~\
Algoritmo
A situacdo do desenho e da translacao vertical do grafico | INICIO |
das fungdes trigonométricas dos tipos y = ¢ + sen x, ) !
¥ = €+ cos xou y = ¢ + tg x pode ser representada
por meio de um algoritmo. Veja o exemplo a seguir, em m

linguagem corrente, para fungdes do tipay = ¢ + tg x.

Passo 1. Desenha-se o grafico de y = tg x. . i

Passo 2. \erifica-se o valor de c. Se ¢ = 0, v para o sm nao

passo 3. Se nao, va para o passo 4. 0

Passo 3. Como ¢ = 0, entdo o grafico é transladado ) )

de c unidades para cima. Termina-se o algoritmo. sim Passo 4 nao

Passo 4. Verifica-se o valor de c. Se ¢ = 0, o grafico nao ’

muda e termina-se o algoritmo. Se ndo, va para o passo 5.
Passo 5. Como ¢ < 0, entao o grafico é transladado

de c unidades para baixo e termina-se o algoritmo.

Esse algoritmo também pode ser representado por | -— |
meio de um fluxograma. Veja ao lado. L

Nesse fluxograma, ha duas estruturas de decisdo que estdo encadeadas. Em geral, uma estrutura de decisao
permite dois caminhos: um em caso afirmativo e outro em caso contrario. Para que haja mais de dois caminhos,

é preciso encadear estruturas de decisao, como foi feito com os passos 2 e 4. O passo 2 verifica se o valor de c é
maior que 0; caso contrario, segue para o passo 4, em que se verifica se ¢ & igual a 0; se ndo, ¢ € menor que 0.

- vy
Fonte: Leonardo (2020, p. 97)

Y

O algoritmo da Figura 33 € valido, pois auxilia o leitor a construir o grafico de uma
funcdo a partir do valor numérico de c. O algoritmo exercita no leitor a percepcéo de que uma
mudanca do coeficiente ¢, no registro simbdlico, acarreta uma mudanca na variavel visual do
registro gréafico.

A proxima transformacdo apontada pelo livro é a transformacdo horizontal, onde é
solicitado a construgdo do grafico f(x) = cos(x + g). Nesse exemplo a fungdo fundamental

utilizada é f(x) = cosx. As duas fungdes sdo colocadas em uma tabela e atribui-se valores para
x, conforme mostra a Figura 34:

Figura 34 — Registro tabular como apoio para a translagéo horizontal a partir da fun¢do fundamental

X 0 il T 3n an EL Ir 2

a 2 4 T 4 2 a T

oS X 1 £ 0 fﬂ -1 £ 0 £ 1
2 2 2 2

T T 3n 5T 3n T 9 51

Xt 2 4 n 4 2 2 2n 4 2
n V2 2 J2 J2

cos | X + = 0 —NZ -1 _Ne 0 N 1 Nz 0
( 2] 2 2 2 2

Fonte: Leonardo (2020, p. 98)

Em seguida, os pontos da tabela da Figura 34 sdo utilizados para construir as duas
funcdes no plano cartesiano. Observe a Figura 35:
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Figura 35 — Registro gréafico para visualizar a transla¢do horizontal a partir da fun¢do fundamental

yh

Fonte: Leonardo (2020, p. 98)
Como mostra a Figura 35, a curva cinza é referente a fungdo g(x) = cosx e a curva

azul, a fungédo f(x) = cos(x + g). O autor conclui que o valor numérico “%” na fungdo f(x)

implica uma translacdo horizontal para esquerda (no eixo das abscissas) da funcdo g(x).
Todavia, essa transformacgdo ndo implica mudanca no dominio, conjunto imagem, periodo e
amplitude.

Dito isso, 0 autor generaliza para caso semelhantes, como mostra a Figura 36:

Figura 36 - Construcdo de graficos de fun¢des trigonométricas através da translacdo horizontal de sua curva
fundamental

Os graficos de fungdes do tipo y = cos (x + b) sdo obtidos a partir de uma transla-
cdo de | b|unidades em relacdo ao grafico y = cos x de tal modo que:

* se b > 0, a translagao é para a esquerda;

* se b < 0, a translacao € para a direita.

O mesmo pode ser verificado para funcoes dos tipos y = sen (x + b) ou y = tg (x + b).
Fonte: Leonardo (2020, p. 98)

Nesse caso, % é outro coeficiente denominado de b para quando a funcéo for do tipo

f(x) = cos(x + b). O procedimento de translagdo horizontal do gréfico foi semelhante a
translacdo vertical, logo estende-se a mesma critica. Em outras palavras, o estudo realizado
considera apenas o cenario de b > 0 para generalizar logo em seguida.

A alteracdo da amplitude é a proxima transformacdo citada pelo livro, que define essa
mudanga como “esticar” ou “achatar”® verticalmente os graficos das funcdes fundamentais.
Para essa alteracdo, é utilizado a funcdo fundamental g(x) = cosx para chegar a funcéo f(x) =
3 - cosx, em que ambas as funcOes sdo colocadas primeiro na tabela e atribui-se valores para x,

como € visto na Figura 37 a seguir:

3 Os termos esticar ou achatar estdo escritos entre aspas, pois ¢ citado dessa forma no livro didatico analisado.
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Fonte: Leonardo (2020, p. 98)
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2
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A Figura 38 exibe o grafico de ambas fungdes. Observe:

Figura 37 - Registro tabular enfatizando a alteracéo de amplitude

In
2 27
V2 1
2
3\2/2 3

Figura 38 - Registro gréafico para visualizar a alteragdo de amplitude a partir da fungdo fundamental

Fonte: Leonardo (2020, p. 99)

Observando o gréafico da Figura 38, notamos que o valor numérico “3” da fungéo f(x) =

3. cosx “estica” verticalmente o grafico da fungdo g(x) = cosx, fazendo a ordenada y oscilar

entre -3 e 3, logo, o conjunto imagem de f(x) sera [—3,3], ou seja, a amplitude de f(x) é 3.
Note que o dominio e o periodo continuam inalterados.

Para casos semelhantes, o autor generaliza, conforme € visto na Figura 39:

90




91

Figura 39 - Construcdo de graficos de funcdes trigonométricas através da alteracdo da amplitude de sua curva
fundamental

Graficos de funcdes trigonométricas do tipo y = d - cos x tém amplitude | d|.
O mesmo ocorre para fun¢des do tipo y = d - sen x.
Fonte: Leonardo (2020, p. 99)

O exemplo explora apenas para o caso em que d > 0, que faz o gréfico se esticar,
entretanto, para os casos d < 0 ou d fracionario o livro ndo aponta o comportamento da curva,
sendo apresentado apenas um box com esses questionamentos. Nessa situacdo, cabera ao
professor explorar esses casos ou solicitar aos alunos que fagcam os graficos e os compare com
a funcéo fundamental e o caso em que d > 0.

Posteriormente, sdo apresentados dois exercicios resolvidos, pertencentes a categoria

Resolucéo de Exercicios. A Figura 40 apresenta 0 primeiro desses exercicios. Observe:

Figura 40 — Exercicio resolvido

y—
Exercicios resolvidos

R11. Determinar o dominio, o0 conjunto imagem, o periodo e a amplitude
da funcao dada por f(x) = 2 - cos (x - %)

» Resolucao

Vamos considerar a fungao h dada por h(x) = cos [x - %]

O grafico de h é obtido por meio de uma translagao do grafico da

funcao g, dada por g(x) = cos x, de % para a direita.

Como a amplitude da fungao h € 1, igual a amplitude de g,

e f(x) = 2 - h(x), entao a amplitude de f é 2.

Como o conjunto imagem da funcao h é [-1, 1], igual ao da fungao g,

e f(x) = 2 - h(x), podemos obter o conjunto imagem da funcao f

multiplicando por 2 os extremos do intervalo [—1, 1].

Logo, Im(f) = [-2, 2].

O dominio e o periodo de f sdo os mesmos de g: D(f) =Rep = 2x.
Fonte: Leonardo (2020, p. 99)

O exercicio R11 favorece o critério da atividade semidtica de tratamento, pois a
resolucdo da atividade parte do registro simbdlico para o registro simbdlico. Ademais, permite

que o estudante coloque em pratica 0s conhecimentos que adquiriu no estudo dos coeficientes
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b, c e d relacionados, respectivamente, a translacdo horizontal, translacdo vertical e alteracéo

de amplitude.

O segundo exercicio resolvido, R12, se assemelha ao exercicio anterior, requerendo

apenas o uso de um software para a construgdo de graficos. Observe a Figura 41:

» Resolucao

Figura 41 — Exercicio Resolvido

g(x) = cos x.
:.l_g:l'l m
5
YO ey = ’
a4 ok anelr | akada
T |' T T
3]
2]
_1—-
~T e z"-..- I,
~ni3” VLI 32 o
s i w4 BT D
| 1 e _______.--' -
2
|

R12. Com o auxilio de um software de construcao de graficos, a partir do
grafico de uma das funcdes trigonométricas fundamentais, construir

4

passo a passo o grafico de f, tal que f(x) =2 + 2 - cos (}( + E], € ana-

lisar o que ocorre com o grafico a cada passo. Indicar o dominio, o
conjunto imagem, o periodo e a amplitude de f.

Primeiro, vamos tragar o grafico da funcao trigonométrica dada por

= Campo para digitar a lei
da fungao cujo grafico
fuUEremaos construir.

- Podemos selecionar a
opcao de exibir linhas
de grade para ficar
mais facil vishializar as
mudancas no grafico
a cada passo.

- E possivel escolher a
unidade com que
graduaremes 05 eixXos.
Messe £A50, gl‘d(.'l.h! Mm%
0 Bixo ¥ 2m Intendalos
de 1 unidade e o elxo x

em intervalos de —}.



Acompanhe os passos descritos a seguir.

4
T | [ || =) x|

* 1? passo: cos x —» Cos [x - E)

LT NN e s LT N
j" —T-i : r- ﬂ'}\ :ﬂfy 784 2n w}\

=14

O grafico de g sofreu uma translagao de % para a esquerda.

* 2% passo: cos (x + %J—ﬂ- cos {x 0 %J

r EEE

T
]

w4 /4 m}:\% 7m0 9ﬂ4§
-} } )
- 4 i !

O gréfico da funcido tem nova amplitude, igual a 2.

_3“‘.‘2

93




3% passo: 2 - cos (x at g/]—m + 2« cos [x T

y ==

e
—

0 grafico sofreu uma translagao de duas unidades
para cima.
O conjunto imagem da funcao dada por g(x) = cos x

€ [—1, 1]. Apds o 1% passo, adicionando %
o conjunto imagem da nova funcio continua

sendo [—1, 1]. Apds o 2° e o 3° passos, 0 con-

ax,

junto imagem se modificou. Quando a fungéo é
multiplicada per 2, o conjunto imagem passa a ser
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[-2, 2]. Adicionando-se 2, o conjunto imagem da
nova fungio passa a ser [0, 4].

Portanto, Im( f) = [0, 4]. A amplitude de g é 1 e ndo
se modifica apos o 1° passo; porém, no 2° passo,
a func¢do passa a ter amplitude 2 e permanece
assim apos o 3¢ passo.

O dominio e o periodo de f sdo os mesmos de g:
D(f)=Rep = 2xn

Veja a seguir os graficos das funcdes f e g.

v =o)X

-Ri2 b s Inid ~
e

et

wd mEW3Imd x Smd T Im Smid
. _ ."'/

p.
Fonte: Leonardo (2020, p. 100-101)

A alteracdo do periodo € a Gltima transformacéo apresentada no livro. Perceba que nas

transformacdes anteriores o periodo se conservava.

Para o estudo da alteracdo do periodo, comparou-se a fungdo f(x) = sen 2x com a

funcdo fundamental g(x) = senx. O registro tabular é utilizada como apoio para encontrar

pontos da curva das duas funcGes. Observe a Figura 42:

Figura 42 — Registro tabular enfatizando a alteragdo de periodo

X 0 o il 3n sr | 3n | In 5
a4 2 4 T 4 2 4 E

sen x 0 % 1 % 0 —% -1 —% 0
2x 0 % I 37“ 21 57“ 3n 77“ At
sen2x| O 1 0 —1 0 1 0 —1 0

Fonte: Leonardo (2020, p. 102)

Uma vez que os pontos das funcbes g(x) e f(x) foram tabelados, esses sdo usados

para construir a curva das fungdes, como pode ser visto na Figura 43:
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Figura 43 - Registro gréafico para visualizar a alteracdo de periodo da funcao fundamental

Fonte: Leonardo (2020, p. 102)
Analisando a Figura 43, é possivel ver que as func¢des g(x) e f(x) possuem o0 mesmo

dominio, conjunto imagem e amplitude, entretanto, a funcdo f(x) tem periodo igual a m, isto
é, metade do periodo da funcdo g(x).

O livro generaliza para casos semelhantes, como mostra a Figura 44:

Figura 44 - Construcdo de graficos de fun¢des trigonométricas através da alteracdo de periodo de sua curva
fundamental

As funcdes trigonométricas dos tipos y = sen (ax) ou y = cos (ax) tém periodo %.

Fonte: Leonardo (2020, p. 102)
O livro explora apenas o caso em que a > 0. Ndo aponta nenhuma leitura ou

informacao para o caso a < 0 e a fracionario.

Analisando de modo geral o topico de construcdo de grafico, percebe-se que apesar do
livro recorrer a tabela para auxiliar na construcao do gréafico das duas fungdes, entendemos que
o foco esta na leitura e interpretacdo dos graficos, pois busca mostrar ao estudante que o gréafico
de uma funcgdo seno ou cosseno pode ser construido sem precisar recorrer ao uso de tabelas,
bastando apenas partir das fungdes fundamentais.

Em outras palavras, ao trabalhar a construcdo de graficos enfatizando a translacéo
(horizontal e vertical) alteracdo de amplitude e alteracdo de periodo, o autor esta fazendo uso
da abordagem de interpretacdo global de propriedades figurais, embora que o registro tabular
se faga presente.

A partir da abordagem utilizada pelo livro para a construgdo de graficos mais

complexos podemos montar o Quadro 9 a seguir.
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Quadro 9 — Valores e variaveis visuais para f(x) = ¢+ d-sen(ax + b)

Variaveis visuais Valores Unidade significante
simbdlica correspondentes
Translacio vertical Para cima c>0
Para baixo c<0
« . Para esquerda b>0
Translacéo horizontal Para direita b <0
Alteracdo de amplitude Im=[—d,d] |d|
~ . 2r
Alteracdo de periodo Tal lal
a

Fonte: Elaborado pela autora com base no livro analisado

A funcéo geral seria:
y=c+d-sen(ax + b)

Entretanto, ndo fica explicito que esta é a forma geral de uma funcéo seno, 0 mesmo
acontece para a fungédo cosseno.

Além disso, nessa abordagem o livro deixa, parcialmente, claro a relacéo das variaveis
(a, b, c,d) com os dados visuais. Em outras palavras, uma alteracdo na variavel ¢ faz com que
a curva da funcédo se desloque para cima ou para baixo, dependendo do sinal (4+ ou—) que a
acompanhe. Uma alteracdo na variavel b faz a curva “andar” para a esquerda ou para a direita,
também dependendo do sinal (+ ou—) que a acompanhe. A curva pode se achatar ou esticar
dependo do valor da variavel d. E o periodo da curva esta diretamente ligado ao valor da
variavel a.

Conforme Duval (2009), toda atividade de conversdo pressupde a discriminacao das
unidades significantes, sendo uma condicdo necessaria para a conversdo e coordenacao.
Contudo, “é necessario possibilitar a exploragdo de todas as variaveis possiveis de uma
representacdo num registro fazendo prever, ou observar, as variaces concomitantes de
representacdo em outro registro” (DUVAL, 2009, p.101).

Além disso, apesar da discriminacdo das unidades significantes, ndo ocorre, de fato,
uma conversao e coordenacao entre os registros simbdlico-algébrico e o registro grafico, pois
ndo existe heterogeneidade nos dois sentidos. Na explicacdo da construcdo de graficos, 0s
exemplos favorecem apenas a transi¢do do registro algébrico para o registro grafico, sendo
ignorado a volta, a transi¢do do registro grafico para o registro algébrico.

Notamos entdo que o autor apresenta duas formas de construcdo de gréafico. A primeira
é citada logo apos a definigdo da funcéo seno e da funcdo cosseno, onde o autor utiliza a tabela
como apoio, a essa forma de construgéo identificamos que se trata da abordagem ponto a ponto.

A segunda forma é apresentada no topico de construcdo de gréafico, onde é realizado por meio
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de transformacbes e utilizadas as funcbes g(x) = senx e g(x) = cosx como funches
fundamentais, forma de construcdo que contempla a abordagem de interpretacdo global de
propriedades figurais.

Em ambas as abordagens séo utilizados 0s mesmos registros de representacao: registro
algébrico, registro tabular e registro grafico. Entendemos que para chegar a abordagem de
interpretacéo global de propriedades figurais, o autor se apoiou na abordagem do ponto a ponto,
ndo sendo necessario o estudante fazer o mesmo, visto que o objetivo é fazer com que o aluno
ndo se limite ao uso de tabela.

Quanto aos exercicios propostos, apos cada defini¢do e exercicio resolvido, o livro traz
0s exercicios propostos para que o aluno exercite seus conhecimentos. Esses exercicios se
enquadram na categoria de Resolugcdo de Exercicios e optamos por analisar eles de forma
conjunta. O Quadro 10 a seguir apresenta cada um dos exercicios propostos, indicando a qual
contetdo pertence, o numero do exercicio, o registro de partida, registro de chegada e, por fim,

Se a passagem € um tratamento ou conversao.

Quadro 10 — Tratamentos e conversdes observados nos exercicios propostos do livro

Conteddo | N° Exercicio Registro de Registro de Ativ_i@a_lde
Partida chegada semiotica
Funcéo 1 Grafico Numérico Converséo
Periddica 2 Gréfico Numeérico Conversao
7 Algébrico Numérico Tratamento
8 Algébrico Gréafico Conversdo
a) Grafico Lingua natural Converséo
9 b) Gréfico Numérico Conversdo
c) Grafico Numérico Conversdo
d) Grafico Lingua natural Conversdo
10 Algébrico Numérico Tratamento
Funcéo a) Algébrico Numérico Tratamento
Seno 11 b) Algébrico Gréafico Conversao
c) Algébrico Numérico Tratamento
d) Algébrico Numérico Tratamento
a) Algébrico Tabular Conversdo
b) Algébrico Gréafico Conversdo
12 c) Algébrico Gréafico Conversdo
d) Grafico Lingua natural Conversdo
e) Algébrico Lingua natural Conversdo
13 Algébrico Numérico Tratamento
14 Algébrico Gréafico Conversdo
Funcéo a) Grafico Numérico Converséo
Cosseno b) Gréfico Numérico Converséo
15 o — ~
c¢) Grafico Numeérico Conversao
d) Gréfico Lingua natural Conversdo
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16 Algeébrico Grafico Conversao
17 Algeébrico Numérico Tratamento
28 Gréfico Algébrico Conversao
Gréfico Gréfico Tratamento
29 e - p
Construcio Gréfico Numeérico Conversao
ue 30 Gréfico Numérico Conversao
Gl’é(ljf?COS 31 Algébrico Gréfico Conversao
Gréfico Gréfico Tratamento
32 Algeébrico Numérico Tratamento
33 Algébrico Gréfico Conversao

Fonte: Elaborado pela autora com base no livro analisado

Notamos que para o estudo de funcdo periddica, funcdo seno, funcdo cosseno e
construcdo de gréficos o livro traz um total de 34 exercicios propostos, onde 24 exercicios
promovem a conversao, que representam 70% dos exercicios, enquanto que 10 exercicios
mobilizam a atividade semidtica de tratamento, representando 30% dos exercicios.
Acreditamos ser aceitavel a porcentagem de exercicios que promovem a conversao, visto que
essa é a atividade semidtica principal para apreensdo conceitual do objeto matematico estudado.

Listamos abaixo as representacdes e 0 sentido que ocorre o tratamento e a conversao
e quantos exercicios abrangem essas atividades semioéticas. Os tratamentos ocorrem no sentido:

= Registro Algebrico = Registro Numerico: oito exercicios propostos;

Registro Grafico - Registro Gréafico: dois exercicios propostos;
Ja as conversdes ocorrem no sentido:

= Registro Grafico > Registro Numérico: nove exercicios propostos;
= Registro Algebrico > Registro Grafico: oito exercicios propostos;
= Registro Grafico > Registro Algébrico: um exercicio;
= Registro Grafico > Registro em lingua natural: quatro exercicios propostos;
= Registro Algébrico > Registro Tabular: um exercicio;
= Registro Algébrico > Registro em lingua natural: um exercicio;

Apesar da diversidade de registros, na conversao nota-se pouca coordenacao entre as
representacdes aparecendo somente entre o registro simbdlico-algébrico e registro grafico.
Chama atencdo ainda o fato de apenas um exercicio trabalhar a passagem do registro grafico
para o algébrico. Uma vez que o livro trabalha com a abordagem de interpretacdo global de
propriedades figurais e a passagem Registro Grafico > Registro Algébrico é a mais

problematica, o ideal seria mais exercicios que enfatizassem tal conversao.
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4.2 Livro 2 — Colecdo Matemética em Contextos — Trigonometria e Sistemas Lineares

Os autores apresentam as fungdes trigonométricas a partir de duas situagoes: 1)
Reldgio de péndulo e 2) Marés. O exemplo do reldgio de péndulo é utilizado, pois a medida de
intervalo necessario para que o péndulo complete uma oscilacdo inteira em um reldgio é
chamada de periodo esse movimento pode ser estudado através das funcdes trigonométricas
seno e cosseno. Para entender o movimento do péndulo, é exibido uma representacao

esquematica* de um péndulo simples, conforme mostra a Figura 45.

Figura 45 — Representacdo esquematica de um péndulo simples

Fonte: Dante e Viana (2020, p.38)
A Figura 45 exemplifica que quando o péndulo se encontra na amplitude maxima, a

oscilagdo serd completa quando ele voltar a mesma posicéo.

A segunda situacdo se refere ao fenbmeno das marés, onde menciona gque a consulta
do nivel de mareés €, normalmente, realizada atraves de uma tabua. Dai, um exemplo utilizado
tabua de marés é apresentado, em que o nivel de maré foi observado em dois dias consecutivos,
posteriormente os dados sdo apresentados em uma representacao gréafica e tabular, como pode

ser viso na Figura 46.

4 O termo “representa¢io sistematica” é utilizada pelo autor no livro.
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Figura 46 — Representacéo grafica e tabular e uma tdbua de marés em dois dias consecutivos

Quarta-feira Quinta-feira
03:45 15:53 04:15 16:25
1,98 m 09 m 1,99 m 2,08 m

09:52 22:14 10:22 43

022m | 0,11m 021m  0114m

-} - + B

Quarta-feira Quinta-feira

Horario | Nivel do mar Horario | Nivel do mar
03:45 T1,98m 04:15 T1,99m
09:52 1022m 10:22 10,21 m
15:53 7209m 16:25 T208m
22:14 L0,11Tm 22:43 10,14 m

Fonte: Dante e Viana (2020, p. 38)

Como as caracteristicas da variacdo do nivel do mar se repetem, aproximadamente,
ap6s o mesmo intervalo de tempo, logo, o fenémeno da maré pode ser definido como um
fendmeno periddico e ser modelado por uma funcéo trigonométrica.

As duas situacBes utilizadas para introducdo das funcbes trigonométricas se
enquadram na categoria de Definicdo, ja que os dois contextos ajudam na construcdo da
definicdo de uma funcéo trigopnométrica.

No exemplo do péndulo, notamos que uma representacao figural foi utilizada para
fazer entender o periodo, conceito presente no estudo dessas funcdes. Além da representacédo
figural, notamos a presenca da representacao em lingua natural, utilizada para narrar o exemplo.
No segundo exemplo, temos a presenca da representacdo em lingua natural, dessa vez seguida
da representacdo grafica e representacao tabular.

Em ambos exemplos, notamos que o livro ndo utilizou uma expressao algébrica para
modelar as situagfes. Através de questionamentos presentes em cada um dos exemplos, o leitor
é apresentado a conceitos como periodo e amplitude.

Mais adiante, os autores apresentam as fungdes trigonométricas. A Figura 47 traz a
definigdo da funcéo seno.
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Figura 47 — Definicdo da funcéo trigonométrica seno

A funcao trigonométrica seno ¢ a funcao real de variavel real que associa, a
cada nimero real x, o valor real sen x.
[iR—R
x+— f(x) = sen x

Fonte: Dante e Viana (2020, p. 62)
A Figura 47 apresenta a defini¢do da fungdo seno através das representacdes em lingua

natural e representacdo simbdlica. O enxerto
f:R->R
x - f(x) = senx
E a linguagem simbdlica da definicdo. Visto que uma funcéo é uma relacéo entre dois
conjuntos, os autores utilizam o diagrama de flechas para melhor compreensdo da definicdo,

como mostra a Figura 48.

Figura 48 — Reqgistro figural da defini¢do da funcéo seno

R

Im
y = sen X

Fonte: Dante e Viana (2020, p. 62)

A Figura 48 mostra que um ponto x; do conjunto R é levado ao conjunto R por meio
da funcdo y = senx e se relaciona ao ponto senx,, que serad sua imagem. Logo, o dominio da
funcdo y sera o conjunto dos reais e 0 contradominio sera os reais, ao ponto que x, se relaciona
sera o conjunto imagem. O conjunto imagem esta dentro dos reais, logo, a imagem também sera
0S reais.

A primeira flecha do diagrama, x; — senx,, € uma explicacdo genérica da definicao.

- P 2 . ;o.
Os autores utilizam um ponto especifico, % - g Acreditamos ser um exemplo necessario para

o leitor perceber que, por se tratar de funcéo trigopnométrica, os pontos do dominio devem estar

em radianos.
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A definicdo da funcdo seno adequa-se a categoria de Definigdo, os registros de
representacdo utilizados sdo a representacdo em lingua natural, representacdo algébrica e
representacdo figural. H& uma conversdo da representacdo em lingua natural para a
representacdo algébrica e, posteriormente, para a representacdo grafica. Entretanto, ndo ha
coordenacao entre as representacdes, pois ndo é discriminado e explicitado uma articulacdo as
unidades significantes desses registros.

Logo em seguida, € apresentado o grafico da funcdo seno que se insere na categoria
de Procedimento de construcéo de gréafico. Sabendo que o grafico de uma funcdo f: R - R
é 0 conjunto formado por todos os pares ordenados (x,y), parax € R,y € Rcomy = f(x), 0
autor utiliza uma tabela para marcar os pontos da fungdo seno e auxiliar na passagem da
expressao algébrica para o gréfico. Para a construcdo do grafico, escolheu-se primeiro valores

para x pertencente ao intervalo 0 < x < 2m. A Figura 49 apresenta valores para 0 < x < .

Figura 49 — Valores parax no intervalo 0 < x <

0 ™ ad ™ ™ 2% 3w 5w
. 6 4 3 2 3 4 6 w
sen x 0 1 N2 V3 1 v3 y2 1 0
2 2 2 2 2 2
sen x 0 0,5 0,7 0,9 1 0,9 0,7 0,5 0

Fonte: Dante e Viana (2020, p. 62)
A Figura 50 apresenta valores paraw < x < 2.

Figura 50 — Valores para x nointervalo T < x < 2@

7 ﬂ E 3 5_11 7w 11w
* 6 2 3 2 3 2 p om

1 2 V3 J3 V2 1

senx - —_ 2= N9 N&e _
2 2 2 1 2 2 2 0
sen x 05 0,7 0,9 1 0,9 0,7 05 0

Fonte: Dante e Viana (2020, p. 62)
Encontrados o0s pOI’]tOS, esses sd0 marcados em um plano cartesiano e traga-se a curva

da funcéo. O Figura 51 apresenta a curva da funcdo f(x) = senx para x € [0, 2m].
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Figura 51 — Gréfico da funcéo seno para x € [0, 2m]

Fonte: Dante e Viana (2020, p. 63)
para valores de x maiores que zero e até 2. Como a funcéo seno é definida para todo o conjunto

dos nimeros reais, (isto é, D(f) = R), a curva pode ser estendida para valores menores do que
zero e para valores maiores que 2m. A curva estendida da funcdo € mostrada na Figura 52.

b Y
T .. .
0,94------=------ —/o/——’ ——————— e
0,7 A - :
0,51 :
: 3m
' 2 X
0 = x = & 2 3wbw é ]
6 4 3 2 3 4 6
0,54 . .
= 0,7 e e N e
—0,94 . . . ] -
I T el L ———
O livro deixa explicito que o grafico da fungéo seno exibido na Figura 51 corresponde

Figura 52 — Curva da funcéo f(x) = senx

Fonte: Dante e Viana (2020, p. 63)
Os autores ainda apontam que o grafico da funcéo seno é simétrico em relagdo a origem

do plano cartesiano.

Observa-se que a abordagem ponto a ponto € utilizada para a construcao do gréafico da
fungdo f(x) = senx. A simetria dessa funcdo em relagdo a origem do plano cartesiano é uma

variavel visual da representacdo gréafica, entretanto, ndo € possivel ver uma articulacdo entre

essa variavel visual e a unidade significante da representacao algébrica.
Logo apds, o livro aborda sobre a periodicidade da funcdo seno. Antes disso, recapitula

a definicdo de uma funcéo periddica quando diz que
uma fun¢do f:R — R é chamada periddica quando existe um ndmero p # 0 tal que
f(t+p) = f(¢t) paratodo t € R. Quando isso ocorre, temos f(t + kp) = f(t) para

todo t € R e todo k € Z. O menor numero p > 0 tal que f(t + p) = f(t) para todo
t € R é chamado periodo da fungdo f (DANTE; VIANA, 2020, p. 63).
O periodo de uma funcéo periddica pode ser encontrado a partir de um deslocamento

horizontal do gréfico da funcéo e observar para que valores o grafico comeca a se repetir.
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Na Figura 53 exibe o grafico da funcéo seno, onde podemos observar a repeticdo dos

valores dessa funcéo.

Figura 53 — Periodicidade da funcdo seno
by

periodo (p) ! periodo (p) periodo (p)
Fonte: Dante e Viana (2020, p. 63)

periodo (p)

Observando a Figura 53, notamos que os valores da funcdo se repetem a cada intervalo
de 2m e indicamos por p = 2m. Logo, para todo x € R, temos que senx = sen(x + 2m) =
sen(x + 4m) = sen(x + 61) e assim por diante.

Sabemos que a periodicidade de uma fungédo seno ou cosseno é uma variavel visual,
pois modificando o periodo de uma funcdo no seu grafico ira acarretar uma mudanca na
expressao algébrica (representacdo algébrica). Para ficar explicito qual coeficiente da expressao
algébrica esté ligado ao periodo, o recomendavel seria que 0s autores ja tivessem apresentada
a expressédo algébrica completa, que s serd abordada mais adiante na forma f(x) =a+b -
sen(cx + d).

O ciclo trigonométrico € retomado para o estudo do sinal dos valores da fungédo seno.

A Figura 54 traz o exemplo apresentado no livro.

Figura 54 — Representacéo grafico-geométrica para estudo do sinal dos valores da fun¢éo seno

JI.}‘Ir

ST E

|
-
T 5

M
=

S
3w

2
Fonte: Dante e Viana (2020, p. 64)
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A partir da Figura 54, o autor conclui que para o 1° e 2° quadrantes a funcao seno tera
valor positivo enquanto que para o 3° e 4° quadrantes a funcao seno teré valor negativo.

Para estudar o sinal dos valores da funcéo seno, a representacdo grafico-geométrica e
a representacao simbolica trabalham conjuntamente. Notamos que h& congruéncia semantica,
especificamente, de univocidade seméantica terminal entre os dois registros, pois a fungdo seno
é positiva nos 1° e 2° quadrantes, isto €, y > 0, e negativa nos 3° e 4° quadrantes quando y > 0.
Entretanto, na leitura do ciclo trigonométrico esse mesmo critério se faz ausente devido os arcos
positivos estarem no sentido anti-horério.

Para concluir o estudo da funcdo seno, o0s autores trazem algumas caracteristicas

quando a funcéo for definida por f(x) = senx, conforme mostra a Figura 55.

Figura 55 - Caracteristicas da funcgéo seno quando definida por f(x) = senx
* Afuncdo seno tem dominio D(f) = R e conjunto imagem Im(f) = |1, 1], ou seja, todos os nimeros reais
que estdo entre —1 e 1, incluindo esses nimeros.

* Essa fungdo assume valor maximo 1 e valor minimo —1, ou seja, o maior valor que ela assume é 1 e o me-
nor é —1. Além disso, essa funcido tem amplitude (diferenca entre os valores maximo e minimo) igual a 2.

* A funcao seno é periddica, de periodo p = 2.
* Na fungdo seno, temos  sen (—x) = —sen x , para todo x real. Entdo, dizemos que ela é uma fung¢do impar.

* A funcdo seno pode assumir valores nulos, positivos ou negativos.
® sen x = 0, para x = km, com k € Z.

® sen x>0, para x do 12 e 22 quadrantes e para x = — + 2km, com k € Z.

’E;’ N

® sen x < 0, para x do 32 e 42 quadrantes e para x = " + 2kw, com k € Z.

N

Fonte: Dante e Viana (2020, p. 64)
As caracteristicas apresentadas na Figura 55 sdo unidades significantes da

representacdo simbolica e a amplitude € uma variavel visual da representacdo grafica. Todavia,
0s autores apresentam essas caracteristicas apenas para a funcdo seno expressada
algebricamente por f(x) = senx.

O ideal seria que essas caracteristicas fossem apresentadas e até mesmo expandidas
apoés a apresentacéo da senoide f(x) = a + b - sen(cx + d), pois assim, o leitor entenderia a
importancia de cada coeficiente da funcdo para a construcdo do grafico e perceberia que a
funcdo f(x) = senx se assemelha a funcdo f(x) =a+b-sen(cx+d),coma=d=0¢
b=c=1.

Seguidamente, o livro aborda a funcdo cosseno da mesma forma que a funcéo seno. A

Figura 56 traz a definigcéo da funcdo cosseno apresentada no livro.
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Figura 56 — Definicdo da funcéo trigonométrica cosseno

A funcgao trigonomeétrica cosseno ¢ a fungao real de variavel real que associa, a cada nimero real x,
o valor real cos x.

[R>R

x> f(x) = cos x
Fonte: Dante e Viana (2020, p. 64)
A Figura 56 apresenta a definicdo da funcdo cosseno através das representagdes em
lingua natural e representacdo simbdlica. O enxerto
f:R->R
x - f(x) = cosx
E a linguagem simbdlica da definicdo. Visto que uma funcéo é uma relacéo entre dois
conjuntos, os autores utilizam novamente o diagrama de flechas para melhor compreenséo da

defini¢cdo, como mostra a Figura 57.

Figura 57 - Registro figural da definicdo da fungéo cosseno

y = COS X

% @ ® COS X, |

(NI E

Fonte: Dante e Viana (2020, p. 64)
A Figura 57 mostra que um ponto x; do conjunto R é levado ao conjunto R por meio

da funcdo y = cosx e se relaciona ao ponto cosx;, que serd sua imagem. Logo, o dominio da
funcdo y sera o conjunto dos reais e 0 contradominio sera os reais, ao ponto que x, se relaciona
sera o conjunto imagem. O conjunto imagem esta dentro dos reais, logo, a imagem também sera
0S reais.

A primeira flecha do diagrama, x; — cosx,, € uma explicacdo genérica da definicao.

Os autores utilizam um ponto especifico, = — 0. Acreditamos ser um exemplo necessario para
2

o leitor perceber que, por se tratar de funcéo trigonométrica, os pontos do dominio devem estar

em radianos.
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A definigdo da funcdo cosseno adequa-se a categoria de Definicdo, os registros de
representacdo utilizados sdo a representacdo em lingua natural, representacdo algébrica e
representacdo figural. Ha uma conversdo da representacdo em lingua natural para a
representacdo algébrica e, posteriormente, para a representacdo grafica. Entretanto, ndo ha
coordenacao entre as representacdes, pois ndo é discriminado e explicitado uma articulacéo as
unidades significantes desses registros.

Apos o diagrama de flechas, o livro aborda o grafico da funcdo cosseno, que se insere
na categoria de Procedimento de construcao de grafico. Os autores utilizam uma tabela para
marcar os pontos da funcdo cosseno e auxiliar na passagem da expressdo algébrica para o
grafico. Para a construcdo do gréfico, escolheu-se primeiro valores para x pertencente ao

intervalo 0 < x < 2m. A Figura 58 apresenta valores para 0 < x < 7.

Figura 58 - Valores para x nointervalo 0 < x < 7

o ™ ky ) 2m 3w 5
—~ g 6 3 2 3 4 w
2 1 1 2 3
oS X 1 ﬁ £ — 0 — £ £ 1
2 2 2 2 2 2
€0S X 1 0,9 0,7 0,5 0 0,5 0.7 0,9 1
Fonte: Dante e Viana (2020, p. 65)
A Figura 59 apresenta valores paraw < x < 2.
Figura 59 - Valores para x no intervalo m < x < 2@
x /m S5m 4w 3w 5w ks 1w 5
6 3 2 3 4 5 N
/3 2 1 1 J2
€0S X ﬁ ﬁ — 0 — \_2 ﬁ 1
2 2 2 2 2 2
€oS X 0,9 0,7 0,5 0 0,5 0,7 0,9 1

Fonte: Dante e Viana (2020, p. 65)
Encontrado os pontos, esses sd0 marcados em um plano cartesiano e traca-se a curva

da funcdo. O Figura 60 apresenta a curva da funcdo f(x) = cosx para x € [0, 2x].
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Figura 60 - Gréfico da fungo cosseno para x € [0, 2m]

0,7 -

—0,54
—0,7-

0,94
—14

Fonte: Dante e Viana (2020, p. 65)
Mais uma vez, o livro deixa explicito que o grafico da funcdo cosseno exibido na

Figura 60 corresponde para valores de x maiores que zero e até 2. Como a funcao cosseno é
definida para todo o conjunto dos nimeros reais, (isto é, D(f) = R), a curva pode ser estendida
para valores menores do que zero e para valores maiores que 2. A curva estendida da funcéo

€ mostrada na Figura 61.

Figura 61 — Periodicidade da funcdo cosseno

J x

Fonte: Dante e Viana (2020, p. 65)

Assim como os autores apontaram que o grafico da funcao seno é simétrico em relacéo
a origem do plano cartesiano, eles mencionam que o grafico da funcdo cosseno é simétrico em
relacdo ao eixo y.

Mais uma vez a abordagem ponto a ponto é utilizada para a construcdo do gréafico da
fungdo f(x) = cosx. A simetria dessa funcdo em relagdo ao eixo y é uma variavel visual da
representacdo grafica, entretanto, ndo é possivel ver uma articulacdo entre essa variavel visual
e a unidade significante da representacdo algébrica.

Em um box, o livro sugere o uso do site PhET Simulacdes Interativas, para que o leitor
consiga visualizar a relagcdo entre cada ponto P(t) do ciclo trigonométrico associado a um
namero real t. No simulado, apds escolher a fungdo seno ou cosseno, o leitor ao modificar a
posi¢do do ponto no ciclo trigonométrico podera ver a mudanga na senoide e vice-versa. O livro

disponibiliza o link para acesso a simula¢do. A Figura 62 apresenta a tela da simulacéo.
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Figura 62 — Tela da simulacdo do PhET SimulacGes Interativas

B Valores y ® i
(x,y) = (-0.966, -0.259) ® sen
X.y) = (-0. , =0,
! O tan
angulo = 9.687 rads -
O Angulos especiais
y x TN & Rtul
send = € -0.259 -/ X (¥ Rotulos
1 (O Grade
O graus 6 -
® radianos J
a /\ senf 44
ﬁﬂ ’ —K/n'
AT

Tour Trigonométrico P’;Er =
Fonte: PhET Simulages Interativas

A sugestdo do uso do site adequa-se a categoria de Uso de Tecnologias Digitais.
Conforme mostra a Figura 62, o ponto (em vermelho) pode ser alterado no ciclo trigopnométrico
(registro gréafico-geométrico) que implicarda uma mudancga na posi¢do do ponto na curva da
senoide (registro grafico) e vice-versa. Tal passagem se configura como uma conversao devido
se tratar de dois registros diferentes, pois o ciclo trigonométrico pertence simultaneamente aos
registros grafico e geométrico enquanto que a curva da funcdo pertence somente ao registro
gréfico, logo por cada registro mobilizar aspectos diferentes de um mesmo objeto, a transicéo
€ uma conversao.

O ciclo trigonométrico é retomado para o estudo do sinal dos valores da funcéo

cosseno. A Figura 63 traz o exemplo apresentado no livro.

Figura 63- Sinal dos valores da fungéo cosseno

VY
2
— B
m 0D X
20
- +
3w
2

Fonte: Dante e Viana (2020, p. 66)
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A partir da Figura 63, os autores concluem que para o 1° e 4° quadrantes a fungéo
cosseno terd valor positivo enquanto que para o 2° e 3° quadrantes a funcéo cosseno tera valor
negativo.

Para estudar o sinal dos valores da funcéo seno, a representacdo grafico-geométrica e
a representacdo simbodlica trabalham conjuntamente. Notamos que ndo ha& congruéncia
semantica, especificamente, de univocidade semantica terminal entre os dois registros, pois a
funcdo cosseno € positiva nos 1° e 4° quadrantes, isto é, y > 0 e y < 0 respectivamente, e
negativa nos 2° e 3° quadrantes quando y > 0 e y < 0 respectivamente. Entretanto, na leitura
do ciclo trigonométrico esse mesmo critério se faz ausente devido os arcos positivos estarem
no sentido anti-horario.

Para concluir o estudo da funcdo cosseno, os autores trazem algumas caracteristicas

quando a funcéo for definida por f(x) = cosx, conforme mostra a Figura 64.

Figura 64 - Caracteristicas da funcéo cosseno quando definida por f(x) = cosx

* O dominio da funcdo cosseno também é D(f) = R e o conjunto imagem também é Im(f) = [—1, 1].
* Essa fungdo também assume valor maximo 1 e valor minimo —1 e tem amplitude igual a 2.

* O periodo da fungéo cosseno é o mesmo da fungao seno: a fungao cosseno é periddica, de periodo p = 2.

* Na funcdo cosseno, temos = €OS (—X) = COs X , para todo x real. Entao, dizemos que a fungdo cosseno é
par, diferentemente da fungao seno, que é impar.

* A funcao cosseno pode assumir valores nulos, positivos ou negativos.

m

. cosx*O,parax*E + kw, com k € Z.

® cos x > 0, para x do 12 e 42 quadrantes e para x = 2k, com k € Z.
® cos x <0, para xdo 22 e 32 quadrantes e para x = w + 2k, com k € Z.

Fonte: Dante e Viana (2020, p. 66)
As caracteristicas apresentadas na Figura 64 sdo unidades significantes da

representacdo simbdlica. Todavia, 0 autor apresenta essas caracteristicas apenas para a fungédo
cosseno expressada algebricamente por f(x) = cosx.

O ideal seria que essas caracteristicas fossem apresentadas e até mesmo expandidas
apos a apresentacdo da senoide f(x) = a + b - cos(cx + d), pois assim, o leitor entenderia a
importancia de cada coeficiente da funcdo para a construcdo do grafico e perceberia que a
funcéo f(x) = cosx seassemelhaa funcdo f(x) =a+ b -cos(cx+d),coma=d =0eb =
c=1.

Apresentadas fungdes seno e cosseno, do tipo f(x) = senx e f(x) = cosx, 0 livro
traz uma secédo intitulada As senoides e os fendmenos periodicos, em que apresenta outros
tipos de senoides que se ajustam de maneira razoavel a um fendbmeno periddico real, essas

funcdes sdo expressas algebricamente por f(x) =a+b-sen(cx+d) ou f(x) =a+b-
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cos(cx +d), com b # 0 e c # 0. Tal secdo enquadra-se na categoria de Procedimento de
construcdo do grafico.
Antes de apresentar o grafico para essas fungdes mais complexas, 0 autor menciona a

importancia de cada coeficiente da expressao algébrica. Sendo:

= Periodo: depende do coeficiente ¢, de modo que p = 2

Ic]
= Conjunto imagem da fungdo: [a — b; a + b]
=  Amplitude: 2b

O periodo, conjunto imagem e amplitude sdo variaveis visuais. O texto do livro deixa
explicito a ligacdo de cada coeficiente da expressdo algébrica com o comportamento. O periodo
da funcdo esta ligado ao coeficiente ¢, uma modificacdo nesse coeficiente implicara uma
mudanca na curva da funcdo. O conjunto imagem dependera dos valores dos coeficientes a e b
e aamplitude esta associada ao coeficiente b. Os coeficientes a que as variaveis estdo associadas
séo chamadas de unidades significantes do registro simbolico.

A partir dai, a funcdo f(x) =a+b-sen(cx+d) ou f(x) =a+b-cos(cx +d)
sdo divididas em trés partes, de modo que contemple os coeficientes a, b, c e d e permita um
estudo do comportamento delas no grafico quando comparadas com as curvas mais simples
[f(x) = senx ou f(x) = cosx].

A Figura 65 apresenta o primeiro exemplo do livro que estuda a funcéo e seu gréafico
quando g for do tipo g(x) = a + cosx, especificamente, g(x) = 2 + cosx, e toma f(x) =

cosx como funcéo base para efeito comparativo.

Figura 65 — Estudo das senoides para fungdes do tipo f(x) = a + cosx

2
~—— -
rd \\ A x
T ) 0 T T A T ¥ T -
- /W TN, W 3w 2w Sm\ 3w
f(x) = cos x 2 L 2 2 :
24

Fonte: Dante e Viana (2020, p. 67)



112

Comparando as duas curvas da Figura 65, percebemos que para g(x) 0 conjunto
imagem sera [1,3], pois Im(g) = [2—1,2 + 1] = [1,3]. Como o coeficiente ¢ = 1, logo 0
periodo é p = ZT” =2meaamplitudeé2b=2-1= 2.

Entretanto, apesar de se estabelecer uma relacdo entre a representacdo algébrica e
gréafica, percebe-se que had uma desvalorizacdo da representacdo grafica, visto que se recorre a
representacdo algébrica para definir o periodo, conjunto imagem e amplitude mesmo quando é
possivel tirar essas informagdes do grafico.

Apesar do autor ndo deixar explicito que a funcdo f(x) = cosx é para comparar com
a nova funcdo, entende-se que esse é o objetivo, visto que as duas curvas sdo esbocgadas no
mesmo plano cartesiano. Acredita-se que a intencdo seria de verificar que mudanga o
coeficiente a traria para o grafico da funcéo do tipo g(x) = a + cosx quando comparada com
acurvade f(x) = cosx.

Partindo dessa hipotese, as curvas de ambas fungdes deveriam ser comparadas, ou seja,
o grafico de g(x) = 2 + cosx se assemelha ao grafico de f(x) = cosx, entretanto, a primeira
esta duas unidades (+2) acima de f(x) = cosx devido ao valor numérico de a (a = 2). Logo,
se a > 0 a curva, quando comparada a curva base, se deslocara verticalmente para cima. Um
outro exemplo deveria ser trabalhado para quando a fosse negativo (a < 0) e observar que a
curva se deslocara verticalmente para baixo.

Seria concluido que o coeficiente implica um deslocamento vertical da curva base:
quando a > 0, o deslocamento seria para cima e a < 0, 0 deslocamento seria para baixo. Por
fim, os calculos, como é abordado no livro, poderiam ser realizados para verificar a veracidade
dessas informacdes.

Dessa forma, ambas as representac@es seriam valorizadas e poder-se-ia visualizar, de
fato, a associacdo entre a unidade significante do coeficiente a e a varidavel visual na
representacdo grafica.

O segundo exemplo enfatiza o tipo f(x) = sen(cx) quando ¢ > 1, a funcdo estudada

é h(x) = sen 2x e tomou-se a curva f (x) = senx para comparacao. Observe a Figura 66.
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Figura 66 — Estudo das senoides para func¢des do tipo f(x) = sen(cx)
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Fonte: Dante e Viana (2020, p. 67)

Dada a funcdo h(x) = sen 2x, notamos que a=0,b=1c=2 e d =0, logo o
conjunto imagem Im(h) = [0—1,0+ 1] = [—1,1]. Sendo ¢ = 2, 0 periodo é p = 27” =me
amplitude é 2b =2-1 = 2.

Novamente, percebe-se que a representacdo simbdlica é mais enfatizada que a
representacdo grafica, dado que se recorre aos calculos algebricos para identificar definir o
periodo, conjunto imagem e amplitude da curva h(x) = sen 2x mesmo sendo possivel retirar
essas informacdes do grafico.

Entendemos que as curvas das fungdes f(x) = senx e h(x) = sen 2x s&o esbocadas
no mesmo plano cartesiano para que sejam comparadas, em que f(x) = senx Serve COmo curva
base para estudar o coeficiente ¢ da funcéo do tipo h(x) = sen cx e verificar que mudancga essa
variavel acarretaria no grafico.

Partindo dessa hipotese, as curvas de ambas funcdes deveriam ser comparadas, ou seja,
observando que h&d uma mudanca no periodo. Quando comparada a curva de h(x) com f(x),
dever-se-ia concluir que h(x) tem o periodo menor que f(x) e essa mudanca ocorre devido ao
coeficiente c, pois a amplitude e conjunto imagem das fungdes continuam inalterados. Um outro
exemplo deveria ser trabalhado para quando c¢ fosse negativo (c < 0) e observar o
comportamento da curva.

Seria concluido que o coeficiente ¢ implica uma alteracdo do periodo da curva base:
quanto maior o valor de ¢ mais o grafico fica “encolhido”, em outras palavras, menor sera seu
periodo; e quanto menor o valor de ¢, maior seré seu periodo. Se ¢ for negativo (¢ < 0), curva

sera simétrica em relagéo ao eixo x.
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Os célculos, como é abordado no livro, poderiam ser realizados para verificar a
veracidade dessas informacdes. Dessa forma, ambas as representagdes seriam valorizadas e
poder-se-ia visualizar, de fato, a associagdo entre a unidade significante do coeficiente c e a
variavel visual na representacdo gréfica.

O ultimo exemplo estuda o comportamento da funcéo k(x) = 2+ 3 -sen(2x+ 1) e
a curva da funcdo f(x) = senx é usada para comparacdo. A Figura 67 apresenta o grafico de

ambas funcdes.

Figura 67 — Estudo das senoides para fungdes do tipo f(x) =a+ b - sen(cx + d)
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Fonte: Dante e Viana (2020, p. 67)
A funcdo k(x) do exemplo da Figura 67 aborda todos os coeficientes (a, b,c,d) e

esboca seu grafico com a curva f(x) = senx. A partir de k(x),temosa =2,b=3,c=2¢
d =1, onde a,b,c sdo foram estudados. Sabemos que o coeficiente d estd ligado a
deslocamento horizontal do gréafico, entretanto, ndo € possivel observar esse deslocamento. Um
outro exemplo deveria ser abordado, estudando o coeficiente d, isto €, um estudo para a senoide
do tipo f(x) = sen(x + d), para ser possivel visualizar a variavel visual associada a essa
unidade significante. S6 entéo, se estudaria a fun¢do completa f(x) = a + b - sen(cx + d).

Retomando, nessa secdo, o livro primeiramente apresentou as caracteristicas das
sendides (periodo, conjunto imagem e amplitude) e associou cada caracteristica a um
coeficiente da expressdo algébrica e, posteriormente, trouxe os exemplos da Figura 65, Figura
66 e Figura 67 para visualizar essas caracteristicas. Essas caracteristicas identificamos como as
variaveis visuais e 0s coeficientes associados sdo as unidades significantes.

Portanto, acredita-se que os autores identificaram as unidades significantes do registro
gréafico e do registro algébrico, mas nem todas foram identificadas, visto que o deslocamento

horizontal associado ao coeficiente d ndo foi identificado, assim como a variavel visual
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simétrica. Percebe-se ainda que ndo foram empregadas todas as modificagdes possiveis nas
unidades significantes, conforme sugere Duval (2011a).

Uma secdo do capitulo € destinada para o uso de tecnologias digitais que se enquadra
na categoria de Uso de Tecnologias. Os autores fizeram uso dessa se¢do para mostrar como
construir o grafico das funcbes seno e cosseno a partir do software educacional Geogebra.

Inicialmente, € ensinado a construir o grafico das funcbes f(x) = senx e g(x) =
cosx. Por ser funcdes trigonométricas, o primeiro passo é configurar a escala do eixo x para

radianos e colocar a distancia de g como mostra a Figura 68.

Figura 68 — Tela do Geogebra 0 1° passo

Basico EixoX EixoY Malha
Exibir EixoX
Exibir Nimeros

Direcao Positiva Apenas

Distancia:  11/2
Graduacgoes:

Rétulo:

Unidade:

Origem em: 0

Ajustar a Borda da Janela de Visualizacao

Permitir Sele¢ao

Fonte: Dante e Viana (2020, p. 68)
No segundo passo, deve-se adicionar a entrada de comanda a funcéo f(x) = senx e
teclar “Enter”, depois adicionar a fungdo g(x) = cosx na entrada de comanda e teclar “Enter”.

Deve-se obter uma imagem conforme o da Figura 69.
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Figura 69 — Tela do Geogebra do 2° passo

Fonte: Dante e Viana (2020, p. 68)
Nesse primeiro exercicio com o Geogebra, pode-se fazer um estudo comparativo com

as curvas das funcdes f(x) = senx e g(x) = senx. Podemos afirmar que houve uma passagem
da representacéo algebrica para a representacao grafica, que exige a conversao.

Nota-se uma conversdo da representacdo algébrica para a representacdo gréafica,
entretanto o software ndo permite a passagem da representacdo grafica para a representacao
algébrica. Como apontado por Duval (2011b), o menu de comando favorece um registro de
representacdo para se chegar a outro. Dessa forma, ndo ha coordenacao de registros, pois a fase
de aprendizagem exige que a passagem inversa seja realizada.

Para o estudo da curva da funcéo curva da fungdo f(x) = a + b - sen(cx + d), com
b # 0ec # 0, deve-se abrir um novo documento no Geogebra que esteja configurado a escala
do eixo x para radianos. Em seguida, deve-se inserir no campo de entrada de comando a funcao
f(x) =a+ b xsen(c*x +d) e teclar “Enter”. Inserido a fungéo, o software mostrard no

comando controles deslizantes para os coeficientes a, b, ¢ € d, conforme mostra a Figura 70.
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Figura 70 — Tela do Geogebra para o estudo da funcéo f(x) = a + b - sen(cx + d)
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Fonte: Dante e Viana (2020, p. 69)
Alterando todos os valores dos coeficientes, € possivel ver a influéncia de cada um dos

coeficientes para a construcdo do grafico das sendides.

Mais uma vez, temos uma conversao da representacdo algebrica para a representacéo
gréfica. O uso de softwares na construcdo de graficos de funcdes matematicas traz inimeras
vantagens, tais como, uma rapida visualizacdo da curva e rapidez na mudanca de parametros,
coeficientes; entretanto, essa forma de construcdo privilegia a abordagem ponto a ponto, nesse
caso, apenas mais ponto sao obtidos e unidos para formar a curva da fungdo (MORETT]I; LUIZ,
2014).

Entretanto, a partir da Figura 70 consideramos que 0s autores do livro fazem uso da
abordagem informatico de interpretacdo global, visto que a abordagem de interpretacéo global
de propriedades figurais € contemplada através do meio informético do software Geogebra.
Contudo, o livro ndo conclui a importancia de cada coeficiente, pelo contrario, através de
perguntas induz o leitor a chegar as suas préprias conclusdes. Os questionamentos realizados

podem ser vistos na Figura 71 abaixo.
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Figura 71 — Exercicio referente ao estudo da funcéo f(x) = a + b - sen(cx + d)
2. Altere lentamente o valor de um coeficiente por vez, mantendo os demais, e obser-
ve o que acontece com o grafico da fungao.

a) Qual é o efeito do coeficiente a no grafico da funcdo?
b) Qual é o efeito do coeficiente b, com b # 0, no gréafico da fungao?
c) Qual é o efeito do coeficiente ¢, com ¢ # 0, no gréfico da fungao?
d) Qual é o efeito do coeficiente d no grafico da funcdo?
3. Alterando os controles deslizantes paraa=0,b=1,c=1e d = 1,6, vocé terd

aproximadamente o grafico da fungdo dada por f(x) = sen [ x + g . Essa fun-

cao é equivalente a qual fung@o que vocé estudou? Justifique por que elas sao

equivalentes.
Fonte: Dante e Viana (2020, p. 69)

O Exercicio 2 da Figura 71 busca identificar as modificacbes conjuntas da expressdo
algébrico e do grafico da funcdo. Observamos que se trata de uma abordagem experimental,
onde se varia o coeficiente da funcdo mantendo-se as demais constantes e verifica-se o que
acontece na curva da funcdo. O coeficiente sera a unidade significante do registro simbolico e
as mudancas no grafico sera a variavel visual. Essa abordagem experimental é sugerida por
Duval (2011a) e significa proceder a uma analise de congruéncia semantica entre os dois
registos de representacdo do objeto estudado.

O terceiro exercicio da Figura 71 exige que ao construir o grafico da funcéo f(x) =

sen (x + %), o leitor reconheca que a curva dessa fungdo é semelhante a curva da fungéo

f(x) = cosx.

Apos a secdo de tecnologias digitais, o livro passa para as atividades resolvidas, que
se enquadra na categoria de Resolucdo de Exercicios. No total sdo apresentados quatro
exercicios resolvidos. A primeira atividade resolvida é apresentada na Figura 72.

Figura 72 — Exercicio resolvido
14. Determine o valor maximo da fungao f: R — R dada por f(x) = 2 + 3 - sen x.

Resolucao

O valor maximo que sen x assume € 1. Entao, a funcao f tera valor maximo quando sen x = 1:
fix)=2+3-1=5

Logo, o valor maximo é f(x) = 5.

Fonte: Dante e Viana (2020, p. 70)
Trata-se de uma atividade de aplicacdo, que parte do registro simbdélico-algébrico para

0 registro simbdlico-numérico, portanto, se tem uma atividade semio-cognitiva de tratamento.

A Figura 73 apresenta a segunda atividade resolvida trabalhada no contetdo estudado.
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Figura 73 — Exercicio resolvido
15. (UCS-RS) A pressao arterial P (em mmHg) de uma pessoa varia, com o tempo t (em segundos), de acordo com a fun-
cao definida por At) = 100 + 20cos (6t + ), em que cada ciclo completo (periodo) equivale a um batimento cardiaco.

Considerando que 197 = 60, quais sdo, de acordo com a funcao, respectivamente, a pressao minima, a pressao
maéxima e a frequéncia de batimentos cardiacos por minuto dessa pessoa?

a) 80, 120 e 57. c) 80,100 e 19. e) 100, 120 e 60.
b) 80, 120 e 60. d) 100, 120 e 19.
Resolucao

1. Lendo e compreendendo
a) O que é dado no problema?

Sao dadas a lei da funcao que define a presséo arterial, em funcao da medida de intervalo de tempo, e uma
N 60
aproximacgao m = .
P OT =19
b) O que se pede?
Pedem-se a pressdo maxima, a pressdo minima e a frequéncia de batimentos cardiacos por minuto.
2. Planejando a solugdo

A pressdo maxima é obtida quando cos (6t + ) é igual a +1 e é minima quando é igual a —1. Para calcular a
frequéncia de batimentos cardiacos por minuto, basta multiplicarmos a frequéncia de batimentos por segundo
por 60, a qual é obtida pelo inverso do periodo da fungao.

3. Executando o que foi planejado

Pressdo minima (em mmHg):

P(t) = 100 + 20 - cos (6t + ) = 100 + 20 - (—1) = 80

Pressdao maxima (em mmHg):

P(t) =100 + 20 - cos (6t + w) = 100 + 20 - (+1) =120

N 60 ; -
Usamos a aproximagado m = 7o Para calcular o periodo da fungao:

60
2n _ 2w _w 19 60 1 _ 20

PP ™% 73773 193 1

Entdo, calculamos a frequéncia de batimentos cardiacos por minuto (em bpm):

1 1 19
;'60—@ 60—%.6(:):57
19

4. Emitindo a resposta
A resposta é a alternativa a.

: o

5. Ampliando o problema & segundos. ;U segundos.
19 19

a) De quanto em quanto tempo sdo atingidas as pressées maximas? E as pressées minimas?

b) Converse com os colegas sobre a prevaléncia de doencas cardiovasculares na atualidade e sobre quais se-
riam os principais motivos que as ocasionam e quais habitos devem ser seguidos para reduzir a possibilidade
de ser acometido por enfermidades desse tipo. Depois da conversa, faca uma analise dos proprios habitos
e, se necessario, pense em atitudes para melhora-los. Respostas pessoais.

Fonte: Dante e Viana (2020, p. 70)
O exercicio da Figura 73 pode ser classificada como uma atividade contextualizada. O
registro de partida é registro simbolico-algébrico e o de chegada € registro simbolico-numeérico,
logo, € uma atividade de tratamento também.

A terceira atividade resolvida é mostrada na Figura 74.
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Figura 74 — Exercicio resolvido

16. Construa o grafico da funcao periddica f: R = R Representando esses valores em um planc cartesia-
dada por f(x) = —1 + sen 4x e explicite o dominio, no, tragamos um periodo completo do grafico da
o conjunto imagem e o periodo da fungao. fungio dada.

Resolucdo b 2
Quando construimos o grafico da fungdo seno, es- "
colhemos alguns valores para x, com 0 = x = 2w, e i
calculamos os respectivos valores da fungdo. Para a :
fun¢do dada, podemos atribuir a uma variavel t al- 5
guns valores convenientes, com t = dxe 0 = t = 2, % % %— %
e entdo calcular os respectivos valores da fungao. 5 sﬂ\ ) : : -
\ |
t=4ax x f(x) = —1+ sendx / ; ;
fix)==1+sen0 = / l '
0 0 /
=-14+0=-1 |
| ! y
™ ™ f(x)=-1+sen T -14
2 8 2 -' : /I'
=-14+1=0 ! /
- m flx) = -1 +senw= ' \ 5 J'}
4 =g —-1+0=-1 \‘ /
N 3m _ —7d ./
3n 3= =) 1+ sen =3
2 8 — 14 (-1)=-2 O dominio é D{f) = R.
O conjunto imagem & Im(f] = |-1 + 1, =1 - 1|
2 T flx)= -1+ sen2n [0, -2).
. 2 ~1+0=—1 2w
O pericdo ép = a7

Fonte: Dante e Viana (2020, p. 71)
Conforme é mostrada na Figura 74, o exercicio resolvido pode ser dividido em duas

perguntas: a primeira € construir o grafico da funcdo dada, temos entdo uma passagem do
registro simbolico-algébrico para o registro grafico, ou seja, uma conversdo; a segunda pergunta
solicita 0 dominio, conjunto imagem e periodo da fungéo, que corresponde uma passagem do
registro simbdlico-algébrico para o simbolico numérico, ou seja, um tratamento.

O ultimo exercicio resolvido € apresentado na Figura 75 abaixo.
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Figura 75 — Exercicio resolvido

17. O grafico no plano cartesiano a seguir representa

® A amplitude de f é o dobro da amplitude da fun-

uma funcgao periddica f: R — R da forma f(x) = a + ¢ao cosseno: 3 — (—1) = 4. Entdo, b = 2.
t b - cos(cx + d). Determine os valoresde a, b, ce d. * O conjunto imagem de f é Im(f) = [~1, 3] e,
\y 3 entdo, a = 1.
& ® O periodo de f é p = 2w, o mesmo da fungao
37 cosseno. Entao, ¢ = 1.
2 % ® Temos que f(0) = 1, entao:

Resolucao

Representando o grafico da fungdo cosseno no mes-
mo plano cartesiano e observando as senoides, po-
demos perceber algumas caracteristicas das fungdes.

\ Y

< iR o
24 /[
\ g(x) = cos x

w ﬁ\Zu A
2 s

a+ b-cos(cx+ d)

¥ | j"’\.\

o

Fonte: Dante e Viana (2020, p. 71)

fO)=1+2-cos(1-0+d)=-1=1+
t2-cosd=2-cosd=-2=>cosd=—-1=
>d=m + 2kw, comk € Z.

Como a funcdo e periddica, de periodo 2,
qualquer deslocamento horizontal da forma 2k=w
resultara no mesmo grafico. Entdo, consideran-
do k = 0, obtemos d = .

Portanto, a lei dessa fungao é:

filx)=1+ 2-cos(x + m).

[[que atento

A

A lei da fungao também poderia ser f(x) = 1 +
+2-cos(x+ 3w), f(x) =1+ 2-cos(x+ 5n),
f(x) =1+ 2-cos(x
numeros inteiros para k.

7), ..., atribuindo outros

Dado o gréfico, é solicitado que se encontre a expressao algébrica de sua curva, ou

seja, trata-se de uma passagem do registro grafico para o registro simbolico algébrico, logo,

configura-se como uma atividade cognitiva de converséo.

O Quadro 11 identifica 0 namero do exercicio resolvido, os registros de representacédo

mobilizados e a atividade semidtica empregada.

Quadro 11 — Sintese das transformac@es realizadas nos exercicios resolvidos

N° Exercicio Registro de Registro de Ativ_ida_lde
Partida chegada semiotica
14 Algébrico Numérico Tratamento
15 Algébrico Numérico Tratamento
16 Algébrico Gréafico Conversdo
Algébrico Numérico Tratamento
17 Gréfico Algébrico Conversdo

Fonte: Elaborado pela autora com base no livro

Percebe-se uma presenca maior da atividade de tratamento, principalmente entre as

representacOes algébricas e numéricas. Apenas dois exercicios focam na conversdo entre as
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representacdes, por outro lado, é possivel ver uma coordenagdo nesses dois exercicios, visto
que o Exercicio 16 trabalha a conversdo no sentido de algébrico para gréafico enquanto que o
Exercicio 17 trabalha a conversdo na passagem inversa, isto €, grafico para o algébrico.

As atividades destinadas para o aluno/leitor vém logo apés as atividades resolvidas.
Esses exercicios também se enquadram na categoria de Resolucdo de Exercicios. O Quadro
12 a seguir apresenta cada um dos exercicios propostos, indicando a qual contetdo pertence, 0
namero do exercicio, o registro de partida, registro de chegada e, por fim, se a passagem é um

tratamento ou conversao.

Quadro 12 - Tratamentos e conversdes observados nos exercicios propostos do livro

N° Exercicio | Registro de Partida | Registro de chegada | Atividade semiotica

Algébrico Gréfico <

83 Gréfico Simbdlico-Numérico Conversdo
a) Grafico Gréafico

84 b) Gréafico Grafico Tratamento
c) Grafico Gréafico

gg Algébrico Numeérico Egzzmggig

87 Gréfico Gréfico Tratamento

88 Gréfico Simbolico-Numérico | Conversdo

89 Tabular Gréfico Conversao

90 Algébrico Numérico Tratamento

o1 a) Algébrico Numérico Tratamento
b) Algébrico Gréafico Converséo

92

93

94

95 Algébrico Numérico Tratamento

96

97

98

99 Gréfico Algébrico Conversdo

100 Algébrico Algébrico Tratamento

101 Algébrico Numérico Tratamento

102 Algébrico Lingua natural Conversdo

103 Algébrico Algébrico Tratamento

104 Algébrico Numérico Tratamento

105 Lingua natural Lingua natural Tratamento

Fonte: Elaborado pelo autor com base no livro

Ao todo, vinte e trés exercicios sdo propostos para o leitor. Alguns exercicios possuem
alternativas, em que algumas sdo desempenhas atividades semiéticas diferentes, dessa forma,

consideramos essas alternativas como exercicios independentes. Logo, dezoito exercicios
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privilegiam a atividade de tratamento, que corresponde a 25% dos exercicios, enquanto apenas
seis favorecem a conversdo, que equivale a 75% dos exercicios.

Listamos abaixo as representacdes e 0 sentido que ocorre o tratamento e a converséo
e quantos exercicios abrangem essas atividades semidticas. Os tratamentos ocorrem no sentido:

= Registro Algébrico - Registro Numérico: treze exercicios propostos;

= Registro Gréafico - Registro Grafico: dois exercicios propostos;

= Registro em Lingua Natural > Registro em Lingua Natural: um exercicio proposto;
= Registro Algébrico - Registro Algébrico: dois exercicios;

J& as conversdes ocorrem no sentido:

= Registro Gréafico > Registro Numérico: dois exercicios propostos;

= Registro Algebrico > Registro Grafico: dois exercicios propostos;

= Registro Grafico > Registro Algébrico: um exercicio;

= Registro Tabular - Registro Grafico: um exercicio proposto;

= Registro Algebrico > Registro em Lingua Natural: um exercicio proposto;

Apesar da diversidade de registros, na conversao nota-se pouca coordenacao entre as
representacdes aparecendo somente entre o registro algébrico e registro grafico. Chama atencao
ainda o fato de apenas um exercicio trabalhar a passagem do registro grafico para o algebrico.
Uma vez que o livro trabalha com a abordagem informaético de interpretacdo global, e a
passagem Registro Grafico > Registro Algébrico é a mais problematica, o ideal seria haver

mais exercicios que enfatizassem tal conversao.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

No ano de 2019, ainda na graduacdo, conheci a TRRS e me interessei por ela, devido
a isso decidi escrever a monografia cujo o titulo foi Estado da arte da Teoria Dos Registros De
Representacdo Semidtica no Ensino-Aprendizagem de Derivadas de Fungdes, onde no processo
de categorizacdo, onde a andlise de livros foi um dos topicos categorizados. Neste sentido,
adentrei no mestrado com o projeto nessa tematica.

A experiéncia no mestrado foi relevante para o desenvolvimento desta pesquisa, 0
contato com professores pesquisadores e discussdes com colegas ajudaram a desenvolver um
olhar critico quanto as teorias educacionais de ensino e aprendizagem da Matematica,
especialmente a disciplina de Analise Critica de Recursos Didaticos para o Ensino de Ciéncias,
que aperfeicoou essa pesquisa de mestrado quanto a analise de livros didaticos.

Ao realizarmos o levantamento bibliografico buscando pesquisas fundamentadas na
teoria de Duval que analisaram livros didaticos, especificamente, as fungfes trigonométricas
Seno e cosseno, constatou-se que essa tematica ainda néo havia sido contemplada entre os anos
2016-2020. Ainda que tenha alguma pesquisa anterior a esse mapeamento quanto a tematica
estudada, nosso diferencial se encontra na analise de livros didaticos pos-BNCC.

A relevancia da Trigonometria para a formagdo basica, associada aos registros de
representacdo, amparou o desenvolvimento desta pesquisa. Em razdo da dimensionalidade
desse campo da Matematica e orientacdo da BNCC, esta investigacdo se limitou a explorar as
funcbes trigonométricas seno e cosseno, considerando a questdo: a forma de abordagem do
conteddo ciclo trigopnométrico, especificamente as fungdes seno e cosseno, contempla aspectos
da teoria dos registros de representacdo semiotica segundo Raymond Duval?

A escolha pelo LD partiu de sua importdncia para o processo de ensino e
aprendizagem, sendo muitas vezes o Unico material disponivel para esse processo. Ao ser
utilizado pelo estudante, o LD permite a aquisicdo de conhecimentos (que sO é possivel se
houver aprendizagem) e para o professor serve também como orientacdo para o planejamento
e gestdo das aulas, de modo geral.

Visto que para ocorrer a aquisicdo de conhecimento é necessario haver aprendizagem,
acreditamos que o estudante é capaz de aprender de maneira independente desde que tenha o
material necessario para sua aprendizagem e este seja elaborado de forma a permitir o
desenvolvimento de competéncias cognitivas. Dessa forma, viu-se na teoria de Duval, uma
teoria de aprendizagem, um modo de averiguar os conhecimentos viabilizados por livros

didaticos de Matematica.
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Para cumprir os objetivos supracitados, analisamos o livro Trigonometria, da Colecéo
Conexdes, e o livro Trigonometria e Sistemas Lineares, da Colegdo Matemética em Contextos,
0S quais chamamos de L1 e L2, respectivamente.

Consideragdes do livro Trigonometria:

Quanto a abordagem conceitual sobre as func¢Bes trigonométricas, especificamente a
categoria de Definicdo, se analisou as definicdes da funcdo peridédica e das funcbes
trigonométricas seno e cosseno.

Para a definicdo da funcdo periddica, o autor utilizou somente o registro em lingua
natural, entretanto, anteriormente foi apresentado o contexto da maré para auxiliar na
compreensdo da fungdo periddica. Nesse contexto, foram utilizados o registro simbdlico e o
registro grafico, a quantidade de registros mobilizados € suficiente para evitar uma confuséo
entre 0 objeto estudado e sua representacdo, todavia, ndo é possivel visualizar uma
correspondéncia entre os dois registros, o que compromete a compreensao do objeto estudado.

Ainda, no exemplo da maré, € possivel ver a atividade de tratamento no registro
simbdlico. Os dois registros utilizados trazem a mesma informacdo, faltando apenas o autor
apresentar a articulacédo entre eles e entre a funcdo trigonométrica apresentada. O ideal seria
mostrar como ocorreu a construcdo da funcdo h(t) dada.

A atividade de converséo também se faz presente quando ocorre a passagem do registro
algébrico para o registro grafico. Todavia, ndo € mostrado como foi construido a curva da
funcédo. Por ser um exemplo introdutdrio, acredita-se que o0 autor ndo achou necessario adentrar
nessa parte do conteudo. Uma alternativa seria, ap0s trabalhadas as funcGes trigonomeétricas,
retornar ao exemplo da maré e mostrar como se construir a fungdo h(t) e articular um registro
de representacdo com outro, de modo que fique facil realizar a passagem.

As definicdes da funcdo seno e cosseno sao abordadas da mesma forma: primeiro
apresenta-se o registro grafico-geométrico da funcéo para, em seguida, defini-la formalmente
utilizando o registro em lingua natural. Podemos afirmar, entdo, que ha uma conversdo do
registro grafico-geométrico para o registro em lingua natural.

O registro grafico-geométrico € utilizado a fim de que o leitor consiga relacionar a
funcdo trigonométrica com o ciclo trigonométrico. Todavia, o livro abordou a passagem
somente do registro grafico-geométrico para o registro em lingua natural, faltando a passagem
inversa, isto €, do registro em lingua natural para o registro grafico-geométrico. Ressaltamos
aqui que ambas as passagens devem ser realizadas, pois 0 custo cognitivo exigido por uma pode

néo ser a mesma exigido pela outra.
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Referente a categoria de Uso de Tecnologias, a BNCC orienta que 0s registros de
representacdo computacional devem favorecer a construcéo e o desenvolvimento do raciocinio
matematico, mas o estudante deve desenvolver certas habilidades com ou sem apoio de
tecnologias digitais. O livro contempla essa categoria apenas quando utiliza um software de
geometria dindmica para esbogar as curvas das funcgdes seno e cosseno.

Mais claramente, o software € utilizado para visualizar melhor como ocorre a transicdo
da funcgdo do ciclo trigonométrico para o grafico da funcdo, isto €, um tratamento do registro
grafico-geométrico para o registro gréfico.

Duval denominou a insercao de softwares em sala de aula como o novo Eldorado para
0 ensino-aprendizagem da Matematica, todavia, € necessario lembrar que jamais deve ser o
objetivo em si. A tecnologia ndo deve ser evitada nem idolatrada, o processo de ensino-
aprendizagem néo deve ser atrelado a seus recursos. Dessa forma, é recomendavel que essa
articulacdo da curva da fungdo com o ciclo trigonométrico fosse também realizada sem uso de
softwares.

Ainda, uma sugestdo seria fazer uso do software para mostrar a articulacdo entre as
unidades significantes do registro grafico e do registro algébrico, através do comando deslizante
na entrada de comando.

Quanto a categoria de Construcdo de Grafico, observou que duas das categorias
definidas por Raymond Duval sdo contempladas no livro: A primeira apresenta é a abordagem
ponto a ponto, em que na conversao do registro algébrico para o registro grafico é utilizado o
registro tabular como representacdo auxiliar para encontrar os pontos da funcdo a serem
tracados. O mesmo procedimento é realizado para a funcdo seno e, posteriormente, para a
funcédo cosseno.

Essa abordagem é criticada por apresentar limitac@es principalmente quando se deseja
realizar a conversao do registro grafico para o registro algébrico. Ainda, apds a apresentacédo de
cada funcdo, o autor apresenta trés caracteristicas, definidas para as funcdes béasicas do tipo
f(x) =senx ou f(x)=cosx, que sdo: periodicidade, imagem e amplitude. Essas
caracteristicas sdo denominadas de varidveis visuais, conforme o aporte tedrico, e estdo
associadas a cada coeficiente da expressdo algébrica, onde os coeficientes sdo chamados de
unidades significantes. Entretanto, na abordagem ponto a ponto ndo fica explicita a articulacao
entre a variavel visual e a unidade significante, o que prejudica a conversao com coordenagao.

A segunda abordagem tratada é a Abordagem de Interpretacdo Global de propriedades
Figurais, onde o autor destina um tépico somente para abordar as funcdes denominadas por ele

como fung¢des complexas. Nessa abordagem, o autor trabalha com as transformag6es horizontal
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e vertical, alteracdo da amplitude e alteragcdo do periodo, onde cada uma dessas transformagéo
sdo associadas a um coeficiente da fungdo. Dessa forma, entende-se que foi realizado a
discriminacdo das unidades significantes de cada registro de representacdo. Esse modo permite
que o leitor perceba a influéncia que cada simbolo presente na funcdo tem no grafico e vice-
versa.

Por outro lado, ndo se realizou todas as modificagdes possiveis em um registro para
verificar que mudangas ocorreriam no outro registro. Assim, acreditamos que o livro deixa
parcialmente claro a relacdo dos coeficientes da representacdo algébrica com os dados visuais
da representacédo grafica, pois nem todos os coeficientes foram explorados.

Os registros utilizados na abordagem de interpretacédo global foram o registro simbélico-
algébrico, registro tabular e registro grafico, mesmos registros utilizados na primeira
abordagem. A abordagem de interpretacdo global permite a passagem da representacéo
algébrica para a grafica sem o auxilio da representacdo tabular, contudo, percebemos que o
autor se apoiou na abordagem ponto a ponto para transmitir a ideia principal da abordagem de
interpretacéo global.

A alternativa para evitar o uso da tabela seria o autor utilizar o software educacional
Geogebra gque, dentre outras coisas, permite o estudo de graficos e através do controle deslizante
é possivel visualizar as modificacfes de um registro de representacdo no outro.

A categoria de Resolucdo de Exercicios se divide em exercicios resolvidos pelo livro e
exercicios a serem resolvido pelo leitor. No total, seis exercicios sdo resolvidos pelo livro, onde
cinco exercicios privilegiam a atividade de tratamento enquanto apenas um exercicio enfatiza
a conversdo. O tratamento sempre ocorre no registro simbolico e um requer o uso de software
de construcdo de graficos. Quanto a conversdo, 0 exercicio requer a passagem do registro
gréfico para o registro simbolico, todavia, ndo hd coordenacdo ja que a conversdo ocorre
somente em um sentido.

Ja nos exercicios propostos ao leitor, a quantidade de exercicios enfatizando a
atividade de converséo supera a de tratamento, sendo 25 exercicios promovem a conversao, que
representa 73,5% dos exercicios, enquanto que 9 exercicios mobilizam a atividade semidtica de
tratamento, representando 26,5% dos exercicios. Acreditamos ser aceitavel a porcentagem de
exercicios que promovem a conversao, Visto que essa € a atividade semidtica principal para
apreensdo conceitual do objeto matematico estudado.

No tratamento, nota-se uma presenca maior no registro simbélico e uma conversdo
maior do registro grafico para o registro simbolico. Ainda, h4 pouca coordenagdo entre as

conversdes, aparecendo somente entre o registro simbdlico-algébrico e registro gréfico.
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A categoria de Flexibilidade e Fluidez entre diferentes registros de representacéo,
interpretada nessa pesquisa como Congruéncia Semantica, se faz presente apenas no tépico de
construcdo de gréaficos quando o autor articula cada coeficiente da representacdo algébrica com
uma varidvel visual grafico. Essa associacdo permite que ocorra uma coordenacdo entre o
registro de representacdo algébrica e o registro de representacdo grafica, isto é, ocorra nos dois
sentidos de forma direta e sem grandes dificuldades. Entretanto, faltou o autor trabalhar essa
associacdo entre as unidades significantes no sentido da representacdo grafica para a
representacado algébrica.

Consideracdes do livro Trigonometria e Sistemas Lineares:

Quanto a abordagem conceitual, o autor utilizou dois exemplos para construir o
conceito de uma funcéo trigonométrica. O primeiro exemplo, relégio de péndulo, utilizou o
registro em lingua natural e registro figural, e o segundo exemplo, da maré, além do registro e
lingua natural foi utilizado o registro grafico e tabular. Entretanto, em ambos os exemplos os
registros de representacdo sdo usados para dar prosseguimento a uma ideia, isto é, sem que haja
qualquer atividade semidtica de um registro para outro.

Partindo para a categoria de definicdo, o autor utiliza o registro de representacdo em
lingua natural, registro simbolico e registro figural para definir as fun¢des seno e cosseno, onde
ocorre uma conversao no sentido registro em lingua natural para registro simbdlico e do registro
simbdlico para o registro figural. A conversdo entre os registros ocorre apenas em um sentido,
desta forma, ndo ha coordenacao entre as representacoes.

Na categoria de procedimento de construcéo de grafico, o livro utiliza primeiramente
a abordagem ponto a ponto, tanto para a funcdo seno como para o cosseno, onde utiliza a
representacdo tabular como auxilio para realizar a conversao da representacdo algébrica para a
representacdo grafica. Na funcdo seno, o autor aponta que o grafico da fungdo seno é simétrico
em relacdo a origem do plano cartesiano e na fungdo cosseno, o grafico da funcéo é simétrico
em relacdo ao eixo y. Sabemos que essas caracteristicas sdo variaveis visuais das funcdes e
estdo associadas a um coeficiente da expressao algébrica, entretanto, como na abordagem ponto
a ponto ndo ¢é trabalhada a articulacdo entre essas unidades significantes, fica dificil visualizar
a que coeficiente esta ligada essas variaveis visuais.

A segunda abordagem ¢é a interpretacdo global de propriedades figurais, onde funcdes
mais complexas do tipo f(x) =a+ b -sen(cx +d)ouf(x) =a+ b-cos(cx +d),comb #
0 e ¢ # 0 sdo trabalhadas. O autor associa o periodo ao coeficiente ¢, 0 conjunto imagem aos

coeficientes a e b e a amplitude, ao coeficiente b. As caracteristicas descritas como periodo,
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conjunto imagem e amplitude s&o, o que chamamos segundo a teoria de Duval, de varaveis
visuais e os coeficientes a que estdo associados séo as unidades significantes.

Dessa forma, acreditamos que houve discriminacdo das unidades significantes dos
registros simbolicos e algébricos, mas nem todas as unidades foram identificadas, visto que o
deslocamento horizontal associado ao coeficiente d ndo foi identificado, assim como a variavel
visual simétrica. Percebe-se ainda que ndo foram empregadas todas as modificacfes possiveis
nas unidades significantes.

A terceira abordagem é o procedimento informatico de interpretacdo global, em que
através do controle deslizante do Geogebra é possivel visualizar a influéncia de cada coeficiente
no comportamento do grafico e através de perguntas bem direcionadas apresentada no livro, o
leitor consegue articular cada coeficiente com uma variavel visual do gréafico. Essa abordagem
permite que a discriminacdo de todas as unidades significantes assim como todas as
modificagOes possiveis.

O procedimento informatico de interpretacdo global também se enquadra na categoria
de uso de tecnologias, visto que € utilizado o software Geogebra. Outro momento que essa
categoria se faz presente é na sugestdo do site PhET Simulagdes Interativas. A atividade
sugerida para ser realizada no site se configura como uma atividade de conversdo entre o
registro grafico-geométrico e o registro gréafico.

Quanto a categoria de resolucdo de exercicios, notamos uma presenca maior de
tratamento nos exercicios resolvidos, sendo trés atividades relacionadas a tratamento, todas no
registro simbolico e duas atividades enfatizando a conversao, onde a primeira atividade trabalha
a conversdo no sentido da representacdo algébrica para a representacdo grafica e a segunda
atividade trabalha a conversdo no sentido da representacdo grafica para a representacdo
algébrica. Percebe-se que essas atividades de conversdo promovem a coordenacdo entre o
registro gréafico e o registro algébrico. J& quanto aos exercicios propostos para o leitor, dezoito
exercicios privilegiam a atividade de tratamento, que corresponde a 75% dos exercicios,
enquanto apenas seis favorecem a conversao, que equivale a 25% dos exercicios. Nos exercicios
de conversdo nota-se pouca coordenagdo entre as representagcdes aparecendo somente entre o
registro simbdlico-algébrico e registro grafico.

Quanto a Flexibilidade e Fluidez entre diferentes registros de representacao, percebe-
se que ocorre somente entre os registros de representacdo algebrico e representacdo grafica,
uma que a associacdo entre as unidades significantes é comentada apenas na construcéo de

gréaficos.
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Em ambos os livros analisados observou-se que os autores seguiram a orientacdo da
BNCC de mobilizar diversos registros de representacdo matematicos, porém, somente essa
mobilizacdo ndo caracteriza a utilizacdo da teoria de Duval. Além disso, ndo basta apenas
colecionar registros, seria preciso articular as unidades significantes de cada registro entre si de
modo que o leitor tenha uma visdo global do objeto matematico.

Os autores tentaram fazer essa articulacao entre os registros de representacao algébrico
e representacdo grafica, todavia, a associagdo entre as unidades significantes desses registros
nao se deu de forma completa. Acredita-se que devido ao limite de pagina para os livros
didaticos, ndo fosse vidvel atingir essa completude.

Outros trabalhos a serem desenvolvidos decorrentes dessa pesquisa podem vir
aprofundar o estudo da congruéncia seméantica nas conversoes.

Por fim, a vivéncia no mestrado foi importante para o aprofundamento no estudo da
teoria de Duval, bem como o desenvolvimento como pesquisadora. Espera-se que essa pesquisa

venha contribuir para o desenvolvimento da teoria no Brasil, pois ainda carece de muito estudo.
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