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RESUMO

Na teoria dos polinomios ortogonais no circulo unitario, um dos principais resul-
tados é o conhecido Teorema de Verblunsky, no qual, para qualquer sequéncia de nimeros
complexos, com mddulo menor do que um, sempre é possivel relacionar uma medida de
probabilidade nao trivial no circulo unitaro e, consequentemente, obter sua associada
sequéncia de polindémios ortogonais (e vice-versa). Com base nesse resultado, e na teoria
das sequéncia encadeadas positivas, foi mostrado que é possivel obter uma caracterizagao
para esses polinomios ortogonais no circulo unitario em termos, agora, de um par de

sequencias reais, onde uma delas é uma sequéncia encadeada positiva.

Palavras-chave: Medidas nao triviais. Polinomios ortogonais no circulo unitario. Coe-

ficientes de Verblunsky. Sequéncias encadeadas. Par de sequéncias reais.



ABSTRACT

In the theory of orthogonal polynomials on the unit circle, one of the main results
is the well-known Verblunsky Theorem, in which, for any sequence of complex numbers,
with modulus less than one, it is always possible to relate a nontrivial probability me-
asure on the unit circle and, consequently, obtain its associated sequence of orthogonal
polynomials (and vice versa). Based on this result, and on the theory of positive chain
sequences, it was shown that is possible to obtain a characterization for these orthogonal
polynomials on the unit circle in terms, now, of a pair of real sequences, where one of

them is a positive chain sequence.

Keywords: Nontrivial measures. Orthogonal polynomials on the unit cicle. Verblunsky

coefficients. Chain sequences. Pair of real sequences.



NOTACOES

As notagoes estao dispostas em alfabeto grego, alfabeto romano e nao alfabético.

Alfabeto Grego

a,  coeficientes de Verblunsky associados a uma medida no circulo unitario; veja o
Teorema 1.6

o, conjugado de a,; veja Secao 2.1

B,  constante complexa na relacao de recorréncia de trés termos; veja Teorema 1.2
v distribuigao, ou medida (positiva); veja Defini¢ao 1.3

I' funcao Gama de Euler; veja Segao 2.3

0  salto na medida p; veja Segao 2.2

Omn  delta de Kronecker; veja (1.2)

A,  determinante de Teoplitz; veja Secao 1.2

n  ponto de aumento da distribuicao ~; veja Definicao 1.2

kn  constante de normalizagao dada por 02— = k.2 = [1[S.(2)Pdu(z) = [|S.(2)[|;

veja Defini¢caol.7

An  expoente no polinémio de Gegenbauer; veja Subsegao 1.1.1

i, i medidas no circulo unitario; veja Teorema 2.3

1({z}) medida do ponto puro zp; veja Segao 1.2

fy,  momento (trigonométrico) associado a medida yu; veja Defini¢ao 1.3
v, momento dado em funcao de u,; veja Lema 2.2

pn  constante de normalizagao no caso real; veja Teorema 1.2

T,(w)  numeros complexos associados & medida p no circulo unitario; veja Secao 2.1

Alfabeto Romano

{c,}52,  sequéncias de nimeros reais associadas a yu; veja Teorema 2.2

{Hen ooy, {dn )2} par de sequéncias reais associado a medida pu; veja Teorema 2.5
C  corpo dos numeros complexos

C  circulo unitario; veja Definicao 1.2



C, termo aproximante; veja Secao 1.3

{d,}32, sequéncia encadeada positiva; veja Defini¢ao 1.12

oF1(a;b;¢;2)  fungao hipergeométrica; veja Secao 2.3

{gn}22, sequéncia de parametro para {d,}> ; veja Definigdo 1.12

G»  polinémio de Gegenbauer; veja Subsecio 1.1.1

H,  determinante de Hankel de ordem n + 1; veja Secao 1.1

Im(z) parte imaginaria de complexo z; veja Subsecao 2.1.1

jn(a’ﬁ ) polinomios de Jacobi; veja Subsecao 1.1.1

K,(z;w)  polinémio nicleo CD; veja Segao 2.1

L  funcional linear; veja Secao 1.2

{m,}>2, sequéncia de parametros minimais da sequéncia {d,}°,; veja Defini¢ao 1.13
{M,}>2, sequéncia de parametros maximais da sequéncia {d,,}>° ;; veja Defini¢ao 1.14
N  conjunto dos nimeros naturais

P partigao do intervalo [a, b]; veja Defini¢ao 1.1

P espaco vetoral dos polinomios; veja Secao 1.2

P,  sequéncia de polinomios ortogonais com rela¢gdo a uma medida no intervalo (a, b);
veja Secao 1.1

P,  espaco vetorial dos polindmios de grau no maximo n; veja Secao 1.2

P,(w;z)  polindmios nicleos ménicos asssociados a medida p; veja (2.7)

Re(z) parte real do complexo z; veja Subsecao 2.1.1

R,(z) polinomio associado a uma medida no circulo unitério; veja (2.25) e Teorema 2.2
supp (7)  suporte para a fungao ; veja Definigao 1.2

Sn(z)  polindomis de Szegd associado uma medida no circulo unitério; veja Observagao
1.2

S*(z)  polindémio reciproco de S, (z); veja Defini¢ao 1.9

Sp(w,z)  polindmio para-ortogonal associado a uma medida no circulo uitario; veja
Definicao 1.10

T, matriz de Toeplitz; veja Secao 1.2

T, polinomio de Chebyshev; veja Subsecao 1.1.1

T, transformacéo de Joukowsky; veja Secdo 1.2

v(; P)  variacao limitada; veja Defini¢ao 1.1
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V(y) variagao total; veja Definicao 1.1
Tp; zeros dos polinémios P, no intervalo (a,b); veja Secao 1.1
|z|  mddulo do nimero complexo z

Z  conjugado do ntimero complexo z

Nao Alfabético

(-,-),  produto interno associado a uma medida v no intervalo (a, b); veja Definiao 1.4
(-,-)  produto interno associado a uma medida nao trivial com suporte no circulo
unitério; veja (1.11)

—>  convergéncia pontual

= sinal de implicagao

[0 indica o fim da demonstracao
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INTRODUCAO

Os polinémios ortogonais se tornaram essenciais no desenvolvimento de varias
conceitos em matematica como, por exemplo, em fragoes continuas e em equacoes di-
ferenciais, entre outros tépicos (veja, por exemplo, [5,9]). Isso se deve ao fato de que
esses polinomios apresentam caracteristicas bem peculiares. No caso particular dos po-
linomios ortogonais na reta real, por exemplo, uma dessas caracteristicas principais é que,
toda sequéncia de polindmios ortogonais, digamos {P,}22, obedece a uma relacao de

recorréncia de trés termos da seguinte forma:
P,(x) = (x — ) Pyq(x) — A\ Py2(x),

em que P_i(x) =0e Py(x) =1 com ¢,, \, € R, n > 0. Além disso, sabe-se também que
seus zeros sao todos reais, distintos e pertencem ao seu intervalo de ortogonalidade, desde
que o funcional de momento associado seja positivo (veja, por exemplo, [5]). A titulo de
exemplo, podemos citar os polinomios ortogonais classicos de Jacobi, de Laguerre e de

Hermite (veja [2], Capitulo 1).

Além dos polinomios ortogonais na reta real, uma classe de polinémios ortogonais,
particularmente interessante, é a dos polinémios ortogonais no circulo unitario (do inglés,
OPUC). Com relagao a estes, de acordo com Simon [13], sempre que for dada uma medida
positiva nao-trivial (que pode também ser uma medida de probabilidade) u(z) = u(e®)
no cfrculo unitdrio C = {z = € : 0 < § < 27}, existe uma OPUC ménica associada,

{Sn(2)}, satisfazendo

2
[Fsu@n) = [ s edu) =0, 0<j<n-1nz1,
C 0

onde os polindémios S, (z) tem grau exatamente n. Além disso, os polindmios ortogonais
no circulo unitario (também chamados de polindmios de Szegd) gozam das seguintes
propriedades:

Sn(2) = 250-1(2) = @151 (2),

Sn(z) = (1 — |ozn_1|2)zSn_1(z) — ap_1S;,
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onde @,_1 = —S5,(0) e S} := 2"S,(1/Z). Os numeros complexos «, sdo chamados de
coeficientes de Verblunsky, segundo Simon [14], e S é chamado polindmio reciproco de S,,.
Com essas equacgoes, vé-se que os polindomios ortogonais no circulo unitario nao satisfazem

a uma relacao de recorréncia de trés termos.

Relacionado aos polindémios de Szegd, S, (z), tem-se a introdugao dos polinémios

para-ortogonais definidos, segundo Jones et al. [10], por:

Sni1(2) — wn ;+1(2)7

em que {w,}>°, é uma sequéncia de nimeros complexos cumprindo, |w,| = 1.

Outro conceito indispensavel na teoria de polindmios ortogonais é o conceito de
sequéncia encadeada positiva. Como veremos na Segao 1.4, uma sequéncia {d,, }>°, ¢ dita
uma sequéncia encadeada positiva se existe uma outra sequéncia {g,}>>, cumprindo as

condicoes:
0<g<1l, 0<go<1l, n>1 e dy=(1—-gn1)gn, n>1

A sequéncia {g, }22 , serd chamada uma sequéncia de parametros para a sequéncia {d, }°° ;;
e o . .

em geral, essa sequéncia nao é unica. Mostra-se que {d,}°°; possui um sequéncias

de parametros minimal {m,}>?, quando my = 0 e sequéncia de parametros maximal

{M,}>°, quando M, < gy implicar que {g, }>°, nao satisfaz 0 < g, < 1, n > 1.

O primeiro objetivo da presente dissertacao é mostrar que os polinomios comple-

x0s, R,(z), definidos por

Ru(z) = Eg;o [1 — 7504
[Ti=o[1 — Re(rjay)]

onde P,(1;z) sdo polindomios niicleos monicos (veja, [13]), cumprem a seguinte relagao de

Pa(1; 2),

recorréncia de trés termos:
Rn_H(Z) = [(1 + icnzl)z + (1 — ZCn_l)]Rn(Z) — 4dn+1Rn_1(2),

com Ry(z) =1e Ry = (1+4ic1)z+ (1 —icy), onde o par {{c,}>2,;{d,}22,} é formado por

sequéncias reais com {d,, }> , sendo uma sequéncia encadeada positiva.

Em seguida, extraindo-se da sequéncia encadeada positiva {d, }>2 , uma sequéncia

de parametros minimal {g,}>,, formamos um novo par de sequéncias reais {{c,}>>;
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{gn}22,} a partir do qual mostra-se que, existe uma tnica sequéncia de coeficientes de

Verblunsky {8, }72, associada.

Portanto, como para qualquer sequéncia de coeficientes de Verblunsky {a,, }5°,,
existe uma unica medida, p, de probabilidade nao trivial no circulo unitdrio (veja, [13]),
resulta que podemos caracterizar tal medida através do par de sequéncias reais {{c,}2 ;;
{d,}2,}. Em sintese, esse é o principal objetivo do presente trabalho, ou seja, mostrar
que dado um par de sequéncias reais {{c,}°2,;{d,}5°,}, onde {d,}>°, é uma sequéncia

encadeada positiva, entao, associada a este par, existe uma tnica medida p de probabili-

dade no circulo unitario C, e reciprocamente.

A partir da medida p defini-se também a familia de medidas ;¥ com salto ¢

(0<t<1)em z=1. Com isso, mostra-se que P,St)(l; z) = P,(1; 2), i) — T, n >0, e

(t)y—2 -2
(’?”_)t [1 — Th&X (t)] (1 _) 5 [1 - Tnan]a n > 0.
Consequentemente, Pw(f)(z) = R,(2), B = Cp € dffil = dy11 = di . Além disso, com

relacao aos pontos puros da medida p no circulo unitario C, mostrar-se-a que os mesmos

podem ser caracterizados pela série

11— w1 (w)oy_?
=\
5 e pteiet] -y,

-1

onde o seu comprimento de massa t é dado por ¢t = [1 + \(w)]

Por fim, sera fornecido um exemplo concreto que ilustra aplica¢oes para os princi-
pais resultados discutidos nesta dissertacao, onde a medida, assim como seus respectivos
coeficientes de Verblunsky, e o par de sequéncias reais {{c,}>°;{d,}>>,}, onde {d,}>2,

¢ uma sequeéncia encadeada positiva, serao dados explicitamente.

A presente dissertacao resulta, essencialmente, de um estudo sobre o artigo inti-
tulado “Orthogonal polynomials on the unit circle and chain sequences” de Costa, Felix e
Sri Ranga [6], e os principais resultados aqui discutidos estao dispostos em dois capitulos

descritos como segue.

No Capitulo 1, apresenta-se, inicialmente, os resultados mais relevantes sobre a
teoria de polinomios ortogonais na reta real. Este estudo serd baseado, por exemplo,
no texto de Chihara [5] (veja também Ismail [9]). Em seguida, aborda-se os polinomios

ortogonais e para-ortogonais no circulo unitario, seguindo-se textos consagrados como
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Chihara [6], Simon [13,14], Szeg6 [17] e Ismail [9], por exemplo. Finalmente, também
é fornecido, nesse capitulo, os conceitos de fracoes continuas e sequéncias encadeadas

positivas.

No capitulo 2, primeiramente, mostra-se que certos polinomios complexos, dados
em fungao de um par de sequéncias reais, onde uma delas é encadeada positiva, satisfazem
a uma relacao de recorréncia de trés termos. Apds isto, chega-se a conclusao que tal par
de sequéncia reais determina, unicamente, uma sequéncia de coeficientes de Verblunsky.
Com isso, apoiados no Teorema de Verblunsky (veja, [13]), é fornecido o resultado mais
substancial deste trabalho no qual, uma medida g no circulo unitario é completamente
caracterizada pelo par de sequéncia reais supracitado. A guisa dos resultados estabeleci-
dos, vé-se que os pontos puros da medida em questao sao determinados pela sequéncia de

parametro maximal da sequéncia encadeada positiva.
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1 PRELIMINARES

Neste capitulo, apresenta-se resultados basicos sobre a teoria dos polinomiois
ortogonais e sequéncias encadeadas positivas no caso real, preparando terreno para o
proximo capitulo onde sera falado, especificamente, sobre polinémios, no circulo unitario,
obtidos a partir de um par de sequéncias reais. Nessa exposicao, os lemas e teoremas
utilizados nao conterao demonstracoes, apenas alguns comentarios e observagoes quando
pertinentes. Para um estudo mais rigoroso sobre os assuntos que serao aqui discutidos,

indica-se, por exemplo, o texto classico de Chihara [5] (veja também Ismail [9]).

1.1 Polinomios ortogonais na reta real

Nesta secao discuti-se as propriedades mais interessantes envolvendo polinomios
ortogonais na reta real. Tais propriedades sao essenciais para a compreensao das segoes
seguintes e do restante do texto. Para tanto, inicia-se dando a noc¢ao da integral de

Riemann-Stieltjes, com a qual, os pilares dessa teoria se tornam mais firmes.

Defini¢ao 1.1. Uma fungao v : [a,b] — C é de variagao limitada se existe uma constante

M > 0 tal que para qualquer particdo P = {a =tq < t; < --- < t, = b} de [a, b] temos
v P) = 3 lte) — A(te)| < M.
k=0

A wvariagao total de v, V (), é definida por

V(v) = sup{v(y; P); P[a,b]}.

Note que V(v) < M < oo. Além disso, se v é real e nao decrescente, entao tem variagao

limitada dada por V(v) = v(b) — v(a).

Teorema 1.1. Seja 7 : [a,b] — C de variagao limitada e suponha que f : [a,b] — C seja
continua. Entao existe um numero complexo I tal que para qualquer ¢ > 0 existe um

d > 0 tal que quando P = {a =ty < t; < -+ < t, = b} é uma partigao de [a,b] com
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| P|| = max{(ty —tp-1); 1 <k <n} < tem-se

13 fmh(n) 2] <o

para qualquer escolha do ponto 7, tp_1 < 7 < k.

O numero [ é chamado a integral de Riemann-Stieljes de f com respeito a =y

J:Lﬁmzlﬂwmm

Essa integral goza das mesmas propriedades da integral de Riemann. Para mais detalhes

sobre [a, b], e é definido por

sobre a definicao e demais propriedades das integrais de Riemann-Stiljes, indicamos ao

leitor a referéncia [3].

Definicao 1.2. Um ponto de aumento da fungao v é todo ponto 1 que cumpre a condigao

v(n+€) —~v(n—e€) >0, para todo € > 0. O conjunto desses pontos,

supp (v) = {n € (a,b) | v(n +€) —~v(n —€) > 0, para todo € > 0},

¢ chamado o suporte de ~.

Segundo Chihara [5], o conjunto supp () é chamado o espectro de . Os pontos

de aumento de v sao chamados de pontos espectrais.

Definicao 1.3. Se v é uma funcao real, nao decrescente, com suporte infinito e as integrais

de Riemann-Stieljes
b
fhp i= / 2" dy(x), n=0,1,...

existem, dizemos que v é uma distribui¢ao ou medida (positiva) ndo trivial no intervalo

(a,b).

Os numeros p; sao chamadas os momentos de v de ordem k. Quando o intervalo
(a,b) é limitado, os momentos y sempre existem. Por outro lado, se (a,b) for ilimitado
nem sempre isso ocorre, pois a integral acima pode nao convergir. Quando o = 1 dizemos
que v é uma medida de probabilidade. Além disso, se a medida 7y é definida em um intervalo

(—a,a),0 < a < oo, e satisfaz dy(z) = —dy(—x), diz-se que v é uma medida simétrica.
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Supondo que 7y é uma medida positiva em um intervalo (a,b) e que f(x) > 0,

para x € supp(y), a Definigdo 1.3 nos permite escrever

!/f@MW@za

ja que ~ tem infinitos pontos de aumento. Sendo assim, pode-se definir naturalmente o

produto interno (-, -),, pondo:

b
(F9)r = [ @)oo dr(a),
onde f e g sdo fungdes continuas definidas em (a, b).

De posse dessa observacao, e notando que polinomios sao fungoes continuas, tem-

se a seguinte definicao para sequéncias de polinomios ortogonais na reta real.

Definigao 1.4. Dizemos que uma sequéncia de polindémios {P,}>°, é ortogonal, com

relagdo a medida 7 no intervalo (a,b), quando P, tem grau exatamente n e

b 0, ara m #n
(P P2, = [ Pa@) Pl () = prramAL
a pn #0, param=n

Considerando o delta de Kronecker, dado por

1, sem=n
Omn = (1.2)
0, sem #n,

observe que podemos rescrever a definicao acima sob a forma

b
(P P}, = / Po(2) Pa(x) dy(x) = pudmns mm=0,1,2,... .

Quando p, = 1, n > 0, a sequéncia de polinomios obtida é chamada sequéncia de po-
linémios ortonormais com relacao a medida 7 e é denotada por {p,}32,. Além disso, se
a medida v, em relacao a qual os polinomios ortogonais P,, n > 0, estao associados, for

simétrica, entao os polinomios P,, n > 0, sao ditos polinomios ortogonais simétricos.

Relembrando as propriedades de ortogonalidade da Algebra Linear (veja, por
exemplo, [12]), vé-se que a sequéncia { P, }5°,, dada na Defingao 1.4, forma uma base infi-
nita para o espago vetorial dos polinomios P. Em particular, os polinomios Fy, P, ..., P,
constituem uma base finita para o espago vetorial dos polinomios de grau no maximo n,

P,.
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Observagao 1.1. Por simplicidade, substitui-se algumas vezes a expressao “sequéncia de
polinomios ortogonais” pela sigla “OPS” visando, assim, ser menos repetitivo e promover
uma leitura mais rapida e agradavel. Além disso, considera-se que essas OPS’s sejam
monicas, ou seja, que o coeficiente do termo de maior grau de cada polinomio P, seja

igual 1 visando simplificar algumas notacoes e resultados.

Com a sequéncia de momentos reais {iu,}>° forma-se a matriz de ordem n + 1

(chamada matriz de Hankel) que define o determinante de Hankel

fo M1 oo
H, — M1 M2 ..o fngd C n>0
Hn  Hnt1 - Han,

Sobre esse determinante sabe-se que, uma condi¢ao necessaria e suficiente para a existéncia
de uma OPS, com relacao a uma medida positiva v, é que H, > 0. Uma demonstracao
mais geral desse fato, com relacao a um funcional linear positivo-definido £, pode ser
encontrada em Chihara [5]. Outro fato essencial que caracteriza as OPS’s, { P, }°°,, é que
seus polinomios P, (z) satisfazem uma relagio de recorréncia de trés termos. Com mais

precisao, tem-se o seguinte resultado:

Teorema 1.2. Sejam 7y uma medida positiva nao trivial e {P,}7°, uma OPS monica.

Entao existem constantes «, e (5, > 0 tais que
Poii(z) = (x — apy1)Po() — Bni1 Pooa(z), n=1,2..., (1.3)

com Py(z) =1, P(x) =x—aj e

z Py, By n

= T 0 e =P s (L)
Pn Pn—1

Demonstragao. Consulte Chihara [5] ou Simon [13]. O

A reciproca de Teorema 1.2, conhecida como Teorema de Favard, é verdadeira e

é dada como segue.

Teorema 1.3. (Favard) Sejam {a, }22, e {5,}5°, sequéncias de niimeros reais arbitrarios,
onde o, € R e fB,41 > 0 paran > 1. Entao se {P,}2°, é uma sequéncia de polinomios

monicos satisfazendo a relacao de recorréncia de trés termos

P.(x)=(x — an)Py1(x) — BpPra(x), n=23,... (1.5)
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com Py(x) =1e P(z) = x — oy, resulta que existe uma medida  suportada em R tal

que a sequéncia de polinomios {P,}>°, é ortogonal em relagao a esta medida.
Demonstragao. Veja Simon [13] ou Szegd [17]. O

Uma consequéencia dos Teoremas 1.2 e 1.3 é a Identidade de Christoffel-Darbouz:

Teorema 1.4. (Identidade de Christoffel-Darboux) Se { P, }52, é uma sequéncia SPO em

relacao a uma medida positiva 7, entao

1 Poa(2) Paly) — Pulr) Paya(y)

B1B2 - -+ B ; 1.6
Z 5152 BkJrl = (Bl +1) r—y (16)
onde B; com j = 1,2,...,n+ 1,... sao os coeficientes que aparecem na relagao de re-
corréncia dada em (1.3).

Demonstragao. Veja, por exemplo, Chihara [5]. ]

Como aplicacao da identidade de Christoffel-Darboux, obtém-se

-1 Pn(x)(Pn—i—l(x) — Pn+1(y)) — Pn—l—l(x)(PN(x) — Pn(y>)
Z ﬁl& L= @ ) p—

somando-se e subtraindo-se P, 1(z)P,(z) no numerador do lado direito da equacao (1.6).

Logo, quando y — x resulta

- _ [Bal(@)(Pas1(2) — Poga(2)(Pa(x))
Z 51 5k+1 Bl [ B1B2 - Bryr -0
donde se conclui que
Po(2)(Pat1(2)) = Paya(z)(Pa(2)) > 0. (1.7)

Através da desigualdade (1.7) pode-se mostrar que os zeros de P,(x) e P, () se alternam

em ordem crescente; ou seja, que
T n+1,1 <z n,l <z n+1,2 <z n,2 << n+1,n <z n,n <z n+1l,n+1,

onde z, ; sao os zeros de P,(x) e x,4+1; sdo os zeros de P,11(x), para j = 1,...n. Essa
importante propriedade satisfeita pelos zeros de polindmios ortogonais é chamada de
propriedade de entrelacamento de zeros. Ademais, mostra-se também que esses zeros sao
todos reais, distintos e estao no intervalo de ortogonalidade (a,b) (veja, por exemplo,

[5,17]).
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1.1.1 Exemplos classicos de polindomios ortogonais na reta real

Dos varios exemplos classicos de polinomios ortogonais na reta real, destacaremos

0s seguintes.

Exemplo 1.1. (Polinémios de Chebyshev) Os polinémios de Chebyshev de primeira
espécie, T, ortogonais com relacio & medida dy(z) = (1 — 2)"2dz em (—1,1) sdo
definidos por

To(x) = cos(nb), n >0,

onde z = cosf, com 6 € (0,7). A relacdo de recorréncia de trés termos para esses

polindmios é dada por

Tor1(w) = 22T, (v) — Tooa(w), n>1,

0, m+#n
1
Ty = [ T Ta@( =) e =0T o
-1
T, m=n=0~0

Exemplo 1.2. (Polinémios de Jacobi) Os polindémios de Jacobi, Jles ), coma, > —1,

que pela Formula de Rodrigues sao definidos por

(_1)n —a A" a+n +n
o (=0 (L 2) P (1= ) (1 + o) (1.8)

T @) =
sao ortogonais no intervalo (—1,1) com respeito a medida dvy(z) = (1 — 2)*(1 + z)’dx.

O coeficiente do termo de maior grau de jn(a’ﬁ ) ¢ dado por

J@B) F2n+a+p+1)
e plD(n 4 a+ B+ 1)

onde I denota a fungao Gama de Euler (veja, por exemplo, [2]). Para esses polinémios, em

sua forma monica, a relacao de recorréncia de trés termos pode ser expressa da seguinte

maneira:
@By _ (. _ g —a? (@)
1@ = (o~ rarrrgmrars) A0
dn(n+a)(n+ B)(n+a+f)

o (e,8)
@n+&+ﬂ+U@n+a+5V@n+a+ﬁ—Dx%l@% n=t
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onde jo(a’ﬁ)(x) = 1ej1(a’6)(x) =z—(f—a)/(a+5+2).

Além disso, tem-se

ptatftinPin +a+ )I(n+ B+ DI(n+a+ B+ 1)
F'Cn+a+p+2)I'2n+a+5+1) '

(a,8) 7g(a,B)\ _
<"7ﬂ 7‘-7n >’Y_

Exemplo 1.3. (Polinémios de Gegenbauer) Considerando o« = § = A — 1/2 nos
polinémios de Jacobi definidos em (1.8), obtém-se os polinomios de Gegenbauer (ou ultra-
esféricos), g}ﬁ), que satisfazem, em sua forma monica, a seguinte férmula de recorréncia
de trés termos:

n(2)\+n—|—1) )
A+n)A+n+1)7""

Gl (@) = 2 (x) — (), n>1, (19)

sendo que Q(()A) (x)=1e g™ (x) = x. Esses polindmios sao ortogonais, no intervalo (—1, 1),

em relacio & medida dy(z) = (1 — 22)*Y2dx, A > —1/2.

Para mais exemplos de polindmios ortogonais na reta real, bem como de outros

polinomios cldssicos, indicamos os textos disponiveis em [2,5,13].

1.2 Polinémios ortogonais no circulo unitario (OPUC)

Segundo Costa, Felix e Sri Ranga [6], os polindémios ortogonais no circulo unitério
(abreviado do inglés, OPUC) foram introduzidos por Gabor Szegd em meados da primeira

metade do século XX, através da seguinte tranformacao de Joukowsky:
T(e) =27 (s 4 27)

onde z = €, com 0 € [0,27]. Como serd visto, esses polindmios nao satisfazem a uma
relagdo de recorréncia do tipo (1.3), e sdo completamente determinados por uma tnica
sequéncia de numeros complexos. Além disso, seus zeros estao todos situados no disco

unitario aberto |z| < 1.

Antes de se estabelecer os resultados mais gerais sobre a teoria de polinomios
ortogonais no circulo unitario, serao feitas algumas ponderacoes com respeito a alguns

objetos e conceitos que precisam ser apresentados.

Definicao 1.5. Uma medida, p, positiva no circulo unitario

C={z=¢€%0<0<2n}
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é uma funcao real, limitada e nao decrescente com suporte infinito sobre C. Seus momentos

trigonométricos) sao definidos por
(trig ) p
27
o, = /z_m du(z) = / e ™ du(e®), m=0,41,%£2,... (1.10)
c 0

Segundo a terminologia adotada em Simon [13], a medida p é chamada medida
nao trivial se o seu suporte é um conjunto infinito ao passo que é dita uma medida de

probabilidade se p(C) = [, du(z) = po = 1.

Segue direto da definicdo acima que i_,, = g, e que a medida pu(e) induz
uma outra medida p(f) com suporte infinito em [0, 27]. Além disso, diz-se que zy € C
é um ponto puro (ou ponto de massa) de p , se a medida desse ponto é positiva, isto é,
1({z0}) > 0. Um ponto puro, zp, é chamado isolado (ou discreto) se, e somente se, existe
um conjunto aberto, A, em torno de zy, tal que pu(A \ {20}) = 0. Mais detalhes sobre
medidas suportadas no circulo unitario C e possiveis pontos puros para estas medidas

podem ser encontrados, por exemplo, em Simon [13].

Com a medida p pode-se definir o seguinte funcional linear

L[z"] = /zm d(z) = ph—pm, m=0,£1,4£2 ...,
c

a partir do qual, é possivel escrever

Llp) = / " p(e®) du(8) > 0,

onde p é um polindmio tal que p(e®) > 0, mas nio identicamente nulo em [0, 27]. Com
isso, como foi feito para o caso dos polindomios ortogonais na reta real, pode-se definir o

seguinte produto interno (-, -):

9.q) = L [p(2)a(2)] = /C p(2)a(2) du(z) = / P @ du(6),  (L11)

onde os poliomios peq sao definidos no circulo unitario C com relagao a medida .

Agora, com respeito a sequéncia de momentos {i,, }5°__, defini-se a matriz de

Toeplitz, T,, := [pt;—;], cujo determinante é dado por:
fo [fio1 ... Hen

S o S ) (1.12)

Hn  Hn-1 .- Ho
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Definigao 1.6. Um funcional linear £, com L[z™™]| = p,, é dito positivo-definido se

AN, >0, n>0,e quase-definido se /\,, # 0, n > 0.

Outro fato corrente na literatura sobre a sequéncia {u,, }*°, é que a mesma é dita

hermitiana se p,, = f,,, com n > 0, e é dita hermitiana positiva-definida se A,, > 0, n > 0.

o0
n=—oo

Lembremos que {,} ser hermitiana equivale a afirmar que T}, = T.

Definigao 1.7. Para um funcional linear £ positivo-definido (ou quase-definido), a sequéncia
de polinomios {5,}7°, é chamada de sequéncia de polinémios ortogonais com relacao a

L se

0, se m#n

(Sny Sm) = L[Sn(2)Sm(2)] = (1.13)

k2 #0, se m=n.
Observagao 1.2. Os polinomios ortogonais no circulo unitario, serao aqui denotados por
“S,” em homenagem a G. Szegd, introdutor dessa teoria no circulo unitério (veja, [17]);

além disso, considera-se, aqui, tais polindmios em sua forma monica.

Observe que trocando-se S, por um polinémio qualquer 7,, de grau m < n,

obtém-se também que:

(Sp, Tm) = L[Sn(2)mm(2)] = (1.14)

Se p é uma medida positiva com suporte em C, considerando-se o delta de Kro-
necker definido em (1.2) e o produto interno dado em(1.14), obtém-se uma associagao

entre os polinomios S, e a medida p envolvida, como sugere a proxima definigao.

Definicao 1.8. Sejam {5, }>° , uma sequéncia e p(z) uma medida com suporte no circulo
unitario C = {z = ¢ : 0 < § < 27}. Dizemos que {S,}°%, é uma SPO com relacio a

medida pu(z) se cada polinémio S,, tem grau n e

- 27 o )
/Sn(z)Sm(z)dp(z) = / S (€Y (€ du(e™) = Kk 20mm, myn=0,1,..., (1.15)
c 0

onde k% = ||, |I> = J. [Sn(2)[?du(z) # 0 e os respectivos polinémios ortornormais em C

sao dados por s,(z) = k,5.(2), n > 0.
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Agora, seja S,(z) == 1_, b 2" com by, € C, b,,, =1 en>0. Logo, de (1.13)

(veja também (1.14)), tem-se

n 07
(S0 2) = £[Su(2) 2] = D benttns =
k=0 Rn # 0,

que convertido em notagao de matriz (fazendo-se m = 0,1,2,...n) fica

Ho  H—1  --v foptl Hen bo,n
P po - feng2 Pongl b1n
Mn—1 Hp—2 ... Ho H—1 bn—l,n
Hn Hpn—1 ... M1 Ho bn,n

Logo, pela Regra de Cramer, obtém-se

Fn/\p—
o -
) An
ou seja,
AN
Rp = ois b,,, = 1
- (pois bnp = 1)
Portanto tem-se,
0, se m=0,1,...

<Snvzm> =
Np/Dy1, se m=n

(1.16)
se m=n,
0
0
= : (1.17)
0
Kn
n—1
(1.18)

Observe também que substituindo-se a iltima linha do sistema dado em (1.17) por

Sp(2) = D 4o bin2", é possivel obter um novo sistema linear a partir do qual calculando-se

by, de forma anédloga ao processo anterior, ¢ possivel escrever o polinomio S,, da seguinte

maneira:
Ho -1 oo Hent1
) H1 Ho - H—nt2
Su(2) = 5 —
Hn—-1 Hn-2 .. Ho
1 z ... vt

n

H—n+1
(1.19)

O processo descrito acima mostra a existéncia e unicidade dos polindémios ortogo-

nais no circulo unitério, além, é claro, de apresentar uma maneira de construi-los a partir

da sequéncia de momentos {t,, }_

—00"
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Defini¢ao 1.9. Sendo S, (z) um polinomio no circulo unitério, de grau no maximo n,

definimos o seu polinéomio reciproco por

Sr(z) = 2"5,(1/Z).

Como ¢ de se esperar, o polinomio reciproco de qualquer polinomio ortogonal
no circulo unitario mantém propriedades de ortogonalidade semelhantes as apresentadas
pelos ortogonais. Para elucidar o que esta se falando observe que, combinando as defini¢oes
de polinémio reciproco e do funcional linear £, e usando ainda a igualdade em (1.18),

pode-se escrever

An/An—ly Se m =10
(Sp,2™) = (1.20)

0, se m=12...n.

Esse fato, particular sobre os polinomios S, desempenhara papel relevante mais adiante.

Teorema 1.5. Os polinémios ortogonais no circulo unitdrio moénicos, S,(z), satisfazem

as seguintes recorréncias:

Sp(2) = Sp4(2) — an_128n-1(2) (1.21)
Sp(2) = (1= lan_1]*)2Sn_1(2) — @n_15:(2), (1.22)

onde Sy(z) = Si(2) =1 e @,—1 : = —5,(0).
Demonstrac¢ao. Consulte, por exemplo, a referéncia [16]. O

Os coeficientes o, sao conhecidos na literatura como coeficientes de reflexao, mas
alguns autores os chamam também de coeficientes Verblunsky, de Szego, de Schur e de
Geronimus, como consta em Simon [13]. Sobre tais coeficientes sabe-se que, para n > 1,

eles cumprem

1
@, = ) (1.23)
<S:Lfl7 ]->
€
Anly
1— |, [? = =252 > 0, (1.24)
Anfl

de onde obtém-se que |ay,—1| < 1, para todo n > 1. De fato, substituindo-se (1.21) em
(1.22), chega-se em
Sn(2) = 28,-1(2) — @—15)_1(2). (1.25)
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Entéao, fazendo-se o produto interno (S, (z), 1) resulta
(S0(2):1) = (=501 (), 1) = @ (31 (2), 1)

e como (S,(z),1) = 0, obtém (1.23). Agora, para obter-se (1.24), inicialmente, faz-se o

produto interno de 2" por (1.22), obtendo-se
(Su(2), 27 = (1= [ a?) (280 1(2),2") — G (S5(),27) . (1.26)

Em seguida, como de (1.18) e (1.20) tem-se, respectivamente, (S, (2),z") = A,/
e (S*(2),2") = 0, e como (25,_1(2),2") = (Sp_1(2),2"1), entdo a igualdade em (1.26)
corresponde a A, /A,_1 = (1 — |[@n_1|})An_1/ 2, € isso é equivalente ao que se queria

provar.

Observacao 1.3. Dada uma medida de probabilidade nao trivial p suportada no circulo

unitario C, entao associada a esta medida, mostrou-se, do que foi exposto anteriormente,
. - A , o .

que existe uma tnica sequéncia de nimeros complexos {a, }7°,, tais que |a,| < 1, n > 0.

O proximo resultado é a reciproca do que fizemos até aqui, e é conhecido na literatura

como Teorema de Verblunsky (ou Teorema de Favard para o circulo unitério).

Teorema 1.6. (Verblunsky) Dada uma sequéncia arbitrdria de numeros complexos
{an}22,, com |a,| < 1, n > 0, entdo associada a esta sequéncia, existe uma tnica me-
dida de probabilidade nao trivial u, suportada no circulo unitario, tal que os polinémios

{Sn}n>0 gerados por (1.22) (ou por (1.25)) sdo os respectivos polinémios monicos de Szego.
Demonstrag¢ao. Veja Simon [13]. ]

Com relagao as raizes dos polinomios .S,, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.7. Os zeros dos polinomios de Szego S, n > 1, estao todos no disco unitario

aberto |z| < 1.

Demonstragao. Veja, por exemplo, [16]. ]

Exemplo 1.4. Seja wy a medida de Lebesgue definida, como uma medida de probabili-
dade, por
dwy(2) = (2miz)*dz, zeC.
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A medida wq é suportada no circulo unitario C e um calculo simples mostra que os mo-
mentos trigonométricos, definidos em (1.10), sdo dados por ,ugf"(’) = 6o, n > 0, sendo g,

o delta de Kronecker, definido em (1.2).

Dessa forma, a partir de (1.12) e (1.19), os polindémios ortogonais no circulo
unitario, ST(LWO), com relagao a wy, sao dados por S,({“O)(z) = 2", n > 0. Consequentemente,
os coeficientes de Verblunsky associados a medida de Lebesgue wy podem ser explicita-

mente fornecidos, a saber

al) = —s)(0) =0, n>0.

n

Observe ainda que os zeros, z,x, 1 < k < n, dos polindmios S,(LMO)(,Z) =2z" n>1, sao de

multiplicidade n e todos iguais a zero.

Uma importante classe de polinomios relacionada com os polindomios ortogonais
no circulo unitério, é a dos polinomios para-ortogonais. Segundo Jones, Njastad e Thron

[10], esses polinomios podem ser definidos por
Sp(Wn, 2) = Sp(2) + wpS; (2), (1.27)

onde w, € C é tal que |w,| = 1 e {S,(2)}>, sdo os polinomios de Szegé dados em
relagdo a medida u e satisfazendo o produto interno (1.14). Com isso, considerando-se a

ortogonalidade do polinémio reciproco dada em (1.20), observa-se que:

(Sn(w, 2),1) = (Su(2),1) + w, (S5(2),1) # 0,
(Sp(w, 2),2™) = (Su(2),2™) +w, (Si(2),2™) =0, m=1,2,....,n—1,
(Sn(w, 2),2") = (Sa(2),2") + wn (S5(2), 2") # 0,

de onde pode-se ver uma diferenca em relagdo aos polinomios de Szegb expressa pela

primeira das ultimas trés expressoes, o que motiva a apresentar-se a préoxima definigao.

Definigao 1.10. Dizemos que uma sequéncia de polinémios { X, }5°, é uma sequéncia
de polinomios para-ortogonais com relacao a uma medida p se cada X,,, com n > 0, tem

grau n e cumpre a condi¢ao:

(Xn, 1) # 0

(Xpn,2™) = 0, m=12,....,n—1, (1.28)
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Além da propriedade (X,,,1) # 0, esses polinomios se caracterizam também por
possuirem apenas zeros simples e localizados sobre o disco unitario C, o que nao ocorre
com os polinomios S, (z). Essas caracteristicas serdo exploradas no capitulo seguinte.
Para um tratamento mais detalhado sobre tais polinomios, pedimos ao leitor que consulte

a referéncia supracitada [10].

1.3 Fracoes continuas

Nesta secao serao apresentados os conceitos mais relevantes para este trabalho
sobre a teoria de fragoes continuas. Tais fragoes, como poderd ser visto no préximo

capitulo, também estao relacionadas com a teoria de polindmios ortogonais .

Para quaisquer sequéncias de niimeros complexos {a, }°°; e {b,}>2,, uma sequéncia

definida por
aq a

C(]:b(], Clzbo+— 02:b0+—1 (129)

b17 b %7
1+b2

é chamada de fracdo continua. As fragoes continuas podem ser finitas ou infinitas e o

termo geral (ou aproximante) dessa sequéncia é definido como

a1

C, = by + " (1.30)

by + a3

by +

by +

Qn

bn

e sobre este, a fracao continua pode convergir ou divergir, conforme indica a definicao

abaixo.

Definicao 1.11. A fragao continua (1.29) converge para um valor K (finito) se no maximo

um nimero finito dos C,, dado em (1.30), é indefinido e

lim C, = K. (1.31)

n—oo

Caso contrario, diz-se que a fracao continua diverge.

Exemplo 1.5. Considerando a fracao continua

1

1 Y
1
+1_|_...

é possivel verificar que seu limite é o niimero de ouro dado por ¢ = (14 /5)/2.

1+
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Adotando a notac¢ao mais simples para o termo geral (1.30), dada por

a a an,
Cn:b0+—1|—|——2|+---+ |

— 1.32
|b1 |b2 |bn7 ( )

resulta, pela definicao acima, que
bo+— +— + =K,
caso a dada fragao continua convirja para K. Além disso, escrevendo
Ay = by, Byp=1

Ay = boby+a1, Bi=0bh

A2 = boblbg + bo&z + albz, BQ = blbz + as,

em (1.32), segue que Ay = byA; + asAg e By = byBy + a2 By, e mais geralmente, por

indugao, chega-se a formula de Wallis:
An = bnAnfl + anAnf2 € Bn = annfl + aanf% (133)

desde que A_1 =1, Ag=by, B.1 =0, By=1eb, # 0. Os nimeros A, e B,, sao chama-
dos, respectivamente, de numerador parcial e denominador parcial de C,, e é imediato

que C,, = A, /By,.

Observe agora que ao multiplicarmos a primeira igualdade em (1.33) por B, e

a segunda por A,,_1, obtém-se
Aan—l - BnAn—l - _a'n[An—an—Z - Bn—lAn—Q]a
e, consequentemente,

ApnBn 1 — BoA, = (-1)"Maay-a,, n> 1 (1.34)

O resultado obtido em (1.34) é conhecido como formula do determinante (veja,
Wall [18]) e é muito utilizado na teoria de fra¢oes continuas. A partir dessa férmula do

determinante, obtém-se, ainda,

A, A, (=D)"agag-oay

Bn Bn—l B Bn—an
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Mas, sendo Ag/By = by, somando-se sobre n, resulta que

k+1a1a2 N

An o - (_1)
B, Tt ; BBy (13%)

desde que b; #0 e B; #0, com 1 <17 < n.

Os préximos resultados sao consequéncias do que acaba de ser feito e cujas de-

monstragoes podem ser vistas, por exemplo, no texto de Andrade e Bracciali [1].

Lema 1.1. Se my =0, entdo o n-ésimo denominador parcial da fracao continua

_1_’_ (1—m0)m1\ _ (1—m1)m2| o
1 1

SN

B,=(1—=mg)(1=mq)--- (1 —=my_1). (1.36)

Lema 1.2. Seja 7, = (1 — my_1)m, onde my =0,0 < m, < 1n > 1. Entio a fracio

continua
M1 | ’72’ 73\

converge para (1 + L)™' onde

oo

L:;(1_m1)(1_m2)-.-<1—mn)'

1.4 Sequéncias encadeadas positivas

A teoria sobre sequéncias encadeadas foi introduzida por Wall [18], sendo bem
difundida também por Chihara [5] e outros autores, principalmente no que se refere as
suas conexoes com o estudo dos polinomios ortogonais associados a medidas suportadas
na reta real. O estudo dessas sequéncias na teoria de polinomios ortogonais associados a
medidas com suporte no circulo unitario também é de grande relevancia, e por se tratar
de um tema que serd muito utilizado no decorrer deste trabalho, apresenta-se, a seguir,
algumas defini¢oes, exemplos e propriedades associadas a sequéncias encadeadas positivas.
Para um estudo mais minucioso e possiveis demonstragoes, sugere-se, por exemplo, o texto

de Chihara [5].
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Definigao 1.12. Uma sequéncia {d,}5°, é dita uma sequéncia encadeada positiva se
existe uma outra sequéncia {g,}>°, tal que

i) 0<go<1l, 0<g,<1l, n>1,
(i) dp = (1= gn-1)9n n>1.

(1.37)

Nessa defini¢ao, a sequéncia {g,}5°, ¢ chamada uma sequéncia de parametros

para a sequéncia {d,}%; o termo gy é chamado parametro inicial.

Segundo Chihara [5], a defini¢do acima é um pouco mais restritiva do que a
definigao original de sequéncias encadeadas introduzidas por Wall [18], na qual o item (i)

acima era dado da seguinte forma:
() 0<g. <1, n2>0.
Essa pequena diferenga motiva a introducao do adjetivo “positivas” na defini¢ao acima.

Exemplo 1.6. A sequéncia constante {d,, }>°; = {1/4} é encadeada positiva, com sequéncia
de parametros {g,}°>, = {1/2}, por exemplo. J& a sequéncia constante {d,}>>, = {a},

com 0 < a < 1/4, é encadeada positiva com sequéncias de parametros

1+¢21—W} 1—\/@}

ko= { e b= {5

O Exemplo 1.6 ilustra que, em geral, as sequéncias de parametros nao sao tnicas.
Em verdade, dada uma sequéncia encadeada positiva, pode-se mostrar que a mesma
possui uma unica sequéncia de parametros, quando as sequéncias de parametros minimais
e maximais coincidem, ou uma infinidade de sequéncias de parametros, como mostra os

dois préximos resultados fornecidos em Chihara [5]:

Teorema 1.8. Seja {d,, }>° ; uma sequéncia encadeada positiva e sejam {g, }°> ;e {h, 22,

ambas, suas sequéncias de parametros. Entao,
gn < h,, m>1, se, esomentese, gg< hp. (1.38)

Teorema 1.9. Seja {d,}>°, uma sequéncia encadeada positiva. Se {d,}°°; tem uma
sequéncia de parametros {g,}5°, tal que gy > 0, ent@o para cada hq tal que 0 < hy < go,

existe uma correspondente sequéncia de parametros {h,}o2.
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Com esses dois teoremas, as sequéncias de parametro nao somente podem exis-
tir em numero infinito, mas também podem ser comparadas entre si. Em termos mais

precisos, tem-se as defini¢oes abaixo.

Definicao 1.13. Seja {d,,}°°, uma sequéncia encadeada positiva. Uma sequéncia de
n=1
parametros {m,}°°, é chamada uma sequéncia minimal de pardametros para {d,}> | se

mon.

Um breve exemplo dessa definicao pode ser visto voltando-se a primeira sequéncia
encadeada dada no Exemplo 1.6, isto é, {d,}>2, = {1/4}. Como pode ser verificado

facilmente, tal sequéncia encadeada positiva tem sequéncia minimal de parametros dada
por {mn};Zg = {n/[2(n+1)]}.

Definicao 1.14. Seja {d,, }>°, uma sequéncia encadeada positiva. Uma sequéncia { M, }22
¢ chamada uma sequéncia maximal de parametros para {d,}>> | se M, > g, (n > 0), para

qualquer outra sequéncia de parametros {g,}>2, de {d,}5°;.

Novamente recorrendo ao Exemplo 1.6, observa-se que, a sequéncia encadeada
positiva {d,}>°, = {a}, com 0 < a < 1/4, tem sequéncia maximal de parametros dada
por

{o)a = { LTy

Para ver isto com mais clareza, sugerimos ao leitor que considere o seguinte resultado

demonstrado em Chihara [5]:

Teorema 1.10. Para que {M,}>°, seja uma sequéncia maximal de parametros de uma

sequéncia encadeada positiva {d,}52; uma condi¢ao necesséria e suficiente é que

[e.e]

MM, --- M,
Z(l—Ml)(l—M2)~~(1—Mn)

= 00. (1.39)

n=1
Assim como na igualdade do Lema 1.2, a que acaba de ser fornecida no Teorema

1.10 é também devida a Wall (veja, [5]), e é conhecida como critério de Wall.

Como consequéncia dos Teoremas 1.8 e 1.9 pode-se afirmar que toda sequéncia
encadeada positiva possui uma sequéncia de parametros {m,}>°, tal que my =0e m, <
gn, n > 1, para qualquer outra sequéncia de parametros {g,}>2,. Ou seja, toda sequéncia
encadeada positiva possui uma sequéncia minimal de parametros. Além disso, o Teorema

1.8 também garante o seguinte resultado sobre sequéncias maximais:
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Teorema 1.11. Toda sequéncia encadeada positiva tem uma sequéncia maximal de

parametros.

A demonstracao de todos os resultados apresentados nesta secao, podem também

ser encontradas em [9,13,17].
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2 UMA CARACTERIZACAO PARA
OPUC A PARTIR DE UM PAR DE
SEQUENCIAS REAIS

Szegé mostrou que polinomios ortogonais reais no circulo unitario podem ser
mapeados para polinémios ortogonais no intervalo [—1, 1] por meio da transformagao 2z =
z+ 271 Nos anos 80 e 90 Delsarte e Genin [7] mostraram que polinémios ortogonais reais
no circulo unitario podem ser mapeados para polinémios ortogonais simétricos no intervalo
[—1,1] usando a transformacio 2z = z'/2 4 271/2. Neste capitulo, apresenta-se resultados
que estendem aqueles apresentados por Delsarte e Genin, agora, para todos os polinomios
ortogonais no circulo unitario e nao apenas os OPUC reais. Neste caso, a transformagao
apresentada mapeia para fungoes em [—1,1] que podem ser vistas como extensoes de
polinémios ortogonais simétricos em [—1, 1] satisfazendo uma relagao de recorréncia de trés
termos com coeficientes reais {c,}22, e {d,}2,, onde {d,}2, é também uma sequéncia

de encadeada positiva.

Os resultados aqui estabelecidos, fornecem uma caracterizacao para polinomios
ortogonais no circulo unitario em termos do par de sequéncias reais {{c,}>; {d,}>2,},
onde {d,}2, é uma sequéncia encadeada positiva. Além disso, também é fornecida,
nesse capitulo, uma caracterizagdo para que um ponto w (Jw| = 1) seja um ponto puro

da medida envolvida.

2.1 Polinomios nicleos CD e sequéncias encadeadas

Foi visto no capitulo anterior que polinémios ortogonais na reta real satisfazem
a uma relacao de recorréncia de trés termos do tipo (1.3) mas que, em geral, isso nao
ocorre para polindomios ortogonais no circulo unitario .S,,. Um resultado bem importante
para os objetivos do presente capitulo, e que sera provado nesta secao, é que dado um par

de sequéncias reais, onde uma dessas sequéncias é uma sequéncia encadeada positiva, é
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possivel determinar de modo tnico uma sequéncia de polinomios, associados aos ortogo-
nais S, os assim chamados polinémios nicleos CD, satisfazendo também uma relacao de
recorréncia de trés termos. Para tanto, serd assumido que a medida p utilizada seja uma
medida de probabilidade, e que {s,(z)}>°, seja a sequéncia de polindémios ortonormais
associada a medida u, onde s, = K,S,, n > 0, com &, sendo a constante de normalizagao
e S, pertencendo a sequéncia de polinémios ortogonais ménica {5, (2)}22,, com suporte
no circulo unitario, associada a medida p. Além disso, considera-se os coeficientes de
Verblunsky

QO = —Sn+1(0), n Z 07

e as relagoes provenientes de (1.21), (1.22) e (1.25), que, por comodidade, serdo enume-

radas aqui como:

Sp(z) = S5_1(2) — an_128,-1(2), (2.1)
Sn(2) = (1=|an1[*)28n-1(2) = @n155(2), (2.2)
Sp(2) = 2S-1(2) —a@n_1S:_1(2), (2.3)

onde S’ (z) = 2"S,(1/Z) e |a,| <1, n > 0.

Seja agora
L Sn(w)
T Sy

de modo que w € C é tal que |w| = 1. Note que, neste caso, |w| = 1 implica em |7, (w)| = 1

n >0, (2.4)

para todo n > 0. De fato, sendo |w| = 1, tem-se ww = 1 e, consequentemente, para n > 0,

_ |Sn(w)] _ S (w)] _ |Sn(w)]
[Sa()l S, (/@) fw]?|S,(w)]

|70 (w)] =1 (2.5)

A férmula de Christoffel-Darboux, de ordem n > 0, associada com a sequéncia {5, }>2, é

dada por (veja, [13]):

Kn(Z; w) _ i Sj(UJ)Sj (Z) _ S:H—l (w)$;+1(i)__£;+1 (w)sn-i‘l(z). (26)

Segundo Simon [13], K, (z; w) é chamado polinémio nicleo CD, onde CD é uma referéncia

ao termo “Christoffel-Darboux”.

Considere também a sequéncia { P, (w; z)} de polinomios em z definida por

/-iﬁrl@ K, (z;w)

P,(w;z2) = ———
( ) SnJrl(w) 1+ Tn—i—l(w)an

, n>0. (2.7)




39

E possivel verificar facilmente que P, (w; z) é um polinémio monico de grau n em z escrito

da seguinte forma:

L Sun() = s (@) ()

P,(w;z) = 2.8
(w; 2) Z—w 1+ 7 (w)ay, (28)
Com efeito, de (2.6) e (2.7) pode-se escrever
P = T Gl @)
Kn-&-lSnJrl(w) I —wz L+ T (w)a,
_ Vw ko Spa(w)Sha(2) = K741 S (0) S (2) 1
/Q?L—&-IS"‘Fl(w) 1/w(w - Z) 1+ Tn+1<w)an
S (W) qx *
B Snta(2) = msn-&-l(Z) _ 1 Snta(2) = msn-i—l(’z)
(z —w)(1 4+ 71 (W), z—w L+ T (w)ay,
_ 1 Spii(2) = Tnpa(w) Sy, (2)
z—w 1+ 7o (w)ay, ’

ja que, a partir de (2.5), tem-se 7,41 (w)Tp1(w) = 1.

Outro resultado que serd utilizado na demonstracao de teoremas desta segao,
é que 7,(w), definido em (2.4), também pode ser obtido recursivamente a partir dos

coeficientes de Verblunsky «,,. Precisamente, tem-se

wr, (W) — @,

7 an(w) . Tn+1<UJ) + (67

— , n>0. 2.9
1+ T (w)ay, (2.9)

Tt (W) = 1 — wr,(w)ay,

Tais igualdades, seguem, diretamente, das equagoes (2.1) e (2.3) e da expressao para

T,(w), dada em (2.4). De fato, substituindo-se (2.1) e (2.3) em (2.4), obtém-se

* Sn(w —
() = U5n(0) ~TSi(w) Siw) Wi -~ o] wnw) -,
PR S (W) — apwS, (w) S (w) [1 _ anwg‘zgzg] 1 - awr,(w)

de onde, com uma simples manipulagao, chega-se a segunda igualdade em (2.9), isto é,

wr(w) = Tne1(w) + @y,

— . 2.10
1+ T (w)ay, ( )

A partir disso, conclui-se que
(1 — wr(w)ay][1 + Topr(w)ay] =1 — |a,|>, n>0. (2.11)

De fato, usando (2.10), tem-se

= — Tt () + G o Tont1 (W)
[1 = wr(w)an][1 4+ Tna(w)an] = |1 1+%H@m%7lﬂ+nﬂ()d

=1 + TnJrl(w)an - [Tn+1 (w) + an] Oy,

= 1-a,0,

= 1— ||
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Agora, considerando-se (2.1), (2.3) e (2.10) é possivel reescrever os polinémios

nicleos, P,(w; z), dados em (2.8), da seguinte forma:

1

P, (w;z) = o w[zSn(z) — wr,(w)Sk(2)], n>0. (2.12)
De fato,
e - Lt

1 [E5(R) —@Sh(2)] — T (w) [S(2) — am 25 (2)]
Z—w L+ 71 (w)ay,

_ 1 28,(2) 1+ s (w)an] = S5 (2) [T (w) + @)
Z—w 1+ 7 (w)ay,

1

— (280 (2) — wr(w) S5 (2)].

Z—w
Observe que na passagem da primeira para a segunda igualdade na sequéncia de igualdades

acima foram utilizadas as expressoes em (2.1) e (2.3), ao passo que na passagem para a

ultima igualdade utilizou-se da expressao em (2.10).

O teorema abaixo mostra que os polindémios nicleos monicos, P, (w; z), satisfazem
uma relacao de recorréncia de trés termos. Tal resultado sera de fundamental importancia

para obtencao dos principais objetivos desse capitulo.

Teorema 2.1. A sequéncia de polindmios niicleos monicos { P, (w; z)} satisfaz a férmula

de recorréncia de trés termos
Poii(w; 2) = [z + by (W) Pp(w; 2) — apyr(w)zPyq(w; 2), n>1 (2.13)

com Py(w;z) =1e P(w;z) =z + b (w), onde

by (w) = T:’_lil(‘g), 1 (W) = [+ Tu(W)an_i][l — wra(W)an]w, n>1.  (2.14)

Demonstrag¢ao. Seja pn41(z) um polindémio de grau n+ 1, n > 1, dado por
Pnt1(2) = Pog1(w; 2) + up[1 4 1 (w)ag,—1] 2P, -1 (w; 2), (2.15)

onde u,, é uma constante. Logo, multiplicando esse polinémio por z — w e usando (2.8) e

(2.12), obtém-se

(z —w)ppy1(w; z) = [zSn+1(z) — anH(w)S:LH(zﬂ + Uupz [Sn(2) — T (w) Sk (2)]
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Agora, pelas igualdades (2.1) e (2.3) resulta que

(z = w)pnir(w; 2) = {2[25.(2) — @S, (2)] — wTnpa (W) [9,,(2) — anz5n(2)]}
+ Up2Sn(2) — U227, (W) S (2)
2) = [T(w)un + @] Sy (2)}
) =
) -

(

— 2 {2S,(

4w 2Si(z
(

WTht1(w)Sh(2) + w2z Sy (2) Tt (w)
= 2{28,(2) — [ra(w)un, + @] Sy (2) }

+ [un + w1 (w)ay] [2S0(2) — Wyt (W)

Uy, + W1 (W),

Sr(z)| . (2.16)

Definindo-se, entao, u, = [l — wr,(w)ay,|w e levando-se em consideracao que
|lw| =1 (o que acarreta |7,(w)| = 1, como mostrado em (2.5)), chega-se, sem dificuldade,

em
Tn+1 (w)

Tn(w)un + o, = an<w) e Up+ Uﬂ_n—l-l(w)an = Tn(w)

e, consequentemente, obtém-se
2{25(2) = [m(w)un + @] 55 (2)] = 2 [250(2) — wrn (W) S5(2)]
[tn + wTnir ()] |250(2) — MSZ(Z)] = 2 [26,(2) — wr (w) S (2)].

Un+WTpy1(w)on Tn(w)

Com isso, a igualdade em (2.16) pode ser reescrita como

(2 — w)ra (w3 2) = 2[250(2) — wra(w)S2(2)] + 2 1 (o) — wr(w)S2(2)]

o (W)

ou, equivalentemente, usando-se (2.12),

Tn+1 (w)
o (W)

pusstwi) = |+ O P = bl Puwi ). (@27

onde b, (w) = 1,(w) /71 (w), n > 1.

Finalmente, uma vez que u, = [1 — w7, (w)a,|w, tomando-se a,1(w) como em
(2.14), e substituindo-se (2.17) em (2.15), chega-se ao resultado desejado em (2.13), o que

conclui a prova do teorema. O

Os coeficientes a, (w) e b, (w), dados no Teorema 2.1, podem ser reescritos, usando

(2.9) e (2.11), como:

1-— an_l(w)an_lw I m(w)an—

1—wrp g (W)an—1 1+ 7, (w)an_y

bn(w) = w, (2.18)
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1 — wr,(w)ay,

n 1 —|anaHw, n>1 2.19
i) = (o, P, (2.19)
1+7, n—
= +M(1 — || w.
1+ 7o (w)ay,
De fato, como a,41(w) = [1 + Tph(w)a,—1][1 — wr,(w)ay|w, (2.19) é uma consequéncia

imediata de (2.11). Agora em relacao a b,(w), usando (2.14) e a primeira equagdo em
(2.9), tem-se, inicialmente, que

WTp—1 (W) — Qpq

T(w) _ 1—wr s (wam _ W1 (W) = Ty (2.20)

bu(w) = Tp—1(w) Tn—1(w) To-1(w) [1 = w1 (w)an ]

Ora, mas sendo |w| = 1 (o que acarreta 1 = |w|*> = ww), segue-se por (2.5) que

1= |71 (w)|* = 71 (w)T_1(w), n > 1. Consequentemente, a igualdade em (2.20) pode

ser reescrita como

bn(w) =

o que fornece a primeira igualdade em (2.18). Por outro lado, usando novamente (2.14)

Ta—1(W) [WT (W) — Q1] w—To (W1 1 — w1 (W),

1 — w1 (W), S l—wn (W 1 —wr g (w)am,_

e, agora, a segunda equagao em (2.9), tem-se

bulw) = Tni(i) ) (+ )anl
w [1 4 7 (w) oy —1]
Wy (w)[1 + T (W), 1] _ w_[l—i— T (W)t 1]
To(w) + @y T (W) [T (W) + Q1]

1+ 7 (W), 1

1+ 70 (W) oty

e isto corresponde a segunda igualdade em (2.18).

Apoiados nos resultados a que se chegou a respeito dos polindémios P, (w; z),
serao introduzidos, agora, uma classe de polinémios complexos, denotados por R, (z),
que, como sera visto, também satisfazem a uma relacao de recorréncia de trés termos e
serao fundamentais no que se segue no restante deste capitulo. Para tanto, serd assumido
que w = 1 de modo que as novas sequéncias consideradas passam a ser {P,(1;2)}%.

Assim, do Teorema 2.1, obtém-se

Poii(1;2) = [z + by Pu(152) — apy1 Pora(152), n>1 (2.21)
com Py(l;2) =1e Pi(1;2) = 2z + by, onde
Tn

b, = , Apyr = [+ Than ][l — Thay], n> 1. (2.22)
Tn—1
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Neste caso, adotou-se a notagao a;(1) =a;, j > 2, b;(1) =b;, j > 1,e7;(1) =75, j > 0.
Além disso, a partir de (2.18) e (2.19), tem-se

- 1— Tpn—10p—1 o 1 + TpQlp—1

b, = = . o>, 2.23

1-— Tpn—10p—1 1 + TnOlp—1 "= ( )
1 -7« 14+ 7,001

= —— " (], D) = g g, 2 > 1. 2.24

i = o (U o) = e (1 o), > (2.24)

Considere agora os polinomios R, (z), de grau n, definidos por Ry(z) = Py(1;2) e

it - 7o)
Ru(z) = —— Pu(1;2), n>1. (2.25)
[1 — Re(rja;)]

Pelo que j4 foi visto para os polinémios P, (w; z), por essa defini¢ao, os polinomios
R,(z) também gozam da propriedade de possuirem n zeros simples em |z| = 1, todos
distintos de 1 (veja, Segao 1.2 e também (2.7)). Além disso, a préxima subsegao mostrard
que estes polinomios satisfazem uma interessante relacao de recorréncia de trés termos
cujos coeficientes que aparecem naquela relacao sao um par de sequéncias reais, onde uma

dela é também uma sequeéncia encadeada positiva.

2.1.1 Relacao de recorréncia de trés termos para os polindmios

R,(z)

Teorema 2.2. A sequéncia de polinomios {R,(2)}2, satisfaz a relagdo de recorréncia

de trés termos
Rui1(2) =[(1 +ich1)z + (1 —icpi1)|Ro(2) — 4dpi12Rp—1(2), n>1,

com Ry(z) = 1e Ry(z) = (1+ic1)z+(1—icy), onde as sequéncias reais {¢, }22; e {d,41}7°,

sao dadas por
—Zm(Tp_10,_1)

n — ’ Z 17
¢ 1 —Re(Th_101) "
1 1= |mian1 1 — mha|?
dpit = - L on>1.
TN = Re(tyaan DL — Re(ran)] =

Além do mais, {d;,};,, onde dy,, = d,i1, ¢ uma sequéncia encadeada positiva com
sequéncia de parametros {g;,}°°, expressa por

1T 1 =70

n— 5 ) 2 0
B =90 —Re(rpan)]
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Demonstracao. Inicialmente, considere a sequéncia de polinomios {R,,}>°, definida por

R.(2) =[1 — Tho1ana|[l — Thot_o] - -+ [1 — Toag| P(152), n>1, (2.26)

em que Ry(z) = Py(1;2) = Ro(z). Em seguida, observe que levando-se em consideracio a
igualdade (2.21), e a primeira das igualdades em (2.23) e (2.24), tem-se, para n > 1, que

(1- |an,1]2)|1 - Tno‘n’2

(1 — Tn_lan_l)(l — TnOén)

(1 = Than)z + (1 — Thaw,)]
1—r7,00,

2P, 1(1; 2)

Pn-l-l(l;Z) = Pn(l;z)_

Entao, combinando-se essas duas ltimas igualdades, pode-se escrever

Ry1(2) = [(1 — maan)z + (1 - ?nan)]én(z) —[(1 - |an—1|2)|1 - Tnan‘z]ZRn—l(z)> (2.27)

para n > 1, com Ry(z) = Py(1;2) = Ro(2) e

Ri(z) = (1 —m00)Pi(1;2) = (1 — o) (2 + b1) = (1 — o)z + (1 — Toawg),  (2.28)

uma vez que by = (1 — Toap)/(1 — T00).-

Agora, como por (2.5) tem-se |7,,| = 1 para n > 0, observa-se que (1 — |a,_1|?) =
(1 = |Tn1an_1]?), n > 1. Além disso, a partir de (2.25) e (2.26), é possivel escrever os

polinémios R, (z) como

SR Ro(s), n>1,
[Ti=o[1 — Re(mja)]

onde Ry(z) = Py(1;2) = Ry(z). Assim, substituindo R,(z) (dado em termos de R(z)

R(z) = (2.29)

pela igualdade em (2.29)) na férmula de recorréncia (2.27) e levando-se em consideracao

que (1 —]a,-1*) = (1 — |Tw_100-1]?), n > 1, obtém-se

(1 = Than)z 4+ (1 —Tha,)]
1 —Re(than)
1= |7 101 2] 1 — Tha,|?

- [1 — Re(rnan)][1 - Re(TnAOénfl)]ZRnil(z)’ nzl, (2.30)

Rn—l—l(z)

R ()

Mas, observando-se que, para n > 0,

(1= Than)z 4+ (1 — Tpa,)] |y Im(rna) a1 Im(rnan)
1 —Re(mhan) 1 — Re(than) 1 — Re(mhan)
e definindo-se, para n > 1,
-7 n—10n— 1 1- n—1&%n— 2 1- ntn 2
Cn - m(T 10[ 1) dn+1 - [ |T 105 1| ]l TnQ | (231)

1 —Re(Tu10n1) T 41— Re(taon)][1 — Re(Tn_1an_1)]’
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entao, a igualdade em (2.30), pode ser reescrita como
Ro1(2) =[(14ich1)z + (1 —icy1)|Ru(2) — 4dyi12Rn1(2), n>1,

com Ry(z) = Py(1;2z) =1 e, por (2.29) e (2.28),

1 ~ 1

Rl(Z) = —)Rl(z):m

1 — Re(moag (1 = Toa0)z + (1 = 7o)

Im(tooy) Im(rpom)
1- Re(Toao)] i [1 * - Re(T,00)
= (1+ic)z+ (1 —icy)],

1—1

exatamente como se desejava.

Por fim, um célculo direto, fornece

1 1 |]- - Tn—lan—1|2 o 11— |7_n—104n—1|2
2 [1 - Re(Tn_lOén_l)] n 2[1 - Re(Tn_lOén_l] .

Consequentemente, a expressao dada para d, 1 em (2.31) pode ser reescrita como

1 |1 — 710, q)? 11— T, |?
d?’L - 1 - = 9 Z 1‘
+1 ( 2[1 —Re(mn_10n-1)] ) 2[1 — Re(Tnau] "

Dai, pondo d,,1; :==dy, €

11— 10,/
Jgin ‘= % )
2[1 — Re(man)]

n >0, (2.32)

ve-se que di,, = (1 — g1.n-1)g1,,» Paran > 1, e que 0 < g;,, < 1 para n > 0, uma vez que

la,| < 1 paran > 0; isto é, {d1,}r>, é uma sequéncia encadeada positiva. ]

Usando (2.11), com w = 1, é possivel reescrever os coeficientes ¢, d,, e g1, do

Teorema 2.2 como

‘1 + 7—n05n—1|2 [1 — ’Tn+105n|2]
1+ Re(Tnan—1)][1 + Re(Tnt10)]

= Im(mh0n-1)
N 1+ R(E(TnOén,l) ’

1
dTL+1 - Z[

Cn

paran>1e

1 |1—|r, n 2
gl,n:_[ |T+1a|], n > 0.
21+ Re(tnsiam)]

De fato, para obter a nova expressao para ¢, basta tomar a parte imaginéria
em ambos os membros da igualdade em (2.11) e, apds alguns calculos nesse processo,

considerar a expressao ja definida para ¢, em (2.31). J4 para obter g;, tome a parte
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real em ambos os membros de (2.11) juntamente com a nova expressao de ¢, obtida, para

concluir, por um lado, que

1 — |Tpy1am|? - 1 — |ay|?
1+ Re(Tnrran) 1+ Re(Topiom)
= 1—TRe(than) — cnriZm(ran,). (2.33)

Por outro lado, considerando-se a antiga expressao para c¢,, dada em (2.31), pode-se

verificar que

1 —man|*  [Re(l— )] + [Zm(1 — Toon,)]?
1 - Re(tha,) 1 — Re(Than)
= 1—Re(mhan) — cop1Zm(man). (2.34)

E a nova expressao para g, segue agora de (2.32), (2.33) e (2.34).

Por ultimo, para encontrar a nova expressao para d,,, basta observar que sendo d,,
uma sequéencia encadeada positiva, pode também ser obtida através da relacao

din = (1= g1n-1)g1.n, n > 1, usando-se, agora, a nova g, encontrada.

Além disso, usando-se (2.23) e (2.31), a expressao para b, também pode ser dada

por
- 1 —Tp10n1 1 —Re(rp_10p-1) + 1Zm(T,_105_1)
Tl =m0 1= Re(Than_1) — iIIm(Tp_10m_1)
L4+ Im (7 101) |
1 —Re(Th_100-1) 1 —ic,
— — - , 17
L Im(Tp_10t,_1) 1+ ic,
1-— RG(TnflOénfl)
isto é,
1—1c,
b= - >
1+ ¢,

Dai, uma vez que b, também é escrito como b, = 7,/7,,—1 (veja (2.22)), entao

1 —dc;
T = biby - EHZCJ > 1,

ou seja, 7, pode ser reescrito como

v

1 — e
n = 1, 2.35
! jl_[1 1+ ic;’ " ( )

onde 79 = 79(1) = Sp(1)/5*(1) =1



47

2.2 Coeficientes de Verblunsky via par de sequéncias

reais

E bastante conhecido, na literatura, que sequéncias de polinomios ortogonais
monicos, {S,}°°%,, sdo completamente determinadas pelos coeficientes de Verblunsky,
{an}22,, e vice-versa (veja, por exemplo, [9,13,17]). Contudo, além desta relacdo, ha
outra na qual uma sequéncia como {S,}>2, pode ser completamente caracterizada por
um par de sequéncias reais do tipo {{c,}22,;{d,}5°,}, onde {d,}>°, é também uma
sequéencia encadeada positiva. Com isso, vé-se que os OPUC estao intimamente ligados a

teoria das sequéncias encadeadas positivas.

Lema 2.1. Dadas duas sequéncias reais {c,}>2, e {g,}>2,, onde as g, sao tais que
0 < g, < 1 paran > 1, entdo existe uma tunica sequéncia {5, }5°,, onde |3,| < 1 para

n > 0, tal que

—Im(ﬁnfl) ‘1 - ﬂn71‘2

1
ST Re(Br) T AM—ReB 2T

Cn

Explicitamente, temos

1-—2g, —ic,
By = — I

n>1.

. )
1—1c,

Demonstragao. Deseja-se encontrar uma sequéncia {3,}°°,, com |5,| < 1 para n > 0,

tais que os pontos f,-1 = (Re(Bn-1), (Zm(B,-1)), cumpram

- _Im(ﬁn—l) |1_ﬁn—1|2

1
T1-_ReBry) © T AT —Re(Bu )

onde {c,}22, e {g,}5°, sdo sequéncias reais dadas, com 0 < g, < 1 para n > 1. Assim,

como as igualdades acima para ¢, e g, fornecem

Im(ﬁnfl) = Cn(Re(ﬂnfl) - 1) € 29n(1 - Re(ﬁnfl)) - (1 - anl)(l - anl%
ou, equivalentemente,
Im(ﬁnfl) = CTL(Re(ﬁnfl) - 1) € [Re(ﬂnfl) - (1 - gn)]2 +Im2(ﬁnfl> = 97217

entao, escrevendo f,_1 = (Re(fn_1),Zm(5,-1)) = (z,y), n > 1, resulta que as coordena-

das dos pontos 3,,_1 devem satisfazer as equagoes

y=colz—1) e [r—(1—g)]?+y’ =g, (2.36)
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que representam geometricamente, respectivamente, uma reta e uma circunferéncia. Dessa
forma, substituindo o valor de y, dado na primeira equacao de (2.36), na segunda equagao,

também de (2.36), chega-se em

(1+c)r* =214+ — gz + 1+ —2g,)=0

Agora, resolvendo esta ultima igualdade em z, resulta que x = 1 (implicando em
y=-cy(l—1)=0)oux=1-2g,/(1+c%). Note que, embora o ponto 3,_; = (1,0)
resolva as equagoes em (2.36), ele ndo pode ser considerado, pois deve-se ter |5,_1| < 1;
logo, para satisfazer esta ultima condigao so resta o segundo valor para x que, substituido

em y = ¢,(z — 1) produz y = —2¢,g,/(1 + ¢2). Portanto,

1—2g, —ic,

ﬁnflzx—i_iy: 9 TLZl,

1—1c,
que, por construcao, satisfaz |5,| < 1, para n > 0, pois (z,y) = (Re(Bn_1),Zm(Bn-1)) =
Bn—1 obedece a equagao da circunferéncia, dada em (2.36), de centro (1 — g,,0) e raio g,,

sendo g, tal que 0 < g, < 1 paran > 1. [

Como se pede ver, a sequéncia de nimeros complexos encontrada {5, }5°, pode
ser tomada para ser uma sequéncia de coeficientes de Verblunsky associada a uma dada
medida, pu, suportada no circulo unitério, ja que |3,| < 1 para n > 0; além disso, como
a sequéncia {g,}>, satisfaz 0 < g, < 1 para n > 1, esta pode ser usada para deter-
minar uma sequéncia encadeada positiva {d;,}22, (veja Definigdo 1.12). Desse modo,
fica provada uma relagao entre coeficientes de Verblunsky e sequéncias encadeadas posi-
tivas, onde, neste caso, pelo Lema 2.1, é possivel recuperar a sequéncia de coeficientes de
Verblunsky {5,}5°, uma vez que a sequéncia real {c,}>° | e a sequéncia de parametros

{11220 = {9122, (da sequéncia encadeada positiva {d; ,}7° ) sdo conhecidas.

Portanto, como é conhecido que dada uma sequéncia de coeficientes de Verblunsky
{Bn}, pode-se encontrar, de modo tnico, uma sequéncia de OPUC monica com relagao
a uma dada medida p (veja [13]), o Lema 2.1 garante que dado um par de sequéncias
reais da forma {{c,}7>1;{d1,}22,}, onde {d;,}2, é encadeada positiva, pode-se obter
também de modo Unico uma sequéncia de OPUC monica. Mais adiante, veremos que isso

pode ser resumido pela relagao seguinte:

{ehntiddinlili} = {80 = 1 = {S}h% (2.37)
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Suponha, agora, que a medida u, considerada na abertura do presente capitulo,
tenha um salto 6 (0 < § < 1) em z = 1. Assim, é possivel definir a familia de medidas,

1), associadas & medida y, usando a seguinte transformacio de Uvarov:

/ F(Q)du® / FQduc) + =251 (2.39)

Pondo ) = Jo ¢dp(¢) pode-se escrever,

= % p=41,42,... 9.
' =gty Ty " = (2.39)

A medida p®, com 0 < t < 1, é também uma medida de probabilidade nao-trivial com
salto t em z = 1. Além disso, como por (2.39), tem-se ,ugf) = lUn, paran = 1,42, ...,
entdo p® = p, isto é, a medida u é exatamente uma das medidas da familia de Uvarov

(aquela que tem salto t =6 em z = 1).

Segundo Costa et al. [6], na nomeclatura corrente, a medida u®, com 0 <t < 1,
definida em (2.38), tem um ponto puro em z = 1 com comprimento de massa ¢ nesse
ponto.

Denota-se, daqui em diante, SP e ol como sendo, respectivamente os OPUC

monicos e os coeficientes de Verblunsky associados & familia p(?). Com isso, resulta que
S = S, e o) = o, para n > 0, pois como u® gera S (monico e unico) e u gera
S, (ménico e tinico), basta usar que p® = u para chegar-se a igualdade S = Sh-

Consequentemente, como S,(LE)(O) = 5,(0), resulta que o = a.

Seja agora pY (1; z) os polindmios nicleos monicos de grau n em w = 1 associados
a medida p* e dados, como em (2.8), por

1 Sn+1( )_Tn+15*(t)1(z)
1 14700

PO(1;2) = , n>0, (2.40)

em que 7 = Sr(f)(l) / S:L(t)(l). Com esta terminologia adotada, pode-se, entao, enunciar

o seguinte resultado:

Lema 2.2. Para todo ¢ tal que 0 <t < 1 tem-se

Pp(l; z) = P,(1; 2), Tét) =7, n>0, (2.41)
¢ (t)
—2 —2
on] [1—70®) = rin] [1— 7ho], n>0. (2.42)
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Demonstracao. Com efeito, note que

—n—+7j ]- —nq t *(t t
[ RO = ) = — [ 188 = S ] dua
¢ 1+ 71, 0n° Je

Pelas propriedades de ortogonalidade de {Sr(f}rl} e {Sj;(j)l}, vistas na Secao 1.2 do capitulo

anterior, e em virtude das igualdades em (1.24) e (2.11), temos

—_ 1 —_
[mROs - a6 =~ / 59, (2)du(2)

c 1 +Tn+1ozn

[k ]2

14700

t
I
REOIND

= —[=n0al] w7 se =1,

/ZnJrjP?gt)(l;Z)(l —2)dpP(2) =0, se 0<j<n-—1
c

—n-+j 1 —n
[P0 -0m6) = —p—g [ sG e

c 1+7'+1Oén

(t)
ol
- 7_7(3-1 [1 - Tr(zt)aa(mt)] [l{ t)]_27 se  j=mn,

onde |, z*JSf)(z)du(t) = [k")2 = A;/A;_;. Com isso, pode-se escrever

J

(

W, se j=-1,
[P =900 = J0, s 0<j<n1 (243)
}(f), se j=n
\
para todo n > 1, onde %(f) = ﬁﬂfp, "yf(f) = — [1 (t) ;)} [Fag)]_2 e [Féq(zt)] 2 =

Jo 7" Si (2)dut?.
@) A

Note ainda que, para n = 0, é possivel definir 7, e 4~ os quais satisfazem

i =[R20 = - 1Al W) 2
C

i = [ PP - 90 = O, (2.45)
c
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onde [nét)]*Q = 1o = 1. Além disso, uma vez que, para todo n > 0, tem-se |7\”| = 1 e

\ag )] < 1, entao claramente os nimeros ‘yT(f) e 'Ay,(f) sao diferentes de zero para todo n > 0.

Agora, definindo-se a sequéncia dupla {V,(f) n=>  de momentos modificados, por

n=—oo’

%Q:/QWG—ZMMW@Zuw—Mﬁp n=0+1,42 .,
c
entao, a partir do fato que u(,t;l =7, n >0, tem-se

=200 e [HT)O = (1 HSTO, 0o,

n

onde [Hém)](t) =1le [Hflm)](t) representa o determinante de Hankel

t t t
7 Y
t t t
vl vk o Wi
t t t
Vr(n)Jrnfl Vr(n)-i-n ce Vr(n)+2n72

Consequentemente, usando a ortogonalidade em (2.43) e considerando o sistema de equagoes

sobre os coeficientes do polinomio monico Pét)(l; z) (como feito na Segao 1.2), obtém-se

(a)

[H 0 = (100, nz

Y

com [H"]® = V(()t) = 1 4 @y, de onde se conclui que os determinantes de Hankel

[Hf;q)](t), n > 0, sdo todos diferentes de zero.

(b) Os polinomios nicleos ménicos P,(Lt)(l;z) com respeito & medida p®) sdo dados,

unicamente, por

P P
1 v(—t)n+2 v(—t?wr?) v;t)
PY(1;2) = : , on>1, (2.46)
n [Hr(L_n+1)](t)
R
1 z Z"
onde
1—1¢ 1-—1t )
I/](-t) = :uﬁt) — Mg]:)l = Té‘(pﬂ — ,Uj—l) = 1—_51/]'7 ] = 0, :tl, :i:2, ceey (247)
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com
t ¢ t
V£21+1 V£1)1+2 V(())
(®) () (t)
v v v
[H )@ = | T T Pl o>t (2.48)
By
Observe que de (2.47) e (2.48), tem-se também que, para n > 1,
Vipnt1l Vopg2 40
[H (D] 1—t\"|Vont2 Vongs | (1t ! (=)
" 1-9¢ 1-9¢ " ’
4] 14 Vp—1

e como, de (2.47), ﬁgt) =1-t)/1-9)7;,j

=0,£1,£2,..., resulta de (2.46) que

Vopt1 Vent2 0
X . | V-nt2 Veonis o 12
—1
P(1;2) = e ( ) : Lo ] >,
1 - t H,r(L_n+1) 1 - 5
1—96 7o v - Ty,
1 z z"
ou seja,
Viopyl Vonyt2 41
Vont2 Vony3 vy
1
PW(1;2) = : : =P, (1;2), n>1,
H (=n+1)
DO vl Dn
1 z z"

0 que prova a primeira igualdade em (2.41), j& que Po(t)(l; z) =1= Fy(1;2).

Para provar a segunda igualdade em

(2.41), observe que, utilizando-se (2.38) e a

primeira igualdade j& provada em (2.41), obtém-se, para n > 1,

/ PO (1 2)(1 - 2)du® (2)
C

ou, equivalentemente, para n > 1, por (2.43),

1-1
V(t) _ - “x
’Y’n 1_57’”7

1—1t ,
[P 2)(1 - 2)dulz)
1-0 /.
1— .
S [P (152)(1 - 2)dpz),
1-0 J,

se 7 =—1,
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1 —t,
Assim, das duas igualdades acima e do fato que ’y(t) = 7521%(1), 0<t<1, tem-se
(t) 1—tv - (t)v o4 _1_t/\ _1_t o
—Tht1 |:1—_5'7n:| - n+1'77(1t) - ’77(zt) - 1 — 5771 - 1— 6(_7—71-1—1'771):

e, consequentemente, 77(121 = Tpe1, 7 > 1, 0 que prova a segunda igualdade em (2.41), ja

que Tét) =1 = 19 e, de modo analogo ao que se fez acima, utilizando-se, agora, de ’Vyét) e
’Ay(()t), definidos, respectivamente, em (2.44) e (2.45), pode-se verificar que Tl(t) =7.
Por fim, note que, para todo n > 0, sendo 7. = 7, 5 = — [1 < 5)] [nﬁ?]”

e ;)/T(zt) =(1—1¢)/(1 —=08)%n, se j = —1, valem as igualdades

[1 - Tnagzt)] [’frf)]_2 = [1 - Tét)ag)} [’%t)]_2 = _'7r(Lt) = —[_'771] =T [1 - Tno‘n] [“n]_Q
1—96 1—96
de onde se conclui que
(H)1—2 -2
%[1 — 100] = %[1 — Thay], n >0,
e isto completa a prova do lema. O
Observe que, a partir do Lema 2.2, tem-se
1—t\ [kn]7?
11— ntn
1— 7ol (1—5> [mg)]‘Q[ it 1— Ty, (2.49)
= 5 = .
t-Rerol) (120 2y pegra,y 1R
1—96 [,{gp]a
1—t o2
o () B
—Im(tpan’) [ ]  —Im(ron) (2.50)
) = ; :
L-Re(rar) (LY Il ) o,y 17 Relmen)
1—96 [,le'f)]fz

para todo n > 0. Logo, considerando-se os polinomios R,(z), definidos em (2.25), e as
sequéncias {c,}>2, e {dn11}52,, fornecidas a partir do Teorema 2.2, as igualdades em

(2.41), (2.49) e (2.50) implicam que, para n > 1,

OO
1—7'
R = Mol =n7a ]

[T/5 1 — Re(rjal)]
[T — el
= = P,(1;2
[T/ 511 — Re(rjal)] .
R L R 1)
H;l:_ol [1 — Re(rawm)] o
= R.(2) (2.51)
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(t) ) (t) )

o _ Im( T 1a —Im(T,_10,,"

n

B  —Im(m10p-1)
Re( 1a7(f)) 1 —Re(Tn- 1047(1)) 1 — Re(rp-1an)
Além disso, considerando-se a relagao de recorréncia de trés termos, obtida no Teorema

2.2, para os polinomios R )(2’), com coeficientes ¢’ e dff)ﬂ, usando as igualdades obtidas

= Cp. (2.52)

m (2.51) e (2.52), e comparando-a com a mesma rela¢ao de recorréncia, agora, para os
poliomios R, (z), com coeficientes ¢, e d,1, pode-se concluir que

ok

1 1—|7,— a — TpQip,
dgzt—)I—l =7 [ | - () | H (t) = dn-i—l = dl,na n > 17 (253)
41— Re(rn100,)][1 = Re(mman’)]
onde na primeira igualdade acima também leva-se em consideragao o fato que 0 = = Tp,

para todo n > 0.

Observacao 2.1. A partir da igualdade obtida em (2.43) pode-se dizer também que os
polinémios P,(1; z) estao relacionados com os polinémios ortogonais de Laurent conside-

rados, por exemplo, nos trabalhos de Hendriksen e Van Rossum [8] e Jones e Thron [11].

No resultado que segue serao fornecidas mais informagcoes sobre as sequéncias de

parametros da sequéncia encadeada positiva {d; ,}>>, dada no Teorema 2.2.

Teorema 2.3. Para 0 <1t < 1, seja

1 1-m alf |2
gim =15 ’

= , n>0.
’ 21— Re(Tnan))

~ t , A~ . A~ A~ . oy
Entao {g&}fﬁzo ¢ uma sequencia de parametros para a sequéncia encadeada positiva

{d1,}5°, dada no Teorema 2.2. Se 0 < t; <t < 1, entao
0<gin <gif) <1 n=0,
e, em particular, { g%?%}ff:o ¢ a sequéncia de parametro maximal de {d; ,}>2 ;.

(t)

Demonstracao. Uma vez que pelo Lema 2.2 tem-se 7,” = 7,, n > 0, entao procedendo-se

exatamente como na prova do Teorema 2.2, pode-se mostrar que {g1 n}n o, dada por

) 1 |1—T,(f)a$f)|2

g no -5
! 21 Re(ﬂgt)ag)) 21— Re(Tnoz,(l))

, A~ . ~ ~ . e t

¢ uma sequéncia de parametros para a sequéncia encadeada positiva {dg 21},‘200:1 ={d1 .},
e . ~ . t

onde a ultima igualdade entre as sequéncias encadeadas {dg L}ﬁf’:l e {di,}22, segue de

(2.53).
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(t2) (1)

Agora, para que se tenha 0 < g;,” < g;,/ < 1quando 0 <t; <, < 1, recorrendo-

(t2) (t1)

se ao Teorema 1.8, observa-se que ¢ suficiente verificar que 0 < g;5 < g1, < 1. Para
isto, desde que [f-;g“’]—Q = [ﬁ[()tQ)]_Q = 1, basta notar que o Lema 2.2 fornece
1—t
1-— T()Oéét2) = 2 [1 — T(]Oéétl)] y
11—t
donde segue que
(tz) o 1 |1—7‘00z(()t2)|2 . 1—t2 1 |1—7‘0a(()t1)|2 . 1—t2 (t1) (tl) 254
910 = B &y 1—1 |2 N 1,0 91,0 (2.54)
1 —Re(moay ™) 1|41 —"TRe(roag ") b

uma vez que 0 < t; <ty < 1 implica em

1 —19

< 1.
1—-1%

Além disso, como ¢, < 1 resulta que a medida p*2) estd bem definida (tal medida é uma
das medidas da familia de Uvarov, dada em (2.38)), donde segue que |aq(f2)| < 1 para

n > 0. Consequentemente, pela definicao de g%), conclui-se que 0 < g%)

. Por fim, a
desigualdade gﬁ,ll) < 1, segue do fato de {gﬁ}%‘;o, para todo 0 < ¢ < 1, ser uma sequéncia

de parametros para {d?ll};:o:l

Resta agora apenas mostrar que { gi%}ff’zo é a sequéncia maximal de parametros de
{d1,}5%,. Suponha, por absurdo, que {gﬂ};’;o nao é a sequéncia maximal de parametros
de {d;,};°,. Entao, existe uma sequéncia de parametros para {d; ,}>;, denotada aqui
por {gn}nzo, tal que

90 <g, <1, n>0. (2.55)

1 —1c;
Logo, como, por (2.35), o = 1l e 7, = [['_ -
i=1 1+ (271

n > 0), obtém-se, pelo Lema 2.1, que existe uma tnica sequéncia {a,}>,, com |&,| < 1

, n > 1 (onde |7,|] = 1, para todo

para todo n > 0, de modo que

—Im(Tn_léén_l) 1
Cp = € In—-1 = 5

_ ~ 2
= i L= To1Gn n>1.
1— ”Re(Tn,lan,l)

1 —Re(Tn_10n-1)]’ -

Entao, pelo Teorema 1.6, existe uma unica medida de probabilidade nao-trivial i para
a qual {a,}>2, é a sua respectiva sequéncia de coeficientes de Verblunsky e para a qual
P,(1,z) = P,(1;2) séo seus respectivos polinémios nicleos monicos em z = 1. Para
verificar a igualdade nessa iltima afirmacao basta observar, inicialmente, que é possivel

mostrar que 7, = 7, para todo n > 0 (o que implicard em {g,}°, ser uma sequéncia

de parametros para {d;,}22,, e como {g,}>2, também ¢é uma sequéncia de parametros
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para {d; ,}7°,, entao dpy1 = di,, = dy, = dyyq paran > 1) e &, = ¢,, para todo n > 1.
Depois, é suficiente utilizar a relacao de recorréncia de trés termos, obtida no Teorema

2.2, nos polinémios R,(z) e R,(z) para concluir que R, (z) = R,(z), para todo n > 0.

A medida i deve ter um salto nao-negativo, denotado aqui por 5, em z = 1.
Com isso, procedendo-se como antes, é possivel obter uma medida, i®, com um salto

positivo t (t > §) em z = 1 (i) é uma das medidas da familia de Uvarov, definidas

em (2.38), associadas a medida fi), cujos os coeficientes de Verblunsky, de), produzem
a mesma sequeéncia de parametros gg?). Para verificar esta tultima afirmacao, note que,
usando a expressao para g, associada a sequéncia {Bn}gozo, onde Bn = Tpay, n > 0, dada
pelo Lema 2.1, e utilizando a desigualdade em (2.55), obtém-se

~(0) |1 _7~—nc~‘én‘2

- 1 1 ‘1 - 7'nC~‘4n|2 (0)
gl n gl,n =3 ~ ~ =3 ~
’ 2[1 — Re(Tnn)]  2[1 —Re(rna,

)] = gn > gl,na n Z 0

(4) (0)

Em particular, tem-se g; g > ¢; 4. Dai, como ¢ >4, e g; ,, assim como g; ,, sa0 sequéncias

f) (f)
de parametros para a sequéncia encadeada positiva {(L,n};o:l, onde d~1,n = d, ,, para todo
n > 1, entao pela primeira parte do que se provou no presente teorema, conclui-se que
§§3 > g% e, consequentemente, é possivel obter um ¢ (¢ > 5) tal que g% = gg%. Esta
ultima igualdade juntamente com a definicao de sequéncia encadeada positiva e o fato de

~(t 0 ~ A~ . ~ A~ . ..
que giq)l e g%& sao, ambas, sequéncias de parametros para a sequéncia encadeada positiva

®) _ ~(0)

{dl,n},iozl garantem que g, ,, = g, para todo n > 0.

Finalmente, usando mais uma vez o Lema 2.1, como as sequéncias {55?}20:1 =
(G122, = {ea}oo, = {2, e {gif;};?zo = {gg?gl};'le definem unicamente os correspon-
dentes coeficientes de Verblunsky, chega-se na contradicdo de ter-se duas medidas p(? e
£, uma com salto nulo e a outra com salto positivo ¢ em z = 1, com os mesmos coefici-
entes de Verblunsky. Portanto, {g§?,{}$;0 deve ser a sequéncia maximal de parametros de

{d1,}5°, e isto finaliza a prova do teorema. O

Observacao 2.2. A partir da igualdade em (2.54), fazendo-se t, = t e t; = 0, pode-se
escrever

g\ = (1—=1)g) := (1 — )My, (2.56)

onde {g%?%}?fzo = { M, }22, denota a sequéncia maximal de parametros para a sequéncia
encadeada positiva {d; , }>, (conforme estabelecido no Teorema 2.3). Esta rela¢do mostra

o s e A . ~ t ’ .
como o elemento inicial da sequéncia de parametros {g%ZL o esta relacionado ao salto
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t na medida (em z = 1). Em particular, para a medida de probabilidade p com salto &

(0<d<1)emz=1, tem-se
gi10 = 9% = (1 —=06)M, (2.57)

onde {M; ,}>°, é a sequéncia maximal de parametros da sequéncia encadeada positiva

{dlm}zo:l-

2.2.1 Caracterizacao para pontos puros de medidas e um resul-

tado tipo Favard

Nesta subsecao, apresenta-se algumas consequéncias dos resultados estabelecidos
até o presente momento. Como primeira consequéncia desses resultados sera estabelecida

a seguinte caracterizacao para os pontos puros de uma medida.

Teorema 2.4. A medida de probabilidade p tem um ponto puro em w (Jw| = 1) se, e

somente se,

Z H'l Wi (Wes 1P ) < oo (2.58)

1 — o1 |?

Além disso, o tamanho da massa no ponto z = w ¢ igual a t = [1 + \(w)] ™!

Demonstracao. Suponha que z = 1 seja um ponto puro da medida g com massa 0§,
0 < § < 1. Utilizando-se a Observagao 2.2 (mais precisamente, a igualdade em (2.57)),
pode-se concluir que g9 = g% = (1 — )My, onde {M;,}2, é a sequéncia maximal
de parametros da sequéncia encadeada positiva {d;,}°°,. Disto segue que g19 # Mg
e, portanto, {g1,}5>, ndo é a sequéncia maximal de parametros de {d;,}>>,. Agora
usando-se o critério de Wall para sequéncias maximais de parametros (dado no Teorema
1.10), e considerando-se a sequéncia {g; ,}7>, = { gﬂ}zo:o definida como no Teorema 2.3,
onde neste caso ol = oy, tem-se que a medida g possui um ponto puro em z = 1 se, e

somente se,

1 ‘1 — Tj,106n71‘2

L > - gl,j—l o > - 21—R€(Tj_1aj_1)
oo = [T 2| = S ([T 2 Ry,
j n=1 [j=11_ = J1%n—1

21— Re(ijlOéjfl)

n

— i H yl_ijlan71|2
L1 2 —2Re(rj_10j-1) — |1 — Tyt —1?

n=1 [j=1 (ijl&]*l)
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.

n=1 1= ’Oén_1|2
Agora, para encontrar o valor A(1), inicia-se com a fragao continua finita
ﬂ —1_ 1_| 910 | _ (1 —910)911] o (1 —-g1inv-2)g1n-1] (2.59)
By \ | 1 ] 1 | 1 '

que, a partir do Lema 1.2, com 71 = ¢g10 € ¥, = (1 — ¢1,n—1)01,» Para n > 2, é igual a

1 91,51
1— a DT —L, onde L= Z [H ] . (2.60)

n=1 Lj=1 _gl,]l

Mas, definindo-se

Qn _ 910 | (1—g10) (0 =gin-2)giN-1]
Ry [1 | 1 | 1

obtém-se, de (2.59) e (2.60), que

_Z 911 :1_;
n=1 1_glj1 1_Qn/Rn

ou, ainda,

gl,j 1
1 - gl,] 1

i)

- gl,j 1

{an

1+Z

E isto equivale a dizer que

N n g1,5-1
On P |:Hj1 #}
=X Ll (2.61)

e ]

1
= 1_91,] 1

Entao, como

N n
Z 91,51 _ g1,0 [1 n g1,1 T gi1-"g1,N-1 }
il e I =911 =g =011 (1=g11) (1 —g1n-1)

a igualdade em (2.61) pode ser reescrita como

e fes i 2 )

On _ 1—gip g1,-1

S )

—g 321—91,]1
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ou seja,

1+z“{n %}

1 QN _ 71— giye

g1,0 Ry ]‘+Zn ) {H g1,5-1 }

2
I= 1_91,] 1

Substituindo-se g1 ; por M, ; (onde {M;,}7°, é a sequéncia maximal de parametros de

(2.62)

{di1n}22,), e observando-se que (1 — M ;_1)M;; = (1 — g1j-1)914, 7 > 1, segue da
igualdade em (2.62) que
M, n o My
MipQn _ 1—M1o 1— M ;4
g1,0 Ry M n M, j—1
’ 1 1 kY
+ 1 — Ml { + Zn 2 |:H]:2 1— ]\417]._1

_ 2=t { e = Ml,j—l (2.63)
Ml j—1 . ‘
1 N n »J
+ ZnZI { HJ:I 1 — Ml,j—l}

Agora, tomando-se o limite quando N — oo na igualdade (2.63), e usando-se novamente

critério de Wall para sequéncias maximais (dado no Teorema 1.10), obtém-se

M
-0 Q" — 1  ou, equivalentemente @n — 1o

g1,0 Rn ’ R_n Ml,O’

ja que

Por outro lado, de (2.61), tem-se

Qn A(1)
AL
R, 1+ A1)
Dai, como g1 = (1 — 0)M, 9, a unicidade do limite garante que

A1) g0 (1=0)Miy
1+ A1) M M o

—1-9,

de onde segue que
1

T I+ A1)

o que conclui a prova do teorema para o caso z = w = 1.

Para mostrar que o resultado também é valido para todos os pontos da forma

z = w = e (ndo apenas para z = 1), ou seja, para os pontos do circulo unitario C,

considera-se os polinémios monicos {S,(w; z)}, definidos por

Sp(w; z) == w "Sy(wz), n>1 (2.64)
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Da ortogonalidade dos polinomios S,,(z) e da defini¢ao de S,,(w; z) dada em (2.64), pode-se

verificar, facilmente, que

| St ws dtand) = G,

c

de onde segue que S,(w; z), n > 0, sdo os polindmios monicos de Szegd associados com a
medida p(w; .), definida por p(w;z) := p(wz). Pelo que jé foi provado na primeira parte,

a medida p(w;-) tem um ponto puro em z = 1 se, e s6 se,

Z [H 11 —713_1‘;0 1)(04]’)1’(210 DI ~ Aw: 1) = Aw) < oo, (2.65)

n=

onde a,(w; ) = —=Sp41(w;0) e T, (w; 1) = Sy (w; 1)/Sk(w; 1), n > 0. Além disso, o tamanho

da massa no ponto z = 1 é dado por [1 + A(w)] ™t

Notando-se o polindmio reciproco de S, (w; z) = w5, (wz) é dado por S} (w; z) :=
2"S,(w; 1/Z) e considerando-se o polindmio reciproco de S,(z), isto é, Sk (z) = 2"S,(1/2),

tem-se, para n > 0,

Sp(w; z) = 2"Sp(w; 1/2) = 2"w= 5, (w(1/2)) = (wz)"Su(1/(wz) = S, (wz),

isto é, S¥(w;z) = Sk(wz), n > 0, onde neste caso leva-se em consideracdo que w = 1/,

ja que ww = |w|* = 1. Agora, observe também que

an(w;) = =S, 11 (w; 0) = w=+D . [—S, 1 (0)] = w" M, n>0, (2.66)

Sp(w;1) w8y (w)
Sp(w;1) — Si(w)

To(w; 1) = =w "1, (w), n>0. (2.67)

Finalmente, de (2.65), (2.66) e (2.67), pode-se afirmar que a medida u(w;-) tem
um ponto puro em z = 1 (isto é, a medida p tem um ponto puro em z = w, ja que

p(w; 1) = p(w)) se, e so se,

— |77 |1 = 71 (w; Doy (w;)
o0 > Aw) = ; ]1;[1 1= Joy_q (w;)]? ]
_ i ﬁ 11— wl_jle(w)w‘jOéjﬂQ]
n=1 j 1 1- ‘ijé',lp
— i H 1 —wrj1(w)a;- 1‘2]
n=1 1- ‘O( 1’2 ’

onde o tamanho da massa no ponto z = 1 é dado por [1+\(w)]™}, e isto completa a prova

do teorema. O
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Observacao 2.3. Note que a partir da igualdade em (2.11), tem-se

[1 — wrp(w)a][1 4 Tt (w)aw] = [1 — wry(w)an][1 + Tnat(W)an] = 1 — |an]?, n >0,
(2.68)
de modo que a série em (2.58) pode ser reescrita como

gy 1 —wrj(w)oj—q I — o
Z [H L ] ou Z [H]1+TJ| 2 1‘2]

n=1 |Lj=1 L+ Tj (w)aj—l n=

De fato, de (2.58) e (2.68), obtém-se

1—w7]1 oG- 112 > - l—wle a1 ||l — w1 (w)a;—q
Z[H' vl 1>|2 |] _ Z{H w)aj ]| (w) ]}

no Lo [ —wraa(w)aga][l + 7(w)aj]

St

n=1

::]:

U)’T] 1 Oé] 1:|

§=0 1+T]( a1

ou

ZOO lnll—w% 1(w)oy 1|2]
_ 2
n=1 Lj=0 1 ‘Oé 1|

= [ 1 — oy 1?1 — w7 a1
=Z{H (1 oy P — 7). }

nm Ujzo 1 — 070G ][+ 75(w) oy ][1 + 755 (w)a—1]

s i)

Para encerrar os principais resultados deste capitulo, apresenta-se, a seguir, um
outro teorema que é consequéncia dos resultados estabelecidos ao longo deste capitulo.
Tal teorema fornece uma caracterizacao para OPUC em termos de duas sequéncias reais
{en}oo, e {d, }°,, onde {d,}2, é também uma sequéncia encadeada positiva. Esse resul-
tado configura-se, segundo Costa, Felix e Sri Ranga [6], como um teorema do Tipo Favard
para o circulo unitario, e confirma a caracterizacao apresentada no inicio da presente secao

(veja relagoes em (2.37)).

Teorema 2.5. (a) Dada uma medida de probabilidade nao trivial p no circulo unitario,
entao, associado a esta medida, existe um tnico par de sequéncias reais {{c,}>> ;;
{d,}22,}, onde {d,}5°, é também uma sequéncia encadeada positiva. Especifica-
mente, se {a, 122, é a sequéncia de coeficientes de Verblunsky associada a p, e se a
sequéncia {7,}22, é tal que

1 _Tn—lan—l
7'0:1 e T,=——" nZl,
11— Tpn—10p—1
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entao mg =0, e

—Zm(Tp_10_1) I T R -1
Cp = e m, = — ., o n>1,
1 —Re(Th_10,1) 2[1 — Re(mn_10tn-1)]

onde {m,, }°° , ¢ a sequéncia minimal de parametros de {d, }2° ;. Ademais, a sequéncia
maximal de parametros {M,,}5°, de {d,,}>° ¢ tal que Mj é o valor do salto na me-

dida em z = 1.

(b) Reciprocamente, dado um par de sequéncia reais {{c,}22;{d,}>>,}, onde {d, }°,
é também uma sequéncia encadeada positiva, entao, associado a este par, existe
uma unica medida de probabilidade nao trivial g com suporte no circulo unitario.
Especificamente, se {m,, }2° ; é a sequéncia minimal de parametros de {d,, }22 ,, entao

Tv=1,e

S 1 —=2m, —1c, o T_l—z'ch
n—1&n—-1 — . n — - n—
1—1ic, 1+ic,

1, n=>1

Além disso, a medida tem um salto My em z = 1, onde {M,}2°, é a sequéncia

maximal de parametro para {d,}> .

Demonstragao. Observe que para obter a parte (a) do teorema basta escolher a sequéncia
encadeada positiva {d,, }°°, tal que dy := g1 € dpy1 := di ., n > 1, como no Teorema 2.2.
De fato, neste caso, assumindo que a medida x4 tem um salto 6 (0 < 6 < 1) em z = 1,
segue do Teorema 2.3 e de (2.56) (veja também (2.57)) que g1 = g% =(1- 5)g§?3. Além

disso, {gﬂ}fﬁzo ¢ a sequéncia maximal de parametros para {d;,}>°, e g§?3 > 0, ja que

gﬂ > 0, para todo n > 0. Assim, {d;,}°, é uma sequéncia encadeada positiva nao
unicamente determinada (ou seja, sua sequéncias minimal e maximal de parametros sao
distintas), de onde se pode concluir que, tomando d; = )\gsjo), com0O0<A=1—-0<1,a

sequéncia {d, }°°,, definida acima, é uma sequéncia encadeada positiva com sequéncias

minimal {m, }°°, e maximal {M,,}°°, de parametros satisfazendo

mo:=0 e m,:= g@b_l =Gin-1, n=>1,

)

My:=6 e M,=¢"_,, n>1, (2.69)

e isto completa a prova da parte (a) do teorema (note que o fato de {M,}>°,, definida

em (2.69), ser a sequéncia maximal de parametros para {d,, }°°; segue do critério de Wall,
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dado no Teorema 1.10, juntamente com o fato de que {gﬂ};’fzo ¢ a sequéncia maximal de

parametros para {dy,}o2 ;).

Reciprocamente, considere o par de sequéncias {{c,}>2,{d,}>2} onde {d,}>2,
¢ uma sequéncia encadeada positiva e {M,}>2 ; é sua sequéncia maximal de parametros.
Assim escolhendo, convenientemente, os coeficientes {7, }%, como

n

1 —ic;
=1, T,= L n>1,
0 ]1:[114—7/0]' -

. 0 .
e os coeficientes {ag) oo tals que

—[m(Tnfla,SlO_)1> 1 11— Tn,laﬁf’_)ﬂ?

Cp = € Ml,nfl =
21— Re(Tn,lafTO_)l)

n>1
1- Re(Tn,lag)_)l)

) -

resulta, do Lema 2.1, que existe uma unica solu¢do para {04%0)};0:0 tal que ]a%o)\ < 1,

n > 0, dada por

0 _ 1— 2M1,n—1 — iCn
Tn—1

, n>1.

1—1c,
Portanto, pelo Teorema 1.6, existe uma tnica medida de probabilidade nao-trivial no
circulo unitario para a qual aﬁf), n > 0, sao os seus respectivos coeficientes de Verblunsky.
Mas, uma vez que { M, }>° , é a sequéncia maximal de parametros da sequéncia encadeada
positiva {d,}72,, entdo {M;,}5>, é também a sequéncia maximal de parametros da
sequéncia encadeada positiva {d; ,}22,, de onde segue, a partir dos Teoremas 2.2 e 2.3
(veja também igualdades em (2.56) e (2.57)), que a medida obtida tem um salto 0 em
z = 1 e, portanto, pode-se representar essa medida por x(*). Em consequéncia, a medida
associada as sequéncias {c,}2>, e {d, }>°, fornecidas, é a medida pu®, com ¢t = M, (uma

das medidas da familia de Uvarov de x(?), definidas pela igualdade em (2.38)), dada por

/C F(2)dp™ (2) = (1 - My) /C F(2)duO(2) + Mo f (1), (2.70)

Mo)

Agora, basta observar que a medida u™)  associada as sequéncias {c,}>°, e {d,}>,,

tem salto My em z = 1. Com isso, conclui-se o item (b). O

Observagao 2.4. A medida p possuir salto “zero” em z = 1 é equivalente, pelo Teore-
ma 2.5, & medida ter as sequéncias minimal e maximal de parametros (da sua associada

sequéncia encadeada positiva) coincidindo.



64

2.3 Um exemplo

Encerra-se esse capitulo com um exemplo que ilustra, de modo mais conciso, os
principais resultados discutidos e estabelecidos nas segoes anteriores. Para isso, serao
utilizados alguns conceitos assenciais como o da fungao especial Gama e o de séries hiper-
geométricas. Para mais detalhes sobre funcoes especias, indicamos os textos de Andrews

Askey e Roy [2] e Conway [3].

Considere as sequéncias {¢,}°°; e {d,}°°, dadas por

g

n: ) 217 271

¢ A+n " (271)
12X+ 1 1 n2\+n+1)

di =dy(t) = = 1—t Aoy =~ L on>1, (272

onde \ > —1/2, yeRe0<t<1.

Primeiro observe que os polinémios R,,, gerados a partir das sequéncias {c,}22
e {d,}>2, por meio da relagao de recorréncia de trés termos no Teorema 2.2, sao dados
explicitamente de seguinte maneira:

(2A +2),
A+1),

onde b = X\ + . De fato, considere a identidade de Gauss para relacoes contiguas

R.(z) = 2B (=, b+ 150 +b+2;1—2), n>1, (2.73)

(c—a)Fi(a—1,b;¢;2) = (c—2a— (b—a)z)oFi(a,b;c;2) + a(l — 2)2F1(a+ 1,b;¢; 2),

n b n " . o

onde o Fy(a,b;c;2) := fo()%(z)' , n > 1, (veja, [2]). Em seguida, tomando-se
) nl

a = —n, trocando-se b por b+ 1 e considerando-se ¢ = b+ b+ 2 e z = 1 — 2, observa-se

que

2A+2+n)oFi(—n — 1,b+1;b+b+2;1 — 2)
=R A+24+2n— A+ 1+idx+n)(1—2)] 2Fi(—n,b+1;b+b+2;1 - 2)

—nzoF(—n+1,b+ 10+ b+2;1— 2).

Dali,
(2>‘ + 2)n+1

(A“i_]-)n—f—l
A+n+1DE+1)+iyv(z—1)] 2A+2), -
= Fy(—n,b+1; 21—
p\— 0, 1(—n, b+ 1;0+ b+ 2; 2)
n2A + 1+ 122\ + 25y _
— Fi(-n+1,b+104+b+2;1—2),
D+ DT 1), 2 )

oFi(—n—1,b+1;0+b+2;1—2)
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ou, ainda,

(2A +2)n i1
(/\+1)n+1
A+n+1l)z4+ivz+A+n+1—diy] 2A+2), -
= Fi(—n,b+1;0+b+2;1—

Arn+1 A+1), ° 1= b Lib+ b4 21— 2)
n2A+n+1)z(2A + 2),—1 -
- Fi(—n+1,b+1;04+b+2;1— 2).

2B (—n—1,b+1;0+b+2;1—2)

Consequentemente,
(2A + 2) 41 —
———— o Fi(—n —1,b4+ 10+ b+ 2;1 —
()‘+l)n+1 2 1( " Z)
. .Y (22X +2), -
=(|1+it———— 1- Fi(—n, b+ 1;0+0+2;1 —
[( +2A+n+1>z+< Z>\+n+1)] Ot 1), 2 bt Lot b+ 21 —2)

n@2A+n+ 1)z (2\+2)n s _
— Fi(— Lo+ 1;04+b+2;1—

ou seja,
(2A + 2) 541
<)‘ +n+ 1)n-i-l

2P (—n — 1,0+ 1;04+b+ 21— 2)

20+ 2), -
:[(1+20n+1)2+<1—20n+1)]ﬁgFl(—n,b—Fl,b‘i‘b‘i‘Q,l—Z)
(2N + 2),1 -
Ady T P L LD 21— ), n> 1,
117 ()\+1>n_1 2 1( n —+ + +0+ Z) n

de onde segue que os polinémios R,(z), expressos como em (2.73), podem ser gerados
pela relacao de recorréncia de trés termos acima, exatamente como no Teorema 2.2, com

Ro(z) =1e Ri(z) = (1 +ic)z + (1 —icy).

Os coeficientes d,, 1 = dp+1, 7 > 1, sao os mesmos coeficientes como na férmula de
recorréncia (1.9) para os polinomios ultraesféricos (veja Exemplo 1.3). Entao, é conhecido
na literatura que {d;,}°°, ¢ uma sequéncia encadeada positiva e sua sequéncia minimal
de parametros pode ser dada em termo dos valores dos polinomios ultraesféricos avaliados
em z = 1. A sequéncia de parametro maximal de {d; ,}3°, ¢é cogitada para ser {M; ,}>°,

onde
B 120 +n+1
2 A+ n+1"7

De fato, obtém-se 0 < M;, < 1, n > 0, como resultado da condi¢cdo A > —1/2 e, para

Ml,n n Z 0.

n > 1, tem-se

120 4+n\ 122 +n+1
1— M, )M = 1—— -
( tn-1) M ( 2)\—|—n)2)\—|—n+1
1 n2A+n+1)
AA+n)A+n+1)

- dn+1-
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Além disso, ainda supondo que A\ > —1/2; tem-se também que

: = > , n>1,
1—»M, n—+1 n+1

de onde segue que

Z[Hg_zl\}lj] -
- ,

de onde resulta, pelo critério de Wall (veja Teorema 1.10), que {M;,}22, ¢é de fato a

sequéncia maximal de parametros de {dy ,}2 ;.

Em consequéncia disso, pode-se dizer que {d,}°2; é uma sequéncia encadeada

positiva, com sequéncia maximal de parametros {Mff)};’f:o dada por

12X +n
M =t MO = M, == > 1
0 € n Ln-17 5 N+n’ =z 4,
e sequéncia minimal de parametros, {m,(f )};’ZOZO, satisfazendo
120 +1
mi) =0, mi=di(t) = 55— (1=1) e mby=dua/(-ml).  (274)

Agora, pelo Teorema 2.5 (item (b)), associado com as sequéncias {c, }22; e {d,}32, existe
uma unica medida de probabilidade nao-trivial, com suporte no circulo unitario C, deno-

tada por u') cujos respectivos coeficientes de Verblunsky {ag)}fzo sao dados por

. 1-— QmS) —icy,
onde p=1c¢e B
1 —ic, +1),
= — Ty , > 1. 2.76
™S T e, " (b+1), " (2.76)

Realmente, como b=\ + iy e

l—ic, (A—iy+n) b+n

= = >1
1+ic, (A+iy+n) b+n’ =5
implica que
1-— zcn (1 —icy) (1 —ic,— 1)
Tn = Tn—1 =
1 +ic, (I +ic,) (1 +ic,— 1)
(1 —ic,) (1 —icy—y) (1 —icy)
= 7—0
(1+icy) (1 +ic,—1)  (1+icy)
G+ n)(b+n—1) (b+1) (b+1),
b+n)(b+n—1)"""(b+1) (b+1),
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Finalmente, quando 0 < t < 1, é possivel verificar que a medida p®, obtida
anteriormente, também tem um salto ¢ em z = 1 (ou seja, tem um ponto puro em z = 1
de massa t). Para ver isso, considera-se primeiramente a medida x(?), obtida da sequéncia

encadeada positiva cujas sequéncias maximal e minimal de parametros coincidem, ou seja:

12
_ MO — 22 s (2.77)

0 0
m(()):Mé):(] e mg)) n S n >

Consequentemente, como ¢, = v/(A+n), n > 1, da expressao para agll dada em (2.75)

obtém-se,

L= i | A+ 1+ iy)en ( —A—iy ) ()
n—1 - .
(b+1),

- A+ n—iy
(0)

n_1 sao os coeficientes de Verblunsky

Conforme consta em Sri Ranga [15], as constantes «
associados com a medida de probabilidade nao trivial, (¥, dada por

- _ do
A (e) = oVl P fen(0/2)) 5

onde a constante o® é tal que

- 2
S0 — ot _ IPAFAT D) 5 o
T2A+ 1)

Também a partir de [15] tem-se que os OPUC monicos sdo dados, explicitamente, por

22X+ 1),
(b+1),

onde b = A\ +ivy. Assim, pelo Teorema 2.3, a medida u® (sendo uma das medidas da

SO (z) =

n

2B (=, b+ 10 +b+1;1—2), n>1, (2.78)

familia de Uvarov de p(®) com salto de tamanho ¢ e z = 1) pode ser dada da seguinte

forma.
/C f(@du®(z) = (1-1) /C F(2)du® (=) + £ (1)
- a-nf " () du® () 1 t£(1)

B (12; t)a(b) /027T f(e®)e sen®(0/2)d0 + tf(1). (2.79)

A respeito do que se acabou de fazer acima, cabe ainda uma discussao adicional

referente ao caso particular em que \ = 0:

(i) A sequéncia de pardmetros minimal {my )} é dada como

_oo St Sy 2.80
BRI P VAR (280)

m(()t) =0,
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(ii) A medida associada para este caso, bem como os respectivos coeficientes de Ver-

blunsky, sao dados respectivamente por:

/ f(2)dp®(z) = Ma(i“’) /2” f(e®)e%do +tf(1) (2.81)
c 2m 0

a t (1 + i’y)nfl |: nt

- 14 (n—1)t

i > 1. 2.82
L (=i, w] S (2:82)

Com efeito, considerando a expressao para d, (com A = 0) dada em (2.72) e a

expressao para m,, dada em (2.77), vé-se que my = dy(t) = %(1 —t),

m(t): do :1 1 m(t): ds :lﬂ . m(t): dy :11+2t
2ol 21+ 0 0 2142t Trom 2143

onde d,y; = 1/4 para todo n > 1. Logo, seguindo esse padrao, pode-se mostrar por
indugao que
T W 214 (n— 1)

n>1

?

o que comprova (i) j& que my = dy(t) = 3(1 —t). Para provar (ii) basta observar que,
para este caso A = 0, (2.81) segue diretamente de (2.79) e que sendo ¢, = v/n, n > 1
(veja (2.71)), tem-se por (2.75), (2.76) e (2.80) que

ol _ (14 47y)n1 [1 - }igzjgi - Z%
et (1 —iy)p1 1—i2
B (1+iv)n_1 n[l+ (n—2)t] .
G M CER) [ ERECES ”]
(I Hiy)pa { nt _ }
(=), |1+ (n—1) 7

Agora, usa-se a medida especial u) (onde A = 0) dada por (2.81) para dar uma
justificativa do resultado dado no Teorema 2.4. Para isso, mantém-se a notacao para os
polinomios de Szegd, Sy(f), com respeito & medida p® e observa-se que, em particular,
quando t = 0 os polindmios de Szegd associados & medida ;%) sdo dados, a partir de

(2.78), por
!
Sﬁlo)(z) = ﬁ 2F1(—n,1—|—2'y,1,1—z) (283)

Com isso temos
SOy sV (1 =iy,

= = ——  n>0
s 1)y SOy (4

— Y

Tp =



69

pois como
! n!
SO1) =SO1) = ———  §®(1) = 50 (1) = 5P (1) = —=
) =S00) = S0 =500 = 500) = 2
e T =1 (veja Lema 2.2), resulta que
0. s9(1) _ S9(1) _nl/(A+iy), (1 m)n.
sty sy nl/A—iv)a (14
Consequentemente, usando-se (2.82), tem-se
W _ 1 jt . > 1
K Wﬂ7L+U—thﬂ’]_’
e
w _ 1 Jt . .
R j+m[1+@—nt ”} 7=
ja que (1 £idv); = (1 £47y);_1(j £ iy). Dai, obtém-se
. 1 . 2 . 2 .9 1 . 2 19
-7, = [ L+ G~ 2)]] } __ 7l ;F(J 2)j] izl (28d)
G =+ G -1 7 =P+ (G = 1)1
¢ 2
OR? J[L + jt] } 571 + jt] ’
1+7"Oé~_ :|: - " . = T . . ) J217
sl G G- D) TG el G- D

de onde também segue que

a2 = 7°[1 + (G — 2)4][L + jt]
|J — P+ (G — D>
De fato, pode-se calcular as duas primeiras igualdades da seguinte maneira:
1 gt : 2
Ty [H(j—l)t _”}
_ ’(j—z‘v)[lw—l)t]—jt+w[1+<j—1>ﬂ ’
=+ G —1)
::{ J[L+ (G = 2)J] }2
=i+ G =1
F*[1+ (G —2)j]?
=P+ (G — Dif?

(2.85)

11— 7 =

2

1 jt
1+7a9 12 = 1 —
SRE A T D

(j+ )L+ (G — Dt +jt —ir[L+ (j — Di]|?

U+l +G -1

iM+G-=0t+1 |?

J+iy)[l+ (G -1
721+t

(G + i) P[L+ (5 — )t

_’ Lt + it
G+ -1
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Ja a tultima, dada em (2.85), resulta de (2.11) (com w = 1), isto é, de
1= rafl+ mey = 1— gy > 1,

e do que se acabou de provar, ja que neste caso

Jl1+ (5 = 2)/] J[1 + jt]
(= + (=Dt (G +iy)[1+ (§ — 1)1]
72+ (G — 2)t][1 + jt]
= iyP+ (5 — D>

t t
L= a2l = [1 = 7101+ 02|

Como consequéncia de (2.84) veja que

t . . . .
L o Y Lo ) R Bl O
1=l 2 P+ G =29+ jt] 14 jt

;g2

de onde se obtém

N n t
Z H 11— Tj—lO‘ge)ﬂQ
(®) |2

el R S ) S
AN ey )Y
—;_3:1 1+ jt ]
_iu_t) 1 (146 (1+2) [+ n=3)[1+(n—2)t
= () (T 20) (14 3E) T+4t 1+ (n—1)¢t] [1+nt
al 1
== [[1+ (n— 1)1 +nt]] ' (2.86)

Portanto, como esperado, quando ¢ = 0 esta série diverge quando N — oo. Entretanto,
quando 0 < t < 1, desde que a série do lado direito da igualdade em (2.86) pode ser

reescrita como

N 1/t 1/t
! _t>nz {[1+(n— ne [1+”t]} |

resulta que

[ el [ L/t
Z[H 0 ]:“‘t)z{[u(n—l)ﬂ_[1+nt]]'

Em consequéncia,

’1_7_] 1ag 1’2 t 1—-1
S f5e] 22

o que, segundo o Teorema 2.4, garante que a medida u¥ tem um ponto puro em z = 1

com tamanho da massa nesse ponto igual a [1 +A®]™' = [14 (1 —¢)/t] 7' = [1/t]7! =



CONSIDERACOES FINAIS

O estudo dos polinémios ortogonais no circulo unitario vem se fortalecendo, ao
longo dos anos, devido a sua grande aplicacao em diversos contextos em Matematica. Por
essa razao, nao ¢ de estranhar que varios pesquisadores vem se dedicando cada vez mais
a explorar essa rica teoria. Dos importantes resultados ja consolidados nesse campo de
estudo, podemos destacar o conhecido Teorema de Verblunsky, no qual relaciona uma me-
dida de probabilidade nao trivial no circulo unitario a uma (inica) sequéncia de ntimeros

complexos {a, }2°,, os coeficientes de Verblunsky.

Em Costa, Félix e Sri Ranga [6], os autores mostraram que através da teoria das
sequéncias encadeadas positivas, pode-se caracterizar também uma medida de probabi-
lidade no circulo unitdrio por um par de sequéncias reais {{c,}°2;{d,}°>,}, sendo que
{d, }n=1 é uma sequéncia encadeada positiva. Em relagao a essa nova visao langada sobre

a teoria dos polinomios ortogonais no circulo unitario, fizemos a presente dissertacao.

O primeiro resultado de destaque, foi mostrado no Teorema 2.1, no qual, os po-
linémios nicleos monicos P, (w; z) satisfazem a uma relagao de recorréncia de trés termos,
0 que nem sempre ocorre com polinomios ortogonais no circulo unitario. Em seguida, apds
definirmos os polinomios R, (z), em fungao dos polindémios P,(1;2) (que sdo um caso par-
ticular dos P, (w;z)), provamos que estes tltimos também satisfazem a uma relagao de
recorréncia de trés termos. Isto estd no Teorema 2.2, onde vemos a primeira apari¢ao
das sequéncias reais {c¢, }22, e {d,}22, como coeficientes dos R,,(z). Além disso, também
mostrou-se que a partir do par de sequéncias reais {{c,}>% ; {90} 122, onde {g,}>2,
étalque 0 < go<1le0<g, <1paran > 1 (o que garante que esta sequéncia pode
ser usada para determinar uma sequéncia de parametros para uma sequéncia encadeada
positiva {d; ,}72,) permite obter uma sequéncia {f,}°,, onde |3,| < 1 paran > 0 (que
pode ser tomada para ser uma sequéncia de coeficientes de Verblunsky associada a uma

tnica medida p) dada, explicitamente, da seguinte forma

1 =2g, —1ic,

15} n > 1.

)

1—1c,
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Considerando-se uma medida de probabilidade p com salto § (0 < 6 < 1) em
z = 1 foi possivel definir uma familia de medidas x® para 0 < ¢ < 1. Com relacdo aos
momentos asssociados a essas medidas, vimos que eles nao se alteram, isto ¢, dado um salto
§ (0 < < 1) chegamos que u’ = pu,. Isso foi particularmente relevante, pois permitiu

enxergar-se que S, (z) = Sﬁlt)(z) donde resultou que Pét)(l; z) = P,(1; 2), =1, e

(/{S))*Q[l — Tnag)] m;z[l — Tpvy] > 1
— n .
1—t 1—t ’ -

Combinando-se esses resultados com a sequéncia dada por

o 1 [1—7alP

g n )
b 21— Re(Tnoz,(f))

n >0,

t / N . ~ N .
onde 0 < ¢ < 1, mostrou-se que {g\”, }2° | ¢ uma sequéncia de pardmetros para a sequéncia
: 0 . - . .
{d1,}5%, e, em particular, que {gi T)L}jffzo é a sequéncia maximal de parametros para essa

mesma sequéncia encadeada.

Um outro resultado importante estabelecido nesse trabalho foi em relacaoo aos
pontos puros da medida p. Mostrou-se que essa medida de probabilidade tem um ponto

puro em w (Jw| = 1) se, e somente se,

Neste caso, o tamanho da massa no ponto z = w é dado por ¢t = [1 + A(w)]~!. Tal fato

representa uma caracterizacao dos pontos puros de uma medida .

Como consequéncia dos resultados mencionados anteriormente, chegou-se na afirmacao
mais importante do trabalho que consiste em um teorema do tipo Fvard. Segundo esse
resultado, dado uma medida de probabilidade nao trivial no circulo unitario, pode-se
obter um par de sequéncias reais associado, onde uma delas é também uma sequéncia en-
cadeada positiva; reciprocamente, dado um par de segéncias reais, onde uma delas é uma
sequéncia encadeada positiva, entao, pode-se recuperar uma medida de probabilidade nao
trivial no circulo unitario. Com isso posto, sendo {S,(z)} a sequéncia de OPUC ménicos
associados & medida pu, {a,}°°, os coeficientes de Versblunsky e {{c,}>% ;;{d,}>2,} um
par de sequéncias reais, com {d, }°°,} sendo uma sequéncia encadeada positiva, obteve-se

a seguinte caracterizagao:

{Sn(2)} = p = {a};l = {alili{dnlil}-
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Para mostrar uma aplicacao da teoria discutida no trabalho, na tultima secao
foi apresentado um exemplo explicito envolvendo as sequéncias {c, }22, e {d,}>2 ;. Os po-
linomios R, ali obtidos eram tais que seus coeficientes d ,, = d,,+1 m > 1 eram os mesmos
coeficientes como na férmula de recorréncia para os polinomios ultrasféricos, de onde
pode-se concluir que {d,}32, era uma sequéncia encadeada positiva e obter, também,
sua sequéncia maximal de parametros, resultado confirmado pelo critério do Wall. Con-
sequentemente mostrou-se que a sequéncia {d,}>°, dada no exemplo era, de fato, uma
sequencia encadeada positiva, com sequéncias maximal e minimal de parametros conhe-
cidas. Além disso, usou-se a caracterizacdo dada acima para obter a medida p®, com

< {dﬁf’};’;l} bem como obter seus

0 <t < 1, associada ao par de sequéncias reais {{c,}22;

respectivos coeficientes de Verblunsky de forma explicita. Observou-se também, com os
resultados estabelecidos, que para este exemplo, a respectiva medida x® tinha um ponto

puro em z = 1 com tamanho de massa ¢, obtido também explicitamente.

Em suma, o principal objetivo da presente dissertacao é o de servir como um
texto introdutoério, e simples, para aqueles que pretendam ingressar na recente teoria dos
polinomios ortogonais no circulo unitario via um par de sequéncias reais. Por essa razao,
procurou-se demonstrar todos os resultados abordados da maneira mais clara possivel,

mas sem deixar de lado o rigor mateatico presente desde o inicio do trabalho.
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