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RESUMO

Neste trabalho provaremos a existéncia e unicidade da solugao forte do problema de Cauchy

em L?(Q) cuja equacio diferencial parcial é modelada por

d?u 9 du
e 1) = MVl )2 Au(a, 1) + 65

u(z,t) =0 emI' x [0,T]

Z(w,O) =up(z) em
%(x,O) =ui(z) em

(x,t) =0

em que § é uma constante positiva pequena, M(s) é uma funcao de classe C1,  é um
aberto e limitado com fronteira I'.

Além disso, demonstraremos o decaimento exponencial da solugao do problema acima.

Palavras-chave: Anélise Funcional; Equacao Diferencial Hiperbdlica; Método de Galer-

kin; Teoria das Distribuicoes.



ABSTRACT

This academic production we will prove the existence and uniqueness of the strong solution

of the Cauchy problem in L?(2) whose partial differential equation is given by

d*u du
O (1) — M|Vl ) [2)u(e 1) + 50
u(z,t) =0 emI' x [0,T]

zctl(x,O) =up(z) em
%(x,O) =ui(z) em

(x,t) =0

where § is a small positive constant, M (s) is a function of class C'!, Q is an open bounded
one with boundary I'.
Furthermore, we will demonstrate the exponential decay of the solution to the above

problem.

Keywords: Distribution Theory; Functional Analysis; Galerkin’s Method; Hyperbolic

Differential Equation;
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Notacoes

derivada de ordem « de u;

suporte de f;

conjuntos das fungoes continuas u : 1 — C com suporte compacto;
conjunto dos funcionais lineares continuos sobre D(£2);
fronteira de €Q;

conjunto das fungoes localmente integraveis;

conjunto das fungoes u : @ — R tal que ||ul[P é integravel;
dual de X;

espaco de Sobolev de ordem m;

norma referente ao conjunto X;

produto interno referente ao conjunto X;

imersao continua;

imersao compacta;

conjunto das fungoes v : [0,7] — X integraveis a Lebesgue;
conjunto das fungoes continuas w : [0,7] — X

laplaciano de w;

graidente de u;

convergéncia forte;

convergéncia fraca;

convergéncia fraco estrela.



Introducao

As pequenas vibragoes transversais de uma corda elédstica esticada de comprimento L,
fixada nas pontas, quando supomos que a tensao em cada ponto da corda é constante, é

modelada por:
9%u 70 0%u
EEAR Ay

onde 79 € a tensdao, m ¢ a massa da corda e u(z,t) denota o deslocamento vertical do ponto

(x,t)=0, 0<z<L, t>0; (1)

x da corda no instante t. Esse modelo foi introduzido por J. d’Alembert em 1746 e foi a
primeira equagao diferencial parcial. A dedugao da equagao (1) pode ser encontrada em
L. A. Medeiros e M. Milla Miranda em [1].

Um dos modelos nao lineares para estudar o fendbmeno acima é o seguinte

9%u T0 oE (L /0u 2 9%u

() — | 2+ — —(z,t)) dz| == (z,6)=0, O<axz<L, t>0; (2

ot? (z,) [m+2mL 0 8:):(33 )) de 8w2(x ) v @)
onde E é o moédulo de Young do material da corda e o a 4rea da secao transversal da
corda na posigao de repouso. A equagao (2) foi introduzida por Kirchhoff [2].

Uma significativa generalizagao de 2 no caso n-dimensional é dada por

2 n 2
gtg(a;,t)—M<Z/ (55) dm) Au(z,t) =0 z€Q, t>0 (3)
i=1 79 ¢

onde M (A) é uma funcdo real ndo negativa e  é um dominio limitado de R"”. A fim de

formular o problema misto para a equacao (3) adicionamos as condi¢oes de contorno
u(z,t) =0, zel, t>0 (T éa fronteira de Q) 4)

e as condicoes iniciais

u(z,0) = up(z) %(m, 0) =ui(z), € (5)

A maior dificuldade do problema (3)—(5) é provar que ele possui solugao global, ou
seja, solugoes definidas para todo t > 0. Solugoes locais do problema (3)—(5) (por exemplo,
solucoes definidas em um intervalo finito) quando os valores iniciais ug e u; tém somente
um numero finito de derivadas (e pertencem ao espaco de Sobolev em §2) podem ser

encontradas em [3, 4, 5, 6, 7, 8]. Todos os resultados mencionados acima admitem um



conjunto aberto limitado. No caso em que nao é necessariamente limitado veja [9, 10]

E importante mencionar que a existéncia de solugdes globais do problema (3)—(5) com
ug e up pertencentes aos espagos de Sobolev é um problema em aberto. Uma maneira para
superar tal dificuldade é se perturbarmos a equagao (3) com um termo de dissipa¢ao ou
amortecimento (estabilizagao interna).

Neste trabalho iremos analisar a existéncia e unicidade de solugoes fortes globais para

a equacao da onda com dissipacao friccional
u'(t) — M(||Vul|®)Au(t) + 6u/(t) =0 (6)

com as condigoes de fronteira u(0,¢) = w(L,t) = 0, t > 0 e com as condicoes iniciais

u(z,0) = up e v'(z,0) = ui(x), 0 <z < L, onde ' = 88757 D = % =VeD?=A. Além
disso, 6 > 0, Q2 C R™ é aberto e limitado possuindo fronteira suave 92 = I e a fungao real
M(s) é de classe C* tal que para todo s > 0, M(s) > 3+ ks com 3, k > 0. Sempre que
nao houver ambiguidade, usaremos u ou u(t) em vez de u(z,t).

Baseamo-nos principalmente em [4] (MEDEIROS e MILLA MIRANDA), [11], [12],
[13]. No capitulo 1 apresentamos as nogoes bésicas sobre distribuigdes, espacos LP e espagos
de Sobolev. Nogoes estas que servirao de alicerce para o que se segue no texto. Além
disso, dedicamos uma segao para resultados (principalmente desigualdades) de grande
importancia no desenvolvimento das contas. No capitulo 2 demonstramos existéncia e
unicidade da solucao forte local da equagao de Kirchhoff. No capitulo 3 demonstramos a
existéncia, unicidade e decaimento exporencial da equacao de Kirchhiff fracamente dissi-
pativa pelo método de Galerkin. No capitulo 4, deixamos um resultado sobre equacao de

Kirchoff com limite na fronteira que pode ser utilizado para pesquisas futuras.



Capitulo 1
Nocoes Basicas

Seja a = (ay, ..., ) € N™ uma n-upla de inteiros nao negativos que chamaremos de

multi-indice. Denotaremos por:
n
la] = g o; e al=oa1l...ap!
=1

Denotaremos o operador derivagao em R"™ por::

olal

N 0%y - 022y ... 0% 1,

Da

1.1 Funcoes Testes

Quando estudamos fungoes precisamos definir o dominio destas e é nesse sentido que

trabalharemos com o espaco das fungoes testes.

Definigao 1.1.1. Seja f uma funcao continua definida em Q C R™. O suporte de f(z),
suppf, é o fecho em © do conjunto dos pontos = € Q tal que f(z) # 0, isto é,

suppf = {z; f(z) # 0} NQ.

Definigao 1.1.2. Seja 2 C R™ aberto. Denotamos por C2°(€2) o conjunto das fungoes
teste em 2, ou seja, o conjunto das funcoes a valores complexos indefinidamente dife-

renciaveis e com suporte compacto em ().

Muitas referéncias adotam para o conjunto das fungoes indefinidamente diferenciaveis

e com suporte compacto a notagao D().

Definigao 1.1.3. Uma sequéncia {¢;} de funcoes em Cg°(§2) converge para zero em

C(Q) se

i) existe um compacto K C  tal que suppp; C K, j =1, 2,..., ¢

10



ii) para todo natural m, as derivadas m-ésimas das fungoes ¢; convergem para zero

quando j — oo.

1.2 Distribuicoes

Definicao 1.2.1. Seja Q@ C R™ aberto. Um funcional linear continuo u : C°(2) — R é
dito uma distribuigao em Q, ou seja, dados ®1, ®2 € C°(22), A € R e {®;} uma sequéncia
em C°(Q), se u: C°(Q) — R satisfaz

w(P1 + AP2) = u(P1) + Au(P2);
o se ; = 0 em CX(Q), entao u(P;) — u(0).

entdo u é uma distribuigdo. Denotaremos o espago das distribuigoes em Q por D'(Q) e
u(®) = (u, D).

Exemplo 1.2.2. Seja f € L], (Q). Entao T definida por
(Ty, @ / f(z ) dz, ¥z € C*(Q)

¢ uma distribuicao.

Com efeito, Ty é linear. Dados ®1, ®2 € C°(2) e A € R, temos:

<Tf, P, + /\(I)2> = / f- ((I)l + A(I)Q) dx

- /f(I)l d:c+)\/f<1>2 d
= (T}, @1) + NIy, @2)

e Ty é continua: se ®; — 0 em CZ°(2), entao

|ty o
supp®;

onde K é um compacto que contém o suporte de ®;, j =1, 2,....

[Ty, ®5)] =

< sup |<1>j<x>|/ F(@)] dz = 0
reK K

Teorema 1.2.3. Se f, g € L} () e sdo tais que
Ty, ®) = (T, &) V& eCE@)
entdio f =g q.t.p.
Demonstragdo. Vide [14]. O

Lema 1.2.4 (Du Bois Raymond). Seja u € L} (). Entdo para todo ® € C°(),

Jo ul ) dz = 0 se, e somente se, u = 0 quase sempre em §2.

11



Demonstragdao. Vide [15]. O

Definicao 1.2.5. Seja T' uma distribuigdo sobre €2 e o um multi-indice. A derivada D*T

(no sentido das distribuicoes) de ordem || de T é o funcional definido em C2°(2) por

(DT, ®) = (=1)l°lT, D*®) V& e CX(Q).

1.3 Os espacos L”

Nesta secao e ao longo do texto estaremos fazendo uso de z = (z1,...,2,) ser um
vetor de R™ e de €2, um aberto de R".

Definigao 1.3.1. Sejam ¢ < p < o0 e  C R™ um aberto. O espago LP(Q2) é o conjunto

das funcoées mensuraveis f em () tais que

1@ <o

Sobre LP(2) definimos a norma

1£llze = 11l = (e, IF (@))%, se1<p< oo

[ fllco = sup | f ()] se p = 00
e

em que tal supremo é o supremo essencial.
A fungao || - || define uma norma em LP(£2) que o torna completo, isto é, LP({2) é um

espago de Banach que é o resultado do teorema a seguir.
Teorema 1.3.2. LP(Q)) é um espago de Banach.
Demonstragao. Vide [14]. O

E importante deixar claro que os elementos de LP(£2) sdo, na verdade, classe de equi-
valéncia pois a integral nao se altera se mudarmos a fungao num conjunto de medida nula.
Assim, quaisquer dois representantes de uma mesma classe coincidem q.t.p (para quase

todo ponto).

Teorema 1.3.3. Dados 1 < p < oo e um aberto 2 C R". O conjunto das fungoes

continuas em € € denso em LP(Q).
Demonstragao. Vide [15] O

Definigao 1.3.4. Diremos que f : Q — R é localmente integravel em LP(2), denotaremos

fe Ll (), se f for uma fungdo mensurdvel e para qualquer compacto K C €2 tivermos

[ 1@ o <

12



Proposicao 1.3.5. Seja 1 < p < co. Entdo L

loc

(Q) C Lj,o ().

Demonstragdao. Vide [16] O

Teorema 1.3.6 (Convergéncia Dominada). Seja (f)nen uma sequéncia de fung¢ées men-

surdveis em ) tal que
f(x) = lim fu(x)
n—oo

existe para todo x € Q. Se existe g € LY(Q) tal que |fn(x)] < g(x), n=1, 2,... ex € Q,
entdo f € LY(Q) e

nh_)rrolo an(x) dr = /Qf(ac) dz

Demonstragdo. Vide [14]. O

Definicao 1.3.7. Um espago normado X que contém um subconjunto enumeravel e denso

é dito separdvel.

Definigao 1.3.8. Um espaco normado X é dito reflexivo se a inje¢ao canonica
J: X = X"

for sobrejetora, ou seja, Jx(X) = X”. Neste caso, Jx é um isomorfismo.
Proposicao 1.3.9. LP(Q) € reflexivo para qualquer p, 1 < p < co.
Demonstragao. Vide [16] O

Proposicao 1.3.10. Se Q um espaco de medida separdvel. Entdao LP(Q2) € separdvel para

qualquer 1 < p < 0.
Demonstragao. Vide [16] O
Proposicao 1.3.11. O espaco D(R) é denso em L?(2).

Demonstragao. Vide [15] O

1.4 Espacos de Sobolev

Definigao 1.4.1. Sejam 2 C R™ aberto e p um nimero real tal que 1 < p < co. Dado
um inteiro m > 0, chamamos de espago de Sobolev de ordem m, denotamos por WP (),
o espago vetorial das (classes de) funcoes u € LP(2) tais que D% € LP(Q2) para todo

multi-indice a com |a| < m, sendo D%u a derivada de u no sentido das distribuigoes.

Simbolicamente temos:
W™P(Q) = {u € LP(Q); D% € LP(Q) com |af < m}.
Em W™P(Q) defini-se a norma de u por

13



luly = 3 /Q Du(@)P dr,  1<p <o

laj<m

oo = D supess [Du(z)|, p=oc

la|<m
Proposicao 1.4.2. O espago de Sobolev W™P(Q) é um espaco de Banach.
Demonstragdo. Vide [14]. O

Dentre os espacos de Sobolev existe um que é especial. E o caso quando p=2. Este
espaco W™?2(2) recebe uma notacao especial: H™(2).

Verifica-se em [16] que H™(£2) é um espaco de Hilbert munido com o produto interno

(1, 0)) ey = /Q u(@)o(@) do+ Y /Q DOu(x) D (x) da

la|=1

€ com norma

el ey = /Q (@) da+ 3 /Q D*u(a)|? da

la|=1

Definicao 1.4.3. Definimos o espago W;""(£2) como sendo o fecho de D(£2) em W™P(2).
Quando p=2, denotaremos por HF*(2) em vez de W™2(Q).

Proposicao 1.4.4. D(R") € denso em W™P(R"™).
Demonstragdao. Vide [14]. O

1 1

Definicao 1.4.5. Sejal <p<ooel <q< oo tal que — + — = 1. Representaremos por
p q

W~="4(Q2) o dual topolégico de WP (). O dual de HJ*(€2) serd denotado por H ™ ™(2).

Definicao 1.4.6. Definimos por HE () ao niicleo do trago da aplicagao v : H*(Q) —
L3(T), isto é, H}(Q) = {u € H(Q); u(z) =0, V2 € T} onde T é a fronteira de .

O espago H}(Q) é Hilbert quando munido do produto interno

((u, U))Hé(g) = /QVqu dx
e tem norma induzida por
ey = [ V@) do
O dual de H&(Q) serd denotado por H ().

Definigao 1.4.7. Sejam X, Y espacgos de Banach com X C Y e : X — Y a injecao
canonica de X em Y que faz 2 — i(x) = x. Dizemos que a imersao de X em Y é continua

quando existe uma constante C' > 0 tal que ||z||y < C|jz||x para todo =z € X.

Definicao 1.4.8. Sejam X, Y espagos de Banach com X C Y. Dizemos que X estd

compactamente imerso em Y se as seguintes condicoes sao satisfeitas:

14



i) Existe C' > 0 constante tal que ||z|ly < C||z|x para todo x € X;
ii) qualquer sequéncia limitada em X é um pré-compacto em Y.

Denotaremos as imersoes continuas e compactas de X em Y por, respectivamente,

X YeXSY.

Teorema 1.4.9 (Imersao de Sobolev). Sejam Q um subconjunto limitado de R™ (n > 2),

Q de classe C™ e 1 < p < co. Entdo,

np

a) WmP(Q) = L1(Q2), 1 <¢qg< semp < n;

n—mp
b) WmP(Q) — L1(Q), 1 << oo se mp = n;
c) WmP(Q) <= L>®(Q) sen=1em > 1.

Demonstragao. Vide [14] ou [16]. O

Teorema 1.4.10 (Rellich - Kodrachov). Sejam Q um subconjunto limitado de R™, de

classe C' e 1 < p < co. Entdo, as sequintes imersdes sio compactas:

a) Wl,p(Q) <_>Lq(Q); 1<¢g< sep<n.

3
|

Demonstragdao. Vide [14] ou [16]. O

1.5 Espacos de Sobolev que envolvem tempo

Definigao 1.5.1. Seja X um espaco de Banach. Definimos LP(0,7; X) como sendo o
espago de todas as fun¢des mensurdveis u : [0, T] — X tal que |jul/%, ¢ integrdvel a

Lebesgue em [0, 7] com

T
il 0z, = ST Nl dt < o para 1< p < o0
(&
llullzeo,1; x) = sup ess |lu(t)| < oo se p =00

0<t<T

Definigao 1.5.2. Definimos C°(0, T, X) como sendo o espaco de todas as funcoes continuas

w: [0, T] = X cuja norma é

Jullonor; x) = ma lu(®)] < oc.

Teorema 1.5.3. Sejam X e Y espacos de Hilbert tais que X — Y e u € LP(0,T; X),
u' € LP(0,T; Y), 1 < p < co. Entdo, u € C°(0,T; Y).

Demonstragdo. Vide [16]. O

15



Definigao 1.5.4. Seja u € L'(0,T; X). Dizemos que v € L'(0,T; X) é a derivada fraca

de u e escrevemos U’ =0 se

T T
/ &' (t)u(t) dt = — / d(t)v(t) dt
0 0

para todo ¢ € C5°(0,T).

Definicao 1.5.5. O espaco de Sobolev WP(0,T; X) consiste de todos as funcoes u €
LP(0,T; X) tal que u existe no sentindo fraco e pertence a LP(0,7T; X). Além disso,

1/p
(R 11 ans 7 ooyl )™ o1 <p < oo
HUHWLP(O,T; X) = |

sup_ess (|lu(t)|| + [lu'(£)]) se p = 00
0<t<T

Escrevemos H(0,T; X)=W12(0,T; X).
Teorema 1.5.6. Seu € WHP(0,T; X) para algum 1 < p < oo, entdo

i) u € C°0,T; X) (depois de possivelmente redefinida em um conjunto de medida

nula,).
i) u(t) = u(s) + fst W' (1) dr para todo 0 < s < T.
i) max [lu@®)| < Cllu®)lwrrom; x)-
Demonstragdo. Vide [17]. O
Teorema 1.5.7. Suponha que u € L*(0,T; H(Q)) com v’ € L?(0,T; H~Y(Q)). Entdo,

i) u € C%0,T; L*()) (depois de possivelmente redefinida em um conjunto de medida

nula,).

it) O mapeamento t — Hu(t)||%2(m ¢ absolutamente continuo com

< u(t) 20y = 200 (0), u(t)

para quase todo 0 <t < T.

i11) Temos a estimativa

max [|u(t)|| L2y < C (HU||L2(0,T; Hi) T 14/ || 20,1 H*l(Q)))
com C constante dependendo apenas de T'.

Demonstragdo. Vide [17]. O

Definigao 1.5.8. Seja V um espago de Banach e (ug)reny uma sequéncia em V. Dizemos
que (ug)ren converge forte para u em V se existe u € V tal que |ur — u| — 0. Nesse

caso, denotaremos uy — u.

16



Definigao 1.5.9. Seja V um espago de Banach e (ug)ren uma sequéncia em V. Dizemos
que (ug)gen converge fraco para em V se existe u € V tal que (f,ur) — (f,u) para toda

f € V'. Nesse caso, denotaremos uj — u.
Em nossos estudos V = H}(Q) e V/ = H~1(Q).

Definigao 1.5.10. Diremos que uma sequéncia (uy)gen de V' converge fraco estrela para

w em V', denotaremos por u — u, se e somente se (ug, w) — (u, w) para todo w € V.
Da definicdo anterior temos que u — u em L®(0,T;V) se e s6 se (f,uy) — (f,u)

para todo w € L'(0,T;V), isto é,

T T
/ (w(t), uk(t)) dt —>/ (w(t),u(t)) dt
0 0

Teorema 1.5.11. (Aubin-Lions) Sejam By, B, B; espa¢os de Banach, By e By reflexivos,
a tmersdo de By em B € compacta, B imerso continuamente By, 1 <pg ep1 <ooeW o
espaco

W = {u € LP°(0,T; By); v € LP*(0,T; By)}.
Entao W é um espago de Banach e a imersao de W e LP°(0,T; B) é compacta.
Demonstragao. Vide [18] O

Observacao (Consequéncia de Aubin-Lions): Se (um)men € uma sequéncia limitada em
L?(0,T; By) e (ul,)men é uma sequéncia limitada em L2(0,T; By), entdo (tm)men é li-
mitada em W. Dali, segue que existe uma subsequéncia (U, )men (que denotamos com o

mesmo indice) tal que u,, — u forte em L?(0,T; B).

1.6 Existéncia e Prolongamento de Solucoes de
EDO’s

Sejam 2 € R™*! um conjunto aberto cujos elementos denotamos por (¢, ), onde t € R,

z €R" e f:Q — R" uma funcao.

Definicao 1.6.1. Dizemos que uma funcao absolutamente continua x : I ¢ R — R+,

definida no intervalo real I tal que (¢, z(t)) € €2, é solugdo do problema de valor inicial

xz(t) = f(t,z(t)) (t,x) € Q
x(tg) =z toel

se x satisfaz a equacao acima com valor inicial.

Definigao 1.6.2. Dizemos que uma fungao f(t,z), como acima definida, satisfaz as

condicoes de Caratheodory em (2, se
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i) f(t,x) é mensurdvel na varidvel ¢, para todo z fixado;
ii) f(t,z) é continua na varidvel x, para todo t fixado;

iii) para todo compacto K C {2, existe uma funcao real integravel mg(t) tal que

|f(t, )| < mg(t) para todo (t,x) € Q.

Teorema 1.6.3. Sobre o retangulo R = {(t,x) € R""; |t — to| < a; |z — 20| < b} com
a >0, b >0, consideremos f : R — R"™ satisfazendo as condi¢oes de Caratheodory.
Entao, eziste uma fungdo x(t) solugao do problema de valor inicial acima definido em

algum intervalo |t — to] < B, B > 0.
Demonstragdo. Vide [19]. O

Coroléario 1.6.3.1. Se Q C R™! ¢ aberto e satisfaz as condi¢des de Caratheodory em €,

entao o problema de valor inicial acima tem solugdo para todo (to,xo) € Q.

Demonstragao. Vide [19]. O

1.7 Resultados Basicos

Proposicao 1.7.1. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja E um espago com produto

interno e x, y € E. Entao

l(z,y)] < |z[ly].

Demonstragdo. Vide [20]. O

Proposicao 1.7.2 (Desigualdade de Young). Se a, b sdo niumeros reais nao-negativos,

entao
a? bl
ab < —+ —
p q
1 1
sempre que 1l <p<ooe—+—=1.
P q
Demonstragdo. Vide [16]. O

Proposigao 1.7.3 (Desigualdade de Hélder). Sejam 1 < p < oo e ¢ o seu expoente
1 1

conjugado, isto é, — + = =1. Se f € LP(Q) e g € LI(N), entio fg € L' () com
p q

1/p 1/q
/Qlfgl dr < </Q|fyp da:) (/Q g4 dx)

Demonstragdo. Vide [16] O

Proposicao 1.7.4 (Desigualdade de Minkowski). Se 1 < p < oo e u, v € LP(Q), entao
[+ vllp < flullp + llv]lp-
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Demonstragdao. Vide [14]. O

1 1
Teorema 1.7.5 (Representagao de Riesz). Sejam 1 < p < oo satisfazendo — 4+ — =1 e
p g

¢ € (LP(R)). Entao existe uma unica fun¢do u € L1(Y) tal que

(P, u) = /Qu(a:)v(a:) dx VoveLP(Q).

Além disso,
lullg = ¢l zry -
Demonstragdo. Vide [16] O

Proposicao 1.7.6. (Desigualdade de Bessel) Seja X um espago com produto interno e

(wj)jen uma sequéncia ortonormal em X. Entao para todo x € X tem-se

o0

> @ wp)? < le)?

7j=1
Demonstragdo. Vide [21]. O
Teorema 1.7.7. (Fubini) Seja f € L' (1 x Q). Entdo,

i) para quase todo x a funcdo f.(y) definida por f,(y) = f(x,y) € integravel sobre g,
isto é: faﬁ(y) € Ll(QQ);

i) para quase todo y a funcao fy(x) definida por fy(x) = f(x,y) € integrdvel sobre {2,
isto €, f,(x) € L' ();

i11) fQ y) dv(y) € integravel sobre Qy;

i) fQ (x,y) du(z) € integrdvel sobre Qa;

v) Jq, [fQQ f(z,y) dv(y )} du(@) = [q vq, @) dluxv) = [, [le f(z,y) du(z)| dv(y).
Demonstragdao. Vide [20]. O

Teorema 1.7.8. (Desigualdade de Poincaré) Seja 2 um congunto limitado e 1 < p < oo.
Entao existe uma constante C' (dependendo de Q e p) tal que

lull, < C|Vull, para todo u € Wy (Q)

Demonstragao. Vide [16]. O

Teorema 1.7.9. (Férmula de Green) Se uw € H*(Q) e v € H' (), entdo

—/U(Au) d:I:—/Vu-Vvdx—/ v-@dI‘
Q Q a v

Demonstragdo. Vide [1]. O
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Teorema 1.7.10. (Desigualdade de Gronwall) Seja ¢ € C(0,T;R), ¢(t) > 0 para todo
t €[0,T]. Se ¢ satisfaz a condigdo

o(t) < C—l—/o (s) ds

entao
©(t) < Ce'  para todo t € [0,T]

Demonstragao. Vide [1]. O
Lema 1.7.11. Se para to <t < t1, ¢(t) > 0 e ¥(t) > 0 sdo fungdes continuas tais que

p(t) < C1+Cy t Y(s)p(s) ds

entao .
v < Cqexp(Cy P(s) ds)
to

Demonstragao. Vide [1]. O
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Capitulo 2

Solucao local da equacao de
Kirchhoff-Carrier

Neste capitulo demonstraremos a existéncia e unicidade do problema hiperbdlico nao

linear que é dado por

u’(z,t) — M(||[Vu(z, t)||2, | (z,t)|*) Au(z, t) = f(x,t) =€ Qx]0,T|[
u(z,0) =0 sobre > =Tx]0,T] (2.1)

u(z,0) =up(z) e u'(r,0)=ui(z) em N

onde €2 C R™ é aberto e limitado, com fronteira I" regular e 7' > 0. Além disso, supomos

o seguinte:
M € C'([0, To[x[0, To[; R), To >0 € R. (2.2)

Se s1 < 89 erp <rgentao
M(Sl,Tl) S M(SQ,T’Q) (2.3)

Teremos que M(0,0) = 0 e se s > 0 entao M(s,r) > 0 para todo r > 0. Supomos
também que f € L0, Ty; Hi(Q) N H?(Q)), ug # 0 € D(A?) e uy € H}(Q) N H?(Q).
A seguir definiremos constantes que serao utilizadas ao longo da demonstracao da

existéncia e unicidade do problema (2.1).

lo()]] < dol|Vo(t)]| < dul|Av(t)]| < dal| A% 20(t)]| < ds]|A%v(1)] (2.4)
2M7 +2Ms =b (2.5)
d2 ? 2 3252
a1 = M —_— 1) ,d16 (2 6)
do
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Da continuidade de M, temos que M(s,r) — 0 sempre que (s,7) — (0,0) e assim

podemos escolher § pequeno tal que

d2
2L 2.7
a; = 6 (2.7)
Quando ¢ satisfizer a desigualdade acima, consideraremos
d2\? 22
M = max M;(s,r), 0 <s < <> 0% 0 <r <djd”; (2.8)
0
d2\? 262
My = max M, (s,r), 0 <s < <d> 0% 0 <r <djd”; (2.9)
0
Para os dados iniciais ug # 0, u; e f convenientes considerados, temos:
t
af Au'(0) [ + 5/ |Af(s)][Pds +~ar | A%u(0)|* = C (2.10)
0

dl 2 d3 2 d2 2 d3 2
_ 2 (41 _ a3 a2 3
onde o, B = max{dl, <d0> ,1} ey max{ <d1> \a) '\ &

\V4 2
Ainda da continuidade de M podemos definir mg > 0 de modo que mg = M ( H ZO H , 0>

e podemos tomar

2
Co = max (1, 2b5> (2.11)
mo
max 4 2 dz 2
do) "\ di
p— .1
K min {1, mg} (2.12)
7 _ [Vuoll
T (2.13)
(= 1
To = min< T, 52 (2.14)

Para o que se segue, definiremos G como sendo o seguinte conjunto

G = {v e L®(0,T; D(A*?)); v' € L®(0,T; D(A)), v" € L*(0,T; L*(2)),
v(0) = ug £ 0, V' (0) = uy e ||0"]|2 + |AV||2 4 |A%20]|? < 62 para todo ¢ € [0, Tp]}

Lema 2.0.1. Se v € G e ¢(t) = M(||Vv(t)],||v'(t)]|?), entdo
i) 0 <mgy < p(t) para todo t € [0, Tp];

i) |¢'(t)] < bo®
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Demonstracao. Seja v € G, entao

[Vo@)l = Vo) < HVU) Vo(0)]|

/Av

t| AV’ (t

) ds

(2.4)

IN

vE_G
to

o que implica
Vol — 0t < [[Vo(d)] (1)
Dai,

Vv
o<”2”” = [Vl -

[ Vo
2

(2.13) _
< [[Vuwll = T¢

elo.7)

S Vol —t6

donde por (I)
2
[ > ol

e, portanto,

voll?
o0) = (TP [ @) = 31 (T, 0) =g >0

que demonstra (i).

Estimaremos agora ¢'(t). Temos

¢'(t) = 2M,([[Vo®)[1%, 0 (@)11°) (Vo (t), Vo' (1) + 2M([Vo @), 1" (6)]%) (' (£), v (1))

onde r e s representam as derivadas parciais com respeito a primeira e a segunda variavel,

respectivamente.
Entao,
1
S0l < M (V0] [ 12) (Vo, Vo) | + [M([[ Vol |12 (0, )]
Cauchy—Schwarz 9 "o , 9 o , "

< [ M- (Vo] [ D) Vo[V + [Ms Vol Fo 7)o"
(2.4)
< M (V1% [P A% 20| A | + [ M([ Vo], 1o IP) ]| Ad|| ][0

Donde por (2.5), (2.8), (2.9) e por v € G, obtemos
0/ (£)] < 2M7166 + 2M266 = bb?
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demonstrando, assim, (ii). O
Seja v € G. Iremos demonstrar a existéncia e unicidade do seguinte problema

u” = M(||Vu]?, [lu'|]*) Au = f

w(0)=uy e u(0)=uy

(2.15)

Teorema 2.0.2. (Ezisténcia e Unicidade) Sejam ug # 0 € D(A?), uy € D(A%?) e
f € L>(0,Ty; D(A3/?)) satisfazendo

Cy < 620,

onde ) )
¢ = min {3ke 6B }
Entao para todo v € G, existe uma unica solu¢io uw € G do problema (2.15) tal que
u € L>®(0,T; HY(Q) N H?())
u' € L=(0,T; H} ()
u" € L*(0,T; L*(Q))
(u",w) + M([|[Vul?, [« [*)(~Au, w) = (f,w)
para todo w € L*(0,T; D(A%/?)).

Demonstragao. Para estudar a existéncia da solugdo do problema (2.15) consideraremos
o seguinte problema variacional associado definido sobre H}(2) N H?(2). Queremos de-

terminar u tal que para todo v € H}(Q) N H?() se tenha

(u”, ) + M(|Vul?, [u/[*)(~Au,v) = (f,v) ¢>0
u(0) = up(x) z €N (2.16)
v (0) = uy(x) xz €

de modo que
u € L*(0,T; H(Q) N H%(Q))
u' € L®(0,T; Hy ($2))
u" € L°(0,T; L*(Q))

Nesse caso, u é chamada de solugao forte do sistema (2.16). Para determinar tal solugao
faremos uso do método de Faedo-Galerkin que consiste em aproximarmos o problema do
teorema 2.0.2 por problemas equivalentes em dimensao finita, obtendo um problema mais
simples que tera solugdo assegurada pelo Teorema de Caratheodory.

O teorema espectral para operadores autoadjuntos garante a existéncia de um sistema
ortonormal completo (w;) ey em L%(€2) constituido por autovetores do operador —A que
sao solucoes do problema de Dirichlet

—ij = )\jw]'

wjlr =0
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onde (Aj);en sdo autovalores correspondentes aos autovetores de —A satisfazendo
0<)\1§)\2§§)\]§

Além disso,

Wi
( J ) é um sistema ortonormal completo de Hj(Q) e
jEN

VA

Wi
()\] é um sistema ortonormal completo de Hg(2) N H2(Q).
J/ jeEN
Seja Vi, = [wi,...,wm]| 0 subespago gerado pelos m primeiros autovetores do sistema

(wj)jen. Queremos determinar

Um ¢ [0,tm] — Vi

t = up(t) = Zgjm(t)wj(x)

onde gjm, sao funcoes reais definidas em algum intervalo [0, ¢,,,] e que satisfazem as condigoes

iniciais do problema aproximado

(upn, (£),w5) + M [V ()12, [1un, ()*) (Vum (t), Vwi) = (f,w;)  para todo w; € Vi,
m(O) = Ugm — Ug € H&(Q) N Hz(Q)
ul, (0) = urm — u1 € HY(Q)

£

(2.17)

Por Caratheodory temos que existe uma solugao definida em [0,¢,,[, 0 < ¢, < T

e, portanto, u é solu¢ao do problema aproximado no intervalo [0,t,,[. Para estender
tal solucao a todo intervalo [0,7], tomaremos estimativas a priori que demonstrarao a

continuidade.
Estimativa I

Multiplicando (2.17) por g7, (t) e somando de j = 1 até m, temos
m m

()Y G (0)w) M [V ()12, ([ (8)12) (= A (¢ Zgjm Jwi) = (Y Ghm (D))
j=1 j=1

(i (£), 103, (8)) + MV um (O, N (]7) (= At (£), 17, (1)) = (f, 203, (£)

da férmula de Green,

(U (1), () + M (Ve ()12, [t (8) %) (= Vi (8), Vi, () = (f, 07 (1))

que é equivalente a

1d /
2dt(HumH )+<P() (IIVUmH ) = (fru) (2.18)
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Como
O Tunl?) = ¢ OV + (2) 5 (1 Fm), (219)

substituindo (2.19) em (2.18), obtemos
d 2 2 ! / 2
— (lumI” + (O Vum[|7) = 2(f, uz) + &' () [[ V|
dt
) 1, 1,
Donde por Cauchy-Schwarz e pela desigualdade ab < 2@ + ib

d
Z(uial® + e @ Vum|*) < LI + a1 + 21" O Ve[
(2.4), Lema (it 9 9 19 9 9
< A AL + [ |I7 + 2607 Vum[|* (2.20)

Integrando (2.20) de 0 a t, temos:

t
[ ? + ()1t | < iz (O + 2 (0)| Ve (0) +d?/0 IAf(s)[I*ds +

¢ / 2 2 2
= [ I + 2682 T (5) )

(2.4), (2.11) dy

2 t
EN8d, O +9(0) () 1872, + & [ 1850
0 0
2 t
+ max (12:;1) /0 ()2 + 0l Vum(8)[Dds— (2.21)

donde por (2.10), da definigao de Cy em (2.11) e pelo item (i) do lema, obtemos

t

[ 12 1m0 (| Ve * < [z, [|* + 0(8) | Vum |* < C1 + Co/O (lugn ()11 + mo | Vun (s)]|*)ds
e pelo lema de Gronwall, conseguimos

3 (DI + 120 [| Vi (8)]* < Cre* (2.22)

de onde segue que
(tp,) é limitada em L>°(0, Tp; H (2))
(2.23)
(ul,) é limitada em L*(0, Tp; L%(9))

Estimativas II

Multiplicando (2.17) por —Ag,, (t) e somando de j = 1 até m, obtemos

(U, =A G ()M [Vt |, |2 (= Aty = A g (D) = (f, =AD" g (B)wy)
j=1

J=1 J=1
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que ¢ igual a
(t (£), =Dt (1)) + M (Vg (8)|12, 117, () 12) (= At (8), = Ay, () = (f, = Ay (1))

donde pela féormula de Green e condigoes de fronteira, obtemos

1d
(Vi Vi) + p(0)5 5 (1D |P) = (f, ~ A
Como p J
(P (0) | Bt [2) = (1) | S| + () 5 (i)
segue que

1d
§£(IIVU§nII2 + o) Aup|?) = (Vf, Vuy,) + ¢ ()| Aug |2
: , 1, 1,
e pelo uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz e, em seguida, ab < 2@ + §b , obtemos

d
IVl + e @ | Aum|?) < [V + [V, ] + 21 (O]l A |* (2.24)

Utilizando o item (ii) do lema e integrando (2.24) de 0 a t , conseguimos

t
IV ? + o)l Aun|* - = HV%(O)HQ+¢(0)\|Aum(0)ll2+/0 IV£(s)|[*ds +
t
+/0 (V25 ()11 + 2662 | A (3)]?)

(2.4) d 2 d 2
) AU 02+ @(0) (=2 ) (A3 2w (0)]? +
do dl

IN

d1 2 ot t ,
+<d0> /0||Vf(5)||2ds+/0(||Vum(8)|]2+2b(52HAum(s)||2)d5
(2.25)

Assim como fizemos na estimativa I, conseguimos de (2.10) e (2.11) em (2.25)

[V, |1 + mol| Aum |* < C1 + Cy /Ot(llvitin(S)H2 +mol| Aup (5)|%)ds
e pelo lema de Gronwall segue que
IV, (O + 1m0 | Ay (8)]* < Cre*
Logo,
() é limitada em L*(0, Tp; H2(S2))

(2.26)
(ul,) é limitada em L°(0, Tp; H(Q))
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Estimativas I11

Multiplicando (2.17) por A2g§»m(t) e somando de j =1 até m, obtemos

(s A2 D~ G (i) FM (| V|2, [t [12) (= Do, A2 Y g (W) = (£, A7) g (B)e)
j=1 j=1 j=1

que ¢ igual a
(i (8), A%, (8)) + M([[ Vet ()1 107, (O1) (= A (£), A0z, (8)) = (f, A%, (1))

donde pela féormula de Green, condigoes de fronteira e propriedades do operador A, con-

seguimos
(A, (8), Aty (1)) + M (| Vet ()17, Nt (8)[P) (A 2 (8), AV (A%, (1)) = (A, Ay, (1))
isto é,

(A (8), Ay (8)) + M ([ Vet ()], g (P ) (AP i (8), A2y, (8)) = (A, Ay (£))

(2.27)
Como
%(@(t)llﬁ3/2um(t)!\2) = @(t)%(!\Ag/Zum(t)llz) + @ ()] A P, (1) (2.28)

De (2.27) e (2.28) segue que

1d d 1
2 1Al + OIIA 2um][%) = o(0) G (1A un (@)% + 3¢/ (O A um (1)

1 1
e pelo uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz, em seguida, ab < §a2 + 51)2, lema (ii) e

integrando o resultado de 0 a t, obtemos
t

1A, ()17 + ()| A% 2 (1) < IIAUZ@(O)IIQ+<P(0)||A3/2um(0)||2+/ 1AfI*ds +
0

t
+/ (| A ()17 + 2687 | A 2y (s)|*)ds
0

(2.4),(2.11)

IN

ds\’ !
80 + () 1) + [ 1asias+
t
+Co [ (18 (5) 17 + 0]l 57 2 5) )
0
(2.10) ! ’ 2 3/2 2
D014 Co [ (18P + moll 8 () s
0

De onde pelo item (i) do lema, segue

t
1A, ()1 + moll A% up (1) < C1 + Co/ (12w, ()17 + mol | A* 2w, (5)*)ds
0
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e pelo lema de Gronwall, conseguimos
A, ()1 + mol| A 2w (1)|* < Cre

Logo,
(um) ¢ limitada em L>(0, Tp; D(A%/2))

2.29
(ul,) é limitada em L°°(0, Tp; H?(S2)) (2.29)

Estimativa IV

Iremos mostrar agora a limitagao de wu!/,. Para tal, definamos a projecao ortogonal P :
m

H — V,, dada por P,,(u) = Z(u,wj)wj = u para todo u € V,,, e tal que ||P|| < 1.

i=1
Lembre que nosso problema aproximado é

(e (£), @5) + M ([ Vet (81, [l (1) (= Aumn (8), w5) = (£, ;)

Tomando w; = AY/ 2wj, multiplicando por w; e somando de j = 1 até m, obtemos
m m m
Z (AY2y" ), wjw; + o(t Z (=A3 2, (t) Z AYV2f wj)w

Jj=1 Jj=1 J=1

que ¢é igual
Po(AY?up,) — o(t) P (A ?u,) = P(AY )

que é equivalente a

AVl — () A Py, = P (AY2f)

o que implica

[AV2 | = [Vl < [POUIAY 0] + | P (A2
limitada <1

donde a limitagao segue de (2.6) e da definigdo do conjunto G. Assim, de (2.4) conseguimos

uma constante conveniente B tal que
"
[t < B

Logo
(u!’) é limitada em L°°(0,Tp; Ha () (2.30)
Passagem ao limite
Das estimativas I, II, III e IV, obtemos
(um) é limitada em L>(0, Ty; D(A3?) N (HA(Q) N H2(Q)))

(uh,) é limitada em L°°(0, Tp; H (2) N H2(Q)) (2.31)
(ulh) é limitada em L°°(0, Tp; H}(S2))

m
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e pelas imersoes compactas
D(AY?) S HYQ) N HA(Q) S HL(Q) <S5 L2(9)
existe u € L>(0, Tp; HE(Q)) tal que

Uy, — u forte em C(0, To; HE(Q) N H2(2))
)

ul, — o’ forte em C(0, Tp; H () (2.32)
ul, — " forte em C(0,Ty; L2(Q))
Além disso, das convergéncias anteriores, temos
| Aty ||? — ||Aul|? forte em L2(0,Tp) (2.33)

|Vl ||? — | Va/||? forte em L2(0,Tp)
Portanto, passando o limite em (2.17), segue que

(" (1), )+ M Vu()|P, [ ()]P)(~Aut),w) = (f(t),w) para todow € L*(0, T; D(AY?))
(2.34)

Condicgoes Iniciais

Primeiramente mostraremos que u(0) = ug. De (2.33), temos
Up, = w e L(0, To; Hy () N H?(2)) < L(0, To; Hy () < L>(0, To; L*(2))

isto é,
(ul,,w) — (u',w) para todo w € L'(0,T; L*(Q))

ms

Tomando w = vd(t), v € HA(Q) N H2(Q)) < HH(Q) < L2(Q) e 6 € L*(0,T) de modo
que §(T) =0 e 6(0) = 1, obtemos pela integragao de 0 a T

T T
/ (., 0)6(t) dt —> / (W, 0)0(t) dt (2.35)
0 0

e integrando por partes, conseguimos

—(um(0),v) — /OT(um,v)Q'(t) dt — —(u(0),v) — /OT(u,U)H'(t) dt (2.36)
Ora, um(0) = ugm — ug em Hg(Q) N H?(Q), logo segue que
—(up,v) = —(u(0),v) para todo v € Ha () N H*(Q)
Assim concluimos que u(0) = uy.

Por conseguinte, mostraremos que u/(0) = u;. Seja 6 € C1(0,T) tal que 6(T) = 0 e

6(0) = 1. Multiplicando a soma da equagao aproximada (2.17) por 6 e integrando em 0 a
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T, temos

T T T
/ (1), 0)0(t) di + / MVt (E) 12 [t (D) (Tt (£), Ve)B() dt = / (f,0)0(t) dt
0 0 0

Integrando por partes, obtemos

T T
(1 (0),w) - /0 (ul (1), )0/ (1) dt + /0 M ([Tt (8)[2, [ ()12 (Tt (), V) B(2) dlt =
T
:/O (f,w)(t) dt

e fazendo m — oo, temos

T T
—(U’(O),w)—/o (/' (£), w)' (t) dt+/0 M([Vu@), ' (0)]*) (Vu(t), Vw)o(t) dt =

T
_ /0 (f,w)0(t) dt
(2.37)

Por outro lado, multiplicando (2.34) por # € C1(0,T) de modo que 8(T) = 0 e §(0) = 1

e integrando de 0 a T, obtemos

T T T
/ ((8),)B(t) dt + / MIValt) 2, o ()12~ Du(t), w)(t) di = / (F(8), w)0(t) dt
0 0 0

Integrando, agora, por partes e fazendo uso da férmula de Green, temos

T T
(@) = [ @@ d+ [ MITUOIR, [ O (Tult), V(o) dt =
0 0
T
= /0 (f(t),w)0(t) dt(2.38)
e de (2.37) e (2.38) segue que
(u/(0),w) = (u1,w) para todo w € HY(Q)

Logo, u/(0) = ug.
Unicidade

Sejam u e w de (2.1), entao

u” = M([|Vull?, [[v/]*) Au = f(t)
a”" — M(||Val®, [@]*)Au = f()

Seja ¢ = u — U, entao

W' = M(|Vul?, [ |*) Au+ M| Val?, [@]*) AT = 0
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onde ¥(0) = u(0) —w(0) = up —ug = 0 e ¥'(0) = /(0) — @ (0) = ug — u3 = 0. Entéo,

somando e subtraindo o termo M (||Va||?, ||@||?) Au, obtemos
O+ M| Vul?, [[d/]*) (~Ay) = Au[M (| Vul]?, |o'[]?) = M(|[Val?, [7']*)]
Multiplicando acima por v, temos
(W, + M(I[Vull?, o[ (=2, ') = (A, ") [M([Vull?, [[']]) = M Va|]?, [@]*))
e pela formula de Green e condicoes de fronteira, conseguimos
(@, 4") + M|Vl o [}) (Y, Vi) = (A, ) M| Vul?, |[u']]?) = M([Val?, [[7]*)]

que é igual a

I+ M (Tl 1015 S (IV1) = (B! ) Tl 1) =M (9, )]
Note que

d 2 |1,/ 112 2 2 d 2 |1,/ 112 2 112y 9 2

o MUVl [V %) = VI IM AV ull, [w 5]+ MVl a7 2 (V1)

Entao,

1d
5 g 17+ MIVull, [ IIVEI®) = (Aw, )M(IVull?, [[W]%) = M([Vall?, [7]%)] +

d /
IVl IVl 7))

1 1
E pelo uso das desigualdades de Cauchy-Schwarz e ab < §a2 + 51)2, e do item (ii) do lema

conseguimos uma constante conveniente tal que

d
S (17 + MVl [ IP)IVEI®) < Coll/|* + 2687 [[V||*

2
por conseguinte, tomando C3 = max {CQ, }, segue da integracao em 0 a t que
mo

1/ @O + MIVull?, [« DIV @) < 1" 01 + M([Vu(0), [lu'(0)[*) Ve (0)I) +
+Cs/0 (10" ()17 + mo|[V4p(s)[1?) ds

e pelo item (i) do lema aplicando a desigualdade acima, obtemos

1" (D11 + mol Ve ()[*) < 0+ 03/0 (10" ()17 + mo|[Ve(s)[1?) ds
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Dai, pelo lema de Gronwall
14/ ()% + mol|[ V(1) [|* < 07" = 0

Logo, u = .
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Capitulo 3

Resultado Principal

3.1 Existéncia, Unicidade e Decaimento Exponen-
cial

Neste capitulo mostraremos que existe uma solucao u(z,t) para a equagao de onda

nao linear

W (t) — M(|[Vu(t)|)Au(t) + 6u'(t) =0 em Q = Q x [0, 4] (3.1)

com condigoes de fronteira
u(z,t) =0 em I x[0,00] (3.2)
e condicoOes iniciais
u(x,0) =up(z) e u'(x,0)=ui(r) em Q (3.3)

onde 2 C R™ é aberto e limitado com fronteira I", § é um nimero real positivo e M(s) é

uma funcdo continua em [0, oo tal que
M(s) > B+ ks B, k>0 (3.4)

M'(s) >0 (3.5)

Sejam M (o) e E(t) definidas da seguinte forma
M(o) = / M(s) ds (3.6)
0

E(t) = %[Hu’(lt)\l2 +M(|[Vu(t)[*)] (3.7)
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2E/(0)

Se sg = T’ ponhamos
B = max M'(s) e B; = max M(s) (3.8)
0<s<sp 0<s<sp

Seja v € Hg(Q). Multiplicando (3.1) por v, integrando em € e usando a férmula de

Green junto das condigoes de fronteira, obtemos
(" (), v) + M| Vu(®)|*)(Vu(t), Vo) + 8/ (t),v) = 0 (3.9)

Diante dessa forma variacional podemos definir o que é uma solugao fraca para o
problema (3.1)-(3.3).

Definigao 3.1.1. (Solucio fraca) Seja ug € Hi(Q), u1 € L*(2). Dizemos que u : Q x
[0, co[— R é solugao fraca do problema (3.1)-(3.3) quando

u€ L0, T; HY (), o € L®(0,T;L*()), «” € L>®(0,T; H *(Q)) (3.10)
satisfazendo a equacao

%(u’(t),v) + M| Va2 (Vult), Vo) + 6@ (£),0) =0 para todo v € HY(Q) (3.11)

no sentido de D’(0,T) e com condigoes iniciais
u(z,0) = up(z) 2 W' (2,0) =ui(z) em Q (3.12)

Além disso, conseguimos definir também solucéo forte para o problema (3.1)-(3.3). E

0 que segue:
Definicao 3.1.2. (Solugao forte) Seja up € H () N H%(Q), uy € H} () e

| U1||2 2 12
— | — +||A < 0. 3.13
= |+ Al (3.13)

Dizemos que u : © x [0, 00[— R é solugao forte do problema (3.1)-(3.3) quando
w e L®(0,T; Hi(Q) N H*(Q)), o' € L>(0,T; H3(Q)), u” € L™(0,T;L*(Q)) (3.14)

satisfazendo a equacao
u’ — M(||Vul|*)Au + 6u’ = 0 (3.15)

e condicoOes iniciais
u(z,0) = up(z) e u'(z,0) = ui(x) em Q (3.16)

Diante de todas as hipdteses acima podemos formular nosso resultado principal. Eo

que se segue:
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Teorema 3.1.3. (Ezisténcia, unicidade e decaimento exponencial) Dados ug € H} (),
uyp € L3(R2), entdo existe uma solucdo fraca para o problema (5.1)-(3.3). Além disso, se

1/2

B 2
B |1Vl + | Aul?| <, (3.17)

VEL B

entdo existe uma unica funcao u tal que para todo T > 0

a) we L0, T HY(Q) N HA(Q)), o € L¥(0,T; HY(Q), u" € L®(0,T; LA(Q));

b) u € solucdo em L>®(0,T; L?(Q2)) de

u’(t) — M(||Vu(t)||*)Au(t) + 6u/(t) =0 (3.18)

¢) u satisfaz as condigoes iniciais

uw(0)=wup ; ¥(0)=u (3.19)
d) u satisfaz as condi¢oes de energia
¢
E(t) + 25/ |u(s)||*ds = E(0) para todo t >0 (3.20)
0

e) E(t) satisfaz
E(t) < NE(0)e H. (3.21)

Demonstragao. Faremos uso do método de Faedo-Galerkin, ou seja, aproximaremos o
problema do Teorema 2.1 por problemas equivalentes em dimensao finita.

Sabe-se que H& (Q) é um espago de Hilbert separdvel. Entao possui uma base de Hilbert
enumeravel, isto é, existe uma sequéncia de autovetores (w;) € H&(Q), para todo j € N,
cujos m primeiros autovetores sao linearmente independente e as combinacoes lineares de
wj sdo densas em H}(€2). Consideremos o conjunto das autofugdes {w1, wa,..., wp,...}
do operador —A que é uma base de H}(Q) nas condigdes anteriores.

Seja Vi, = [w1, wa,..., W] o subespago de H} () gerado pelos primeiros autovetores
do operador —A com autovalores \; associado ao vetor w;. Nosso problema aproximado

é encontrar uma fungao

U (,1) = i gi(wi(x) € Vi
para todo t € [0,t,,], satisfazendo
(i (£),0) + M|V (O)[*) (Vum (t), Vo) + 8 (up, (£),v) = 0 (3.22)
U (,0) = tgm(7), onde g (x) = f}(uo,wj)wj(@ (3.23)
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m
ur, (2,0) = uyp(x), onde wupp,(x Z w1, wjwj(z (3.24)
7=1
De (3.23) e (3.24) segue imediatamente que
U (2,0) — up(x) fortemente em  H3 () (3.25)

ul, (x,0) — uy(z) fortemente em L?(Q) (3.26)

O sistema de equagoes diferenciais (3.22)—(3.24) possui uma solugao definida sobre
[0,¢,,[. Tal solugao é tnica no intervalo maximal [0,7. Esse resultado encontra-se em
[22].

Pelas estimativas a priori poderemos estender a solucao aproximada para todo t > 0

e obteremos subsequéncias cujo limite é candidato a solu¢ao do nosso problema (3.1)—(3.3).

Estimativas I

Como o problema aproximado (3.22)—(3.24) vale para todo v € V,,, tomemos v =
/

il (1), pois

=Y Gimtwi(x) € Vi
=1

Dali, temos:
(i, (8) g (8)) + M ([ Vetn () |2) (Vi (£), Vg, (£)) + 8 (up (1), i, (£)) = 0. (3.27)

m

Lembrando que (um (t), up, () = 5 — [ug, ()] € (Vum (2), Vg, () = %%(HVUm(t)IIQL

obtemos

1d 2 ! _
3 7 1lum 12 + M(|[Vum ()] ) (IVum (D)) + 6]lur, (B)]|* = 0. (3.28)

2dt

Como M é a primitiva de M e a soma das derivadas é a derivada da soma, conseguimos

3 (G2 + 5 GTAVunOIP)) + ] =0 (3.29)
Seja 1 / 207 2
En(t) = 2 ([ (01 + (T (1)) (3.30)
Substituindo (3.30) em (3.29), temos

& (Bn(t)) + Sl ()] = 0 (331)

donde por integragao de 0 a t, t € [0, ¢,,[, obtemos

+25/ . ()] ds = 2B (0) (3.32)
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E como a energia inicial do sistema satisfaz E,,(0) < E(0), segue que
t
Ep(t) + 2 / i, (8)2dt < 2E(0) para todo ¢ € [0, b, (3.33)
0

Da limitagao anterior concluimos que t,, = co donde fazemos uso das ideias de Sat-

tinger e Payne em [23] e [24], respectivamente.
Estimativas II

Faremos uso da segunda estimativa para provar a existéncia da solucao forte do pro-
blema (3.1)-(3.3). Seja v = —Au},(t). Entao, substituindo em (3.22), temos

(ty (1), = Ay, (8)) + M ([[ Vit (8) ) (Vi (8), V(= Ay, (£))) + 8w, (£), Ay, (8)) = 0
(3.34)

donde pela Férmula de Green e as condigoes de fronteira
(Vg (8), Vg, (8)) + M ([ Ve (8) %) (A (1), A, (8)) + (Vg (1), Vg, (1) (3.35)

de onde segue que

1d 1d
5 7 IV O1P) + M ([ Vun (0)]%) 5 — (| Aum (D)) + 8[|V, ()] = 0. (3.36)
2dt 2dt
Note que
1d 1 d 1 d
—— (M| Vum ) |Aum|?) = = | Atm|?— (M| Vun|*) + = M (Vi) = (| Awn ).
2 (M (V)| At [2) = S| A2 M ([Tt ]2) + 5 M (V) 21 u(;,';?)

1
Adicionando e subtraindo o termo §|\AumH2%(M(HVumH2)) em (3.36) e fazendo uso

de (3.37), temos:

| &

1 d
(Ve + MV )| A *) + 81V, [1* = Sl A= (M ([[Vum|*)) - (3.38)

N
QU

t

que é equivalente a

1d Vul,|? 1 d
(i + 18w ) MATnl) | + 31 2 = 1At 2 5 (V)

2dt [\ M([Vuml[?)
(3.39)
Seja
IV, 12 2
ym (t) = —2 Y Imll__ Ay, 3.40
(1) = S0 + 18w (3.40)
e pela substituicao de (3.40) em (3.39), conseguimos
d 2 12 2 d 2
71 Wm M ([Vum 7)) + 26]Vum [|* = [ Aum|” 2 (M ([ V7). (3.41)
Como J g g
—(ymM mZZM m27m m— (M m2 42
& M (1T un2)) = MO ]?) 5 () + v e T Tum2)) (3.42)
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entao, substituindo (3.42) em (3.41), obtemos

d d d
M([Vum*) 2 (Wm) = =Y = (M [V ) + | At [ (M ([ Vit [|2)) = 20]| Vet ||
(3.43)
e pela substituicao de (3.40) em (3.43), segue que
d Vul,|I*> d
M wll?) = (Ym) = ———="0— — (M mll?)) — 26 ' 12 44
(190 ) G 0m) = =710 3 V) = 2819 (3.49)
Fazendo p
M (V)
) = N (VP (349
obtemos J IVl |2
u
—(ym (1)) < (ym — 20)— = 3.46
30 (0) < (o~ 20) (3.46)
Agora iremos estimar 7,,(t). Note que
i 1/2 MV, |2)\ 2
(Va2 < (7 + Epun?) < (7Y 70
E ok k
pois 3, k> 0e M(s) > 3+ ks por hip6tese. Além disso,
d
(M (V%)) = M'(|[Vum|[*)2(Veim, V). (3.48)
Lembrando que B = Jmax M'(s) e da desigualdade de Cauchy-Schwarz segue que
<s<s0
d
dt(M(HVumIIZ))’ < 2B([|Vum*) /([ Ve, 7). (3.49)
De (3.47) e (3.49), obtemos que
d M|V}
T 2| < 28 (M (19 2172 (3.50)
Vg2 2 i
Lembrando que yp,(t) = — =5+ + [|Aup||?, entao
M([[Vuml|?)
M|V |*)ym(8) = |V, || (3.51)
e substituindo (3.51) em (3.50), obtemos
d M([|Vum|l*)
G007 2)| < 25 (D) a9, P ope. s

d
- M 2
Z M|V )

Agora multiplicando (3.52) por i e lembrando que 7y, (t) =

1
(IVum?) M(|[Vum|?)
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obtemos

Ym(t) < 2B <yw;€(t)>1/2.

Mostraremos agora que
Ym(t) —28 <0 para todo t > 0.

Quando ¢t = 0, temos por (3.17), (3.23) e (3.24)

1/2 2 1/2

k “WVEL B
dai, temos
1/2
m(0) < 2B (ymk(o)> < 26.

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

Suponhamos, por absurdo, que (3.54) nao é vélida para todo t > 0. Entao, por (3.56)

e pela continuidade de ~,,(t), existe tg > 0 tal que

Ym(t) <25  para todo 0 <t <t
’ym(to) = 25.

De (3.46) e (3.57), obtemos que integrando em [0, ¢o]

to d
| 45 m(s)) ds = (i) 5 0) < 0.
0 S
De (3.53) e (3.55), temos que
Ym(to) < 20

que é um absurdo por (3.57). Portanto, (3.54) é verdadeira.
Entao de (3.46), (3.54) e (3.56) em (3.58), obtemos

52
Ym(t) < ym(0) < Ek para todo t >0

ou seja,

Vel |2 At
_ - mil A m <kl —= .
MV, 7y 1Al <k 3

Como By = max M(s), segue que
0<s<s0

M(||Vun,||*) < By para todo t > 0.

Entao por (3.40), (3.60) e (3.62), temos:

Vil |2 < Bk <5)2
m — 1 B

40

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)



e, também,
2 5\?
Aupn |l <kl =] . 3.64
2wl <5 () (3.64)
Estimativas II1

Multiplicando (3.22) por v = u/",(t), temos

(um (t), 2, (8)) = M ([ Vet ()[12) (At (8), 2 (1)) + 8 (g (2), 207, (2)) = 0 (3.65)

que é equivalente a

(M (V2 () 1) At (£) — Sty (), 1, (8)
< M|V (0)[1*) At (£) = Gtg (£), w7, (1))
1M (Vg (£)[12) At (£) = G5, ()| [z (D)

(N (Vi (0)11) At (£)[| + (|82, (E)1) [tz ()

)
MV OF) 2Ol + [ O | B 5,

2
lum ()]

N

)
)

IN

IN

IN

2 b2
onde as desigualdades decorrem da triangular, de Cauchy-Schwarz e de ab < % + 5

Dai, temos
i (O < 1M Vet (8)]17) At (8) || + 8 (2) ]

e de (3.32), (3.62) e (3.64) segue que

| ()|| < 6+/2E(0) + By (g) VEk. (3.67)

Passagem ao Limite

Segue de (3.32), (3.63), (3.64) e (3.67) que (uy,) é limitada em L>(0,T; H3(9)), (ul,)

é limitada em L°(0,T; L*(Q)) e (ul,) é limitada em L>°(0,7; H~1(2)). Entao existem

m

subsequéncias que denotaremos com o mesmo indice m tais que

U — u  fraco estrela em L°°(0,T; H} (Q)) (3.68)
ul, = x  fraco estrela em L>(0,T; L*(Q)) (3.69)
ull, > fraco estrela em L°°(0,T; H (). (3.70)

Vamos mostrar que Y = u’. Com efeito, para todo ¢ € L'(0,T; H}(Q)) e por (3.68),

obtemos

T T
/ (U, p) dt — / (u, @) dt. (3.71)
0 0
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Entéao, tomando ¢ = v¢'(t) com v € H}(Q) e ¢ € C°(0,T), temos:

T T
/ (U, v)@ dt —>/ (u,v)¢’ dt. (3.72)
0 0

Por outro lado, de (3.69), obtemos que

T T
/ (ur,, ) dt — / (x, @) dt paratodo ¢ € L'(0,T;H(Q)) (3.73)
0 0

e tomando ¢ = v, v € H}(Q) e ¢ € C(0,T), conseguimos

T T
| s de— [ oo dr (3.74)
0 0
Tomando o limite quando m — oo e de (3.73) e (3.74),
T T
/ (u, 0)¢/ dt = — / (x,0)6 dt (3.75)
0 0
ou seja,
T T
| sy de=— [ (o) (3.76)
0 0

Pelo Teorema de Fubini, temos

T T
</ ug dt,v> = <—/ X dt,v> para todo ¢ € L'(0,T; HA()) (3.77)
0 0

Entao pela densidade de Hg(€2) sobre L?(12), temos

T T
/ wp' dt = —/ X dt (3.78)
0 0
e pela integracao por partes na primeira parcela acima, obtemos
T T
—/ ' dt = —/ X dt. (3.79)
0 0

Portanto, v’ = .

Provaremos agora que u satisfaz
(W (t),v)) + M(|Vu(t)||*)(Vu(t), Vo) + 6(u/(t),v) =0 para todo v € Hy(Q)

isto é, u é solugdo fraca do problema (3.1)—(3.3). Da imersio compacta H?(Q)N H} () <
H}(Q) temos que uy, — uw em C(0,T; H(2)). Logo,

IVum @I — [IVu®)|*  em C(0,T) (3.80)

M([Vum ()?) — M(|[Vu(t)[*) em C(0,T). (3.81)
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Por causa de (3.80) e (3.81), podemos passar o limite no termo nao-linear obtendo
assim

T T
/OM(meP)(va,W) dt—>/0 M(||Vu|)?)(Vu, Vo) dt (3.82)

e (3.69) nos fornece
T T
5/ (ul,,v) dt — 5/ (u',v) dt (3.83)
0 0

Lembre que (3.22) nos dava
(ull, (1), v) + M (|| Vi ()12 (Vi (t), Vo) + 6(ul, (t),v) =0 para todo v € H(Q)

m

Multiplicando acima por ¢ € C2°(0,T) e integrando de 0 a T, temos que para todo
veEVyeopeDO,T),

T T T
/ (" (1), )b dt+ / M|V (OI) (Vi (£), Vo) di 45 / (s (1), )6 dt = 0. (3.84)
0 0 0

Fazendo integracao por partes na primeira parcela da equacao integral acima, conseguimos

T T T
[ 0006 d [ MV )T (2), V)6 de 48 [ (i (2), 006 de =0
0 0 0
(3.85)
Passando o limite quando m — oo, obtemos de (3.82) e (3.83)

T T T
—/ (W (1), )¢ dt +/ M{IVu(®)|?)(Va(t), Vo)é d + 5/ ((t), 0)) dt =0 (3.86)
0 0 0
Retornando a integracao por partes na primeira parcela da equagao integral acima, temos:
T
/ [((t), 0) + M([Vu(®)[I*) (Vu(t), Vo) + §(u'(t),v)]¢ dt =0 (3.87)
0

de onde segue nosso resultado

(' (t),v) + M(||Vu(t)]|*)(Vu(t), Vv) + 5(u/(t),v) =0 para todo v € H3(Q)  (3.88)
Condigoes iniciais

Vamos mostrar primeiramente que u(z,0) = uo(z). Seja § € C*(0,T;R) com (T) = 0,
0(0) = 1 e v € L*(Q). Da convergéncia fraco estrela de (u/,,) em L>(0,T; L?(2)), obtemos

T T
/ (,,0)0 dt —> / ()0 dt (3.89)
0 0

e integrando por partes obtemos

T T
[t )07 — /0 (s 0)0 dt —> [(, )0 — /O (u, 0)8 dt. (3.90)
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Assim,
T T
—(upm, v) —/0 (U, v)0" dt — —(u(0),v) — /0 (u,v)0" dt. (3.91)

Como ugm () — ug(x) fortemente em H{ () (em particular converge fraco), segue

que
T T
—(upm, v) —/0 (U, 0)0" dt — —(ug,v) — /0 (u,v)d" dt. (3.92)
De (3.91) e (3.92), obtemos
(u(z,0),v) = (ug(z),v) v e L*(Q). (3.93)
Logo, u(x,0) = ug(x).

Mostremos agora que v/ (z,0) = u1(x). Seja 6 € C1(0,T;R) tal que O(T) = 0, 6(0) = 1.

Multiplicando a equagao aproximada (3.22) por 6 e integrando de 0 a T', obtemos:

T T T
/ (u” (t),v)0 dt+/ M|V (D)]2) (Vi (t), V)0 dt+5/ (ul,(t),0)0 dt =0 (3.94)
0 0 0

integrando por partes, temos

T T T
—(ulm,v)—/ (ulh,, )0 dt—i—/ M ||Vt |*) (Vg V)0 dt—|—5/ (up,,v)0 dt =0 (3.95)
0 0 0

fazendo m — oo, conseguimos
T T T
—(u1(z),v) —/ (u',v)0" dt —I—/ M(||Vul|*)(Vu, V)b dt + (5/ (v, v)0 dt = 0. (3.96)
0 0 0

Multiplicando (3.88) por 6, integrando de 0 a T' e fazendo integragao por partes na

primeira parcela, obtemos
T T T
—(u'(x,O),v)—/ (u,v)0' dt—l—/ M(||Vul]*)(Vu, Vv)o dt+5/ (v, v)0 dt = 0. (3.97)
0 0 0
De (3.96) e (3.97) obtemos para todo v € Hg (),
('(0,2),v) = (u1(z), v) (3.98)

donde segue que u'(x,0) = uy(x).
Portanto, u é solugao fraca (3.1)—(3.3).
Mostraremos, agora, que se u € Hi (Q) N H2(Q), uy € HE(Q) e

1/2

Vuqll?
Ve | + | Aw?| <4,

B
VEL B

entao u é solucao forte.
A segunda estimativa garante que para todo t > 0, (uy,) é limitada em L (0, T'; H} (Q)N
H?(Q)) e (ul,) é limitada em L>(0,T; H}(9)). Dai, existem subsequéncias que denotare-
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mos com o mesmo indice m tais que

Uy — u  fraco estrela em L°°(0,T; HY(Q) N H(Q)) (3.99)
ul, = ' fraco estrela em L(0,T; H} (Q)). (3.100)

Da estimativa III obtemos que existe uma subsequéncia (que denotamos com mesmo indice
m) (u) tal que u” = u” em L>®(0,T; L*(R)). Portanto, temos que u é solugdo forte do
problema (3.1)—(3.3).

Unicidade

Sejam u e w solugoes do problema (3.1)—(3.3). Entao temos que u e u satisfazem

u(t) — M(||Vu(t)||?)Au(t) + du'(t) = 0
a’(t) — M(||Va(t)||?)Au(t) + 6u'(t) = 0

o que implica
(" —a") = M(|Vul*)(Au — Aw) + 8(u — @) = Au(M(|[Val®) = M([|Vul?)
ou seja, tomando w = u — T,
w” = M(||Vul*)Aw + dw’ = Aa((M([|Va]?) — M([[Vull?)). (3.101)

Como u e w possuem os mesmos valores iniciais, segue que w(0) = w’(0) = 0. Multi-

plicando (3.101) por w’, temos:
(w",w") = M([|Vul*)(Aw, w') + 6w, w') = (M(|Va]|*) = M(|[Vu]*) (AT, w') (3.102)
e pela formula de Green e condic¢Ges de fronteira, temos que

(W, w') + M (|[Vul*)(Vw, V') +6(w', w') = [M(||Va]?) = M (| Vul*)](AT, w'). (3.103)

1d 1d
"o = 012 N — — 2
Como (w",w') = 2—dt(Hw 1) e (Vw,Vu') = 2dt(HVwH ), segue que

2 (f2) + M(HWHQ)%%(IIVMIIQ) +6lw'[|* = [M(|Va]]*) = M([Vull*))(AT, w).

2 dt
(3.104)

Lembrando que

L (1 ul) [ = L

4 ld
2dt 2dt

(M (V)| Vw]? + M([Vul?)5

(IVw[?)  (3.105)
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e substituindo (3.105) em (3.104), obtemos

L 1P+ M) Tl + Sl = (M) — MOVl AT, u) +
b vy @06)

donde por integracao de 0 a ¢, utilizando também o fato de que w'(0) = w(0) = 0 e
que [|[Vw(0)||?> = 0. Além disso, lembrando que M(s) > 3 + ks, segue que pela escolha

conveniente de uma constante C
T
[’ ()] + B[ Vw(®)|? < 0/0 ([ ()1* + Bl Vw(s)|*) ds (3.107)
e pelo uso da desigualdade de Gronwall segue que

lw' ()12 + Bl Vw(®)|* < 0

e, portanto, ||[Vw(t)||?> < 0. Implicando assim que u = .
Decaimento Exponencial

Lembremos que a energia associada ao sistema é dada por
1 _
E) = 5w * + M([VI*).

Diferenciando a expressao acima em relacao a t, obtemos

d 1o 1 d
ZEO] = @, u") + SM([Vul?) 2 (I Vull?)

e substituindo u” dado por (3.1), temos

d , o1 d
ZEO] = (@, M(|[Vul*)Au = 6u') + S M([Vul*) = (V)

= M(IVul)(du, ) — 5 u) + S MOIVul?) (V). (3.108)

Usando a férmula de Green e as condigoes de fronteira, segue que

d 1 d
HFEOL = —M(HVUHQ)(W’,W)—5(u’,U’)+5M(HWH2)%(HWHQ)
1d 1 d
_ 2\ 4 @ 2\ m2 . = 2\ ¢ 2
= —MIVul")5 Z (IVull®) = allwll® + S M(IVull®) 7 (IVul®) (3.109)
e, portanto,
d
ZE®] = =ou'|? (3.110)

Como o termo do segundo membro é negativo para todo t, segue que a energia F(t) é

uma funcao decrescente, ou seja,
E(t) < E(0) para todo t € [0, 00].
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O teorema a seguir garante o decaimento exponencial da energia E(t).

1
Teorema 3.1.4. Seja u solugao forte de (3.1)—(3.3). Entio a energia E(t) = §[|]u'\|2 +
M(||V||?)] satisfaz
E(t) < AE(0)e (3.111)

onde A e p sdo constantes positivas que dependem de 6.

Primeiramente introduzamos o seguinte Lema que ajudard na demonstracao do teo-
rema (2.1.4).

Lema 3.1.5. Para toda solucao u = u(x,t) do problema (3.1)—(3.3), definindo o funcional

de energia R(t) por

0
R(t) = (u,u) + o [|ul” (3.112)
temos
i) i(R(t)) < |lu'||? - ﬁM(HVMP) onde K; = min M(s) e Ko = max M(s);
dt - K> ! s€[0,T 2 s€[0,T ’

ii) |R(t)| < CoE(t), para todo t > 0 e alguma constante positiva Cp.

Demonstragao. (Lema) Diferenciando R(t) em relagdo a t e substituindo w” dado por
(3.1), temos

LIRW) = (o M(Jull?) 0 — 6y + () + 6,
= M(|Jull*)(Au,u) — §(u,u’) + (u',u") + §(u,u)
= —M(|[ul*)[Vul® + [lu]* (3.113)

onde a ultima igualdade decorre da férmula de Green e das condigoes de fronteira.

Tomando ||Vul||? < T, para todo t > 0, alguma constante T positiva e lembrando que

_ K
M(s) = [, M(o) do < ??M(s) - s para todo s € [0,T], segue que

d vy Ki—
Z[RO] < [l - EM(HVUHQ)- (3.114)
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Além disso, temos que

[R(1)| =

1 g 2
[ wt®)-4l(0) do+ Gl

Triangular

<

1)
+ §HUH2

/ﬂu(t) ' (t) dx

([ dx)w ([eop a) P e

Young 1 1 0
<7 Sl SR + Sl
146 1
= NP R
< Cs(llull®+ 1/1%)
Poincare 9 12
< Cs (Kol [Vull™ + [lul1%)- (3.115)

Como M (||Vul[?) > B||Vul|? segue que
[R(t)| < Cs(M(|[Vul®) + [|[u/|]*) < C5E(t) (3.116)

o que encerra a demonstracao do lema. O

Voltemos a demonstragao do teorema. Definamos o funcional de energia de Lyapunov
L(t) por
L(t) = E(t) + eR(t)

para € pequeno. Entao L(t) satisfaz

Lew <L < 2B (3.117)
2 2
e 2 (L) < ~CoL(®)
dt =

Com efeito, de (3.116), multiplicando por ¢ e somando E(t), conseguimos
(1-Coe)E(t) < L(t) < (1 + Coe)E(t) (3.118)

Observe que, se fixarmos ¢ < 20 entao
0

provando (3.117).

Por outro lado, derivando L(t) em relacao a t, temos

d d d
@[L(t)] = %[E(t)] + %[gR(t)]

Lema e por (3.110
<

K —
=0l +efl’|| = Sz M(|Vul|?)
2
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isto é,

d , Ky —
;EMQHS-%5—@WMP—ER%MWVMP>

4]
Entao para 0 < e < o obtemos

d _0
=73

K
|2 = S=E (| Vul?).
[ % ([[Vaul[®)

Assim, tomando Cy = min{ , obtemos que

10
2Co’ 2

%[L(t)} < ~CLE(t).

Dali, por (3.117), obtemos

i)+ 20000 <0,

Tomando p = 2C; e multiplicando a desigualdade acima por e** obtemos

%[e“tL(t)] <0

de onde conseguimos por integracao de 0 a t que
L(t)eM — L(0) <0

isto é,
L(t) < L(0)e

e por (3.110), segue que
E(t) < 2L(t) < 2L(0)e " < 3E(0)e "

Portanto,

E(t) < AE(0)e ",

(3.119)

(3.120)

(3.121)

(3.122)

(3.123)

(3.124)

(3.125)

Logo, introduzindo um termo de amortecimento du’, onde as condigdes sao pequenas

e suaves, entao existe uma solugao forte global e a energia desta solugao decai exponenci-

almente com o tempo.
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Capitulo 4
Consideracoes finais

Neste capitulo introduziremos, para estudo futuro, outra maneira de obter solucao

global da equacao

2 n 2
Z;@,t)—M(Z/ (g;j) dm)Au(m,t)zO xeQ, t>0
i=1 /¢ ‘

u(z,t) =0, xzel, t>0
d
u(z,0) = up(z) e d—Q:(x, 0) = uy(x)

é introduzindo um mecanismo de amortecimento na fronteira I' de Q (estabilizacao da

fronteira) cuja aquagao diferencial é modelada por

u(x,t) — M(t, || Vul|?)Au(z,t) =0, x€Q

u(z,t) =0 zel (1)
ou du 4.1
a(x,t)——é(x)a(x,t) xel, t>0

u(z,0) =up(z) e u(x,0)=wui(z) ze€Q

Aqui, M(t,\) e §(z) sdo fungoes suaves sobre [0, 00[xR e I'y, respectivamente, satis-
fazendo
M(t,A\)>mog e 0(x)>0dp>0

0 . .
com myg e 0y constantes e Em a derivada na dire¢ao normal v.
v

Enuciaremos algumas hipdteses que servirao de base para o resultado que enunciaremos

neste capitulo. Seja V = {v € H'(Q2);v = 0 sobre 'y}, subespaco de H'(Q2),cuja norma

Joll? / Vol2da
Q

é equivalente & norma de H'(£2). Além disso, V é munido do produto escalar

((u,0)) = /Q VuVu dz.
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Seja a energia associada ao problema dada por
E(t) = ||/ (t)]|* + M(t, |u®)||*)|Au(t)|?> para todo t > 0.
A fronteira T' é classe C3. Sobre a funcido M (¢, \) assumimos
M € W5(]0, 00[x]0, 00])

M(t,\) > mg >0 mg constante.

oM
it <

Além disso, existe uma constante K > 0 e a > 0 tais que

‘%\f(t,A)‘ <K, 0<\A<a, t>0.
Por conseguinte, sejam «g, a1, By, 1, k cosntantes positivas. Temos,
lv]> < ap para todo v € V.
v]? < OélHUH%/mHz(Q) para todo v € V N H?(Q).
/F (mv)v*dl < Bollv]|*  para todo v € V.
1

Seja L = max{M(0,);0 < XA <myg}, entao

|(m, v, v)||> < Ballv]|* para todov € V

by = {2max [2" R?*(z0) + (n — 1)a0} }_1

mo

N = min{ano, bo, b1}

max{1l, 51}

"min{mo, 1}’

ko =« ]Cl = Zmax{Lko, ao}

k
foo = max{al, a151+1}, k = max{ko, ki, 6ko}
mo

mo

Agora estamos munidos para enunciar nosso resultado:

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

Teorema 4.0.1. Assuma que as hipdteses (4.3)-(4.13) sao satisfeitas. Seja ug € V N

H%(Q) euy €V satisfazendo

% + (mv)u; =0 sobre T'y

kE(0) < N.
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Entao existe uma e somente uma func¢dao u : 2x]0,00[— R na classe
u € CO([0,00; VN H2(2)) N CO([0,00[; V) N CO([0, 00[; L*(2))
tal que u € solucdo da equacdo
u’ = M(t, [u()|*)Au =0 em C°([0,00[; L*(2))
e satisfaz os valores iniciais
u(0) = up, u'(0) = uy.

Além disso,

35 + (mv)u’ =0 emC([0, 00; H'/*(T'1))
ou’ p 2 2
E + ou” =0 eleoc([O’ OO[’ L <F1))

A solugao u tem o sequinte comportamento assintdtico

1
E(t) < 3E(0)e 3"

para todo t € [0,00[, onde n = N — kE(0).

Demonstragdo. Vide [25].

O

Diante dos resultados vistos percebemos que a solugao global da equagao de Kirchhoff

depende de perturbagoes: amortecimento interno, limite na fronteira, entre outros. Além

disso, a equagao toma sentido real quando conseguimos provar também o decaimento

exponencial.
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