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Resumo

A tese esta dividida em duas partes. Na primeira delas, mostramos a existéncia de solucdes
auto-duais obtidas em dois contextos distintos: vértices BPS em novos cendrios de Maxwell-Higgs
com dindmica k-generalizada e Skyrmions BPS eletricamente carregados. Em ambos os casos, im-
plementamos consistentemente o formalismo BPS, obtendo as respectivas equagdes auto-duais que
descrevem as estruturas topolégicas em cada contexto. Os vértices BPS gerados no modelo k-
generalizado sdo eletricamente neutros, possuindo energia total proporcional ao fluxo magnético;
as solugdes numeéricas mostram que a generalizagdo modifica o tamanho dos vortices, as amplitudes
do campo magnético e massa bosonica, mantendo a energia total proporcional ao fluxo magnético
topologicamente quantizado. Ja os Skyrmions BPS sdo obtidos a partir do modelo planar Skyrme-
Maxwell com um termo Chern-Simons que descreve configuracdes de sélitons auto-duais, ou seja,
é o conhecido modelo baby Skyrme cuja dinadmica agora é governada pelos termos de Maxwell e
Chern-Simons; a presenca do termo Chern-Simons permite a existéncia de sélitons auto-duais eletri-
camente possuindo uma carga elétrica total ndo nula e portadores de fluxo magnético. As solugdes
numéricas dos Skyrmions BPS mostram que a escolha do superpotencial tem efeito diretamente no
comportamento dessas estruturas, podendo ter um decaimanto exponencial ou como uma lei de
poténcia. Na segunda parte deste trabalho, obtemos uma solugdo exata tipo-Schwarzschild em um
modelo bumblebee de gravitagdo que estd inserido no Modelo Padrdo estendido minimo. O modelo
tedrico assume um acoplamento do campo bumblebee a um espago-tempo riemanianno, sendo este
campo o responsével pelos efeitos da quebra espontinea da simetria de Lorentz. A solugédo é ob-
tida em um cendrio estético e esfericamente simétrico, estabelecendo assim o que podemos chamar
de solugdo de buraco negro modificada ou solugdo tipo-Schwarzschild. Os efeitos de violacdo de
Lorentz sao investigados para alguns testes cldssicos da Relatividade Geral, onde usamos os respec-
tivos dados experimentais para obter limites superiores para os coeficientes de violagdo de Lorentz;
entre esses testes restringimos nossa atencdo ao avango do periélio de planetas, a curvatura da luz e
o atraso temporal. Entre dados efetivamente observados, as estimativas encontradas para o parame-
tro de violagdo de Lorentz atigem a ordem 10~ 5. Entre experimentos desenvolvidos com algumas

projecdes futuras de resultados, é possivel obter uma sensibilidade de VL da ordem de 10~1.

Palavras-chave: Dindmica k-generalizada, Skyrmions, Modelo Padréo estendido.



Abstract

The Thesis is divided in two parts. In the first one, we show the existence of self-dual solutions
obtained in two distinct contexts: BPS vortices in new Maxwell-Higgs scenarios with k-generalized
dynamic and electrically charged Skyrmions BPS. In both cases, we implement consistently the BPS
formalism, obtaining the respective self-dual equations which describe the topological structures
in each context. The BPS vortices engendered in the k-generalized models are electrically neutral,
possessing total energy proportional to the magnetic flux; the numerical solutions show that the
generalization modifies the vortex core size, the magnetic field amplitudes and the bosonic mass,
holding the total energy proportional to the topologically quantized magnetic flux. The Skyrmions
BPS are obtained from the well-known gauged baby Skyrme model whose gauge field now is also
governed by the Chern-Simons term; the presence of the Chern-Simons action allows the existence of
electrically charged self-dual solitons possessing magnetic flux, too. The numerical solutions of the
Skyrmions BPS show that the choice of the superpotential has a direct effect on the behavior of these
structures, being able to have an exponential decay or a power-law decay. In the second part of this
work, we get an exact Schwarzschild-like solution in a bumblebee gravity model which is contained
in the minimal standard-model extension. The theoretical model assumes a coupling of the bumble-
bee field to a Riemaniann space-time, this field being responsible by the effects of the spontaneous
Lorentz symmetry breaking. The solution is obtained in a static and spherically symmetric scenario,
thus establishing what we can call of modified black hole solution or Schwarzschild-like solution.
We have investigated upper-bounds for Lorentz violation from the experimental data obtained for
some classic tests of General Relativity; between these tests we restrict our attention to the advance
of perihelion of inner planets, the bending of light and the time delay effect. Among actual obser-
ved data, the estimates found for the Lorentz violating parameter has achieved 101 level. Among
experiments developed with some future projections of results, it is possible to obtain a sensitivity

reaching the 1071 level.

Key-words: k-generalized dynamic, Skyrmions, Standard-Model extension.
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1 Introducao

Para uma melhor compreensao de defeitos topoldgicos, comegamos com o trabalho de Zabusky
e Krustal [3] que introduziram a palavra séliton para caracterizar concentra¢des de energia em mo-
vimento que ndo se dispersavam e que preservavam sua forma apoés colisdes com outras de mesma
propriedade. Devido a essas caracteristicas, s6litons apresentam uma boa estrutura matemética para
a descri¢do de particulas cldssicas. As solugdes tipo-particula, por sua vez, advindas de equagdes de
campos classicos, complementam a descricdo tedrica das particulas elementares por possuirem na-
tureza ndo linear. Além disso, essas solugdes tipo-particulas sdo inseridas no contexto das interagdes
elementares a partir da quantizacdo dos sélitons, onde as configuragoes dos campos referentes aos
solitons apresentam propriedades topoldgicas ndo triviais. Em geral, essa caracterizagdo topolégica
do campo ¢é dada pela chamada carga topoldgica [4], a qual estd associada a um nimero inteiro.
No contexto das teorias cldssicas de campos, defeitos topolégicos sdo configura¢des que podem ser
descritas a partir da solu¢des de equagdes diferenciais nado-lineares [4]. Contudo, sabemos que os
sistemas fisicos que apresentam uma ndo linearidade intrinseca podem perder a propriedade de se
obter solugdes completas. No entanto, vem sendo possivel simplificar e obter resultados confidveis
para alguns sistemas fisicos por meio de aproximagdes, teorias efetivas e modelos fenomenolégicos.
Particularmente, importantes sistemas descritos pela teoria quantica de campos sdo intrinsecamente
ndo lineares, bem como o Modelo Padrdo e a QCD (quantum chromodynamics) que se apresentam
como bons exemplos. Explorando com certa profundidade tais sistemas ou ainda modelos nao
lineares, percebemos uma importéncia significativa das solugdes solitonicas, apropriadas por apre-
sentarem importantes caracteristicas como, por exemplo, o comportamento topolégico, energia finita
e localizada, além de uma extensa variedade de aplica¢des [5-8]. O carater topoldgico dessas con-
figuragdes de campos pode ser obtido por métodos relativamente simples, mostrando-se adequado
para o tratamento de alguns modelos teéricos, bem como no contexto das teorias de unificacdo como

supercordas.

Do ponto de vista matemadtico, defeitos topologicos sao descritos por equagdes diferenciais de
segunda ordem (equacgdes de Euler-Lagrange) e resultantes de uma teoria caracterizada pela quebra
espontdnea de simetria continua. Assim como a dgua transforma-se em gelo quando a temperatura
diminui, transi¢do de fase, levando o sistema fisico a outro estado, 0 mesmo acontece com as inte-
ragdes fundamentais entre particulas. Os defeitos podem surgir exatamente da quebra de simetria,
que nos conduzem a uma transicdo de fase do sistema. Podemos comegar citando, por exemplo,
cordas e monopo6los, que quebram as simetrias U(1) e SU(2), respectivamente. Esses defeitos sdo
vistos como um conjunto de soluc¢des das equagdes de movimento que conectam os estados de vacuo
(minimos do potencial) do campo em estudo. Os defeitos podem ainda ser classificados como to-
polégicos e ndo-topoldgicos. Os defeitos topoldgicos, possuidores de carga topoldgica ndo-nula, sdo
aqueles que conectam diferentes estados de minima energia da teoria, definidos em regides assin-

toticas. Os defeitos ndo-topoldgicos, possuidores de carga topoldgica nula, conectam os estados de
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vacuo a ele mesmo, nas duas regides assintéticas. Dessa maneira, o estudo de defeitos passa pela in-
vestigagdo dos limites assint6ticos dos campos (estados de vacuo), ou seja, seus comportamentos no
infinito e como esta propriedade pode influenciar o sistema fisico. No trabalho a ser desenvolvido,
abordamos apenas configura¢des de defeitos topolégicos. Alguns exemplos de defeitos topologicos
sdo kinks [9], monopdlos magnéticos [10,11], paredes de dominio, vértices [12], Skyrmions [13] etc.

Dentre estes, nesta Tese abordaremos vortices e Skyrmions.

Os vortices sdo solugdes construidas no ambito de teorias de gauge abelianas definidas em
um espago-tempo (1 + 2)-dimensional, caracterizadas pela presenga de um campo de gauge e de
um campo escalar complexo. Em particular, vértices sdo estruturas estdticas, dotadas de simetria
rotacional, construidas no ambito de teorias de gauge abelianas (1 + 2)-dimensionais [6]. Neste con-
texto, vortices topologicos emergem a partir da violagdo espontdnea da invaridncia de gauge local
U(1) [14,15]. Em casos muito especificos, tais estruturas, ao invés de obtidas via as equagdes de
Euler- Lagrange, podem ser obtidas a partir da resolugdo de um conjunto de equagdes diferenciais
de primeira ordem, denominadas equagdes de Bogomol'nyi, Prasad e Sommerfeld (BPS) [16,17].
Nestes casos, as configurac¢des resultantes, denominadas estados BPS ou auto-duais, possuem a mi-
nima energia possivel, sendo esta proporcional a sua carga topoldgica. Por outro lado, quando
tais configura¢des sdo obtidas a partir das equagdes de Euler-Lagrange, pouco podemos afirmar
sobre suas energias. Como exemplos de teorias de gauge usuais nos quais vortices sdo construi-
dos, podemos citar: a eletrodindmica de Maxwell-Higgs [18], de Chern-Simons-Higgs [19-21] e de
Maxwell-Chern-Simons-Higgs [22,23]. Nos tltimos anos, modelos generalizados, denominados de
teorias k-generalizadas [24-30], tem atraido muita atencdo da comunidade cientifica. Essas teorias
sdo amplamente utilizadas como modelos efetivos, principalmente em Cosmologia, onde as teorias
f(R) [31,32] buscam, por exemplo, compreender a atual fase de expansédo acelerada do Universo [33].
Ainda em Cosmologia, outras frentes de trabalho envolvem o uso de teorias generalizadas no estudo
de ondas gravitacionais fortes [34], matéria escura [35], matéria taquidnica [36] e outros fendmenos.
Nesta linha, esta Tese aborda o estudo de vértices topolégicos construidos no ambito de teorias k-
generalizadas, caracterizando os resultados obtidos pelo efeito destas generalizagdes. Veremos que
todas as configuracdes obtidas através da generalizagdo proposta neste trabalho, proporcionaram

vortices auto-duais (BPS).

As estruturas denominadas Skyrminos surgem a partir de uma proposta alternativa de teoria
efetiva [13] de baixas energias possuindo campos fundamentais a fim de obter solu¢des de proprie-
dades fisicas basicas de hadrons e ntcleos de uma teoria mais geral de intera¢des fortes, mais
precisamente a QCD. Os campos fundamentais descritos por modelos Skyrmions possuem graus de
liberdade relevantes em altas energias que podem ser substituidos por outros capazes de descrever a
fisica de interagdo forte de forma mais pratica. Uma versdo (2 + 1)-dimensional do modelo Skyrme
foi introduzida em [37-39] e mais tarde a partir dos trabalhos desenvolvidos em [40,41] passou a ser
conhecido como “Baby Skyrmion". Este modelo em particular, possui algumas aplicagdes fisicas in-
dependentes, como em sistemas de matéria condensada [42—44], ou ainda em cosmologia de branas
onde os soélitons do modelo induzem codimenséo de duas branas [45,46]. Solugdes de um modelo
baby Skyrme-Maxwell, isto ¢, um modelo Skyrme-Maxwell em 1 + 2 dimensdes cuja dinadmica do
campo de gauge é governada pelo termo de Maxwell, foram investigadas em [47]. Posteriormente,

Skyrmions BPS foram estudados em [48], onde obtiveram configuragdes de sélitons auto-duais, ou
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seja, solucdes de sélitons topologicamente estdveis saturando num limite BPS (de minima energia).
As solugdes de solitons encontradas nesses casos mencionados, sdo eletricamente neutras. No en-
tanto, sélitons possuidores de carga elétrica também podem ser encontrados [49-51]. Neste caso,
é introduzido um termo Chern-Simons (CS) na Lagrangiana do modelo. Porém, configura¢des de
solitons BPS eletricamente carregados ainda ndo foram estabelecidas, sendo este o principal objetivo

no estudo sobre Skyrmions nesta tese.

Esta tese é compreendida por duas partes. A primeira aborda estruturas denominadas de de-
feitos topolégicos, os quais discutimos brevemente acima. Na segunda parte do trabalho estudamos
uma solugdo exata tipo buraco negro obtida a partir das equagdes de Einstein modificadas no con-
texto de uma teoria de campos além do Modelo Padrdo (MP); a seguir discutimos alguns aspectos

importantes do contexto no qual o objeto de estudo estd inserido.

A teoria da Relatividade Geral (RG) de Einstein, a qual descreve os fendmenos gravitacionais
classicos conhecidos, e o MP fornecem uma descri¢do de forma notavel, compreensivel e bem suce-
dida da natureza. No entanto, continua o desafio de encontrar uma teoria quantica de gravidade
que seja consistente com uma teoria fundamental emergente na escala de Planck, m, ~ 10!? GeV.
Nesse regime de energia, o espaco-tempo sofre indmeras flutuagdes em pequenas escalas [52], o que
sugere a quebra da simetria de Lorentz. Uma vez que medi¢des diretas na escala de Planck sdo
invidveis, a abordagem prética é buscar propriedades de tal teoria fundamental que sejam a mani-
festagdes de uma nova Fisica e cujos efeitos sejam detectaveis em experimentos a escalas de energias
atingiveis [53]. Assim, uma grande motivacdo no estudo de teorias com violacdo de Lorentz (VL)
é a possibilidade de deteccdo de efeitos relevantes da quebra desta simetria a partir de medidas
experimentais no regime de baixas energias [54]. Dessa forma, as restri¢Ges fisicas aos parametros
dessas teorias podem servir como guia para a construgdo de modelos tedricos validos no regime
de altas energias. Entre os modelos/teorias nos quais os efeitos de VL sdo estudados temos, por
exemplo, a teoria de cordas [55], a gravitacdo quéntica em lagos (loop) [56], as teorias de campo
ndo-comutativas [57], campos variando o espago-tempo [58], entre outros. Devido a falta de uma
teoria fundamental onde os possiveis efeitos de VL seriam estudados consistentemente, uma teoria
de campo efetiva surge como uma ferramenta util para descrever e/ou estudar os sinais de VL [52].
A ideia foi estabelecer um modelo efetivo capaz de incorporar de maneira consistente a fisica conhe-
cida da RG e MP que também inclua todos os possiveis termos que violam a simetria de Lorentz.
Um marco tedrico com essas caracteristicas existe e é conhecido como Modelo Padrdo Estendido
(MPE) [52]. Nesse modelo estendido, obtemos uma solugéo tipo-Schwarzschild, que pode ser con-
siderada uma solugdo levemente modificada da caso usual correspondente presente no contexto da
RG.

A tese é organizada como segue. No capitulo 2 fazemos uma revisdo sobre a obtencdo de vor-
tices estdticos descarregados (campo elétrico nulo) no &mbito da eletrodindmica de Maxwell-Higgs
usual e vortices BPS estéticos eletricamente carregados, agora na eletrodinamica de Chen-Simons-
Higgs. Em seguida, no capitulo 3, iniciamos o estudo original de um modelo k-generalizado. Intro-
duzimos uma eletrodinadmica generalizada, construida a partir da eletrodindmica de Maxwell-Higgs
usual. No capitulo 4 apresentamos uma revisdo do modelo BPS Skyrme-Maxwell, que estabelece
solitons eletricamente neutros e topologicamente estaveis possuidores de configuragdes com minima

energia. Ja no capitulo 5, apresentamos nossa proposta de obtencdo de Skyrmios topologicamente
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estaveis através de um modelo BPS Skyrme-Maxwell com um termo Chern-Simons; os sélitons ob-
tidos sdo topologicamente estdveis e eletricamente carregados. No capitulo 6 é apresentada uma
revisdo sobre alguns aspectos da RG e algumas propriedades da solugdo Schwarzschild. Por fim,
no capitulo 7 apresentamos uma solucdo tipo-Schwarzschild, que carrega efeitos de violagdo de

Lorentz.

Ao longo de toda a tese adotamos algumas convengdes. Os indices gregos denotam as coorde-
nadas do espago-tempo, enquanto os indices latinos denotam as coordenadas espaciais. Além disso,

é adotado o sistema de unidades geometrizadas, c =7 = 1.




Parte | - Defeitos Topologicos

Vértices BPS k-generalizados e

Skyrmions BPS eletricamente

carregados



2  Vortices auto-duais em alguns modelos
de Higgs abelianos

As primeiras configuracdes de vortices foram estudadas por Abrikosov [59] a partir de uma
teoria efetiva para a supercondutividade proposta por Ginzburg e Landau [60]. Neste contexto,
Abrikosov obteve solu¢des ndo-relativisticas com simetria rotacional, ou seja, ele percebeu que o
funcional da energia livre de Ginzburg-Landau gerava sélitons topoldgicos, que neste caso sdao vor-
tices portadores de fluxo magnético quantizado. Posteriormente, Nielsen e Olesen [12] obtiveram
solucdes estaveis similares aquelas encontrados por Abrikosov num modelo onde os campos de
Maxwell e de Higgs estavam acoplados minimamente. Logo depois, Schaposnik e de Vega [18]
obtiveram as mesmas solugdes de Nielsen e Olesen, mas agora resolvendo equagdes diferenciais de
primeira ordem (ao invés das equagdes de Euler-Lagrange) chamadas de equagdes auto-duais ou
BPS, que sdo obtidas num contexto denominado limite de Bogomol'nyi [17]. As estruturas encon-
tradas por este método sdo denominadas de vortices auto-duais, que sdo solugdes fundamentais

possuidoras de energia minima.

Neste capitulo, apresentamos uma revisdo sobre a obtencdo de vortices auto-duais dos modelos
de Maxwell-Higgs (MH) [18] e Chern-Simons-Higgs (CSH) [19-21]. No modelo MH temos solucdes
de vértices puramente magnéticos, ou seja, sem carga elétrica. Por outro lado, no modelo CSH as
solugdes representam vortices eletricamente carregados. Outro caso presente na literatura, mas que
ndo sera revisado neste trabalho, sdo vortices carregados obtidos no contexto da eletrodinamica de
Maxwell-Chern-Simons-Higgs [22,23].

2.1 Voértices auto-duais no modelo de Maxwell-Higgs

O modelo MH Abeliano é descrito pela seguinte densidade Lagrangiana
1
L= = TFwF" +|Dug =V (9]), 2.1)

onde Fu = BVAV — BVAV é o tensor do campo eletromagnético, sendo AV o campo de gauge. A

derivada covariante do campo de Higgs ¢ (x#) (escalar complexo) é dado por
Dy = 0y —ieAyd, (22)
sendo e uma constante de acoplamento. O potencial V (|¢|) é dado pela seguinte relagdo

AZ
V(I¢l) = 5 (l9* = )2, (2.3)

o qual descreve a auto-interacdo do campo ¢ (x#) e fornece o estado de vdcuo do modelo. O para-

metro A é uma constante de acoplamento real e positiva, e v é o valor esperado no vdcuo (também
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real e positivo) do campo escalar de Higgs.

As equagdes de movimento, a partir de (2.1) via equagdes de Euler-Lagrange (EL), sdao

DyDF = A*(|9pf* — 0%, (2.4)
oy FH =eJ¥, (2.5)

onde
Jh=ilp(D'e)" —¢*Dlg], (2.6)

¢ a densidade de corrente conservada do modelo. Assumindo configuracdes estéticas! (campos

independentes do tempo), obtemos a Lei de Gauss
V2Ag =262 Ag |¢]?, 2.7)

Notamos que a escolha do gauge Ay = 0 satisfaz trivialmente a prépria Lei de Gauss. Isso implica
que devemos ter solugdes estaticas sem carga elétrica, isto é, solugdes carregando somente fluxo
magnético. A Lei de Ampere é

€]'kakB = e]j, (28)

e a equagdo do campo de Higgs
V2 — 2ieAdip — € (Ar)* ¢ = A2(|9)* — v*)¢, 2.9)

onde consideramos Ay = 0 e 9y Ay = 0 (gauge de Coulomb).

2.1.1 Energia e equacdes auto-duais

A densidade de energia pode ser obtida a partir da hamiltoniana canénica
H=nlA,+np+ 9" — L, (2.10)

onde os momentos canonicos sao dados por?

it = ﬁ, T= %, Tt = B_Li (2.11)
dA, o ¢
As configuragdes estdticas dos campos fornecem A, = ¢ = " = 0, de modo que obtemos a
densidade de energia estdtica serd
Lo 2 A, 22

com a energia total estdtica sendo

E:/ede:/dzx

'Em todos os casos envolvendo defeitos topolégicos apresentados nesta tese (incluindo revisdo da literatura e propostas
originais), estamos interessados apenas em solugdes estéticas, onde os campos sdo independentes do tempo.
20 ponto sobre os campos indica uma derivada temporal.

1 A2
B2+ Degl® + 5 (0 = 197 (2.13)
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onde usamos F,, F"V = 2B% e |Dycp|2 — — | Di¢|?. Considere agora a identidade
1
|Dk47|2 = |D:|:q>|2 +eB |(])|2 + §€jka]']k, (2.14)

onde D1¢ = D1¢p £ 1D, e J; representa as componentes espaciais da densidade de corrente (2.6).
Vamos agora implementar o formalismo BPS, que consiste em escrever os termos da energia numa
forma quadrética bem definida. Usando a (2.14) em (2.13) e escrevendo em termos quadraticos,

obtemos
E= [ {|Di¢|2 5 [BFA@ —19P)]” £ BAG? ~ |9 £ B |92 = ei].a,-]j} L @)

Para completar o formalismo, assumimos o denominado limite Bogomol'nyi que, neste caso, é atin-

gido quando A = e. Dessa forma, a energia total é reduzida a
g 1 2
E— / Px {|Di¢|2 += [BFe(o*— |p)] + Beo? + e,-ja,-]j} . (2.16)

Sob condig¢des de contorno adequadas, o termo de derivada total ndo deve contribuir para a energia

total. Sendo assim, podemos escrever

E=E +E,,, 2.17)
onde . )
E = /d2x {|Di<p|2 +5 [B Fe(v?— |¢|2)} } Eyps = :l:evz/dsz. (2.18)
Logo, as configura¢des de minima energia devem satisfazer a inequagéo
sendo alcangada quando os campos saturam no chamado limite BPS, satisfazendo as relagoes
D1g|* =0, (2.20)
B = +e(v? — |¢]?). (2.21)

Estas sdo as chamadas equagdes auto-duais (ou BPS) para o modelo MH, cujo potencial auto-dual

correspondente é

N

Vam = %(vz — [¢*)%. (2.22)

Pela Eq. (2.12), é podemos agora escrever a densidade de energia como
€ps = B2+ | Dy (2.23)
Além disso, a energia (2.19) pode ainda ser escrita como
E > Eyq = £e0°®, (2.24)

com
o= / xB, (2.25)

sendo ® o fluxo magnético.
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2.1.2 Solucées BPS: Vortices eletricamente neutros

Solugdes de vortices fornecem configuracdes estaticas possuidoras de simetria rotacional. Logo,
a fim de uma melhor compreensdo do comportamento dos campos e posteriormente estudar as

solucdes numéricas (ver Sec. 2.1.2), podemos escrever tais configuragdes adotando o Ansatz usual
¢ (r,0) = vg (r) ™, (2.26)

Aj(r,0) = ejkaéka(r)e—r_N, (2.27)
onde N € Z\ {0} é o chamado winding number, associado ao caréater topolégico das configuragdes, r
e 6 coordenadas polares, e g (r), a (r) sdo fungdes bem comportadas em todo o eixo radial. Esse An-
satz satisfaz automaticamente o gauge de Coulomb, dy Ay = 0, e é similar ao proposto por Abrikosov
na obtencdo de vortices em supercondutores [59]. O carater inteiro de N esta diretamente associado

a um campo de Higgs definido univocamente no plano complexo:

$(r,0) — ¢(r,0)=¢(r,0+27N) (2.28)

1 =2, (2.29)
sendo satisfeita para N = £1,42,.... Quando N = 0 temos configuragdes com topologia trivial.

Implementando (2.26) e (2.27) nas equagdes EL (2.8)-(2.9), obtemos

/
a’ — a7 = 2¢%0%¢%a, (2.30)
i 808 pp (s2-1) (2.31)
8 r r2 §\& ’ .

onde usamos o campo magnético é expresso como

!

B(r) = o (2.32)
O simbolo "’ " indica a derivada da funcdo em relagdo a r. Ja para as equagdes auto-duais (2.20) e
(2.21), resulta
¢ = :I:%, (2.33)
ﬂ/
— = +e20%(g% — 1), (2.34)

respectivamente. O potencial auto-dual nesse Ansatz é

2ot

_ 2 2
Vi = = (8° = 1) (2.35)

MH

2.1.2.1 Verificacdo das equacdes auto-duais

Conforme ja mencionado, as solugdes de vortices podem ser descritas por equagdes diferenciais
de primeira ordem, neste caso (2.33) e (2.34), ao invés das equagdes EL, (2.30) e (2.31). Em outras

palavras, pode-se mostrar que as Eqs. (2.33) e (2.34) sdo solugdes das equagdes EL (2.30) e (2.31).
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Para isso, partimos da Eq. (2.33), tomando a derivada em relacdo r e usando ambas as equagdes

auto-duais, obtendo

po_ 408 08 ag
§ = * r + r :Fr2
"o 22,2 ar a8y 1 !
¢ = j:[iev(g 1)]gir(j:r):|:r(ig)
no_ [2.02/,.2 acagy _ 1.,
v oo )5t ()L, o3
resultando em P
g”+g7—ar—2g=ezvzg(g2—1), (2.37)

sendo esta exatamente a Eq. (2.31). De modo andlogo, partindo agora da (2.34) teremos

~

"
aT — f_z = £2e%0%g (¢)
" !
. _j_2 = w2 (£2), (2.38)
yo _n2.2 2
a’ — — =2e‘vag”, (2.39)

»
verificando a Eq. (2.30). Logo, esses resultados mostram que as Egs. (2.33) e (2.34) sdo, de fato,
solucdes das equagdes EL (2.30) e (2.31). Portanto, as equagdes BPS fornecem solugdes legitimas

para o modelo (2.1).

2.1.2.2 Comportamento dos campos

Veremos aqui as condi¢des de contorno vdlidas para os campos g (1) e a (r), assim como os
respectivos comportamentos assint6ticos desses campos. As condi¢des de contorno devem evitar
configuragdes possuidoras de quaisquer divergéncias. Na origem, r — 0, essas condigdes devem
estar em conformidade com o Ansatz dado por (2.26) e (2.27), isto é, o campo de Higgs deve ser

univoco na origem e a componente angular de Ay ndo deve divergir. Logo, devemos ter

a(0)=N, g(0)=0. (2.40)

No limite r — oo devemos assegurar configuracdes possuidoras energia total finita, o que implica
numa densidade de energia localizada, isto é, € (r — o) — 0. Escrevendo a Eq. (2.13) usando o

Ansatz, obtemos

1 /a'\? a2g? e2vt
_ 2 |1 (2 2( . n 8 2132
E_/drlz(er> +o <g+72>+ (3 1)1, (2.41)
onde usamos
2 2 n 2“282
|Drgp|” = 0°g" + 0" 5. (2.42)

Logo, as fungdes a (r) e g () devem satisfazer

lima(r) =0, limg(r)=1. (2.43)

r—00 r—00
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Ainda usando o Ansatz e as condi¢des de contorno apresentadas acima, podemos escrever a energia
BPS (2.19) como

!/

E>Eps = j:evz/ d*r <_j_r> = :F27wz/ da = F2m0* [a (00) —a (0)] = +270°N,  (2.44)
0 0

E > Ey = +ev?® = 2710% N|, (2.45)

e consequentemente
27N
P — "e : (2.46)

Isto é, notamos que a energia total e fluxo magnético sdo quantizados topologicamente conforme N.

Antes de prosseguir para as solugdes numéricas, vamos apresentar o comportamento dos cam-
pos quando ¥ — 0 e r — c0. Na origem, o comportamento pode ser determinado via resolucdo das

equacdes BPS pelo método de séries de poténcias. Assim, para os campos a (r) e g (r) obtemos

2.2
8 (1) = GrlN| - CZON N2 4 o(pINI), (2.47)
20?5 2? (Gy) ,
—N_— IN|+2 2|N|+4
a(r)=N A (N + 1)r +O(r ), (2.48)

com Gy sendo uma constante que pode ser determinada numericamente. Essas condi¢des de con-
torno sdo compativeis com (2.40), como devem ser. Por outro lado, o comportamento assintético

dos campos, r — oo, fornece

g(r) ~1— Ko (ﬁevr) ~1— %eﬁm, (2.49)

a(r) ~ rKy (\/Eevr) ~ \re V2o, (2.50)

onde Ky e Kj sdo as fungdes modificadas de Bessel de segunda classe. As relacdes (2.47), (2.48),
(2.49) e (2.50) caracterizam o comportamento tipico de vortices do modelo MH, no sentido de que
os campos tendem exponencialmente para seus valores assintdticos, com comprimento caracteristico
que depende da escala de massa da teoria [61]. O modelo descrito por (2.1) tem uma fase de Higgs
com um campo de gauge de massa m,, = V/2ev, com um campo escalar real (Higgs) de massa
m, = v2Av . De modo geral, estas duas escalas de massas sio independentes, de modo que
o modelo de MH apresenta um comportamento que depende relativamente da magnitude destas
duas escalas de massas [62]. No limite de Bogomol'nyi em que A = e, podemos definir a quantidade
my,; = V/2ev (presente no argumento das fungdes de Bessel), pois representa a escala de massa do
modelo MH. Assim, teremos

my = my = My, = V2ev, (2.51)

mostrando a equivaléncia entre as massas do campo de gauge e de Higgs (campo escalar). Essa
equivaléncia entre as massas, m,, = m,,, corresponde exatamente a fronteira entre a superconduti-
vidade tipo-I e tipo-II no modelo de Ginzburg-Landau. Em geral, em modelos que proporcionam
uma equagdo auto-dual similar a (2.34), podemos escrever

!

1
— = Eomy, (88 -1), (2.52)
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Figura 2.1: Campo de Higgs ¢(r) e campo de gauge a(r) para alguns valores N.
onde m,,,, = v/2ev é a escala de massa do modelo (2.1).

2.1.2.3 Solugdes numéricas

Em geral, poderiamos buscar uma solugado analitica para equagdes EL do modelo. Porém, essa
alternativa pode tornar-se uma tarefa extremamente ardua e trabalhosa em alguns casos, pois as
Egs. (2.30) e (2.31) sdo ndo-lineares. Portanto, assim como para o modelo proposto neste trabalho no
proximo capitulo, vamos fazer aqui um tratamento numeérico das solugdes a serem obtidas, podendo
assim comparéa-las com novos resultados. No entanto, as configura¢des de vortices estaticos obtidas
via resolucao numeérica a partir das equacdes EL (2.30) e (2.31) podem ainda ser determinados mais
facilmente através de uma abordagem alternativa e mais simples, onde resolvemos apenas equagdes

diferenciais de primeira ordem (2.33) e (2.34).

A anélise numérica é realizada via Eqs. (2.33) e (2.34). Para a densidade de energia BPS,
usamos uma relacao obtida a partir de (2.23), fazendo uso também das equagdes BPS (2.33) e (2.34),
resultando em

€pps = B2 +2 (?)2, (2.53)

onde o campo magnético B (r) é dado pela (2.32). Nos resultados numéricos mostrados a seguir,

adotamos por simplicidade e = v = 1.

A Fig. 2.1 mostra os perfis para g (r) e a(r). As solugdes para o campo g (r) mostram que os
valores maximos e minimos deste campo independem da vorticidade N, pois partindo da origem,
crescem gradualmente a um mesmo valor méximo, conforme (2.40). Em termos do campo escalar
¢, o grafico mostra que esse campo tende para seu estado de vidcuo a medida que nos afastamos
do centro do vértice. Notamos ainda que ¢ é nulo na origem e a medida que N aumenta, o campo
¢ afasta-se gradativamente da origem e converge de forma acentuada para o valor de vdcuo. J4 o
campo de gauge a(r) faz o caminho inverso, ou seja, atinge seu maximo (igual a N) na origem e

torna-se nulo no limite r — oo, conforme (2.43).

Nas solugdes para o campo B (r), temos as mesmas configuracdes gerais descritas acima, pos-
suindo um decaimento (a partir de seu maximo) gradativo e tornando-se nulo no limite r — co. O

campo B (r) atinge seu valor maximo na origem, independentemente do valor de N. Observamos
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Figura 2.2: Campo magnético B(r) e densidade de energia (a direita) para alguns valores N. Convengdes conforme Fig. 2.1.

ainda que, a medida que N cresce, B(r) abrange uma drea maior, aumentando seu fluxo magné-
tico, ver Fig. 2.2. Ainda na Fig. 2.2, temos as solu¢des da densidade de energia e, (r), onde
vemos que somente para o caso de N = 1 teremos uma densidade de energia localizada na origem.
Para solugdes, com N > 1, €., possui estruturas bem localizadas tipo anel, convergindo para um
mesmo valor na origem. Conforme o valor de N aumenta, a energia total vai sendo incrementada

em multiplos de 27.

2.2 Voértices auto-duais no modelo de Chern-Simons-Higgs

A teoria de Ginzburg-Landau, primeiro modelo efetivo a descrever a supercondutividade, é ana-
loga a eletrodinamica de MH. Ambas as teorias suportam configura¢des de vértices portadores de
fluxo magnético, mas eletricamente neutros. Uma alternativa natural para obter vértices portadores
de fluxo magnético e de carga elétrica consiste em modificar a eletrodindmica de MH adicionando
o termo de Chern-Simons (CS). As primeiras solu¢des de vortices auto-duais nesse contexto foram

apresentadas nas Refs. [19-21], onde a dindmica do campo de gauge é governada pelo termo CS.

O modelo abeliano de Chern-Simons-Higgs (CSH) é uma teoria planar, (1 4 2)-dimensdes, de-

finido pela densidade Lagrangiana
K
£ =" Fu A+ | Dug|” — Ves (1), (2.54)

onde a derivada covariante do campo de Higgs D, ¢ é a mesma definida anteriormente na Eq. (2.2)
e k¥ é uma constante de acoplamento. O potencial é
2
Ves (9 = 5 0 (191 — 072 2.59)
s (UPl) = 4 o[ (I vm)n, .

onde A é uma constante. Observe que esse modelo tem dois estados de vacuo distintos: um si-
métrico, |¢| = 0, e um assimétrico, |¢| = v. Consequentemente, o modelo admite dois tipos de
configuragdes: vortices ndo-topoldgicos associados ao vacuo simétrico e vortices topolégicos associ-
ados ao vacuo assimétrico. Sendo assim, nosso interesse esta apenas no estudo vortices topolégicos,

possuidores de carga topolégica ndo nula.
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As equagdes de EL correspondentes ao modelo (2.54) sdo

gepw Fuw = J°, (2.56)
1%
DD+ 5E =0, (257)

onde JP é a densidade de corrente dada em (2.6). A componente p = 0 em (2.56) fornece a Lei de
Gauss, podendo ser escrita como
kB = —]p, (2.58)

estabelecendo uma relac¢do direta entre o setor elétrico e magnético do campo de gauge. Outra relacdo

interessante obtida a partir da expressao acima via integragdo direta é
k® = —Q,, (2.59)

onde
@ = / £xB, O, = / 2x,, (2.60)

sendo Q é a carga elétrica total. A Eq. (2.59) mostra que os vértices eletricamente carregados também

possuem fluxo magnético.

Escrevendo as equagdes de movimento no regime estaciondrio, temos:

kB = 22 Ao |¢|?, (2.61)
Ke]-kEj = ]k, (2.62)
aV,
V2 — 2ie Aoy + 2 Ajp — > A2 = a(PCf, (2.63)
onde E; = Fy; = —d;Ag na Eq. (2.62) é o campo elétrico. Note que, diferentemente do caso MH, a

escolha do gauge Ag = 0 ndo pode ser realizada, pois a relacdo (2.61) ndo ¢ satisfeita identicamente.
Entéo, concluimos que o setor elétrico é mantido, possibilitando a existéncia de solugdes de vortices

eletricamente carregados.
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2.2.1 Energia e equacdes auto-duais
A densidade de energia estdtica correspondente ao modelo (2.54) é dada pela seguinte expressao
e = [Dog|” + [Deg* + Ves (191 - (2.64)
A energia total serd entdo
E= [ + D+ g (g = 2, (2.65)
4e 2| | 4
onde usamos o potencial (2.55) e a relagao
kB2
Dog|* =

4 |p*

Neste ponto, devemos fazer uma importante observagdo no primeiro termo da Eq. (2.65). Note que

(2.66)

o campo magnético deve ir a zero mais rapidamente que |¢| quando ¢ — 0, sendo necessario para

assegurar uma energia finita.

Retornando a Eq. (2.65), usamos a identidade (2.14) e apds algumas manipula¢des, podemos

escrever

KB)\

E- [d l|Di¢| seBlgP+ g | S F AP~ >] e o) e,»kajfk]. 267)

el¢l

Assim como no caso do modelo MH, o formalismo BPS é implementado de modo que a energia
total seja bem definida em termos do fluxo magnético. Logo, o procedimento pode ser finalizado

assumindo o limite Bogomol'nyi, que agora é atingido para A = 2¢?/x. Com isso, teremos

2 2
E= /d2 {|Di¢| += [% 2%|¢|(v2—|¢|2)] iBein%ejkaj]k}. (2.68)

Novamente, sob condi¢des de contorno adequadas dos campos, o termo de derivada total ndo con-

tribui para energia total. A energia total entdo ser escrita como

E=E+E (2.69)

BPS”

onde

2 2
B =[x {|Di¢| + [e";' = (vz—|4>|2)] } Fyw = et [@xB. 270)

Dessa forma, as configuragdes de minima energia satisfazem a inequagdo

E > E,., (2.71)
de modo que os campos saturando no limite BPS, devem obedecer as seguintes relagbes
Dig|* =0, 2.72)

2 3
B =+ (9" (@~ I¢pf), 273)
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sendo estas as equagdes auto-duais correspondentes ao modelo CSH (2.54). O potencial auto-dual

associado as configuragdes BPS é dado por

4
Vear (191) = =5 |9 (02 = I )2, (2.74)

De posse das equagdes auto-duais, a partir de (2.64), a densidade de energia BPS pode ser escrita

como
€pps = 2Vegy (I9]) + |Dk¢|2' (2.75)

J4 para a energia, podemos escrevé-la em termos do fluxo magnético, assumindo a mesma forma do
caso MH:
_ 2
E > E,s = Lev . (2.76)

A diferenca agora é que o fluxo magnético estd diretamente relacionado com a carga elétrica total
dos vértices. Assim, usando (2.59), podemos escrever a energia total em termos da carga elétrica
como
» ev? | -
EZiev®:7|Qe|. (2.77)

2.2.2 Solugdes BPS: Voértices eletricamente carregados

Seguindo o que foi apresentado no contexto de MH, vamos implementar também o Ansatz dado
pelas Egs. (2.26) e (2.27). Adicionalmente, adotamos Ay = @ (r). As equagdes EL, (2.61), (2.62) e

(2.63), escritas nesse Ansatz sdo dadas por

kB = 2*0% g%, (2.78)
2
K@ = 2ev23¥, 2.79)
v, 8 “zg 2.2 1 dViegy

respectivamente. O campo magnético resulta

a
B(r) = = (2.81)
enquanto o potencial (2.74) é
eto®
Vesu (8) = 7g2(82 —1)% (2.82)
Para as equagdes BPS (2.72) e (2.73) obtemos
¢ =+% (2.83)
r
a 2¢40*
— == (2 —1). (2.84)

As solugdes de vortices BPS estaticos obtidos por essas duas equagdes de primeira ordem também

sdo solugdes das equagdes EL do modelo (2.54). Similar a Eq. (2.52), podemos identificar também a
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escala de massa do modelo, dada por

2020?
Megy = P (2.85)
e reescrever (2.84) na forma
a 1
— = Eome, 87 (87— 1), (2.86)

A energia das configurac¢des BPS, usando (2.77), é dada por

E > 2m0* |N|, (2.87)
com o fluxo magnético
o= e _ 27t |N| (2.88)
K e

Portanto, nesse contexto também temos uma energia minima topologicamente quantizada. Observe

que temos ainda tanto o fluxo magnético quanto a carga elétrica total quantizados.

2.2.2.1 Comportamento dos campos

Os campos g (7) e a (r) obedecem as mesmas condi¢des de contorno do modelo MH, ou seja,

g(0)=0, a(0)=N, (2.89)
rli_}rg}oa (r)=0, rh_}rgog (r)=1. (2.90)

Na origem, r — 0, assumimos uma expansdo em série de poténcias e obtemos os seguintes compor-

tamentos:
g (r) ~ Gy (megur)™ + - -- 2.91)
GIZ\] 2N+2
a (1’) ~ N — m(mCSHT’) + —+ ... (292)

O comportamento assintético dos campos, ¥ — oo, fornece

8 (7’) ~1- GooKO(mCSHr) teee~ 1= G_\;;e_mCSHr (2.93)

0 (r) ~ Gt 7K1 (Mg 7) =+ -+ - ~ Goor/re” "csu”. (2.94)

As constantes Gy e Goo podem ser determinadas numericamente.

2.2.2.2 Solugdes numéricas

As solugdes numéricas a seguir foram obtidas via Eqs. (2.83) e (2.84). Resolvido essas equagdes,
podemos encontrar ainda os perfis para o campo elétrico E, = —«’ (r) a partir da Eq. (2.79). Por

simplicidade, adotamos ¢ = v = 1 e ainda x = 1.
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Figura 2.4: Campo magnético e campo elétrico. Convengdes conforme Fig. 2.3.

A Fig. 2.3 mostra os perfis para g (r) e a(r).
Similar ao modelo MH, o campo g (7) atinge seus
1 valores maximos e minimos que independem de N.
Conforme seu comportamento (2.91), o campo cresce
de forma monétona a partir da origem até atingir
\ Y 1 seu valor maximo. O campo a (r) tem seu maximo
\\ ; H na origem igual a N, decrescendo monotonamente e
\\ p ' B tornando-se nula no limite r — oo.

N J i

A Fig. 2.4 mostra os perfis do campo magné-
tico B (r) e campo elétrico E, (r). Essencialmente,
Figura 2.5: Densidade de energia. Convengdes conforme 0 campo B (r) atinge um mdaximo num valor finito,
Fig: 23. sendo este o raio da solugédo, formando anéis. Ob-

serve que o raio aumenta conforme N cresce, mas
os valores méaximos dos perfis, aparentemente, ndo dependem de N. Um comportamento andlogo

acontece para os perfis do campo elétrico E; (r), mas neste caso os valores maximos parecem depen-
der de N. A Fig. 2.5 mostra os perfis para a densidade de energia €, (). Para N = 1, notamos um

valor nao nulo na origem, atingindo um maximo num raio finito. Para N > 1 o comportamento é
similar aqueles ja descritos, possuindo maior raio conforme N cresce.



3  Vortices auto-duais em modelos de
Maxwell-Higgs abelianos com setor de
gauge k-generalizado

Neste capitulo apresentamos uma versao do modelo de Maxwell-Higgs generalizado onde so-
mente a parte cinética do campo de gauge sofre a k-generalizagdo, que em principio, poder ser visto
como uma versao mais ampla do modelo de Born-Infeld-Higgs [63,64]. Ainda com essa modificagao,
conseguimos obter equagdes BPS e, portanto, estados auto-duais k-generalizados. As configura¢oes
generalizadas ou estados auto-duais generalizados podem apresentar caracteristicas andlogas aque-
las ja observadas no contexto da eletrodindmica de MH usual. Observamos ainda que, escolhendo de
maneira adequada o conjunto de fung¢des generalizadoras, conseguimos reproduzir também outras
versOes generalizadas ja presentes na literatura [26,28,65], algumas, por exemplo, com importantes
aplicagdes na descri¢do da interagdo entre quarks e gltions [66-68]. Dessa forma, esta nova versdo
de teoria k-generalizada pode ser a mais abrangente ja desenvolvida, podendo também ser estudada
em diversos cendrios como localizagdo de particulas/campos em um mundo brana 6-D [69], gra-
vitagdo generalizada, entre outros. Os resultados apresentados neste capitulo estdo publicados na

revista Journal of High Energy Physics [2].

3.1 Alguns modelos de Maxwell-Higgs generalizados

Nesta segdo vamos apresentar alguns trabalhos desenvolvidos no ambito de teorias k-generalizadas
usando modelo de Maxwell-Higgs. Na Ref. [26] é investigado um modelo generalizado dado pela

seguinte densidade Lagrangiana
1
L= _ZFWFW +K(X) =V (|$]), (3.1)

onde K (X) é uma fungdo arbitraria de X = |D,,gb|2 e o potencial V (|¢|) também é suposto arbi-
trario. Neste modelo, porém, ndo foram encontradas configura¢des BPS. Ainda assim, encontraram

soluc¢des de vortices estaticos via resolu¢do numérica.

Outro interessante modelo foi estudado na Ref. [28]. Neste, a modificagdo imposta sobre eletro-

dindmica de Maxwell-Higgs é dada por

h
EZ_%FWFW"‘WU‘PD‘DH‘P‘Z_V(WD' (32)

onde K (|¢]) e w (|¢|) sdo fungdes arbitrdrias que generalizam o modelo. Novamente, o potencial
V (|¢]) é suposto arbitrario. Diferente do primeiro caso, Eq. (3.1), esse modelo generalizado per-

mite a existéncia de configuracdes BPS generalizadas. Além das caracteristicas gerais ja observadas
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no contexto de MH, esse modelo também pode exibir estruturas similares aquelas observados no
contexto de CSH.

Um outro cendrio de destaque envolvendo teorias generalizadas, é obtido a partir da conhecida
eletrodindmica de Born-Infeld. Esse modelo foi originalmente introduzido para remover a diver-
géncia da auto-energia do elétron inserindo uma forma de raiz quadrada, substituindo a densidade
Lagrangiana-Maxwell usual [70,71]. Dessa forma, as componentes do tensor de Maxwell (F,,) per-
manecem limitadas e a energia associada a uma carga pontual torna-se finita. Esta teoria destaca-se
da familia da eletrodinadmica ndo-linear por apresentar trés importantes propriedades: (i) mantém
a teoria de Maxwell no limite de campo fraco, (ii) mostra a dualidade elétrico-magnético [72] e (iii)
temos a auséncia de ondas de choque e fendmenos de birrefringéncia referente a propagagédo de

ondas, que pertence a classe de teorias denominadas "completamente excepcional" [73,74].

Dentre alguns trabalhos presentes na literatura, apresentamos em particular um modelo de

Born-Infeld-Higgs (BIH), cuja densidade Lagrangiana [63] é dada por

Fu F1Y
L=p ( = >+|Du¢| v(il), (3.3)
onde B é o pardmetro de Born-Infeld, o qual proporciona modificagdes tanto no campo escalar
quanto no campo de gauge, enriquecendo a familia de possiveis modelos a serem estudados. Neste
caso, temos um termo cinético altamente ndo-linear controlando a dindmica do campo de gauge de
tal modo que o modelo pode ser considerado uma k-generaliza¢do do caso usual. Além disso, tal
como acontece para o modelo usual de Maxwell-Higgs, uma extensdo ou generalizacao do modelo
BIH pode surgir naturalmente pelo acoplamento deste com a gravitagdo. Uma outra possibilidade
de generaliza¢do do modelo BIH foi introduzida na Ref. [64], cuja densidade Lagrangiana é dada

por

L=p (1_\/1+H2(;¢|)F;WFW> +w (|¢]) |D;4‘P| u(lel), (3.4)

onde H(|¢|) é uma fungio que generaliza o modelo, U(|p|) = B2[1 — V(|¢|)] é o potencial generali-
zado, cuja estrutura advém do potencial V(|¢|), que é restrito a condi¢do 0 < V(|¢|) < 1, e portanto

U(|¢|) > 0 é uma fungdo positiva.

3.2 Modelo de Maxwell-Higgs abeliano com o setor de gauge
k-generalizado

Nossa proposta consiste em uma k-generalizacdo da parte cinética do campo de gauge, que em
principio, poder ser visto como uma versdo mais ampla do modelo de Born-Infeld. Essa nova familia

de modelos sdo descritas pela densidade Lagrangiana

= h(|p])K(Y) +w(|9]) |Dug|* = V(I$]), (3.5)

onde introduzimos uma fungéo arbitraria K(Y'), cujo funcional definimos como

Fy F1

Y= ey

(3.6)
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A derivada covariante D, ¢ continua sendo a mesma apresentada no contexto de MH, Eq. (2.2).
Além da proépria fungao K(Y), as fungdes h(|p|), U(|p|) e w(|$|) também sdo fungdes arbitrarias que
generalizam o modelo. O potencial V (|¢|), além de descrever a auto-interagdo do campo ¢ (x#),
fornece informagdes acerca do minimo absoluto da teoria, isto é, o estado de vacuo do sistema. Em
geral, estamos interessados em solugdes de minimos nao triviais, |¢,;,| # 0, 0o que é obtido, por

exemplo, através da quebra espontinea de simetria em potenciais do tipo lp[* ou |¢|°.

Antes de prosseguir com desenvolvimento do nosso modelo, podemos verificar de imediato
a grande abrangéncia que o mesmo possui. Primeiramente, observe se assumimos as fung¢des na

seguinte forma

_ _ FP“’PW
K(Y)=Y = ~ U (3.7)
com
Ulgpl) =1, (3.8)

conseguimos recuperar o modelo introduzido em [28], dado pela Eq. (3.2); obviamente, se conside-

ramos também % (|¢p|) = 1 teremos o modelo usual MH, Eq. (2.1). Como um segundo caso, podemos

K(Y) = p? (1—,/1—;—?) h(lgp]) =1 (3.9)

U(lgl) = 1/H(|¢l)- (3.10)

considerar

com

o qual fornece o modelo generalizado de Born-Infeld-Higgs investigado em [64], dado na Eq. (3.4).
Ainda com a escolha da Eq. (3.9), podemos fazer w(|¢|) = 1 e recuperar o modelo introduzido
em [63], Eq. (3.3). Assim, percebemos que os modelos estudados em [63] e [64], bem como aquele

apresentado em [28], surgem como casos particulares do nosso modelo k-generalizado (3.5).

Vamos agora explorar e analisar nosso modelo mais detalhadamente. A equagdo do campo
gauge, via Eq. (3.5), resulta
h
dy <aKyF”V> =ew]V, (3.11)

onde J# é a mesma densidade de corrente conservada dada em (2.6). Por simplicidade, daqui em
diante vamos adotar a seguinte nota¢do Ky = dK/dY, indicando a derivada da fun¢do K (Y) em

relagdo ao seu argumento Y. Para o campo de Higgs ¢ (x) temos

wD, D' + (9uw) D' — Ka—h* R

2
o T agr g P

oV
=0. 3.12
e (3.12)

d
Assumindo o regime estacionario (campos estdticos), obtemos a lei de Gauss generalizada do

modelo a partir de (3.11) fazendo y = 0,

h
9; (akya]-Ao) =2%wAg |¢p[*. (3.13)

Aqui também podemos assumir o gauge temporal Ag = 0 e, assim como no caso usual da eletro-
dindmica planar de MH, temos auséncia de campo elétrico, isto é, as solucdes estdticas resultam

em configura¢des generalizadas representativas de vortices ndo carregados, puramente magnéticos.
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Para a lei de Ampere, fazemos y =i em (3.11) e obtemos
h
GZ]a] (ZjKyB) = ew],-, (3.14)

onde o campo magnético ¢ dado por B = €;;0;A;.
A equagdo do campo de Higgs (3.12), no regime estaciondrio, pode ser escrita na forma

oh h ouU  w |2 1%

wD Dy + (8]w) D](P+ KW — HYKYW — W | ]4) — W

=0, (3.15)

onde usamos também Ay = 0.

Nas segoes seguintes deste capitulo, todo o nosso estudo sera realizado com a fungdo w(|¢|) = 1.

3.3 Formalismo BPS

A densidade de energia estatica generalizada resulta ser
e = —hK+ [Dpp|* +V, (3.16)

onde a funcdo h(|¢|) é definida positiva e K(Y) é uma func¢do ndo-positiva. Para implementar o
formalismo BPS, introduzimos uma fungdo W = W(|¢|) em (3.16). Ap6s algumas manipulagoes

algébricas, escrevemos

U (h —~\° — 2,1
€ = |D:|:(P|2 + m (aKyB F W) + B ( W+e |(P|2> + 561181]]
u oo
—MW — ﬂKyB —hK+V, (3.17)

onde usamos mais uma vez a Eq. (2.14). Agora, devemos lembrar que o formalismo BPS consiste em
expressar a densidade de energia como uma soma de termos quadraticos, um termo proporcional
ao campo magnético e uma derivada total. Em nosso caso, implementamos isso em duas etapas.

Primeiro, escolhemos uma fungdo W (|¢|) como

W (|¢]) = (@* — [¢[*)%, (3.18)
e, segundo, assumimos
u ho o,
V= mw + 5 KB+ IK, (3.19)

0 que estabelece um vinculo entre o potencial e todas as outras fungdes que definem o modelo
generalizado. Ressaltamos que esta relagdo para o potencial ndo é necessariamente arbitrdria. No
limite BPS, tal relagdo corresponde exatamente a condigdo entre componentes do tensor energia-

momento Tj; + Toy = 0, estabelecidas no formalismo proposto por Shaponisk e Vega [75].

Considerando as Egs. (3.18) e (3.19), e usando (3.17), a energia total pode ser escrita como

E= / Pxe = E' +E,p, (3.20)
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onde

. 2
E = / A2x {|Di<p|2+ 275{_1@ [gKyB:Fe (02 - |<p|2>] } (3.21)

1
Logo, notamos que as configuracdes de minima energia sdo atingidas no limite
2
E > E;pg = fev ®, (3.23)

onde identificamos o fluxo magnético
&= / dx2B. (3.24)

O termo de derivada total na Eq. (3.22) ndo contribui para a energia total, pois este é nulo sob
condic¢oes de contorno adequadas do campos. Neste limite de energia minima (3.23) é alcancado

quando os campos saturam no chamado limite BPS, satisfazendo agora as equagdes auto-duais

Di¢ =0, (3.25)
h
T KyB = +e(0? — |9]?). (3.26)
Além disso, o potencial (3.19) no limite BPS resulta
h 2
Vips = HKYB + kK, (3.27)

que deve sempre ser V > 0. Podemos ainda escrever uma importante relacdo para densidade de

energia a partir de (3.16) como

h
€ = a1<YB2 + | D2, (3.28)

que, de fato, é positivo-definida uma vez que as fungdes & (|¢|), U (|¢|) e Ky (Y) também sao.

Assim como acontece no contexto do modelo de MH usual, verificamos que as equacdes BPS

(3.25) e (3.26) também sao solugdes das equagdes de EL, correspondente ao modelo (3.5).

3.4 Configuracoes BPS na auséncia de um potencial explicito

Os resultados obtidos para o modelo k-generalizado (3.5) podem ser usados para analisar um
interessante caso onde ndo temos um termo explicito do potencial V (|¢|). Esta situagdo é estabe-
lecida se escolhemos V (|¢|) = 0 e h(|¢|) = U (|¢|). Agora, a densidade Lagrangiana do modelo
assume a forma
2

L=U(|p])K(Y)+|Duo (3.29)

Obviamente, as equac¢des de movimento do modelo sdo modificadas, mas continuamos a ter solugdes
eletricamente neutras. Para as configuracdes BPS, a relagdo da energia total é exatamente a mesma

(3.22). A equacdo BPS (3.25) permanece a mesma, enquanto a segunda relagdo é dada por

KyB = +e(o® — |¢]?). (3.30)
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A Eq. (3.27) é entdo reduzida
KyB? + KU,s = 0, (3.31)

onde Uy, (|¢|) denota a forma auto-dual da funcéo U (|¢|), dada explicitamente por

Usps (19]) = — —1<2 (U%HISCIEB) (3.32)

onde a fungdo U, (|¢|) corresponde ao potencial auto-dual do modelo MH, Eq. (2.22), dado por

S

Uy (191) = 5 (0% = [91")2. (3.33)

Observe na Eq. (3.32) que a funcao Uy, (|¢|) pode desempenhar o papel de um potencial auto-dual

no modelo k-generalizado (3.29).

3.5 Modelos auto-duais tipo-gémeos

Teorias definidas por densidades Lagrangianas diferentes e exibindo exatamente as mesmas
solucdes, com as mesmas densidades de energia e mesma energia total sdo denominados modelos
"gémeos"(twins) [76]. Veremos que nossa densidade Lagrangiana (3.5) permite descrever diferentes
modelos com as mesmas configuragdes auto-duais (possuem exatamente as mesmas equagdes BPS),
incluindo suas densidades de energia e energia total, sendo entdo denominados de modelos BPS

tipo-gémeos (twinlike) [77-80].

3.5.1 Modelos auto-duais tipo-gémeos |¢|*

Podemos obter modelos tipo-gémeos auto-duais correspondentes ao modelo MH se garantimos

a existéncia da seguinte equagdo BPS
B = +e(v? — |¢]%). (3.34)

Obviamente, a equagdo BPS (3.25) é a mesma obtida no contexto usual de MH. Logo, o modelo

descrito por (3.5) proporciona a Eq. (3.34) se impomos o seguinte vinculo na equagdo BPS (3.26),
hKy = U. (3.35)
Assim, o potencial auto-dual (3.27) serd é reduzido a forma
Vips = 22Uy + 1K, (3.36)
e a densidade de energia BPS generalizada (3.28),
€ms = B+ Do, (3.37)

correspondendo exatamente a densidade de energia (2.23) do modelo MH usual. Note que a energia
total em ambos os modelos também serdo as mesmas, sendo dadas por (2.45) e (3.23). Observe que
as equagdes BPS (3.25) e (3.26) ndo dependem explicitamente das funcdes & (|¢]), U (|¢]) e Ky (Y).

Entédo, podemos concluir que existem infinitos modelos tipo-gémeos & MH, cada um podendo ser
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escolhido de forma que tais fungdes generalizadoras obedegam a condicao (3.35).

3.5.2 Modelos auto-duais tipo-gémeos |¢|°

Mostraremos que a densidade Lagrangiana (3.5) também suporta modelos tipo-gémeos pos-
suindo soluc¢des auto-duais eletricamente neutras, cujas equagdes BPS sdo exatamente as mesmas

descritas no contexto de modelos CSH. Neste caso, a equagdo BPS (3.26) deve satisfazer o vinculo

k2 U
Ky = ——, 3.38
Y 262 |(I)|2 ( )
sendo agora escrita como
26’3 2 2
B =+ o (2~ [¢l), (3.39)
sendo exatamente aquela encontrada no contexto do modelo de CSH. Para o potencial auto-dual,
temos
Vips = 2Ucgy + hK,
onde Uy, representa o potencial auto-dual do modelo de CSH, Eq. (2.74), dado por

4
€ 2 2
Uegy = 2 9] (vz = |¢] )2- (3.40)
Finalmente, a densidade de energia serd
€pps = 2Ucgy + |Dk§’7|2 , (3.41)

que também ¢é exatamente a mesma do modelo de CSH, Eq. (2.75). Assim como o caso da segdo
anteiror, aqui também existem incontdveis modelos possuindo as mesmas configura¢des BPS aqueles
descritas no contexto da eletrodindmica CSH mas, no atual contexto, tais configuragdes sdo eletri-
camente neutras. Novamente, existe um modelo para cada conjunto de fun¢des satisfazendo a Eq.
(3.38).

3.6 Alguns novos modelos k-generalizados

Mostraremos a existéncia de modelos k-generalizados descritos pela densidade Lagrangiana
(8.5), cujas equacdes BPS (3.25) e (3.26) tornam-se linear no campo magnético, assim como acontece

nos contextos de modelos MH e CSH. De modo geral, podemos escrever
Di¢p =0, (3.42)

B=4V, (3.43)

onde V = V(V,,, h,U) é uma fungdo do potencial auto-dual e demais fungdes generalizadoras. En-

tre esses modelos vamos incluir também os casos tipo-gémeos apresentados na secdo anterior.
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3.6.1 Modelo simples

Vamos mostrar dois exemplos de modelos simples que podemos abordar no atual contexto de
teoria k-generalizada. O primeiro deles, é um modelo capaz de engendrar solugdes BPS definido

por
K(Y) = —a(=Y)P, (3.44)

com &, B > 0 sdo pardmetros arbitrarios. Lembrando que a primeira equagao BPS (3.42) néo é

alterada, mas a relagéo (3.26) fornece agora

P (3.45)
26—1.,/2U,,

onde B > 1/2 e o potencial auto-dual sera

v |ep-1* VD, \ PR 3.46
BPS aﬁzﬁ hl/ﬁ 4 ( )

sendo entdo expresso em termos das fung¢des arbitrarias / (|¢|) e U (|¢]). Logo, as equagdes BPS
podem ser fixadas se conhecemos as fungdes h (|¢|) e U (|¢|) ou escolhendo um potencial auto-dual
v

wps- or exemplo, se consideramos Vs = U, ,;,, um potencial |4>|4, a Eq. (3.45) serd

B= :I:zﬁ’B_ e <vz - |4>|2), (3.47)

sendo, claramente, uma versdo generalizada para (3.34). Analogamente, escolhendo V., = U,

um potencial |¢|°, teremos

2[3 e3
B= ool (- loP), (3.48)

uma versdo generalizada para (3.39).

Um segundo modelo bem simples pode ser obtido se consideramos a seguinte condicado

B2
= A, (3.49)
2Z/lBPS
onde A > 0 é uma constante. Neste caso, devemos considerar Y = —A e, consequentemente, K (A)

e Ky (A) serdo também constantes bem definidas. Com essa condigdo, a equagdo BPS (3.26) fornece

AU,

"= ARy (B)

(3.50)

Usando essas Egs. (3.49) e (3.50), podemos simplificar a relagdo do potencial auto-dual, sendo agora

 2AKy (A) 4+ K (A)
Vars = A1, ) NN . (3.51)

Esta relagdo serd sempre ndo-negativa desde que a condicdo 2AKy (A) + K (A) > 0 seja satisfeita.

dada por

A equagdo BPS (3.26), sob a condicdo (3.49), pode ainda ser expressa em termos do potencial (3.51)

como
2AKy (A) Vi

=+
2AKy (A) + K ( A)\/m

Podemos concluir que a condic¢do (3.49), além de determinar completamente estruturas BPS,

(3.52)
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também engendra uma familia infinita de solugdes configura¢des auto-duais sendo descritas pela
escolha de uma fungédo U (|¢|) e diferentes valores de A. De forma alternativa, a Eq. (3.51) permite

fixar uma funcido U (|¢|) escolhendo-se o potencial auto-dual V,,; desejado. Se escolhemos, por

exemplo, um potencial tipo |(p|4, Vips = Uy, @ equagdo BPS (3.52) fornece
AKy (A) 2 2
=+ — . .
b=k Ay + k(A" (+# - o) (3:53)

Por outro lado, podemos também escolher um potencial tipo |¢|°, Vips = Ucgyy, € assim a equagdo
BPS (3.52) sera
28Ky (A) € on o
== — — .
b=t ) ke (2% - loF?)

(3.54)

3.6.2 Modelos k-generalizados na auséncia de um potencial explicito

Conforme ja mencionado na Sec. 3.4, também podemos obter configura¢des BPS na auséncia de

um potencial V

wps- Vamos estudar tais modelos impondo a seguinte condi¢do

BZ
ZZ/{BPS B

A, (3.55)

com A > 0 é uma constante e

.ps Tepresentando o potencial auto-dual dado por (3.32). A partir da

relacdo (3.31), podemos escrever
K(A) = —2AKy (4), (3.56)

onde K (A) e Ky (A) sdo agora fungdes de A nesta relagdo. Esta condi¢do permite encontrar todos os
possiveis valores de A para um dado modelo definido pela fun¢do K (Y). A segunda equagdo BPS

(3.30) e o respectivo potencial auto-dual (3.32), com K e Ky no funcional A, sdo dados por

_ e 2 2
B =ty (- 10F). (3:57)
1 2 2
Unps (1¢]) = m% (02 - |4’|2> , (3.58)

sendo expressdes matematicamente similares aquelas encontradas no contexto MH.

Devemos ressaltar que a condi¢do (3.55) pode fornecer somente modelos que admitem potenci-

ais tipo [*.

3.7 Solucées numéricas

Nesta se¢do, vamos implementar o Ansatz usual dado pelas Egs. (2.26) e (2.27). Assim como
no modelo MH, os campos g (r) e a (r) sdo func¢des regulares bem comportadas, possuindo confi-
guragdes de energia finita e satisfazendo também as condi¢des de contorno (2.40) e (2.43). O campo
magnético continua sendo dado pela relagdo (2.32), enquanto a densidade de energia (3.28) nesse
Ansatz resulta

h ag\ 2
Cars = 77Ky B? + 207 (r—f) . (3.59)



3.7 Solugcdes numéricas 40

A energia total BPS (3.23) é dada por
Eyps = 27107 [N], (3.60)

possuindo também a mesma forma daquela obtida no modelo MH, Eq. (2.45).

3.7.1 Vortices em modelos |¢|*

Como ja enfatizado antes, a primeira equagdo BPS (3.25) ndo sofre qualquer modificagdo como
efeito da generalizacdo obtida a partir da densidade Lagrangiana (3.5). Temos visto, porém, que
a segunda BPS é modificada, dependendo diretamente do potencial auto-dual escolhido. Vamos
resumir em uma mesma expressdo as configura¢des BPS para potenciais tipo |¢|* estudadas até o

momento. Tais estados BPS podem entdo ser descritos pelo conjunto de equagdes BPS

¢ = i% (3.61)

!/

_ 7 _ 2(1 .2
B=—2 = xFye? (1-¢), (3.62)

onde Fi4) > 0 (sendo uma fungdo de g ou A) é dado por

B
261’ Eq. (3.47),
_ AKy (A)
Fu) = 2AKy (A) + K (A)’ Eq. (3.53), (3.63)
1
Ky (8)’ Eq. (3.57).

A densidade de energia BPS também pode ser expressa em termos de F4), assumindo a forma geral

ag\2
ars = 2Fay Uy +20% (55 (3.64)

O comportamento dos campos é determinado resolvendo o conjunto de equagdes BPS (3.61) e
(3.62), satisfazendo as condi¢des de contorno (2.40) e (2.43). Logo, em torno da origem r — 0, os

campos obedecem o seguinte comportamento geral:

g(r) ~ Gy N 4 (3.65)
6202 7

Para o comportamento assintético, r — oo, temos

—myr
(Fa)) /= —myr
a(r) ~ myGe' \reT™ 4., (3.68)

F F : .
As constantes GI(\,(‘” ) >0e Ggo(4)) podem ser determinadas numericamente. O termo de massa
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-=-- B=085
— B=10MH
---- =20

Figura 3.1: Campo de Higgs g(r) e campo de gauge a(r) assumindo o potencial auto-dual (3.33) com F(y dado por (3.47).

generalizado my é dado por

my = My F(4), (369)
onde m,,,, = \/2ev, relagio ja apresentada em (2.51).

Para apresentar as solu¢des numéricas analisando modelos com potencial tipo |¢>|4, vamos ado-
tar a funcédo F(4) = P((f)) dada por (3.47), onde § > 1/2. Por simplicidade, adotamos aindae =v =1

e configuragdes BPS com o winding number N = 1.

Uma breve andlise sobre a relagdo (3.69) mostra

que no intervalo 1/2 < B < 1, a massa my cresce
até B — 1/2, enquanto my — m,,, para p — 1. Por
20k ] outro lado, para B > 1, a massa my diminui conti-
. nuamente atingindo seu minimo no limite § — .
Esses efeitos podem ser percebidos pelos perfis dos
campos g (r) e a(r), onde a variagdo de B reflete o

tamanho do ntcleo do voértice e, consequentemente

sua massa. A Fig. 3.1 mostra os perfis do campo de

Higgs ¢ (r) e campo de gauge a ().

(=]
—
(3
w
~E

,
7 y I ]

6 ] A Fig. 3.2 mostra os perfis para o campo magné-
st 1 tico e densidade de energia. Para ambas as fungdes,

temos amplitudes méaximas na origem crescendo no
limite B — 1/2. Explicitamente, o comportamento
na origem é dado por

] B (0) = e®F(f), (3.70)

2
’ eurs (0) = o' Flf) + 202 [GI(P“))] . @7

Figura 3.2: Campo magnético e densidade de energia
BPS. Convengdes conforme Fig. 3.1.
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Analisando a fungdo F((f)) = B/ (2B — 1) conforme assumimos diferentes valores de B, fica claro

porque observamos diferentes amplitudes. No intervalo 1/2 < B < 1 as amplitudes sao maiores,
pois P((f)) cresce quando f — 1/2; quando g > 1, F((f)) — 1/2 e as amplitudes devem diminuir
até atingir um minimo. Vemos, por exemplo, claramente o campo magnético atingindo o limite

B(0) — 1/2 para p — oo.

3.7.2 Vortices em modelos |¢|°

Seguindo o mesmo procedimento apresentado acima, os modelos que admitem potenciais auto-

duais tipo ¢|® estudados até aqui, podem ser resumidos pelas equacdes BPS generalizadas escritas

como
¢ = i%’, (3.72)
a 2¢50% )
B=—= = tFg=—g (1 —g ) 3.73)

onde F(g) > 0 (sendo uma funcdo de p ou A) é dado por

Fe = p 74
(6) AKy (A) Fo. (354) 3.74)
20Ky (A) + K (&) L%
A densidade de energia em termos de F(g) ¢ dada por
aonN 2
€xrs = 2F(6) Ugyy + 207 (r—f) : (3.75)
O comportamento dos campos para r — 0 é
g(r) ~ G(;“))HN‘ +-, (3.76)
(Fe))
4,4 (6)
ev” Gy T aNj+2
O comportamento assintético, r — oo, é dado por
(F(6)) e—mﬁr
~1—-Ge ey, 3.78
g(r) 7t (3.78)
G(F(e))
a(r) ~v ——re " ..., (3.79)
Mg
As constantes Gl(\f ) >0e Gg ) também podem ser determinadas numericamente. A massa auto-

dual generalizada mg é dada por

Mg = Mgy 4 /F(6)' (380)

= 2¢%0% /x sendo a massa auto-dual usual do contexto de modelos BPS CSH, Eq. (2.85).
B _

Assim como no caso anterior, para potenciais auto-duais do tipo |¢|*, vamos considerar F(6) =

com gy,

B/ (2B — 1) em nossa andlise numeérica nesta se¢ao. Adotamose =v =x = N = 1.
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--=- B=085

-==- B=20

—— B=10CSH |

Figura 3.3: Campo de Higgs g(r) e campo de gauge a(r) assumindo o potencial auto-dual (3.40).

]

3.0f
25f "

2.0

€BPS 1.5F

(b) Densidade de energia e, (7).

Figura 3.4: Campo magnético e densidade de energia

BPS. Convengoes conforme Fig. 3.3.

A Fig. 3.3 mostra os perfis para os campos g () e
a(r). As caracteristicas gerais de tal comportamento
sdo as mesmas ja discutidas na se¢do anterior para o
caso de modelos com potenciais auto-duais do tipo
|p*. A diferenca é que a massa bosonica em questdo

é agora governada pela (3.80).

Para o campo magnético e densidade de ener-
gia BPS temos algumas mudancas significativas no
comportamento, ver Fig. 3.4. Em ambos os casos, as
solugdes formam anéis em torno da origem com um
“raio” finito, cuja amplitude maxima afasta-se da ori-
gem com o crescimento de B > 1/2. Explicitamente,
a amplitude méxima para B (r) é dada por
vt B

Brmax (7’ ) = 2?—2’3 1 (3.81)

para um r* tal que g (r*) = v/2/2. A densidade de
energia na origem possui assume valores finitos, obe-

decendo a relagdo
2 [ ~(Fo)]?
€pps (0) =20 [Gl ] , (3.82)

tornando-se menores a medida que B cresce para va-
lores > 1/2.
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3.7.3 Voértices BPS n3o-localizados

Nos exemplos anteriores, apresentamos solugdes de vértices BPS cujo comportamento dos cam-
pos no limite assintético, ¥ — oo, possuem um decaimento tipo exponencial. Vamos agora mostrar
que nosso modelo k-generalizado definido pela densidade Lagrangiana (3.5) pode engendrar tam-
bém os chamados vértices ndo-localizados, isto é, solu¢des obedecendo um decaimento tipo poténcia
no limite » — oco. Essas solugdes podem ser descritas pela escolha do modelo particular (3.44), cuja
segunda BPS é dada por (3.45). Uma versdo de solugdes ndo-localizadas pode ser obtida escolhendo-

se o potencial auto-dual Vj,; como

BPS
2.4

ev 2+2/7
Voo = 5 (1-87)" (3.83)

que pode ser obtido através de escolhas adequadas das fungdes 4 (g) e U (g) em (3.46). O parametro
v > 0 é quem define o decaimento tipo poténcia (r~7) no limite r — co. As configuragdes auto-duais
sdo descritas pelas equagdes BPS

¢ =+% (3.84)

1+2/y
2) ) (3.85)

B, 2 (
B = -
T -1 —ev" |1 —g
onde é possivel notar que no limite y — co e § — 1, recuperamos o modelo MH usual. A densidade
de energia é dada por

€yps = 2513 Vips + 20 (rg) (3.86)

O comportamento das funcdes g (r) e a (r) em torno da origem

g(r) ~GYNI 4. (3.87)
2.2 B 2,
a(r) N:Fev—z(Zﬁ—l)r + - (3.88)
No limite r — oo, obtemos
1
g(r)wl—Coor—7+---, (3.89)
C 1 3.90
a(r)~7y oyt (3.90)
onde definimos a constante 1
_ 1 [es-nY”
Coo = 57 { 2 . (3.91)

E bem conhecido na literatura que o chamado limite de London [81] proporciona um compor-
tamento dos campos de um vortice no modelo completo de Ginzburg-Landau, que prevé corre-
tamente um campo magnético variando monotonicamente com decaimento exponencialmente lo-
calizado para r — oo. No entanto, temos também vortices com campo magnético ndo-localizado,
cujo perfil decai lentamente. Esses vortices ndo-localizados com um decaimento tipo poténcia tem
sido obtido no estudo de campos magnéticos ndo-localizados em supercondutores [82]. Mais re-
centemente, tais comportamentos também foram investigados no contexto de vortice diamagnéticos

gerados por uma teoria Chern-Simons [83].
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Figura 3.5: Campo de Higgs g(r) e campo de gauge a(r) assumindo o potencial auto-dual (3.83).

1.8
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B 0.9

0.6

0.3

(a) Campo magnético B(r).

(b) Densidade de energia e, (7).

Figura 3.6: Campo magnético e densidade de energia
BPS. Convengoes conforme Fig. 3.5.

As solugdes numéricas correspondentes as equa-
¢des BPS (3.84) e (3.85) sdo mostradas nas Figs. 3.5
e 3.6. Em todos os casos, fixamos e = v = N = 1.
Como temos dois paradmetros livres, 8 e 7y, mostra-
mos os efeitos de um pequeno e um grande valor j
para diferentes valores de y, comparando com o caso

usual MH que ¢ atingindo no limite y — coe g — 1.

Analisando os campos g (r) e a (r), observamos
no intervalo 1/2 < f < 1 0s campos aproximando-
se cada vez mais da origem com o crescimento de
v. Por outro lado, para um valor fixo com > 1,
0s campos aproximam-se do comportamento des-
crito pelo modelo usual MH (linha preta sé6lida) para

grandes valores de 7.

Para o campo magnético B () observamos que
o valor 3 estabelece um valor finito na origem maior
para 1/2 < B < 1 e menor quando B > 1, quando
comparado com o caso usual MH. Diferentes valores
do parametro y tém o efeito de aproximar (y grande)

ou afastar (y pequeno) os perfis em relagdo a origem.

A densidade de energia BPS, por sua vez, tem
um comportamento similar a esse descrito para o
campo magnético. A diferenca é que as solugbes
atingem diferentes valores maximos na origem para
um mesmo f. Desta forma, concluimos que y con-

trola a amplitude maxima na origem para um f fixo.




4 Solitons BPS no modelo baby
Skyrme-Maxwell

O modelo Skyrme [84] é uma versdo generalizada do modelo-o (sigma-model) ndo linear em
(3 4 1)-dimensdes. Particularmente, existe uma versdo (2 + 1)-dimensional do modelo de Skyrme
que foi considerado inicialmente em [37-39] e depois investigada em [40, 41], onde atribuiu-se o

termo “Baby Skyrmion"para descrever a versdo planar do modelo Skyrme original.

Neste capitulo apresentamos uma breve revisdo do modelo baby Skyrme-Maxwell [48], isto é,
o modelo baby Skyrme acoplado minimamente a um campo de campo de gauge abeliano cuja dina-
mica é governada pelo termo de Maxwell. Esse modelo admite configuragdes de sélitons topolégicos
auto-duais, ou seja, solugdes estdveis saturando um limite BPS (de minima energia). Ressaltamos a
importancia de apresentar esse modelo porque em nossa proposta (ver Cap. 5) investigamos con-
figuragdes BPS numa versdo estendida incluindo o termo Chern-Simons que permite, entre outros

efeitos, descrever skyrmions eletricamente carregados.

4.1 O modelo

Uma versdo do modelo baby Skyrme-Maxwell [47,48] é dada pela seguinte densidade Lagran-
giana

Lo=—2RuP 4 2(D,§)? - A—Z(DHZﬁ x D,§)? —V, (4.1)

4 2 4

onde todos os campos estdo definidos no espago de Minkowski (2 4 1)-dimensional. O primeiro

termo € a contribuicdo de Maxwell usual. A quantidade D¢ representa a derivada covariante do

campo ¢ e, assim, o segundo termo representa a contribuicio do modelo-c. O terceiro componente é

o termo de Skyrme e o tltimo o potencial. O campo de Skyrme ¢ é um tripleto de campos escalares

reais ¢ = (¢, ¢,, ¢;) satisfazendo a restrigdo |f|> = ¢7 + ¢3 + ¢35 = 1, ou seja, no espago interno

descrevem uma esfera de raio unitdrio. O potencial V é sempre uma funcdo real e ndo negativa da

quantidade ¢, = 7i - ¢, ou seja, V = V (¢, ), onde 7i é um vetor unitario no espaco interno.

Os termos ¢ e de Skyrme sdo invariantes sob a simetria global SO (3) enquanto o potencial
escolhido usualmente quebra parte desta simetria. Especificamente, estamos interessados em poten-
ciais que preservem o subgrupo U (1) e tenha um tnico vacuo. A saber, desejamos configura¢oes
no qual V (¢,) — 0 quando ¢, — 1, seu valor no vécuo. Logo, a existéncia de um subgrupo U (1)
invariante permite implementar uma simetria de gauge local e a introdugdo de um campo de gauge

abeliano cuja dinamica é governada pelo termo usual de Maxwell.
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Seguindo a prescrigao em [47,48], podemos extrair uma escala de energia comum Ej a partir de

todos os termos de (4.1) e entdo escrever

1 v - A2 >
L= —EO/de l@P’”FW - 30(13;,4))2 + 7 (D x D) +V(¢,)], (4.2)
onde a derivada covariante agora é dada por
Dy = 0y + Ayii x ¢, (4.3)

definindo o acoplamento entre os campos de gauge A, e Skyrme ¢. Note que na Eq. (4.2) fizemos

Ay — gAy, 0 que nos leva a F;%V — F2,/¢?%; isso facilita o tratamento e analise das equagdes no atual

W
contexto. A quantidade Ep tem dimensdo de energia e estabelece a escala de energia do modelo.

Para nosso propdsitos, poderemos assumir a escala do modelo como unitaria, Eg = 1.

Um importante aspecto sobre as configuragdes de energia finita é seu carater topolédgico. Tais
configuragdes exigem uma restricio topolégica no campo ¢, isto é, este deve aproximar-se de seu
valor de vdcuo no limite espacial. Assim, assumiremos o vetor unitdrio constante é 7 = (0,0,1)
de modo que o valor de vdcuo de ¢, ¢ dado por ¢5 = ¢;,,. = 1. Usaremos expressdes com a
forma geral do vetor unitério 7 até o momento que for conveniente. Ainda, temos que tal restrigdo
topolégica permite interpretar as configuragdes de energia finita do modelo como um mapeamento

R? — §? caracterizado pelo invariante definida como

1 v - - -
deglf] = o [ - (21 x 26) = N, (@)

onde N € Z representa o winding number ou carga topoldgica da configuracao.

4.2 O modelo baby Skyrme-Maxwell

O caso particular em que v¢ = 1 foi estudado no original modelo baby Skyrme-Maxwell em [47].

Aqui vamos tratar do caso em que vy = 0, investigado em [48]. A densidade Lagrangiana é

1 A2 -
£ =g FwE" = (Duf x Dif)* =V (9, (4.5)
As equagdes campo sdo dadas por
- oV "
D,V = — X, (4.6)
' 9P,
OuFM = g% - I, (4.7)
onde
J*= )LZDMT)[J" (Du¢p x D)), (4.8)

é a densidade de corrente conservada.

Assim como nos demais modelos ja estudados nesta tese, estamos interessados principalmente

em solugdes estéticas. A lei de Gauss, obtida a partir da componente v = 0 em (4.7), fornece

0;Ag = A2 Ay (ii - 9;)>. (4.9)
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Logo, notamos ser possivel a escolha do gauge Ag = 0, a qual satisfaz a prépria lei de Gauss. Assim,
as solugodes estaticas encontradas aqui serdo caracterizadas por carregar fluxo magnético e serem

eletricamente neutras.

421 Energia e equacdes BPS

A densidade de energia estética (assumindo Ey = 1) do modelo (4.5) pode ser escrita na forma

e—LBZ+A—2Q2+V (4.10)
C2g? 2 ’ '
onde usamos a identidade
1 - 5 -
Q= 5¢ii¢ - (Dig x D). (4.11)

A fim de implementar o formalismo BPS, introduzimos duas fun¢des auxiliares w (¢, ) e b (¢,,), que

serdo determinadas mais adiante. Reescrevemos (4.10) na seguinte forma:

e—i(Bj:b)2 iBb—b—er)‘—z(Q w)ziAzQw—/\—zwz—i-V 4.12)
T2 T T T T 2 / '
ou ainda,
! , A% , 1 /2 L
onde usamos a relacdo (4.11) escrita na forma
Q=6 (3ip x ;) + €;Ai(7i - 0;¢). (4.14)

Podemos escrever o tltimo termo da segunda linha de (4.13) como uma derivada total. Para isso,
definimos
w(ii-0;¢) = oW, (4.15)

onde W = W(¢,,). Logo, a funcdo w (¢,,) assume a forma simplificada

- oW - oW
w(i-0;p) = — (7 - 9; - w==—=Wy . (4.16)
( ]¢) a¢n( ]¢) a(Pn P
Isso nos permite reescrever (4.13) como
1 2 A? 21 2ooAr
EA Wy, @+ (9 x 0,¢) £ A%ey; [0 (AW) — WA . (4.17)

Usando B = €;j0;A; e reagrupando os termos, obtemos

1 A2 L
¢ = ga(BE b+ 5 (QF Wy, )* £ AWy, 6 - (0ih x 0;) £ A2e; (AW)
1 ) voooA?
F B ENWE = oo = TG V. (4.18)
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A energia total deve ser bem definida em termos da carga topoldgica e por isso ndo desejamos

contribui¢des de quantidades adicionais. Logo, para os termos da segunda linha da equacédo acima,

fazemos
:Fglsz + A2WB =0, (4.19)
€ 2 2
2
—ng—?wnJrv_o. (4.20)
A Eq. (4.19) fornece imediatamente
b= *A*W. (4.21)

Assim, a partir da (4.20), obtemos o potencial auto-dual capaz de fornecer as configuragdes BPS
satisfazendo o seguinte vinculo:
)\2 )\4 gZ
V="TW2 4 W2 (4.22)
2 P 2
A funcdo W(¢,) é construida (ou proposta) de tal forma que a condigdo de vécuo do potencial

V (¢,) seja satisfeita, V (¢,,) — 0 quando ¢, — 1. Assim, por construgdo, devemos assegurar que as

condigdes
W((Pn,vac :1) = 0 (4.23)
w = 0, (4.24)
a(Pn ¢n,vaC:1

sejam satisfeitas. Com isso, a contribuigdo & energia do termo escrito como uma derivada total é
nula, ou seja,
/ d2xeijd; (AW) = 0. (4.25)

Note que a relagdo (4.22) pode ser considerada uma “equagdo de superpotencial”. De fato, sua
estrutura é andloga aquela encontrada, por exemplo, em modelos de paredes de dominio auto-
gravitantes [85-87] ou de inflacdo de campos escalares [88-91], os quais permitem determinar um
superpotencial W (¢) em termos de um potencial V (¢) para um campo escalar real ¢. Daqui em
diante, vamos nos referir a funcdo W (¢,,) como superpotencial e, consequentemente, a relacao (4.22)

serd chamada de equacdo do superpotencial.

Retornando a densidade de energia (4.18), e implementando os tltimos resultados obtidos

acima, a energia total pode ser escrita como

E= / d*xe = E' + Egp, (4.26)
onde )
2| 1 2.2\ L A 2
E —/dx[zgz (B222W) + 2 (QF W)’ |, 427)
e
E,. =+ / Px2Wy - (3 x 0;)- (4.28)

Lembrando que o campo Skyrme ¢ é um mapeamento R> — S? com raio unitério no espago interno,

é mostrado em [92] que a medida angular da superficie esférica dsint) ¢ analoga ao integrando da
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relagdo acima, podendo este ser reduzido a forma

Egps = 47A [N (Wp, )s2 / (4.29)
onde (Wy, )q, € dado por
(Wy, g2 = % / ds(mt)wcp,,,- (4.30)
A energia (4.26) é sempre satisfeita pela inequacdo
E > E,., 4.31)

sendo esta uma energia fundamental topolégica para as configuragdes estdticas que é atingida
quando os campos sdo saturados no limite BPS. Em outras palavras, todas as solu¢des de energia

finita estdtica sdo sélitons BPS satisfazendo as seguintes equagdes,
B = FA2$*W (4.32)

Q=+W,, (4.33)

que sdo as equagdes auto-duais do modelo. No tratamento de nossas solugdes, adotaremos o sinal
superior. Assim como acontece no contexto de voértices em modelos de Maxwell-Higgs, é verifi-
cado que essas equacdes BPS também satisfazem as equagdes de Euler-Lagrange apresentadas nas
relacGes (4.6) e (4.7) [48].

4.2.2 Solucdes BPS

Aqui, investigamos as solugdes de sélitons estdticas no limite BPS e suas propriedades obtidas

a partir do modelo (4.1). Adotamos o Ansatz usual [47],

sin f (1) cos N6
¢(r,0)=| sinf(r)sinNg |, (4.34)
cos f (r)

onde r e 6 sdo as coordenadas polares no plano, N é o winding number dado em (4.4) e f (r) é uma
fungdo arbitraria que deve satisfazer certas condi¢des de contorno a serem determinadas. O Ansatz
(4.34) é a versdo planar rotacionalmente simétrica do Ansatz hedgehog usado no modelo de Skyrme
3-dimensional [93,94]. Além disso, assumimos # = (0,0, 1) tal que ¢, = ¢5. Para o campo de gauge
Ay consideremos

AO =0, Ai = —Eiij]‘NaT(r), (435)

onde %; = (cos#,sinf) é o vetor unitdrio no plano. Aparentemente essa forma escolhida em (4.35)
pode ser diferente, mas se adotdssemos a forma escolhida no contexto de Maxwell-Higgs (2.27) as

solugdes seriam analogas. Logo, trata-se de uma escolha feita aqui por conveniéncia.

Na origem, r — 0, a regularidade dos campos é garantida pelas seguintes condicdes:
f0)=m a(0)=0, W(0) =W, (4.36)

onde Wj é uma constante arbitraria. Com o intuito de facilitar a obten¢do das solu¢des numéricas,
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seguimos [48] e introduzimos uma redefini¢ao para o campo Skyrme na forma
¢y =cosf=1-2h, (4.37)
com h = I (r) obedecendo
h(0)=1 — f(0) = (4.38)
Para o campo magnético nesse Ansatz pode-se mostrar facilmente que

!
B = Nr . (4.39)

A energia (4.31) fornece um limite BPS desde que as quantidades Wy, ou <W¢}1 >52 sejam unicamente
determinadas. Isso é garantido se assumimos a existéncia de uma solugdo local consistente com a
(4.22) cujo solugdo tinica pode ser estendida a todo o intervalo ¢; € [—1,1], isto é, h € [0,1] [48].

Desta maneira, a energia BPS computada nesse Ansatz fornece
E > Ey = 27tA% [N||W (0)] . (4.40)

Ressaltamos que o resultado (4.40) tem sido confirmado por nossas solu¢des numeéricas. A equagido

do superpotencial (4.22) nesse Ansatz é
8V = AZW2 + 41% P W2, (4.41)

onde agora temos V = V (h) e W, = dW/dh. Como ja mencionado acima, as solugdes de (4.41)
devem ser vélidas em todo o intervalo ¢, € [—1,1] e, portanto, satisfazer as condi¢des W (1) = 0,
W’ (1) = 0 no vécuo ¢5 .. = 1. Ou seja, o superpotencial deve satisfazer as seguintes condigdes
assintoticas

W(P3vac =1) =W (h=0) =0, (4.42)

0 que estd de acordo com nossa premissa inicial,
V((PB,vac = 1) =V (OO) =0. (4.43)

A densidade de energia (4.10) no limite BPS, escrevemos
1., A2,
EBPS = gsz + ZW P (444)

onde usamos as equagdes BPS, (4.32) e (4.33). Portanto, no vicuo r — oo, as condigdes de contorno

que asseguram regularidade das fungdes e configuragdes de energia finita sdo:

lim h(r) = im k' (r) =0, lima (r) =0, lim W(r) = lim W' (r) =0, (4.45)

r—00 r—00 r—o0 r—00 r—oo

sendo, obviamente, compativeis com a condic¢do (4.43). J4 as equagdes BPS, nesse Ansatz, podem ser

escritas como
Nal 2 9
T+)Lg W =0, (4.46)

g (1+a)h +W, =0. (4.47)

Antes de prosseguirmos, vamos fazer uma breve discussdo sobre a equagdo do superpotencial.
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E bem conhecido na literatura que as solugdes de modelos Skyrme em 1+ 2 dimensdes dependem
da forma particular do potencial V (&), o qual deve satisfazer a Eq. (4.41) no limite BPS. O modelo
(4.5) abordado neste capitulo, engendra tanto solugdes caracterizadas por serem compactons quanto
ndo-compactons. Solugdes genuinamente de sélitons compactons sdo definidas como aquelas nos quais
o seu valor de vacuo é atingido em um raio finito r = 7y, permanecendo nesse valor mesmo para
r > 1o (rg € algum valor constante no qual os campos atingem seu valor de vacuo). Por outro lado,
solucdes de sélitons ndo-compactons atingem seu valor de vacuo no limite » — co. Ambos os tipos

de solucoes sdo estudadas em [48].

4.2.3 Fluxo magnético

O fluxo magnético é facilmente determinado por
P = 27[/ rdrB = 21tN / dra’ = 27N [a (c0) —a (0)] = 27 Naco, (4.48)
Jo Jo

onde 4, = a(o0) é um valor constante, obedecendo lim, ;00 @ (r) = deo. Aqui usamos o campo
magnético (4.39) e as condigdes de contorno adequadas da fungao a (r). Note que para o fluxo mag-
nético (4.48) ndo existe a priori quaisquer restri¢des nos valores da constante a4 e, portanto, trata-se
de um fluxo magnético que é, em principio, ndo quantizado topologicamente'. No entanto, vere-
mos a seguir que para um forte acoplamento eletromagnético g, este fluxo torna-se “quantizado”.

Considerando as equagdes BPS (4.46) e (4.47), e dividindo a primeira pela segunda, obtemos

a’ 20 W,
=4 —hn. 4.4
172 My, (4.49)
Agora, considere
F, = 4ﬂ (4.50)
h — Wh’ .
de modo que,
9, In (1 +a) = A2g?F. (4.51)
Integrando ambos aos lados desta relacdo, resulta
InC (1+4a) = A’¢*F (h), (4.52)
onde C é uma constante de integragdo e F (h) serd dado por
h W (fz)
Fh=4/dh Y 453

Naturalmente, para garantir a existéncia da funcdo F (h) finita em todo o intervalo / € [0,1], deve-

mos assumir W, # 0. Usando as condi¢des 1 (0) =1 e a (0) = 0, teremos
InC = A2¢%F (1) — C = M&°F), (4.54)
de modo que F (h = 1) é finito, permitindo escrever a partir da (4.52) a expressdo assintética

oo = —1 4 ¢ MF(), (4.55)

IRecentes investigacdes tem mostrado ser possivel, sob condigdes especificas para determinados tipos de defeitos topolé-
gicos, obter fluxo magnético quantizado no contexto de Skyrmions [95-97].
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onde usamos também as condic¢des /1 (o0) = 0 e F (h = 0) = 0. Assim, o fluxo magnético torna-se
® = —27N[1 — ¢ M&FD), (4.56)
Tomando o limite para pequenos e grandes valores da constante de acoplamento g, temos
® ~ —27NA%¢’F (1), g < 1 (4.57)

@ ~ —27N, g>1.

respectivamente. Logo, podemos dizer que um forte acoplamento eletromagnético g torna o fluxo

magnético efetivamente quantizado.

4.3 Solucoes numéricas das equacdoes BPS

Como j& mencionado, a relacdo (4.41) pode fornecer um superpotencial W (¢,) para um dado
potencial V (¢3). O caso contrario também pode acontecer, ou seja, podemos escolher uma forma

adequada para W (¢3) que fornece um V (¢5) especifico capaz de engendrar as configuragdes BPS.

A partir da equagoes BPS, (4.46) e (4.47), fazemos uma expansdo em série em torno da origem,

r — 0, impondo as condicdes
h(0)=1, a(0)=0, W(0)= Wy, (4.58)

com W (h) sendo considerada uma fungdo bem comportada e Wy uma constante arbitraria. Assim,

obtemos

Wi Wi po (Win)j
iy =1- é’z)\?_orz—( ”)hl—§8(N2”h)h—0r4+(9(r6), (4.59)

2V%Wo 5 SV (Widi_g 4 6
N o +O(r°), (4.60)

onde Wy, representa a segunda derivada de W () em relagéo a h.

a(r):—g

A andlise do comportamento das fun¢des quando atingem seu valor de vacuo é realizada assu-

mindo as condi¢des de contorno
h(rg) =0, a(rg) =ar, W(r)=0, (4.61)

onde rg > 0 e a,, ¢ uma constante. Se rq é finito, este define um raio maximo do defeito topolégico
denominado séliton compacton. Caso tenhamos o valor de vacuo atingido no limite 7y — oo, temos
um defeito topoldgico caracteristico de sélitons ndo-campactons. Para tais andlises, vamos fazer uma
escolha especifica para o superpotencial W (¢5) = W (h) na forma [48]

hU'

W (h) = 7

(4.62)

para o > 1. As equagdes BPS serdo entdo dadas por

Na'

L P2hT =0, (4.63)
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4NA?
N (1+a)h + oh’ 1 =0, (4.64)
e para o potencial (4.41) teremos
1 ooty (00, 22,2
V(h):mh <"—><Z+gm>, (4.65)

onde diferentes valores de o produzem diferentes estruturas de sélitons. Particularmente, temos
aqui trés diferentes tipos de sélitons: para 1 < ¢ < 2 temos sélitons compactons, para ¢ = 2 temos

2 . . . A . — —
¥ e para ¢ > 2 temos s6litons com decaimento tipo poténcia r~2/(7=2);

com decaimento tipo e~
nesses dois dltimos as fung¢des atingem seu valor de vdcuo no limite r — oo e portanto sdo sélitons

nao-compactons.

\\\‘\t:‘\‘:. """" g= 0.1 i

\ \\ Y, mmmme g=1.0
\ ——-g=15 {
| Vo
‘ \ \ —— g=20 a
R — g=50]
\ L
o _
| ;
I
0.0 0?5 1fo 1.'5 210 215 310 3f5 0 1 2 3

Figura 4.1: Campo Skyrme /i(r) e campo de gauge a(r) para varios valores de g.

4.3.1 Sdélitons compactons

Apresentamos aqui um exemplo de solugdo numérica vélida para 1 < ¢ < 2. Para esse inter-
valo, usamos as equacdes BPS (4.63) e (4.64), obtendo a seguinte expansido em série de poténcia em

torno da borda do compacton:

h(r) ~ (Co) & (rg =)/ & .., (4.66)
_ 2
onde
_1n2-9gc (4.68)

T AN (g, + 1)

Para uma visualizagdo dos perfis dos campos, vamos adotar como exemplo o caso ¢ = 3/2.

Neste caso, para o superpotencial (4.62) obtemos

3/2
Wy ="

= (4.69)

Para todas as solu¢des numéricas estudadas nesta secdo, implementamos N = 1, A = 1. Fizemos

os gréficos para vérios valores da constante de acoplamento eletromagnética g. A Fig. 4.1 mostra os
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Figura 4.2: Campo magnético e densidade de energia BPS para varios valores de g. Identificagdo conforme Fig. 4.1.
perfis dos campos para ¢ = 0.1, 1, 1.5, 2, 5 para o intervalo 0 < r < rg. Temos o perfil do campo

Skyrme h(r) atingindo seu respectivo valor de véacuo, & (ry) = 0, em um valor finito.

Ainda na Fig. 4.1, temos os perfis para o campo a(r) com as respectivas linhas sélidas repre-
sentando o valor de vacuo, a (rg) = ar,, para ryp < r < oco. Note que temos apenas g = 0.1 como um
pequeno valor do acoplamento; fizemos apenas para esse valor porque com g = 0.001, 0.01 teriamos
um comportamento muito similar, diferenciando-se apenas pela escala de seus valores. Na Fig. 4.1,
por exemplo, foi necessario um multiplicador (10') para permitir uma visualizagao do perfil de a (r)
para ¢ = 0.1 no mesmo grafico de escala dos demais valores de g. Podemos observar ainda que
em ambos os casos, perfis de 1 (r) e a(r), o raio do compacton ry diminui com aumento de g; isto &,
quanto maior o acoplamento eletromagnético g, os sélitons tornam-se mais “compactados”.

A Fig. 4.2 mostra o campo magnético B(r) e

1t densidade de energia BPS para os valores de g =
0.100| 1,1.5,2. Apresentamos apenas esses valores de g em
ootol particular porque seus efeitos ja fornecem uma boa
visualizagdo do comportamento de B(r). O campo

0001} magnético assume diferentes valores na origem, pois
1074} este cresce com B (0) ~ g% Temos ainda que seu
1073} respectivo valor na fronteira do compacton é atingido
106 | mais rapidamente quanto maior o valor de g. As-

0.001

0.01 0.1 1

g

10

Figura 4.3: Fluxo magnético em fungéo de g.

sim como acontece para o campo magnético, para
a densidade de energia BPS temos diferentes valo-
res na origem, mas aqui eles aumentam conforme g

cresce. Os respectivos raios dos compactons também

diminuem com o aumento de g. O perfil da densidade de energia BPS para g = 5 foi reescalonado

por um fator 1/4 a fim de evidenciar seus efeitos préximo aos demais perfis.

Faremos agora uma breve discussdo sobre o fluxo magnético. Usando o superpotencial (4.69)

nas Egs. (4.53) e (4.56), obtemos a solucdo exata

®=-2nN(1—- 6_4)‘232/3).

(4.70)
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Figura 4.4: Campo Skyrme /(r) e o campo de gauge a(r).

Esta relaciao mostra que o fluxo magnético cresce conforme |®| ~ 4A?g?/3 para pequenos valores

de g. Por outro lado, para grandes valores de g, a solugdo aproxima-se de uma valor constante

|®| ~ 27N. Este dltimo, por sua vez, é uma expressdo andloga aquela encontrada no contexto de

modelos de Maxwell-Higgs. Portanto, no atual contexto, observamos uma “quantizacéo efetiva” do

fluxo magnético (4.70) no limite de um forte acoplamento [47]. A Fig. 4.3 mostra tal comportamento.
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Figura 4.5: Campo magnético e densidade de
energia BPS para alguns valores de g.

Conforme ja mencionado, sélitons ndo-compactons
atingem seu valor de vdcuo no limite » — co e podem
ser analisados no intervalo ¢ > 2. Vamos analisar al-
guns aspectos sepadamente para ¢ =2 e ¢ > 2, pois
é verificado que temos tipos diferentes de comporta-

mentos dos campos em tais situagdes.

Para o caso o = 2 0 comportamento assintético

dos campos é dado por

h(r) ~ Coe ", 4.71)

a(r) ~ e+ A2 (14 a0) @ (C2)2e 27, (4.72)

onde C; é uma constante arbitrdria com ¢ sendo

1

= N1 tan)

4.73)

O resultado das solugdes numéricas correspon-
dentes aos campos h (r) e a(r) sio mostrados na
Fig. 4.4. Notadamente, para g = 0.1,1,1.5 perce-
bemos um comportamento tipo exponencial, as fun-

¢Oes descressem monotonamente até atingir seu va-
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lor de vécuo. Por outro lado, a partir de g = 2 a aproximagdo do vacuo é muito similar aquelas
de solitons compactons. De fato, os comportamentos (4.71) e (4.72) revelam que essas solugdes tipo-
compacton apresentam-se desta forma devido a um decaimento exponencial muito rapido, pois um
forte acoplamento g leva a 4o — —1 e consequentemente { — oo, proporcionando um rdpido

decaimento.

A Fig. 4.5 mostra os perfis do campo magnético e densidade de energia BPS para ¢ = 2. De
modo geral, temos as mesmas caracteristicas ja discutidas para a Fig. 4.4. Sobre o fluxo magnético

para este caso, o superpotencial W = h?/A? fornece
® = —27N(1 — e M), (4.74)

possuindo as mesmas caracteristicas gerais apresentadas no plot da Fig. 4.3, cuja diferenga é basica-
mente por um fator constante para pequenos valores de g; aqui o fluxo magnético cresce obedecendo

a relagio |®| ~ A%g? até torna-se constante com |®| — 277N.

Para os casos em que temos ¢ > 2, o comporta-

1 mento dos campos obedecem as seguintes séries de

— =2 ] poténcia:

—=-0=3 C\V(e=2)

NS o~ (S2) e e
-------- =5

S 1 - 2 1/(0—-2)
__________________________________________________ | a(r)Nlloo—F%(C_w) e, (476)

0 onde definimos

, .= 8A2N (aco + )

(4.77)
(a) Campo Skyrme h(r). o(o—2)

T T

] A Fig. 4.6 mostra os perfis dos comportamentos
dos campos para um acoplamento eletromagnético
] fixado em g = 2 e diferentes valores de ¢. Notamos
] que para um mesmo valor de g fica evidente a di-
ferenca de decaimento dos campos a seu respectivo
1 valor de vacuo quando temos o = 2 (tipo exponen-

ettt mnne e ] cial) e ¢ > 2 (tipo poténcia). Ou seja, para ¢ = 2

S

(curva vermelha sélida) o campo atinge seu valor de

i . .1 vacuo mais rapidamente que ¢ > 2 (curvas pretas),

onde os campos tendem a atingir seu valor de vacuo

mais lentamente a medida que o cresce.
(b) Campo de gauge a(r).

Figura 4.6: Campo Skyrme (a) e campo de
gauge (b) de casos ndo-compactons para g = 2.



5 Solitons BPS no modelo baby
Skyrme-Maxwell-Chern-Simons

Sabemos que o modelo planar baby Skyrme-Maxwell (SM), revisado no capitulo anterior, en-
gendra solitons eletricamente neutros. Com o objetivo de construir um modelo baby Skyrme que
forneca configuragdes de sodlitons eletricamente carregados, é incluido o termo de Chern-Simons
(CS) na Lagrangiana do modelo [49-51], o qual pode ser denominado como modelo baby Skyrme-
Maxwell-Chern-Simons (SMCS). Assim, o acoplamento do termo CS, além de tornar o campo de
gauge topologicamente massivo, permite a existéncia de sélitons portadores de carga elétrica total

ndo nula e também fluxo magnético.

Neste capitulo apresentamos nossa contribuicdo original para um modelo BPS baby Skyrme-
Maxwell-Chern-Simons. Aqui, obtemos também solucgdes de solitons topoldgicos saturando um
limite BPS. Além disso, analisamos numericamente a dependéncia das estruturas dos sélitons, as
energias, potenciais elétricos e os campos elétrico e magnético das configuracdes para diferentes

valores das constantes de acoplamento g e «.

5.1 O modelo baby Skyrme-Maxwell-Chern-Simons

Seguindo a prescrigdo apresentada no capitulo anterior, considere agora a seguinte densidade

Lagrangiana:
1 uv K ouv /\2 s 7\2
L = _@F]U/F — @G APF]“/ — Z(DH(P X Dy¢) -V (¢n) , (51)
onde também foi adotado vy = 0, isto é, auséncia do termo-o linear. As correspondentes equagdes

Euler-Lagrange (EL) sdo

AV . L
z i d =
DuJ* + a%n X$=0, (5.2)
9, FM — gemﬁaﬁ =% T, (5.3)
onde
J* = A°Du§[§- (D'§ x D')]. (5.4)

A densidade de corrente conservada é definida como j# = ii - J#, sendo a fonte do campo eletro-
magnético. Novamente, estamos interessados em solugdes estaticas e, entdo, a lei de Gauss é dada
por
2.
al'E,‘ —xB = g7Jo, (55)
com jo = —A2Ag(ii - 9;¢)% no caso estatico. Usamos as componentes do campo elétrico, em 1+ 2

dimensdes E; = Fy = —0d;Ap, enquanto para o campo magnético temos B = Fjp = eijal-A]-. Como
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esperado, o limite ¥ = 0 implica que as solugdes estéticas devem ter Ag = 0 e, portanto, E; = 0.

Observe que a Eq. (5.5) indica que as configura¢des de campo com fluxo magnético ® nédo nulo
carrega uma carga elétrica total Q, também n&o nula. De fato, existe uma interessante relagdo entre

P e Q, obtida pela integracdo de ambos os lados de (5.5), resultando em

K
Q.= ——, (5.6)
e gz
onde
Q, = / Pxjo, @ = / A2xB. (5.7)

Logo, o acoplamento CS tem o efeito de induzir uma carga elétrica nos sélitons. Para a lei de Ampere
temos
0;B — kE; + A2g%(ii - 9;¢)Q = 0, (5.8)

onde Q é dada pela (4.11). A equagdo do campo Skyrme é

v
9P,

No entanto, solugdes a partir da densidade Lagrangiana na forma (5.1) ainda ndo tem permitido

A?e;;Di(QD;¢) + A?9;[Aj(7i - 9i¢)] (7i X §) + =—7i x § = 0. (5.9)

engendrar sélitons topologicamente estdveis, isto é, configuragdes auto-duais nos quais sélitons to-
polégicos saturam num limite BPS. Sendo assim, a fim de obter tais estruturas BPS, propomos uma
versdo modificada do modelo (5.1) de modo que as equag¢des de movimento do campo de gauge
permanecam inalteradas. Nossa versao modificada é escrita como

1 2

]. )\ — — ]. = —
L= — g " + 5 70, ¥01Y %gzePVVA,,PW — 5 (Duf x D)2+ 522~ D) ¥ — V, (5.10)

onde introduzimos um campo escalar neutro ¥ (x#). O potencial V nédo é mais apenas uma funcao
do campo escalar ¢, em vez disso é uma fun¢do do campo neutro também, V = V (¢, ¥). Com isso,

temos uma equagdo de movimento adicional devido a presenca do campo neutro,

- - aV
9, 0"Y — A2¢2(7i - Dudp)*Y + gzﬁ =0. (5.11)
Como ja observado, as equagdes EL para o campo de gauge permanecem as mesmas, dadas por (5.3)

e (5.4). No entanto, a equagdo para o campo Skyrme (5.2) é alterada, sendo dada por

D, J" = {/\zay[(ﬁ -Dud)¥? + 34‘7/ }ﬁ x ¢, (5.12)

cuja respectiva relagdo para o caso estatico assume a forma

—

A’e;iD;(QD;$) + A*9;[A5(i - 9,9)] (71 x §) — A20;[(7i - 9;¢)¥2] (7 x §) +

ixg=0. (5.13)

Na préxima se¢do, vamos mostrar como o formalismo BPS é implementado neste caso, deter-
minando a relagdo do potencial V (¢, ¥) que permite obter o limite de minima energia e as equagdes

auto-duais correspondentes.
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5.2 Energia e equacoes BPS

Para densidade de energia estatica do modelo (5.10) obtemos

_ L 2 . 2 2 2 2w? 232
27 B 2g2 (9;A0)" + 2 (8 "I’) -l- Q + = /\ Al (- agb) )L Yo(ri-0;p)"+V, (5.14)

que §é, claramente, uma quantidade ndo-negativa, como esperado. Novamente, assim como fizemos
no caso BPS SM, para tornar possivel a implementagdo do formalismo BPS, vamos introduzir duas

fungdes auxiliares.

_ 1 2 Ltpp 1 1o w24 Lo 4o
€ = o (B+D) :ngBb Zgzb * 22 (3;A0 F 0;¥) j:gza,Aoa,‘I’

+2A2 (A9 T Y)? (71 - 9;4)2 £ A2A ¥ (7 - 0:)> + V, (5.15)
ondeb=0b(¢,,¥)ew=w(p,). Usando agora a Eq. (4.14), obtemos

2 1 2. 1 , 1

A2 e o oo A2
+5 (QF @)% £ A2 - (01 x Do) £ A*1bej A;(7i - 9,¢) — 7w2
1 o o
+§/\2 (Ag FX)? (71 - 9;)2 £ A2Ag¥ (7 - 9:)% + V. (5.16)
A partir da lei de Gauss (5.5), multiplicamos ambos os lados por ¥ e escrevemos,

Y9;0;Ag +k¥YB = gAY Ay (ii - 9;)>. (5.17)

Usando esse resultado na dltima linha de (5.16), rearranjando os termos

2

1 21 2 A 2 1o 22 422
€ = —2g2 (B + b) + _2g2 (aiAo F BZ‘I’) + 7 (Q F ZU) + EA (Ao :FT) (1’[ . al(f))
1 - K 2 _ = N - ]. 72 /\2 2
1 R
i?a,‘ (Yo;Ap) £ )L2ZTJ€1']'A1'(1’£ . a](])) (5.18)

onde também foi usado 0; (¥0;Ag) = 0;¥0;Ag + ¥9;0;Ag. Vamos usar agora uma defini¢do analoga
a Eq. (4.15),
@(ii-0;) = oW, (5.19)
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de modo que também devemos ter @ = Wy . Logo, teremos um termo de derivada total na altima
linha de (5.18) sendo

1 - 1 A2 1 o
¢ = 5 (BHD) 55 00T ¥+ 5 (QF Wy,)"+ 34 (A0 5 ¥)° (7 0i)°

1

ig—zai (Y0;Ag) £ A%€;0; (AW) £ A2Wy, ¢ (01 x 92)

]

1o, X 5 1., A%,
:Fg—zB ig—z‘i’BiA BW—ngb - S W, V. (5.20)

Logo, a fim de obter configuracdes de energia bem definidas, devemos impor

:FlZBE + ¥B+AZBW =0, (5.21)
g g
¢ 1 A2
—ngbz — 7W§n +V =0. (5.22)
A relagdo (5.21) fornece
b=Kx¥ + A2°W, (5.23)

e com isso, a relacdo (5.22) fornece o potencial auto-dual capaz de engendrar os sélitons auto-duais

satisfazendo o vinculo

A? A4g2 K ?
V:?Wn-I-T W-l-/\zgz‘f) , (5.24)

Para que a condigdo de vacuo do potencial V (¢,,) seja satisfeita, V (¢,,) — 0 quando ¢, — 1, por

construcao, devemos assegurar que as condigdes

W(¢pvac =1) =0, (5.25)
oW =0, (5.26)
agb" ¢11,Vac=1

lim ¥ =0, (5.27)
(Pn,vac_”'

sejam satisfeitas simultaneamente. Com isso, os termos de derivada total na segunda linha da Eq.

(5.20) nao contribuem para a energia total, ou seja, devemos ter
/ x0; (A;W) = 0, / Px3; (9, Ag) = 0. (5.28)
Assim, a energia total pode ser escrita como
E= / Pxe = E'+Eyp, (5.29)

onde

1 - 1 A2 1 L
E =[x [z_gz (B£D)"+ 7 (o F¥) 4 5 (QF Wp,)* + 502 (Ao ¥)% (7 -9,6)° |,

2
(5.30)
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com b (¢,,'¥) dada pela relagdo (5.23) e para o limite de minima energia temos
E,. = +2 / Wy - (01 % 029). (5.31)
Aqui, obtemos também a mesma estrutura da Eq. (4.29) do capitulo anterior,

Egps = 47A% [N| (W, ) (5.32)

s/

onde N é o winding number e a quantidade (Wy, ) ¢ € dada pela relagdo (4.30). Novamente, a relagao
E > Ey, (5.33)

é satisfeita uma vez que os campos saturam num limite de minima energia topoldgica, limite BPS.
Entéo, as solugdes de solitons BPS possuem configuragdes de energia estatica finita e obedecem um

conjunto de quatro equagdes:
B=F(A\¢W+r¥), Q=+W, (5.34)

3iAg = +0.¥, Ag=+Y, (5.35)

que sdo as equagoes BPS do modelo. Diferente do modelo SM apresentado no capitulo anterior, é
importante enfatizar que a presenga do termo CS possibilita a obtencdo de sélitons BPS eletricamente
carregados. Assim, as configuracdes BPS devem ser consistentes com as equagdes BPS (5.34) e (5.35),
equagdo do superpotencial (5.24) e ainda com a lei de Gauss (5.5). Além disso, verificamos que as

equagdes BPS sdo solucdes das equagdes EL do modelo (5.10), como esperado.

5.2.1 Solucdes BPS

Nesta secao, vamos implementar o Ansatz usual para o campo Skyrme (4.34) com a redefinicao
(4.37) e considerando ainda o campo de gauge na forma (4.35). Juntamente com essas consideragdes,
adotaremos ainda

Ag = w(r), (5.36)

para o potencial elétrico nesse Ansatz. O campo magnético mantém sua forma, sendo dado por

!/
p— N, (5.37)
r
As equagdes BPS podem ser reduzidas a duas rela¢des apenas, sendo dadas por
N /
~E AW 4 kw = 0, (5.38)
4N

e a lei de Gauss,

1 N
W'+ -+ N = 422w, (5.40)
r r g
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Para a equagédo superpotencial (5.24), obtemos

2
8V = AZW2 + 41%g? (w + %w) , (5.41)
A~g?

onde V = V (h,w). Sobre o comportamento das fun¢des na origem, r — 0, a regularidade das

fungdes pode ser assegurada desde que as condi¢bes abaixo sejam satisfeitas. Sdo elas,
h(0)=1, a(0)=0, w=wy WI(0) =W, (5.42)

onde wyp e Wy sdo constantes arbitrarias que podem ser determinadas numericamente. Inserindo o

Ansatz na densidade de energia (5.14), juntamente com as equagdes BPS, resulta

1

BPS — 2

8

Logo, o comportamento assintético dos campos para garantir solugdes estaticas de energia finita com

1 A2
€ B? + g—za/z + 4A2w?H? + Zwﬁ. (5.43)

regularidade das fung¢des no limite r — oo, devem obedecer as seguintes condi¢des de contorno:

limh(r) = limHK (r)=0, lima' (r)=0

r—r00 r—00 r—oo

(5.44)
lim w (r) = lim &' (r) =0, lim W (r) =0.

r—00 r—o0 r—00
A relagdo andloga a (4.40) para a energia BPS no contexto do modelo SM mantém sua estrutura aqui,
sendo
E > Eyp = 271A% [N| |W (0)]. (5.45)

Conforme ja adiantamos na relagdo (5.6), no contexto de modelos CS a carga elétrica é proporci-
onal ao fluxo magnético, Q. o« ®. Como o campo magnético tem a mesma forma daquele obtido no
contexto SM do capitulo anterior, naturalmente a forma do fluxo magnético aqui também permanece
sendo

® =271 Nao. (5.46)

Dessa forma, podemos escrever uma forma explicita também para a carga elétrica total como

Qe = _égcp _ _27;#%, (5.47)
implicando que a priori, assim como o fluxo magnético, a carga elétrica total também ndo é topo-
logicamnete quantizada. Isto é, diferente de modelos de Higgs Abeliano com termo Chern-Simons
[18,98], o fluxo magnético de solugdes Skyrmions sdo em geral topologicamente ndo-quantizados.
No entanto, veremos que para o atual modelo acontece algo similar ao modelo SM abordado no
capitulo anterior, ou seja, no regime de um forte acoplamento g o fluxo magnético torna-se quan-
tizado. Logo, essa quantizacdo efetiva do fluxo magnético implica que a carga elétrica total Q.

também torna-se-a4 quantizada.
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5.3 Solucées Numéricas

Seguiremos 0 mesmo roteiro adotado no capitulo anterior, Sec. 4.3. Na solu¢do numérica para

todos os casos nesta se¢do foi implementado N = A =« = 1.

Assumimos uma fungdo superpotencial bem comportada na origem, de tal forma que o con-
junto de quatro equagdes a serem satisfeitas, Egs. (5.38), (5.39), (5.40) e (5.41), é reduzido agora para
trés. Fazemos uma expansdo em série em torno da origem, » — 0, considerando as condig¢des (5.42)

e usando as equagdes BPS (5.38) e (5.39) em conjunto com a lei de Gauss (5.40). Assim, obtemos:

W) Wi) o (Win)
nry=1- E’;Z)\’;—Oﬂ—( h)hl—gs(Nzhh)h—O#+0(r6), (5.48)

a(r) = _gZ/\ZWO + Kwo 2 gz)\z(Wh),%ZO +2Ng%A%k2 Wy + 2Nx3wy A
B 2N 32N?

+ O(19), (5.49)

 §PAPWoK + K2wy 2 2NGZA2 Wy + g2A%K(Wy,)?_, + 2Nxtwy 4
4N 128N

Por outro lado, a andlise do comportamento dos campos quando atingem seu valor de viacuo devem

w(r) = +O(r%). (5.50)

satisfazer as condi¢des de contorno (5.44). Diferente do modelo BPS SM, aqui no modelo BPS SMCS
ainda nao foi possivel encontrar solucdes de sélitons compactons. Abordaremos, portanto, as solugdes
de sélitons nao-compactons. Como antes, vamos considerar a mesma forma para o superpotencial
adotada na Sec. 4.3,

hU'
W (h) = 2 (5.51)
vélida para ¢ > 2. Assim, as configura¢des BPS devem satisfazer as seguintes equagdes:
/
NT“ + ¢?h" 4 xw =0, (5.52)
4NA?
N (1+a)l +ch’1 =0, (5.53)
w” + %w' + ga’ = 4)\2g%wh’?, (5.54)
cujo potencial V (h, w) é dado por
V(hw) = ‘T—ZhZ(”—l) +¢° (h" + @)2 (5.55)
’ 4/\2 gz ’

onde temos duas diferentes estruturas de sélitons. Para ¢ = 2, verificamos o comportamento dos
campos com decaimento tipo exponencial, enquanto para valores de ¢ > 2 0s campos atingem seu
valor de vicuo de maneiras distintas: o campo Skyrme decai como uma lei de poténcia r=7, v > 0

ao mesmo tempo que as fungdes a (r) e w (r) tem um decaimento tipo exponencial.
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5.3.1 Sdlitons para o caso ¢ = 2

B 0 = i
\\‘«‘ g
\\ N o
\ \\\\‘. -
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\
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r

(c) Potencial elétrico w(r).

Figura 5.1: Perfis do campo Skyrme (a), campo de
gauge (b) e potencial elétrico (c) para alguns valores de

8.

Para o caso o = 2, obtemos os seguintes com-

1 portamentos assintoticos:

h(r) ~Ce 6" + ..., (5.56)

a(r) ~ e + %e"‘r\/;—k ey (5.57)

e—Kr

\/;
onde ¢ = [4NA? (1 + ae)] ! e C, C; sendo constantes

arbitrérias.

w(r) ~C

+on, (5.58)

E interessante ressaltar o comportamento das
fungdes a(r) e w(r). Observamos que tais com-
portamentos sdo muitos similares aqueles descritos
por vértices no contexto de modelos Higgs Abeliano,
veja por exemplo as Eqs. (2.49) e (2.50), onde pode
ocorrer um analogo regime de transicdo entre atra-
tivo e repulsivo de acordo com a escolha do poten-
cial. Esta caracteristica é usada para descrever fases
de transi¢des de temperatura entre supercondutores
do tipo-I e tipo-II [59,60,99].

Os perfis das solu¢des numéricas para os cam-
pos Skyrme h (r), campo de gauge a(r) e potencial
elétrico w (r) sdo mostrados na Fig. 5.1. As curvas
para h (r) e a(r) sdo similares aquelas apresentadas
no modelo BPS SM (ver Sec. 4.3.2), no sentido de
que em ambos 0s casos temos um comportamento
caracteristico tipo-compacton para um forte acopla-
mento eletromagnético g. Por outro lado, os efei-
tos do termo CS sobre o campo de gauge fica mais
evidente para valores g < 2; as curvas atingem um
minimo antes de atingir seu valor constante no va-
cuo, Fig. 5.1b. O potencial elétrico w (1) assume va-
lores finitos na origem, sendo maiores conforme g

cresce; aqui também temos solugdes tipo-compacton

para grandes valores de g e todas satisfazem a condi¢do w (r — o) — 0, Fig. 5.1c.
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Figura 5.2: Campo magnético (a esquerda) e densidade de energia (a direita).
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g:O.l g:l g:1.5 822

Figura 5.3: Visualizagao tridimensional da compactacdo dos perfis da densidade de energia para alguns valores de g.

A Fig. 5.2 mostra os perfis do campo magné-
tico B (r) e densidade de energia €, (r). O campo
magnético apresenta algumas caracteristicas gerais ja
discutidas, como uma maior compactagdo das solu-
¢des a medida que os valores g cresce. Em outras

palavras, com o crescimento dos valores de g, as am-

e plitudes das solug¢des aumentam e tornam-se mais
_:_—__._\\_.\_x\_ L localizadas (isto é, menos espalhadas) e centradas

. . . . 1 na origem. Além disso, devemos ressaltar um efeito
0.5 1.0 L5 2.0 2.5 3.0

interessante presente aqui, resultado direto da pre-
senca do termo CS. Notamos que hd um determi-

Figura 5.4: Perfis do campo elétrico para alguns valores
de g.

nado intervalo em r onde ocorre uma inversdo do
campo magnético para cada g (veja insercdo na Fig.
5.2 & esquerda), o que implica diretamente em uma reversdo localizada do fluxo magnético. Per-
cebemos ainda que a amplitude de tais efeitos de reversdao diminuem com o crescimento de g e
no limite ¥ — co. Para a densidade de energia €, (r), por sua vez, também temos solucdes bem
localizadas em torno da origem, semelhante ao comportamento de B (r), porém, sem qualquer tipo
reversdo como deve ser. A Fig. 5.3 exibe uma melhor visualizagdo de como os sélitons BPS tornam-se

compactados (localizados) em torno da origem a medida que o valor g cresce.

Para o campo elétrico radial w’ (r) observamos que diferentes valores de g fornecem estrutu-
ras que atingem um valor méximo num r finito, “raio” da solugdo, cuja amplitude aproxima-se

(afasta-se) da origem para um forte (fraco) acoplamento g, tornando-se mais (menos) localizadas.
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Figura 5.5: Carga elétrica como fungado dos acoplamento eletromagnético g (a esquerda) e CS (a direita).

Claramente, tais estruturas satisfazem E, (0) = 0 e E, (r — o) — 0, Fig. 5.4.

Figura 5.6: Fluxo magnético como fungéo de g.

Na Fig. 5.5 temos a carga elétrica Q. (g) e Q. (k)
dos Skyrmions revelando alguns aspectos interessan-
tes. Em ambos os casos, a carga elétrica aumenta a
medida que o valor da respectiva constante de aco-
plamento cresce até atingir um valor maximo, Qmax-
Para a quantidade Q, (g), onde fixamos x = 1, obser-
vamos que um crescimento do acoplamento eletro-
magnético a partir do seu maximo (gmax) reduz gra-
dualmente a carga elétrica de modo que Q. (g) — 0
no limite g — oo; este comportamento estd em con-
formidade com a Eq. (5.47). De forma andloga, a
carga elétrica Q, (k), agora fixando ¢ = 1, atinge um

valor maximo em kmax € comega decrescer monoto-

nicamente a partir desse valor a medida que x cresce. Em outras palavras, sempre teremos uma

carga elétrica total méxima Qmax fixando um valor de «x (variando g) ou fixando g (variando «)

tal que essa carga decresce a partir desse mdximo com o aumento das respectivas constantes de

acoplamento. Numericamente, os valores maximos Qmax(gmax) € Qmax(kmax) sdo alcancados em

max & 1.38 e Kmax =~ 1.05.

O fluxo magnético correspondente ao superpotencial (5.51) com ¢ = 2 é mostrado na Fig. 5.6.

Observamos um comportamento similar aquele mostrado no contexto do modelo BPS SM, ver Fig.

4.3. Neste caso, é importante notar que o fluxo magnético também tende a um valor constante

aqui, |®| — 27N, tornando-se quantizado topologicamente. A relacdo (5.47) revela ainda que essa

quantizacio efetiva implica numa carga elétrica total também quantizada topologicamente.
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Figura 5.7: Perfis do campo Skyrme (a), campo de
gauge (b) e potencial elétrico (c) para o acoplamento ele-
tromagnético fixado em g = 1.

Para os casos ¢ > 2, obtemos os seguintes com-

portamentos assintéticos dos campos:

Coo 1/(0—-2)
C —Kr
a(r)waoo-l-ﬁe Vr+ee, (5.60)
e KT
w(r)NC\/?+---, (5.61)
onde C é uma constante arbitraria e
_ 8N (ac +1)
Co = W. (5.62)

Note que temos dois tipos de comportamento assin-
totico para os campos, diferentemente do que acon-
tece no modelo SM onde todas as fungdes para os

casos ¢ > 2 obedecem um decaimento tipo poténcia.

As Figs. 5.7, 5.8 e 5.9 mostram os perfis de nos-
sas solugdes considerando um valor fixo g = 1 e as-
sumindo diferentes valores de o. Como esperado, o
comportamento de /1 (r) sendo tipo poténcia mostra
um decaimento mais lento no limite v — oo para va-
lores ¢ > 2, Fig. 5.7a. Apesar das fungdes a () e
w (r) manterem um decaimento tipo exponencial, as
estruturas dos perfis também sdo modificadas para
o > 2; Fig. 5.7b e Fig. 5.7c.

O campo magnético e densidade de energia sdo

mostrados na Fig. 5.8. O efeito do termo CS que

] causa inversdo do campo magnético para ¢ = 2 (li-

] nha sélida vermelha) é reduzido a medida que ¢ as-

sume valores o > 2. Ja na densidade de energia, no-
tamos que seus valores na origem €., (0) aumentam

conforme ¢ assume valores para ¢ > 2.

Por fim, no campo elétrico w’ () obtemos me-

nores amplitudes dos perfis, as quais aproximam-se

cada vez mais da origem a medida que assumimos valores o > 2, Fig. 5.9.
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Figura 5.9: Campo elétrico com g = 1.
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6 Alguns aspectos da Relatividade Geral

Neste capitulo, vamos fazer uma breve revisdo sobre alguns aspectos relevantes da Relatividade
Geral (RG). Apresentaremos elementos gerais da teoria, passando pelas as equagdes de campo de

Einstein até chegar na conhecida solugdo de buraco negro descrita pela métrica Schwarzschild.

6.1 Geometria

O espago-tempo na RG usual é representado por uma variedade (manifold) Riemanniana em 4D,

cujo elemento invariante de distdncia no espago-temporal é dado por
ds? = guvdxtdx’, (6.1)

onde g, é fungdo das coordenadas espago-temporais. A assinatura que adotaremos daqui em
diante serd (— + ++). No contexto da geometria riemanniana, no qual é formulada a RG, temos
uma quantidade descrevendo o curvatura do espago-tempo, chamada tensor de Riemann, a qual
escreve-se COmo

Ry = 0T — 3uT0, + FZ oo = T8 Thos 6.2)

onde l"f,,, é a conexdo métrica, cujas componentes sdo também conhecidas como simbolos de Chris-
toffel, dada como .
T = ng (Ougvo + 0vgop — do&uv) » (6.3)

onde T" 'Z,, = Fﬁ;,. No caso de uma geometria ndo-riemanniana, a quantidade I’ fw nao é simétrica,

definindo o tensor
Sty =Thy, =TV, (6.4)

conhecido como tor¢do. A conexdo métrica l"fw obdece uma lei de transformagdo ndo-homogénea,

isto é, ndo é um tensor. No entanto, a diferenca entre eles dada em (6.4) é um tensor [100].

O tensor de Riemann (6.2) possui as seguintes propriedades:

Rpa;w = R;wpa; (6.5)
Rpa;u/ = _prm/ = _Rpmf;u (6.6)
Rpo;w —+ Rp;wcr + vaay =0. (6.7)

E possivel ainda mostrar a chamada identidade de Bianchi:

Va va;u/ + VvaaA;c + vy Rpmr)\ =0, (6.8)
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onde V, denota a derivada covariante de um tensor na RG, definida como

VVAV = ayvv + FZVAU.’ v;,{BV - al,{BV - 1—‘0.

;41,/ B(T/ (6'9)

vélidas para tensores contravariante e covariantes, respectivamente. Ainda com o tensor de Rie-
mann, podemos obter outras quantidades importantes. Temos o chamado tensor de Ricci, definido
por

Ryv = R” 0, (6.10)

cujo escalar correspondente
R=R', =g" Ry, (6.11)

conhecido como escalar de Ricci.

Na RG temos que a geometria riemanniana esta relacionada com a matéria através da chamada

equacdo de Einstein [100],
1 M

Gu = Ryy — ngR = KTW, (6.12)

onde ¥ = 87Gy/c*, sendo Gy a constante de Newton da gravitagio. A quantidade T% é o tensor

energia-momento associado a matéria e Gy, € o tensor de Einstein. Este tltimo possui divergéncia

nula, isto é, V¥ Guv = 0; essa propriedade assegura a consisténcia da relacdo (6.12), implicando na

lei de conservagao do tensor energia-momento V# T}X[/ = 0. Uma forma alternativa de apresentar a

Eq. (6.12) é tomando-se o traco desta relacao,
R=—xTM, (6.13)

0 que permite reescrever a (6.12) como
1
Ry = (T}X[/ -5 gWTM) , (6.14)

onde TM = g T%. No caso particular em que desejamos descrever o espago-tempo na auséncia
de matéria T}I}f, = 0 (a regido exterior a uma estrela, por exemplo), temos a chamada equacdo de
Einstein para vacuo dada por

Ry = 0. (6.15)

No caso newtoniano, este caso equivale a tomar a equacédo de Laplace V2U = 0, a0 invés da equagao
de Poisson V2U = 47Gp, onde U é o potencial gravitacional. A equacdo tensorial (6.12) fornece
um sistema de equagdes diferencias ndo-lineares para g;, com dez componentes independentes.
Posteriormente a formulagdo da Eq. (6.12), Einstein modificou sua equagdo introduzindo a chamada
constante cosmolégica A com a finalidade de adequar sua teoria para a descrigdo de um universo

estatico em grande escala. Entdo, a Eq. (6.12) tornou-se

1
Ruw = 58w R + Agyy = KTy (6.16)

A equacdo de campo de Eintein (6.16) pode ser obtida sem a necessidade de uma agdo na
formulacdo da RG, ou seja, podemos simplesmente determinar as equagdes de campo na RG sem
uma formulagdo Lagrangiana. No entanto, na investigagdo de diferentes teorias de gravidade, é mais

conveniente abordar um tratamento por meio de uma agao especifica. Dessa forma, a compreensao
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fisica de campos extras quando acoplados a métrica fica mais clara. Considere a seguinte agao [100]:

onde .
Sent = 5 / J/—gd*x (R —2A), (6.18)

¢ conhecida como agdo de Einstein-Hilbert. A constante ¢ = det gy, é o determinante da métrica e

Sy, é a acdo de matéria. Tomando a variagdo da acdo (6.17) em relacdo a métrica, obtemos

1 6S 1 1 1 65,
—_g_ —5g}w = ﬁ <R;4l/ - Egva + Agyv> /—5g‘m, - (619)
Usando a defini¢do do tensor energia-momento definido por
2 48

encontramos, a partir da Eq. (6.19), exatamente a mesma expressdo dada em Eq. (6.16).

6.1.1 Equacio da geodésica

No movimento de uma particula livre sujeita a geometria do espago-tempo, a substituigdo da
métrica plana da relatividade especial pela riemanniana, resulta numa trajetéria em que a integral

do intervalo (6.1) é um extremo. Consideremos entao,

dxt dxV\ /2

onde A é um paradmetro arbitrario. Por simplicidade, podemos assumir A = T de modo que

dxH
V = —
u I (6.22)

é a quadri-velocidade. Considere ainda que as particulas teste tenham massa unitdria e assim,

podemos fixar

f=gud'U’ = —1. (6.23)
A relagdo (6.21) é do tipo
ot = / J—fdt = —%/(—f)_l/zéfdr - %/5de — 41, (6.24)
ou ainda,
1= fon o et 629

Considerando variac¢des infinitesimais no espago-tempo curvo,

xt — x4 oxH (6.26)
g = ¢+ (9ogu) 6x7, (6.27)

e assumindo termos de primeira ordem em Jx¥, obtemos (apds algumas manipulagdes):

: A2yt dxt dx?
0l = — / [g;w 02 +3 (aﬂgva‘i‘avgﬂﬂ doguv) At dt ox7dt = 0. (6.28)
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Logo, para qualquer variagao 6x“, devemos ter

A2xr 1 dxt dx?

Suo 7 + 5 (0u&vo + gy — 0o Quv) T Y
ou, usando a Eq. (6.3),
Pt dit it
dr? Wodr dt’

Esta é equagdo da geodésica, que descreve as trajetdrias de particulas livres no espago-tempo curvo.

(6.29)

6.2 A solucdo de Schwarzschild

A solugao mais simples possivel para as equagdes de Einstein descreve o espago-tempo exterior
a uma distribuicdo de massa esfericamente simétrica, neutra e estética, veja Fig. 6.1 como exemplo.
Esta é a conhecida solu¢do de Schwarzschild [101]:

-1
g2 — <1 _ @) a2 4 (1 _ ¥> A2 + 12402, (6.30)

onde dO? = df* + sin®0df. A constante M, conhecida como massa geométrica, é a fonte do campo
gravitacional, isto é, designa o corpo massivo que causa a curvatura do espaco-tempo; explicitamente
é dada por M = Gym, onde m é massa do corpo. Como trata-se de uma solugdo exterior a um corpo
massivo, é considerada uma solucédo de vacuo, ou seja, é uma métrica obtida a partir da equagdo de

Einstein no vécuo (6.15).

Observe que no limite r — co temos um espago-
tempo de Minkowski. Por outro lado, no limite em
que hd uma aproximacao do objeto central, responsa-
vel pela curvatura do espago-tempo, notamos diver-

- ‘:‘:‘::‘:,:,::,::‘:“ génciefs em relagéf) a gravitagéo Newtoniana. Além
e das diferentes trajetérias de particulas ao redor da
massa central, nota-se a existéncia de a priori duas
= 2M, este ul-

timo denominado raio de Schwarzschild. A traje-

singularidades, r = 0 e r = r,
torias de particulas nesse espago-tempo que atraves-

e sam a fronteira r = 2M sdo levadas até a singula-

o e

P

ridade r — 0, isto é, jamais conseguirdo retornar
(independente de sua velocidade) a regido exterior
desse corpo. Devido a essa propriedade, o objeto
Figura 6.1: Deformagao do espaco-tempo por um central é chamado de buraco negro e a fronteira r4 é
objeto massivo e esfericamente simétrico.

chamada de horizonte de eventos, pois demarca duas

regides do espaco-tempo desconectadas causalmente
uma da outra [102]. Ainda sobre as singularidades, temos uma forma de verificar se a(s) singu-
laridade(s) presentes na métrica sao fisicas ou ndo-fisicas. Uma singularidade fisica ndo pode ser
removida da métrica por qualquer que seja a transformacao de coordenadas. Por outro lado, uma
singularidade nao-fisica é aquela que pode ser removida da métrica através de uma transformacao

de coordenadas adequada. A forma de verificacdo é calcular o invariante de Riemann (ou escalar
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Kretschmann). No caso da métrica (6.30), o cdlculo dessa quantidade resulta

48 M2
1’6

RyyapRMP = . (6.31)

Quando a possivel singularidade é substituida nesta relagdo e a mesma continua sendo finita, fica
caracterizada uma singularidade removivel (ndo-fisica). Caso contrario, se usamos a singularidade
na (6.31) e esta leva a divergéncia do invariante de Riemann, temos uma singularidade fisica. Logo,
a solucao de Schwarzschild tem apenas uma singularidade fisica dada por r = 0. A aparente
singularidade r = 2M, pode ser removida, por exemplo, usando quando escrevemos a métrica nas

coordenadas de Eddington-Finkelstein [100].

Uma forma alternativa, e em alguns casos mais conveniente, de apresentar a métrica (6.30),
é escrevé-la em um sistema de coordenadas de modo a torna-la isotrépica, isto é, um sistema em
que o coeficiente para as componentes espaciais € o mesmo. Fazemos isso introduzindo uma nova

coordenada radial,

(1. MY’
r=r <1+§) , (6.32)
0 que nos leva a seguinte métrica
d2 = (L=M/or zdt2+ 1+ M 4(d?2+172d(22) (6.33)
 \1+M/2F 27 ' '

Esta é a métrica de Schwarzschild escrita no chamado sistema de coordenadas isotrépicas [103].

6.3 Formalismo PPN

Apresentaremos nesta se¢do uma breve abordagem das ideias bdsicas sobre o Formalismo Pés-
Newtoniano Parametrizado (Parametrized Post-Newtonian - PPN). O desenvolvimento de tal forma-
lismo foi baseado na ideias iniciais de Eddington [104], sendo posteriormente apresentado em sua
forma mais completa em [105,106]. Usando esse formalismo é possivel analisar diversas teorias
métricas para a gravitagdo, permitindo que elas sejam confrontadas com os resultados de diversos
testes observacionais. Através de parametros provenientes do formalismo, pode-se analisar varias
informacdes sobre a teoria em estudo, como: conservacdo de energia, de momento linear e angular,
suas previsdes para fendmenos como deflexdo da luz, precessao do periélio, quebra do principio de

equivaléncia, dentre outros.

Conforme ja mencionado, o formalismo PPN ¢ utilizada na comparagdo de diferentes teorias
métricas. Essencialmente, os campos contidos numa teoria métrica de gravitacdo contribuem na cur-
vatura do espago-tempo associada a essa métrica. Assim, a métrica e as equagdes de movimento para
matéria tornam-se entidades primdrias quando se deseja calcular efeitos observaveis. Fundamental-
mente, o que distingue uma teoria métrica de outra é a maneira como a matéria e possivelmente
outros campos gravitacionais geram a métrica. A comparacao de teorias métricas de gravidade entre
si e com experimentos torna-se particularmente simples quando consideramos o limite de campo
gravitacional fraco e baixas velocidades (comparado a c). Essa aproximacdo, conhecida como o li-
mite pés-Newtoniano é suficientemente precisa na abrangéncia de testes experimentais realizados

(e também previstos) atualmente no Sistema Solar. Nesse limite, a métrica prevista atualmente por
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quase todas as teorias métricas possuem a mesma estrutura; podem ser escritas como uma expansao
sobre a métrica de Minkowski 7, em termos de potenciais gravitacionais adimensionais. Dessa
forma, é possivel obter pardmetros que podem ser usados para comparar diferentes teorias métricas
através da interpretacdo fisica dos mesmos. Tal procedimento é denominado de formalismo PPN.
O desenvolvimento desse formalismo ndo serd abordado aqui. Uma abordagem didética pode ser
encontrada na Ref. [107] e uma versdo mais recente e completa com os pardmetros PPN pode ser

encontrada também em [108].

Apenas para um rdpida compreensdo, vamos apresentar os primeiros termos obtidos com o for-
malismo PPN em sua versdo inicial. Antes, porém, é importante lembrar que a teoria da gravitacdo
de Newton pode explicar os efeitos da gravidade no Sistema Solar com boa precisédo. Isso é possivel
principalmente devido a gravidade no nosso Sistema Solar ser relativamente fraca, o suficiente para
atender as exigéncias do regime de validade da teoria newtoniana. Neste sentido, o formalismo
PPN pode ser implementado numa determinda métrica a fim de tomar a expansdo da mesma no
limite de campos fracos e baixas velocidades. Uma versal inicial da métrica, mostrando apenas 2

dos parametros PPN, é dada por

Qoo = —1-+2U —2pU% + -+, (6.34)

8ij = (1 + Z’YU) 5,‘]‘ + -, (6.35)

e go; também pode depender de alguns parametros, mas podemos assumir gy; = 0. A quantidade
U ~ M/r é o potencial gravitacional, enquanto <y e § sdo parametros PPN. Podemos, portanto, usar
a solucdo (6.33) e determinar o valor desses pardmetros. Para isso, expandimos as componentes
da métrica (6.33) em termos do potencial gravitacional U ~ M /7, assumindo M/7 < 1. Obtemos
entao,

Joo = —1420 —20% + - - -, (6.36)

_ 3
gii = <1 +20 + EUZ) Sij+ -+, (6.37)

com go; = 0. Logo, a comparagdo da expansdo da métrica de Schwarzschild, (6.36) e (6.37), com

(6.34) e (6.35), revela os valores dos parametros PPN <y e § para a RG dados por
y=B8=1 (6.38)

Essa andlise se faz necessdria, pois usaremos tais conceitos na andlise da nova solugao a ser estudada

no préximo capitulo.



7 Solucao exata tipo-Schwarzschild num
modelo bumblebee de gravitacdo

Neste capitulo vamos tratar da obtencdo de uma solucédo exata tipo-Schwarzschild no contexto
de uma teoria de campo além do Modelo Padrdo (MP) [1]; conforme j4& mencionado trata-se do
modelo teérico denominado de Modelo Padrado Estendido (MPE). O MPE contém, além das intera-
¢Oes que definem o atual MP, termos que fornecem interagdes que violam as simetrias de Lorentz
e CPT, controladas por coeficientes gerados via quebra espontdnea da simetria de Lorentz numa
teoria quantica mais fundamental definida na escala de Planck. E importante ressaltar que a viola-
¢do da simetria CPT é sempre acompanhada pela quebra da simetria de Lorentz [109] e, portanto,
incorpora o MPE. Contudo, a violagdo dessas simetrias no espago-tempo envolve um processo que
pode ser explicito ou espontaneo [110]. A quebra de simetria é explicita quando os campos de
fundo (background fields) fixos, que ndo possuem dindmica e ndo sofrem variacdo de campo, apare-
cem diretamente na Lagrangiana acoplados com campos fisicos, isto é, sdo introduzidos a mao no
MPE nao-gravitacional. No MPE, os operadores que violam a simetria de Lorentz sao classificados
de acordo com sua dimensdo de massa. O subconjunto da teoria que tem um ntimero finito de
operadores com dimensdo de massa trés ou quatro, contendo os termos dominantes de violagao
de Lorentz, é o chamado MPE minimo [111]. O restante dos operadores com dimensdo de massa
superior estdo contidos no MPE ndo-minimo [112-116]. Naturalmente, o MPE ndo-minimo é uma

generalizacdo da versdo minima e torna-se relevante em escalas de altas energias [117].

No atual cendrio em que o MP é considerada uma teoria efetiva (a baixas energias), o MPE pode
ser compreendido como uma correcao natural ao MP. A agdo completa do MPE, incorporando o MPE
minimo e ndo-minimo (incluindo também o setor gravitacional) num espago-tempo Riemann-Cartan

(torcdo ndo nula) pode ser expressa como a soma parcial
Sure = Sy T S1 + Sgravidade T (7.1)

onde S, é a acdo do MP, modificada pela adi¢do de acoplamentos gravitacionais para um espago-
tempo Riemann-Cartan. O termo S, contém todos os termos que carregam violagdo de Lorentz e
CPT e envolvem campos do MP dominantes em baixas energias, incluindo acoplamentos gravitaci-

onais minimos. O termo S representa o setor de gravidade, incorporando possivel violagao

Gravidade
de Lorentz e CPT. Contribui¢cdes de mais termos na acdo 7.1 sdo de alta ordem em baixas energias,
também com possivel violacdo da simetria de Lorentz. A correspondente densidade Lagrangiana da

acdo S,,, pode ser decomposta como segue:
’CMP = ['lepton + ﬁquark + ‘CYukawa + ‘CHiggs =+ ['gauge . (7-2)

Uma descrigao mais detalhada sobre cada termo de (7.2) pode ser encontrada em [118]. Para o setor



7.1 Modelo teérico 78

gravitacional puro do MPE, temos
‘CGravidade = ‘CLIJ’_‘CLV‘ (7.3)

Todos os termos dessa densidade Lagrangiana sdo invariantes sob transformacdes de observador, na
qual todos os campos e backgrounds (campos de fundo) se transformam. Estas incluem transforma-
¢des de Lorentz locais de observadores e transformacgdes de coordenadas gerais ou difeomorfismos
de observador. A parte £, também permanece invariante sob transformacdes de particula, na qual
se transformam particulas e campos localizados, mas os campos de fundo permanecem fixos; estas
incluem transformagdes de Lorentz locais de particula e difeomorfismos de particula. No entanto,
na auséncia de flutuagoes dos coeficientes de violagdo de Lorentz (VL), a parte £,,, muda sob trans-

formagoes de particula e assim quebra a invariancia de Lorentz [119].

A parte invariante de Lorentz £, é composta por quantidades como o tensor de Riemann Ry,
a torgdo e outros possiveis campos dinamicos determinando as propriedades do setor de gravitagao
da teoria. Em geral, os principais termos de £, sdo o termo usual de Einstein-Hilbert e termos
cosmoloégicos no espaco-tempo de Riemann-Cartan. A parte de violacdo de Lorentz L, é construida
combinando coeficientes de VL com operadores de campos gravitacionais para produzir termos
individuais que sdo invariantes sob transformagoes de Lorentz local de observador e difeomorfismos
de observador. Ressaltamos, porém, que nosso trabalho estd inserido apenas no contexto do setor

gravitacional puro do MPE minimo, no qual o espago-tempo é Riemanniano, isto é, a torcao é nula.

A acao efetiva do MPE minimo pode ser dada por
S =Sy, +S, +SM, (7.4)

onde Sy, é agdo usual de Einstein-Hilbert (6.18) e SM ¢ agdo de matéria geral, podendo incluir
contribui¢des de VL. No presente trabalho, os efeitos da costante comolégica podem ser despreza-

dos, de modo que podemos fazer A = 0. Para o segundo termo, S,,, consideramos os principais

VL’
acoplamentos gravitacionais, com a agdo sendo [118]

1
Su = 5 / /=g (—uR + 5" Ry + 17 Ry (7.5)

com os coeficientes sV e t#*V*f possuindo as mesmas simetrias dos tensores aos quais estéo acopla-
dos, além de terem tragos nulos. A violagdo de Lorentz explicita é incompativel com o espaco-tempo
de Riemann [118]. Portanto, neste trabalho, restringimos nossa aten¢do na quebra espontanea da si-
metria de Lorentz no espago-tempo de Riemann, onde os coeficientes de violagao de Lorentz u, s*",
%P s30 campos dindmicos. Uma vez que a violagdo de Lorentz local de particula é sempre acompa-
nhada pela violacdo de difeomorfismo de particula [120], os coeficientes de VL também controlam a
violagio de difeomorfismo da teoria. Além disso, as quantidades u, s*', t#**f podem ser compostas
de campos de uma teoria mais fundamental. Veremos um exemplo desta situagdo em detalhes na

segdo a seguir.

7.1 Modelo teédrico

O objetivo do nosso trabalho é o estudo de uma solugdo de vacuo esfericamente simétrica no

contexto de um modelo gravitacional que inclui termos de violagdo de Lorentz. Assim, a fim de
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investigar os possiveis efeitos da VL no setor gravitacional, vamos considerar uma classe especial de
teorias na qual a VL surge a partir da dindmica de um vetor que adquire um valor esperado de vacuo
(VEV) nédo nulo. Essas teorias sdo conhecidas como modelos bumblebee e estdo entre os exemplos
mais simples de teorias de campo com quebra espontanea da simetria de Lorentz. Especificamente, é
um modelo gravitacional que estende o formalismo usual da RG. Através da escolha de um potencial
adequado, o campo bumblebee B, adquire VEV nao nulo, induzindo uma quebra espontanea da
simetria de Lorentz. Em outras palavras, a VL é atingida por meio de um potencial cuja forma do
funcional possui um minimo que assegura a quebra da simetria U (1). Em geral, a a¢do para um

campo bumblebee B, acoplado a gravidade e matéria pode ser escrita como

5, = / PxLp, (7.6)

onde
Lp Zﬁg—l—ﬁgg-l-ﬁK-l-Cv-l-ﬁM. (7.7)

No espago-tempo Riemanianno, £, é o termo da gravitagdo puro da RG (incluindo a constante
cosmologica), Lgp descreve o acoplamento gravidade-bumblebee, Lk contém os termos cinético e de
auto-interacdo do campo bumblebee, Ly corresponde a contribui¢do do potencial que inclui termos
proporcionando a VL, e £, define o setor de matéria e outros campos com seus acoplamentos ao
campo bumblebee. Restringindo-nos ao caso de um espago-tempo com constante cosmolégica nula

(A = 0), vamos considerar a seguinte densidade Lagrangiana [120]:

e e 1
Lp = ER + E@’B"B”RW - ZeBWB’“’ —eV (B")+ Ly, (7.8)
onde! ¥ = 87Gy/c*, ¢ = /—g com g sendo o determinante da métrica e & é uma constante

de acoplamento real que controla a interacdo gravidade-bumblebee ndo-minima. O campo By, é
definido por
By, = 9By — 9y By,. (7.9)

Para nossos propésitos, a forma especifica do potencial em (7.8) é irrelevante, mas é importante
enfatizar que este deve ser formado a partir de uma combinacdo escalar do campo bumblebee e
a métrica g,y Em geral, um potencial V que fornece um VEV néo nulo para B, tem o seguinte
funcional:
2
V =V(B'B, £b°), (7.10)

onde b? é uma constante real e positiva. Assim, o0 VEV do campo bumblebee é determinado quando

V(B¥B, £ b?) = 0, implicando que a condigdo
BI'B, £b* =0, (7.11)
deve ser satisfeita. Logo, o campo B¥ adiquire um VEV néo nulo dado por
(B*) = b¥, (7.12)

onde b" é uma fungdo das coordenadas do espago-tempo tal que b#b, = Fb* = cte. Logo, o vetor

b¥, também chamado de campo de fundo quebra a simetria de Lorentz espontdneamente. Note que

1Como estamos adotando o sistema de unidades geometrizadas que assume ¢ = 1, a constante ¢ aparecerd apenas quando
for conveniente.
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os sinais + no potencial (7.10) determina se o campo b¥ sera tipo-tempo ou tipo-espaco.

Por outro lado, as principais contribui¢des de VL no setor gravitacional fornecidas pelo setor

do MPE minimo sdo dadas pela ac¢do (7.4), assumindo auséncia do setor de matéria sM =,
1
S =5 [ dtxe[(1=w) Rt 5" Ry + 7P Ry (7.13)

onde u, s" e t"*P sdo tensores reais e adimensionais que carregam a informagdo sobre a VL.
Podemos entdo estabelecer uma correspondéncia entre a acdo bumblebee (7.6) e agdo VL (7.13)

considerando a seguinte parametrizagdo [118]
Lapn pv upgy _ Loppa pvap
uz—zéBBH, st =¢ BB—Zg BBy |, t =0, (7.14)
onde s*' tem trago nulo. Usando (7.14) em (7.13), obtemos
1 s
S =5 [ dixe[R+EB'B'R] (7.15)

Assim, notamos que os coeficientes u e suv, dados em (7.14), sdo escolhidos de modo que a acdo
resultante forneca, além do termo usual, o acoplamento entre campo bumblebee B, com a gravitagao
(via Ryy). Em geral, se de fato tivermos alguma manifestacdo da violagdo de Lorentz na natureza,
é esperado que apenas coeficientes do tipo s* ou t*V*f possam emergir como resultado da quebra
espontanea de simetria de Lorentz na escala de Planck. Sendo assim, a parametrizagdo (7.14) é uma

escolha consistente.

Equacdes de campo

A variagdo da agdo (7.6) em relacdo a métrica g, fornece a equagdo de campo correspondente
equacdo de Einstein estendida
1
Guv = Ryy — ngR = kT, (7.16)

onde T, € o tensor energia-momento total composto pelo setor de matéria T%[, e contribuicdes do

campo bumblebee Tf,,, isto é,

Tyw = Tpy + Tho, (7.17)
com
B o 1 «p ! g 1 app o %
Ty = —BuB% — ZBaﬁB Suv — V&uv +2V'ByBy + p EB BPRup8uv — BuB*Ruy — ByB*Ray
LYV (B*BL) + V.V, (BB,) — 2V (BuB,) — 28,0 VeV (BBF 7.18
+5Va Vi (B*By) + 5 VaVy (B*By) = 5V (BuBy) — 580 VaVj (BB | . (7.18)
O simbolo “’ ” no potencial indica a derivada deste em relagdo ao seu argumento.
A equagdo de movimento para o campo bumblebee resulta
V¥Buy = Ju, (7.19)

com [, = M4 ]5, onde M estd associado com setor de matéria (agindo como uma fonte para o
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campo bubmblebee) e JZ é a corrente parcial devido a auto-interagio bumblebee dada por
JB =2v'B, — %BP‘RW. (7.20)
Tomando a derivada covariante na Eq. (7.16), e usando o fato de que V”GW = 0, obtemos a condi¢do
V#T, =0, (7.21)

que mostra a lei de conservagdo covariante para o tensor energia-momento total.

O trago da Eq. (7.16) é
R=—«xT™ +4xV — 2kV'B, B! + ¢ sz (BuB") + VaVp (B“Bﬁ)] , (7.22)

onde TM = g”"T%[,, e retornando com este resultado em (7.16) a versdo do trago-reverso para a

equacdo de Einstein estendida
1
Ry = & (T;}f, - EgWTM> +KkTp, + 2685,V — kBeB g1 V' + %g,wv"’ (BxB")

+§ngav,3(3“3ﬂ). (7.23)

Note que se as contribui¢des do campo bumblebee B, e potencial V(B,) sdo nulas, a Eq. (7.23)

recupera a equagao usual de Einstein para o vacuo (6.14), como esperado.

7.2 Solucao esfericamente simétrica num cenario com VL

Nesta se¢do, obtemos uma solugdo de vdcuo esfericamente simétrica (que descreve a regido
exterior a um corpo massivo no espacgo-tempo) impondo THM,, = 0. Além disso, o potencial V(By,) é
escolhido de tal forma que a Eq. (7.12) seja satisfeita e, portanto, V = 0. Particularmente, estamos
interessados em uma solugdo de vacuo induzida por uma quebra espontanea da simetria de Lorentz
quando o campo bumblebee B, permanece "congelado"em seu VEV?2. Assim, podemos fixar o campo
bumblebee como sendo

By = (By) = by, (7.24)

onde by, € o VEV dado em (7.12) e, obviamente, teremos V = 0 e V' =0. Logo, assumindo as

condigoes descritas acima, reescrevemos a equacdo de Einstein modificada Eq. (7.23) da seguinte

maneira,
Ry =0, (7.25)
onde definimos
_ K
Ry = Ry +xbyueb®, + Zb“ﬁb“ﬁgw + &by b Ray + Ebyb* Ryyy — gb"‘bﬁRaﬁgW — gvavﬂ (b"by)
“fy,v (b*b )+5v2(b by) (7.26)
7 aVv 12 2 ubtv), .

2Uma hipétese similar também foi utilizada em [121].
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usando também a Eq. (7.18). Enquanto isso, a relacdo para campo bumblebee (7.19) torna-se
K — _g H
Vb, = Kb Ry, (7.27)

sendo agora by, = d,,b, — dyby,.

Na busca por uma solugdo de vacuo estética e esfericamente simétrica das equagdes de Einstein

estendidas, consideramos um espago-tempo regido por uma métrica Birkhoff
Sy = diag(—ez"y, e, 12, 12 sin 0), (7.28)
com y =y (r) e p = p(r). A restricdo sobre as componentes do campo de fundo é definida como
b, = (0,b,(r),0,0), (7.29)

sendo do tipo-espaco. Com essa escolha, perceba que devemos ter agora by, = 0. Usando a condigao

bl'b, = Fb? = cte, determinamos explicitamente a forma do campo de fundo radial
by (r) = |b| €. (7.30)

Pode-se verificar facilmente que essa parametrizagdo do campo de fundo néo satisfaz Vb, = 0. Isso
estabelece a diferenca entre nossa solugdo e aquela investigada em [121], na qual é considerou-se
Vub, = 0.

Devemos agora resolver para as fungdes 7y (1) e p (r). As componentes ndo nulas para as equa-

¢Oes de Einstein estendidas (7.26) com o Ansatz (7.28) sdo

Ry = <1 + é) Ryt + é (3yy + 0,p) 27, (7.31)
Ry = <1 + 3;) R, (7.32)
Rog = (1+0)Rpg—"? (%rze—ZPR,, + 1) , (7.33)
Rpp = Rggsin®0, (7.34)

onde definimos o pardmetro VL como ¢ = ¢b?. As componentes do tensor Ricci nas relagdes acima

sdo dadas por

2

Ry = @070y + (@8,7)" = 9 + 20|, (7.35)
2 2 2

R, = —ar’)’ — (ar')/) + ar')/arp + ;arP, (736)

Rog = e X[r(d,0—0y)—1]+1. (7.37)

Assim como acontece no contexto da RG usual, temos apenas trés componentes independentes para

o tensor Ry,.

Cada uma das Eqgs. (7.31)-(7.34) deve satisfazer a Eq. (7.25), implicando que cada uma delas
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deve ser nula independentemente. Logo, para a Eq. (7.32), temos R,+ = 0 e resulta imediatamente

Rrr — 0.

(7.38)

Neste ponto da nossa resolugdo, devemos notar que a equagdo de movimento do campo bumblebee

para o vécuo (7.27) é identicamente satisfeita com a parametrizagao (7.29), uma vez que b,, = 0 e

pela relagdo (7.38) temos b*R;,, = 0.

Continuando resolvendo as equagdes de campo, veja que a relagdo (7.38) juntamente com a

(7.36) permite obter
2
Ry + (3r)* — 33 = ;arp-
Usando a Eq. (7.39), podemos reescrever a Eq. (7.35) como
Ry = % (3rp +3ry) 1P,

e usando ainda a (7.38) nas Egs. (7.31) e (7.33), teremos

(arp + arr)/) 62(7_‘0),

_ 2(14+¢
Rttz—( . )

Rgg = (1+£) Rgg — L.
Fazemos agora a seguinte combinagéo,

r2e 2Ry +2Rpg = 0,
que fornece uma equacao diferencial para p(r),

(1+2)or (re_ZP) =1,

cuja solugdo é
-1
¢ = (1+1) (1—970) ,
onde p, € uma constante arbitraria, a priori .

Para calcular a fungdo y(r), consideremos uma outra possivel combinagao
0r?e "Ry — (24 £)Rpg =0,
que fornece
0 = Q2+30)A+0romy+(14+2)(2+10)
+(L+1) (0 —2)rd,0 — (2+ ).

Usando o resultado da Eq. (7.45) obtemos uma equagao diferencial para 7(r),

Po _

(g —71)0ry + 5

com sua solugdo sendo escrita convenientemente na forma

627 — e_zlyﬂ (1 — &) ,
r

(7.39)

(7.40)

(7.41)

(7.42)

(7.43)

(7.44)

(7.45)

(7.46)

(7.47)

(7.48)
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onde ¢~27 é uma constante que pode ser removida pela simples transformagao ¢ — ¢70t. De fato, é

verificado que as solugdes (7.45) and (7.48) satisfazem o conjunto das Egs. (7.31)-(7.34).

Finalmente, escrevemos a solugéo esfericamente simétrica de vacuo com VL
2M 2M\ !
ds? = — (1 - 7) dt? + (1+0) (1 - 7) dr? +r2dQ)?, (7.49)

onde identificamos convenientemente a constante p, = 2M (M = Gym é a massa geométrica usual),
de tal modo que no limite £ — 0 recuperamos exatamente a solucdo de Schwarzschild (6.30). Usando

o resultado (7.45), escrevemos explicitamente a solucdo para o campo de fundo (7.30),

r

-1/2
by (r) = [b| VI (1 _ @> . (7.50)

Vemos que no limite ¥ — co, a componente b, — cte = |b|v/1+ 4.

A métrica (7.49) representa uma solucdo puramente radial com violagao de Lorentz que descreve
o espago-tempo fora de um corpo esférico, caracterizando assim uma solugdo de buraco negro

modificada. Além disso, calculamos ainda o escalar de Kretschmann

4 (12M? + 44Mr + £272)
ro(0+1)°

Ryyap R = (7.51)
que, obviamente, é diferente do respectivo invariante da solugdo Schwarzschild Kretschmann, que é
recuperado quando £ é nulo, ver Eq. (6.31). O resultado em (7.51) garante que a métrica (7.49) é uma
solugdo genuina contendo corre¢des de VL, isto €, ndo existe uma transformacdo de coordenadas
conectando a solugdo (7.49) com aquela de Schwarzschild (6.30); caso contrério, o escalar (7.51)
seria 0 mesmo para ambas as solucdes, o que ndo é verdade. Observe ainda que em r = 2M,
o invariante Kretschmann (7.51) é finito, indicando que tal singularidade pode ser removida (por
alguma escolha adequada de transformagdo de coordenadas). No entanto, quando r — 0 temos a
chamada singularidade fisica (ou ndo removivel), pois neste limite a relagdo (7.51) diverge. Com isso,
enfatizamos que a natureza das singularidades r = 0 e r = 2M (horizonte de eventos) permanecem

inalteradas.

Uma vez que a solugdo (7.49) foi obtida, o passo seguinte e imediato é buscar assinaturas
experimentais ou vinculos para o pardmetro ¢. Podemos fazer isso através da andlise de resultados
para testes experimentais ja conhecidos da RG. Neste caso, podemos buscar por corre¢does de VL
ambientadas no nosso Sistema Solar. Um tratamento alternativo para obtencdo de tais corre¢ées
poderia ser feito a partir do formalismo PPN (ver Sec. 6.3), o qual permite uma comparagdo direta
entre métricas de diferentes teorias de gravitacdo no limite de campos fracos e baixas velocidades.
Sendo assim, vamos investigar a possibilidade de correspondéncia entre uma aproximacédo de limite
para campos fracos de nossa solucdo e a equivalente métrica pés-Newtoniana. Uma abordagem no
setor do MPE minimo nesse limite de campos fracos e baixas velocidades foi investigada em [119]
e por isso as andlises a serem realizadas a seguir tornam-se interessantes. Devemos sempre ter
em mente que a solugdo (7.49) é exata, diferentemente da maioria das solu¢des com VL obtidas no

contexto do MPE presentes na literatura.

Seguindo a ideia apresentada na Sec. 6.3 com a solugdo Schwarzschild para a obtencdo da mé-

trica expandida em termos do potencial gravitacional, devemos primeiramente reescrever a solugdo
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(7.49) em coordenadas isotrépicas. Isso pode ser feito assumindo a seguinte transformagao

ek
1+ (Z—ND 1 . (7.52)

M\ -/ VI
r=7
()

Com isso, obtemos as componentes da métrica na sua forma isétrépica dada por

ORI

= (7 _ = (%) _ _2” = =\
Zoo(7) m 2 gi(7) = [f(P)] 65,  Zoi(F) =0, (7.53)
" (ﬁ)
onde 5
1-1/V/1+0 1//1+¢
f(7) = (Z—NYI) 1+ <2—Nr{> ] : (7.54)

Podemos ainda usar esse resultado e expressar o tensor s/, definido em (7.14), nessas coordenadas.

As componentes ndo nulas sdo dadas por

A\ VI
1+ (g) ]
50 § (7.55)
\2F
i 0 xx 1

Vejamos entdo qual a possivel correspondéncia do pardmetro ¢ diretamente com o setor do MPE

minimo. Para isso, tomamos o limite de campos fracos M/7 < 1 e £ < 1 e obtemos

(3 =3% = é + ..., (7.57)
<§"i>n = é Y., (7.58)
<sr"f >Q —0, (7.59)

onde (-) indica 0 média sobre a esfera. A propriedade de traco nulo do tensor (§#V) é mantida
e, além disso, essas componentes encontradas para os coeficientes do MPE sdo compativeis com os
resultados obtidos na Ref. [119]. Assim, é razoavel concluir que estimativas de sensibilidade experi-
mental para VL associadas com as componentes ndo nulas de (5#"), que vierem a ser determinadas,

serdo aproximadamente da mesma ordem de magnitude que o parametro £.

Na tentativa de encontrar alguma correspondéncia direta com pardmetros PPN, expandimos

cada uma das componentes da métrica (7.53) em séries de U = M/F < 1el < 1.

S00(F) ~ —1+2U —2U% +--- — £ |U —2U? + ] In (%) + . (7.60)
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2

Este resultado revela que nossa solugdo exata (7.49) nao admite uma expansao PPN adequada, isto €,

3ij(7) ~ & 1+2u+%u2+---+£(1+u+-~)1n<2)+---]. (7.61)

ndo é possivel expandir somente em termos do potencial U(7), pois surgem contribui¢des de termos
logaritimos na métrica. Consequentemente, a conclusdo imediata é que a parametrizacio (7.29) nado
permite obter uma versdo p6s-Newtoniana da métrica com VL dada pela Eq. (7.49). Portanto, este
ndo é um bom caminho a ser seguido na busca por estimativas experimentais (mais precisamente

limites superiores - upper bouds) para o parametro /.

Na préxima secédo, usaremos nossa solugdo exata a fim de obter estimativas da sensibilidade do
coeficiente ¢ a partir de alguns testes experimentais usuais da RG. Neste caso, toda a andlise serd

feita sem a necessidade de fazer qualquer tratamento de flutuagdo da métrica de Minkowski.

7.3 Alguns testes classicos e estimativas experimentais

Nesta se¢do, vamos buscar estimativas experimentais dominates de LV a partir do movimento
de particulas no espago-tempo descrito pela solugdo (7.49). Para isso, vamos considerar particular-
mente trés testes classicos da RG: precessdo do periélio de planetas (no Sistema Solar), a curvatura

da luz e o efeito de atraso temporal.

Conforme apresentado na Sec. 6.1, o movimento de particulas teste no espago-tempo é descrito

pela relagdo
P dxdy
dA? TVAA dA

onde A é um parametro afim. Podemos ainda reescrever essa relagdo introduzindo uma constante

0, (7.62)

de movimento Y, definindo
X =—gud'U’, (7.63)

onde U é a quadri-velocidade definida como

dxt
Ut = — =it 7.64
i (7.64)
O ponto indica a derivada em relagdo ao parametro afim. Para particulas massivas, A é escolhido
como sendo A = T e x = +1, caracterizando geodésicas tipo-tempo. Por outro lado, se tratamos de

particulas sem massa, devemos ter x = 0 e A ndo é mais fixado, o que caracteriza geodésicas nulas.

7.3.1 Avanco do periélio

A partir da equagdo geodésica (7.62), obtemos as equagdes descrevendo a trajetéria de uma

particula teste massiva no espago-tempo descrita pela métrica (7.49).

d 2M
M(r—2M) , M 5, r=2M (2 . a2\
(R o7 A el U ) (7.66)
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% <r29) — r?sinf cos 6472 =0, (7.67)
d 2 .2 .
e (r sin 0([)) =0. (7.68)

Assumindo que um tempo préprio inicial T = Ty temos 6 (tg) = 71/2 and § (19) = 0, a Eq. (7.67)
revela que 0 (T) e qualquer outra ordem superior de derivadas serd nulo, de modo que a particula
esta confinada no plano 6 = 71/2. Portanto, teremos um espago-tempo com dois vetores de Killing
correspondendo a energia conservada E e momento angular conservado L. O vetor de Killing tipo-

tempo K# = (9;)" esté relacionado com a energia conservada da particula, dado por

E = —guK't" = (1 - g) i. (7.69)

O vetor rotacional de Killing y# = (84,)” , fornce 0 momento angular conservado da particula:
L= gup"U" = r*p. (7.70)

Claramente, as Egs. (7.69) e (7.70) s3o consisténtes com as Eqgs. (7.65) e (7.68), respectivamente.

Assim, usando (7.63) para geodésicas tipo-tempo, obtemos
2
(1+0) 7 + <1 — g) (i—z + 1) = E2, (7.71)

Em seguida, introduzimos a varidvel u = r~1, tal que

. dr . du
== Lo (7.72)
Ap6s algumas manipulagdes algébricas, pode-se mostrar
2
M
(1+€)%+u—§—3Mu2=0. (7.73)

Esta relagdo pode ser resolvida pelo método pertubativo. Assumindo ¢ < 1, pode-se mostrar que a

solucdo pertubativa valida para pequenos valores de € = 3M?/L? < 1 pode ser escrita na forma
ue~u® 4 eu®, (7.74)

onde u(®) est4 associado a equacdo de ordem zero dada, sendo

M ¢
u + ecos , 7.75
L? [ VI+1 7-75)
e u)) é obtida na forma
0~ - i I
u\‘ ~ —e sin + 1+ cos . 7.76
L2°\/1+ ¢ (\/1+€ L2 2 6 VI+e 7.76)
Assim, tomando apenas contribuicoes relevantes, a solucdo (7.74) pode ser escrita como

- M ¢ ¢ ¢
u_L2 [1+ecos<m>+eemsm<m>]. (7.77)
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Tabela 7.1: Dados teéricos e experimentais do avango do periélio em segundo de arco por século ("C~1).

Planetas Previsdo RG Observado Incerteza
Merctrio 42981 42.979 + 0.0030 —0.0020 £ 0.0030
Vénus 8.6247 8.6273 +0.0016 —0.00026 4+ 0.00016
Terra 3.83877 3.83896 + 0.00019 —0.000019 + 0.000019
Marte 1.350938 1.350918 4 0.000037 —0.000020 + 0.000037
Jupiter 0.0623 0.1210 4+ 0.0283 0.0587 + 0.0283
Saturno 0.01370 0.01338 £ 0.00047 —0.00032 4+ 0.00047
Icarus 10.1 9.8 +0.8 —0.3+£0.8

No limite € < 1, podemos escrever (7.77) na forma da equagdo de uma elipse, dada por

M p(1—e) )]
u~— 1+ecos| ——|)|. 7.78
L2 [ < VIt 779
Apesar da presenga de VL, as 6rbitas devem permanecer periddicas com um periodo @,
@ = 2”1— V_ljg ~ 277 + AD. (7.79)

O avango do periélio AP é obtido considerado-se a expansdo em baixa ordem para € e ¢, resultando
em
A® = 27te + il = ADGR + 0Dy (7.80)

O termo AdgR é a quantidade prevista pela RG dada por

67[GNm

APcr =216 = 55—
GR = 276 = 2 (1—e2)a’

(7.81)

sendo m a massa do corpo que gera a curvatura do espago-tempo em questdo, e a excentricidade
orbital e a é o semi-eixo maior da elipse orbital. O termo d®yy, é a contribuicdo por periodo devido
a VL

oDy = 7l (7.82)

Claramente, a expressao (7.80) mostra que os efeitos de VL surgem como uma corregdo ao resultado
usual da RG.

Tabela 7.2: Estimativa de upper-bounds para ¢ do avanco do periélio de alguns planetas.

Parametro VL Upper-bound Ref.

Cyper 1.1x10 12 [122]
loen 29x10°12 [122]
o 1.1x10 1 [122]
s 1.5x10~ 1 [122]
o 2.1x10°10 [122]
e, 5.2x1077 [122]
‘. 1.3x1078 [123]

Os dados experimentais do avango do periélio, veja a ilustracdo na Fig. 7.1, de alguns planetas
podem ser encontrados em [122,124]. A Tabela 7.1 mostra alguns valores para o avango do periélio

de alguns planetas (incluindo o asteroide Icarus) do Sistema Solar. Vamos analisar, como exemplo,
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o movimento de Merctrio em torno do Sol. Temos uma margem de erro observacional fornecendo
0.003”C~! (ou 72 x 107 segundos de arco por 6rbita). Assim, devemos impor que a contribuicao
do termo 6Py, é menor do que tal erro experimental. Tal procedimento permite estimar um limite
superior para o parametro VL sendo £, < 1.1 x 107!, Seguindo essa mesma ideia de analise para
todos os outros corpos apresentados na Tabela 7.1, obtemos o conjunto de upper-bounds mostrados

na Tabela 7.2. Note, portanto, que obtemos estimativas até a ordem de ~ 1012,

Figura 7.1: Ilustragdo do avango do periélio de um planeta em torno do Sol.

7.3.2 Desvio da Luz

Este é um teste do desvio sofrido por um raio luminoso em sua trajetéria por influéncia de um
campo gravitacional. Esse desvio na trajetéria é visto de forma bem natural do ponto de vista da
RG, uma vez que corpos massivos (no presente caso o Sol) deformam o espago-tempo ao seu redor

e, portanto, influenciam nas trajetérias de quaisquer corpos/particulas, massivos ou néo.

Diferente do caso anterior, teremos agora particulas sem massa cujas trajetérias correspondem
a geodésicas nulas. Isso implica assumir y = 0 na Eq. (7.63) e obter
9 2M\ L2,

1

Novamente, fazemos a mudanga de variavel u = r~! com r = r(¢) resultando em

dzu 2
(140) Gz +u—3Mu =0, (7.84)

Neste caso, na solugdo perturbativa consideramos Mu < 1 de modo que

u~u® 4+ 3mu®, (7.85)
onde u(?) ¢ obtido como sendo
1. ( ¢
0) — = 7.86
u sin , ;
d ( 1+ €> (7:86)

- () o ()
u 32 [1+As1n<m + cos Jivi)l (7.87)

com d e A sendo constantes. Logo, para a solugdo geral teremos

u:ésin(%)—i—d—]\g[1+Ac0s(\/fﬂ>+cosz<\/1¢ﬂ)]. (7.88)

Uma vez que estamos interessado nos angulos de deflexdo para um raio luminoso, as condi¢oes
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de contorno sdo determinadas assumindo: (i) A fonte localizada em r — oo tal que u(r — c0) — 0 e
¢ = —o1; (ii) o observador estd situado em r — oo tal que u(r — c0) — 0 e ¢ = +J,; entdo o angulo
total de deflexdo da luz serd 6 = 41 + J. Usando essas condi¢des na Eq. (7.88) e assumindo ainda
{ < 1edq1,0p < 1, encontramos

5 = = (2+A), (7.89)

2—A)+ nt (7.90)

6y = >

=

Logo, a desvio de um raio luminoso na métrica (7.49) é dado por

4Gym 1/

0 =0Gr+ v = 25 Tt (7.91)

onde m é massa do corpo que causa o efeito de desvio da luz e d é o chamado parametro de impacto
(definido como a distdncia mais préximo do raio luminoso ao centro de massa do corpo que provoca

a curvatura). O primeiro termo JdgR € resultado usual da GR,

4GN1’I’I
0GR =~ 7 7:92)
O segundo termo Jyy,
94
o =2, (7.93)

é a corregdo advinda dos efeitos de VL.

Tabela 7.3: Estimativa de upper-bounds para ¢ baseados em alguns experimentos de medicdo do desvio da luz pelo Sol.

Experimento Upper-bounds Ref.
LATOR 7.3x10° 1 [125]
GAIA 8.1x10713 [126]
VLBI 3.2x10710 [127]
Hipparcos 8.1x107° [128]
Optical 59%x1077 [129]

Andlises observacionais disponiveis a partir de recentes observagées do VLBI (very-long-baseline
radio interferometry) [127] para o desvio da luz fornece uma concordancia com RG a 0.1%. Assu-
mindo essa precisdo, por exemplo, estabelecemos um vinculo da ordem ¢ < 3.2 x 1012, Usando de
outros diferentes experimentos, conseguimos obter outras estimativas interessantes, ver Tabela 7.3,

onde alcancamos valores de ¢ da ordem de ~ 10715,

7.3.3 Atraso temporal da luz

Um outro teste experimental muito explorado é atraso temporal da luz devido a curvatura do
espago-tempo [130]. Precisamente, estamos interessados na expressao que fornega uma descricao da
viagem de ida e volta de um raio luminoso que sofre influéncia gravitacional causada pela curvatura
do espago-tempo de um corpo massivo como o Sol. Os testes feitos no Sistema Solar envolvendo

este efeito podem fornecer upper-bounds interessantes para o parametro £.

Como estamos assumindo movimento do raio luminoso no plano equatorial (0 = 71/2), via-
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jando ao longo de geodésicas nulas no espago-tempo, a condicéo ds?> = 0 deve ser satisfeita. Temos

entao,
1
N <1 _ g) A2 + (1+0) <1 _ g) dr? +r2d¢? = 0. (7.94)

Na Sec. 7.3.2 também tratamos do movimento de um raio luminoso e, portanto, podemos considerar

aqui a solugdo de ordem zero (7.86),

d:rsin< ¢ > (7.95)

Usando esta relacdo, encontramos

42
2902 _ 2
redg” = (1+¢) <r2 —d2> dr. (7.96)
Assim, a Eq. (7.94) pode ser escrita como

2
a2 — 14 ( ! d )drz. (7.97)

"1 oM\ oMmiy T2

Expandindo em termos de M/r e tomando as contribui¢des de primeira ordem, teremos

/ 2

dt ~ +
2 7 /3

(7.98)

As configuragdes do efeito de atraso temporal envolvem, em geral, duas esta¢des situadas a grandes
distancias orientadas de tal forma que o raio luminoso passe na vizinhanca de uma fonte massiva
(fonte de curvatura). Assumindo que o raio de luz (ou sinal de radar) emitido a partir de uma fonte

localizada em rg viajando até um receptor em rg, o tempo de viajem serd dado por

1/2 1/2
Po— \/1+E{to+2M1n et (@) T o R (R - 4) 1
i i
VAU Sl R G Sl } (7.99)
R g

onde f( representa a viagem no espaco na auséncia de curvatura,
1/2 1/2
ty = (r% - d2> + (r% - d2> . (7.100)

Na auséncia do pardmetro VL, temos exatamente a expressdo prevista na RG. Para ¢ # 0, observa-
mos na Eq. (7.99) que mesmo na auséncia de uma fonte de curvatura (M = 0), o primeiro termo
tov/1+ ¢ mostra que raios de luz sofrem efeitos da VL, revelando que também temos corregdes no
espago-tempo de Minkowski. Os demais termos representam os efeitos da curvatura em conjunto
com a VL. Portanto, o resultado (7.99) pode ser interpretado como um aumento efetivo da distancia

entre emissor e receptor de sinal luminoso.

Para uma melhor compreensdo do resultado obtido em (7.99), vamos considerar a viagem de
sinal luminoso com ida e volta, sob influéncia da curvatura de um corpo massivo (o Sol, por exem-
plo), emitido a partir de uma fonte (a Terra, por exemplo) até ser refletido por um receptor (satélite
ou algum tipo de sonda espacial, por exemplo), retornando a fonte. Vamos entdo considerar o

espago-tempo na vizinha do Sol (m = Mg) e sinal luminoso emitido a partir da Terra localizado em
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Figura 7.2: Ilustracdo do experimento de atraso temporal para a viagem de um sinal luminoso, passando préximo ao Sol,
entre um satélite e a Terra.

rg viagjando até um satélite receptor em rg; ambas as distancias sdo medidas a partir do Sol, ver Fig.

3 e o sinal

7.2. O efeito do atraso temporal é maximo quando o satélite estd na conjunc¢do superior
passando préximo a superficie do Sol de modo que o pardmetro de impacto pode ser aproximado
d « Ry, satisfazendo a condigdo d < rg,rr. Assim, a partir da Eq. (7.99), o tempo total (ida e volta)

de viagem do sinal luminoso desde a emissdo até seu retorno é dado pela expressao

T~ Vitl {Tg + % [m (MEVR) - 1] } (7.101)

onde T é dado por
B 2/, > 1/2 2 5 > 1/2
TO—E(rR—d) +E<rE—d) . (7.102)

Assumindo a primeira ordem em ¢ < 1, o atraso temporal total é definido por

ST =T—Ty =0Tgr + 6Ty, (7.103)

A quantidade JT¢gR é a expressdo da GR,

Tar = 4GAC’3M@ [m (METR) - 1] , (7.104)

d2

enquanto o termo dTiy representa a corre¢do do termo de VL dada por
14 14
dTvr = 5 (9Ter + To) = 5 To. (7.105)

Esta é a relagdo que pode ser usada para a obtencdo das estimativas experimentais. Experimentos
realizados alguns planetas, especificamente Merctrio e Vénus, forneceram bons resultados [131].
Usando, por exemplo, a superficie de Vénus como receptor, a margem de erro encontrada foi de
2% quando comparada com o resultado tedrico da RG. Com este resultado, conseguimos obter uma

estimativa de upper-bound para o parametro VL na ordem de ~ 10~°.

Estimativas usando satélites e sondas espaciais também fornecem valores satisfatérios. Na Ta-
bela 7.4 apresentamos as estimativas encontradas para £ com diferentes experimentos que mediram
o0 atraso temporal da luz. Entre as medicdes ja realizadas para observagdo do efeito de atraso tempo-
ral através de um raio luminoso, os dados mais precisos obtidos atualmente foram fornecidos pela
sonda espacial Cassini durante sua viagem ao planeta Saturno [134]. A margem de erro dos dados
obtidos estd na margem de 0.0012%. Com esse resultado, nossa estimativa atinge a sensibilidade de
LCassini < 5.9 x 10713,

3Geria 0 melhor alinhamento possivel entre a Terra, Sol e o satélite.
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Tabela 7.4: Estimativa de upper-bounds para ¢ baseados em alguns experimentos de medicdo do atraso temporal de um raio

luminoso.

Experimento Upper-bounds Ref.
BEACON 3.0x1071° [132]
ASTROD 3.8x1071° [133]
Cassini 5.9x10713 [134]
Viking Mars 3.2x10710 [135]
Mariner 6 22x107° [136]
Mariner 7 1.6x107° [136]
Vénus 5.0x107? [129]

Temos ainda uma outra classe de experimentos que podem fornecer dados interessantes e sdo

também comumente utilizados na literatura. Esses experimentos sdo propostas de medig¢des futuras

de alta precisdo que ja tem algumas estimativas previstas como resultados. Entre tais propostas,

temos as missdes ASTROD (Astrodynamical Space Test of Relativity using Optical Devices) e BEACON
(Beyond Einstein Advanced Coherent Optical Network) que devem permitir buscar uma nova Fisica além
da RG através de medic¢des da curvatura do espago-tempo. Um interessante exemplo, é o caso da

sonda BEACON, que deve medir o atraso temporal de um raio luminoso devido a curvatura no

espago-tempo causado pela Terra; a estimativa do resultado é de uma precisio da ordem de 107

em concordancia com a RG. Se esse resultado for confirmado, a sensibilidade dos efeitos de VL

atingem a ordem de ~ 10717,
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Na primeira parte deste trabalho, temos no capitulo 3 nossa primeira contribuigdo original.
Apresentamos um estudo sobre vortices auto-duais obtidos no contexto de novos modelos gene-
ralizados (ou efetivos) da eletrodindmica de Maxwell-Higgs. As configuracdes auto-duais obtidas
no ambito desses novos modelos sdo vortices puramente magnéticos similares aqueles obtidos por
Abrikosov-Nielsen-Olesen [12,59], isto é, vortices eletricamente neutros. Uma vez que implementa-
mos de forma consistente os formalismo BPS, obtivemos equacdes auto-duais altamente ndo-lineares
cuja solugdes sdo vortices topoldgicos eletricamente neutros e energeticamente estdveis, caracteriza-
das por ter fluxo magnético topologicamente quantizado. Sendo a energia total proporcional ao fluxo
magnético, esta também é topologicamente quantizada. Nosso modelo k-generalizado estabelece a
existéncia de um conjunto infinito de familias de modelos possiveis, dentre os quais encontramos
modelos onde suas equagdes BPS tem sua forma matemadtica similar aquelas encontradas no con-
texto no contexto de modelos de Maxwell-Higgs e Chern-Simons-Higgs. Além disso, vimos que o
modelo proposto permitiu descrever configura¢des tanto com potenciais tipo |</J|4 e/ou potenciais
tipo |cp|6. Vimos ainda que a classe de modelos denominada de “modelos gémeos” também pode
ser descrita aqui, suportando ambos os tipos de potenciais, |cp|4 e |4>|6. Observamos que escolha es-
pecifica do potencial pode influenciar diretamente no comportamento da solucdes; especificamente,
conseguimos mostrar que o modelo k-generalizado é capaz de engendrar sélitons com decaimento
tipo exponencial (como Abrikosov-Nielsen-Olesen) ou ter um decaimento tipo poténcia, onde este
altimo caracteriza os chamados vortices ndo-localizados. Em todos casos, percebemos pela anélise
numérica que a generalizagdo modifica o tamanho do vortice, as amplitudes do campo magnético e

massa bosonica, mas mantém a forma da energia total proporcional ao fluxo magnético.

Ainda na primeira parte do trabalho, temos no capitulo 5 outra contribuicao original. Apre-
sentamos o modelo BPS baby Skyrme gauged com termo Chern-Simons. Implementamos consis-
tentemente o formalismo BPS e como resultado, obtivemos o conjunto de equagdes auto-duais que
descrevem sélitons (Skyrmions) auto-duais estaveis saturando no limite BPS. Os sélitons sdo eletri-
camente carregados, efeito da presenga do termo Chern-Simons que induz uma carga elétrica total
nos soélitons. Com isso, vimos que essa carga elétrica total é proporcional ao fluxo magnético, que a
priori é uma quantidade topologicamente ndo-quantizada. No entanto, as solu¢des numéricas mos-
tram que no limite onde temos um forte acoplamento eletromagnético g, o fluxo torna-se quantizado
e essa quantizagdo efetiva também torna a carga elétrica total quantizada. Vimos que as solugdes
numeéricas mostram que a carga elétrica total Q, (¢) como funcio de g atinge um valor maximo para
um acoplamento « fixo; a0 mesmo tempo, acontece algo similar para a carga elétrica total Q, ()
como funcdo de « e um g fixo. Mostramos dois tipos de solu¢des que sdo definidas pela escolha do
superpotencial W (1) « h?. Para a escolha ¢ = 2, obtemos s6litons com decaimento tipo exponencial,
similar aos vértices estudados no contexto de Maxwell-Higgs; para uma escolha de valores o > 2,

encontramos dois tipos de comportamentos: o campo Skyrme possui um decaimento tipo poténcia,
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enquanto o campo de gauge e o potencial elétrico possuem um decaimento tipo exponencial.

Na segunda parte do trabalho, apresentamos no capitulo 7 um resultado original de uma so-
lugdo exata tipo-Schwarzschild em um modelo de gravidade bumblebee. Esta solucdo estd inserida
no contexto do Modelo Padrao estendido minimo, o qual permite fazer um acoplamento do campo
bumblebee no sector de gravidade proporcionando a quebra espontanea da simetria de Lorentz.
A métrica obtida é uma solugdo de vicuo estética e esfericamente simétrica carregando efeitos de
violagdo de Lorentz. Ainda assim, como é uma solu¢do genuina levemente modificada (andloga a
solucdo de Schwarzschild da Relatividade Geral), podemos classificd-la como uma nova solugdo de
buraco negro tipo-Schwarzschild. Para estudar os possiveis efeitos da violagao de Lorentz, inves-
tigamos alguns testes classicos da RG bem conhecidos e explorados, o que nos proporciona uma
vasta quantidade de dados observacionais que possibilitam a obtenc¢do de upper-bounds para nosso
parametro de violagdo £. Entre os testes classicos, concentramos nossa andlise na avango do periélio
de planetas, a curvatura da luz e o atraso temporal. As estimativas encontradas para ¢ entre dados
efetivamente observados atingem a ordem ~ 1071°. Entre os experimentos desenvolvidos j& com

algumas projecoes de resultados futuros, temos uma sensibilidade para ¢ da ordem de 10~1°.

Como perspectivas, temos como frente de investigacdo a possivel obtengdo de vortices, mono-
polos magnéticos e dyons no contexto de modelos de Yang-Mills-Higgs generalizados. No contexto
de Skyrmions, conforme mencionado na Sec. 5.3, ja verificamos que o comportamento dos cam-
pos ndo impedem a existéncia de sélitons BPS compactons. No entanto, tais estruturas ainda nao se
confirmaram numericamente, pois as condi¢des de contorno ndo estdo sendo completamente satis-
feitas; investigagdes buscando solucionar esse problema estdo em adamento. Além disso, a busca
de soélitons BPS em modelos planares de Skyrmions considerando o termo do modelo-c O (3) ndo
nulo na Lagrangiana é o préximo passo imediato. No contexto de gravitagdo inserida no MPE, j4
temos iniciado estudos explorando outras possiveis configuragdes de vdcuo para uma nova escolha
do background b,. Em paralelo, temos também a possibilidade de estudar os efeitos do campo bum-
blebee em analogia as outras solu¢des de buracos negros conhecidas na literatura, como aqueles
carregados (buraco negro de Reissner-Nordstrom) e dotados de momento angular (buraco negro de
Kerr)!.

174 temos calculado um resultado analitico da versio de uma solucdo do buraco negro de Kerr modificada; restando
analisar cuidadosamente a consisténcia desse resultado.
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