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Resumo

Neste trabalho, fizemos um estudo sistematico de como a frequéncia da onda gravitacional
do modo fundamental de estrelas compactas é afetada por pressoes anisotropicas usando
equacgoes de estado realisticas. Nosso estudo é uma extensao do trabalho realizado
por Doneva [Phys. Rev. D 85 (2012) 124023], onde foi utilizada uma equagao de
estado politropica. Para atingir nosso objetivo, consideramos estrelas compactas que sao
construidas usando equagoes de estado no contexto da teoria de campo médio relativistica
para o caso de estrelas hadronicas, e no contexto do modelo MIT para o caso de estrelas
de quarks. A fim de obter alguma informacao que nos permita detectar anisotropia em
estrelas compactas, também estudamos e analisamos o comportamento de varias grandezas
estelares, por exemplo, o desvio para o vermelho gravitacional, a massa estelar, o raio,
entre outras. Adicionalmente, discutimos estrelas hibridas anisotropicas sem fase mista
que sao construidas usando equacoes de estado no contexto da teoria de campo médio
relativistica (fase hadronica) e equagoes de estado no contexto do modelo de Nambu-Jona-
Lasinio (NJL) (fase de quarks). Neste caso, estudamos o comportamento das grandezas
macroscopicas de massa e raio. Concluimos que os efeitos anisotropicos podem ter
consequéncias importantes, que estao fortemente relacionadas ao parametro anisotrépico
e a equacao de estado da matéria. Adicionalmente, realizamos uma comparacao com
dados observacionais e mostramos que o parametro anisotrépico A pode ser usado como
parametro de ajuste para reproduzir dados observacionais de massa e raio para estrelas de

néutrons.



Abstract

In this work, we have made a systematic study of how the gravitational wave frequency of
the fundamental mode from compact stars is affected by anisotropic effects using realistic
equations of state. Our study is an extension of the seminal research performed by Doneva
[Phys. Rev. D 85 (2012) 124023], where a polytropic equation of state was used. To
reach this objective, we considered compact stars which were built by using equations of
state in the framework of a relativistic mean field theory for the case of hadronic stars
and in the framework of the MIT model for the case of quark stars. In order to obtain
some pertinent information that could give us the possibility to detect the anisotropy
in compact stars, we also studied and analized the behaviour of various global stellar
quantities, e.g., gravitational redshift, stellar mass, radius, among others. Additionally, we
discuss anisotropic hybrid stars without mixed phase that are constructed using equations
of state in the context of relativistic mean field theory (hadronic phase) and equations
of state in the context of the Nambu-Jona-Lasinio (NJL) model (quarkionic phase). In
this case, we study the behavior of the macroscopic quantities of mass and radius. We
concluded that the anisotropic effects can have important consequences, which are strongly
related to the anisotropic parameter and the equation of state of high density matter.
Additionally, a comparison with observational data has been made and we have shown
that the anisotropic parameter A can be used as a tuning parameter to reproduce mass

and radius observational data of neutron stars.
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1 Introducao

Quando olhamos para o céu, podemos ver objetos estelares brilhando regularmente
com o tempo. A ciéncia que interpreta e observa os espectros de frequéncias estelares é
chamada de asterosismologia. O estudo das pulsagbes emitidas por objetos tao distantes
em relagao ao nosso planeta, é importante porque nos permite investigar sua estrutura
interna, ou seja, nos permite examinar os processos fisicos internos da estrela e estudar
teoricamente sua evolucao. Portanto, o estudo das oscilagoes em estrelas pulsantes nos da
a possibilidade de comparar as observagoes com modelos matematicos tedricos. Encontrar
as frequéncias dos modos de oscilacao de uma estrela nao é uma tarefa facil, ja que esses
parametros podem depender da massa, temperatura, nivel de rotacdo e magnetismo; quer
dizer que os modos de oscilagoes podem variar significativamente de uma estrela para outra
a medida que a estrela evolui. Uma forma de entender as oscilagbes estelares é pensar que
as estrelas sdo como cavidades ressonantes onde o movimento do gas (dentro dos objetos
estelares) gera ondas sonoras. Muitas dessas ondas sonoras podem tender a desaparecer,
mas por meio de algum mecanismo! se mantém. Quando essas ondas chegam na superficie
da estrela podem-se deformar, produzindo diferentes modos de oscilagao; assim os efeitos
das oscilagoes podem ser observados como pequenas mudancas de temperatura e brilho na

estrela.

A partir de nosso conhecimento sobre as oscilagoes numa corda, podemos descrever
diferentes sobretons de uma onda estacionaria usando o nimero quantico n. O modo
fundamental é representado para n = 1, neste caso todo o material da corda se move
para cima e para baixo. O primeiro harmonico, n = 2, tem um nd, onde nenhum material
se move, no meio da corda e assim por diante. De forma andloga as oscilagoes que se
produzem em instrumentos musicais de corda ou de vento, as estrelas, como tais, sao
capazes de oscilar em um espago 3D (SHIBAHASHI, 2005). Matematicamente cada modo
pode ser representado por um harmonico esférico de grau [ e ordem azimutal m. Em
particular, podemos observar em estrelas distantes, tipicas oscila¢oes radiais com [ = 0,
onde a cstrela se expande e contrai; quando [ = 1 temos os modos de oscilagao dipolo, com
um né ao longo do equador. Por exemplo, esses modos foram observados em estrelas em
rotagao (BIGOT; KURTZ, 2011). Quando [ = 2 temos oscilagoes de quadripolo, com dois
nés que vao ao redor da estrela. Cada um desses tipos de oscilagao apresentam diferentes

frequéncias em cada sobretom, fazendo-os visiveis durante prolongados periodos.

Em 1596, o astronomo David Fabricius observou pela primeira vez uma das primeiras

estrelas oscilantes. Alguns anos depois, o astronomo Johannes Hevelius nomeou essa estrela

L Por exemplo, o mecanismo  se refere a obstrucdo da radiacdo dentro das camadas mais internas da

cstrela.
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como Mira Ceti (estrela maravilhosa). Mira Ceti é um sistema bindrio que consiste em
uma estrela gigante vermelha junto com uma ana branca. Na astrofisica, Mira mantém
um lugar importante como estrela, devido ao fato que ela pode brilhar por um periodo de
332 dias. Durante esse intervalo de tempo o brilho da estrela gradualmente diminui até
desaparecer do céu (HOGG, 1933). A estrela P Cygni, descoberta logo depois em 1600 por
Johann Bayer, muda de brilho com um periodo de anos até décadas. As primeiras cefeidas,
0 cefei e n aquilae, foram descobertas em 1784. E outra estrela pulsante bem conhecida é

RR Lyrae?, a qual foi descoberta em 1899.

Para o desenvolvimento desta tese, vamos nos concentrar no estudo dos modos
de oscilacao que resultam de pulsacoes radias e nao radias. Esses tipos de oscilagoes sao
importantes na teoria das oscilagbes estelares pois elas permitem obter informagoes sobre
a estrutura, estabilidade, massa, raio, ctc., do objeto estelar. Enquanto a pulsacao radial ¢
a oscilacao mais simples que envolve o movimento da matéria estelar na direcdo radial, a
oscilagao nao radial é mais complicada pois envolve o movimento da matéria estelar na

direcao tangencial.

Por outro lado, estrelas compactas sao conhecidas por serem objetos astrofisicos
nos quais a matéria pode ser encontrada em condi¢oes extremas, como por exemplo: altas
densidades, campos gravitacionais intensos, campos magnéticos fortes e rotacao rapida. A
alta densidade de matéria em estrelas de néutrons pode ser estudada usando uma equacao
de estado (EoS), que é usada como o principal ingrediente para a integragdo numérica
das equacoes de estrutura estelar, as chamadas equacoes de Tolman-Oppenheimer-Volkoff
(TOV). Usando este sistema de equagoes, teoricamente podem ser obtidas importantes
quantidades, por exemplo, a massa e o raio de uma estrela compacta, a compacidade, o
desvio para o vermelho gravitacional, entre outros. Recentemente, esforgos tém sido feitos
para obter melhores restricoes observacionais sobre o raio e a massa das estrelas compactas
e, como consequéncia, temos visto uma melhoria em nossa compreensao da matéria em

altas densidades dentro de estrelas compactas.

Todas as caracteristicas acima mencionadas sobre estrelas compactas sdo frequen-
temente estudadas para o caso de um fluido isotropico perfeito, mas ao mesmo tempo,
também ¢é bem sabido que o conhecimento da EoS no ntcleo interno das estrelas de
néutrons é muito evasivo. Essa dificuldade tem sua origem na incerteza da EoS nuclear
em densidades extremamente altas, razao pela qual alguns autores propuseram que dentro
das estrelas de néutrons poderia existir matéria de quarks desconfinados e outros autores
propuseram a existéncia de efeitos anisotrépicos. A existéncia de anisotropia pode ser
justificada por varios motivos, entre eles temos a possibilidade de um ntcleo sélido ou a
presenga de campos magnéticos fortes (HERRERA; SANTOS, 1997), e por este motivo

2

A importancia das estrelas RR Lyrae é que elas podem ser usadas para medir distancias a aglomerados
estelares.
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a possibilidade de anisotropia dentro de estrelas de néutrons tem sido objeto de estudo
recente, por exemplo, (SAWYER, 1972; HEISELBERG; HJORTH-JENSEN, 2000). Re-
centemente, as condigdes para a estabilidade/instabilidade da pressdo isotrépica para um
fluido dissipativo® com distribuicao esférica foram investigadas em (HERRERA, 2020).
Neste trabalho seminal, o autor conclui que fluxos dissipativos, e/ou densidades de energia
heterogenéas, e/ou o aparecimento de cisalhamento no escoamento do fluido, forgam o
abandono da configuragao isotrépica inicial, gerando portanto uma pressao anisotropica,
ou seja, uma configuragao do fluido com pressao isotrépica tenderia a desenvolver uma
pressao anisotrépica a medida que evolui, sob condi¢oes esperadas na evolugao estelar.
Portanto, somos forcados a considerar a pressdo anisotropica sempre que lidemos com

fluidos relativisticos.

E bem conhecido que o uso de EoS politrépicas reduzem os cdlculos numéricos ¢
descrevem consistentemente muitas propriedades globais de objetos compactos (TOOPER,
1964), portanto EoS politrépicas podem servir como uma extensao para produzir EoS
realisticas (CHATZITIOANNOU; YAGI; YUNES, 2014). Por exemplo, podemos usar um
indice politréopico de N = 0,5 para obter estrela de néutrons com massas acima de 2
M, solares e raio na faixa das observagoes do NICER (GENDREAU; ARZOUMANIAN;
OKAJIMA, 2012). Além disso, varias equagoes politrépicas podem ser usadas para modelar
diferentes densidades dentro de estrelas de néutrons, este método é chamado de aproxi-
magao politrépica por partes. Na referéncia (DONEVA; YAZADJIEV, 2012), os autores
usaram uma EoS politropica para estudar as oscilagoes nao radiais (em aproximagao
de Cowling) de estrelas de néutrons na presenga de uma pressdo anisotropica. Nosso
objetivo aqui é complementar esse trabalho, usando equagoes de estado realisticas. Para
atingir este objetivo, usamos EoS no contexto da teoria de campo médio relativistica
(SEROT; WALECKA, 1986) para estrelas hadrénicas e no contexto do modelo de sacola
de MIT (CHODOS et al., 1974; FARHI; JAFFE, 1984) para estrelas de quarks. Também,
consideramos estrelas hibridas anisotropicas sem fase mista construidas usando EoS no
contexto da teoria de campo médio relativistica (fase hadrénica) e EoS no contexto do

modelo de Nambu-Jona-Lasinio (fase de quarks).

Esta tese ¢é estruturada da seguinte forma: O capitulo 2 é dedicado a uma revisao
geral da formacgao de estrelas de néutrons. Também veremos a estrutura de uma tipica
estrela de néutrons. A seguir, mencionamos as diferentes categorias de estrelas de acordo

com sua composicao interna. E destacamos alguns observaveis das estrelas de néutrons.

No capitulo 3, inicialmente apresentamos as principais caracteristicas da teoria
relativistica de campo médio. Isto nos levara a construir a equacao de estado para estrelas
compostas de matéria hadronica. Depois, descrevemos o modelo de sacola do MIT para

construir a EoS para estrelas compostas de quarks.

3O termo fluido dissipativo se refere a presenca de viscosidade ou fluxo de calor em um fluido.
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No capitulo 4, determinaremos as equacoes de oscilagdo perturbadas com anisotropia.
A integracao numeérica das equagbes nos permite encontrar as frequéncias de modo f
e outras variaveis estelares. A seguir, mostramos nossos resultados tanto para estrelas
hadrénicas como para estrelas de quarks com anisotropia. Também realizamos uma
comparacao dos nossos resultados com dados observacionais. A contribuicao deste trabalho
baseia-se no uso de equacgoes de estado “mais realisticas” em comparacao a outros trabalhos
que utilizam equagoes politrépicas para estrelas de néutrons. Por outro lado, resultados
sobre oscila¢oes nao radiais de estrelas de quarks anisotrépicas sao mostrados pela primeira

VeZ.

No capitulo 5, apresentamos o modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) para estudar
a matéria de quarks com densidade finita. Para estudar estrelas hibridas anisotrépicas sem
fase mista (construgdo de Maxwell) as equagoes de estado sdo construidas considerando
equagoes de estado para matéria hadronica (desenvolvidas no capitulo 3) e equagoes de
estado para a matéria de quarks (modelo de NJL). Mostramos nossos resultados para
massa e raio e comparamos com dados observacionais. Por tltimo, terminamos a tese com

as conclusoes.

Nos apéndices, apresentamos alguns calculos que servem de suporte para os capitulos
3ed.
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2 Estrelas de neutrons

As estrelas de néutrons sao objetos verdadeiramente fascinantes, cuja matéria
suporta condi¢des especiais como, por exemplo, temperaturas extremas, altas densidades
e campos magnéticos intensos. Como o espaco-tempo ao seu redor é altamente curvo,
espera-se que haja efeitos de desvio gravitacional para o vermelho, e de dobramento da
luz. As estrelas de néutrons sao os objetos estelares mais densos conhecidos no Universo,
com uma densidade que provavelmente excede os 10'g/cm? e pode chegar até 10'%g/cm?.
Isto é, a densidade de uma estrela de néutrons pode ser 100 vezes maior que a densidade
de um nicleo atémico. Além disso, as estrelas de néutrons possuem um raio de cerca de
12 km (SHAPIRO; TEUKOLSKY, 2008) e possuem uma massa de aproximadamente 1,4
massa solar! (denotado por M,). Isso significa que a massa de uma estrela de néutrons
esta embalada em uma esfera de 20 a 30 km de didmetro. De fato, as estrelas de néutrons
sao considerados como laboratérios cosmolégicos de particulas, fornecendo um lugar
apropriado para estudar problemas interessantes como: a influéncia dos campos magnéticos
nas propriedades da matéria dentro das estrelas (CHEN; ZHANG; LIU, 2007), a formagao
de estados de superfluidez? (BAYM; PETHICK; PINES, 1969) e supercondutividade?,
o comportamento da for¢a nuclear em densidades extremamente altas (GADE, 2020),
possiveis transicoes de fase para matéria exotica e fisica gravitacional em um regime de
campo forte. Por isso este capitulo nos servird para revisar os conceitos béasicos sobre a
evolucao das estrelas de néutrons, sua estrutura, estrelas com matéria estranha, e como

elas sdo observadas.

2.1 Formacao estelar

A histéria da evolugao de uma estrela comecga com a formagao de nuvens ténues
e opticamente invisiveis compostas essencialmente de gas hidrogénio e poeira césmica,
essas formacoes sdo chamadas também de nuvens moleculares. Como exemplo desse
conglomerado temos a nebulosa cabeca de cavalo® que é composta por poeira e gases. O
tamanho da nuvem pode variar de um ano-luz a centenas de anos-luz de diametro, e
sua massa pode variar desde 10 a 10" M. As regides mais frias da nuvem apresentam

temperaturas muito baixas, da ordem de 10 K, enquanto as regioes mais quentes podem

A massa do sol é ~ 2 x 1033g.

A superfluidez é um estado de natureza quantica. Quando a temperatura de uma substancia (por
exemplo, Hélio liquido) é muito baixa, o liquido comporta-se como se ndo tivesse viscosidade. Em
poucas palavras a superfluidez é a capacidade de um liquido para fluir.

A supercondutividade é a superfluidez sucedendo em um sistema eletricamente carregado.

Essa nebulosa cria uma regiao na qual novas estrelas estao se formando, especialmente nas regioes
mais densas que formam o 'pesco¢o’ da cabega do cavalo.

2

3
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alcancar temperaturas de 2000 K. A densidade média da nuvem é de aproximadamente,

102 particulas por centimetro ctibico.

A formagao estelar ocorre devido a diversos fatores, tais como: composicao quimica,
rotagao, campos magnéticos, gravidade, pressao do gés, radiacao de estrelas vizinhas,
colisao de nuvens interestelares, etc (MESTEL; JR, 1956). Na formagao estelar a poeira
cosmica é vista como um escudo que protege as regioes mais internas da nuvem dos raios
de luz. Com o passar do tempo, as regiGes mais internas da nuvem comecam a esfriar, e
a pressao na regiao central interna diminui. Isto implica que a pressdao dentro da nuvem
nao podera se contrapor a atracao gravitacional da sua prépria matéria. Desta forma, as
regioes mais densas sofrem atracgao para o centro da nuvem interestelar. Por cerca de um
milhao de anos, a regido mais interna (ou nicleo) da nuvem acumulard mais massa em seu
centro de massa, formando uma protoestrela (ou nuvem protoestelar). Enquanto isso, uma
parte da matéria (envolvente a estrela) colapsa com uma certa quantidade de momento
angular e se estabelece em um disco que orbita a protoestrela. Portanto, tanto o disco
como a protoestrela estdo girando. A medida que a protoestrela gira, ela gera um forte
campo magnético. Este campo magnético gera um vento estelar que ejeta matéria (que

envolve a protoestrela) para o espago, e assim a protoestrela pode ser vista.

Com o colapso das regides mais externas da nuvem, o tamanho da protoestrela
diminui e seu centro se aquece. Uma vez que a camada central da protoestrela alcanga uma
temperatura de 107 K, os processos de fusdo termonuclear comecam a ocorrer. Essa primeira,
etapa no nucleo da protoestrela, conhecida como etapa de aquecimento do hidrogénio,
acontece quando ntucleos de hidrogénio atingem o ponto de fusdo e comecam a se fundir,

produzindo nticleos pesados de hélio, como pode ser visto na figura (1). Este processo
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Figura 1 — Esta figura mostra um cendrio basico da cadeia de reagoes entre prétons (fonte:
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:FusionintheSun.svg).
nuclear, que marca o nascimento de uma estrela, consiste de trés passos:

1. Dois ntcleos de hidrogénio (dois prétons) se fundem para formar um nicleo de

hélio-2. O resultado desta combinagao nao ¢é estavel e um dos prétons decaird para se
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tornar um nicleo estével de deutério (um préton e um néutron). O processo também cria

um positron® e um neutrino®:

'H+ 'H— *H+e" +v. (2.1.1)

A carga positiva perdida (no lado esquerdo da reacao acima) é carregada por um pdésitron.
O pésitron nao vai durar muito, porque logo encontrard um elétron comum, resultando na
criacao de duas particulas de raios gama através da aniquilacao de matéria ¢ antimatéria.
Esta etapa deve ocorrer duas vezes na reagao geral, ja que a reacao requer um total de
quatro prétons. Por exemplo, no Sol, a etapa 1 ocorre com muita frequéncia (cerca de
1038 vezes por segundo), pois ha muitos niicleos de deutério e prétons e outros nticleos no

centro do nucleo solar.

2. A etapa 2 ocorre quando um desses niicleos de deutério da etapa 1 colide e se
funde com um préton. O resultado é um niicleo de hélio-3" junto com a producdo de um

foton de raios gama. Esta etapa também ocorre duas vezes na reagao geral:

H+ 'H— *He+ 7. (2.1.2)

3. A tultima etapa da cadeia préton-proton requer a adigao de outro néutron ao
nicleo de hélio-3, formando assim um nicleo de hélio-4. Essa etapa final pode ocorrer
de varias maneiras diferentes, mas a mais comum ¢ através da colisao de dois niicleos de
hélio-3:

SH4 *H — *He+ 'H+ 'H. (2.1.3)

Note que cada um desses nucleos de hélio-3 resultou de uma ocorréncia anterior e separada
da etapa 2 em algum lugar do nticleo da estrela. O resultado final é um niicleo normal
de hélio-4 e dois protons. Este processo de fusao é a forma mais comum de criar hélio
dentro das estrelas, mas nao ¢ a tnica alternativa; existem variagoes desse processo que
envolvem outros elementos quimicos, como por exemplo, o ciclo CNO (carbono, nitrogénio,
oxigénio).

Com o passar do tempo, o combustivel de hidrogénio se esgota, o nucleo da estrela
encolhe, e tanto a temperatura quanto a pressao no nicleo aumentam, evitando o colapso
da estrela, pois a energia termonuclear produzida pela fusdo do hélio é suficiente para
equilibrar a forca da gravidade. Assim, se tem hélio queimando no centro da estrela,
enquanto os processos de fusdo do hidrogénio ocorrem em uma fina camada acima do
nucleo. A energia gerada por este processo é transmitida para o resto da estrela, fazendo
com que as camadas externas da estrela se afastem do nucleo, com o qual a estrela

(como um todo) ficard maior. Portanto, & medida que a estrela aumenta de tamanho, sua

O pésitron é uma particula com a mesma massa do elétron e carga oposta.
O neutrino é uma particula subatémica com massa muito pequena que é dificil de detectar.

5
6
7 O hélio-3 é uma forma rara do isétopo de hélio, que é composto por dois prétons e um néutron.
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luminosidade também aumenta substancialmente, e a estrela lentamente se torna uma
gigante vermelha (FRAKNOI; MORRISON; WOLFF, 2016).

Eventualmente, um novo processo de colapso iniciarda quando a estrela fique sem
hélio. Isso implica que a temperatura aumenta, e uma nova fase de fusao é originada no
centro da estrela. Nesta etapa, o nicleo alcanca a temperatura de 100 milhées Kelvin
para fundir todos os atomos de hélio e criar &tomos de carbono no centro da estrela. Esse
caroco de carbono fornecera energia apenas por alguns milhares de anos, que é um periodo
incrivelmente curto para a vida da estrela. Processos adicionais de fusao podem ocorrer
para produzir clementos como o cobalto, o niquel ¢ o ferro. Os clementos mais pesados
permanecem no carogo da estrela, enquanto os elementos quimicos mais leves se depositam
em camadas circundantes ao redor da regido central da estrela. Dependendo da quantidade
de massa estelar inicial, diferentes processos de fusao continuam ao longo das diversas
camadas concéntricas. Cada faixa funde um elemento diferente, por exemplo, na camada
mais externa estard fundido-se o hidrogénio, na seguinte camada estara fundindo o hélio e
assim sucessivamente. Para estrelas com massas inicias maiores a 8 Mg, o fim da etapa de
fusdo ocorre quando o nicleo comeca a produzir o elemento ferro. Dado que os ntcleos
de ferro sao bastantes pesados e possuem a maior energia de ligacdo em relagao a outros
nucleos, nenhum outro processo adicional de fusao termonuclear exotérmico é possivel.
Isso significa que nao é possivel extrair energia térmica do processo de fusao do ferro para
manter a estabilidade da estrela. Neste caso, a pressao dos elétrons degenerados® no nicleo

da estrela é responsavel por manter a estabilidade.

O tamanho da estrela é determinado pelo equilibrio entre a forca gravitacional
que puxa a estrela para manter-se junta, e a energia liberada pela fusdo do hidrogénio
que empurra a estrela para fora, evitando que ela entre em colapso sob sua propria
gravidade. Ou seja, a estrela atinge uma configuracao chamada de equilibrio hidrostdtico®.
Esse processo de equilibrio ocorrera ao longo de milhares de anos, isto quer dizer que a
maior parte do interior da estrela sofrera modificacbes na sua composi¢do quimica, e que
grandezas como temperatura, raio, massa e luminosidade mudarao ao longo da vida da
estrela. Isso faz com que a estrela esteja em uma fase na sequéncia principal’® parecida
com o nosso Sol (GLENDENNING, 2012). Estrelas com massas muito grandes (pequenas)
passam um curto (longo) periodo de tempo na sequéncia principal porque seu combustivel

queima rapido (lento).

8Os elétrons sdo ndo degenerados quando a distdncia média entre eles é muito maior que o comprimento

de onda de De Broglie. Quando a distdncia média entre os elétrons se aproxima do comprimento de
onda de De Broglie, eles sdo chamados de degenerados.

Um objeto astrondémico se encontra em um estado de equilibrio hidrostdtico quando sua prépria forga
gravitacional equilibra sua pressao interna; desse modo o corpo nao se expande nem se contrai.

A sequencia principal é um diagrama dos astrénomos Ejnar Hertzprung e Henry Norris Russell. Neste
diagrama, a grande maioria das estrelas estd concentrada ao longo de uma faixa diagonal (sequéncia
principal), indicando que as estrelas passam a maior parte da suas vidas nessa faixa. Em palavras
simples, este grafico mostra uma relagio entre o brilho da estrela e sua temperatura (ou cor).

10
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No entanto, existem casos em que as estrelas nao estao na banda da sequéncia
principal. Por exemplo, se o caroco da estrela for bastante massivo, ele se contraira e
desencadeard mais reagoes termonucleares, até que o niucleo estelar se torne carbono. Esses
tipos de estrelas sao encontrados na parte superior direita do diagrama de sequéncia
principal e sao chamadas de gigantes vermelhas. Por outro lado, se o nticleo da estrela nao
for massivo, ele continuara a se contrair por mais tempo sem atingir a condi¢do de fusao
nuclear do hidrogénio. Com o tempo, a estrela esfriard e se tornara um objeto chamado

ana marrom.

A evolucao de uma estrela é determinada principalmente pela sua massa, composicao
quimica, temperatura., e luminosidade. As estrelas mais leves, aquelas com massas inferiores
a 8 Mg, terminam suas vidas como anas brancas. Enquanto estrelas com pelo menos 8
M terminam seu ciclo de vida através de uma estrela de néutrons ou um buraco negro.
Em outros termos, no estdgio final da estrela existem vérios cenarios possiveis (veja a

figura 2) que dependerao da massa da estrela progenitora.

Gigante vermelha
principal
M<10M (Sol) X an
- @ mmp @ And branca
> 4
Nebulosa
planetaria

Supergigante vermehla

o
; 4 Estrela de
néutrons
Sequéncia principal com :

25 <M <100 M {Sol} Super nova

Figura 2 — O ciclo de vida das estrelas (fonte: www.alevelphysicsnotes.com).

2.2 Formacao das estrelas de néutrons

No final da queima hidrostatica no centro da estrela, ainda existem camadas
concéntricas ao redor do nicleo que continuam em combustdo de elementos como o
hidrogénio, hélio, carbono, neon, oxigénio, ¢ silicio (JANKA et al., 2007). Consequentemente
nenhum elemento mais pesado que o ferro pode ser fundido pois a producao de elementos
mais pesados a partir do ferro requer mais energia. No centro da estrela ha um carogo de
ferro que é rodeado por uma casca de silicio que continua queimando-se na fronteira e servira
de alimento para o caroco de ferro. Em outras palavras, nesta etapa, a massa do caroco
de ferro seguird aumentando sem superar a massa de Chandrasekhar!'!, e sera capaz de

equilibrar o colapso gravitacional devido ao fato de que no centro da estrela a temperatura

1O Limite Chandrasekhar é a massa maxima tedrica (=~ 1,44 M) que uma ana branca pode ter e ainda
permanecer como uma and branca. O limite é nomeado em homenagem ao ganhador do prémio Nobel,
Subrahmanyan Chandrasekhar que propos a ideia pela primeira vez em 1931.
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aumenta e cria uma pressdo de elétrons degenerados (JANKA et al., 2007). A medida que
a massa do nucleo central excede o limite de Chandrasekhar, o equilibrio hidrostatico é
perdido, pois a pressao de degenerescéncia nao consegue mais estabilizar o peso do ntcleo
e o peso das camadas externas. Esse processo implica que a gravidade forca os elétrons a
se combinarem com os protons; formando néutrons e liberando neutrinos. Assim, esta fase
comeca com uma producao abundante de neutrinos, que ficarao temporariamente presos
no nucleo estelar. Enquanto isso, as camadas externas da estrela estao colapsando em
velocidades supersonicas em direcao ao centro da estrela. Consequentemente, a matéria
em colapso ricocheteia a 10 km do ntcleo estelar. Como resultado dessa colisdo elastica
(BETHE, 1990), existird uma competicao entre a onda de choque que sai em dire¢ao radial
e a matéria das capas externas que cai. Eventualmente, a onda de choque sobrevivente
atingira a superficie da estrela e emitira radiacao eletromagnética em todos os comprimentos
de onda com uma intensidade de mais de cem vezes o que o Sol irradiaria durante toda a
sua vida (WOOSLEY; WEAVER, 1989). Este tipo de fenémeno, chamado de explosao
supernova, levard a uma enorme expulsiao de energia (10%%J) de neutrinos para o meio
interestelar ¢, consequentemente, as camadas mais externas da estrela progenitora serao
expelidas. O remanescente da explosao é uma nébula, no meio da qual estd o resto do
carogo da estrela, o que é simplesmente uma estrela de néutrons o um buraco negro. No
inicio desta nova fase a temperatura ¢ bastante alta (10''K), depois de transcorrer alguns
dias, ela vai esfriar pela emissdo de neutrinos, com o qual sua temperatura chegara a
~ 10'°K, e depois de mais de um més a temperatura caird até aproximadamente 10°K.
A estrela de néutrons esfriara por milhoes de anos até que sua temperatura atinja um
valor aproximado de 10°K produto da emissao de fétons. Estrelas de néutrons podem ser
descritas por equagoes de estado a temperatura zero, pois sua temperatura é bastante

pequena quando comparada a energia (30 MeV) da matéria nuclear.

Por outro lado, o processo de nascimento da estrela de néutrons descrito linhas
acima nao é o unico caminho. Outro tipo de formagao pode ocorrer quando os elétrons
sao esmagados com seus nucleos atdmicos de nednio e magnésio em um processo chamado
de captura eletronica. Esse processo produz uma diminuicao na pressao do niicleo estelar,
fazendo com que as regioes internas da estrela entrem em colapso, enquanto as regioes

externas explodem, resultando em uma explosao de supernova (NOMOTO, 1986).

A composicao nuclear das estrelas de néutrons é dominada principalmente por
particulas de néutrons (~ 90%), existem também protons e léptons. A massa varia entre
1,0 — 2,0 My, com raios de ~ 10 km. Se o potencial quimico dos eletrons for maior que a
massa em repouso do kdon, pode ocorrer a condensacao dos kdons, desta maneira o kdon
toma o lugar dos elétrons para que a carga fique neutra. Se a densidade incrementa, os
potenciais quimicos dos néutrons e prétons podem ser maiores que a massa ¢m repouso
dos hiperons, entdo particulas X% A, =~ podem aparecer. Além disso, algumas estrelas

de néutrons podem conter strange quark matter.
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2.3 Estrutura das estrelas de néutrons

A estrutura béasica de uma estrela de néutrons pode ser dividida em uma capa de

atmosfera e quatro regioes internas (ver figura 3):

Ze

Zen <~—— Atmosfera

Envelope
Crosta externa

0.01 — 0.05 k'
1—2km <+——Crosta interna

npej

<~——Nucleo externo

9 —12km

Nucleo interno

Figura 3 — Representacao esquemadtica da estrutura para uma estrela de néutrons. Fonte:
(HAENSEL; POTEKHIN; YAKOVLEV, 2007).

Atmosfera: A atmosfera é a camada mais externa da estrela de néutrons. Essa
regiao pode variar desde alguns milimetros se a estrela estd fria (com uma temperatura
superficial de 3 x 10°K), ou pode alcancar varios centimetros (se a temperatura na superficie
for aproximadamente 3 x 10°K). O espectro de radiagio formado na atmosfera contém
informacoes relevantes sobre a temperatura da superficie na estrela e sua composicao
quimica. Propriedades macroscopicas como massa e raio, também podem ser obtidas deste
espectro eletromagnético (HAENSEL; POTEKHIN; YAKOVLEV, 2007).

Envelope (crosta externa): O envelope é uma camada que contém uma pequena
quantidade de massa comparada com a massa total da estrela mesma. A faixa do envelope
tem uma largura (de aproximadamente 100 m) que abarca desde a parte inferior da
atmosfera (iniciando com uma densidade aproximada de 10* g/cm?) e continua até que
sua densidade consiga atingir um valor de pyp =4 x 10''g/cm®."* Este ponto chamado
de gotejamento de néutrons marca o fim do envelope. A crosta externa estda composta de
niicleos atémicos ricos em néutrons, dispostos em uma estrutura cibica centrada (bee)'®
em equilibrio 8 e encaixados em um mar de elétrons que se tornam relativisticos, com uma
densidade de ~ 107g/cm?®. Dependendo do cendrio da formacio, a crosta externa podera
ser muito diferente em sua composicdo e estrutura, como pode ver-se em (CHAMEL;
HAENSEL, 2008), onde a estrela de néutrons adquire uma série de cascas compostas de

hidrogénio queimando hélio.

12 Onde pyp é o valor da densidade de gotejamento de néutrons (neutron drip). A medida que a densidade
aumenta, os nicleos atémicos recebem mais quantidades de néutrons, produzindo assim um novo
nicleo. Se este novo niicleo receber mais particulas de néutrons, ele perdera sua estabilidade, portanto,
o niicleo decai e particulas néutrons comegam-se a desligar (a pingar) do nicleo. Por isso, chama-se
ponto de gotejamento dos néutrons ou neutron drip point.

13 Fsta rede hexagonal é formada pela repulsio de fons.
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Crosta (crosta interna): Esta regido abarca uma largura de cerca 1 km e é muito
mais densa que a crosta externa. A densidade p desta estrutura pode variar desde 4, 3 x 10*!
até 2 x 10 g/cm3. Quanto mais préximo estamos do niicleo da estrela, maior serd a
densidade e o nimero de néutrons livres. Nas camadas mais internas da crosta, a matéria é
composta por uma rede de nicleos abundantes em néutrons que estao imersos em um mar
de néutrons nao ligados (REZZOLLA et al., 2018). Quando esses aglomerados de matéria
alcancam uma densidade de saturagao py = 2,8 x 10'"g/cm?, estas se mantém juntas
formando um tnico fluido de prétons, elétrons e néutrons. Quando a densidade encontra-se
no intervalo entre py < p < 0,35p9, a matéria (abundante em prétons) é rearranjada em
estruturas semelhantes a esferas e cercada por um gés de elétrons e néutrons (DOUCHIN;
HAENSEL, 2000). Para densidades mais altas, a separacao entre as esferas diminui,
podendo atingir uma compactacéao tal que, a forma esférica deixa de ser favoravel, surgindo
outras fases nao-homogéneas. No intervalo de densidades entre 0,35p9 < p < 0,5pg as
esferas se fundem em estruturas do tipo barra, e para 0,5p9 < p < 0,56p as estruturas tipo
barra formam estruturas tipo placa (LORENZ; RAVENHALL; PETHICK, 1993). Estas
ultimas formas exdticas representam uma transicao da matéria nuclear e sao importantes

porque podem ter influéncia na dindmica e evolucao da estrela de néutrons.

Nricleo externo: Tanto o nicleo externo quanto o interno sdo os componentes mais
importantes para a determinacao da massa da estrela, pois estas camadas contém quase
toda a massa da estrela de néutrons. Sua extensao abarca varios km (podendo chegar a 9
km) e o valor da densidade vai desde 0,5py até 2pg. Para manter esta regido em equilibrio
[, a matéria do nucleo externo possui uma composigdo npej, ou seja, as componentes
que se encontram no nucleo externo estao dadas por particulas e, p,n e possivelmente de
muons u. Consequentemente, o estado para esta matéria serd eletricamente neutro. Os
elétrons e miions formam um gés ideal de Fermi. Tanto os néutrons como os protons, que
interagem por meio de forcas nucleares, podem estar em um estado de super-fluidez ou de

supercondutividade.

Como a matéria é altamente pressurizada nesta camada, é matematicamente dificil
descrever a matéria (do nicleo interno) em uma tnica equagao de estado, ou seja, existem
diferentes modelos para descrever a matéria dentro do niicleo interno e externo, como

podemos ver na publicacio de (DEGENAAR; SULEIMANOV, 2018).

Niicleo interno: E a regido mais interna da estrela de néutrons. Teoricamente, a
densidade pode ser maior que 2p e o raio desta regido pode alcangar alguns quilometros.
Como nesta camada a densidade supera a densidade nuclear de saturagdo, a estrutura
e composicao da estrela de néutrons é incerta. Logo, diversas fases exoticas vem sendo
sugeridas. Como, por exemplo: condensados de pions ou kdons, matéria de quarks compostos

principalmente de quark up (u), quark down (d) e quark strange (s).
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2.4 Estrelas de Quarks

A natureza nos oferece uma formidavel variedade de objetos estelares. Estes objetos

podem ser estrelas comuns, anas brancas, buracos negros e, possivelmente, estrelas de

quark (SHAPIRO; TEUKOLSKY, 2008).

Dependendo dos detalhes da transicao de fase da matéria nuclear, as estrelas de

quarks vém em algumas categorias:

o Estrelas puras de quarks: Teoricamente, quando a matéria no centro da estrela de
néutrons sofre uma exorbitante pressao devido a sua préopria gravidade, as particulas
de néutrons se compoem em quarks up e down. Essa estrela é conhecida como uma
estrela de quarks. Os quarks se movem livremente, formando um mar de Fermi'* no
centro da estrela sem estar sujeitos a outras interacdes com excecao da interagao
forte. Se a massa da estrela for maior a 1,44 M), alguns desses quarks up e down
também podem se transformar em quarks strange, tornando a estrela numa estrela
estranha (strange star). Um dos primeiros trabalhos levantando esta hipétese foi
apresentada por (WITTEN, 1984). Ele sugeriu que a matéria estranha é o limite final
para a matéria hadronica, isto é, o verdadeiro estado fundamental das interagoes
fortes ¢ um estado de quarks ndo massivos e sem interagir. Uma caracteristica
distintiva da estrela de quarks é que seu raio é menor em compara¢ao com uma
estrela de néutrons. Para modelar as estruturas internas relativisticas das estrelas
de néutrons, devemos considerar equacgoes de estado compreendendo densidades de
matéria da ordem 10'g/cm?. Dentre os diversos modelos existentes na literatura
para abordar estrelas de quarks, destaca-se o modelo de sacola do MIT (CHODOS et
al., 1974), que considera as particulas de quarks confinadas em uma sacola. Estudos
recentes mostram que a aplicagao do modelo de sacola pode ser importante no
calculo de observaveis (raio e massa) para objetos estelares; como por exemplo, os
resultados teéricos apresentados em (KOPP et al., 2018), estdo em conformidade
com observagoes recentes para o pulsar PSJ1614-2230. Outros resultados relevantes
foram encontrados para o pulsar SAX J1808.4-3658 (LINK; EPSTEIN; LATTIMER,
1999) e o pulsar RX J1856-1754 (PONS; WALTER; LATTIMER, 2002), que usando
o modelo de sacola encontrou-se que esses pulsares seriam compostos de estrelas

estranhas em vez de estrelas de néutrons.

o Estrelas hibridas possuem um ntcleo interno composto de matéria de quarks que se
encontra coberto por uma crosta hadronica. Uma caracteristica deste tipo de estrela

é que ha uma transicao de fase entre a camada hadronica e de quarks.

14 Quando um sistema fermiénico é submetido a baixas temperaturas, as particulas deste sistema adquirem
uma configuracdo de minima energia.
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o Estrelas mistas tém uma fase mista de matéria nuclear e matéria de quarks em
uma faixa de densidade interna da estrela. A fase mista aparece em sistemas com
componentes: néutrons e protons ou quarks up e down. Entretanto, é necessario que
a tensao da interface seja suficientemente pequena para que as energias de superficie
e de Coulomb das estruturas associadas sejam pequenas. Do contrario, o resultado

seréd uma estrela hibrida.

2.5 Estrelas hadronicas

A denominacao “estrela de néutrons” apesar de ser atraente, pode ser enganosa,
ja que acredita-se haver mais ingredentes em sua composi¢do. Em outras palavras, as
estrelas de néutrons sao formadas basicamente por hadrons, os quais interagem por meio
da forca nuclear forte. Portanto o caroco de uma estrela de néutrons pode conter barions,
protons, mésons, hiperons, kaons e também matéria exdtica, como por exemplo particulas
tipo tetraquarks'®. De outro lado, para obter as caracteristicas macroscépicas (raio, massa
e densidade) das estrelas de neutrdns, utilizaremos o modelo hadrénico que consiste em
considerar as estrelas de neutréons como um gés de Fermi com interacao hadronica. Este
tipo de tratamento serd estudado em detalhe no capitulo 3 por meio do modelo quantico

relativistico de Walecka.

2.6  Observaveis da estrela de néutrons

Com a ajuda de observatorios instalados em diferentes partes do mundo, os cientistas
conseguem detectar a radiacdo eletromagnétical® que sai das estrelas. Assim, o amplo
espectro eletromagnético pode nos permitir obter informacgoes sobre propriedades estelares,
como massa, raio, temperatura na superficie, etc. As medi¢oes de massa e raio podem ser
detectadas individualmente ou simultaneamente. Portanto, para medir individualmente a
massa de um sistema estelar, os astronomos precisam observar ondas de radio de pulsares
binarios (veja (TAYLOR, 1992; ZHANG et al., 2011)). Além disso, para medir com
precisao o raio estelar, podemos observar a radiagdo de raios-X que sai de pulsares binarios
(veja (GUILLOT; RUTLEDGE, 2014)). Recentemente, a missao NICER'" da NASA
forneceu medigoes simultaneas de massa e do raio obtidos pela observagao do pulsar PSR
J003040451 (MILLER et al., 2019). Consequentemente, medicoes precisas e confidveis da
massa gravitacional M e do raio R de vérias estrelas de néutrons (com massas diferentes)
podem fornecer informacoes valiosas para melhorar os modelos que descrevem estrelas.

O conhecimento dos raios estelares é especialmente valioso, porque os modelos atuais de

15 Este tipo de particula é composto por um grupo de quatro quarks.

16 Observacionalmente, as estrelas de néutrons podem ser observadas nas seguintes faixas energéticas:
radio, luz visivel, infravermelho, ultravioleta, raios-X e raios v (VIDANA, 2020).

17 Esse nome vem do inglés Neutron Star Interior Composition Explorer.
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estrelas com massa 1,5M  prevéem valores para o raio estelar desde ~ 10 km até ~ 15 km.

Nesta secao revisaremos alguns fatos sobre a massa e o raio para as estrelas de néutrons.

2.6.1 Massa

Conforme discutido na sec¢ao 2.1, as massas das estrelas de néutrons devem estar
dentro de um certo intervalo, ou seja, se elas forem demasiado massivas, entrardo em
colapso e terminarao como um buraco negro. Pelo contrario, se a estrela progenitora nao
for demasiado massiva, ela terminard como uma ana branca. O intervalo tedrico sera
determinado pelo modelo que podemos usar para descrever a estrela de néutrons, e que sera
depois comparado com os resultados observacionais. Observacionalmente, houve progresso
na medi¢ao da massa de estrelas de néutrons com a detec¢ao de ondas gravitacionais
emitidas por um sistema binario em 2017. Esse evento trouxe novos dados sobre a massa

que corroboraram observagoes anteriores (ABBOTT et al., 2018).

Uma boa forma para encontrar a massa de uma estrela de néutrons é monitorar
o efeito da sua gravidade sobre outros objetos que encontram-se ao seu redor. Assim,
a massa gravitacional pode ser inferida a partir de observacoes, como por exemplo de:
sistemas bindrios de raios-X'® pulsares bindrios'® (LATTIMER; PRAKASH, 2007), e
possivelmente de explosdes de supernova (WEBER, 1999). Os valores observados das
massas das estrelas de néutrons fornecem um teste tinico das previsoes tedricas da matéria
nuclear e da relatividade geral. Além do mais, as massas observadas fornecem informagoes
sobre os estagios finais da evolugao estelar. Determinar as massas de estrelas emissoras de
raios-X nos permite aprender algo sobre os niicleos de estrelas que passarao pelos estagios
finais da evolucao estelar quando estrelas de néutrons e buracos negros forem formados;

no entanto, esse método nao ¢ muito preciso.

Até hoje, existe mais de 2800 pulsares conhecidos na Galaxia, a maioria dos quais
sao detectaveis como pulsares tipo radio, mas também alguns sdo observados no espectro
de raios-X e um ntimero cada vez maior sao detectados no espectro de raios gama (OZEL;
FREIRE, 2016). Cerca de 90% dos pulsares do tipo radio sao isolados, é por isso que suas
massas nao podem ser medidas, pois os métodos atuais dependem de um rastreio preciso
dos movimentos orbitais através dos tempos de chegada das pulsagdes observadas. Os
pulsares restantes estao localizados em sistemas binarios. Mostramos na figura 4 algumas

medi¢des observacionais sobre a distribuicdo da massa para diversas estrelas de néutrons.

A figura 4 nos sugere que o valor de massa mais provavel para estrelas de néutrons

18 Fste sistema estelar consiste em duas estrelas que orbitam em torno de seu centro de massa. A estrela
mais luminosa é chamada de estrela priméria, enquanto a estrela menos luminosa é chamada de estrela
secunddria. Os raios-X sdo produzidos quando matéria da estrela secunddria (estrela doadora) cai
sobre a estrela priméria porque o campo gravitacional da estrela priméria é bastante forte.

19 Um pulsar binario é um pulsar que possui um companheiro bindrio, sendo esse companheiro um pulsar,
uma and branca ou uma estrela de néutrons.
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Figura 4 — Distribuicdo de massa para estrelas de néutrons. Os nomes em cor vermelho
sdo dados para estrelas de néutrons ja confirmadas. Os nomes em azul indicam
a possibilidade da companheira ser uma estrela de néutrons ou uma enorme ana
branca. A letra C entre parénteses indica um companheiro para o pulsar. Fonte:
https://www3.mpifr-bonn.mpg.de/staff/pfreire/.

é proximo a 1,4M, e as massas das estrelas de néutrons estao na faixa de 1,2 <
M/Ms < 2,3. Devemos indicar que pulsares como B1913+4-16, B1534+12, B2127+11C
sao estrelas de néutrons binarias. Em cada uma destas estrelas, usando técnicas de pulso
temporal (MANCHESTER; TAYLOR, 1977) se conseguiu obter uma boa estimativa da
massa total do sistema. Ademais, utilizando medigdes que combinam o efeito Doppler
transversal e o desvio gravitacional para o vermelho se logrou encontrar a massa do
pulsar e a massa da sua companheira. E importante mencionar sobre a alta precisao das
observagoes para a massa do pulsar bindrio PSR B1613+16 (Hulse-Taylor)?°, dando o
valor de (1,44 £ 0,003) M. Igualmente, novas observacoes para o pulsar tipo radio* PSR
J1829+2456 (HANIEWICYZ et al., 2020) permitiram determinar com bastante precisao

tanto as componentes das massas do sistema como o proprio movimento.

Por outro lado, vale ressaltar que, até hoje, as equacoes de Einstein foram submetidas
a diversos testes, que vao desde estudos detalhados em laboratorios até observacoes de
planetas em nosso sistema solar. Porém novas teorias alternativas prevéem que objetos
compactos com gravidade extremamente forte, como estrelas de néutrons, caem de forma
um pouco diferente do que objetos de menor massa. Essa diferenca seria devido a chamada

energia gravitacional do objeto compacto estelar. Em 2011, astrénomos descobriram um

20 Este pulsar foi descoberto por Russell Alan Hulse e Joseph Taylor. A descoberta lhes mereceram o
prémio Nobel em fisica de 1993.

21 Os pulsares tipo radio (pulsating radio source) sio geralmente estrelas altamente magnetizadas, e que
rotacionam rapidamente.
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laboratério natural para testar a teoria de Einstein em condicdes extremas. Este sistema
estelar tnico, chamado PSR J0337+1715, é um sistema de trés estrelas que consiste de um
bindrio (composto por um pulsar tipo radio de milissegundo e uma ana branca interna) com
outra ana branca externa. Em 2018, um grupo de pesquisadores por meio de observagoes
e calculos cuidadosos foram capazes de testar a gravidade do sistema usando apenas os
pulsos da estrela de néutrons. Eles descobriram que qualquer diferenca de aceleracao entre
a estrela de néutrons e a ana branca interna é pequena para ser detectada (ARCHIBALD
et al., 2018). Depois de dois anos, utilizando técnicas de pulsos temporais de radio (pulse
timing??) se conseguiu melhorar tanto a precisao e a confiabilidade do teste (VOISIN et al.,
2020). Assim o pulsar J033741715 joga um papel importante na confirmacao da validade

do principio de equivaléncia descrito pela teoria da relatividade geral.

2.6.2 Raio

Embora mais de 2000 estrelas de néutrons tenham sido descobertas, ha relativamente
pouca informagao detalhada sobre seus raios e a fisica dentro delas. As medigdes do raio
de estrelas de néutrons se desenvolveram significativamente na tltima década e varias
técnicas diferentes foram utilizadas. O raio das estrelas de néutrons é enormemente dificil
de medir, ja que este deve ser medido desde distancias astronomicas. Além disso, como as
estrelas de néutrons sao pequenas em tamanho, é bastante dificil observa-las diretamente
e medir seu raio. A determinagdao do raio e da massa da estrela fornecem informagoes
importantes sobre o estado da matéria em altas densidades nucleares. Diferentes modelos
tedricos para uma dada equacao de estado predizem que para uma massa de 1,4M, o raio
é cerca de 7— 16 km. No entanto, nao existe um método exato para medir o raio da estrela.
Observacionalmente, existem duas formas de determinar o raio da estrela de néutrons. A
primeira refere-se ao desvio gravitacional para o vermelho (gravitational redshift®®), que é
uma tarefa extremamente dificil, pois os astrofisicos precisam medir os sinais que saem da
superficie estelar (MILLER, 2002). Esse desvio para o vermelho depende da relagao massa-
raio da estrela, portanto, medir o desvio nas linhas espectrais fornece informacgoes indiretas
sobre o raio da estrela de néutrons. Em particular, para a estrela binaria EXO 0748-676, o
desvio gravitacional para o vermelho encontrado foi de ~ 0,345 (COTTAM; PAERELS;
MENDEZ, 2002). Outro método confidvel de medir o raio estelar que é consistente
com as observacoes recentes é através das emissoes térmicas da superficie da estrela
(LATTIMER; PRAKASH, 2004; GONZALEZ-CANIULEF; GUILLOT; REISENEGGER,

2019), permitindo assim medir o tamanho angular ou detectar os efeitos espago-temporais

22 Essa técnica consiste em fazer medicdes precisas dos tempos de chegada do pulso.

23 Os efeitos da gravidade fazem com que as energias observadas das linhas espectrais (da estrela) sejam
deslocadas para valores mais baixos, por um fator de 1/(1 + z), onde z é chamado de desvio para o
vermelho da linha de emissdo e é definida como z = AJ/\E—A, onde )y é o comprimento de onda emitido
no sistema de repouso do dtomo e A\ é o comprimento de onda medido desde um observador localizado

longe da fonte.
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(da estrela de néutrons) sob a emissao térmica para extrair a informagao do raio. Estas

aproximacoes podem ser divididas em medigoes espetroscopicas ou medigoes temporais
(OZEL; FREIRE, 2016).

2.6.3 Temperatura

Outro observavel importante para estrelas de néutrons é sua temperatura. Quando
a estrela de néutrons ¢ inicialmente formada, sua temperatura é estimada em 10K (KIRK
et al., 2009) que equivale & temperatura dos nicleons®* que a compdem e cuja energia é
de aproximadamente 10 MeV por néutron. Apds esta fase, os prétons (no nicleo interno
da estrela) absorvem elétrons e produzem neutrinos. Consequentemente, a estrela perde
energia e se esfria rapidamente porque um grande nimero de neutrinos carregam energia
a medida que escapam dela. Por causa disso, apds um dia a temperatura da estrela cai
aproximadamente 10° — 10'°K e continuard a cair rapidamente. Ap6s um perfodo de
10 — 100 anos, a temperatura terd caido até 1,5 — 3 x 10°K, o que equivale a uma energia
de 0,1 keV por néutron, e o nicleo da estrela estard em um estado isotérmico (KIRK et al.,
2009). A estrela de néutrons permanecers a uma temperatura da ordem de 10° — 10°K pelos
préoximos 107 anos enquanto esfria lentamente. A temperatura de uma estrela de néutrons
pode ser considerada como zero porque nao ¢ alta em comparagao com a temperatura da

matéria nuclear.

2.7 Explosoes de raios-X

Um dos fendmenos mais fascinantes que ocorrem em nossa galdxia sao as explosoes
de raios-X. A primeira vez que essas explosoes foram descobertas foi em 1976 (GRINDLAY
et al., 1976). Explosoes de raios-X sao produzidas em sistemas estelares bindrios. Essas
explosdes de raios-X se manifestam como rajadas intensas que podem durar de segundos até
minutos; e também podem variar de horas até dias. As rajadas de raios-X sao classificadas
em explosoes do tipo I e explosdes do tipo II. A diferenca entre esses tipos de explosoes se
deve ao tipo de espectro que emitem. Enquanto o tipo I mostra um espectro de pulsos
suaves, o tipo Il mostra pulsos abruptos (PARIKH et al., 2013). Devido a proximidade
entre as estrelas do sistema bindrio, o campo gravitacional de uma das estrelas (receptora)
captura dtomos de hidrogénio da outra estrela (doadora). Este material capturado é
acumulado na superficie da estrela receptora. A medida que a matéria de hidrogénio
aumenta na estrela receptora, a pressao aumenta na crosta mais interna da estrela,
causando instabilidades térmicas que desencadeiam reagoes adicionais nos processos de
fusdo termonuclear. Dentre esses processos temos (KEEK et al., 2009): o processo triplo

alfa que consiste na transformacao de particulas alfa em um ntcleo de carbono, e o processo

24 niicleon: nome atribuido aos prétons e néutrons.
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rp que consiste na captura de prétons por ntucleos atomicos e converté-los em elementos
mais pesados. Assim, os elementos de hidrogénio sdo convertidos em hélio por reagoes
nucleares, criando uma fina camada de hélio na superficie da estrela receptora. Quando
essa camada de hélio atingir uma massa critica, ocorrera uma explosao de raios-X. A
energia dissipada da superficie estelar por esse processo varia desde aproximadamente 103
a 1038 erg s™' (BERTULANI; KAJINO, 2016).

Existe uma conexao delicada entre as propriedades das explosoes de raios-X e o
fluxo de acregao. Por um lado, a taxa na qual a massa da estrela de néutrons aumenta
determina a duracao, o tempo de recorréncia ¢ a energia irradiada das explosoes de raios-X,
enquanto a geometria de acrecao pode influenciar fortemente as propriedades observaveis.
Por outro lado, foi proposto que explosoes de raios-X potentes podem influenciar o fluxo de
acrecao. Por exemplo, o pulsar IGR J17062-6143 ¢ uma fonte de raios-X que foi descoberta
em 2006, mas permaneceu nao classificada até que um telescopio a bordo do satélite Swift
detectou uma explosao de raios-X em 2012. O objeto IGR J17062-6143 foi identificado
inequivocamente como uma estrela binaria de néutrons de baixa massa emitindo raios-X.
Novas observagoes recentes sugerem que sao explosoes de longa duragdo (STROHMAYER;
KEEK, 2017) e provavelmente foram causadas pela queima de hélio dentro de alguma
camada profunda da estrela. As propriedades dessas explosoes de raios-X termonucleares
de longa duragao (dezenas de minutos) sdo consistentes com o acimulo de material rico
em hélio na superficie da estrela de néutrons, que poderia ser acomodado pelo acréscimo

de uma ana de hélio em um sistema ultracompacto.
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3 Equacoes de estado da matéria estelar

Para representar a matéria dentro de objetos estelares, o conhecimento da equagao
de estado ¢ importante ja que nos permite descrever matematicamente as propriedades
da matéria nuclear tanto para regides com densidade normal (densidade de saturagao
nuclear!) como para regives com densidade alta (densidade maior que a densidade normal).
Portanto, para modelar a estrutura das estrelas de néutrons, precisamos de uma equagao
de estado que estabeleca uma relacao entre a pressao e a densidade da estrela. Neste
capitulo, apresentamos duas teorias que servem para descrever a equagao de estado tanto
para uma estrela composta de matéria hadronica quanto para uma estrela composta de
matéria de quarks. No que se refere a estrela hadronica, utilizamos a teoria relativistica
de campo médio. Para o caso de uma estrela de quarks, o modelo de sacola do MIT é

mostrado.

3.1 Teoria Relativistica de Campo Médio

A teoria relativistica de campo médio é uma descrigao fenomenolédgica do ntcleo,
introduzida por Walecka e também por (BOGUTA; BODMER, 1977). O sucesso dessa
teoria se deve ao uso de poucos graus de liberdade (prétons, néutrons e mésons) para
descrever as propriedades tanto de nticleos finitos quanto de matéria nuclear altamente
densa. De acordo com essa teoria, os nicleons sao tratados como particulas pontuais
descritas por espinores de Dirac que interagem através do intercambio de particulas
chamadas mésons. Isso significa que os nicleons sao representados por espinores de Dirac
movendo-se em campos de mésons classicos. Em uma teoria fenomenolégica como a teoria
do campo médio, o valor das massas, as constantes de acoplamento, e os niimeros quanticos?

dos mésons (e nicleons) sdo fixados para que os dados experimentais da matéria nuclear
possam ser determinados (ARIAS; LOZANO, 2008).

Modelos relativisticos de campo médio (RMF) sao basecados em interagoes entre
nucleons, onde os campos mesonicos sao usados como graus de liberdade, o que permite uma
boa descri¢do da matéria nuclear e nicleos finitos (RING, 1996). Por exemplo, o modelo
Walecka-I (WALECKA, 1974), também conhecido como modelo ¢ — w, modela a forga
nuclear (campo espinor ) trocando mésons sigma escalares neutros (isoescalar o) e mésons

Omega vetoriais neutros (isovetor w). O méson escalar da origem a uma forga atrativa forte

I E o estado que se apresenta nos nicleos atémicos quando sua densidade é constante. Isso, implica

que se adicionarmos mais nicleons (proténs e néutrons) ao nicleo atémico, a densidade dentro do
nucleo atémico permanecerd constante, pois a forca forte que atua entre os nicleons néo permite que
os nucleons fiquem muito préximos um do outro.

2 Numeros quinticos como o spin (J), paridade (P) e isospin(T).
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(central) e a uma forga de spin-6rbita na interagao nicleon-nicleon, enquanto o méson
vetor é resposavél por descrever a origem da forga repulsiva forte (central) (MACHLEIDT,
1986). Assim, a interagdo nucleon-nticleon é descrita pelos campos barionicos, o méson
escalar e o méson vetorial. O modelo Walecka-II é uma extensao do Walecka-I com a
inclusdo do méson (isovetor) p. Como prétons e néutrons diferem praticamente apenas na
projecao do isospin, os mésons p sao incluidos para distinguir entre os diferentes barions e
para dar uma melhor explicacdo da energia de simetria®. Portanto, os mésons p introduzem
uma energia adicional que favorece a simetria isospin da matéria nuclear assimétrica®.
Embora os modelos Walecka-I e II possam explicar o mecanismo de saturagao da matéria
nuclear infinita e prever a interacao spin-érbita de forma natural, eles proporcionam
um moédulo de compressao muito grande na densidade de saturagao levando a previsoes
diferentes daquelas previstas por experimentos. Posteriormente, interacdes nao-lineares
meson-meson foram introduzidas por Boguta-Bodmer a fim de superar a deficiéncia dos
modelos Walecka-I e II.

3.1.1 A densidade lagrangiana para matéria hadrénica

Para estudar as propriedades da matéria nuclear com densidade e temperatura
finitas, a equacdo de movimento do sistema nuclear deve ser covariante®. Para conseguir
isso, a densidade Lagrangiana® deve ser um escalar Lorentziano, pois é construida a partir
de fungdes escalares dos campos e suas derivadas. Portanto, o primeiro passo para calcular
qualquer quantidade em RMF é construir a densidade Lagrangiana que resume a dindmica
do sistema, e a partir da qual as equacgoes de movimento podem ser calculadas. Para fazer
isso, devemos definir precisamente os tipos de niicleons para os quais desejamos calcular
suas propriedades. Para descrever os niicleos atomicos com altos valores de momento,
¢é necessario descrevé-los dentro do dominio da relatividade restrita e que mantenha
consisténcia com a mecanica quantica, pois o modelo deve lidar com distancias menores

que 1fm (fm= 10""3cm).

No modelo de Walecka nao-linear I, que é uma teoria quantica de campo relativistica
renormalizavel, a interacao forte responsavel pelo acoplamento entre nicleons é descrita
usando campos de Lorentz para quatro tipos de particulas: os nicleons (préton ¢ néutron)
e dois mésons; um méson o escalar-isoescalar e um méson w vetorial-isoescalar. Neste
modelo, também usamos termos de auto interacao cubico e quartico. Observa-se que

as forgas nucleares sao repulsivas a curtas distancias (~ 0.3 fm) e atrativas a grandes

3 Na fisica nuclear a energia de simetria mede a variacao da energia de ligacdo quando a proporcio de

néutrons para prétons em um sistema nuclear é variada.

Matéria assimétrica significa que os ntimeros de néutros, prétons e outros barions sdo diferentes dentro
da matéria nuclear. Assim, uma estrela de néutrons, que é ocupada principalmente por particulas de
néutrons, é um sistema com matéria nuclear assimétrica.

Isso quer dizer que a equacao deve manter a mesma forma em qualquer sistema de referéncia inercial.
Aqui, a densidade Lagrangiana tem a dimensdo do comprimento fm 4.
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distancias (até ~ 1.5 fm).

A ideia bésica da aproximac¢do RMF é reduzir as interagdes quanticas relativisticas
ao problema de uma tnica particula se movendo dentro de um potencial efetivo gerado
por todas as outras particulas. Ou seja, na teoria RMF os barions sao considerados como
particulas fermionicas movendo-se em campos classicos mesonicos. Os barions no modelo
de Walecka nao linear I consistem basicamente em protons p e néutrons n. Portanto, para
representar a cinematica dos barions na densidade Lagrangiana, devemos usar campos
espinorias 1) como seu campo que possuem uma massa m. O méson o é representado pela
densidade Lagrangiana de Klein-Gordon com massa m,. O méson w pode ser representado
pela densidade Lagrangiana de Proca com massa m,. O méson vetorial-isovetorial é

simbolizado pelo campo p.

A inclusao de 1éptons é importante no estudo da matéria nuclear ja que fornece a
condicao de neutralidade de carga para uma estrela de néutrons. Assim, vamos considerar
que a densidade da matéria hadronica £, serd composta pela densidade lagrangiana de
Walecka nao-linear (incluindo termos de auto-interagao escalar e vetorial nao linear) e a

densidade das particulas leptonicas,

2
_ 1
L= 300 — g — g T ) = (i — o) + 5 (oo — miZo?)
=1
1 1
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(3.1.1)

onde 7, denota as matrizes de Dirac, as constantes b e ¢ parametrizam a forma do potencial
de auto-interagdo para o campo 0. A soma com subindice [ corresponde aos lepténs (eletrén
e muion). Enquanto, a soma com subindice i corresponde & soma sobre os béarions (i = p,n)
acoplado a trés mésons (o,w, p) com constantes de acoplamento’ de Yukawa: g,;, g, €
g, Para um barion dado de espécie ¢. Essas constantes sao ajustadas para reproduzir
dados experimentais para os nicleos atomicos da tabela periddica, e também para gerar
propriedades de saturacao da matéria nuclear. Assim todos os campos e os acoplamentos
(minimos) da equagao (3.1.1) proporcionam interagoes nucleares apropriadas para descrever
a matéria nuclear. A principal caracteristica da densidade Lagrangiana (3.1.1) é que ela
reproduz a densidade de saturacao e a energia de ligacdo em saturacao. O operador de
isospin T 6 representado pelas matrizes de Pauli que atuam no nicleon 7. Os campos

tensorias para os mésons vetoriais que sao mostrados na densidade Lagrangiana (3.1.1)

7 Estas constantes de acoplamento adimensionais determinam a intensidade do acoplamento méson-

nucleon.



Capitulo 3. Equagies de estado da matéria estelar 38

sao definidos como

Quu = 8uwy - auw;u (312)

P =0,7,-0,70,— Z 2i( T u X 7). (3.1.3)

As setas indicam vetores no espago isospin e o texto em negrito sugere vetor espacial.
Os indices gregos p e v assumem valores de 0,1,2,3 ou t, x,y, z. Assim, no espago-tempo,

0 méson 7“ ¢ um quadrivetor e ¢ um vetor no espaco de isospin.

3.1.2 Equacdes de movimento

Das equagoes de movimento de Euler-Lagrange (MANDL; SHAW, 2010)

ac) oL _y, (3.1.4)

0 ( o
9(9agp) dqp
podemos obter as seguintes equacoes de movimento para todos os campos considerados
qp = Vi, 0,w, p e leptons (e, ™).

Em particular, a equagao de Dirac para os ntcleons é

(10" — i — g 7 - ) — miJh = 0, (3.1.5)

onde o termo m; = m; — g,;0 representa a massa efetiva do barion 7 devido a interagao
atrativa do campo mesonico o. Veja que a equagao (3.1.5) descreve uma particula fermionica,
onde sua massa é alterada pelo campo escalar e o quadri-momento é modificado pela

presenca dos campos vetoriais.
A equacao de movimento do tipo Klein-Gordon para o méson o é dada por

C

(8M8“ + m?,) o+ é(gao)z + 5

5 (9,0)° = > goithithy = 0, (3.1.6)

i
¢ as equagoes de movimento do tipo Proca massiva para os campos vetoriais sdo expressas

como
(a“a’u + mi) w” — Znggz’yywz = O, (3].7)

(Qﬁ“ + m/z)) - Z gpz@ﬁy?ﬂf}i =0, (3.1.8)

onde o termo 1,;1; na equagao (3.1.6) representa a fonte do méson escalar . Também,
vemos que o méson vetorial w (equagdo 3.1.7) apresenta como termo de fonte a corrente
barionica ¥,7"1;, e o méson isovetor tem como fonte a corrente isovetorial d)ﬁ”?id)i.

Finalmente, temos a equagao de movimento para os léptons

Vu(i0" — )by = 0. (3.1.9)
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As equagoes de movimento (3.1.5)-(3.1.8) sdo equagoes acopladas nao lineares dificeis de
resolver. Uma teoria que nos permite solucionar este problema é a aproximacao de campo
médio relativistica. Essa teoria nos diz que quando um sistema que é composto de muitos
nicleons nao interagindo na presenca de mésons, as flutuacoes quanticas dos campos
mesonicos podem ser eliminadas, isto significa que os campos mesonicos sao tratados
como campos classicos. Do ponto de vista matematico, isso implica que os operadores

dos campos mesonicos sao substituidos por seus valores esperados no estado fundamental
(GLENDENNING, 2012).

Dada a densidade Lagragiana (3.1.1), as equagdes de estado para um sistema
composto por um fluido isotrépico sao descritas pelas seguintes equagoes (veja apéndice B

para mais detalhes)
y keio o 1 1 1, , 1
= 2_7722/0 K2dk\k? +m;* + 2m 208 + b(go'O-O) + = 1 c(go00)* + 3o + 2mp[)03

1 ke 2 %2
+F;/o k2dkrJk2 + mp?,

(3.1.10)
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(3.1.11)

3.1.3 Parametros

O modelo de Walecka nao linear estara completo quando encontrarmos as constantes
de acoplamento g, g., € g,, e os coeficientes b e ¢ que medem os auto-acoplamentos nao
lineares. Para determinar essas constantes podem-se utilizar dados experimentais de
grandezas, tais como a densidade de saturacao®, o médulo de compressibilidade?, a massa
efetiva!l® do niicleo e também a energia de ligacao''. Em outros termos, as constantes de
acoplamento sao fixadas de tal modo que o modelo descreva as propriedades da matéria
nuclear em equilibrio termodindmico (mais detalhes pode-se encontrar em (POCHA et al.,
2002)).

Em nosso trabalho, os parametros que utilizamos pertencem a dois tipos de mode-
los, um do tipo conhecido como GM1 que é tomado do artigo (TODD-RUTEL; PIEKA-

8

A densidade de saturagao refere-se a densidade tipica de ntcleons dentro de nicleos (atémicos) médios
e pesados.

Na fisica nuclear, o médulo de compressibilidade controla as pequenas flutuagoes da densidade nuclear
em torno do ponto de equilibrio, em outras palavras o médulo de compressibilidade fornece a medicao
da curvatura de energia (da matéria nuclear) ao redor da densidade de saturagao.

10 1 a soma das massas formadas por vérias particulas.

1 1 a menor quantidade de energia necessaria para remover uma particula de um sistema de particulas



Capitulo 3. Equagies de estado da matéria estelar 40

REWICZ, 2005), e um do tipo chamado NL3 cuja parametriza¢io é tomada do trabalho
(LALAZISSIS; KONIG; RING, 1997). Para estudar a frequéncia de oscilagdes nao radiais
em objetos compactos, escolhemos os modelos GM1 e NL3 porque: 1) sdao usados atual-
mente, veja por exemplo (LI et al., 2019; WATANABE; YANASE; YOSHINAGA, 2020).
2) reproduzem bem as propriedades da matéria nuclear e fornecem algumas informagoes
sobre a estrutura da estrela. Portanto, os modelos GM1 e NL3 permitem verificar os
pardmetros macroscopicos empiricos (massa e raio). Na tabela 1 apresentamos os valores

das constantes de acoplamento para estudar estrelas compostas por matéria hadronica.

O conjunto de parametros NL3 produz EoS mais duras em comparacao com outros
conjuntos de parametros. Do ponto de vista experimental, é visto que o modelo NL3
da excelentes resultados para (LALAZISSIS; KONIG; RING, 1997): 1) estudar as pro-
priedades do estado fundamental de nicleos de terras raras ¢ actinideos; 2) reproduzir
experimentalmente massas com uma precisao de alguns centésimos de keV; 3) verificar
experimentalmente raios de carga (charge radii) de nicleos superpesados (JAIN; KU-
MAR; BHUYAN, 2022) (VRIES; JAGER; VRIES, 1987); 4) confirmar as propriedades de
deformagao com respeito aos valores empiricos (LALAZISSIS; SHARMA; RING, 1996).

Por outro lado a parametrizacdo GM1 descreve bastante bem as propriedades
de saturacdo da matéria nuclear sujeitas as restrigcoes de massa-raio para as estrelas de
néutrons. Ou seja, a parametrizacado GM1 pode dar bom valores para vinculos (como

a pressao, incomprenssibilidade), enquanto a parametrizacdio NL3 pode falhar sob esses

vinculos.
GM1 NL3
mey[Mev] 512 508,194
me,[Mev] 783 782,501
m,Mev] 770 763
7 8,01 10,217
G 10,61 12,868
9p 8,196 8,948
b 0,002947  0,002055
c -0,001070 -0,002651

Tabela 1 — Constantes de acoplamento para as parametrizacbes GM1 e NL3 para equagoes de
estado hadronico.

3.2 0O modelo de sacola do MIT

Em 1964, o fisico (GELL-MANN, 1964), e o fisico (ZWEIG, 1964) do Caltech
introduziram o modelo de quarks para particulas hadronicas quando estudaram padroes
de simetria para varios tipos de particulas instaveis produzidas em colisoes de alta energia.

O trabalho feito por Gell-Mann para explicar as propriedades magnéticas de prétons e
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néutrons exigia a existéncia de novas particulas chamadas quarks. As particulas elementares
dos quarks, cujo tamanho ¢ menor que 10~"fm, foram consideradas como uma construcio
tedrica simples, que trouxe ordem ao enorme nimero de particulas hadronicas. No final
da década de 1960, experimentos realizados sobre espalhamento inelastico confirmou a
existéncia de quarks dentro dos prétons (KENDALL, 1991). Desde entao, a fisica de
particulas tem sido intensamente explorada para explicar ndo apenas as interagoes entre
os niicleons, mas também para explicar as propriedades dos hddrons'? e predizer novas

particulas hadronicas.

Como um préton é composto de dois quarks up e um quark down, os fisicos
pensavam que quando os aceleradores de particulas atingem altas energias, os quarks
podem se libertar. Como isso nao aconteceu, a crenca atual é que os quarks devem estar
confinados permanentemente dentro dos hadrons. Durante muitos anos apods a proposta
por Gell-Mann e Zweig sobre quarks, houve muitas propostas para seu confinamento, em

particular um modelo bem sucedido que explica essa propriedade foi o chamado modelo
de sacola ou modelo de bolha (CHODOS et al., 1974).

Em 1974, o grupo do MIT!3, logo apos a formulacao do QCD', apresentou um
novo modelo de hadrons que descrevia um sistema composto por quarks e gliions' que
se movem livremente dentro de uma cavidade (chamado sacola) esférica, e estatica. De
acordo com o modelo, os quarks sao forcados pela pressao externa a se mover somente
dentro de uma regiao do espaco. Dentro desta sacola, os quarks ocupam, similar aos
nucleons no modelo nuclear das camadas, orbitais eletronicos. E assim, a forma da sacola ¢é
uma cavidade esférica no estado fundamental. Se considerarmos excitacoes mais elevadas,
formas nao esféricas devem ser consideradas, no entanto, isso pode carregar problemas

téenicos adicionais.

O modelo de sacola é definido basicamente segundo as seguintes suposigoes:

e Os hadrons sao compostos de campos de quarks e campos de glions, que estao

confinados a uma regiao finita do espaco sem poder sair.

e A sacola tem uma energia potencial constante B, independente do tempo e da direcao.
Isso significa que a constante da sacola contribui positivamente para a densidade de

energia dentro do sistema de quarks.

o A acdo S que carateriza o sistema da sacola é estacionaria com respeito as variagoes

dos campos de quarks e glions.

12
13

Essa palavra vem do grego hadros que significa forte.

MIT se refere ao Instituto de Tecnologia de Massachusetts.

4 QCD (Quantum Chromodynamics) ¢ uma teoria de interacdes fortes, descrita pela simetria SU(3) de
cor.

Os glions sdo objetos sem massa e sem carga, carregando unicamente carga de cor. Eles sdo mediadores
da interacédo forte.

15
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e A acgao S deve ser estacionaria em relagao as variagoes independentes da posicao na
superficie da sacola, isso evita que os fluxos do campos de cores saiam da regiao de

confinamento.

« Uma pressao constante externa B exercida radialmente equilibra a energia cinética
dos quarks dentro da sacola, ou seja, a constante B contribui negativamente para a
pressao. A constante da sacola B é tratada como um parametro livre do modelo,
que pode ser ajustado, por exemplo, ao espectro de hadrons. A partir daqui, pode-se
estimar que B T 2 100 — 200MeV para temperaturas criticas T, ~ 170 — 200MeV.

¢ O modelo da sacola inclui duas propriedades importantes da cromodindmica quantica
(QCD): Dentro da sacola, sempre que os quarks nao se aproximem das paredes da
sacola, eles podem ser tratados como campos livres, ou seja, os quarks apresentam a
propriedade da liberdade assintotica. No entanto, quando os quarks se aproximam da
superficie da sacola, eles sao refletidos de volta para o interior da sacola e, portanto,

ficam confinados dentro da sacola, dai temos a propriedade de confinamento.

« Na auséncia de outros campos, por exemplo o campo de glion, a funcao de onda

espacial do quark obedece a equacao de Dirac dentro da sacola.

e A EoS para a sacola do MIT é dada por uma relagao linear entre pressao e densidade

de energia, ou seja, € = 3p + 4B.

No apéndice C mostramos uma aplicagao da equacao de estado da sacola do MIT.

3.2.1 Parametros

Para determinar a EoS no caso da sacola do MIT, no artigo (FARHI; JAFFE,
1984), os fisicos tedricos descobriram que existe um intervalo possivel nos valores de B, que
dependem da massa da matéria quark (estranha). Neste intervalo (janela de estabilidade),
a matéria estranha é absolutamente estavel de acordo com a proposta de (WITTEN, 1984).
Para encontrar o limite superior da sacola, a matéria estranha é comparada com o valor
da energia de ligagao do Fe; ou seja, a matéria estranha deve ser menor que a energia de
ligacao do Fe. Enquanto o limite inferior é estabelecido comparando a energia dos quarks u
e d com relagdo a energia de ligagdo do Fe (GONCALVES; LAZZARI, 2020). Por exemplo,
no caso de quarks (sem interagir) tem-se B ~ 57—91 MeV para ms = 0, ¢ B ~ 57—75 MeV
para m, = 150 MeV. Nesta tese, vamos utilizar os valores para a constante de sacola de 60

MeV fm 3 e 90 MeV fm~3. Esses valores de referéncia se encontram dentro do intervalo no
qual o valor da matéria estranha ¢ estavel (HAENSEL; POTEKHIN; YAKOVLEV, 2007).
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4 QOscilacoes n3o radiais anisotrépicas

Em astrofisica, a investigacao de estrelas compactas é importante porque sao
consideradas um cxcelente laboratoério para estudar as propriedades da matéria nuclear
altamente densa sob condi¢Oes extremas. Esses objetos também sao de fundamental
importancia na procura de ondas gravitacionais relacionadas com a estrutura interna das
estrelas. Para estudar as propriedades e entender o comportamento de um objeto estelar em
altas densidades e altas pressoes, devemos realizar certas suposigoes sobre as propriedades
da matéria dentro da estrela. Uma suposicao muito usada é que a pressao dentro da
estrela deve ser considerada isotrépica. Entretanto, no regime de alta densidade, onde as
interacoes nucleares devem ser tratadas relativisticamente, alguns autores sugerem que a
pressao poderia ser anisotropica porque as pressoes radiais e tangenciais sao diferentes
(TANGPHATT et al., 2021). Dentro de uma estrela de néutrons, a anisotropia pode ser
causada por diversos fatores: (1) transi¢oes de fase (SOKOLOV et al., 1980), (2) presenga
de campos magnéticos (YAZADJIEV, 2012; FOLOMEEV; DZHUNUSHALIEV, 2015),
(3) condensagao de pions (SAWYER, 1972), (4) rotacao lenta de fluidos (HERRERA;
SANTOS, 1997; SILVA et al., 2015), (5) mistura de um fluido perfeito e um fluido nulo
(LETELIER, 1980), (6) sistemas compostos por campos escalares (GLEISER, 1988), etc.

Uma maneira de obter informacodes sobre o interior de estrelas compactas é es-
tudando as frequéncias de oscilacdo. A deteccao de ondas provenientes desses modos de
oscilagao, nos permitira identificar com que tipo de objeto estelar estamos lidando. Os
primeiros estudos sobre este tema datam da década de 1960 com o trabalho do fisico
Thorne e seus colaboradores, que foram os primeiros a desenvolver um tratamento para
estudar oscilagoes nao radiais de uma estrela com simetria esférica na relatividade geral
(THORNE; CAMPOLATTARO, 1967), estabelecendo assim as equagbes que governam as
perturbagoes de estrelas compactas. Posteriormente, os cientistas (LINDBLOM; DETWEI-
LER, 1983) e (DETWEILER; LINDBLOM, 1985) introduziram uma maneira conveniente
de integrar numericamente as equagoes das oscilagdes. A partir dai, surgiu um grande

numero de trabalhos tedricos abordando as oscilagoes de objetos estelares.

Neste capitulo, apresentamos as equacoes de pulsacgao nao radial utilizando a
aproximagao de Cowling, e discutimos o método que é usado para resolver numericamente
o problema. Em particular, nos concentramos em obter as propriedades globais de estrelas
hadrénicas e estranhas, deduzindo as equagoes nao radiais na presenca de um fluido

anisotropico.
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4.1 Modos de fluido

Os modos de oscilagao emitidos por objetos compactos relativisticos representam
uma assinatura caracteristica do tipo de frequéncia estelar. Portanto, suas detec¢oes
fornecem informagoes importantes sobre a existéncia desses objetos. A avaliacdo dos
modos de oscilacao é uma forma de obter informagoes sobre a estrutura interna de estrelas
compactas. Em geral, uma estrela de néutrons oscilara em diferentes modos e com diferentes
periodicidades. Deste modo, esperamos que as estrelas de néutrons tenham um conjunto

de modos associados a perturbacgoes da matéria dentro da estrela.

Quando uma estrela é perturbada, ha uma variedade de modos de fluido. Do ponto
de vista fisico, as oscilagoes para uma estrela sem rotagao e constituida por um fluido
ideal, tem os seguintes modos relevantes (SOTANI, 2004):

e« O modo fundamental ou também conhecido como modo f, consiste em ondas
superficiais nao radiais. A forca restauradora é o campo gravitacional. Para cada
valor assumido pelo indice | da funcdo dos harménicos esféricos Y, existe apenas
um modo f. De acordo com (COWLING, 1941), as auto-fungdes do modo f nao

possuem nodos dentro da estrela.

e Os modos de pressao ou simplesmente chamados modos p, podem ser de tipo radial
(I = 0) ou nao radial, onde a principal forca restauradora é fornecida pela pressao.
Esses modos sao muito semelhantes as ondas sonoras no ar e suas amplitudes sao
maiores nas regioes préximas a superficie da estrela, enquanto na regiao central as
amplitudes s@o menores. Os modos p sao nomeados da menor para a maior frequéncia
de oscilagao, isto é, sdo p1, po... . Normalmente, o modo p mais baixo assume um
valor de alguns kHz. Em geral, as amplitudes das frequéncias do modo p sdo maiores

que as amplitudes das frequéncias do modo f.

e Os modos ¢ estdao associados a flutuabilidade (ou impulsao)! em um campo de
gravidade, isto quer dizer que os modos g sao restaurados pela gravidade. Estes
modos aparecem devido a descontinuidade da densidade ou gradientes de temperatura,
mudancas na composi¢ao quimica e outros fatores (FINN, 1987). Os modos g de
oscilagao sao produzidos por um movimento oscilatério transversal e sao nomeados
da frequéncia mais alta até a frequéncia mais baixa, isto é, g1, go... . As amplitudes

das frequéncias do modo g sdo menores que as amplitudes do modo f.

o Os modos w ou chamados modos gravitacionais (ou modos espago-temporais) foram
determinados pela primeira vez por (KOKKOTAS; SCHUTZ, 1992). Esses modos

estao relacionados com as perturbacgoes da métrica do espago-tempo. Fisicamente,

L A impulsio é a forca hidrostitica exercida por um fluido sob condi¢des hidrostaticas em um corpo que

estd total ou parcialmente imerso em um fluido.
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os modos w surgem diretamente do acoplamento das oscilagdes do fluido da estrela
com as oscilagoes das ondas gravitacionais da métrica do espago-tempo. A principal
caracteristica dos modos w é o rdapido amortecimento das oscilagdes. Ou seja, a parte

imaginaria da frequéncia do modo w é tao grande quanto a frequéncia da parte real.

4.2 Oscilacoes nas estrelas

Existe uma grande variedade de modos normais em que as estrelas podem pulsar.
Os modos mais simples sao os modos radiais. Neste tipo de modo, a estrela se expande
e contrai radialmente, e a simetria esférica é preservada durante o ciclo de oscilagao.
Ou seja, a estrela mantém uma forma esférica o tempo todo, mas seu raio muda. No
centro da estrela hd um nodo e na superficie ha um anti-nodo. A descri¢ao matematica do
deslocamento realizado pelo fluido dentro da estrela resulta em equacoes diferencias do
tipo Sturm-Liouville que produzem autosolugoes discretas. Assim, obtemos um conjunto
discreto de frequéncias proprias, cada uma associada a um modelo préprio que descreve
a distribuicao de perturbagoes dentro da estrela. Além dos movimentos radiais, podem
ocorrer movimentos transversais, neste caso falamos de oscilacoes nao radiais. As pulsacgoes
em modos nao radiais causam desvios na simetria esférica, ou seja, pulsagoes nao radiais
originam distor¢oes na superficie da estrela. Matematicamente, os modos nao radiais nao
resultam em um problema de autovalor do tipo Sturm-Liouville e por conseguinte surge
um grande niimero de modos de oscilagao. Para descrever os modos de oscilagao em objetos
com simetria esférica, precisamos usar a funcdo mateméatica dos harmonicos esféricos que

sao:

Yi"(0,¢) =

20 +1 (1 —m)! |
P™ wme 421
I it SO (421)

onde 6 é o angulo polar medido desde o eixo de simetria, ¢ é a longitude, P/™ é o polinémio
associado de Legendre, gerados por
dm

m )" : m
P)l (COS@)Z( ) (1—COSZO9)Zd(CO—Sm‘9)

2111 (Pi(cosh)), (4.2.2)

onde [ e m sao chamados de grau esférico e nimero azimutal da oscilacao, respectivamente
(DEUBNER; GOUGH, 1984) e P, é o polinémio de Legendre. Como as estrelas sao objetos
tridimensionais, seus modos de oscilagoes naturais devem ter nodos em trés diregoes
ortogonais. Esses modos sao encontrados em camadas radiais concéntricas com r constante,

linhas de latitude 6 e linhas longitudinais ¢.

Do ponto de vista matematico, para especificar os modos existem trés ntmeros

quanticos:

o A ordem radial n que representa o nimero de nodos no interior da estrela que estao

ao longo do raio. O primeiro modo n = 0 que nao possui um né é chamado de modo
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fundamental. Um modo com um né interno, para n = 1, é chamado de primeiro

sobretom, os modos com dois nés internos sao chamados de sequndo sobretom, etc.

o O ntimero quéntico ! (um niimero nao negativo) representa o nimero total de linhas
nodais localizadas na superficie da esfera. Assim, os modos com [ = 0 sao modos
radiais, enquanto aqueles para [ > 1 sdo chamados modos nao radiais. Em particular
[ =1 sdo chamados modos dipolos. Para o modo (I = 1,m = 0), a estrela é dividida
por um no que encontra-se no equador, com o qual a estrela ficard com um hemisfério
em expansao enquanto o outro hemisfério ficara em contracao. Aqueles com [ = 2
sao modos que possui dois nds na superficie da estrela e eles sao chamados de modos
de quadrupolo; neste caso os polos se expandem enquanto o equador se contrai. Os

modos com [ = 3 sdo chamados modos octupolos, etc.

o A ordem azimutal m do modo, especifica o niimero de nodos (na superficie da estrela)
que se cruzam ao viajar ao redor do equador da estrela’. Este ntimero m toma valores
desde —[ até +[ incluindo o valor zero. Valores positivos e negativos correspondem

3 respectivamente. Quando a ordem azimutal

a ondas retrogradas e progressivas
é¢ m = 0, as linhas nodais sao pequenos circulos em torno do polo; este modo é

chamado modo axissimétrico.

4.3 Aproximacao de Cowling

Se a massa de uma estrela de néutrons estiver concentrada perto da regiao central,
entao, pequenas variacoes em sua densidade central nao produzirao grandes variagoes
no potencial gravitacional nas regides externas da estrela. Como consequéncia, podemos
definir que as perturbagoes nas fungdes da métrica sao iguais a zero. Este método chamado
de aproximacao newtoniana de Cowling permite separar o espectro das oscilages entre
frequéncias altas e frequéncias baixas (COWLING, 1941). Embora a aproximagao de
Cowling apresente desvios na frequéncia de oscilagao bastante altos com respeito a valores
de frequéncia calculados pela relatividade geral, podemos dizer que a aproximagao de
Cowling da bons resultados no calculo dos diferentes modos de oscilagdo para objetos
estelares relativisticos. Por exemplo, no artigo (YOSHIDA; KOJIMA, 1997) se encontrou
que a frequéncia fundamental do modo f pode ter desvios aproximados de 5% para estrelas

bastante compactas quando [ = 4.

Nesta segao, deve ser mencionado que grande parte da retérica empregada no

desenvolvimento do formalismo para encontrar as equagoes de pulsacao nao radiais relati-

Fisicamente m denota o nimero de linhas que passam pelo eixo de rotagdo da estrela.

Onda progressiva é aquela onda que se viaja continuamente em um meio na mesma dire¢do sem a
mudanga em sua amplitude, ela é chamada também de onda viajante, por exemplo, as ondas transversais
e longitudinais sdo ondas progressivas. Uma onda retrégrada é uma onda que se move na diregao
oposta ao fluxo no qual a onda estd inserida.

3
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visticas dentro da aproximacao de Cowling, valeu-se de um recente trabalho (DONEVA;
YAZADJIEV, 2012). Para obter essas equagoes, as perturbagoes do fluido sdo decompostas

em harmonicos esféricos e com uma dependéncia do tempo €.

Um fluido ansitrépico se refere quando a pressao transversal ¢ (nas diregoes 6 e
@) é diferente da pressao radial p. A diferenga entre estas pressdes é conhecida como
anisotropia. Vamos considerar que o nticleo de um objeto estelar estd composto por um
fluido anisotrépico. A influéncia da anisotropia é dada através do tensor energia-momentum
(HERRERA; BARRETO, 2013). Assim,

Ty = (P + Quutty + (p — Okukn + GGy, (4.3.1)

onde u, é a quadri-velocidade do fluido, p representa a densidade de energia do fluido, e
K, € um vetor unitdrio na direcao radial que ¢ ortogonal a wu,. Essas quantidades devem

cumprir as condig¢oes seguintes
uut =—1, kM =1, u'k, =0. (4.3.2)

O campo gravitacional para uma estrela com uma simetria esférica estética na relatividade

geral é representada pela seguinte métrica
ds* = —e®Pdt* 4+ e*Mdr? + r?df? + r*sin® 6d?. (4.3.3)

As equacgoes de campo de Einstein para esta métrica na presenca de matéria sdo um

conjunto de equagoes diferencias ordinarias dadas por (TOLMAN, 1939)

2N 1 1
(S = e+ 5 =8, (43.4)
29’ 1 1
( - ﬁ)e_% 5= 8mp, (4.3.5)
o N
(@ + 0% - '\ + — - 7)e—A = 8mq. (4.3.6)
onde o simbolo " /" denota diferenciacdo com respeito a r. Uma combinacio adequada

das equagoes (4.3.4)-(4.3.6), nos fornece a seguinte expressao (veja (RYDER, 1996))

20
p=—(p+p)®——, (4.3.7)

onde ¢ = p — ¢ é chamado fator anisotrépico. Uma integragao da equacao (4.3.4) nos

T 2A

2
encontramos ® = (m(r) + 4wpr®)/r(r — 2m(r)). Sendo m(r) a massa que se encontra

proporciona m(r) = £(1 — e~2*). Substituindo este resultado para e~ na equacdo (4.3.5)

dentro uma esfera de radio r, isto é
m' = 4mpr?. (4.3.8)

A equagao (4.3.7) representa a equagao modificada do equilibrio hidrostatico. Esta equagao

torna-se a equagao de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) para um fluido isotrépico
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quando o = 0. Note que o termo 20/r em (4.3.7) representa uma forga adicional devido
a pressao anisotrépica, que estara dirigida para fora se o < 0, e ela estara dirigida para

dentro quando o > 0.

Para estudar a estrutura da estrela, vemos que nosso sistema esta formado pelas
equagoes (4.3.7)-(4.3.8) com quatro fungdes (p,m,p, o) que precisam ser determinadas.
Para fechar nosso sistema de equacoes devemos especificar uma equacao de estado tanto
para a variavel p como para a variavel 0. Como equacao de estado para uma estrela
hadronica utilizaremos a equacdo de estado descrita na se¢do 3.1. Entanto, como equacao
de estado para uma ecstrela de quarks, vamos considerar a equacao de sacola do MIT (ver
segao 3.2)

p=3p+4B, (4.3.9)

onde B representa a constante de sacola. Além disso, como equacao de estado para a
anisotropia, vamos considerar (HORVAT; ILIJIC; MARUNOVIC, 2010)

o = pAp, (4.3.10)

onde A ¢ um parametro que controla a intensidade da anisotropia, ¢ yu =
compacidade. Seguindo o trabalho feito por Doneva, vamos considerar que o alcance do
parametro anisotrépico sera —2 < A < 2. O intervalo do pardmetro A nao se baseia em
nenhuma razao fisica fundamental. No entanto, podemos dizer que nosso tnico objetivo
na escolha desses valores é gerar a fungao anisotrépica que nos permita obter curvas
M-R aceitaveis para que possam ser comparadas com observagoes. Por exemplo, no artigo
(PRETEL, 2020), o autor usou —1 < A < 1 para estudar a estabilidade da perturbacao
radial em estrelas de néutrons. Outro publica¢do interessante é encontrada em (NELMES;
PIETTE, 2012), onde os autores usaram o cristal Skyrme deformando anisotropicamente
para descrever o interior de uma estrela de néutrons, usando A\ = —2. Para poder resolver
as equagoes (4.3.7)-(4.3.8) devemos impor adequadas condigdes de contorno no centro
da estrela p(r = 0) = py e 2= = 1. Enquanto na superficie da estrela temos que
p(r=R)=0.

4.4 Equacoes perturbadas na aproximacao de Cowling

Nesta se¢ao vamos encontrar as equagoes de perturbacao usando a aproximacao de
Cowling (MCDERMOTT; HORN; SCHOLL, 1983) para estrelas que possuam um fluido
anisotropico. Nesta aproximacao as fungoes da métrica (4.3.3) sdo mantidas constantes; isto
significa que as pequenas perturbacdes na métrica devem ser iguais a zero. E fundamental
dizer que este formalismo reproduz com muita precisao as frequéncias de oscilacao das

estrelas.

O sistema que estamos interessados em analisar ¢ uma estrela composta por

um fluido anisotrépico. Para estudar as oscilagoes devemos realizar perturbacoes nos



Capitulo 4. Oscilagdes nao radiais anisotropicas 49

elementos que definem dito fluido. Assim, assumimos pequenas perturbacgdes nas seguintes

quantidades:
p—p+op, vt = ut+oud, p—p+p.g— q+oq, kN — kN4 5k (4.4.1)

Inserindo a equacao (4.4.1) na equagao (4.3.1), obtemos a o tensor de energia momento

perturbado

T = wudpuy, + 0u,dpuy, + wupy, + 0uy Py, + 1,0 pot, + U, pdt, + Kupky, + POK,K,
+ K 0pKy + 0K, 0Pk, + KuPOKy + Ku0poky, + G + 0qG,w + quyt, + U, 0qu, + qou,u,
+ dqou,u, + quydu, + u,0q0u, — Kugky, — qQOKK, — Ku0qky, — 0KL0QK, — KGR,
— Ku0qoK, . (4.4.2)

Suprimindo termos de segunda ordem nas perturbagoes, temos

Ty = w0 puy, + wupuy, + 0w, pty, + U, pot, + Kupky, + DOK,Ky, + K0P, + KuPOK,
+ 99 + 099 + quyu, + u,0qu, + qou U, 4 qudU, — Kugky, — QOKLK,
— Ku0qKy — Kpqok,. (4.4.3)
A diferenca entre a variacao do tensor energia momento perturbado 7, w € 0 tensor energia

momento sem perturbar 7),, nos permite definir a variacao do tensor energia momento
0T},,. Assim,

0T, = (0p + 0q)u,uy, + (p+ @) (uuduy + duyuy) + 0qgu + 000K, K,
+00ky Ky, + 0K 0K, (4.4.4)

De imediato invocamos a conservacao para a variagdo do tensor energia momento,

V(T ) = uw, V" (0p + 6¢) + (6p + 0¢) V" (wuty) + (uudw, + uy0u,) V" (p + q)
+ (p+ ) V*(u,bu,, + duyu,) + g, VH(0q) + VH(d(0k,k,)) = 0. (4.4.5)
Segundo a relatividade geral, a componente temporal da equacao (4.4.5) nos deve levar a
obter a lei de conservacao da energia. Para cumprir essa tarefa, podemos usar a técnica de

projecao (ANDERSSON; COMER, 2007). Esse procedimento consiste em multiplicar a

expressao (4.4.5) pela quadri-velocidade u":

u’'VH(6T,,) = u’u,u, V' (6p + 6q) + v’ (0p + 0q) V" (u,u,) + u” (u,du, + w,0u,)V*(p + q)
+u”(p + q) V*(u,0u, + du,uy,) + u” 9, V*(6q) + u”"VH(0(okuky)). (4.4.6)
Expandindo os termos desta tdltima equacao, obtemos
—ugV°(6p) — w;V'(6p) + u”(0p + 6q)V° (u,ug) + u” (5p + 0¢) V' (uyu;)
+ (W uodu, — 6ug) VO (p + q) + (v uidu, — du;))Viip +q) — (p+ q)V°(Suo)
=0

— (p+ V' (6u) + (p + Q)u, V' uedu® + (p + @)u, V' u;0u' — Vi(oou') (4.4.7)
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Utilizando u; = 0, e a defini¢do da derivada covariante V,a” = d,a" + I’y ,a”, a equagao
(4.4.7) torna-se

—u’0y0p — 6u'0i(p + q)(0;6u’ + Tl 6u®) — (p + q)®'0u' — Vi(odu') = 0, (4.4.8)

onde T}, representam os simbolos de Christoffel’. Considerando que o deslocamento &’

para um elemento de fluido ¢é definido como

88_5_1#
ot w0’

(4.4.9)

onde o indice i = 1,2,3 = r,0,¢. Substituindo a equagao (4.4.9) na equacao (4.4.8),

encontramos

0p=—E0i(p+q) — (p+ q)ﬁ@‘(giuo) — q)@-(_\/\/_;;g)

- aﬁ%@i(uo) — o¢! 8i/\/__?. (4.4.10)

Quando uma estrela com simetria esférica é perturbada, cada elemento sofre um deslo-

&= (p+ @& — (o)

camento com respeito a sua posicao de equilibrio. As amplitudes destes deslocamentos
(&, &9, €,) em coordenadas esféricas”, sao representados por (JACKSON, 1999)

A(r,t)

S (1 (4.4.11)
B(rt
B(r,t

£ = —ﬁ&mm(e, ?), (4.4.13)

onde Y™ (6, ¢) sdo os harmonicos esféricos definidos na equagao (4.2.1). As fungoes A(r) e
B(r) sao amplitudes das componentes de deslocamento radial e transversal do elemento
de fluido, respectivamente. Além disso, podemos considerar que as fungoes A(r,t) e
B(r,t) tem uma dependéncia temporal harménica, isto quer dizer que podemos escrever
A(r,t) = A(r)e®t e B(r,t) = B(r)e™!, sendo w a frequéncia de oscilagdo da estrela.
Substituindo as equagoes de deslocamentos (4.4.11), (4.4.12) e (4.4.13) na equacgao da
variagdo da densidade de energia (4.4.10), temos que

_ A LA LA B A
6[) = _(p + Q)e AYEmﬁ —€ Aﬁ(/)/ + q/> —¢€ Aﬁ}/lmo-/ — o€ Anmﬁ

e A , l(l+1
—(p+9)—5 AYin® + (0 = p —p) ( = )

BY. (4.4.14)

4 Ver apéndice D.

5 Para considerar cenarios mais realistas, precisamos usar uma forma generalizada para o vetor desloca-
mento como mostrado em (HERBRIK; KOKKOTAS, 2017). Por exemplo, em (ASAIL; LEE; YOSHIDA,
2016), para estudar estrelas de néutrons magnetizadas, os autores usaram tipos de deslocamentos
diferentes dos usados neste capitulo.
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Imediatamente precisamos encontrar a variacao da pressao, para tal fim devemos utilizar

a equacao de estado
_dp 5

Inserindo a expressao dada por (4.4.14) na equagao (4.4.15), facilmente obtemos

op (4.4.15)

dp _ A LA e
op = d_p(— (p+a+o)e Vi —e 50 +4 +0) = (p+p)—5 AV ?’
(I +1
+(o—p—p) ( 5 )BYlm). (4.4.16)

Em seguida necessitamos encontrar as equagoes dinamicas das variaveis A e B. Para esse

fim, podemos aproveitar o resultado da equagdo (4.4.16) para reescrevé-la da seguinte

forma
dp —AA, _ 5p dp —AA / / / dp e_A /
dp<p+Q+0)e TQ__}/lm_dpe rg(p+q+0)_dp(p+p) 7,2 AP
dp I(1+1)
—— — B. 4.4.1
dp(p+p )3 (4.4.17)

Com auxilio da equacao (4.3.7), a equacao (4.4.17) resulta em
op 1P dp o 4 P, ptp—o

A= AN 42— (1+5) - ——[(I+1)e"B. (4.4.18
Yim p+q+odp I r(p+p)( p’) p+p (i+1) ( )

Agora devemos encontrar a equacao de perturbagao para a funcao B, para isto, devemos
projetar a variacao do tensor de conservacao energia momento na dire¢ao ortogonal da
quadri-velocidade, isto é, a equacdo (4.4.5) deve ser multiplicada pelo operador de projecao
Py =4, + u”u,. Matematicamente essa projegao implica contrair um indice da variacao

do tensor (4.4.5). Portanto, encontramos

(0% 4 u"up ) uau, VA (0p + 6q) + (87 + wuy,) (8p + 6¢) VN (uauy) + (87 + 0 uy,) (uaduy, + uyduy) x
VMo +q) + (6 + uuy) (p+ VM unun + duyun) + (67 + u”uy)ga V7 (6q)
+ (61 + uu, ) VN6 (okrk,)) = 0. (4.4.19)

A equagao acima representa a conservacao da variagao do momento. Simplificando alguns

termos, encontramos

(6p + 0q)u, V" (uy) + (p + Qu” (Vo (0uy) — Vu(0uy)) + V,uoq + u,u”V, (3q) + P (0a00K K,
+15, 006"k, — Ty, 00K K, + 0a(00K%kK,) + 1,00k K, — I ,00K5% K, + 0, (0" 0k,,)
+I'5, 060K, — 'y ,0k%0K, = 0.

(4.4.20)

Considerando a convencao de soma de Einstein para os indices v e o na equagao acima,

temos p como indice livre. Quando fazemos p = 0, a equacao (4.4.20) é trivialmente
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satisfeita. Para p = 1, a equagao (4.4.20) resulta em

A—-29 2
(50 + 5)O' + (p + ) —5— O A(r. )Y + 0,(5p) + ~60 = 0
! (6p +dp)®" — (p+ )eA_2¢w2Aei“t+ ! 0, (0p) + 21 do=0 (4.4.21)
- — — O ——00 = U. A
I [ T
Fazendo = 2 na equagao (4.4.20), obtemos
(p+p—0)Yiyme 22w Be™" — §p+ 6o = 0. (4.4.22)

Diferenciando a equagao (4.4.22) com respeito & variavel r ¢ somando-a com a equagao

(4.4.19), encontramos que

20 . ,
(0 +(p+p)@ + — o' +2(p+p—0)®)e ?*WrBe™t — W (p+p—o)e B!

000 21
L9072 2 e =0
Yor Y

(4.4.23)

Arranjando termos e utilizando a equacdo da pressao com anisotropia (4.3.7), obtemos

1 1 A op + 6p) P’
B =2Bd — o, (- D) LE2_E (6p + o)
w2 (p+p—o)e et T\Y,, Op p+p—or? w3 (p+p—o)e ety
2 1 =y ol 1 2
N S il Vet )L 2218 (4.4.24)
rw?(p+p—o)e 2®etY,, p+rp—o p+p—or

Substituindo a equagao (4.4.22), conseguimos encontrar a equagao dindmica para a fung¢ao
B dada por

B' =2Bd' +

p+p (1_60

do. et (6p + 6p)®' + 260 60)
ptp—o dp

1
r2 wW2(p+p— U)e—Qéeiwta( - a_p

)

o —p+(p+p)d + 2 o\ ' (%0 , %
+ Y A i pan B
[ p+p—o + dp 8p2p apau“
, p+p do et dp , 200
—opd' + L 1 I 4 (iR
+p+p—0< 0p)r2 ((dpJr ) +r8p)

o —p +(p+p)d + 2 do\ ' (%0 , 0
L 1—— —_— B. 4.4.2
* [ p+p—o + dp 8p2p + 8p8,u'u ( )

Para encontrar uma expressao mais compacta para a equagao dindmica (4.4.17), podemos

utilizar a equacgao (4.4.22). Logo

_@)p—i_p O-WQTZGA_2¢B+A(I)/£/+2A o (1+%)—Ml(1+1)6_¢3
op’ p+p p r(p+p) p p+p
(4.4.26)

As equagoes (4.4.25) e (4.4.26) representam um sistema de equagoes diferencias de primeira

dp
[
A= dp(l

ordem para as variaveis B e A, respectivamente. Estas equacoes fornecem uma descricao

completa do problema de perturbacdo de uma estrela cuja matéria estd formada por
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um fluido anisotrépico. E importante destacar que quando o = 0, as equacdes (4.4.25)
e (4.4.26) tornam-se as equagoes de oscilagdo de um fluido isotrépico (SOTANI et al.,
2011). Portanto, as equagoes perturbadas para A e B constituem um sistema de equagoes
modificadas de Sotani devido ao fator anisotrépico. A integracao das equagoes (4.4.25) e
(4.4.26) deve ser feita de r = 0 até a superficie da estrela r = R. Quando r — 0, temos
que A(r) = Cr™t e B(r) = —Cr'/l, onde C' é uma constante. Além disso, a condicio de

contorno na superficie da estrela (6p = 0), nos leva a obter

ptp—o o\ 2.2 A-20 ), 2 0
PR 2 (1-Z22) w2 2By (04 = A=0. (4.4.27)
p+p Op rTp+p

45 Métodos numéricos

Com o proposito de resolver numericamente as equagoes de oscilagao, procedemos
a integrar numericamente as equagoes da estrutura estelar (4.3.7) ¢ (4.3.8) usando como
input a equacao de estado. Como passo seguinte, obtemos os coeficientes das equagoes de
oscilacdo para uma dada pressdo central. Em seguida, devemos utilizar o método shooting
(ver apéndice E para mais detalhes). Um algoritmo sobre esse método é encontrado no
livro (PRESS et al., 1996). O primeiro passo é integrar numericamente a equacao (4.4.24)
para um valor de teste inicial w?. Depois devemos impor condicoes de contorno no centro
da estrela para as fungdes A(r = 0) e B(r = 0). Isto permitird integrar as equacoes
desde o centro da estrela até ajustar a condicao de contorno na superficie da estrela.
Apés cada integracao, o valor de teste de w? é corrigido por meio do método iterativo
de Newton-Raphson a fim de melhorar a correspondéncia da condicao de contorno da
superficie até que a precisao desejada seja alcancada. Os valores discretos de w? para o
qual equacao (4.4.24) é satisfeita (na superficie) sdo as frequéncias préoprias da estrela.
Nosso codigo foi capaz de reproduzir os resultados de (DONEVA; YAZADJIEV, 2012).

4.6 Resultados

Nesta se¢ao, apresentamos os resultados obtidos com o nosso codigo, onde para
o estudo da matéria hadronica, usamos o modelo de Walecka (ver se¢ao 3.1) e para a
matéria de quark usamos o modelo MIT (ver se¢ao 3.2). Por razoes de comparagao também
mostramos nas figuras o caso das estrelas isotrépicas, que correspondem as linhas pretas
cheias (A = 0).

4.6.1 Estrelas de quarks

O perfil da frequéncia do modo fundamental f em fungao da massa estelar M
é mostrado na figura 5. Notamos que quando o valor absoluto do parametro A muda,

ha um efeito consideravel em estrelas anisotropicas quando comparado com as curvas
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Figura 5 — A frequéncia f em funcdo da massa M com a constante de sacola B = 60 MeVfm ™3
(painel esquerdo). O mesmo diagrama, mas com B = 90 MeVfm 3 no painel direito.
Os resultados sao apresentados para valores distintos do pardmetro A.

correspondentes a estrelas isotrépicas (ou seja A = 0). Assim, as frequéncias podem ser
maiores ou menores do que no caso das estrelas estranhas isotropicas se A for negativo
ou positivo. Por exemplo, para a constante de sacola B = 60 MeVfm 2, vemos que as
frequéncias do modo fundamental f variam de 2,3-3,0 kHz. Para o caso de valores positivos
do parametro A, estrelas estranhas anisotropicas possuem baixas frequéncias que diminuem
com a massa até atingir um valor minimo. Para o caso de valores negativos do parametro
A = —1,—-2, as frequéncias se comportam quase constantes para massas menores a 1,6 Mg
e 2,2 M respectivamente. Embora as frequéncias anisotropicas sofram grandes mudancas

devido ao parametro A, as frequéncias sao inferiores a 3,6 kHz.

Na figura 6 ilustramos a relacdo massa-raio para estrelas anisotropicas usando
o modelo de sacola do MIT. Para elaborar nossos resultados, empregamos dois valores
diferentes para a constante de sacola: B = 60 MeVfm™ (painel esquerdo) e B = 90
MeVim ™ (painel direito). A partir da figura, podemos apreciar como o perfil de equilibrio
de estrelas estranhas é afetado devido a anisotropia. Por exemplo, quando B = 60 MeVfm =3,
a anisotropia tem um efeito muito maior para massas acima de 1,0M. Percebemos que
quando o pardmetro A muda, os valores para a massa maxima mudam perceptivelmente.

Resultados semelhantes podem ser observados para o caso B = 90 MeVfm 3.

As frequéncias de oscilagdo do modo fundamental f em funcao da raiz quadrada da
densidade média sao ilustradas na figura 7 para alguns valores do parametro A. No painel
esquerdo, a figura mostra que para valores pequenos na densidade média, existem pequenas
mudancas nas frequéncias das estrelas estranhas quando A\ assume valores negativos em
comparagao com as frequéncias para estrelas estranhas isotrépicas (A = 0). Também
podemos ver que existem mudancas significativas nas frequéncias das estrelas estranhas
quando A\ assume valores positivos em comparagao com as frequéncias para A = 0. No

entanto, o efeito da anisotropia na frequéncia torna-se perceptivel para qualquer valor
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Figura 6 — A massa para estrelas de quarks em funcio do raio com B = 60 MeVfm 3 (painel
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Figura 7 — Estrelas de quarks construfdas com B = 60 MeVfm 2 (esquerda) e B = 90MeVfm 3
(direita), a frequéncia do modo f é mostrada como uma fungao da raiz quadrada da
densidade média /M /R? para alguns valores de .

grande da densidade média e para qualquer valor negativo de . No painel direito, a
situacao do desvio das frequéncias do modo fundamental da curva de frequéncia da estrela
estranha isotropica é melhor visualizada quando a constante de sacola é aumentada, para

qualquer valor do pardmetro A e para qualquer intervalo da densidade média.

Na figura 8, a massa M das estrelas de quarks anisotropicas é representada como

uma funcao da densidade de energia central p. para valores diferentes do parametro .

Por exemplo, para a constante de sacola B = 60 MeVfm ™3, as massas das estrelas de
quarks anisotropicas nao mudam consideravelmente quando A é alterado para densidades
de energia central abaixo de 300 MeVfm 3. A massa estelar muda significativamente para
densidades de energia central acima de ~ 300 MeVfm™3 para qualquer \. Resultados

similares sdo observados para a constante B = 90 MeVfm 3.

A frequéncia normalizada do modo fundamental wy/R3/M em fun¢ao da massa
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Figura 8 — Relacdo entre massa total e densidade de energia central com B = 60 MeVfm ™
(painel esquerdo) e B = 90 MeVfm 3 (painel direito) para vérios valores do parametro
A

estelar é mostrada na figura 9, onde notamos que as frequéncias mudam consideravelmente
quando aumentamos o valor absoluto de A. Além disso, podemos dizer que para um valor
fixo de A\ e considerando massas maiores, qualquer curva anisotrépica é muito diferente
do caso isotrépico. Consequentemente, as frequéncias de oscilacao para estrelas massivas
podem se desviar muito do caso da estrela estranha isotrépica sempre que |\| assuma
grandes valores. Por outro lado, comparando a frequéncia e a frequéncia normalizada,
podemos notar que o valor da frequéncia maxima é ~ 3,6 kHz, enquanto a frequéncia
maxima normalizada é w ~ 1.4 kHz. Além disso, tanto a frequéncia fundamental do
modo f quanto a frequéncia normalizada diminuem a medida que a massa total aumenta
para qualquer valor de A. Em seguida, elas atingem um ponto minimo e a estrela se
torna instavel. Enquanto as frequéncias anisotropicas tem uma ligeira inclinagdo, as
frequéncias normalizadas anisotropicas tem uma inclinagdo acentuada para qualquer .

Outra observacao interessante é que aqui as curvas nao se sobrepoem.

Na relatividade geral, uma grandeza importante que deve ser analisada é o desvio
para o vermelho gravitacional da superficie de uma estrela massiva. O desvio gravitacional
para o vermelho, previsto pela relatividade geral de Einstein, expressa que a luz emitida por
um objeto seja deslocada para comprimentos de onda mais longos do espectro eletromag-
nético. Mostramos na figura 10 para diferentes valores de A, o comportamento do desvio
para o vermelho gravitacional em fungao da massa total M. A partir do painel esquerdo,
para B = 60 MeVfm 3, observamos que o desvio gravitacional para o vermelho aumenta
lincarmente para massas menores que ~ 1,4 M, isso significa que para configuragoes
com massas menores, os valores do desvio gravitacional para o vermelho tornam-se inde-
pendentes do pardmetro A. Para estrelas com massas maiores que 1,4 M, a anisotropia
produz mudancas significativas para qualquer valor de . No painel direito da figura, B =

90 MeVfm ™3, observamos que o desvio para o vermelho gravitacional aumenta linearmente

1000
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Figura 9 — Relagdo entre a frequéncia normalizada e a massa M para estrelas de quarks. Os
parametros MIT usados sdo B = 60 MeVfm ™ (painel esquerdo) e B = 90 MeVfm ™3
(painel direito) para diferentes valores do parametro A.
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Figura 10 — Dependéncia da massa total M em funcao do desvio para o vermelho gravitacional
Z(R) = e~ ®R)/2 _ 1 na superficie da estrela estranha para diferentes valores de .
Usamos B = 60 MeVfm =3 (painel esquerdo) e B = 90 MeVfm™—3 (painel direito).

para massas menores que = 1,1 M , isso significa que para configuracdes com massas
menores, os valores do desvio para o vermelho gravitacional tornam-se independentes
do parametro \. Para estrelas com massas maiores que 1,1 M, a anisotropia produz
mudancas significativas para qualquer A. Além disso, é claro que valores mais negativos de

A dao valores mais altos no desvio para o vermelho gravitacional.

4.6.2 Estrelas hadronicas

Na figura 11 descrevemos a frequéncia normalizada w4/ R3/M como uma fungao
da massa hadronica obtida para a parametrizagdo GM1 (esquerda) e NL3 (direita). Em
ambas figuras, notamos que as frequéncias normalizadas podem ser maiores (menores)
quando o pardmetro A é negativo (positivo). Consequentemente, para grandes valores de

|A| e grandes massas, as frequéncias de oscilagdo diferem significativamente do caso das

0.9
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Figura 11 — A frequéncia normalizada w em funcdo da massa hadrénica M para o modo f.
As figuras sao representadas para alguns valores de A sob a parametrizagao GM1
(painel esquerdo) e parametrizacao NL3 (painel direito).
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Figura 12 — Construcao do diagrama da massa total em funcdo da densidade de energia central
usando a parametrizacdo hadronica GM1 e NL3. Os diagramas sdo mostrados para
alguns valores de A.

estrelas hadrdnicas isotropicas (A = 0). Esse resultado é observado tanto para o modelo

GM1 quanto para o modelo NL3.

Na figura 12, a massa M das estrelas hadrdnicas anisotrépicas é mostrada em fungao
da densidade de energia central p.. Observamos que tanto para o modelo GM1 quanto
para o modelo NL3, as propriedades das estrelas hadrénicas variam significativamente a
medida que alteramos o pardmetro \. Para densidades centrais menores que 200 MeV /fm3,
as massas de estrelas anisotrépicas nao mudam significativamente. Por outro lado, para

valores acima de 200 MeV /fm3, as massas estelares mudam consideravelmente.

As frequéncias de oscilacao do modo f em func¢do da raiz quadrada da densidade
média sao mostradas: no painel esquerdo (direito) da figura 13 usamos a parametrizagao
GM1 (NL3) para varios valores do pardmetro A. A figura mostra que a frequéncia ndo muda

significativamente para valores menores que 0,02 km~! na densidade média, ou seja, nessa

1000
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Figura 13 — Diagrama da frequéncia modal f como uma funcao da raiz quadrada da densidade
média /M /R> com cinco valores do pardmetro .

regiao nao ¢é possivel discriminar entre estrelas hadronicas isotropicas e anisotropicas usando
frequéncias de modo fundamental. Com relagao a figura no painel esquerdo, percebemos
que para valores de densidade média acima de 0,02 km~! e para grandes valores positivos
de A, o desvio das curvas anisotrépicas da curva isotrépica (hadrdnica) torna-se mais
significativo. Da mesma forma, para o modelo NL3, conforme a raiz quadrada da densidade
média estelar cresce para grandes valores positivos de A\, os desvios das frequéncias do modo
f tornam-se perceptiveis. E interessante ver que para valores negativos de A, a frequéncia do
modo fundamental f das estrelas hadronicas anisotrépicas ndao exibe um desvio apreciavel
em relagdo & frequéncia das estrelas isotropicas, quando 0,01 < /M/R3 < 0,035.

Na figura 14 apresentamos as relagoes M-R que sdo obtidas usando duas parametri-
zagoes hadronicas. A partir das figuras, observamos como o parametro A afeta notavelmente
as propriedades estelares (massa e raio) da estrela hadronica isotrépica. Notamos que
valores menores de A negativos favorecem a pressao do fluido para suportar estrelas com
massas maiores e, ao contrario, um valor grande de A positivo produz configuracoes
estelares com massas menores. Quando utilizado o modelo GM1, observa-se que para
massas hadronicas menores que 0,3 My, e raios maiores que 13,2 km, a anisotropia nao
tem efeito significativo. Uma situac¢ao semelhante pode ser observada para o modelo NL3,
este comportamento pode ser observado para estrelas com massas menores que 0,3 M,
e raios maiores que 14,5 km. Em conclusao, estrelas hadronicas com massas pequenas
nao sao influenciadas pela anisotropia quando sao descritas pelo modelo GM1 ou NL3.
Portanto, se quisermos detectar efeitos anisotropicos, temos que focar nossa atencao na

regiao de estrelas massivas.

O modo de frequéncia f em funcao da massa M ¢é representado para os modelos
GM1 e NL3 na figura 15. De acordo com a parametrizagao GM1, podemos ver que para
massas hadrdnicas abaixo de 1,5 M, as frequéncias de modo fundamental de estrelas

hadrénicas anisotrépicas nao diferem muito quando comparadas as frequéncias de estrelas

0.05
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Figura 14 — Relagdo massa-raio para alguns valores de A descritos na parametrizagio GM1 e
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Figura 15 — Relacdo esquemidtica de frequéncia-massa do modo f para estrelas hadronicas. As
duas figuras sao representados com o uso da parametrizacdo GM1 e NL3 para
alguns valores de .

hadrénicas isotropicas (A = 0). Para massas acima de 1,5 Mg, fica claro que a medida que
|A| aumenta, as frequéncias mudam drasticamente. O mesmo comportamento pode ser
observado para estrelas hadronicas construidas com a parametrizagao NL3, como pode
ser visto no painel direito. Podemos concluir que o modelo GM1 apresenta frequéncias

maiores em relagdo ao modelo NL3.

O comportamento do desvio gravitacional na superficie de uma estrela hadronica
com parametrizagao GM1 (NL3), em fungao da massa total, é analisado no painel esquerdo
(direito) da figura 16 para diferentes valores de A. A partir das figuras, observamos que
o desvio para o vermelho gravitacional aumenta linearmente para massas menores que
~ 1.5M, isso significa que para configuracdes com massas menores, os valores do desvio

para o vermelho gravitacional tornam-se independentes do parametro . Para estrelas com

massas maiores que 1,5M, a anisotropia produz mudancas significativas para qualquer A.

E claro que valores negativos mais baixos de A\ dao valores mais altos no desvio para o
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Figura 16 — A massa M de estrelas hadronicas em funcao do desvio para o vermelho gravitaci-
onal da superficie é apresentada para o modo f.

vermelho gravitacional.

Nossos principais resultados para cada uma das FoS utilizadas estao resumidos na

tabela 4.
EoS A M(M,) R(km) f(kHz) Z  p(MeVim=>) /M/R3
MIT60 2 1,33 9.88 237 03079  1316,929 0,037
MIT60 0 1,96 10,65 2,61 04814  1219,027 0,043
MIT60 -2 2,69 11,66 2,62 07715 742,395 0,041
MIT90 2 1,13 8,03 291 0,3096  1022,144 0,046
MIT90 0 1,60 8,71 3,19 04795 897,558 0,049
MIT90 -2 2,19 9,56 3,20 0,7647 666,990 0,051
GM1 2 167 1146 217 023256  1497,773 0,033
GM1 0 230 1180 247 05360  1187,773 0,037
GM1 -2 298 1278 246 07973 668,297 0,037
NL3 2 202 12,78 191 0,3693  1094,099 0,031
NL3 0 277 1316 2,18 06292 897,558 0,034
NL3 -2 353 1397 2,18 09844 527,829 0,035

Tabela 2 — Principais propriedades das estrelas de néutrons para cada uma das EoS usadas
neste trabalho.

4.6.3 Comparacdo entre a teoria e as observacdes

Comparar as previsoes dada pela teoria com os dados observacionais é um teste

interessante para validar se uma EoS é adequada ou nao para descrever uma estrela

de néutrons realistica. A partir das figuras 17 e 18, comparamos nossos resultados com
as observagoes do NICER obtidas dos pulsares PSRJ00304+0451 (RILEY et al., 2019;
MILLER et al., 2019) e PSRJ07404+-6620 (RILEY et al., 2021; MILLER et al., 2021) para

estrelas hadronicas e de quarks, respectivamente. Mostramos também as bandas corres-

1.1
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Figura 17 — Comparagdo de curvas de raio de massa para estrelas hadronicas anisotrépicas
com dados observacionais usando as parametrizagdes GM1 (painel esquerdo) e
NL3 (painel direito) para diferentes valores do pardmetro A. As linhas pretas (A =
0) correspondem a estrelas hadronicas isotrépicas.

pondentes dos pulsares PSRJ0740+6620 (CROMARTIE et al., 2020), PSRJ0348+-0432
(ANTONIADIS et al., 2013) e PSRJ1614+2230 (DEMOREST et al., 2010) e as barras de
erro correspondem ao sistema binario GW170817 (ABBOTT et al., 2018). Para estrelas
hadrénicas dentro do modelo NL3 (veja o painel direito da figura 17), a curva relacionada
ao fator anisotrépico A = 1,0 é a Unica que satisfaz as restrigdes obtidas a partir das
observacoes. Além disso, podemos destacar que a diminuicao do fator anisotrépico produz
um aumento no raio para a mesma massa estelar. O mesmo efeito pode ser observado para
o modelo GM1, mas neste caso as restrigoes acima mencionadas podem ser cumpridas
com um fator anisotrépico igual a zero (veja o painel esquerdo da figura 17). Em relagao
ao modelo de sacola MIT com parametrizacgio B = 60 MeVfm =3 (ver painel esquerdo da
figura 18), notamos que a medida que A diminui, o modelo de sacola do MIT tenderd a se
ajustar a todos os observaveis. Pode-se ver que alguns de nossos resultados relacionados a
estrelas hadronicas sao mais precisos e mais préximos da evidéncia empirica para estrelas
de néutrons e, portanto, dada a perspectiva do parametro de anisotropia, essas EoS surgem
como boas candidatas para a descricao de estrelas de néutrons a luz dessas observagoes.
Nesta fase, um aspecto interessante relacionado aos nossos resultados é o fato de que
o parametro anisotrépico A controla os valores das massas estelares maximas e os raios
correspondentes. Isso nos leva a concluir que o parametro A pode ser usado como um
parametro de ajuste para reproduzir dados observacionais de estrelas de néutrons para

magnitudes como massa e raio.
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Figura 18 — Comparagao de curvas de raio de massa para estrelas de quarks anisotrépicas com
dados observacionais usando a constante B = 60 MeVfm =3 (painel esquerdo) e 90
MeVfm =3 (painel direito) para diferentes valores do pardmetro \.
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5 Estudo preliminar de estrelas hibridas ani-

sotropicas

5.1 O modelo de Nambu-Jona-Lasinio

Em 1961, Nambu e Jona-Lasinio propuseram uma teoria que descrevia a geracao
de massa de nucleons a partir de propriedades de simetria de isospin (NAMBU; JONA-
LASINIO, 1961a; NAMBU; JONA-LASINIO, 1961b). O modelo de Nambu-Jona-Lasinio
(NJL) tem sido amplamente utilizado para descrever transigoes de fase na matéria densa
(LUTZ; KLIMT; WEISE, 1992; MASAYUKI; KOICHI, 1989), as propriedades dos hadrons
(GASTINEAU; AICHELIN, 2002; VOGL; WEISE, 1991), e também para descrever estrelas
de quarks (GOCKE et al., 2001).

Atualmente a cromodindmica quantica (QCD) é uma teoria que descreve como
quarks e glions interagem para formar estados ligados de matéria hadrénica. Embora a
QCD seja uma teoria muito bem sucedida, ela apresenta complicagdes quando a distancia
(e momento transferido pequeno) entre quarks aumenta. Ou seja, em escalas de energias
inferiores a 1 GeV, nao é possivel usar nenhum método perturbativo na QCD, pois a
constante de acoplamento da QCD se torna muito grande, o que dificulta realizar os
calculos matematicos na faixa de baixas energias. Para superar essa desvantagem, o modelo
NJL é usado para modelar a interacao entre quarks. A principal utilidade desse modelo
reside no fato de incorporar as simetrias globais da teoria QCD. Além disso, permite

estudar a quebra espontanea de simetria quiral® e a geracdo dinAmica de massa de quarks.

5.2 Formalismo

Neste capitulo, apresentamos o formalismo de NJL para estudar a matéria de quarks
com densidade finita. Isto implica que a densidade Lagrangiana NJL deve reproduzir
caracteristicas essenciais da QCD. O modelo NJL deve satisfazer a simetria de cor SU(3),
ou seja, a densidade Lagrangiana NJL sera representada como um campo de quarks com 3
sabores (u,d,s). Uma suposi¢ao importante, no limite de baixas energias, é que os campos

de gliions sao absorvidos na interagao entre os quarks.

L A simetria quiral é a simetria que permite que a parte esquerda e direita do campo fermidnico se

transformem independentemente.
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5.2.1 A Lagrangiana do modelo de NJL SU(3)

Nesta se¢ao, usaremos uma densidade Lagrangiana mais geral do que o modelo NJL
original desenvolvido em vérios artigos cientificos (ver (KUNTHIRO; HATSUDA, 1988;
REINHARDT; ALKOFER, 1988)). A densidade Lagrangiana estendida NJL é dada por

ﬁNJL = \I/(iv“é?ﬂ — m)\I/ + £4 + £67 (521)

onde o espinor de Dirac ¥ = (u, d, s)T denota o campo de quarks. A densidade Lagrangiana
(5.2.1) contém como matriz de massa dos quarks m = diag;(m,, mq, m,). O primeiro termo
do lado dircito da equagao (5.2.1) descreve a propagacao de quarks livres, portanto este
termo representa a densidade Lagrangiana do campo livre de Dirac. A densidade de
interagdo £4 que possui uma componente de quatro férmions é definida como (HATSUDA;
KUNIHIRO, 1994)

Ly=gs i[(xiwq/)z + (iAW), (5.2.2)

a=0

onde a constante de acoplamento gg descreve a interacao escalar e A\* com a = 1,...,8
representam as matrizes de Gell-Mann do grupo de sabor SU(3). O termo de interacao de
't Hooft Lg que possui seis campos fermionicos e produz a quebra de simetria axial U(1), é
escrito como (HATSUDA; KUNIHIRO, 1991)

L = —gp{dets[U(1 + 75)¥] + det s [¥(1 — 75) U]}, (5.2.3)

onde a constante gp descreve a intensidade da interacao dos seis férmions e det; denota
o determinante em relagdo ao indice de sabor f. Um fato interessante sobre a densidade
Lagrangiana Lg é que existe uma mistura de diferentes sabores, como por exemplo
(u)(dd)(5s). No espaco dos sabores Lg pode ser reescrita na seguinte forma (BUBALLA,
2005)

det; (POU) = 3 &, (0, 00,) (V00 (U,00,,), (5.2.4)

ivjvk

onde i, j, k sdo os indices de sabor.

Quando o acoplamento é forte, podemos utilizar a aproximacao de Hartree que
consiste em substituir os termos (VI'¥)? por 2UTW(UI'¥) na densidade Lagrangiana. O
termo (@I‘@} é o valor esperado no vacuo do WI'U, onde I' representa qualquer operador
que aparece na densidade Lagrangiana. O modelo NJL deve manter as simetrias que a
teoria QCD mantém, por exemplo, o vacuo deve ser um invariante de Lorentz e deve
preservar a paridade. Isso nos leva ao fato de que o unico termo diferente de zero é o

condensado quark-antiquark. Assim, a equagdo (5.2.1) resulta em

Lyt = Z \Tff[i’yuﬁu — (my — 4gs<\flf\1’f> + 29D<\I’f+1\11f+1>(\Ilf+2\11f+2>)]\11f
!
—2g5 3 (WU )2 + dgp (U, W) (Uela) (T, 0,).  (5.2.5)
f
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5.2.2 Equacgdes de movimento

Calculando a equagao de movimento para o campo W, encontramos
[0, — (my — 4gs (VW s) + 290 (W11 ) (VoW pp0)) Wy = 0. (5.2.6)
A equagdo acima, pode reescrever-se como
(iy" 0y — m}) ¥y = 0, (5.2.7)

onde mj = my — 4gs(W U ) +29p (U Ws ) (U sy 0Ty 0) é a massa efetiva e m é a massa
corrente dos quarks. Para encontrar a energia de Fermi dos quarks (ou potencial quimico
ftf), podemos utilizar o procedimento realizado por (GLENDENNING, 2012). Assim temos

que o potencial quimico do quark é

=Py + MR, (5.2.8)

onde ppy indica o momento de Fermi do quark de sabor f. Para 7" = 0, o condensado de

quarks (U ;W) resulta em

3 7

dp«9 (A —pry), (5.2.9)

\/D? +m

onde  representa a funcido degrau, e A é o pardAmetro de cutoff?. A densidade do niimero

de quarks sera dada por

b 3 PFf 9
ny = (Whw) = F/o PRdp(A — pry). (5.2.10)

5.3 Equacoes de estado

Da densidade Lagrangiana (5.2.5), o tensor de energia momento é dada por

Tw = —9w [ — 29s Z(i]\pf>2 + 49D<EJUWU><@d\I}d><@S\I}S>} + Z q;fifyual/\l]f‘ (5.3.1)
f f

Desta ultima expressao, podemos obter as seguintes equacgoes de estado:

3 [PFf -
ENIL = — o) /0 prdpy/p? + m30(A — pry) + 2gs > ()2
f

f
- 4gD<qju\Ilu><\ijd\de> <\ijsqja> — Evécuos (532)
PyL = —engr + Y piyny. (5.3.3)
f

2 Este pardmetro representa a escala na qual a constante de acoplamento diverge.



Capitulo 5. Estudo preliminar de estrelas hibridas anisotrdpicas 67

5.3.1 Parametros

Na tabela 3 mostramos dois conjuntos de parametros. Esses parametros sao es-
colhidos para ajustar os valores empiricos das densidades de condensados quirais tais
como < uu >=< dd >=- (240,8 MeV)?>. Esses valores permitem ajustar a massa das
particulas mesonicas e as massas dos quarks (ver tabela). Por exemplo, de acordo com
(KUNTHIRO; HATSUDA, 1988), se encontrou que gs = 1,83/A% gp = 9,29/A°. Neste
capitulo, na tabela 3 mostramos dois conjuntos de parametros. O primeiro conjunto cha-
mado SU(3)RKH corresponde aos autores (REHBERG; KLEVANSKY; HUFNER, 1996;
BUBALLA, 2005). Enquanto, o conjunto de parametros chamado SU(3)HK corresponde
aos autores (HATSUDA; KUNIHIRO, 1994; BUBALLA, 2005).

Parametrizacio A[Mev] g¢sA® gpA® myg[Mev] m,[Mev]
SU(3) RKH 602,3 1,835 12,36 5, 140,7
SU(3) HK 631,4 1,835 9,29 9,5 135,7

Tabela 3 — Constantes de acoplamento para o modelo NJL SU(3).

5.4 Matéria de quarks

Para formular as EoS para a matéria de quarks devemos impor as condicoes de

estabilidade 3 e neutralidade de carga.

5.4.1 Equilibrio quimico

O equilibrio 3 é estabelecido por interagoes fracas que pode alterar os sabores de
quarks e léptons. As reagoes responsaveis pelo equilibrio beta sdo o processo de decaimento
[ e seu decaimento inverso. Assim, uma reacdo quimica importante para a matéria de
quarks é

n<pte + . (5.4.1)

A expressao acima pode ser definida por meio de seus componentes de quarks:
udd < vud + €~ + V. (5.4.2)

Em simples palavras, o processo de equilibrio quimico implica que a particula de néutron
decai em um proton e um elétron. Além disso, vamos considerar que o potencial quimico
dos neutrinos 7, = 0. Assim, a relagdo matematica dos potencias quimicos é (veja equagao
(5.4.2))

[id 4 o F fhe- - (5.4.3)

Para encontrar uma relacdo entre os potenciais quimicos s e d, podemos utilizar a seguinte
reacao quimica
n+n<n+A+ K (5.4.4)
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onde o A é um bérion e K" é um méson. Escrevendo esta tiltima expressao em termos de
seus constituintes, temos
udd <> uds. (5.4.5)

Entao, podemos dizer que
fts = Hd- (5.4.6)

Das equagoes (5.4.3) e (5.4.6), notamos que

[ts = fld = fu + fle-- (5.4.7)
Outra reagao quimica que acontece no interior das estrelas é

e U v+, (5.4.8)

Dado que estamos considerando que o potencial quimico dos neutrinos é igual a zero, entao

a expressao (5.4.8) torna-se
o= = - (5.4.9)

5.4.2 Neutralidade de cargas elétricas
A neutralidade de carga entre os quarks e léptons é
1
Ne— + Ny = 5(2nu —Ng — Ng), (5.4.10)

onde n,,ng e ng indicam as densidades numéricas dos quarks u,d e s, respectivamente; n,

¢ a densidade dos eletréns e n, ¢ a densidade dos muons.

5.4.3 EoS da matéria de quarks

Ao somarmos a densidade Lagrangiana dos 1éptons na equacao (5.2.1), teremos

que as equagoes de estado totais para a matéria de quarks (MQ) sao

eMQ = ENJL T €1, (5.4.11)
Puq = PaaL + 1, (5.4.12)

onde €; e P, podem ser encontradas no apéndice C (veja equagao B.0.47).

5.5 Estrelas hibridas sem fase mista

Para descrever matematicamente a matéria dentro de uma estrela hibrida, devemos
utilizar as equagoes de estado hadronica (ver se¢do 3.1) e de matéria de quarks (ver se¢do
5.3). Existem duas maneiras de construir uma EoS para estrelas hibridas, uma com fase

mista e outra sem fase mista (as fases da matéria de hddrons e da matéria de quarks
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estdo em contato direto). No primeiro caso, temos a condi¢ao de Gibbs (GLENDENNING,
2012): onde considera-se que os potenciais quimicos de néutrons e elétrons sdo continuos
em toda a matéria estelar, de acordo com as regras da termodinamica padrao para a
coexisténcia de fases. O segundo caso é conhecido como a condi¢ao de Maxwell: onde o
potencial quimico do néutron é considerado continuo, enquanto o potencial quimico do
elétron sofre uma descontinuidade. Esta condicdo enfatiza o fato de que apenas um tnico
potencial quimico é comum as duas fases. Existem pesquisas onde as condi¢oes de Gibbs e
Maxwell foram estudadas e confrontadas (PAOLI; MENEZES, 2010; MARUYAMA et al.,
2007). Nestes artigos, os autores concluiram que nao ha grandes diferencas nas quantidades
macroscopicas (o raio e a massa) para estrelas hibridas com e sem fase mista. Portanto,
nesta tese, vamos considerar a construgao de Maxwell. Para o caso de estrelas hibridas

sem fase mista, as EoS devem satisfazer a seguinte condicao
pi =p? e Pl =P (5.5.1)

onde o sobrescrito H (Q)) representa a fase hadronica (fase de quarks). Desta forma, vamos
considerar duas EoS para estrelas hibridas construidas com as parametrizacoes GM1 (fase
hadrénica) e SU(3) RKH (fase de quarks), e GM1 (fase hadrénica) e SU(3) HK (fase de
quarks).

5.6 Resultados

A figura 19 mostra as EoS para estrelas hibridas sem fase mista, construidas com
as parametriza¢oes GM1 e SU(3) RKH, e GM1 e SU(3) HK. A partir da figura pode-se
observar que o plateau mostra a transicao de fase entre a matéria hadronica e a matéria

de quarks.

"GMI ¢ SU3) HK ——
GM1 e SU3)RKH ——

P [fm™]

e [fm™]

Figura 19 — Equacao de estado para estrelas hibridas sem fase mista.

Na figura 20, apresentamos os resultados da relacao entre a massa e o raio de uma
estrela formada de hadrons e quarks sem fase mista. Os limites de massa dos pulsares PSR
J1614+230, PSRJ0348+0432, e PSR J0740+6620 sao diagramados para comparacao. As

curvas fechadas com linhas sélidas (linhas tracejadas) representam a relagio entre a massa
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e o raio extraidos do pulsar PSRJ0030+2019 (PSRJ0030+2021) de acordo com medigoes
do telescépio NICER. Podemos verificar que as massas maximas dos modelos GM1 e SU(3)
HK e GM1 e SU(3) RKH sédo diferentes para cada valor do pardmetro A. Notamos que
valores menores de A negativos favorecem a pressao do fluido para suportar estrelas com
massas maiores e, em contraposi¢ao, um valor grande de \ positivo produz configuragoes
estelares com massas menores. Devemos destacar que o ponto sélido representa a massa
méaxima da estrela. Assim, os pontos que se encontram a esquerda da cuspide representam
estrelas hibridas; e os pontos que se encontram a direita da ctuspide representam estrelas
hadrénicas. Por tanto, toda a analise realizada para estrelas hadronicas no capitulo 4 serve
para explicar o lado direito da curvas tanto para o modelo GM1 e SU(3) RKH quanto para
o modelo GM1 e SU(3) HK. Em relagao ao lado esquerdo apés a clispide, somente podemos
afirmar sobre a estabilidade ou nao das estrelas, por meio do calculo das frequéncia de
oscilagoes radiais, como realizado em (PARISI et al., 2021). Se considerarmos somente a
condigao OM /Jp > 0, a afirmagcao seria de que nao existem estrelas hibridas estaveis junto
a este modelo. Contudo, futuramente, devemos criar um cédigo para analise de oscilacoes

radiais em estrelas anisotrdpicas.

Observamos que para estrelas construidas dentro do modelo GM1 e SU(3) HK (veja
o lado direito da figura 20), a curva relacionada ao fator anisotrépico A = —1,0 é a tinica
que satisfaz todas as restrigoes obtidas a partir das observagodes de pulsares. Além disso,
podemos destacar que a diminuicao do fator anisotrépico produz um aumento do raio para
a mesma massa estelar, esse comportamento desloca o modelo GM1 e SU(3) RKH e GM1
e SU(3) HK das regides mais centrais. Podemos ver que nossos resultados associados a
parametrizacdo GM1 e SU(3) HK sdo mais precisos e mais préximos da evidéncia empirica
para estrelas de néutrons. Portanto, as EoSs com parametrizagoes GM1 e SU(3) RKH
e GM1 e SU(3) HK reproduzem as regioes observacionais recentes para as estrelas de

néutrons.

Na tabela 4, mostramos como M,,., € R dependem do parametro A\ com parametri-
zagoes GM1 e SU(3) HK, e GM1 e SU(3) RKH.

) 2 1 0 1 2
Mpeo(Mo) 2,78 227 1,90 1,59 1,35
Rlkm| 12,90 13,03 12,81 12,60 12,39
Mo (Mo) 2,68 233 1,96 1,65 1,40
Rlkm| 12,65 1248 12,53 1242 12,23

Tabela 4 — Os valores de M;,,q; € R com parametrizagoes GM1 e SU(3) HK, e GM1 e SU(3)
RKH.

GMI1 e SU(3) HK

GM1 e SU(3) RKH
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Figura 20 — As massas gravitacionais de estrelas hibridas sem fase mista em fungao do raio. No
painel esquerdo, a figura foi construida com a parametrizacaio GM1 e SU(3) RKH,
e a figura do painel direito foi obtida com a parametrizacao GM1 e SU(3) HK.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, examinamos de que maneira as oscila¢oes nao radiais de estrelas
hadronicas e de quarks sao afetadas quando consideramos uma pressao anistropica dentro
delas. Para lidar com estrelas hadronicas, implementamos duas parametrizagdes diferentes
(GM1 e NL3) que fazem parte do modelo de campo médio relativistico. Em contraste, para
lidar com respeito a matéria de quarks, empregamos o modelo de sacola do MIT. Para
simplificar nossa andalise, estabelecemos que as perturbagoes métricas devem ser fixadas
enquanto os parametros que definem o fluido para as estrelas compactas (hadronicas e de
quarks) sdo perturbadas (aproximagao de Cowling). Como resultado disso, fomos capazes
de integrar numericamente as equagoes nao radiais para obter a frequéncia da oscilagao
fundamental do modo f. Informagoes adicionais sao obtidas combinando os resultados da

oscilagdo com outras propriedades fisicas, conforme mostrado nesta tese.

No que diz respeito as estrelas hadronicas e de quarks, descobrimos que a anisotropia
altera as seguintes propriedades estelares: a frequéncia de oscilacdo fundamental do modo
f, a massa total, o raio total, a raiz quadrada da densidade média, a densidade central, o
frequéncia normalizada e o desvio para o vermelho gravitacional da superficie. Dependendo
do tipo de estrela a ser usada, a influéncia dos resultados da anisotropia é mais obvia
em alguns casos do que em outros, por exemplo, para estrelas hadrénicas com pequenas
densidades médias, suas frequéncias fundamentais do modo f divergem ligeiramente. O
mesmo pequeno efeito é observado no desvio para o vermelho gravitacional para massas
de estrelas estranhas e hadronicas abaixo de 1,5 My ; ou seja, as EoS que utilizamos neste
trabalho nao da para distinguir se temos uma estrela hadrénica ou estrela de quarks
por meio da figura do desvio para o vermelho gravitacional. A mesma situacao acontece
para estrelas de quarks com pequena massa em fun¢ao do raio total. Porém, um grande
impacto da anistropia é claramente visualizado em outras relagoes, tais como, a frequéncia
fundamental do modo f em funcdao da massa total é modificada significativamente para as
estrelas de quarks. Outro grande impacto existe para a frequéncia normalizada em funcao
da massa estelar como resultado da anisotropia, como podemos observar nas figuras 9 y
11. Além disso, encontramos efeitos perceptiveis da anisotropia para estrelas hadronicas
com massas superiores a 0,3 M e raio menor de 14 km no modelo GM1 e um raio menor
de 15 km no modelo NL3. Uma situacao semelhante ¢ percebida para a massa total em
funcao da densidade central. As EoS utilizadas neste trabalho nos permite dizer que as
estrelas de quarks emitem ondas gravitacionais mais altas do que as estrelas hadrénicas,
ou seja, a anisotropia aumenta a frequéncia de estrelas de quarks para valores mais altos

da frequéncia do modo f do que a frequéncia hadronica.

Em relagao as estrelas hibridas, devemos destacar que mais uma vez o parametro
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A desempenha um papel importante na determinacao das massas maximas, tanto para o
modelo GM1 e SU(3) HK quanto para o modelo GM1 e SU(3) RKH. Assim, vemos que a
anisotropia afeita notavelmente as quantidades macroscépicas de massa e raio. Notamos
que nao existe uma grande diferenga nos resultados dos observéaveis (massa e raio) entre
as parametrizagoes GM1 e SU(3) RKH, e GM1 e SU(3) HK, isso pode ser visto na tabela

4 que mostra os resultados para diferentes valores de .

Em conclusao, todas as caracteristicas mencionadas nas linhas acima sugerem que
o parametro anisotropico A controla todas as propriedades estelares das estrelas compactas
¢ pode ser usado como parametro de ajuste para reproduzir dados observacionais de massa
e raio. A partir da comparacado de nossos resultados com dados observacionais recentes,
pode-se ver que alguns de nossos resultados tedricos concordam com a evidéncia empirica
para estrelas de néutrons, ou scja, algumas equacgoes de estado usadas nesta tese sao 6timas

candidatas para descrever estrelas de néutrons realisticas.

Os resultados obtidos nesta tese podem ser tteis para estudar o efeito do pardmetro
A nas oscilagoes nao radiais considerando estrelas hibridas anisotropicas. Também, pode-se
estudar os efeitos nas oscilagoes nao radiais considerando estrelas hibridas com e sem
fase mista. De fato, esta analise esta atualmente em desenvolvimento e serd mostrada em

trabalhos futuros.
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APENDICE A - Sistema de unidades

E conveniente utilizar como convengao G =c =k =1

1 =c=29979 x 10'%m/s,
1 =G =6.6720 x 10 %cm3g's72%, (A.0.1)
1=k =1.3807 x 10 erg/K.

Essas defini¢bes podem ser tratadas como equagoes. Por exemplo, temos

1s = 2.9979 x 10'%cm, (A.0.2)
1g = 7.4237 x 10~ %cm, (A.0.3)
1k = 1.3807 x 10 '%erg, (A.0.4)
1572 = 1.4988 x 107, (A.0.5)
lerg = 1g em? ™2 = 8.2601 x 10~ cm, (A.0.6)
ldyne/cm® = 8.2601 x 10™*km 2, ( )
lg/cm® = 7.4237 x 10~ ¥km 2. ( )

Uma unidade de energia conveniente em fisica nuclear e fisica de particulas ¢ um milhao

de elétron-volts ou MeV, sua conversao ¢ dada por

IMeV = 1.6022 x 10 %erg = 1.3234 x 10~*°cm, (A.0.9)
= 1.787 x 10™*"erg = 1.1604 x 10'°k. (A.0.10)

O alcance da forca nuclear é definida como um fermi
1fm = 10~ Pcm. (A.0.11)

O conversao do valor da constante de Planck h = 27h ¢ possivel a traves da seguinte
relacao
hc =197.33MeV fm. (A.0.12)

Dado que estamos trabalhando em unidades naturais, das expressoes acima podemos obter
1/fm* = 197.33MeV fm?. (A.0.13)
Podemos encontrar a densidade de energia

IMeV / fm® = 1.7827 x 10'%g/cm®, (A.0.14)
= 1.6022 x 10%dyne/cm”. (A.0.15)
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Outros fatores

1MeV /fm® = 1.3234 x 107 /km, (A.0.16)
1/fm* = 197.33Mev fm?, (A.0.17)
1M ® = 1.4766km. (A.0.18)
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APENDICE B - Aproximacio relativistica de
campo médio (RMF)

Antes de encontrar as equacoes de estado, mostramos a continuacao o aparato
matematico da teoria de campo médio relativistico. Primeiramente, vamos tratar os campos
barionicos ¢ mésons sem 1éptons. Depois, encontraremos as equagoes de estado para os

campos leptonicos.

Os operadores dos campos mesdnicos® sao substituidos por seu valor esperado no

estado fundamental, da seguinte maneira

o — (o) =00 (B.0.1)
wh — (W) = b,0wo (B.0.2)
P — (09) = 0,00" pos. (B.0.3)

Se considerarmos que os campos mesonicos sao assumidos independentes do tempo, ou

seja
8()0' = 0,
80(,4)‘u = 0,
0= 0. (B.0.4)

Considerando que o espago é isotrépico (ndo ha uma direcao preferencial) para a matéria

barionica, temos que

(@) =0, (B.0.5)
(o) =0, (B.0.6)

onde j = 1,2, 3 sdo as componentes espaciais. As componentes espaciais dos campos do
mésons vetoriais desaparecem sob simetria rotacional. Somente o terceiro componente de
isospin do campo méson p,, tem um valor diferente de zero, por causa da conservagao de
carga. Assim

(T - 0") = (Tupl + Taph + T3pl) = Tap§ = Tapos, (B.0.7)

onde pp3 corresponde a terceira componente de isospin. Portanto as equagoes para os

1 veja as equagdes (3.1.6)-(3.1.8).
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ntcleons e mésons sao

(i7u0" — 8w wo — 47 Tsipos — Mi + 84i00)Y; = 0, (B.0.8)
b 2 ¢ 3 goi —
gg = —2m(27 (QUUO> - Gmg (gaUO) + ; m_§<wiwi>’ (BOQ)
wo =3 ff:z (1 i), (B.0.10)
Epi —
pos = D 5Ty i) (B.0.11)
i p

Redefinindo as constantes de acoplamento para os campos mesonicos da seguinte forma

oi = ToLo, (B012)
i = T, (B.0.13)
8pi = Tp8p- (B.0.14)

A densidade escalar do barion ng; e a densidade do niimero de barions n; para uma espécie

1 estdo definidas como

_oymi ke K2dk

w = (Pab) = : B.0.15
n <¢ w > 271'2 0 k? n m;FQ ( )
n; = (i) = ’Y/O (27)3 = @k?ﬁi, (B.0.16)

onde 7 ¢é o fator de degenerescéncia (de spin), kp; indica o momento de Fermi para um
barion 7, e k representa o momento vetorial da particula barionica. Inserindo estas tltimas

relagoes nas equacoes (B.0.8) até (B.0.11), obtemos

(Z*%au - xwgw’YOWO - %gp’YoT&'Poa —m; + %gago)lﬂi =0, (B-0~17)
b 9 c 3 Toly
Op = —W(QUUO) - @(QUUO) +; m?, Nsiy (B.0.18)
wo =3 TeBey (B.0.19)
T
Po3 = Z LngTgini. (BOZO)
P

Similar a solugao para a particula livre de Dirac, assumiremos que a solucdo para os

campos dos ntcleons (B.0.17) é dada por fungdes de ondas planas do tipo

P(x) = (k)e ™, (B.0.21)

onde k é o momento da particula; ¢ (k) representa um espinor com quatro componentes, e
ademais temos que k - x = k,z*. Apds de substituir (B.0.21) em (B.0.17); e omitindo os

campos vetoriais, a equagao (B.0.17) pode escrever-se como

[y k" —m*Ju(k) = 0, (B.0.22)
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onde m* = m — g, 0. Multiplicando pela esquerda por 7v,k” +m™*, e usando as propriedades

das matrizes gamma, encontramos que
(kb —m** ) (k) = 0. (B.0.23)

A energia do nicleon estd dada por

e(k) = ko = k2 +m*. (B.0.24)

Para avaliar os valores esperados (B.0.15) e (B.0.16), vamos recorrer a técnica utilizada em
(GLENDENNING, 2012). Assim, o valor esperado de um operador no estado fundamental

é definido da seguinte maneira
(YT s, (B.0.25)

onde, k£ denota o momento e s o espin para uma particula. O valor esperado para um

sistema com varios nicleons é expresso como

dk

)i,sOlp — e(k)], (B.0.26)

onde e(k) é a energia positiva das particulas, a variavel p é o potencial quimico. A soma
em s da equagdo acima é sobre todos os estados de espin dos estados ocupados e ©(x) é a
funcao degrau que tem valor unitario para x > 0 e valor igual a zero para outro caso. O
Hamiltoniano de Dirac ¢é

Hp =vwly-k+m"]. (B.0.27)

Calculando o valor esperado para uma particula i do nicleon (vamos omitir o indice i),

temos
(wTHD¢)k,s - e(k)(dﬂw)k,s = e(k)v (B028)

onde foi utilizada a condigdo de normalizagao (¢)7¢));., = 1. Tomando a derivada do lado

esquerdo da equagao (B.0.28) com respeito a ¢, obtemos

0 OH de(k)
—(tH t—=2 — B.0.29
a0 o = (0 %50) =258 (B.0.29)
onde ( pode ser qualquer variavel do Hamiltoniano Hp. Por exemplo, assumindo ( = m,
obtemos 8 ) i
e m
= . B.0.30
ke = om” = Vit r (B.0.50)
Portanto, o valor esperado para o termo (1)) é
‘kF m* y ke E*m*
= = dk——. B.0.31

A densidade barionica chega a ser

p= (i) / dkk? = k: . (B.0.32)
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Também podemos encontrar o valor médio da seguinte expressao

(W(a -k + Bm*)y

k:2 +m}’ (B.0.33)

onde a; = 79v;. Aproveitando a definicao dada pela equagao (B.0.29), encontramos

(Wha - )y (B.0.34)

)= 51 [ m

Para encontrar as equacgoes de estado para um fluido isotrépico, vamos utilizar a expressao

canoOnica para o tensor energia momento

oL
T = 0g [ —=—) = g L. B.0.35
Inserindo a densidade lagrangiana (3.1.1) em (B.0.35), obtemos

_ 1 1
T = Z 1V, 000 + 0,00,0 4 Q4,00 + ?auaﬁa + G [—§Gaaﬁaa + §m302
1 1
—b(g,0)* + —c

1 v
iE TR T

1 1 o1
§miw#w“ + ZLPW -Pr— §mi7u . 7“] .
(B.0.36)

Aplicando a aproximagao RMF ao tensor energia momento (B.0.36), temos a seguinte

expressao
— 1 50, 1 g, 1 g 1o 9 1 5,
T, = ; W0 + G 5% + gb(gaao) + @C(QUUO) — MW T 51,008 -
(B.0.37)
Os valores esperados da densidade de energia e a pressao no estado fundamental sao dados
por
g = <T00> 5 (B038)
1
P= §<T“) ,1=1,2,3. (B.0.39)

Avaliando a densidade de energia da equagao (B.0.37)

1 1 1
,bm(9a00)3 + —c(go00)! + smiwi + mpp03 . (B.0.40)

T ;
00 = Z“ﬁ Y000 + m 2op + 1 7 7

3!

Com auxilio da equagoes (B.0.17), (B.0.19), (B.0.20) e (B.0.33), encontramos que

v kri 9 1 1 1 9 9 1
€= ﬁ;/o k dk\/k2_|_m + 2m Uo + 3'6(9000) i c(gs00)* + 2m - wy + 2mpp03

(B.0.41)
A equacgao de estado da pressao é dada por
1 1 1 1 1
P = 3 Zw 17050 — m 28 — 3!b(gaao)?’ — Ec(gaao) + 2m2w(2, + 2mpp03,

(B.0.42)
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onde o primeiro termo do lado direito da equagao acima pode ser rescrito como
— —
iy 0 = Ol A - kb, (B.0.43)

portanto, temos que

-5 % wfi L m2o8 = Sb(gron)® — elgs0)' + S+ tm2ed,
(B.0.44)
De outro lado, a densidade lagrangiana para os léptons é
= ;El(maﬂ — my)y, (B.0.45)
onde [ € e~ , u~. Logo, O tensor energia momento sera dada por
T = 00,000 (B.0.46)
Considerando a aproximagao do campo médio, obtemos as seguintes expressoes
g = %Z k*dkr/ k2 +m,
1
p= 3; Z / o k4dk (B.0.47)

Assim, a densidade de energia e a pressao total sdo dados por

v kpi - 1 : 1 1 1
E = 2—7_[_2 ;/0 dek\/ kf2 -+ miz + émigo 3'b(g0'0-0)2 + = 4| (gﬂ'o-o) + imiwg + §m?}pg3

1 kri 9 ,
+le:/0 k2 dky/ k2 + m;,

(B.0.48)
v Bk 1, 5 1 , 1 L,
= 510(9000)" = 37e(9000)* + Smies + Smip,
3(2#2);/\//{27 Al 2 2"
1 /kFl k*dk

\/kQ—i—ml

(B.0.49)
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APENDICE C - Aplicacio do modelo de
sacola do MIT

Consideremos que temos um gas de férmions contido dentro uma cavidade esférica.
Dado que somente temos particulas férmionicas, a equacao de estado podera ser calculada
de forma andloga ao procedimento feito na se¢ao (3.1). Dessa mancira, a densidade de

energia sera

V2 )
e {1 lﬂ(ﬂ2+m2)3/2—%m2/<c /K2+m2_%m4ln( il +n;n _Hi)]}. (C.0.1)

" on2 |4

O potencial quimico é definido como
p=vVK>+m2 (C.0.2)

Se considerarmos a degenerescéncia de spin v = 2, a expressao fica como

1 1 1
o ) o (2
m

A pressao de um gas de férmions serd dada pela equagdo achada no apéndice (B)
1 1 3 3 VK2 2
p= S SV mE — SmPke? +m? + Smin VA me , (C.0.4)
3272 |4 2 2 m
reescrevendo a ultima equacao em funcao do potencial quimico, encontramos que
5 3
[/m (/ﬂ — §m2 + —m*In M—H” : (C.0.5)

2 m

p= 1272

As expressoes acima devem ser multiplicadas por um fator 3 dado que os quarks possuem
trés diferentes cores. Além disso, devemos ter em conta que os quarks contém diferentes
sabores. Se aplicarmos o modelo de sacola, na densidade de energia, teremos que adicionar
um fator B a qual representard a energia da sacola; e para a pressao, precisaremos restar
um fator B, a qual representara a pressao da sacola. Com tudo, as expressoes para € e p

ficaram como

onde f indica a soma sobre os diferentes sabores de quarks. Para um certo sabor f de
quark sem massa, a densidade barionica é dada por

i

Pf = 2 (C.O.S)
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A densidade de energia e a pressao sao escritas como

3’
= 4_7;20’ (C.0.9)
4
7

A soma das pressoes para cada sabor de quark deve ser balanceada pela pressao da sacola,

de modo que
> s =B, (C.0.11)

e a densidade de energia total é
e=> e +B=3) p;+B=4B. (C.0.12)
f f

Se considerarmos que temos um gas de quarks u e d, a neutralidade de carga exige que a

relagdo entre as densidades seja pg = 2p,. Assim, utilizando a eq. (C.0.8), encontrarmos

que
1
= —g, C.0.13
Ha = 75 Ha ( )
onde p = p,. A correspondente pressao ¢ dada por
_ o 3 (:U/Q)4 _
P2 = pp+pa = (1+ V16) i B, (C.0.14)
dessa forma temos que a energia total e a densidade barionica é
€2 = 3ps + B = 4D, (C.0.15)
1(pa\ 4
=—|—=] == C.0.16
PB2 3 (Pd) 2 ( )

A densidade de energia por barion é obtida dividendo as equagoes (C.0.15) e (C.0.16).

Além disso, devemos utilizar a equagdo (C.0.14) o qual resulta na seguinte expressao

2 (14 2433 (un?)VABYA = 6,441 BV, (C.0.17)
PB2

A energia por barion em um gas de néutrons livres é a prépria massa do néutron, a qual
é de 939.6 MeV. Entdo para uma matéria composta por quark v e d, o valor do B'/*
deve ser superior a 145.9 MeV. Agora, uma matéria composta por trés quarks possui uma
densidade de energia menor que uma matéria composta por quarks u e d. Além disso, a
energia do nicleo estavel para esse tipo de matéria é tal que 5.714BY* < 930 MeV. Dados

estes valores, vemos que a constante da sacola compreende

145Mev < BY* < 163Mev. (C.0.18)
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APENDICE D - Simbolos de Christoffel

A métrica para uma massa gravitacional estatica e que possui simetria esférica é
escrita como
ds® = e®dt® — Mdr? — r?dh? — r? sin® Od¢?. (D.0.1)
As componentes do tensor métrico estao dados por
Joo = 6@7 g1 = —6A7 22 = —7’2; 933 = —7”sin® 0,
g =0 para p # v. (D.0.2)

As componentes do tensor contravariante g'” sao

-1 -1
00 _ —® 11 _ _ A 2 _ _ -~ 3B _ - D.0.3
g € ) g € ) g 7"2 i g 7"2 Sin29 ( )

Para calcular os simbolos de Christoffel, utilizamos a seguinte equagao

1
Fﬁy = 596(1 (gl/a,,u, + Juoy — g,uy,a) . (D04)

Os simbolos de Christoffel diferentes de zero sdao dados por

1 1
Iy, = §A/7 Lo = 56‘1)_‘“ P, [, = —sinfcosb,
1 cosf
I, =—re® 2 =- s, = — D.0.5
22 re -, 127 0 287~ 509’ ( )
1 1
I, = —re *sin? 9, I3, = p Y, = 5cp’7

onde o simbolo linha representa a derivada parcial com respeito a r.
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APENDICE E - O método linear de shooting

Um método numérico para resolver um problema de valor de contorno (PVC) é o
método chamado shooting method. Este método consiste em tratar o problema como um
problema de valor inicial (PVI), isto é, as condigdes de contorno serdo especificadas no
ponto inicial. Ou seja no shooting method nbs atiramos trajetorias em dire¢oes diferentes
até que encontrarmos uma trajetéria que tenha o valor do contorno desejado. O nome do
método shooting é derivado da analogia com o tiro ao alvo (veja figura): atiramos no alvo
e observamos onde ele atinge o alvo, com base nos erros, podemos ajustar nosso objetivo e

atirar novamente com a esperanca que atingira perto do alvo.

Figura 21 — Figura tomada de (KONG; STAUW; BAYEN, 2020).

Para ilustrar este método, consideremos um problema general de contorno para

uma equagao diferencial linear do segunda ordem

y'(@) = p(x) - ' (x) + q(2) - y(z) + r(2) (E.0.1)

onde p(z), q(x) sdo fungdes arbitrarias e r(x) pode ser considerado como um termo fonte.

Os valores de contorno podem ser prescritos como

yla) = o, y(b) =B (E.0.2)

A equacao diferencial de segunda ordem pode ser reduzida para um sistema de duas
equacoes diferenciais de primeira ordem, as quais podem ser resolvidos por métodos

numéricos. Assim temos

g'(z) = p(x) - g(x) + q(z) - y(x) +r(z) (E.0.3)

e as condigoes de contorno dadas por (E.0.2).

método shooting comeca, escolhendo um valor de contorno especifico para
O método shoot , lhend lor d t fi

y(a) = o como uma condigdo inicial. Outro valor que precisamos como condi¢ao inicial
é y'(a) = g(x) para resolver E.0.3, entdo temos que supor um valor inicial para que o

valor do contorno y(b) = (3 scja satisfeito. Para este método ¢ suficiente supor dois valores



APENDICE E. O método linear de shooting 95

para s = g(a) = /(a). Assim, para encontrar o valor correto s que dé a solugao y(b) = S,
pode ser encontrado por meio de interpolagao linear. Note que a funcao y(z) é sempre
proporcional a s quando a equacao diferencial é linear. Para quantificar a qualidade do
valor resultante para nossa suposigao inicial s = g(a) = 3/(a), podemos introduzir uma

funcao de error ¢:
o(s) = y(bss) = b (B.0.4)

A fungao suposicao inicial s = sx é encontrada quando o valor da fungao error é

(sx) =0 (E.0.5)



