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Resumo

A teoria de Maxwell-Higgs indica que vortices magnéticos BPSs (autoduais) sao configura-
¢oes estaveis encontradas no limite da transicao de fase entre os supercondutores tipo I e
tipo II. Tais solitons possuindo também campo elétrico foram estudados inicialmente por
meio da Eletrodindmica de Chern-Simons-Higgs, cuja aplicacao tange a fisica de anions e
do Efeito Hall Quantico. Nesta tese, investigamos novas estruturas de vértices autoduais
em modelos alternativos. Apontamos a existéncia de solu¢oes topologicas em um cenario
onde um campo complexo projetivo C'P (2) é acoplado ao campo de calibre abeliano; em
adicao, mostramos que esta ultima teoria é capaz de suportar configuracdes BPSs nao
topolédgicas quando uma funcao dielétrica dependente do campo complexo é considerada,
ou quando a dindmica do campo de calibre é regida pela agdo de Chern-Simons. Além
disso, sugerimos a formacao de novos vortices autoduais com e sem campo elétrico no
modelo sigma O (3) calibrado e na presenga de meios dielétricos, introduzindo um campo

escalar real responsavel por descrever os efeitos das estruturas internas.

Palavras-chave: Vortices topologicos e nao topolégicos; Formalismo BPS; Teorias de

calibre.



Abstract

The Maxwell-Higgs theory indicates BPS (self-dual) magnetic vortices are stable configu-
rations found at the phase transition limit between the type I and type II superconductors.
On the other hand, magnetic vortices possessing an electric field are described by the
Chern-Simons-Higgs Electrodynamics, with applications in the physics of anions and
Quantum Hall Effect. In this thesis, we investigate new structures of self-dual vortices
in alternative models. We find out topological solutions in a scenario where a complex
projective field C'P (2) interacts with an Abelian gauge field. Besides, we show this last
model can also support nontopological vortex either in the presence of a dielectric function
depending on the complex field or when the Chern-Simons action controls the gauge field
dynamics. Moreover, we suggest the formation of new topological vortices with and without
electric field, which are described by the gauged O (3) sigma model in the presence of
dielectric media engendered by introducing a real scalar field responsible for generating

the effects of the internal structures.

Keywords: Topological and nontopological vortices; BPS formalism; Gauge theories.
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ro = 1 e alguns valores de 0. Ambas as Figs. seguem as convengoes da
Fig. 57. .« o o
Na Fig. 60a, potencial elétrico na origem (Ap(0) = wy, verde) e maxi-
mos dos campos elétrico (Fyax, preto) e magnético (Byay, azul) e da
densidade de energia (Es; max, vermelho) em funcao de n. Na Fig. 60b,
posigoes radiais de Epax (g, preto), Bmax (75, azul) € s max (72, verme-
lho) como fungées de n. Nas duas Figs., consideramos k = rg = o = 1.
Os simbolos bola e caixa (diamante) referem-se ao modelo com (sem)
um meio dielétrico. Em particular, o simbolo bola (caixa) corresponde

ao maximo externo (interno). . . . . . . ... ...
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Figura 61 — Potencial elétrico Ay(0) = wp e densidade de energia Ex(0) em r =0 e
extremos dos campos elétrico e magnético com suas respectivas posicoes
radiais em fungdo de ro com n = 0 = k = 1 (Fig. 61a) e de o com
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1 INTRODUCAO

O grande marco histérico que abriu caminho para o estudo de vértices magnéticos
ocorreu em 1911 com a publicagao do trabalho de H. K. Onnes [1] sobre condugao elétrica
a baixissimas temperaturas. Analisando uma amostra de mercurio, Onnes pode perceber
que, abaixo de uma temperatura critica' To ~ 4,2 K, a resistividade desse metal cafa
abruptamente para zero. Ele associou entao essa interessante propriedade a um novo
estado da matéria: o estado supercondutor. Outra contribuicao notéria dada a teoria da
supercondutividade foi realizada somente em 1933 por K. W. Meissner e R. Ochsenfeld
com a descoberta experimental de uma espécie de diamagnetismo perfeito, que ficou
conhecido como Efeito Meissner-Ochsenfeld [2]. Uma descrigdo fenomenolégica de tal
efeito foi proposta dois anos mais tarde pelos irméos London [3]. Ambos consideraram a
densidade eletronica total N como sendo divida em duas partes homogéneas, N = Ng+ Ny;
a primeira contribuicdo Ng, nula acima de T, refere-se aos elétrons supercondutores e
a segunda Ny, aos elétrons no estado de conducao normal. O modelo de dois fluidos
eletronicos é bastante rudimentar, pois nao leva em conta a variagao espacial da distribuicao
eletronica no metal. Contudo, baseada no processo termodinamico de trasicao de fase de
segunda ordem, uma teoria local viria a ser desenvolvida em meados dos anos 50 por V.
L. Ginzburg e L. Landau [4, 5], na qual eles introduziram o pardmetro de ordem, uma
fungao de onda efetiva para representar a densidade dos superelétrons Ng = |¢ (7) |2. Essa
teoria permintiu a A. A. Abrikosov classificar os supercondutores em tipo I e tipo II em
1957 [6]. Os estados supercondutores sao mantidos desde que nao sé a temperatura 7T,
mas também os médulos do campo magnético externo H e da densidade de corrente
elétrica J aplicados estejam abaixo de intesidades criticas He e Jo, respectivamente.
Em especial, um supercondutor tipo II possui dois campos magnéticos criticos, tais que
Hey < H < Hes. Nesse intervalo, H consegue pernetrar o material formando uma rede
cristalina triangular de vortices magnéticos com fluxos quantizados. Uma das primeiras
observagoes experimentais das redes de Abrikosov foi feita 1967 por U. Essmann e H.
Trauble [7]. A explicagdo miscroscopica do fendmeno da superconditividade foi dada ainda
em 1957 a partir do desenvolvimento da teoria BCS por Bardeen, L.. N. Cooper e J. R.
Schrieffer [8]. Eles creditaram a auséncia da resistividade a bosonizagao de dois elétrons em

um par de Cooper de spin nulo, que se propaga por entre os vértices sem dissipar energia.

No ambito da Teoria Classica de Campos, o tratamento de vértices surgiu inicial-
mente com H. B. Nielsen e P. Olesen em 1973 como uma proposta para descrever cordas
duais [9], por meio da agdo de Maxwell-Higgs. No limite nao relativistico, o referente

funcional de energia coincide com a energia de livre de Helmohltz introduzida no modelo

1 Pode variar de um material para outro.
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de Ginzburg-Landau, pela identificacdo do campo de Higgs como o pardmentro de ordem.
Em tal correspondéncia, o processo de trasicao da fase normal para a supercondutora
de um metal estd relacionado ao mecanismo de Higgs. A interpretacao dos vortices re-
lativisticos como sélitons — ou defeitos — topoldgicos surgiu apds o trabalho de E. B.
Bogomol'nyi publicado em 1976 [10], no qual ele investiga a estabilidade de paredes de
dominios, vortices, monopolos magnéticos e dyons. O método de estabilidade utilizado por
Bogomol’'nyi também fora usado para o estudo do monopolo de 't Hooft-Polyakov e do
dyon de Julia-Zee por M. K. Prasad e C. M. Sommerfield dois anos antes [11] e, por isso,
¢é conhecido hoje como formalismo BPS. Um defeito tem forma e energia bem definidas e
surge como solucao classica, estavel, estacionaria e localizada de um sistema fisico nao
linear. J4 um séliton é um defeito viajante com velocidade bem definida, que pode até
mesmo interagir com outro séliton sem sofrer deformacao. Esses objetos se dividem de
maneira basica em duas categorias: os topoldgicos e os nao topolégicos. A estabilidade deles
esta intimamente ligada a uma lei de conservacao. Enquanto os topoldgicos decorrem da
carga topoldgica conservada (a exemplo daqueles previstos por Bogomol'nyi), a existéncia
dos nao topoldgicos advém da conservacao da carga de Noether, ou ainda de ambas as
cargas, como é o caso dos Q-balls e Q-lumps [12], em ordem. Vale dizer que a carga
topoldgica é quantizada em termos do winding number (do inglés, nimero de enrolamento)
n, um numero inteiro associado a relacao de homotopia entre os manifolds dos espacos
fisico e interno. Isso reflete também diretamente na quantizagao do fluxo magnético do

vortice, cuja topologia é classificada segundo o grupo fundamental de Poincaré m; (S1).

Vortices relativisticos autoduais — BPSs — topoldgicos e nao topoldgicos possuindo
carga elétrica foram incialmente abordados dentro das Eletrodinamicas de Chern-Simons-
Higgs [13-15] e de Maxwell-Chern-Simons-Higgs [16] nos anos 90. A investigagio de tais
defeitos comegou a partir do estudo do Efeito Hall Quéntico [17-19] e da teoria dos
dnions [20]. Esses vortices, diferentemente dos de Abrikosov, exibem ainda momento
angular e momento de dipolo magnético. O fluxo magnético e estas duas tltimas grandezas
sdo quantizadas em cada setor topolégico nao trivial (n # 0); porém, eles ndao sao
quantizados no caso nao topolégico, no qual a simetria de gauge (do inglés, calibre) U(1)
nao é espontaneamente quebrada. Apesar de a teoria de Maxwell-Higgs usual ndo suportar
vortices BPSs nao topoldgicos, experimentos tém mostrado a ocorréncia de fluxo magnético
nao quantizado em supercondutores devido a efeitos de bordas [21], conforme previsto por
J. Bardeen em 1961 [22]. Além disso, em anos recentes, modelos generalizados por termos
cinéticos nao canodnicos tém apontado a existéncia de vértices nao topolédgicos, a exemplo
do trabalho de D. Bazeia et al. divulgado em 2005 [23].

Motivados por essas ideias, nés investigamos a existéncia de novas estrututras de
vortices topoldgicos e nao topologicos. Para isso, apresentamos no capitulo 2 os principais
conceitos relacionados a Topologia e Teoria de Grupo, os quais servirao de auxilio para

melhor compreensao desta tese. No capitulo 3, falamos brevemente sobre os aspectos
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basicos da teoria de Ginzburg-Landau, bem como revisamos o formalismo BPS aplicando-o

aos modelos de Maxwell-Higgs, de Chern-Simons-Higgs e de Maxwell-Chern-Simons-Higgs.

No capitulo 4, introduzimos a a¢ado de campos complexos projetivos CP(N — 1)
calibrada, com a qual A. Yu. Loginov indicou em 2016 a formagao de vortices abelianos
de segunda ordem? tanto com fluxo magnético quantizado quanto ndo quantizado, para
N = 3, em duas circustancias distintas. Mostramos ainda que os estados BPSs dos vortices
de Loginov equiparam as duas diferentes configuragoes por uma simples renormalizacao.
Esse é o contetido do nosso primeiro artigo, publicado na revista Physics Letters B [24].
Ademais, extensoes generalizadas e com a a¢ao de Chern-Simons do modelo C'P(2) que
temos investigado sao discutidas nos capitulos 5 e 6, em sequéncia, e indicam o surgimento
de vértices de primeira ordem nao topoldgicos (um fato interessante descoberto foi a
obtengao de fluxos magnéticos quantizados para certos valores do winding number, mesmo
com os campos escalares atingindo estados de minimo simétrico). Em particular, veremos
que os novos vortices carregados exibem um efeito de inversao de campo elétrico. Os
capitulos 5 e 6 sdo temas dos nossos segundo [25] e terceiro [26] artigos, respectivamente,

ambos publicados na revista Physical Review D.

Além disso, a possibilidade de se introduzir um campo de gauge na subalgebra de
0O(3), devido ao isomorfismo entre O(2) e U(1), permitiu a busca por outras estruturas
desses defeitos por meio do modelo sigma O(3) nao linear, cuja explanagao é feita no capitulo
7. Uma caracteristica peculiar dessa teoria, mostrada por B. J. Schroers em 1995 [27], é o
surgimento de dois tipos de minimo. O primeiro deles ndo quebra a subsimetria O(2) e as
configuracgoes revelam degnerescéncia em cada setor topolégico, classificado conforme o
segundo grupo de homotopia 7, (5?). Em contrapartida, P. Mukherejee mostrou dois anos
mais tarde que a escolha do segundo minimo — assimétrico — quebra tal degenerescéncia,
pois o grupo de homotopia associado passa a ser o fundamental 7, (S') [28,29]. Baseados
nestes dois ultimos trabalhos, averiguamos no capitulo 7 uma extensao do modelo sigma,
compondo o subgrupo O (2) X Z, pela introdugdo de uma fungao dielétrica generalizada
dependente de um campo escalar real extra, tendo em vista a previsao da existéncia
de vortices autoduais em meios dielétricos por meio das composigdes U (1) x Zy [30],
CP (2) x Zy [31], cujas aplica¢oes remetem a fisica de metamateriais [32-34]. Este capitulo
rendeu o nosso quarto artigo, que foi publicado também na revista Physical Review D [35].
Seguindo a mesma linha de raciocinio, no capitulo 8, adicionamos a dinamica de Chern-
Simons a de Maxwell no modelo anterior, com o objetivo de descrever novos defeitos tipo
vortices BPSs carregados imersos em meios dielétricos. Para esse fim, mostramos como
introduzir um campo escalar auxiliar na nova teoria, evitando que o potencial autodual

viole a simetria de calibre. Os resultados deste ultimo modelo estao em fase de publicacao.

2 Chamaremos assim os vértices obtidos via equacdes de Euler-Lagrange que nao sdo equivalentes a

equagoes autoduais.
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Finalmente, relatamos as nossas conclusoes e perspectivas no capitulo 9. No apéndice
A, mostramos a correspondéncia entre as equagoes BPSs e as de Euler-Lagrange dos
modelos considerados. No apéndice B, apresentamos os termos complemetares das solugoes
autoduais em série associados ao modelo do capitulo 8. No apéndice C, definimos as nossas

convencoes e unidades.
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2 RUDIMENTOS DE TOPOLOGIA E TEO-
RIA GRUPOS

Dividimos o estudo da Topologia em quatro grandes campos: a Topologia Geral
[36,37], que estuda as propriedades dos espagos topologicos usando como base a Teoria
dos Conjuntos; a Topologia Combinatdria [38], cujo interesse é investigar tipos especiais de
espacos topoldgicos denominados de poliedros ou simplexos; a Topologia Algébrica [39-41],
a qual conecta as caracteristicas dos espagos topologicos com propriedades de grupos
(como grupos de homotopia); e finalmente a Topologia Diferencial [42], que estuda as
variedades diferenciaveis, por meio de conceitos do Calculo Diferencial e Integral e da

Topologia Algébrica.

Este capitulo trata de discutir algumas ideias fundamentais acerca de Topologia e

Homotopia que contribuirao para uma melhor compreensao desta obra.

2.1 Espaco Topoldgico

Nesta sec¢ao, introduzimos o conceito de espago topolégico. Considere que U seja um
conjunto qualquer e representamos por T = {1}, Ty, ..., T } uma cole¢ao de subconjuntos

abertos de U, tal que T' contém:

1. O conjunto U e o conjunto vazio &;
2. A unido de quaisquer subconjuntos (finitos ou infinitos) abertos de T';

3. A intersec¢ao de qualquer nimero finito de subconjuntos abertos de T

O par (T,U) denomina-se espaco topoldgico e diz-se que T define uma topologia em
U [39,43-45]. Alguns autores denotam (7, U) simplesmente por U e usaremos aqui também
essa convencgao por praticidade. Se T" for uma colecdo de todos os subconjuntos de U,

temos entdo uma topologia discreta. Designamos topologia trivial T em U, se T' = {@}.

Veja como exemplo o conjunto discreto 7' = {@, {1} ,{2},{1,2},U = {1,2,3}}.
Ele é um espaco topoldgico composto por finitos subconjuntos. Um contraexemplo imediato
é o conjunto 7" = {@, {1} ,{3},{1,2},U ={1,2,3}}. Este tltimo nao forma um espago
topolégico, pois {1} U {3} = {1,3} ¢ T', violando a defini¢ao 2.

Outro exemplo que pode ser destacado é o espagco R™ — representando o conjunto U

— com a topologia T dada por discos abertos, em que cada k-ésimo disco possui seu centro

em um k-ésimo ponto P, € R". Geometricamente, esses discos D,, de raio r; podem
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ser vistos como um conjunto de pontos @y € R", tal que | P, — Qx| < 7. Perceba que a
condicao 1 ¢ trivialmente satisfeita para r, = 0; isso corresponde a um disco Dy de raio
nulo, ou simplesmente nenhum disco. As propriedades 2 e 3 sdo verificadas, pois D,, U D,,
e D,, N D,, €T para quaisquer j e k. Desse modo, o conjunto R™ tem uma topologia

discreta 7" dada por infinitos subconjuntos formados pelos discos D, .

A wvizinhanga aberta (fechada) de um ponto Py pertencente a um espago topoldgico
U é definida como qualquer conjunto aberto (fechado) A contido em U que contém Py .
Ou seja, se U D A e A D Py, entdo A é vizinhanga aberta (fechada) de Py. Quando
dois pontos arbitrarios tém a interseccao de suas vizinhangas vazia, chamamos o espago

topologico de espaco de Hausdorff.

Sejam U e V dois espacos topoldgicos. Se tivermos uma transformacao bijetiva
H que mapeie cada ponto Py € U a um, e somente um, ponto P, € V (H : Py
— Py) e, além disso, se a transformagao e, logicamente, sua inversa (H~!' : Py — Py)
forem continuas®, entdo H é chamada de homeomorfismo e os dois espacos sdao ditos

topologicamente equivalentes.

Nao obstante, o conceito de equivaléncia nao esta ligado necessariamente a existéncia
de um mapeamento. E interessante aqui apresentar a definicao formal: seja T um conjunto
qualquer e t,, ty, t. quaisquer elementos de T'. Definimos rela¢io de equivaléncia (simbolo

~) uma relacao que satisfaga:

1. A simetria, t, ~t, = t, ~ tg;
2. A transitividade, t, ~t, e t, ~t. = t, ~ t.;

3. E a reflexividade, t, ~ t,.

Com base nisso, o subconjunto formado por todos os elementos t € T', tal que t ~ t,

define uma classe de equivaléncia e a representamos por:

[t = {t € T|t ~t,}. (2.1)

Considere o mapeamento ¢ : U? — R, tal que (u,v) € U?, satisfazendo as seguintes
condigoes:
L g (u,v) = g (v, u);
2. g(u,v) +g(v,w) = g(u,w);

3. g(u,v) >0and g (u,v) =0 u=nw0.

1 O nome continua se refere ao fato de que pontos vizinhos de P; sdo levados a pontos vizinhos de P,

em uma correspondéncia de um para um.
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A funcao g é conhecida como métrica e o espago topoldgico onde se tem uma métrica

positiva definida é nomeado espagco métrico.

Por fim, enfatizamos que, diferentemente dos espagos métricos, onde a nocao de
distancia entre dois pontos ¢é definida, a Topologia Geral vai além disso e o conceito
de vizinhanca é introduzido sem fazer referéncia a um numero real, como é o caso
do disco aberto D,; em que os pontos (); formam a vizinhanga de um dado ponto FP;.
Portanto, podemos entender a topologia como a descri¢ao de propriedades que permanecem
invariantes perante homeomorfismos, sem lidar necessariamente com propriedades métricas
ou numéricas. Dessa forma, dizemos, por exemplo, que uma esfera é equivalente a um

elipsbide no sentido topolégico.

2.2 Variedades Reais

Quando olhamos para a superficie da Terra, temos a percepcao de que ela é plana,
apesar de sabermos que ela tem uma forma quase esférica. Tal sensacao equivocada ocorre
posto que olhamos a superficie terrestre apenas localmente. O manifold (ou variedade)
é uma generalizacao do conceito de superficie, a qual localmente poder ser considerada

plana, como a do nosso planeta.

Para determinar um ponto em uma superficie esférica, podemos levar em conta
essa superficie imersa — “dentro” — do espaco tridimensional R? e adotar os dois angulos
usuais (0, ¢) [43]. Todavia, nem sempre é apropriado proceder assim. No caso da Terra,
os pontos geograficos podem ser projetados em uma superficie plana e descritos pelas suas
longitudes e latitudes, de acordo com o mapa-mundi. A introducao da ideia de manifold
visa generalizar a representacao de qualquer superficie sem a necessidade de imersao em
outro espago [45]. Faz-se necessario entdo introduzir a definigao rigorosa de manifold:
dizemos que M é um manifold n—dimensional e diferenciavel, se, dadas duas cole¢oes
de subconjuntos abertos T' = {1}, Ts, ..., Tx} e T" = {1}, T3, ..., T} }, tais que T, € M e

T, € R", e dado um homeomorfismo hy, : T, — T}, as seguintes condigoes sao verificadas:
1. M é dado com um conjunto de pares {7}, hy};
2. M é um espaco topoldgico;
3. A unido de todos os Ty equivale a M, ou seja, UpT), = M,
4. T;NTy, # @ e o mapa Hj, = hjo h; ', correspondendo a Hiy, - b (T;NT) —

h; (T; NT},), é diferenciavel infinitas vezes.

Assim, vemos que um manifold é um espago topologico de Hausdorff, no qual cada ponto

e sua vizinhanca sdo homeomorficos a R”. Um k—ésimo par {7}, hy} denominamos carta
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e o conjunto de cartas, atlas. Chamamos T}, de vizinhanca coordenada, ao passo que hy, de

funcao coordenada ou apenas de coordenada.

Seja entdao P um ponto abstrato? de T; € M. O homeomorfismo h; é descrito
portanto por h; : P — Q = {z1 (P),x2 (P), ...z, (P)}, tal que o ponto ) pertencente a
um disco aberto de raio r (D,) esteja contido em R™. Se usarmos outra representagdo para
P, digamos, hy : P — Q" = {y1 (P),y2(P),..yn (P)}, de modo que P € T}, Q" € R"
e, obviamente, T; N T}, # &, entdo o mapa Hj; = h; o h,;l é visto como z, = =, (y,),

correspondendo a uma mudanca de coordenadas.

Quando temos dois atlas, sejam eles {T}, hi} e {TZ, hi}, de modo que {7}, h;} U
{TZ hi} = {T3, h}} também é um atlas, chamamos {T}}, hi} e {T?, hi} de compativeis e
eles definem uma classe de equivaléncia chamada de estrutura diferencidvel, significando

que esses atlas possuem a mesma estrutura diferencial em M.

2.2.1 Espaco Projetivo Real

Considere, por exemplo, o espaco projetivo real RP" ! descrito como o conjunto
de retas 7= (x1, Ta, ..., T,) # 0 que passam através da origem em R”. Podemos ainda ver
RP™! como o conjunto da classe de equivaléncia definida no espago quociente R" — {0} \
~ por 7 ~ 7' se, e somente se, existir um a € R — {0} tal que 7' = a7 Essa classe é

denotada por

7] = {arla € R —{0}}. (2.2)

As componentes de 7, x1, x3, ..., T,, s@o conhecidas como coordenadas homogéneas.
A principio, elas nao determinam um bom sistema de coordenadas, haja vista que elas
descrevem um espaco n—dimensional, enquanto o manifold RP"~! possui dimensdo n — 1.
Para levar em conta essa dimensao reduzida, é conveniente considerar a vizinhanca
coordenada T}, sendo representada pelo conjunto de retas nas quais xj # 0, e introduzir

as chamadas coordenadas inomogéneas em T}, a saber

Xp= (Xp, X2, XETLXP, LX), (2.3)
em que temos utilizado
. €.
X == 2.4
. (24

Perceba como essa escolha independe da representacao explicita do sistema de coordenadas,

tendo em vista a igualdade

Nrx axs T ;
X)) =2 — ) Y 2.5
( k) T, Qg Tp k2 (2:5)

2 No sentido de que a representacio de P independe de qualquer representacéo explicita em um sistema

de coordenada.
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que surge como consequéncia da classe de equivaléncia 7 ~ /. Além disso, duas fungoes

coordenadas h; e h;, dadas respectivamente por

{ hle%Xj,Fej"j, (26)

hklf%)?k,’f_”ETk,

com 7 € Ty N T}, # @, determinam o mapa Hy, = hjo hy' = hy (T; N T) — h; (Ty N'T}),

equivalente a mudanca de coordenadas

X — X, (2.7)
ou em termos das componentes,
X — X (2.8)
Sabemos ainda de (2.4) que X; =% e X} = 55, implicando em
J
Hy: X = %X,i. (2.9)

J

Note que em (2.3) ndo contamos XF = 1, o que reduz a dimensio de n para n — 1.
Para compreennder melhor essa reducao dimesional, considere por exemplo um ponto

(X1, X3) € R? Em coordenadas homogéneas, uma possivel representacao ¢ dada por

(71,72, 73) € R3, se assumirmos X = ok (k=1,2,3), o que equivale ao mapa de projecao
P: (:L‘hx?)x?)) — (X17X2) == <%a %)

2.3 Variedades Complexas

Para introduzir o conceito de manifold complexo, é necessario apresentar pre-
viamente a definicdo de funcao holomorfica ou analitica. Seja uma aplicacao escalar
f : € — C. Dizemos que f = f(z) é analitica em um disco aberto D, de raio r, se,
para todo z = z + yi € D,, a funcdo f = u(x,y) + v(x,y) satisfizer as equagoes de

Cauchy-Riemann:

ou Ov
ov ou

ou de forma equivalente, definindo o operador de Cauchy-Riemann 0y = 0, + i0,,
0, f (2) = 0. (2.11)

Em geral, se tivermos uma aplicacao vetorial f: Cm™ — C", tal que f: (f1s foy oo fr) s
sendo f = f(2) e 7= (21,2, ..., 2m), ela ¢ dita holomérfica se cada f, (Z) assim o for.

Estamos pronto agora para definir o manifold complexo em direta analogia ao caso real.
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Dizemos que M é um manifold n-complexo-dimensional e diferenciavel, se, dadas duas
cole¢oes de subconjuntos abertos T = {11, Ty, ..., Ty} e T = {1}, Ty, ..., T} }, tais que
T, € M e T} € C", e dado um homeomorfismo hy : T, — T}, as seguintes condigoes sao

satisfeitas:

1. M é dado com um conjunto de pares {7}, hy};
2. M é um espaco topoldgico;
3. A unido de todos os T}, equivale a M, isto é, U,T), = M,

4. T;NT, # @ e o mapa Hj, = h; o hi', correspondendo a Hjy, : hy, (Tj NT}) —
h; (T; NT},), é holomérfico.

Vale lembrar que a nogao de holomorfismo nao se limita somente as fungoes (ou
campos) complexas que obedecem as equagoes de Cauchy-Riemann definidas em termos
do operador 0, = 0, + i9,. De fato, em Teoria de Campos, a forma do operador de
Cauchy-Riemann esta diretamente ligada a dinAmica do campo escalar. Como exemplo,
veja a equagao de Cauchy-Riemann generalizada (3.54) para o campo de Higgs, a qual

corresponde a uma das equagoes autoduais para o vortice do modelo de Maxwell-Higgs.

2.3.1 Espaco Projetivo Complexo

Analogamente a subsecao anterior, considere como exemplo o espaco projetivo
complezo CP"" 1, representado como o conjunto de linhas Z = (21, 29, ..., 2,) # 0 que
passam através da origem em C". E possivel ainda ver CP"!' como o conjunto da classe
de equivaléncia definida no espago quociente C* — {0} \ ~ por Z'~ /| se, e somente se,

existir um a € C — {0} tal que 2/ = az. Denotamos essa classe por

7 ={aZ | aeC—{0}}. (2.12)

As componentes z1, 2, ..., 2, de 2 também sao chamadas de coordenadas homogéneas.
Como elas descrevem um espaco n—complexo-dimensional, enquanto o manifold CP"~!
possui dimensao complexa n — 1, é necessario considerar outra vez a vizinhanca coordenada
T (sendo denotada pelo conjunto de linhas nas quais z; # 0) e introduzir as chamadas

coordenadas inomogéneas em T}, ou seja:

Iy = (228 28 28 ) (2.13)
€I que usalnos
Zl =4, (2.14)
2

Assim, o mapa Hj;, fica dado por

. z .
Hy: Zi = ;ka (2.15)
J
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cujo holomorfismo é garantido pelo fato de z; # 0.

O conceito de espaco projetivo complexo introduzido aqui é de suma importancia
para entendermos o modelo C'P(2) discutido no capitulo 4. Nesse modelo, o campo C'P(2)
estd definido no espaco CP? e obedece a uma condicao de holomorfismo imposta pelo
operador de Cauchy-Riemann dado em termos do operador diferencial (4.15). Naturalmente,

o operador de Cauchy-Riemann é estendido para a teoria calibrada.

2.4 Homotopia

Para introduzir o conceito de homotopia, inicialmente vamos analisar um diagrama
pratico. Considere dois espagos topoldgicos X e Y, conforme apresentado na Figura 1 [43].
Na Figura la, é possivel deformar o caminho fechado 5 de maneira continua até torna-lo
um ponto. Um procedimento similar ndo podemos fazer com o caminho «, em virtude da
existéncia de um buraco no seu interior. Por outro lado, na Figura 1b qualquer circuito
a, B ou v pode ser reduzido continuamente a um ponto. Assim, os caminhos em Y sao
ditos homotdpicos a um ponto e formam uma classe de equivaléncia denominada classe
de homotopia. Especialmente na Figura 1b, a curva fechada § pode deformar-se de modo
continuo até se sobrepor em «. Dizemos que a e § também sdo homotdpicos, tendo em

vista que estabelecem entre si uma relagdo de homotopia.

Figura 1 — Classe de homotopia. Fonte [43].

O processo de deformacgao continua pode ser melhor entendido se imaginarmos
que ele seja descrito por um conjunto de fungoes f (¢), sendo ¢ um pardmetro continuo,
digamos ¢t € 7 = [0, 1]. A titulo de exemplo, tais fungoes f (¢) poderiam representar um
ponto y € Y na Figura 1b, tendo em mente que f (0) = yo pertence ao caminho 3 e que

f (1) = y1, ao circuito «.
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THT h(t)
1 H F
sl To 'y
g Feauuy “--
ot g(t)
Figura 2 — Deformacao de caminho formando uma classe de homotopia. Figura adaptada
de [46].

2.4.1 Homotopia de Caminho

Consideramos agora um espaco topolégico X e um parametro ¢ que pertence
ao intervalo fechado 7 = [0,1]. Uma fun¢do continua f(¢) : 7 — X é denominada
caminho em X ou homotopia de caminho com ponto inicial xzo e ponto final xq, caso
f(0)=xze f(1)=mx. Nessas circunstancias, X é dito conezxo por caminhos. Se tivermos
um caminho fechado, isto é, f(0) = f (1) = zp, 0 mesmo é chamado de loop, com x
sendo conhecido como ponto base. De modo particular, caso z € X e [ for o mapa
identidade, entdo temos o caminho constante definido por I : 7 — X, de maneira tal que
I (t) = x para qualquer t € 7 = [0,1]. Segue de imediato que I compoe trivialmente
um loop com ponto base x qualquer, ou seja, I (0) = I (1) = x. Ademais, dados dois
caminhos quaisquer ¢ (¢),h(t) : 7 — X possuindo os mesmos pontos inicial e final
(g(0) =h(0) =z9eg(l) =h(1l) = x, respectivamente) de maneira que g (t) possa ser
deformado continuamente em h (t) e vice-versa, entdo X ¢é denotado de simplesmente
conexo [39,40,45]. Essa deformagao pode ser caracterizada por uma fungdo continua

F(s,t):7x7— X (com s € [0, 1]) satisfazendo as condigoes:

{F(O,w:g(t), . {F(s,m:g(m
F(1,t)=h(t) F(s,1)=g(1)

Sob esses requerimentos, as fungoes g (t) e h (t) sao classificadas como homotépicas e os

h (0) = Xy,
h(l) (2.16)

xI.

caminhos sao ditos homotopicamente equivalentes (veja a ilustracdo na Figura 2 [46]).

Perceba que s é o pardmetro de deformagao continua de g (t) sobre h (t).

Considerando os mesmos critérios propostos em (2.16), porém com x; = g, 08

caminhos ¢ (t) e h (t) viram loops com ponto base zy e as novas condigdes agora sao:

{F(O,w:g(t), . {F(s,m:g(m

(O) = Ty,

0 (2.17)

h
F(1,t) = h(t) F(s,1)=g(1)=h

Zo-

Observe na Figura 1b que, se imaginarmos ¢ (t) e h(t) como sendo os loops ( e «, em
ordem, F'(s,t) também representa a funcao de deformagao continua de g (¢) sobre h ().
Nesse caso, g (t) e h(t) formam um classe de homotopia de loops. Em resumo, a classe de
todos os caminhos que conectam xy a 21 (ou ao préprio xy no caso do loop) é homotépica

a um caminho especifico (digamos ¢ (t)) que também liga os pontos g a x7, na hipdtese
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s=0 s=1
s
POoPOoo
X mey Y
P—
a(t) h(t)

Figura 3 — Exemplo de homotopia equivalente entre uma caneca e uma rosca. Adaptacgao
de [47].

desses segmentos poderem ser deformados continuamente sobre ¢ (t). Especialmente, a
classe de homotopia dos loops formam uma estrutura de grupo que sera discutida na

subsecao 2.4.3.

2.4.2 Mapeamento Homotdpico

Estudamos na se¢ao precedente o conceito de homotopia de caminhos, levando em
conta apenas mapeamentos em um tnico espago topologico X. Contudo, esse estudo pode
ser estendido para mapas entre dois espagos topoldgicos X e Y de modo semelhante. Sejam
entdo g (t),h(t) : X — Y aplicagoes de X em Y. Se existir uma func¢do continua F'(s,t) :
Xx¢—=Y, sendoter=1[0,1eseq¢=]01], com F(0,t) =g(t) e F(1,t) = h(t),
entdo g (t) é chamada de homotdpica a h (t) e designamos por g (t) ~ h (t). Denominamos
homotopia o mapeamento F' (s,t) entre g (t) e h(t). Se houver duas aplicagdes continuas
gt): X =>Yeh(t):Y - X, talqueag(t)oh(t)~1eh(t)og(t) ~ I,sendo I o mapa
identidade, dizemos que os espagos topologicos X e Y possuem o mesmo tipo de homotopia
e denotamos por X ~ Y. Enquanto o mapa g (t) é chamado de homotopia equivalente de
h(t), o mapa h (t) é denominado homotopia inversa de g (t) (veja um exemplo na Figura
3 [47]).

Em suma, vemos que a homotopia pode ser compreendida como uma relacao de
equivaléncia entre um conjunto de fungoes continuas — caminhos — ou entre dois espacos
topologicos, cujos mapas entre essas fungoes ou entre os espacos topologicos sao regulados

por um parametro de deformacao.

2.4.3 Grupo

Nas se¢oes 2.4.1 e 2.4.2, aprendemos sobre as relagoes fundamentais de equivaléncia

entre caminhos e espacos topolégicos e destacamos que a classe de loops forma um grupo.
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Chamamos de grupo um conjunto G no qual é definido uma operacao de multiplicaciao® e

as seguintes propriedades sdo verificadas [48]:

1. Associativa. Para quaisquer elementos g, g2 € g3 € G, temos: (¢192) g3 = 91 (9293);

2. Elemento identidade. Existe um elemento identidade I € G, tal que gl = Ig = g,
para todo g € G;

3. Elemento inverso. H4 um elemento inverso ¢g~! € G, de maneira que gg~! =

g 'g =1, para todo g € G.

2.4.3.1 Classe Lateral

E 1til comentar sobre o conceito de classe lateral (ou coset). Considere um subgrupo
H C G e um elemento qualquer g € G, com g ¢ H. O produto Hg (gH) é denomidado
classe lateral a direita (esquerda), ou também right (left) coset. Perceba que uma classe
lateral nao forma necessariamente um grupo. Se existir um elemento g; € G, tal que,
dados dois elementos quaisquer g, e g3 € G, tivermos g5 = g192 (¢1) " < (1) 9391 = o ,
entao chamamos g3 de conjugado ou equivalente de go, pois eles estabelecem entre si uma
relagdo de equivaléncia, g, ~ g3. Tal relacao determina uma classe de GG. Em particular, o
subgrupo H é nomeado normal ou invariante, se, dados h € H e g € GG, estabelecer-se
h = ghg 'V h e g. Nesse caso, H contém todos os elementos da classe de G, ou ainda
nenhum deles. Além disso, como os cosets direito e esquerdo de H sao iguais, todos os
elementos de H comutam com todos os de G, isto é: hg = gh. Obviamente, qualquer grupo
tem seus subgrupos normais triviais G = H e H = I. O grupo composto pelo subgrupo
invariante H e pelas suas classes laterais forma o grupo fator F' de G, representado por
G/H. Sejam, por exemplo, um vetor @ € R"~! descrito como 4 = . 1§: u;; e um outro
vetor ¢ € R! representado por ¥ = v;%;, sendo #; uma j—ésima di;egg?ﬁxa. O conjunto
de vetores resultantes @ + v = i u;T; estabelece um coset de R", designado por todos os
vetores 1, os quais podem esta;_rios infinitos hiperplanos de dimensio R™"! ortogonais ao
eixo-j. Nesse caso, o grupo fator é caracterizado por todos aqueles vetores v = i U;T; — U
ao longo da diregao Z;. Portanto, a dimensao desse grupo fator F' sera deterriﬂzilnada por
dim F' = dim R" — dim R"~! = 1. Em geral, um grupo G ¢é dito continuo de n—pardmetros
quando seus elementos dependem dos pardmetros continuos (ti,ts,...,t,), com t, € R,
ou seja, g = g (t1,ta,...,t,) . Esse grupo é denominado Grupo de Lie, se g for uma fungao
de classe C* em t,. Se todos os t,ss forem independentes, dizemos que dimG = n. A
superficie abstrata g = ¢(f) descreve um manifold que localmente (em torno da unidade)

determina um espaco vetorial n—dimensional chamado de Algebra de Lie do Grupo (AG).

3 Tal operacdo nao se resume somente & multiplicacdo ordinéria, podendo depender da natureza dos

elementos que formam o grupo. No caso de um grupo de vetores, por exemplo, a operacao de
multiplicagdo se torna soma vetorial usual.
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X
Xo X, 2

a(0) g(1)=h(0) h(1)

Figura 4 — Operacgao de caminho.

Notamos entdao que o espago projetivo supracitado RP™"! (CP" 1) pode ser entendido

ainda como um espaco vetorial real (complexo), onde 0s Xy (Zy,) tomam valores na AG
do grupo fator SO(n)/O (n —1) (SU(n)/U (n —1)).

2.4.3.2 Grupo Fundamental e Grupos Superiores

Vamos agora entender as caracteristicas dos grupos de loops. Para isso, introduzimos
a operagao de caminhos [39-44]. Considere que X seja um espago topoldgico, onde esteja
definido os mapas ¢ (t),h (t) : 7 — X, com t € 7 = [0, 1], formando um caminho tal que
g (0) = h(1). O produto entre g (t) e h(t) é denotado por (g * h) (t) e definido como:

g(2t),se 0<t <1,

) (2.18)
h(2t —1),se 5 <t<1

p<t>z<g*h><t>:{

A Figura 4 ilustra que o produto (g * h) (t) coresponde & primeira metade do caminho
representado por g (t), no intervalo de zy a z1; a segunda metade, no intervalo de 1 a x,
sendo designada por h (t). Definimos o elemento inverso de g (t) como g~ (t) = g (1 —t),
o qual se refere a um caminho inverso de g (t), partindo de x; até xy. A propriedade (1) é
satisfeita, pois, dados p(t), g (t) e h(t) € G, obtemos:

p(t) g (®O]h () =p#)[g(E)h({)]. (2.19)

Aprendemos que o elemento identidade formado pelo mapa I : 7 — X, em que
I (t) = x para todo t € 7 = [0, 1] e para algum = € X, determina um caminho constante.

Contudo, a identidade nao satisfaz esse critério no exemplo anterior, pois
=g =g )|,
1 1
—1 1 _ 4 o
OE <2> g ]| emt= S @=a). (2.20b)

As relagoes acima implicam na existéncia de dois elementos inversos, tais que:

,emt=0(z =), (2.20a)

g () [g’l (t)} ‘0 =Ip,emt=0(z=umx), (2.21a)
g(®) |97 (#)] ]1 =[,emt= ; (z = z1). (2.21b)

E facil perceber em (2.21) que o elemento identidade possui dois valores distintos, um em
cada extremidade do intervalo [ty,t;]. Portanto, as propriedades (2) e (3) sao violadas,

fazendo com que classes de caminhos abertos nao componham um grupo. Entretanto,
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se considerarmos os caminhos fechados, tal como aqueles loops mostrados na Figura 1,
temos uma classe de homotopia de loops que formam um grupo, sendo a identidade
unicamente definida. Dado um ponto base xg, a classe de loops que podem ser deformados
continuamente a esse ponto é nomeada grupo fundamental do espaco topoldgico X com
ponto base base xg, primeiro grupo de homotopia ou também grupo de Poincaré ( por
ter sido o primeiro a investigé-lo). Nds representamos tal grupo por m (X, zo) . Os loops
estabelecem um relacio de homotopia com um circulo* S*. J4 os loops que possuem um
buraco no seu interior, conforme os mostrados na Figura la, nao podem ser deformados a
um ponto. Por isso, eles nao sao homotdpicos ao referido ponto, como é o caso do mapa
g:S'— R?—{0}. Os grupos de loops que circundam a origem sao classificados segundo
um numero inteiro Z chamado de winding number. Esse parametro descreve a quantidade
de vezes que a origem ¢é englobada. Se ele for positivo (negativo), o loop circula a origem

no sentido horario (anti-horério), por convengao.

Por exemplo, podemos destacar a aplicagao desses conceitos no estudo do defeito
topoldgico tipo-vértice [6,9,49], descrito na teoria de Maxwell-Higgs em (2+1)-D. A
formacao desse defeito ocorre por meio de um processo de quebra espontanea de simetria
U (1). Em configuragoes estacionérias e estaveis, um manifold M (representado por um
circulo cujo raio tende ao infinito) pertencente a um espago topoldgico X (o espago fisico
bidimensional) é mapeado homotopicamente a outro manifold N (um circulo de raio finito)

® em um espaco topolégico Y, que é o préprio espaco interno

formando o circulo de minimo
dos campos escalares. Na pratica, dados um campo escalar complexo ¢ = ¢; + i¢o no
espago interno e um vetor posicao 7 = xZ + yy no espaco fisico, a formacao do vértice

ocorre quando:
16> = 0, se |F* =0, (2.22a)
|p|* — v? = constante, se |F]> — co. (2.22b)
A relacio (2.22a) nos diz que o circulo formado por |¢|* = ¢2 + ¢2 = 2 (S§) tem um
buraco na origem, enquanto a condi¢ao (2.22b) informa-nos que o circulo no espago fisico

72 = a2 g2 = 12
espaco interno. A existéncia desse buraco é fundamental para que S, dl) nao seja homotopico

.o, (de raio tendendo ao infinito, (S})) é mapeado no circulo do

a um ponto, fato que levaria ao que chamamos de topologia trivial (n = 0). O campo ¢

formando o circulo de minimo pode ser representado na seguinte forma polar,®
¢ = ve™?, (2.23)

O winding number possuindo os valores n = 0,41, +2... exprime o nimero de vezes que

Sl envolve Sdl), ou ainda podemos interpretar tal pardmetro como o nimero voltas que o

S1 denota um circulo em R2, S? descreve uma esfera em R? e etc.

O nome minimo é dado as configuragoes dos campos no infinito que estabelecem a energia finita e
minima.

Como explicitamos os ramos (n) da fase, devemos ter aqui 0 < 6 < 27.
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campo ¢ completa sobre S}, quando a ponta do vetor 7 completa sobre S! no sentindo

horario (—) ou anti-horario (+). Veja a Figura 5 adiante [50]. Ele também pode ser definido

olole

Figura 5 — Intrepertacao do winding number. Fonte [50].

como a integral de movimento [49]:

n = 2mv2 7{ dr'e* 8. (2.24)
H4 ainda outras classes de grupos que estao conectados ao mapeamento entre
esferas ou hiperesferas. Elas sdo denotadas por m,, (X, zg). Teoremas [39,40,43] garantem
que os grupos com m > 1 sao abelianos e nao dependem da escolha do ponto base x;.
Em virtude disso, esses grupos sao representados somente por m,, (X). Garantem ainda
que os grupos fundamentais sdo nao abelianos, salvo quando sao grupos fundamentais
de Lie [48]. O mapeamento f : S™ — S™ entre duas hiperesferas corresponde ao grupo
de homotopia designado por 7, (S™), sendo isomorfo ao conjunto dos ntimeros inteiros

7, [39-41,43,44,49], ou seja,
Tm (S™) = n € Z. (2.25)

Geralmente, grupos de homotopia do tipo m, (Sm') possuem uma estreita ligacao
com a formagao de diferentes defeitos topoldgicos. Na descricao de monopolos e dyons
[11,51], por exemplo, as configuragoes estdveis estiao associadas ao grupo s (5?%). Quando
m’ > m, o grupo de homotopia é dito trivial, pois m,, (Sm/) = (), refletindo o fato de
que hé pelo menos um ponto sobre S™ que nao ¢ levado a nenhum ponto sobre S™.
Além disso, o winding number é invariante sob pequenas deformagoes nos campos em
configuragoes nas quais a energia é finita. Essas deformag¢des mantém o mapeamento
J 15" — 55 na mesma classe de homotopia. Por conseguinte, o winding number ¢ um
nimero topoldgico caracterizando diferentes configuragoes de campo com mesmo valor
de energia finita. Cada valor desse niimero define um setor topoldgico diferente. Sélitons
topologicos com energia minima sao dados no setor n = 1, ao passo que n = 0 corresponde

a uma energia nula [12,49].
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3 VORTICES AUTODUAIS NA TEORIA DE
CALIBRE U(1)

Neste capitulo, fazemos uma breve revisao sobre os vortices, desde seus surgimentos
na Teoria da Supercondutividade de Ginzburg-Landau [4,5] até suas descrigoes em Teorias
de Calibre.

3.1 Teoria de Ginzburg-Landau

A Teoria de Ginzburg-Landau foi desenvolvida com base na Mecanica Quantica
e na Termodinamica de Trasi¢oes de Fase de Segunda Ordem. O ponto crucial dessa
abordagem é a introdugdo de uma fungao de onda efetiva ¢ = ¢ (7, T'), mais conhecida
como pardmetro de ordem, para descrever a densidade Ng = |¢ (7, T)]2 dos superelétrons!
de condugao na fase supercondutora do metal. A fungao ¢ (7, T") depende da temperatura
absoluta T" obedecendo as condigoes: ¢ (7, T) =0 (# 0), para T > T (T < T¢), sendo T
uma temperatura critica abaixo da qual o metal transita do estado normal (Ng = 0) para o
estado supercondutor (Ng # 0). Quando T' < T, esse material apresenta uma interessante
propriedade, o Efeito Meissner-Ochsenfeld (2], segundo o qual um campo magnético?
externo H (r) oc e " aplicado ao supercondutor o penetra apenas até uma certa distancia
caracterisitca Ay, conhecida como comprimento de penetracio de London [3]. Todavia, se
a intensidade H for muito maior do que um certo valor critico He, a supercondutividade
¢é perdida. A teoria de Ginzburg-Landau estabelece que a energia livre de Helmholtz na

transigao de fase (T~ T¢ e He ~ 0) tem a seguinte forma [4,5]:

Fy— Fy = /d%{; H @ + an (V—ig A) o + v<|¢|)}, (3.1)

com Fg e Fy correspondendo as energias livres nas fases supercondutora e normal,
respectivamente; as quantidades m = 2m, e ¢ = 2e compoem a massa e a carga dos
superelétrons, em ordem, sendo e a carga elétrica elementar e m, a massa do elétron; o
vetor H descreve um campo magnético no interior do material, enquanto Aéo potencial
vetor associado; o iltimo termo pode ser interpretado como um potencial, cuja forma

;. . PN 2 . ,
explicita consiste em um polinémio de segundo grau em |¢|”, isto é,

V(g = algP + 2 lol", (32)

Que conhecemos hoje da teoria BCS como pares de Cooper.
Vamos chamar o campo H simplesmente de campo magnético, embora o leitor deva lembrar de que
H =5 com B e p sendo o campo (de fato) e a permeabilidade magnéticos.

:;7

1
2
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(a) Transicdo de fase. (b) Fase supercondutora.

Figura 6 — Em (a), a curva preta corresponde a fase normal, fixando-se « = 1 (T > T¢),
por conveniéncia; a curva vermelha esta associada ao estado supercondutor e
para esbog¢a-la usamos a = —1 (T < T¢); em ambos os perfis, adotamos 3 = 1,
sem perda de generalidade. Em (b), apresentamos como V (|¢|) pode ser visto
em trés dimensoes na fase supercondutora; o formato é conhecido como chapéu
mexicano.

para que o calor especifico seja descontinuo na transicao de fase. Os coeficientes reais nao
nulos « e § podem ser determinados experimentalmente. Em particular, ndo se pode ter
B < 0 (para que haja pontos de minimo) e 5 > « (para que exista fase supercondutora).
_ %;
ao estado normal, ao passo que o segundo, a fase supercondutora. Como devemos ter

Esse potencial possui dois extremos locais: |¢| = 0 e |¢|> = o primeiro refere-se
|¢| = 0 quando T' = T, além de |<;§|2 > 0 para T < T, entdao « possui um comportamento
tipico como a o< (T'— T¢), com [ constante. A Figura 6 mostra o perfil genérico de V' (|¢|).
Quando o sistema atinge um dos minimos do chapéu mexicano (Fig. 6b), outro mimimo
ao longo do circulo ndo pode ser alcangado por uma transformagao de rotagao U(1), pois
isso levaria um custo infinito de energia [49]. Dessa forma, a transicao de fase é vista como

um mecanismo de quebra espontanea de simetria.

Além de \j, existe um outro parametro caracteristico chamado de comprimento de
coeréncia de Ginzburg-Landau, &. Para entender significado fisico de &, vamos considerar a

equagao Euler-Lagrange para ¢ advinda do funcional (3.1),

1 e o
_Z%(V——WA)aﬁ+a¢+¢ﬂ¢E¢=:o (3.3)

A

e a respectiva condi¢do de contorno na supericie do material (2 é um vetor normal &
superficie),

i (V—igh)¢=0, (3.4)

as quais sdo obtidas extremizando a energia livre com respeito a ¢* [52].
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B ko, o =
\ o) )
0 ¥ 0 — X
-5 ~§
(a) Supercond. Tipo I. (b) Supercond. Tipo II.

Figura 7 — A posicao z = 0 designa a regido intermediaria da interface do material. Figura
readaptada da referéncia [52].

Sem perda de generalidade, analisamos (3.3) para o caso no qual A = 0 e admitimos

somente uma dimensao, digamos x:
1

—5 "+ ag+ 56" ¢ =0, (3.5)
2m

Como devemos ter xh_}rgo o] = | /—% na fase supercondutora, podemos propor uma funcao
f=1F(z) em (3.5), de modo que ¢ = /=5 [ (x), com lim f (x) = 1. Assim, encontramos
a equagcao
Efr+f-r1 =0 (3.6)
cuja solucao ¢é dada por
1 1

f=tanh [k (£) ], com k(&) = NGT: e & = o 0. (3.7)

Assim, vemos que £ é um coeficiente regulador da variacao espacial do parametro de ordem.

O parametro £ tal como definido (a campo magnético nulo) desempenha um
papel importante na caracterizagao dos supercondutores. A partir dos comprimentos de
penetragao de London e de coeréncia de Ginzburg-Landau, A. A. Abrikosov introduziu

em 1957 o chamado pardmetro de Ginzburg-Landau [6]

permitindo a classificagao dos supercondutores em dois grupos distintos: tipo I (k < \%) e
tipo IT (k > \%2) Sob condigoes de contorno adequadas, os comportamentos caracteristicos
do campo magnético B(z) e do parametro de ordem ¢(z), soluges de (3.3) (considerando
apenas a dimensao z), sdo esbogados na Figura 7 [52]. Observamos que na interface do
supercondutor tipo I (Fig. 7a) o campo magnético o adentra somente até um certo valor
A < &, enquanto o niimero de superelétrons de conducao cresce lentamente no intervalo

de £. Por outro lado, a Figura 7b mostra que B(z) consegue penetrar uma distancia
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Estado normal de conducio

Hq

Fase de Shubnikow

Estado Meissner-Ochsenfeld

Estado Meissner-Ochsenfeld

TIT, TITe

(a) Supercond. Tipo I. (b) Supercond. Tipo II.

Figura 8 — Diagrama de fase genérico do campo critico Ho versus temperatura 7.

maior Az > &, mesmo com o parametro de ordem atingido seu valor maximo em um curto
intervalo £. Essas propriedades refletem diretamente em como tais materiais se comportam
quanto ao Efeito Meissner, pois a ocorréncia desse fendomeno dar-se apenas até H atingir
o seu valor critico Hy. Para supercondutores tipo I, o campo critico Ho tem um perfil

aproximado por (perto do zero absoluto)

He ~ Hy [1 - (Tﬂ | (3.9)

sendo Hy um campo critico para a temperatura absoluta T"= 0. Ja os supercondutores
tipo II apresentam dois campos criticos Hoy € Heo, com Hey < Hes. Veja as ilustragoes
na Figura 8. O campo critico menos intenso é um limite inferior acima do qual o Efeito
Meissner deixa de existir, porém o material continua no estado de supercondutividade.
No intervalo entre Hey e Heg, conhecido como estado misto ou fase de Shubnikow [53],
ainda permanecem fluxos de campo magnético dentro do supercondutor e as chamadas
correntes persistentes formam vértices magnéticos tubulares (ou planares, no caso de
um material laminar). As linhas de campo magnético sao paralelas aos eixos de simetria
desses vortices e os respectivos fluxos magnéticos passam a ser quantizados em termos
do winding number, com um flixion tendo o valor de ® = 2, 0678 x 10~Whb. Abrikosov
propos inicialmente que esses vortices se distribuiriam em uma rede quadrada ao longo
do material, dividindo-o em duas regioes: as normais centradas nos voértices, onde B
seria maximo e ¢ ~ 0, com alcances da ordem de 2\;, e 2§ respectivamente; e as regioes
supercondutoras intermediarias, nas quais B ~ 0 e ¢ ¢ proximo do seu valor maximo.
Posteriormente, foi mostrado por W. H. Kleiner, L. M. Roth e S. H. Autler [54] que as
famosas redes de Abrikosov deveriam formar na verdade uma rede triangular, a fim de
minimizar o funcional (3.1). A descrigdo de Abrikosov permitiria uma melhor compreensao

dos experimentos com ligas metalicas de Pb, T1 e Bi — a temperatura de T'= 2, 11K — que
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houveram sido feito quase uma década antes por J. Rjabinin e L. W. Shumbnikow [53], os

primeiros a indicar a existéncia do estado misto.

Embora a teoria de Ginzburg-Landau tenha um carater mais fenomenologico,
ela serviu de base para a busca de um entendimento mais aprofundado sobre natureza
microscopica da supercondutividade. Nessa direcao, foram os pesquisadores J. Bardeen, L.
N. Cooper e J. R. Schrieffer quem propuseram a consagrada teoria BCS [8], segunda a
qual os superelétrons sdo na verdade um estado ligado entre dois elétrons de conducao
com spins antiparalelos, formando assim um estado bosonico com spin nulo. Esse estado
ficou conhecido como par de Cooper e a interagao entre os elétrons é mediada pelos fonons
da rede cristalina, de tal modo que a forca de atracao eletronica compensa a repulsao
eletrostatica. Dessa forma, o par de Cooper consegue viajar ao longo do supercondutor

sem sofrer praticamente qualquer resisténcia.
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3.2 Modelo de Maxwell-Higgs

O tratamento de vértices em Teoria de Campos foi feito somente em 1973 com o
trabalho de H. B. Nielsen e P. Olesen [9]. Eles propuseram um modelo de linha vértices
para descrever cordas duais. Essa teoria possui caracteristicas interessantes, tais como:
apresenta um campo de gauge abeliano acoplado minimamente a um campo escalar de
Higgs carregado, associando a transi¢ao de fase ao mecanismo de Higgs; fornece o mesmo
funcional da energia livre (3.1) no limite nao relativistico, com a estimativa do valor
critico Kk ~ % para o parametro de Ginzburg-Landau e estabelece ainda a quantizacao
do fluxo magnético em termos do winding number, evidenciando a natureza topologica
das solugoes estaveis. Por tais motivos, esses defeitos também sao chamados de ANO

(Abrikosov-Nielsen-Olesen) voértices.

Levando em conta os setores de gauge e de Higgs abelianos, respectivamente,

1
Lgauge = _ZF,WFMVa (3.10)
EHiggS = (Du¢)* DM¢ -V (’¢D ) (3.11)

a densidade lagrangeana dessa teoria de Maxwell-Higgs, como ficou conhecida no contexto

de vortices, em (241)-dimensoes, é dada por:
L = Lyaquge + Liggs, (3.12)

em que D, = 0, —igA,, F,, = 0,A, — 0,A, e g sdo a derivada covariante, o tensor
eletromagnético e a constante de acoplamento minimo, em sequéncia; o potencial V (|¢]) é

do tipo ¢*, a saber
A2 9 2
V(lol) = 5 (lof* = o) (3.13)
sendo A uma constante e v o valor esperado do campo de Higgs no vacuo. Perceba que, ao

reescrevermos V (]¢|) na forma
1 1
V(I6)) = 5X* [0l = Xo? g + SN, (3.14)

os potenciais (3.2) e (3.14) se tornam exatamente equivalentes (salvo pela redefinigdo do

minimo de (3.14) em Vi, = 0), se a e 8 forem iguais a
a= -\ =)\ (3.15)
E interessante ressaltar a invaridncia de (3.12) perante a simetria de calibre
o= ¢ =g’ A, — A=A, + i@ﬂ- (3.16)
As equagoes de Euler-Lagrange provenientes de (3.12) s@o expressas como

9 F = J¥, (3.17)
D,D"¢ ==\ (|¢” = v?) ¢, (3.18)
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tendo em vista que J” representa a densidade de corrente,
J' = iglo (D'6)" — ¢ (D"¢)]. (3.19)

Obtemos a lei de Gauss fixando ¥ = 0 em (3.17). Nesse caso, para solugdes

estacionarias (independentes do tempo), a equagao (3.17) torna-se
0,0'A° = gi |¢ (igA°) — ¢ (igA°8)] . (3.20)

Logo, frente & validade do gauge temporal A° = 0 em (3.20), as configuragdes estaciondrias

nao suportam vortices carregados.

Vale a pena dizer que o mecanismo de Higgs desse modelo apresenta um boson
vetorial com massa my = v/2gv e um escalar real com mg = v/2 v [49]. Solugdes numéricas
tém mostrado a atragdo entre vértices para my < mg e a repulsdo para my > mg [12].
Atentaremos para a situacao na qual my = mg, conhecida como limite de Bogomol 'nyi
[10]. Nessa circunsténcia, as forcas entre os vortices se anulam e é possivel encontrar
configuragoes estaveis de multivortices. Ademais, tal limite corresponte justamente a
K = % na teoria de Landau-Ginzburg (3.8), caracterizando-o, portanto, como o ponto

critico da trasicao de fase entre os supercondutores do tipo I e do tipo II.

Outro aspecto importante decorrente do limite my = mg é a viabilidade de
implementar o formalismo de Bolgomol’'nyi-Prasad -Sommerfield (BPS) com o intuito de
obter as solugoes estaveis do sistema de equagoes (3.17) e (3.18), conforme ¢é apresentado

na subsecao 3.2.3.

3.2.1 A Carga Topolégica do ANO Vértice

Para definir o conceito de carga topoldgica e mostrar que ela é uma quantidade
conservada, como motivagao, vamos preliminarmente levar em conta a densidade de energia

oriunda de (3.12) no regime estacionério e no gauge temporal [49],

£ =5 (Fy)*+ (Dig) Dig + V. (3.21)

As configuracoes de vortices com energia finita e localizada exigem os comportamentos
assintoticos

F; — 0, (3.22)

D;¢p — 0, (3.23)

V=0, (3.24)

para raio r tendendo ao infinito®, r — 0o. Isso equivale a dizer que o vacuo da teoria é
alcangado no gauge puro

1
(Ai)vdcuo = 5810 (325>

3 Infinito aqui se refere a uma distancia apreciavelmente maior do que os comprimentos de penetracio

de London (\r) e de coeréncia de Ginzburg-Landau (§).
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e quando ¢ satisfizer um circulo de minimos?,
ald) = Z(aze)¢ = ¢vdcuo - 'er; (326)

diante da substituicdo de (3.25) em (3.23). Para mudancas ciclicas na fase de (3.26),
devemos ter

Gieno = v OTA) = 1el? = AG = 27n, (3.27)

comn =0,+1,£2, ..., em virtude de @acuo Ser uma fungao univalente.

Vamos avaliar a circulacao de g (4;), 4., 80 longo de um caminho C' fechado de

raio® r
g%c (A) ygone A" = f@,ﬂdmi = Af = 2mn. (3.28)
Observe em (3.28) que n pode ser interpretado como o niimero de vezes que circulamos C'
ao longo de uma volta inteira Af = £27, ou seja, ao longo do circulo de mininos formado
por (3.26). O sinal positivo (negativo) de n refere-se ao sentido anti-horario (horéario) de

circulacao. Representamos essa relagao por meio do mapa

f:S.. =S (3.29)
correspondendo ao grupo de homotopia

m ($) = nez, (3.30)

conforme estudamos na segao (2.4.3).

Considere agora uma area S delimitada por um caminho C, onde aplicamos o
teorema de Green ao potencial vetor A;,

9 A= 9 _ -
- 740 Auda' = - /S (0, A, — 0,A,) dady /

(950”81-140 . (3.31)
S

2

Identificamos o integrando do segundo membro de (3.31) como a componente temporal de

uma densidade

9 0ij
JY = %503&44]-, (3.32)

cuja carga associada corresponde a

Qop = /5 Tppd’a. (3.33)
Generalizando ainda os indices de Lorentz em (3.32), encontramos:

b7t!;p - %gﬂaﬂaafqﬁ- (334)

Quando ndo explicitamos os ramos (n) da fase, devemos ter 0 < 0 < 27n.
Essa integracao independe do raio, pois o elemendo de caminho cresce como r enquanto A; decai como
r~!. Consequentemente, temos a conservacio da carga topoldgica.

5
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O fator g/2r foi introduzido de forma conveniente. Enquanto g torna a carga topldgica
adimensional e independente das constantes da teoria, o fator 1/27 normaliza nimero do

voltas em cada setor topolégico com base no primeiro setor.

As quantidades (3.33) e (3.34) definem a carga e a densidade de corrente topoldgicas
da teoria de vortices abelianos, respectivamente. E facil verificar a conservacao de Tiop

imediatamente,

0, Tt = %e“aﬂauaa/xﬁ — 0. (3.35)

A partir de (3.31), notamos que a carga topoldgica estd relacionada ao fluxo ® do

pseudo-vetor campo magnético BZ através da superficie planar S, a saber:
27 2
2, _ 2, _ 0 2. _ & —
/S(&EAy _9,A,) & = /SBd =" /Sjtopd =B ="y (3.36)

Adicionalmente, podemos estender a integracao (3.33) para o infinito, em razao
de a carga topoldgica ser uma grandeza conservada, obtendo a quantizacao desta e, por

conseguinte, a do fluxo magéntico em termos do winding number:

Qtop =n, (337)
2
d=") (3.38)
g

E notério o fato de a simetria de calibre determinar a carga topoldgica quer seja
em funcao da topologia do campo A, (Eq. (3.33)), quer seja em funcao da topologia do

campo escalar. Deveras, temos a partir de (3.37) e (2.24)

1 1 %
Qiop = Srin? 7{(133 0" 0;¢. (3.39)

3.2.2 O Ansatz para o ANO Voértice

Para resolver as equagoes de movimento, faz-se necessario introduzir uma forma
funcional adequada para os campos. Assim, ante as suas simetrias rotacionais, as solugoes
estacionarias para vortices sem carga elétrica podem ser computadas em coordenadas

polares (r,0) no ansatz 9,49

Ay A, =0, Ay = 2= (3.40)
qr

d=uvf(r)em. (3.41)

Em configuragoes com energia positiva, definida e localizada, as funcoes regulares f (r) e

a (r) devem obedecer as seguintes condigoes de contorno:
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A condigao de contorno para f(r) na origem garante que ¢ nao seja uma fun¢ao complexa
multivalorada. J4 a condigdo de contorno para a(r) em r = 0 impede que Ay divirja nesse
ponto. Por outro lado, os valores de f(r) e a(r) no infinito verificam prontamente os
comportamentos assintéticos (3.22), (3.23) e (3.28).

3.2.3 Formalismo BPS

Em 1976, Bolgomol'nyi propros uma técnica para encontrar solugoes classicas
estaveis [10], a qual tem por base reexpressar o funcional da energia como somas de
quadrados perfeitos. Esses termos entao sao anulados com o propésito de minimizar a
energia do sistema, fornecendo-nos equacoes diferenciais de primeira ordem, que nao apenas
sao mais simples de resolver, mas também reproduzem as equagoes de Euler-Lagrange,
determinando assim as solugoes legitimas do sistema. Outro ponto importante nesse
método é a possibilidade de se determinar a energia minima somente com o conhecimento
das condigoes de contorno e sem, todavia, saber quais sdo as solugoes explicitas. A
energia minima ¢é proporcional a carga topoldgica e ao fluxo magnético (no caso do
vortice) quantizados. Em seu trabalho, Bolgomol'nyi examina a estabilidade das solugoes
topolégicas tipo parede de dominios, linhas de vortices, monopolos magnéticos e também
dyons. Por coincidéncia, antes de Bolgomol'nyi, Prasad e Sommerfield [11] j& tinham
publicado em 1975 o calculo das solugoes estaveis do monopolo de 't Hooft-Polyakov
e do dyon de Julia-Zee no limite em que o potencial torna-se nulo, usando o mesmo
procedimento. O método ficou conhecido entao como formalismo BPS e o limite de minima
energia, como limite de Bolgomol’'nyi-Prasad -Sommerfield (BPS), em homenagem aos

trés cientistas.

Expomos aqui o formalismo BPS para o caso do vortice abeliano de Maxwell-Higgs.

Para isso, partimos de (3.21) e escrevemos o funcional de energia na forma
1
E= [dE = [ (232 D) + v) , (3.44)

em que B = 0,4y — b A; é a pseudo-componente z do campo magnético e \Diqb]Q =
(D;¢)" D;¢ . No intento de formar quadrados perfeitos, vamos considerar a famosa identi-
dade

‘Di¢|2 = ’Di¢‘2 +gB ’¢|2 + ;5ijaijk, (3.45)

sendo

Dy =Dy +iD, (3.46)

o operador de Cauchy-Riemann. Substituindo (3.45) em (3.44), achamos

1 1
E= [ (232 LV 4 [Dadf + gBlo] + QsijaiJ,Q . (3.47)
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Introduzindo um campo escalar neutro auxiliar ¥ de maneira conveniente, podemos

reorganizar (3.47) do modo subsequente:

E— /d2

Porquanto a energia é proporcional ao fluxo magético, sao validas as escolhas

1 1
(BFW)*+ |Dsgl* + (¥ + g o) B - SV HV A Seidi| . (348)

(W +glgf*) =gv? V= 7\1: , (3.49)

a partir das quais o potencial fica dado como

V= 922 (v~ 16’ (3.50)

Convém salientar que, embora a principio o pontencial (3.50) tenha sido deixado arbitrario
m (3.44), o formalismo BPS estabelece a igualdade entre (3.13) e (3.50) quando A = g,

ou seja, my = mg. Assim, ao inserir (3.49) em (3.48), temos:
1
E= [d { (B (0 101*)] + yDigby?} g [deB+ [ Eamgod (351)

O pentltimo termo em (3.51) corresponde a (3.36), a menos do fator gv?. J4 o tltimo
termo é de superficie e se anula sob as condigoes de contorno (3.42) e (3.43). Fisicamente,
isso acontence porque a soma das correntes persistentes na rede de Abrikosov gera uma
corrente liquida que se localizada somente nas bordas do supercondutor, ou seja, fora da
regiao onde os vortices se formam. Esse efeito é semelhante ao da circulacao no teorema

de Green. Como consequéncia, a energia (3.51) resume-se a

2
E = /d2 { Bxg(v*—1el’)] + \Di¢|2} + gv’® > +g0°P. (3.52)
Se zerarmos os termos quadrados entre chaves acima, encontramos as equacgoes BPSs do
sistema
B =g (v’ —|¢), (3.53)
Dip=0 (3.54)

e atingimos o limite inferior de energia
Epps = £gv*® = +210°Qy,p = £2710%0. (3.55)

O sinal superior (inferior) diz respeito ao vértice (antivértice). Veja que (3.54) é uma

condicao de holomorfismo generalizada para o campo complexo.
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3.2.4 Perfis Assintoticos dos Campos

Para analisar os comportamentos assintoticos das solugoes, vamos considerar primei-

ramente as equagoes autoduais (3.53) e (3.54) no ansatz (3.40) e (3.41), respectivamente:

~

S =F-), (3:56)
1= i“/;f, (3.57)

em que introduzimos a variavel adimensional p = gur, bem como a linha para indicar a

derivada com respeito a p.

Préximo da origem (p — 0), podemos encontrar solugoes do sistema acima em

série de Maclaurin,

P’ fﬁ 2(lnl+1) |

a(p) %n—j—i— 2(n2+1)p s (3.58)
f(p) ~ fup™ — {fp”” + o (3.59)

O valor da constante f,, depende obviamente de n e pode ser fixado com uma boa precisao
averiguando-se os comportamentos de a e f no infinito, assim como admitindo-se que
fn seja o ponto de separacao, nesse limite assintético, entre o', f' > 0 e o/, f/ < 0. Isso
restringe a e f a nao serem tao diferentes de n e 1, respectivamente, no limite p — oo.

Veja uma discussao semelhante em [13].

Quando p — 00, temos a << 1 e f — 1. Neste regime, sao validas as proposicoes

ar~ +oa << 1, (3.60)
fr1-=4f comdf <<1, (3.61)

por meio das quais as equagoes (3.56) e (3.57) desacoplam, resultando em

(6a)” — (52)/ — 26a =0, (3.62)
)"+ «;’{)I —20f =0. (3.63)

As solugdes de (3.62) e (3.63) sao combinagdes lineares das fungoes de Bessel modicadas
de ordem um e zero, respectivamente. Como as func¢oes de primeira espécie de ordem um
L(V/2p) e zero Iy(v/2p) sdo divergentes no infinito, as solucdes fisicamente aceitaceis sio

as de segunda espécie de ordem um K;(v/2p) e zero Ko(v/2p), ou seja,

da (p) x pK; (\/Ep) ~ \/pexp (—\/5,0) , (3.64)
df (p) x Ky (\/§p> ~ \jﬁ exp (—\/5,0) : (3.65)
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Perceba que os vortices se estendem apreciavelmente até um raio efetivo

LN ! (3.66)
= — ’r’e = —, .
=2 " V2gu
correspondendo a escala de massa
1

Tef

Por ultimo, cabe também apresentar a densidade de energia BPS avaliada no ansatz
(3.40) e (3.41). Isso pode facilmente ser feito a partir de (3.44). O resultado nos leva a

(")2 +2 (f’)2] = g’ [(1 — [y +2 (jﬂ o (368)

Erps (p) = g*v* P

em que usamos as equagoes BPSs (3.56) e (3.57) na ultima igualdade.

3.2.5 Graficos das Solucoes Numéricas

Nesta subsecao, fazemos os esbogos das solu¢des numéricas das equacgoes de pri-
meira ordem (3.56) e (3.57), do campo magnético B(r) e da densiade de energia Egps(r)

associados, sob as condigdes de contorno (3.42) e (3.43).

A Figura 9a mostra o comportamento do campo de Higgs. As curvas indicam
que quanto maior o valor de n, mais suavemente o campo escalar tende ao seu valor de
minimo, onde ha méxima concentragao de pares de Cooper. De maneira equivalente, isso

significa dizer que o parametro de ordem passa a ter um alcance cada vez maior, a partir

\\ \
\ \
N
AN
1 NN
N N
N .
ST
56 0 1 2 3 4 s 6
r r
(a) Campo de Higgs f(r). (b) Campo de calibre a(r).

Figura 9 — Solugoes numéricas do sistema BPS (3.56) e (3.57) satisfazendo as condigoes
de contorno (3.42) e (3.43). As convegoes adotadas para as linhas sdo: sélida
preta (n = 1), tracejada vermelha (n = 2), ponto-tracejada azul (n = 3) e
longo-tracejada laranja (n = 4). Em todos os perfis, adotamos g = v = 1 por
razoes praticas.
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do centro do vértice. Por outro lado, no centro do defeito, onde ha predominéncia de fluxo
magnético, temos f(r) = 0 (indicando a auséncia de pares de Cooper). Obviamente, os
perfis com n > 1 representam vértices mais energéticos, os quais podem decair em voértices
com menor energia, desde que carga topologica seja conservada. Tracamos na Figura 9b
o perfil do campo de calibre. Analogamente ao campo de Higgs, as curvas de a(r) ficam
menos localizadas e atingem o valor de minimo de maneira mais e mais ténue, a proporcao
que o winding number aumenta. Isso reflete o fato de as linhas de vértice irem se tornando
mais distribuidas ao redor do seu centro. Note que na origem a(r) é maximo e determina

exatamente o valor de n.

(a) Campo magnético B(r) = —a'(r)/gr. (b) Densidade de energia Egpg(r).

Figura 10 — Perfis numéricos do campo magnético associado ao potencial vetor da Fig. 9b
e da densidade de energia BPS (3.68). Usamos as mesmas convengoes da Fig.
9.

Na Figura 10a, exibimos o grafico do campo magnético. A medida que n cresce,
percebemos também claramente um aumento da distribuigao de B(r) com respeito ao centro
do vortice. Na origem, onde o campo escalar se anula, o fluxo magnético torna-se maximo,
fato que pode ser previsto por uma simples andlise de (3.53). A Figura 10b apresenta as
curvas da densidade de energia BPS (3.68). Com n = 1 (cor preta) o defeito topoldgico é
totalmente concentrado da origem. Quando n aumenta, a distribuicao energética diz que
os vértices formam uma regido com maior densidade de energia deslocada da origem. A
excecao do perfil com n = 1, todas as curvas convergem para o mesmo valor no centro do
defeito.
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3.3 Modelo de Chern-Simons-Higgs

Nas descrigoes anteriores, vimos que a teoria planar de Maxwell-Higgs, como uma
generalizacao relativistica do modelo de Ginzburg-Landau, suporta estruturas de vortices
apenas com campo magnético, pois o calibre temporal satisfaz trivialmente a Lei de Gauss.
Nao obstante, existe ainda uma teoria de calibre alternativa capaz de originar configuragoes
de vortices eletricamente carregados em (241)-dimensées. Nesse modelo, a dindmica do

campo de calibre é regida pelo chamado termo de Chern-Simons, conforme a seguir:

L=Lcs+ AHJ‘“, (369)
Los = —gsa"”AaFW - —gea“"AaE)uAy, (3.70)

sendo k o parametro de Chern-Simons adimensional, F,, = 9,4, — d, A, o tensor eletro-
magnético associado ao campo de calibre A, € o tensor de Levi-Civita com trés indices

=

e J* = (p,J) uma fonte externa de corrente.

As equagdes de Euler-Lagrange sao dadas por

K

§5O‘“VFW, =J% ou kF,, =¢cual” . (3.71)
Um aspecto interessante a observar em (3.71) é que, diferentemente da teoria de Maxwell,
as derivadas de A, sdao de primeira ordem. Assim, uma teoria de Chern-Simons nao
fornece modos propagantes tipo ondas planas, se J* = 0. Nesse caso A, ¢ um calibre
puro. Além disso, sempre é vidvel construir um termo similar a €***A,0, A, nao apenas
em (2+1)-dimensdes, mas também em qualquer espago-tempo de dimensdao impar. Em

dimensao par, ndo possivel formar um invariante de Lorentz com essa estrutura.

A partir de (3.71), podemos obter as leis de Gauss e de Ampere, fixando a =0 e

a = k, respectivamente,

kB = p, (3.72)
KEj = _5jk<]k- (373)

Note que a equacao (3.73) coincide com a lei de Hall [17,55], para a condutividade Hall
definida como oy = k. Por isso, o termo de Chern-Simons desempenha um papel muito
importante na descrigdo dos Efeitos Hall Quéanticos Inteiro e Fracionario [18]. Um trabalho
teodrico pioneiro sobre a fenomenologia do Efeito Hall Fracionario foi desenvolvido por R.
B. Laughlin [19], utilizando um modelo de quasiparticulas e quaseburacos, os quais se

comportam como vértices possuindo tanto campo elétrico como magnético.

Ao atentar para (3.72), percebemos que em cada ponto do espago existe uma
densidade de carga atrelada a um campo magnético. Em particular, se considerarmos a
densidade de carga para uma unica particula com carga ¢, temos

B(7) = %52 (7 —7), (3.74)
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cujo potencial vetor associdado é

!/
g Lj— T

ou ainda reexpresso como um calibre puro
_
A; = i&-@, com tanf = 2 x?’ (3.76)
21K T — 27

assumindo 7 = (z1,z5) e 7' = (2], 2}). Note que (3.76) confirma o fato de se ter B = 0
em qualquer lugar, exceto no ponto onde se encontra a carga, em direta analogia ao caso

de um selenoide, no qual o campo magético é nao nulo somente na regiao interior.

Se assumirmos uma outra particula (com momento p; e descrita por uma fungao
de onda ¢) movendo-se adiabaticamente ao redor da primeira, aquela experimentara o

potencial vetor desta via o acoplamento minimo

Di¢ = (pi — gAi) 9. (3.77)

E sabido do Efeito Aharonov-Bhom [56, 57] que tal interacdo pode ser suprimida no

hamiltoniano pela redefinicao da funcdo de onda:
¢ = exp (ig f Aidﬂ) ¢ = exp (zﬁ) ¢. (3.78)

De outra perspectiva, se considerarmos essas duas particulas — nas posi¢oes 77 e Ta,
em ordem — descritas por ¢ = ¢ (71, 7%) e as girarmos de forma adiabética em torno do
centro de massa por uma volta de 7/2, entdo a nova fun¢ao de onda ganhard uma fase de

Pancharatnam-Berry, a saber

2

gbl (FQ,/’?l) = exXp <lgl{> gb (Fl,FQ) . (379)

Como consequéncia, a teoria de Chern-Simons ¢é 1til para descrever anions, recaindo a
estatistica dos férmions ou bodsons, a depender da escolha apropriada do parametro k.
Por meio de (3.74), podemos inferir que, para todo d&nion com carga elétrica g, existe um
campo (ou fluxo) magnético atrelado. E importante lembrar que essa fase tem natureza
topoldgica, no sentido de que ela decorre de (3.70) e, portanto, independe da métrica do

espaco-tempo.

Voértices relativisticos carregados foram estudados primeiramente de forma inde-
pendente nos artigos de J. Hong, Y. Kim e P. Y. Pac [14] e de R. Jackiw, K. Lee e E. J.

Weinberg [13,15]. Nesses modelos, a densidade lagrangeana tem a forma

K
L= £CS + EHiggs - _Zga'ijaFuV + (D,ud))*D“gb -V (‘¢|) (38())
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(a) Fases normal (|¢| = 0) e supercondutora (b) Visdo tridimesional da Fig. 11a.
(gl =1).

Figura 11 — Potencial ¢%. Para o esboco, adotamos A\ = xk = v = 1 por convencao. Temos
a fase normal em |¢| = 0 e a supercondutora em |¢| = 1.

e o potencial proposto é do tipo ¢°,

V(6 = 25 168 (v* = 1oF?)’. 551

para suportar estados BPSs. O parametro A consiste em uma constante adimensional. Esse
potencial exibe dois valores de minimo (Fig. 11): um simétrico em |¢| = 0, com campo
vetorial de massa my = 0 e campo escalar, mg = Av?/k; e outro assimétrico |¢| = v, em
que my = v2gv e mg = /2 \?/k. A vista disso, é permitida a formacao tanto de vértices

nao topoldgicos (minimo simétrico) quanto topolégicos (minimo assimétrico).

As equagdes de Euler-Lagrange sao computadas como

K

550"“’]7“1, =J% ou KF,, =¢cual7, (3.82)
)\2
DD =~ (v* = 161%) (v* = 31¢l*) ¢, (3.83)

com J“ definido em (3.19). Veja que (3.82) tem precisamente a mesma forma de (3.71).

Usando aw = 0 em (3.82), encontramos a lei de Gauss no regime estacionério
kB =J° = gi[¢ (igA) — ¢* (igA°)| = 207 |¢]” A°, (3.84)

a qual mostra que o calibre temporal ndo é mais valido. Como conseqfiencia, as cofiguragoes

de vortices sao carregadas.

3.3.1 O Ansatz para o Vortice de Chern-Simons

Novamente, sublinhamos que é imprescindivel propor um devido perfil funcional

para os campos, a fim de solucionar as equagoes de movimento. Dessa maneira, ainda



Capitulo 3. VORTICES AUTODUAIS NA TEORIA DE CALIBRE U(1) 54

podemos empregar o ansatz (3.40) e (3.41), porém o potencial elétrico Ay deve ser agora

uma funcdo de r. Assim, temos:

Ay = Ao (r), A, =0, Ay = —a(rg)r_”, (3.85)

¢=uvf(r)em. (3.86)

Além disso, as configuragdes com energia positiva, finita e localizada requerem as condigoes

de contorno

f0)=0, f(r—o0)=1, (3.87)
a(0)=n, a(r — o00) =0, '
FO =0, f(r— o) =0, 59
a(0) =n,a(r — 00) = a, '

para os vortices topolégico (T) [13,14] e nao topolégico (NT) [15], respectivamente. A

constante real a., assume um valor nimérico diferente em cada setor topolégico.

Ja as condigoes de contorno impostas sobre Ay (r) ndo sdo as mais fortes, pois o
potencial elétrico poder ser substituido na densidade de energia por meio da Lei de Gauss
(3.84) (veja a subsegao (3.3.2)). Alias, ja antecipando o resultado mostrado em (3.108),

VEmos que

Ay (1) = Lo (1- 72 (3.89)
0 K . .
Essa equacao nos mostra que devemos ter na origem
gv°
Ay (0) = 77 (3.90)
K

para ambos os tipos de vortice. Por outro lado, para o vortice topolégico, o potencial

elétrico no infinito deve obedecer a condigao
Ay (r — 00) =0, (3.91)
enquanto para o vortice nao topologico,

A lr - o0y = £92, (3.92)
K
E importante esclarecer que o fluxo magnético definido em (3.36) nao é mais

necessariamente quantizado sob as condigoes de contorno (3.88), a saber

00 1 da 2m 2m
oNT = /d%B - 27r/ drr (-) = T 1a(0) —a(00)] = X (n—ax), (3.93)

0 grdr g g
uma vez que a (00) = ao ¢ uma constante arbitaria, a ser determinada numericamente.
Vale ressaltar ainda que, diferentemente da equivaléncia mostrada em (3.36), ndo podemos

dizer que o fluxo magnético esta diretamente relacionado a carga topoldgica, em decorréncia
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de esta nova configuracao ser dita nao topoldgica. De fato, agora nao faz sentido afirmar

que existe uma relagao de homotopia entre S}, e Sé.

Para critério de comparacao entre (3.93) e (3.38), podemos escrever também

2 2 2 2 2
g g g g g

Entretanto, sob as condigoes de contorno (3.87), o fluxo magnético é sempre quantizado e

a relagao (3.36) é valida novamente, ou seja,

27 27
(PC’S = = ?Qtop = ?n (395)

3.3.2 Formalismo BPS

Vamos agora introduzir o formalismo BPS na teoria de Chern-Simons-Higgs. Co-

megamos pelo funcional de energia no regime estacionario derivado de (3.80), dado por

E= [ (1Dogl* + D + V). (3.96)

Perceba que podemos explicitar |D0gzﬁ|2 em funcao do campo magnético com a ajuda de

(3.84):
2
Dydl? = 2 A2 |02 = — B2, 3.97

Usando a identidade (3.45) juntamente com (3.97), a energia (3.96) fica reescrita como

1
E = /d2 < 1o 3 B2+ |(Do)|* £ 9B 0" +V + gé?ijaijk)- (3.98)

Neste estagio, inserimos um campo escalar neutro auxiliar ¥ de maneira adequada,

objetivando quadrar a densidade de energia do seguinte modo:
2

E:/th2wﬂ3$w)+W%@

2 ,{/2 )
<g‘¢' P )BW T il ] ’ (3.99)

em que ja temos descartado o ultimo termo de (3.98), pois ele se anula sob as condigoes

de contorno. Em virtude de as configuragoes de vortices possuirem energia proporcional

ao fluxo magnético, impomos as igualdades

2
K
gl + —— ) gv*, V= —— 07 (3.100)
< 22w g |¢|*

com base nas quais determinamos o potencial

4
= L10 (v* - 10P)", (3.101)
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sendo similar a (3.81) na hip6tese de A = g2. Esta relagao infere que a massa mg associada
ao minimo néo trivial seja mg = v/2¢*v?/k. Diferentemente do que ocorre no cenério de

Maxwell-Higgs, a massa mg se torna igual a my = v/2¢v somente quando x = gu.

Diante dessas consideragoes, podemos substituir (3.100) em (3.99) , obtendo

293 2
B= [ {4 YPE [ch o (v - |¢\2)] + !Dmf} tg0? [ B (3102)

Indentificando a ultima integral como o fluxo magnético, rearranjamos (3.102) na forma

abaixo,

K2 2q° 2
oo / o {4g2 o7 lBﬂF G W)] + |Di¢!2}

:EgUQCI)CS > :EgU2(I)CS . (3103)

Ao anular os termos quadrados, determinamos as equacoes autoduais

B= i |¢| (v =101, (3.104)
Di¢p =0, (3.105)
assim como o limite BPS da energia
EXLs = +ev’Pog = £2m0% (Qrop — Goo) = 12707 (N — a0 ) (3.106)
para voértices nao topolégicos, ou ainda
ELps = 2270°Qyp = £2m0%n, (3.107)

para vortices topoldgicos (ax = 0). O sinal positivo pertence ao vortice e o negativo, ao
antivértice. E interessante reparar que (3.107) é justamente a mesma energia (3.55) do
modelo de Maxwell-Higgs. Ademais, estudos numéricos mostram que a, < 0 [15], levando
a ENTs > EL ¢ e, portanto, & possibilidade de decaimento do defeito nio topoldgico no

defeito topoldgico por um mecanismo de trasi¢ao de fase.

3.3.3 0O Caso Topoldgico
3.3.3.1 Perfis Assintéticos dos Campos

A fim de fazer as analises assintdticas das solugoes, avaliamos no ansatz (3.85) e
(3.86) a lei de Gauss (3.84) e as equagoes BPSs (3.104) e (3.105), respectivamente, como

B 1%k
Ay= =+ 17(1 — 13, (3.108)
C PP ), (3.109)
p=x4 (3.110)

p
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sendo p = gur e n = 2gv/k e a linha indicando a derivada em relagao a p.

Perto da origem, p — 0, é possivel encontrar solugoes do sistema anterior em série
de Maclaurin (daqui em diante, vamos tratar somente do vértice topolégico e considerar
apenas o caso no qual n > 0 (sinal superior), uma vez que para n < 0 (sinal inferior),

basta fazer Ag — —Ag,a — —ae f — f):

1 ? n ;4; mn
A~ 1T 2 (nﬁl) oy 4|, @)
2
a(p)=n— (nf—;—ll) (np)> "0 + . (3.112)
3
f(p) = fa(np)" — 2<n]:"r1)2 (np)”" ™ + .., (3.113)

em que f, ¢ uma constante dependente de n.

A medida que p — oo, notamos os comportamentos assintéticos a < 1 e f — 1

pelas condigoes de contorno (3.87). Neste limite, sdo pertinentes as escolhas

a~ +ia K 1, (3.114)
f~1-46f comdf <1, (3.115)

por meio das quais as equagoes (3.108), (3.109) e (3.110) resultam em

Ik .,
Ay — 576}“ =0, (3.116)
(6a)" — ) _ n*6a = 0, (3.117)
(6)" + (5[{) —n?0f =0, (3.118)

admitindo apenas a primeira ordem em da e § f. Conforme ja sabemos da subsecao 3.2.4,
as solugoes de equagoes tipo (3.117) e (3.118) sao as fungoes de Bessel modificadas de

segunda espécie de ordem um e zero, respectivamente. Portanto, temos:

1n? 1n? 1
Ag (r) o 57K () ~ Z”jﬁexm—np), (3.119)
da (p) o< npKy (np) ~ \/npexp (—np) , (3.120)
51 (p) o Ko (np) ~ —— exp (—np) . (3.121)

/P

Veja que os voértices se estendem consideravelmente até um raio efetivo dado por

1 1 K

O reciproco desse raio corresponde a escala de massa de Chern-Simons

1 2 2,,2
meg =~ =32 (3.123)
r KR
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Por fim, é 1til também escrever a densidade de energia BPS oriunda de (3.96) no
ansatz (3.85) e (3.86),

Exps (p) = g2 [(CL')Q 49 (f’)2] _ [ 1 o (1-2) +2 (Cbpfﬂ o (3.124)

0 8g202

em que usamos a lei de Gauss (3.108) na primeira igualdade e consideramos as equagoes
BPSs (3.109) e (3.110) na segunda.

3.3.3.2 Gréficos das Solucdes Numéricas

Nesta subsecao, esbogamos as solugoes numéricas do sistema de equagoes (3.108),
(3.109) e (3.110), os campos elétrico E(r) e magnético B(r) e a densidade de energia
Epps(r) correspondentes, perante as condigoes de contorno (3.87) e (3.90) e (3.91).

A Figura 12a revela o comportamento do campo escalar. Observamos que, quanto
maior for n, mais devagar o campo de Higgs alcanca o seu valor de minimo, em perfeita
similaridade ao que acontece na teoria de Maxwell-Higgs. Novamente, temos aqui f(r) =0
no centro de simetria do vortice. Apresentamos na Figura 12b o grafico do potencial

elétrico. Em virtude de (3.108), os perfis de Ag(r) se comportam como a imagem especular
de [f(r)]2, de maneira tal que Ag(r) + [f(r)]2 -1

2 3 4 5 6 7
r r

(a) Campo de Higgs f(r). (b) Potencial elétrico Ag(r).

Figura 12 — Perfis numéricos das solugbes das equagoes (3.110) (Fig. 12a) e (3.108) (Fig.
12b). Adotamos as seguintes convegoes para as linhas: sélida preta (n = 1),
tracejada vermelha (n = 2), ponto-tracejada azul (n = 3) e longo-tracejada
laranja (n = 4), considerando ¢ = v = k = 1 por simplicidade.

Na Figura 13a, mostramos o grafico do potencial vetor a(r). A proporcao que n
cresce, notamos nitidamente o aumento da distribuicao de a(r) com referéncia ao centro
do defeito. Na origem, onde campo de Higgs é zero, a(r) determina o valor de n. A Figura

13b exibe o grafico do campo magnético. Diferentemente do que ocorre na teoria de
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(1(}") 21— —— \
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o 1 2 3 4 5 6 7 6 7 8
r r
(a) Potencial vetor a(r). (b) Campo magnético B(r) = —a’/gr.

Figura 13 — Solugdes numéricas para o potencial vetor a(r) oriundo da equagao (3.109)
(Fig. 13a) e para o campo magnético correspondente B(r) = —a’/gr (Fig.
13b). Usamos as mesmas convengoes da Fig. 12.

Maxwell-Higgs, os valores maximos de B(r) independem de n e aparecem deslocados da
origem em posicoes radiais onde f(r) = v/2/2. Isso pode ser deduzido diretamente de
(3.104). Perceba que os maximos do campo magnético sao tanto mais afastados do centro

do vértice quanto maior for n.

Descrevemos na Figura 14a o perfil do campo elétrico. Veja que ele possui um
comportamento semelhante ao campo magnético da Figura 13b, porém a intensidade
maxima de E(r) diminui com o crescimento de n. Essa diminui¢do esta atrelada ao fato de

o campo escalar f(r) ser uma fungao crescente de r, conforme pode ser inferido a partir da

(a) Campo elétrico E(r) = —Aj. (b) Densidade de energia Egps(r) (3.124)
para o caso topolégico.

Figura 14 — Graficos numéricos do campo elétrico (Fig. 14a) associado ao potencial da
Fig. 12b e da densidade de energia Eppg(r) (3.124) para o caso topoldgico
(Fig. 14b). Usamos também as convencoes da Fig. 12.
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Lei de Gauss (3.84). Na Figura 14b, fazemos o esbogo densidade de energia BPS (3.124)
para estas configuragoes. Assim como as distribui¢coes dos campos elétrico e magnético, as
distribuicOes energéticas para diferentes valores de n formam regioes anelares de maior
intensidade®. Os anéis formados sdo centrados na origem e tém maiores raios para maiores
valores do winding number. Embora a configuracdo com maior n possua mais energia,
como mostra a equagio (3.106), percebe-se que o maximo da densidade de energia diminui
com aumento do winding number. Em compensagao, os perimetros dos anéis tornam-se
mais largos. Um tltimo aspecto importante a mencionar é que todos os perfis de Egpg(T)

sao nulos na origem, exceto aquele para n = 1.

3.3.4 0O Caso N3o Topolégico
3.3.4.1 Perfis Assintéticos dos Campos

Conforme podemos ver em (3.87) e (3.88), as condigoes de contorno na origem
para os vortices carregados topoldgico e nao topoldgico sao as mesmas. Consequentemente,
os comportamentos dos campos em torno de » = 0 sao analogos aqueles mostrados em

(3.111), (3.112) e (3.113). Por outro lado, no limite em que r — 0o, podemos assumir

a~da <1, (3.125)

Frof <1, (3.126)

conduzindo (3.109) e (3.110) a equagao de Liouville para 0 f (até a segunda ordem em § f)
"

n(6£)%]" + /1) [In (6 f)Z]/ +2(6f)* =0, (3.127)

cuja solucao fisicamente aceitavel é

(3.128)

o (£)

sendo C' > 1 uma constante dependente de n. Levando (3.128) a equagao (3.109) e

resolvendo-a para a(p), temos

2C 2C
a(p)%éa:—c(p[;) —C+ () o (3.129)

1+ (2)"

Veja que as solugdes aproximadas acima também fitam bem os comportamentos quando

r — 0. Diante disso, podemos fixar C' como segue

a0)=C—-1=n=C=n+1, (3.130)

6 Os anéis podem ser visto ao se rotacionar a Figura 14b em torno do eixo das ordenadas por um angulo

de 27 radianos, ja que as solugbes tém simetria rotacional.
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o que resulta nos seguintes comportamentos no infinito:

2n
1’k 2k 1)°
do(p)~ 2TE_ 2t ( ) . (3.131)
49 905 [1 n 2<n+1}

p£°> (3.132)

, (3.133)

donde podemos inferir imediatamente o limite a(r — 00) = as &~ —(n+2) < 0, mostrando
que os vortices nao topoldgicos possuem energia maior do que os topoldgicos (veja a
equacao (3.106)).

3.3.4.2 Gréficos das Solucoes Numéricas

Para o caso nao topoldgico, nés também computamos as solu¢des numéricas do
sistema de equagoes (3.108), (3.109) e (3.110), os campos elétrico E(r) e magnético B(r)
e a densidade de energia Epps(r) associados, sob as condig¢bes de contorno (3.88), (3.90) e
(3.92).

Veja na Figura 15a que o campo de Higgs se anula tanto no centro de simetria do
vortice quanto no infinito, para todos os valores do winding number. Note também que o

méaximo de f(r) aumenta e se afasta da origem a proporcao que n cresce. Ilustramos na

(a) Campo de Higgs f(r). (b) Potencial elétrico Ag(r).

Figura 15 — Solugoes numéricas das equagoes (3.110) (Fig. 15a) e (3.108) (Fig. 15b),
sob as condigoes de contorno (3.88), (3.90) e (3.92). Utilizamos as seguintes
convegdes para as curvas: sélida preta (n = 1), tracejada vermelha (n = 2),
ponto-tracejada azul (n = 3) e longo-tracejada laranja (n = 4), adotando
g =v = Kk = 1 por mera praticidade.
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Figura 15b o perfil do potencial elétrico. Apesar da mudanga nas condigdes de contorno
em relac¢do ao caso topolégico, os comportamentos de Ag(r) ainda sdo complementares de
[f(r)]?, no sentido de que ainda vale a relagio Ag(r) + [f(r)]> = 1, por causa de (3.108).

(a) Potencial vetor a(r). (b) Campo magnético B(r) = —a'(r)/gr.

Figura 16 — Perfis numéricos do potencial vetor a(r) (Fig. 16a) e do campo magnético
B(r) = —d'(r)/gr associado (Fig. 16b). Usamos as convengoes adotadas na
Fig. 15.

A Figura 16a retrata as curvas do potencial vetor a(r). Observe outra vez que a(r)
¢é igual ao winding number na origem. Diferentemente do que ocorre no caso topologico, o
campo a(r) possui um valor negativo no infinito para cada valor de n. Por exemplo, para
n=1,a, ~ —3.443431; paran = 2, a,, ~ —4.856922; paran = 3, a, ~ —6.413573 e, para
n =4, a, ~ —8.102216. Obviamente, os valores reais de a., diferem apreciavelmente dos
valores aproximados a., & —(n+2) < 0 preditos por (3.133). Na Figura 16b, apresentamos
o comportamento do campo magnético. Exceto para n = 1 (linha preta), perceba que B(r)
exibe dois maximos. Novamente, destacamos que os maximos do campo magnético sempre
ocorrem em posigdes radiais onde f(r) = v/2/2. O aparecimento desses dois méximos

resultam na formacgao de duplos anéis.

Mostramos na Figura 17a o esbog¢o do campo elétrico. Observe que ele possui um
efeito de inversao, o qual é mais evidente para menores valores da winding number. Além
disso, é nitido que os valores minimos dos perfis de E(r) aumentam com o crescimento de
n. Finalmente, na Figura 17b, ilustramos a densidade de energia BPS Egps(r). Repare
que também hé formacao de duplos anéis, os quais sao mais afastados da origem quanto

maior for o winding number. Exceto para n = 1, todos os perfis sdo nulos na origem.
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(a) Campo elétrico E(r) = —Aj,. (b) Densidade de energia Egpg(r) (3.124)

para o caso nao topoldgico.

Figura 17 — Perfis numéricos do campo elétrico E(r) = —Aj (Fig. 17a) e da densidade de

energia Epps(r) (3.124) para o nao caso topolédgico (Fig. 17b). Adotamos as
convegoes da Fig. 15.
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3.4 Modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs

O termo de Chern-Simons tem sido explorado também em teorias de calibre topolo-
gicamente massivas, nas quais a dinamica do campo de gauge é controlada adicionalmente
pelo termo Maxwell, ou seja,

1
£ = Loauge + Los = =7 FuF™ — Zsa””AaFW. (3.134)

Lagrangeanas dessa natureza tém sido consideradas ainda no contexto de teorias de calibre
nao abelianas [20,58,59]. A grande novidade do modelo (3.134) em (241)-dimensoes é
que ele se manisfesta como uma nova forma de teoria de gauge massiva, em que a massa
nao ¢ oriunda de um mecanismo de Higgs, mas do termo de Chern-Simons, isto é, a massa
¢ de natureza puramente topologica. Para entender melhor essa questao, vamos olhar para

a correspondente equacao de movimento

O"F,, — gemﬁFO‘B ~0. (3.135)

Reescrevendo (3.135) em termos do pseudo-quadrivetor dual,

1
Fr= §gmﬁFaﬁ, (3.136)

temos
(0,0" + %) Fyy = 0. (3.137)

Como vemos, o parametro de Chern-Simons estéd relacionado a massa do campo F};, o
qual além de preservar a simetria de gauge, claro, obecede ao calibre de Lorentz. Assim,

essa teoria suporta um modo propagante massivo transverso.

E possivel também descrever um mecanisno de Higgs, acoplando o campo de calibre

com um campo escalar carregado, a saber

L= Egzzuge + ECS + EHiggs

1 v K apuv *
=~ Fu " = S Ay 4+ (D) D" — V (18] (3.138)
em que seguimos com as definicoes para a derivada convariante D, ¢ = 0,0 — igA,¢

convariante e para o tensor eletromagnético F),, = 9,4, — 0,4, A fungao V (|¢|) é algum
pontencial que pode quebrar minimamente a simetria U(1). Na fase simétrica |¢p| = 0,
o campo de gauge apresenta um grau de liberdade topologicamente massivo e o campo
escalar complexo (ou dois reais) é massivo. Por outro lado, na fase assimétrica |¢p| = v, a
teoria fornece um campo de gauge com dois graus de liberdade massivos e um bdson de
Higgs. Além disso, o modo de Goldstone é absorvido pelo modo longitudinal do campo de

gauge. Os referidos graus de liberdades vetoriais exibem massas dadas por

1
me =g <\/8g%2 + K2 £ |m|> . (3.139)
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Veja que, no limite x — 0, recuperamos o modelo de Maxwell-Higgs e my = my = v/2gv
(secdo 3.2). Em contrapartida, para k > 1, podemos descartar o termo Maxwell, recaindo

no modelo de Chern-Simons (segdo 3.3).

A principio, sabemos que a equagao BPS para o setor de Higgs advém da equacao
de Cauchy-Riemann generalizada (3.54). Um fato interessante é que podemos utilizar essa
equagao para tornar a lei de Ampere proveniente de (3.138) integravel, reduzindo-a a uma
segunda equacgao BPS. Entretanto, conforme mostrado de maneira detalhada em Ref. [60],
o potencial BPS viola a simetria de calibre. Para contornar esse problema, foi proposto
inicialmente em Ref. [16] que é necessario modificar a teoria (3.138) introduzindo um
campo escalar auxiliar neutro da seguinte maneira:

1 K 1
L= = Fu PP = T A Fy + (Dyo) D6+ 50,000 — V (||, ¥),  (3.140)
em que V (|¢|, V) é o autopotencial definido por

V(16 %) = 96 + (00" — glof + D). (3.141)

Apesar de o campo WV ser visto a priori como um novo grau de liberdade, veremos que o
estado BPS ira fixa-lo como a componente temporal do campo de calibre. O novo modelo

(3.140) leva as seguintes equagoes de movimento:

1
0, F" = 555”0‘51«;5 + J, (3.142)
Dy D6 = —g* 0% — g(gv* — glof" + £¥)0, (3.143)
0,00 = =2g*V [¢]* — K(gv® — g |6[* + KV), (3.144)

em que a quadricorrente J” é dada em (3.19). Em particular, fazendo v = 0 em (3.142) e

definindo os campos elétrico E' e magnético B
E'=0'Ay, B = Fio, (3.145)
determinamos a lei de Gauss estacionaria
OE — kB = 26 |¢|* A°, (3.146)

a partir da qual notamos a invalidade do calibre temporal Ag = 0 devido ao termo de
Chern-Simons. Assim, vemos que essa é uma teoria mais geral para descrever configuragoes

de vortices carregados.

3.5 O Ansatz para o Vortice de Maxwell-Chern-Simons-Higgs

Para obter as solu¢oes BPSs numéricas do modelo (3.140), vamos utilizar novamente
o ansatz (3.85) e (3.86). Contudo, as fungoes regulares Ay(r), a(r) e f(r) passam a obedecer

as condigoes de contorno

Ay (0) = wp, a(0)=n, f(0)=0 (3.147)
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na origem e
Af(r—00)=0, a(r > o00)=mn, f(r—o00)=1 (3.148)

no infinito, para configuracoes topoldgicas com energia localizada, positiva e finita. Em

(3.147), o parametro wy ¢ uma constante que depende de n.

Como revisao bibliografica, vamos discutir nesse modelo somente o caso do vortice

carregado topoldgico (fase assimétrica), pois é o que servird de base para o capitulo 8.

3.6 Formalismo BPS

Para aplicar o formalismo BPS e encontrar as configuragoes estaveis, vamos consi-
derar o funcional de energia no regime estacionario associado a densidade lagrangeana
(3.140)

E= /d2 { [(8;A0)° + (8i\1/)2]+;BQ+g2(A3+\If2)|¢\2+|DZ¢|2+V}. (3.149)

Com o auxilio da lei de Gauss (3.146) e da identidade (3.45), podemos reescrever (3.149)

Ccomo
E = /d2 { (0140 F 0:9) + g* (Ao T V) |6° + [B T (90* — g |¢]” + £ )]
+|D.g)* + gv®B + 9, (iz%‘]’“ + AoaiAo)}
> +g0? / 228 = +gu*d. (3.150)

Os dois primeiros termos em (3.150) nos fornecem as equagdes BPSs para o setor elétrico.
Somente com a ajuda dessas equacoes é possivel absorver o termo remanescente Ag0; Ay
no ultimo termo de superficie, o qual se anula sob as condigoes de contorno [16, 60].

Consequentemente, quando as equagdes BPSs

8 Ay = £, Ag = £+, (3.151)
B =+ (gv*—g|o’ +r¥), (3.152)
Di¢p=0 (3.153)

sao verificadas, o sistema atinge a minima energia
Epps = g0*® = +210%Qy,p = £2710°0, (3.154)
quantizada em funcao do winding number. O sinal superior corresponde ao vortice, enquanto

o inferior ao antivortice.

A equagao BPS (3.151) nos mostra que o campo ¥ é dado em fungao de Ag. Assim,
para resolver o sistema autodual anterior, precisamos solucionar também da lei de Gauss
(3.146).
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3.7 Perfis Assintoticos dos Campos

Nesta secao, nds avaliamos a lei de Gauss (3.146) e as equagoes BPSs (3.152) e
(3.153) no ansatz (3.85) e (3.86) e calculamos as solugoes aproximadas nas fronteiras,
perante as condigoes de contorno (3.147) e (3.148). Apés algumas simplificagoes algébricas,

as referidas lei de Gauss e equagoes BPSs ficam, respectivamente, como

v Ao a 2.2 02
Aj+ — — k— = 2g°v* f* Ay, (3.155)
T qgr
al
— =TV = ) + grd, (3.156)
P (3.157)

o
Seguindo os mesmos procedimentos da secao 3.2.4, encontramos os comportamentos

aproximados para as solugoes de (3.155)-(3.157) perto da origem, a saber

1 1

Ag(r) = wy + ZKBOH + @/QSBOT‘* + .., (3.158)
1 1

a(r) =~ n— 59307’2 — Eg/@2BOT4 + .., (3.159)

flr)y = far”™ + .., (3.160)

em que By = B (0) = (gv? — kwp) é o campo magnético em r = 0 (veja Eq. (3.152)) e f, é

uma constante que depende de n. Por outro lado, essas fungdes se comportam no infinito

como
Ao(r) o Coo 29Ky (mr) ~ Coor——29" oxp (—mr) (3.161)

1) X Coo———= Ko (mr) = Cy xp (—mr), :

! (m+Jal) " (m + sl mr
2g°0? 2g°%0?
a(r) x Coo—"——1rK; (mr) = Coo ————=r/mrexp (—mr), 3.162
1

1-— K ~1-— — — 1

f(r) « Coo Ko (mr) Coo\/mexp( mr), (3.163)
em que
1

m=m_ = ( 8 (gu)? + K2 — w) (3.164)

¢ a masssa associada a um grau de liberdade vetorial definida em (3.139) e C ¢ uma
constante positiva. Essas solugdes sao validas somente para o vértice (n > 0 e sinal
superior). As solugbes para o antivértice (n < 0 e sinal inferior) s@o obtidas facilmente

pelos mapas Ag — —Ag,a = —ae f— f.

Para fins de esboco numérico, nés avaliamos também no ansatz a densidade de
energia BPS relativa a (3.149), obtendo
atf? 1

1 a)?
Epps (r) = 3 (A1) + 2(92302 + 02 FPAL + V() + v T (U 4V, (3.165)
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em que o autopotencial V' é dado por
1
V= §(gv2 — U f? + kU)? 4 02?2 2 (3.166)
Ou podemos reescrever (3.165) ainda como

a2f2

Epps (1) = (A" + (gu? — gvf? + kAg)? + 202 fRAZ + 20 ot

(3.167)

utilizando as equagoes BPSs (3.156)-(3.157).

3.7.1 Graficos das Solucoes Numéricas

Nos calculamos numericamente as solugoes da lei de Gauss (3.155) e do sistema
de equagdes autoduais (3.156)-(3.157), os campos elétrico E(r) e magnético B(r) e a
densidade de energia Eppgs(r) associados, assumindo as condigoes de contorno (3.147) e
(3.148).

Na Figura 18a, ilustramos o perfil do campo de Higgs. Observe que as linhas ficam
menos localizadas & proporcao que n aumenta, indicando maior distribuicao de pares de
Cooper. Esse efeito é parecido com o que acontece com o ANO vértice (Fig. 9a). A Figura
18b mostra o comportamento do potencial elétrico Ay(r). Note que os perfis ficam menos
localizados a medida que n incrementa. Diferentemente dos potenciais elétricos das Figs.

(12b) e (15b), vemos que o valor de Ay(r) na origem cresce com n.

(a) Campo de Higgs f(r). (b) Potencial Elétrico Ag(r).

Figura 18 — Solu¢oes numéricas para o campo de Higgs (Fig. 18a) e para o potencial elétrico
(Fig. 18b). Adotamos as seguintes convengoes: linha sélida preta (n = 1),
linha tracejada vermelha (n = 2), linha ponto-tracejada azul (n = 3) e linha
longo-tracejada laranja (n = 4). Em todos os casos, escolhemos g = v = 1 por
praticidade.

Na Figura 19a, esbocamos o grafico do potencial vetor a(r). E possivel perceber

que as linhas ficam mais distribuidas quando n aumenta. Esses perfis sdo similares aqueles
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0.51
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7
B(r) 03]
0.2

0.14

(a) Potencial vetor a(r). (b) Campo magnético B(r) = —a’/gr.

Figura 19 — Perfis numéricos do potencial vetor (Fig. 19a) e do campo magnético associado
(Fig. 19b). Consideramos as mesmas convengoes da Fig. 18.

exibidos pelo ANO voértice (Fig. 9b) e pelo CS vértice topolégico (Fig. 13a). Todavia, os
comportamentos mostrados na Figura 19a mundam consideravelmente em relagao aqueles
do CS voértice nao topoldgico (Fig. 16a). Ilustramos na Figura 19b a distribuigdo do campo
magnético B(r) para alguns valores de n. Para n = 1 (linha preta), B(r) possui valor
maximo na ogirem e o vortice é como um disco de campo magnético. Entretanto, para
n > 1 crescente, os perfis tendem a adquirir uma forma anelar em torno da origem. Assim,
ao contrario dos ANO (Fig. 10a) e CS (Figs. 13b e 16b) vértices, o campo magnético na

origem depende de n.

Finalmente, representamos na Figura 20 a forma do campo elétrico E(r) e da

densidade de energia Egpg(r) em alguns setores topoldgicos. A Figura 20a destaca que

0.81
Egpg(r) 0.6]
0.4

0.21

(a) Campo elétrico E(r) = —Aj,. (b) Densidade de energia Egps(r).

Figura 20 — Gréaficos numéricos do campo elétrico (Fig. 20a) e da densidade de energia
BPS (Fig. 20b). Adotamos as mesmas convengoes da Fig. 18.
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E(r) se disbrui como um anel centrado na origem, em analogia aos CS vértices topoldgico
(Fig. 14a) e nao topolégico (Fig. 17a para n grande). Por outro lado, a Figura 20b revela
que Epps(r) se comporta como o campo magnético B(r) (Fig. 19b), enfatizando que o

defeito é se torna menos localizado quando n cresce.
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4 VORTICES TOPOLOGICOS AUTODU-
AIS EM UM MODELO CP(2) CALI-
BRADO

Neste capitulo, vamos inicialmente apresentar alguns aspectos gerais do modelo
CP(N —1). Em seguida, descrevemos a formagao de vortices BPSs carregados e descarre-
gados no modelo C'P(2) calibrado. Configurages de vortices de segunda ordem descritas
por tal teoria foram inicialmente encontradas em 2016 por A. Yu. Loginov [61]. Em seu
trabalho, Loginov previu a existéncia de dois novos tipos de vértices topolégicos: o primeiro
possuindo fluxo magnético quantizado, com o potencial vetor satisfazendo uma condicao
de contorno de Dirichlet no infinito; e o segundo, curiosamente, tendo fluxo magnético
continuo, em vista do campo de calibre obedecer a uma condi¢cao de Neumann, também no
infinito. Indo adiante, investigamos a formacao de estados BPSs dos vértices de Loginov,
langando mao de um vinculo sobre o potencial. Mostramos que, além de ser fundamental
para determinar o potencial BPS, tal vinculo transforma o problema de Neumann em
um de Dirichlet, tornando as duas estruturas de Loginov equivalentes, a menos de uma

redefinicdo dos campos.

Os novos resultados apresentados neste capitulo renderam a nossa primeira publi-

cagdo, na revista Physics Letters B [24].

4.1 Modelo CP(N —1)

Seja G um grupo qualquer e H o seu subgrupo invariante, tal que eles formam o
grupo fator G/H. O modelo CP(N — 1) em (2+1)-dimensoes é uma teoria renormalizdvel
que possui ¢, — com a = 1,2,3..., N — campos escalares carregados tomando valores na
algebra de Lie do grupo fator G/H, sendo G = SU (N)e H =U (1)x SU(N—1 ~ U(N—-1).
Alias, a nomenclatura C'P refere-se ao espago projetivo complexo, que estudamos na
subsecao 2.3.1. Desde de seu surgimento no final anos 70 [62-65], o modelo CP(N — 1)
tem mostrado uma ampla aplicabilidade devido a sua forte correspondéncia com teorias de
Yang-Mills [66-68]. Especialmente, o modelo C'P(1) pode ser mapeado no 0-O(3) [63,64,69],
ambos suportando solucgoes topoldgicas tipo instantons. Para N > 2, o mapeamente nao
existe e, além disso, enquanto o modelo O(N) possui topologia trivial, o CP(N — 1)

mantém a sua topologia nao trivial.

Como estamos tratando de um modelo em (241)-dimensoes, no regime estacionario,

os problemas se reduzem a um espacgo euclidiano bidimensional. Neste caso, apesar de
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a topologia dos campos C'P(N — 1) poder ser classificada com base no segundo grupo

de homotopia 7 (G/H), representando o mapeamento entre uma esfera compactificada

52, e uma esfera no espago interno S2, um teorema discutido em [49,70,71] garante a

reducao de 7 (G/H) ao grupo fundamental de Poincaré,

Para G = SU (N) e H = U (1) ® SU(N — 1), podemos decompor localmente tais grupos

em produtos diretos de hiperesferas SV, a saber
N N—1
G~ IIS* ' HU()® I S2 (4.2)
k=2 k=2

uma vez que os numeros das dimensoes

dim(G) = fj (2k — 1) = N? — 1 e dim(H) = Nf (2k—1)=(N -1  (4.3)

correspondem as quantidades de geradores de G e H, respectivamente. Ademais, como ja
sabemos da subse¢ao 2.4.3, dim(G/H) = dim(CP(N — 1)) = dim(G) — dim(H) = 2N — 2.

Com isso, é facil perceber entao a relacao de equivaléncia
CP(N —1) ~ §?N-1/5t (4.4)
a partir da qual, utilizando o teorema (4.1) em (4.4), chegamos a
m [CP(N = 1)] =1 ($°V71/8") =m (") =n e Z. (4.5)

Assim, vemos de maneira clara que a topologia nao trivial do modelo CP(N — 1) depende,
no final das contas, somente da relacao de homotopia do grupo fundamental e, portanto,

independe de N.

A densidade lagrangiana dessa teoria é dada por [61]
L= (0upa)” b0 — 1" G0 (Dua)” ;0" b, (4.6)
com o campo ¢ tendo a norma constante em todo o espago-tempo,
Grba = h. (4.7)
Podemos ainda reescrever (4.6) na forma
£ = (Pulyn) Pacdt. (45)
em que temos considerado o operador hermitiano de projecao

Poy = dap — b 0a0;. (4.9)
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Esse modelo é invariante perante a transformagao global SU(N)
¢, — SU(N)y, b (4.10)
e sob a transformagao local U(1)
¢l — @, (4.11)

Obeserve em (4.11) que os campos ¢, definem, obviamente, uma classe de equivaléncia

[¢a), segundo mostrado em (2.12).

4.1.1 A Carga Topoldgica do Modelo CP(N — 1)

Veja que a invariancia local (4.11) nos sugere que o termo dinamico CP(N —1) em
(4.8) pode ser reescrito em funcao de um campo de calibre. Com efeito, podemos introduzir

o campo de calibre auxilar

A, = —ih 16'8,0 = _m; (610,06 — (0,0) 0], (4.12)

tal que

A, = A, (4.13)
Notemos que o campo auxiliar ndo representa um grau de liberdade extra e é puramente
real devido a condigao (4.7). Assim, a densidade lagrangeana (4.8) pode ser dada também

como
L = (Pap0utp)” Pacd e = (Dpa)” Dy = (D,ugp)' Do, (4.14)

sendo a derivada convariante definida por

D,¢p = 0,06 —i1A,d. (4.15)
Em analogia & equagdo (3.34), estamos aptos a introduzir a quadricorrente topolégica
conservada |
Th, = %gwﬁaaAﬁ, (4.16)
cuja carga relativa ¢é
Qtop = /S Tropd. (4.17)

4.2 Modelo CP(N — 1) Calibrado

Nesta subsecao, vamos abordar a teoria CP(N — 1) local, em que os campos ¢,
interagem com um campo de gauge U(1) via um acoplamento minimo nao canonico,
primeiramente considerada por A. Yu. Loginov [61] para descrever configuragdes tipo

vortices com N = 3. A densidade lagrangiana desse modelo é expressa como:

L= £gauge + ECP(N—I), (418>
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com
Lopv-1y= (P Dudy)” PacD o =V (¢), (4.19)
sendo

D/Aba = 8u¢a - gl’AuQabQﬁb (420>

a derivada covariante nao usual e V' (¢) o potencial. A matriz de carga () é real e diagonal,
Qa = diag(q1, g2, ..., qn ), € 08 qnvs $80 0s autovalores. E interessante observar a invariancia

de (4.18) perante a transformagao de gauge U(1) (ou SU(N) diagonal)
. 1
¢, = €0, A, = A, + o (4.21)

Note ainda que (4.20) recupera a dindmica CP(N — 1) regida por (4.8) no limite em que
constante de acoplamento g tende a zero. Além disso, se tivermos ) < 1y, 0 campo
A,, desacopla do campo escalar pela transformacao de calibre (4.21). Seja, por exemplo,

Q = Iyxn- Logo, a equagao (4.20) torna-se:
D,u(ba = u¢a - giAu¢a- (422>

Fazendo escolha de calibre
Ay = =i (hg)™ 650,00, (4.23)
percebemos que (4.22) reproduz (4.8). Isso acontece naturalmente em virtude de o modelo

CP(N — 1) puro ser invariante U(1) local. Dessa maneira, uma proposta para evitar o

desacoplamento entre A, e ¢, ¢ escolher

Tr(Q) = 0. (4.24)

As equagoes de Euler-Lagrange decorrentes de (4.18) sao dadas por

O F" =J", (4.25)
ov
Pup |2PyD,, (PeaD"¢q) — D, D" ¢y, + 907 =0, (4.26)
b
com a densidade de corrente J” sendo definida agora como
JV = Zg [(PabDV¢b)* Pachd¢d - PabDV¢b (Pachd¢d)*] . (427)
A corrente topoldgica é definida como
1 g
- - T _ 7 T
\7top = 27m.h€uaﬂaa <¢ 8,3¢) Qﬂ_hguaﬁaa (A,B¢ Q¢) ) (428>
cuja carga associada corresponde a
Qtop = /S Tropd. (4.29)

1 O potencial ndo pode depender de |¢|, pois esse médulo é constante em qualquer ponto do espago-tempo.

A dependéncia explicita serd fixada pelo estado BPS.
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4.3 Modelo C'P(2) Calibrado

Nesta se¢ao, vamos considerar a densidade lagrangiana (4.18) para N = 3,

1 x
L= _ZFWFW + (P Dyp)” PocDype — V () . (4.30)
Nesse caso, obviamente, temos um tripleto de campo escalar complexo acoplado ao campo
de gauge, com a,b,c = 1,2,3. Portanto, como essa teoria é invariante sob SU(3) diagonal,
a matriz de carga @) deve ser um dos oito geradores de SU(3). Na representacao das

matrizes de Gell-Mann,

010 0 — 0 1 0 0
)\1: 1 0 0 ,)\2: 1 ,)\3— 0 —]_ O ;
0 00 0 0 0 0 O
0 01 0 —1 0 0
M=1]00 0], A= 0 , Ag = 011,
1 00 1 0 10
0 ] 1 0 0
M=lo0oo0o =i |, x=—=]01 0 |, 4.31
7 . 2 8 \/§ ( )
1 0 0 0 —

dentre os geradores G; = %)\i (1=1,2,3,...,8) de SU(3), notamos que apenas G5 e Gg
verificam as propriedades de @) (consoante a discussao feita na segao 4.2). Logo, neste

cendrio, as configuracgoes de vértices devem surgir quando

1

Q=Gs=3A ou (4.32)
1
Q=G5 =3 (4.33)

Outro ponto importante é considerar a lei de Gauss independente do tempo (advinda

de (4.25) fixando v = 0)
8161140 = JO = Zg [(PabD0¢b>* Pachdd)d - PabD0¢b (Pachdqbd)*} ) (434)

em que D% = —igQp.0.A°. Nela, notamos que validade do calibre temporal A° = 0 nos

permite encontrar solugoes estacionarias contendo somente campo magnético.
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4.4 O Ansatz para o Vortice C'P(2)

O ansatz a ser usado agora tem a seguinte estrutura [61]:

Ay =0, A; = —976”55314 (r), (4.35)
b1 e™sin o (1) cos B (r)
by | = Bz | ein2f gin o (r)ysing(r) |, (4.36)
b3 e cos ar (7)

sendo £¥ e simbolo de Levi-Civita bidimensional 7/ um vetor unitario dado em termos do
angulo polar 6 : 29 = (cos @, sin ) ; os pardmetros ny,ny € n3 € Z sao os winding numbers
relativos aos campos ¢1, ¢ € ¢3. O ansatz (4.35) e (4.36) ¢ axialmente simétrico perante

rotagoes espaciais SO(2), bem como sob as transformagcoes (4.10) e (4.11).

Da condicao de regularidade dos campos na origem, as fungoes A (1) e « (r) devem

obedecer a
A(0) =0, 4.37)
a(0) =0, (4.38)
implicando ainda em n3 = 0, pois o campo C'P(2) nao pode ser multivalorado.
A equagdo de movimento para 3 (r) é dada por (usando® (4.32) e n; = —ny = n)
1 in? avsin (4 AN?
5"+ ( + 2a/ cot a) B — w (n — 2) =0. (4.39)
r r

A linha indica a derivada em relagdao a coordenada radial r. As solugdes compativeis com
o estado BPS sao
v

p=1

desde que assumamos um potencial independente do campo /3, ou seja, dgV = 0.

+ gk, By = gk‘, com k € Z, (4.40)

A densidade de energia referente a (4.30), no calibre temporal e no regime estacioario,
¢é dada por:

1 *
£€=5 (Fij)* + (PusDith)” PacDicpe + V. (4.41)

Para configuragdes com energia positiva e definida, devemos ter no infinito (r — oo) os

seguintes comportamentos

Fi; =0, (4.42)
PabDinb — 0, (443)
) (4.44)

2 Esta escolha serd esclarecida adiante.
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Assim, o campo A, tende a um calibre puro. Analisando ainda (4.43) no ansatz, para

B = B (sem perda generalidade, adotamos k = 0), temos:

o1 gemle sin «v
1 .

By | =h2 geme sin

03 COS &

Dessa forma, para ¢ = r, podemos assumir

¢a = ¢a (Oé, 9) = Dr(bb = 87“¢b 08 O/aa¢b =

PuD,¢p x o' = o (r = 00) = 0 = a (r — oo) = constante.

J& para ¢ = 6, obtemos
PuyDogp = Pa, (Oapp — 1Aqos) = iPap (ny — Ags) dp.-

e Paraa=1

Py Doy, = iPyy (ny — Aqr) ¢1 + P12 (ng — Aga) 2 — iPi3Agsds
V2 1

=5 b3 eimf {(nl — Aq)sina — 5 (12 — Aqio) sin® a

A
—i—ﬂ sin v cos? a] ;

V2

e Paraa=2

Py Doy, = i Poy (ny — Aqr) ¢1 + P2 (ng — Aga) 2 — i PasAgs s
V2

, 1
=5 13 ein26 |:(TL2 — Ag)sina — 3 (12 — Aqio) sin® a

A
—i—ﬁ sin o cos? a] ;

V2

e Paraa=3

P3yDooy = iPs1 (ng — Aqy) ¢1 + i Pag (ng — Aqa) o — i P33 Aqzds

1 2

—5 (n12 — Aqy2) cos asin 2 2

o — Agsz sin® «cos® o ;

N

=1h

em que temos definido

Nz = N1 + N2, 12 = q1 + G2-

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)
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Se escolhermos @) = G5 = 13, temos g2 = 0 e g3 = 0. Nesse caso, (4.47), (4.48) e (4.49)

resultam sequencialmente em:

PiyDogy, = ?ihéemle Knl — ?) sin v — ;nm sin® a] , (4.51)

Poy Doy, = ?ihéeime Kng + 1;1) sin v — ;nlg sin® 04} , (4.52)

Py, Doy, = —;z’hénlg cos asin? a. (4.53)

Além disso, vamos assumir neste trabalho n5 = 0, ou seja, ny = —ns = n, o que nos leva
a escrever (4.51),(4.52) e (4.53) como

PiyyDoopy, = ?ihéeme (n — 13) sin «, (4.54)

Py, Dypy, = \éﬁihée_mg (—n + é) sin «, (4.55)

Py, Doy = 0, (4.56)

respectivamente. O resultado acima nos faz concluir que no infinito devemos ter
A(r — o0) = 2n. (4.57)

Essa condigdo de contorno de Dirichlet em termos do winding number é necessaria e

suficiente e determina a quantizacao do fluxo magnético e, portanto, da energia BPS, se
T
a(r— o) = 5 (4.58)

De outro modo, para [ = 35 (sem perda de generalidade, usamos k£ = 1), temos:

o 0
¢y | =hz| em™sina |. (4.59)
O3 CoS (v

Dessarte, a andlise feita em (4.46) ainda é vélida considerando-se (4.59). De maneira

similar ao que obtivemos em (4.47), (4.48) e (4.49), podemos encontrar agora

Py Doy, = 0, (4.60)
Py, Doy, = ;ihéeim@ sin (2a) cos a [na + (g3 — q2) AJ, (4.61)
Py, Docby = —;m% sin (2a) sin o [ny + (g3 — g2) AJ . (4.62)
Novamente, se adotarmos @ = G3 = $)A3 e ny = —ny = n, as expressdes (4.61) e (4.62)

ficam, em ordem, como:

1.1 . A
Py Doy, = §ih§e’mo sin (2ar) cos « (—n + 2) , (4.63)

1 A
Py, Dy, = —§ih% sin (2a/) sin « (—n + 2) : (4.64)
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permitindo-nos concluir outra vez que podemos ter
A(r — o0) = 2n. (4.65)

Neste caso, a condigao (4.65) é suficiente, mas nao necessaria, quer se trate de um defeito

topolégico com (4.58) sendo valida, quer se trate de um nao topolégico, ou seja,
a(r —o0) =0. (4.66)

Na verdade, tendo em mente a validade de (4.58), a condigdo de contorno mais geral para
A(r) é a de Neumann
A (r = o) =0. (4.67)

Com efeito, a existéncia destes solitons topoldgicos (de segunda ordem) com fluxo magnético
nao quantizado foi apontada por Loginov [61]. Esse novo fenémeno aparece devido a
anulagdo da derivada covariante transversa no infinito ser menos restritiva do que a
anulacao da propria derivada covariante. Contudo, a condigdo de contorno (4.65) torna-se
necessaria e suficiente, caso

a(r— o) = %, (4.68)
gerando, portanto, configuragoes tipo vértices topologicos com fluxo magnético quantizado.
Veremos na subsegdo 4.5.2 que a condi¢ao de contorno (4.68) é fundamental para se
estabelecer os estados BPSs dos vortices de Loginov com = 5, equiparando-os aqueles
com [ = ;. Por outro lado, para as escolhas ) = Gg = %)\8 e ny = ng = n, isto é,
Ny =2ne g2 = % (sendo agora 8 = [y = constante), é mostrado em [61] que este caso
e aquele no qual Q = G5 = %)\3 (sendo ainda 3 = f35) sdo equivalentes, a menos de uma
simples redefinicao dos campos. Por essa razao, vamos considerar apenas () = G3 = %)\3
nas discussoes seguintes.

4.5 Formalismo BPS: O Caso ) = G3

Agora, com o intento de implementar o formalismo BPS, vamos partir do funcional

de energia oriundo de (4.41) projetado no ansatz (4.35) e (4.36), assumindo @ = G3 e

ny = —Ng = N:
E—/d2x$—2 /drr B—2+h da 2+W(A—n)281n2a +V (4.69)
B " 2 dr r2 \ 2 ’ '
com B = —% e W =W (a,B) = 1—sin?acos? (23). Comecamos de antemao com a

energia projetada em razao da dificuldade técnica que tivemos em propor uma identidade

para o setor escalar tal qual aquela utilizada em (3.45). Podemos entao reescrever (4.69)
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no seguinte modo:

_27r/dr1“{ (BFVaV) + [dr %NW(?‘”)SMF}

q:/d l _2”>\/3_V + (A= 2n) W <COSO‘)] (4.70)

E possivel converter o integrando na tultima linha acima em uma derivada total, se o

potencial obedecer ao vinculo
1d (Cos a)
(\/QV) = hWW (4.71)

Assim, a energia (4.70) passa a ser dada na forma

S P YR I L W

dr 2
> Epps, (4.72)
em que temos definido
Epps = 21 / drr€xps, (4.73)
com
Epps = :Fljn (A —2n)VaV]. (4.74)

A energia BPS (4.73) é positiva e definida e seu valor corresponde a

2 4
Esrs =% (oo = 20) 2V = (Ao — 20) 20 =% F2W, (4.75)

em que temos assumido Ay, = A (r — 00) e Ag = A(0). J& o fluxo magnético quantizado
¢ dado por?
2 4
¢ = 27r/d7‘rB (r) = ——WAOO S (4.76)
g g

Na saturagao da energia no limite BPS (4.75), pela anulac¢ao dos termos quadrados

m (4.72), encontramos as equagoes de primeira ordem

B=+V2V, (4.77)
d—a = j:\/W <A ) sin a.

——n
2

(4.78)

dr r

3 Por causa da estrutura do novo ansatz, o fluxo magnético é agora convencionado negativo (positivo)

no setor topolégico com n > 0 (n < 0). B facil ver que a taxa total de variacdo de A(r) é contraria
aquela de a(r) no contexto de vértices U (1).
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4.5.1 Perfis Assintéticos dos Campos : O Caso =0

Quando 3 = 81 = § + 5k, obtemos W = 1 e a restrigao (4.71) torna-se

4 () - ez am

cuja solucao nos da

92 h2
2

ou ainda em termos de ¢3 (usando o ansatz (4.36))

V= cos® a, (4.80)

Vv

2
h
=16l (4.81)

levando em conta a constante de integracao igual a zero, convenientemente. Repare a
quebra espotanea de simetria de SU (3) para SU (2) manifestada em (4.81), remanescendo

assim apenas dois campos escalares complexos (ou quatro reais) independentes,

[@s* = h— (|61 > + o) (4.82)

Além disso, as fixacoes de 3 e dos winding numbers reduzem mais dois campos escalares
reais, quebrando a simetria mais uma vez, de SU (2) para U (1). Finalmente, quando o
minimo ¢ atingido,

T

a(r—o0) = BL (4.83)

a simetria U (1) é quebrada devido ao minimo assimétrico,

61]* + |al” = R, 61 =5, |6s]” =0, (4.84)

e o defeito surge. Observe que neste modelo C'P (2) podemos interpretar a densidade de

superelétrons da teoria de Ginzburg-Landau como sendo

Ng = |¢1]* + |#a . (4.85)
A partir de (4.80) e (4.83), notamos também que devemos ter no infinito V) = 922h2.
Este ultimo resultado substituido em (4.75) nos leva a
Epps = tdrhn. (4.86)
Além disso, as equagdes BPSs (4.77) e (4.78) tomam a forma
if{f = T¢*hcosa, (4.87)
f;f Sl (A ~n), (4.88)
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as quais possuem solugoes com os seguintes comportamentos proximo a origem (a frente

vamos tratar somente do vértice, ou seja, n > 0 e sinais inferiores),

A(r) = M2, (4.89)
a(r)~ Cyr", (4.90)
e no limite assintotico r — oo,
A(r) = 2n — 2CyMarexp (—Myr), (4.91)
a(r)~ g — Cyexp (—M,r), (4.92)

com A = th/ 2, sendo C7 e (5 constantes reais e M, = My = V) as massas dos corres-
pondentes bdsons. Perceba que essa igualdade entre as massas manifesta a caracteristica

peculiar dos vortices BPSs descarregados.

E pertinente ainda considerarmos a densidade de energia BPS, ao substituir (4.87)
e (4.88) em (4.69), a saber
/

A 2
Epps (1) = (gr) +2h (o) = g*h% cos® a +

5 ——n (4.93)

2h sin? o <A >2
2 b

r

para fins de esbo¢o numérico.

4.5.2 Perfis Assintéticos dos Campos : O Caso =0

Para a situagao na qual 8 = 8, = Tk, encontramos W = cos’a e o vinculo (4.71)

resulta em y hd (cos? a)
g cos” (v
— V2V ) = ———=—= 4.94
dr( ) 2 dr (4.94)
tendo como solugao
g2h2
V = 3 cos? (2a), (4.95)
assumindo agora a constante de integragao igual a C' = —gh/4, de maneira adequada.

Olhando para (4.95), percebemos que devemos ter a seguinte condi¢do de contorno no

infinito:

a(r—o00) = %, (4.96)
e também Vj = %. Este tltimo resultado aplicado em (4.75) nos fornece

EBPS = xmhn. (497)

Adicionalmente, as equagoes BPSs (4.77) e (4.78) assumem agora a forma

1dA g*h
ala o> S 2 4.
il S cos (2av) (4.98)

da sin (2a) /A
=+ B 4.
dr 2r ( 2 n> ’ (4.99)
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cujas solugbes tém os seguintes comportamentos perto da origem (consideramos apenas o

vortice, isto é, n > 0 e sinais inferiores),

A(r) = 27“2, (4.100)
a(r) = Cir', (4.101)
e no infinito,
A(r) ~ 2n — 2CoMarexp (—Mar) , (4.102)
a(r) ~ % — Cyexp (=M,r), (4.103)

em que M, = M,y = V/\ sdo as massas dos respectivos bésons e C; e Cy sdo constantes

reais.

E interessante observar que o potencial (4.80) pode ser mapeado no potencial

(4.95), usando as redefini¢oes
a—2a, A= A4, h— h/4. (4.104)

Posto isso, também os sistemas BPSs para § = 1 e § = S podem ser mapeados um no
outro, implicando ainda na mesma equivaléncia a nivel das equacoes de Euler-Lagrange.
Por conseguinte, vemos que ambos os cenarios sao fenomenologicamente compativeis. Na
pratica, a carga topolégica (bem como a energia) do caso 3 = [3; corresponde a quatro
vezes a do caso 3 = 33, em decorréncia de o primeiro mapa de homotopia cobrir quatro
vezes o segundo. Notemos ainda que os perfis assintoticos sao tipicos dos vértices descritos

pelo modelo de Maxwell-Higgs.

4.6 Graficos das Solucoes Numéricas

Nesta secao, apresentamos os graficos das solugoes numéricas do vértice descrito
pelo sistema equagoes de diferenciais (4.87) e (4.88) (caso 5 = (1), sob as condigoes de
contorno (4.37), (4.38), (4.57) e (4.58).

Na Figura 21, ilustramos os comportamentos do campo escalar « (r) e do potencial
vetor A (r). Note que tanto « (r) quanto A(r) se anulam na origem para qualquer valor
do winding number. Também vemos que, enquanto A(r — 0o0) — 2n no infinito, obtemos
a (r — 00) — m/2 independentemente de n. Se compararmos a Figura 21 com as Figuras
9a e 9b, constatamos que neste cenario o campo escalar se comporta da mesma forma:
tendendo ao valor de minimo cada vez mais suavemente com o crescimento de n. Por outro
lado, o perfil de A(r) é “espelhado” com respeito a a (r), em virtude apenas da prépria

estrutura do ansatz.

Mostramos na Figura 22a o perfil da intensidade do campo magnético B(r). Vemos

que todas as curvas descrevem lumps (do inglés, carocos) centrados na origem, para
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8 10 0 2 4 6 8 10
r r

(a) Campo escalar a(r). (b) Campo de calibre A(r).

Figura 21 — Solugdes numéricas para o campo escalar « (r) em preto (n = 1) e vermelho
(n = 2) e para o campo de calibre A(r) em azul (n = 1) e laranja (n = 2). Em
todos os esbogos, fixamos g = h = 1 por simplicidade.

0.84

0,6

B(r)

0,4+

0.2+

(a) Campo magnético B(r) = —A’(r)/gr. (b) Densidade de energia Egpg(r) (4.74).

Figura 22 — Perfis numéricos do campo magnético B(r) = —A'(r)/gr (Fig. 22a) e da den-
sidade de energia Eppg(r) (4.74) (Fig. 22b). Usamos as seguintes convengoes:
n=1 (linha sélida preta), n = 2 (curva longo-tracejada laranja), n = 3 (linha
ponto-tracejada azul) e n = 7 (curva vermelha tracejada). Em todos os casos,
usamos g = h = 1 por praticidade.

quaisquer valores do winding number, em perfeita analogia ao vortice de Nielsen-Olesen
(Fig. 10a). Inclusive, a medida que n aumenta, o campo magnético também se distribui
em uma area cada vez maior. Ja na Figura 22b, descrevemos o grafico da densidade de
energia BPS (4.93). Em particular, para n = 1 a solugao também é um lump com centro
na origem. Por outro lado, os demais perfis predizem que as distribui¢oes energéticas
geram anéis, cujas intensidades maximas ocorrem em distancias finitas da origem. Tais
distancias determinam os raios dos anéis. E interessante perceber ainda o decrescimento

das amplitudes maximas com o aumento do winding number, em estreita concordancia com
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a Figura 10b. Deveras, os estados BPSs dos vortices de Loginov preveem caracteristicas

semelhantes aquelas previstas por Nielsen-Olesen.
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5 VORTICES NAO-TOPOLOGICOS AUTO-
DUAIS EM UM MODELO CP (2) CALI-
BRADO E COM UMA FUNCAO DIELE-
TRICA

A teoria de calibre abeliana usual sem o termo de Chern-Simons nao prediz a
existéncia de estados BPSs de vértices nao topoldgicos. O mesmo acontece com o modelo
CP(2) calibrado. Entretanto, a fim de descrever tais defeitos, podemos introduzir uma
funcao dielétrica generalizada G(¢) que altera a dindmica do campo de gauge, ou seja:
L yauge = G(@)L gauge- Portanto, neste capitulo, vamos averiguar no modelo de Loginov [61]
a existéncia de estados BPSs dos vortices C'P(2) nao topoldgicos em um meio dielétrico.
Veremos que, mesmo neste cendrio, para « (r) (e também Ng) < 1 ainda é possivel
encontrar estados nao topologicos com fluxo magnético quantizado para valores restritos

do winding numober.

Esses estudos levaram a publicagao do nosso segundo artigo, na revista Physical
Review D [25].

5.1 Modelo C'P(2) Calibrado e com uma Func3o Dielétrica

Historicamente o uso de uma funcao dielétrica generalizada dependente de um
campo escalar advém da teoria de Friedberg-Lee [72] com a introdugao de uma algebra de
Lie ndo compacta SU (3), cujo objetivo seria tentar explicar o problema do confinamento dos
quarks via um “Efeito Meissner” para o campo elétrico de cor. Nesse modelo, os hardrons se
manifestam como um séliton nao topolégico. Em anos recentes, mais precisamente a partir
de 2010, essa ideia tem sido estendida para o estudo dos chamados vortices generalizados, os
quais sao descritos por setores de gauge e de Higgs nao candnicos, como é o caso dos vortices
carregados U (1) [73] e CP (1) [74] e descarregados topoldgico [75] e ndo topolégico [23]. J&
vimos que este ultimo tipo de configuragao possui fluxo magnético ndo quantizado, muito
embora a discretizacao seja uma caracteristica marcante da supercondutividade tipo II.
Curiosamente, em 1961, J. Bardeen indicara a existéncia de um fluxo nao quantizado menor
de que um flixion em um supercondutor com simetria cilindrica [22], devido a “efeitos
de tamanho” (ou de borda). No ano de 2000, em uma amostra supercondutora de filme
fino, foi detectada experimentalmente por A. K. Geim e outros [21] uma penetracao de

fluxo magnético em um fracao de 1073 de um flixion, evidenciando os efeitos que Bardeen
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apontara. Aqui, contudo, mostramos a possibilidade da existéncia de vértices descarregados
e com fluxo nao quantizado, apesar de efeitos de borda nao serem considerados, conforme
previsto primeira e teoricamente por D. Bazeia et al. [23] em 2015.

Partimos agora da densidade lagrangiana (4.30) modificada pela funcao dielétrica,':

L= _GEL(/b)F/WFuV + (PabDu¢b)* PacDM¢c -V (¢) : (5.1)

As equagoes de Euler-Lagrange provenientes de (5.1) sdo

0, (GF"™) = J”, (5.2)

oV 196G, le 0, (5.3)

Py, |2Py.D,, (PyD"¢q) — D, D" -—F,
b[ be Dy (Pea D" ¢q) M ¢b+8¢z+48¢z“
em que J” é a densidade de corrente dada em (4.27).

Vamos admitir a lei de Gauss estacionaria (decorrente de (5.2) com v = 0):

0; (GGiAO) =J%=ig [(pabp%b)* PoeQeapa — PuyD oy, (Pachd%)*] ; (5.4)

tendo em vista D¢, = —igQp.0.A°. Veja que a validade do calibre temporal A° = 0 nos
possibilita prever também vortices nao topologicos independentes do tempo possuindo

somente campo magnético.

5.2 O Ansatz para o Vértice C'P(2) Calibrado ndo Topoldgico

Novamente, vamos utilizar o ansatz (4.35) e (4.36). Consoante ja vimos, para a

condicao de regularidade dos campos na origem, devemos ter

: (5.5)
: (5.6)

fixando ng = 0, pois o campo C'P(2) nao pode ser multivalorado. Por outro lado, haja
vista que buscamos solugoes nao topolégicas, devemos impor no infinito a condi¢ao de
contorno de Neumann para A,

A (r = o) =0, (5.7)

pois o fluxo magnético nao serd mais necessariamente quantizado; e ainda uma de Dirichlet
para a:

a(r—o00) =0, (5.8)

ja que o campo escalar deve possuir valores iguais nas fronteiras.

1 Enfatizamos novamente aqui a nio dependéncia de G e V com |¢], posto que este médulo é constante

em todo ponto do espago tempo. A dependéncia explicita serd estabelecida pelo estado BPS.
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E interessante ressaltar aqui que, apesar de nao termos modificado a dindmica do
setor escalar, ndo podemos inferir previamente qual serd o valor de A (r — 0), segundo o
tratamento feito na subsecao 4.4. Isso acontece em virtude de a funcao dielétrica introduzir
uma forte restrigao sobre A (1) via equagdes BPSs (e sobre o autopotencial), conforme

veremos na préoxima secao.

5.3 Formalismo BPS: O Caso () = G5

Nesta secao, vamos aplicar o algoritmo BPS, assumindo o caso no qual Q) = G3.
Sob esta e as asser¢oes precedentes, o funcional de energia decorrente de (5.1) avaliado no

ansatz (4.35) e (4.36) (com ny = —ny = n), no regime estaciondrio e no gauge temporal
fica dado por:

2 2 2
E:/d2x8:27r/drr{GB <Ccl1(7)j> —i—Z(?—n) sin? o

sendo B= -2, G =G (a,8) e W =W (a,) =1 — sin® acos? (23). Vamos reexprimir

(5.9) na segumte forma:

2 2
E:Qﬂ/drr C;(B:F 22;) —i—h[(j;qi\/?(?—n)sina}

:F/d[ _Q”WW 4 (A= 20) WWW <COSO‘)] (5.10)

9

+ v}, (5.9)

Para transformar o integrando da tltima linha anterior em uma derivada total, é cabivel

introduzir um vinculo, a saber:
1d
o (Vaav) = W (COSO‘) (5.11)

Logo, frente a (5.11), a energia (5.10) fica reescrita como

2 2
G [2V da VW (A )
E—]EBPS—i—/dT'T 2(B:F G) —I—h[drilir<2—n)sma]
> Epps, (5.12)

em que temos designado a energia Egpg por

EBPS == 27T/d7’7’53p5, (513)
sendo Egps a densidade
1 d
Epps = o d (A= 2n) V2GV]. (5.14)
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A energia BPS (5.13) exibe um valor positivo definido e este é determinado por

Epps = :FQ;T I:(Aoo —2n)/2G Ve + Qm/ZGOVO] , (5.15)

em que temos rotulado Gog = G (r — 00,7 =0) e Voo =V (r — 00,7 = 0). Sem perda

de generalidade, vamos considerar o caso no qual GoVy = G Vi, que leva a equagao (5.15)

2
Epps = :F;Am\/zaoovm. (5.16)

Porquanto o fluxo magnético é dado por

a

o = 27r/dr7‘B (r) = —2—7TAOO, (5.17)
e

podemos reexpressar (5.16) na forma abaixo:

Epps = £01/2G o0 Vio. (5.18)

Ao atingir o limite inferior de energia (5.18), a configuragao do voértice deve satisfazer as

|2V
B =4 — 1

da :I:\/W (A ) sin a, (5.20)

equagoes BPSs

oy

——n

2

zerando os termos quadrados em (5.12).

5.3.1 Perfis Assintéticos dos Campos: O Caso =0

Em analogia ao capitulo precedente, vamos tratar aqui também os dois casos:
p=p1 e f=P2 (validos se assumirmos JsG = 93V = 0). Assim, para 3 = f; = § + Tk,

encontramos W =1 e o vinculo (5.11) reduz-se a

LA\ foa7) = pleo) (5.21)

E dr dr
fornecendo-nos o subsequente autopotencial
2 h2
Via) = gQG cos® a, (5.22)

com a constante de integragao sendo tomada nula (C' = 0), de modo apropriado. Repare em
(5.22) que recuperamos o potencial (4.80), cujo minimo é assimétrico, se G = 1. Todavia,
é factivel engendrar um potencial com uma estrutura de minimo simétrica (suportando,
por conseguinte, vértices nao topoldgicos), se G for nao trivial. Nesse sentido, propomos

uma funcao dielétrica da forma

G(Q):M:iﬂzg(w ) (5.23)
1 —cosa h3 (h% — ]¢3D s '
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tal que M =1,2,3, ..., com a qual o autopotencial (5.22) torna-se

g*n? 2M
Via) = (cosa)™ (1 —cosa), (5.24)
ou ainda reescrito em funcio de |@3| = h2 cos
e2hz2~M 1
V (1d3l) = =5 Ios["" (h= — |al) - (5.25)

O potencial supracitado é sempre positivo definido para todos os valores de M, justificando
o fato de que M € IN*. Também notamos a quebra espontania de simetria de SU (3) para

SU (2). Ele exibe ainda um minimo simétrico,

61° + |p2l* = 0, |¢3* = h, (5.26)

o qual ndo quebra simetria residual SU (2) para U (1) e outro assimétrico que quebra,
dado por

(611" + ol = b, Igs]" =0, (5.27)
a semelhancga do potencial ¢° de Chern-Simons. Veja novamente por meio de (4.82) e (4.85)
como podemos mapear as dependéncias funcionais de V' (|¢3|) e G (|¢3]) com o pardmetro
de ordem. Além disso, temos V (a (r — o0)) — 0, quando a (r — 0o) = 0, verificando a
condigao de contorno (5.8) esperada (minimo simétrico). Embora V' se anule no infinito,
encontramos a quantidade finita e diferente de zero v/2Gw Vs = gh (por causa de (5.22)),

estabelecendo o valor nao nulo para energia BPS (5.18)
EBPS = ighq) (528)

Curiosamente, o resultado acima mostra que a energia BPS do voértice em um meio
dielétrico ¢ similar? & energia na auséncia de um dielétrico (4.86), ou seja, proporcional ao
fluxo magnético. Essa correspondéncia independe da forma funcional de G («). Veja que a
fungao dielétrica foi capaz introduzir a condigao de contorno A’ =0, se a (r — o0) =0,

implicando em uma energia nao quantizada.

Perante todas essas asser¢oes, as equagoes autoduais (5.19) e (5.20) resultam em

1dA )

Laa 4o M—1 B
o +A° (cos ) (cosa— 1), (5.29)

do j:sina (A >’

i G R

respectivamente, sendo A = +/g?h. Vale destacar aqui que o sistema anterior suporta

(5.30)

solugoes bem comportadas (com valores fixos de A e M) para qualquer valor de n somente
se 0 < a < /2. Perto da origem as solugoes sao (para o vértice, sinais inferiores)
C? C*(12M —5
n ( )\7‘)2”+2 _“n ( )
4(n+1) 48 (2n+ 1)

(Ar)*" 2 4 (5.32)

A(r) = (M) (5.31)

03

a(r) = C, (Ar)" — m

2 Porém maior. Reveja uma discussdo semelhante na subsecio 3.3.1.
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a0 que passo para 1 — 00,

Cﬂ
A~ A= 15— (AT);"_Q b (5.33)
o (r) ~ (Af)é b (5.34)

Os parametros C,,, C' e §, sdo constantes® e Ao, = A (r — 00) = 2n+24,,. Esses decaimentos

nao exponenciais no infinito sao tipicos de minimos simétricos.

E oportuno ainda apresentarmos a densidade de energia BPS, fazendo a substituicio

de (5.19) e (5.20) em (5.9),

surs ()= S () 20 = 10w 2 (G ) s (539

sin? o <A
g \r

r2

para critério de analise grafica.

5.3.2 Perfis Assintéticos dos Campos: O Caso =0

Na circunstancia em que 3 = 3, = Tk, obtemos W = cos® a e o vinculo (5.11)

converte-se em

d (m) _ gzhol(cos2 Oz)7 (5.36)

dr dr
cuja solucao é
IR s (2 5.37
V = ; .
adotamos agora a constante de integracgao C' = —gh/4, de modo apropriado. Procedendo

similarmente como no caso = i, podemos propor a seguinte forma para a funcao

dielétrica you
~ eos (2a)]7
G la) = 1 —cos(2a) ’ (5.38)
inferindo no autopotencial
92h2
Vi(a) = % [cos (20)]*M [1 — cos (20)] . (5.39)

De (5.37), também conseguimos inferir que v/2G oV, = eh/4. Esta tltima relacao levada

a (5.18) nos concede a correspondente energia BPS

h
Epps =+, (5.40)

em completa semelhanga com o valor energético (4.97) do caso = (2 na auséncia de um
meio dielétrico, no sentido de que a energia é reduzida por um fator de 1/4. Novamente,

ressaltamos que o resultado (5.40) também independe de G.

3 Fixadas conforme os mesmos requisitos discutidos na subsecio 3.2.4.
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Em adigao, as equagoes diferenciais de primeira ordem (5.19) e (5.20) passam a ser

escritas conforme

71»21: = :F‘Zh [cos (20)]* " [cos (22) — 1], (5.41)

Analogamente as andlises assintoticas feitas na subsecao 4.5.2, podemos verificar a
partir do sistema acima que os cenarios fisicos com 3 = 1 e = 5 s@o homodlogos. Logo,
frente ao mapeamento (4.104), as solugoes aproximadas de (5.41) e (5.42) tém os mesmos
perfis de (5.31) e (5.32), na origem, e de (5.33) e (5.34), no infinito, em ordem.

5.4 Graficos das Solucoes Analiticas Aproximadas

Vamos abordar agora uma situagao muito interessante considerando 5 = 31, na
qual o < 1 (significa baixa densidade de superelétrons). Em tal circustancia, o sistema
BPS (5.29) e (5.30) fica simplificado como

1dA A2
S HFEOéZ, (5.43)
do o (A

A combinacao dessas duas equagoes nos origina uma equacao de Liouville para o campo

escalar, a notar
d®’Ina®  1dlna® N
i a2 T 0 (5.45)

cuja resolucao geral nos fornece

Cae (3)7
)\7,0 1 I (%)20’

significando 7y e C constantes de integracao. Complementarmente, o resultado (5.46)

(5.46)

inserido em (5.45) nos proporciona (supondo n > 0, sinal inferior)

() 5.47)
L+ (%)

A resposta (5.47) cumpre a condicao de contorno A (0) = 0, se C' = n+ 1. Por conseguinte,

A(r)=2(n+1)—20 +

as solugoes analiticas aproximadas (5.46) e (5.47) sdo computadas segundo

An(r):4(n+1)(;;2n+2,
1+ ()

0

on(r) = 10D ) (549)
()

]

) .49
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as quais originam as expressoes para o campo magnético?

B, (r) = —5 o (r) (5.50)
e para a densidade de energia
2h a2 (r) (A, 2
Eppsn (1) = g2 o2 (r) +2h T;g ) (2 — n) ) (5.51)
De (5.48), perceba que
A =A4,(r—=0)=4(n+1). (5.52)
Logo, o fluxo magnético e a energia BPS (5.28) sdo quantizados,
8
o=—"(n+1)), (5.53)
e
Epps = —eh® = 8rh (n+1), (5.54)
refletindo obviamente a dependéncia de (5.50) e (5.51) com n.
Vale a pena observar que a fungao (5.49) atinge o valor maximo em
no\ T
max — 5 5.95
" "o (n + 2) (5.55)
correspondendo a
2(n+2) [/ n \mro
n \"max) — N 5.56
O (i) = =5 (1) (5.56)

com (5.55) indo a 7y para n grande. Entretanto, por estarmos considerando a < 1, ha

uma forte restricao sobre os provaveis valores de n, ou seja, n deve atender a condicao:

i )2”” (5.57)

max) K 1= Arg > 2 2(
@ (Pmax) o (n+2) ——

Adiante tragamos os graficos das solugoes numéricas do sistema BPS (5.29) e (5.30),

bem como do campo magnético e da densidade de energia associados, perante as condigoes
de contorno (5.5)-(5.8).

Nas Figuras 23 e 24, comparamos os perfis das solugoes analiticas aproximadas do
sistema BPS (5.43) e (5.44) com as solugoes numéricas das equagoes autoduais (5.29) e
(5.30), considerando o primeiro setor topoldgico e diferentes valores do fator Arg . Perceba
que as solugoes analiticas aproximadas se confundem com as solugoes numéricas para
grandes valores de Arg. Na Figura 23a mostramos o comportamento de « (). Os tragos
caracterizam anéis centrados na origem, cuja (o) amplitude (raio) decresce (cresce) conforme
o parametro Arg aumenta. Tal comportamento era esperado, pois fita bem a condicao do

caso analitico: v (r) < 1 para todo Ar. Na Figura 23b, exibimos as solugoes para o campo

4 O sinal negativo relembra-nos do fato de estarmos utilizando a convecdo contraria de sinal para o fluxo

magético no setor toplogico com n > 0.
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A (7). Vemos que todos os perfis sempre se aproximam monotomicamente da condigao de
contorno A, (r — o0) =4 (n + 1) com o crescimento de Arg. Em particular, temos obtido
os valores numéricos A; (r — o0o0) ~ 8.07855 para A\rg = 15, A; (r — 00) ~ 8.04565 para

Arg =20 e A; (r — 00) &~ 8.02063 para Ary = 30.

0,3 ,\ 8 /‘/;;m-ﬂwn
.' 5 /]/ /‘
i 6 T
0l 1 i
li ‘1 ,.1 /
ar) |l /.h' A(r) 4 “1 |
ii j ‘\\ o gl I
0,1 I3 \ I
" l, '\x i
- \\ \ ]
TR Il
.I. ’\\,‘\ \’\ 1 ]//
'\
’ Naizo o J//
s 5 00 20 s 0 o
Ar Ar

(a) Campo escalar « (r). (b) Campo de calibre A (7).

Figura 23 — Solugoes numéricas e analiticas para o campo «(r) (Fig. 23a) e para o campo
de calibre A(r) (Fig. 23b). As linhas tracejadas correspondem as solugoes
numéricas do sistema BPS (5.29) e (5.30), sob as condigoes de contorno (5.5)-
(5.8). As linhas pontilhadas e ponto-tracejadas dizem respeito as solugdes
analiticas aproximadas do sistema BPS (5.43) e (5.44). Em todos os perfis,
utilizamos M = n = g = h = 1, variando o fator Arg. Escolhemos as cores

azul para Arg = 15, vermelha para Ary = 20 e preta para Arg = 30.

" 4
i '
0,04 "\| 00s] : ,‘
A /
: I
0,03 'lI \ 0.0 ,I ‘
B(r) J /\\ sbpx ) :I \
h y 2 N
o0 'l Il '\ (gh) 002 i/ \X\
l ]j %\\ ]/ '\\\\.
001 ] I] 7 }({x\\ 00H ] /“\\\{
i 7 k \‘\ N\ [/ 7oA
) NS VA NN
— — £ ~ ~
M S S A A A A A S 0 10 20 30 40 50 60 70 80
Ar Ar

(b) Densidade de energia Epps(r) (5.35).

Figura 24 — Graficos numéricos do campo magnético B(r) = —A'(r)/gr (Fig. 23b) e da

densidade de energia BPS Epps(r)/(gh)? (Fig. 24b). Adotamos as mesmas
convengoes da Fig. 23.

(a) Campo magnético B(r) = —A'(r)/gr.

Representamos na Figura 24a o campo magético B (r) aproximado, em unidades
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de gh. Todas as curvas se comportam de maneira similar a « (r): a (o) amplitude (raio)
diminui (aumenta) quando o fator Arg cresce, algo ja esperado por causa de (5.50). Além
disso, no limite assintético o campo magnético se anula, a fim de manter a finitude da
energia, ou seja, Egpg (r — 00) = 0. Na Figura 24b, expomos os perfis da densidade de
energia Egpg (r) em unidades de (gh)®, mostrando que as configuracoes nio topoldgicas
também sao localizadas no espago. O valor de Egps (0) depende da quantidade Arg e

incrementa a taxa que Arg decrementa.

E interessante ainda comentar acerca da existéncia de outra classe de solugoes,
sobre as quais ndo impomos a restri¢do « (r) < 1 para todo Ar. Deixamos essa discussao

para a secao subsequente.

5.5 Graficos das Solucdes Numéricas

Agora fazemos as andlises graficas das solugoes numéricas das equagoes (5.29) e
(5.30), assim como dos relativos campo magnético e energia BPS (dada em (5.35)), sob as
condicoes de contorno apresentadas na secao 5.2. Os graficos sao computados com respeito

a variavel adimensional Ar.

Esbogamos na Figura 25a o campo escalar « (r), cujo comportamento assemelha-
se aquele discutido na Figura 23a. Os perfis formam anéis centrados na origem, de
modo tal que as amplitudes e os raios crescem com o incremento do winding number.
A Figura 25b ilustra os resultados para A (r), levando em conta adicionalmente a linha

pontilhada azul (n = 4). Aqui é interessante notar pequenas ondulagoes nos perfis, para

a(r)

(a) Campo escalar « (7). (b) Campo de calibre A (7).

Figura 25 — Gréaficos numéricos do campo escalar a(r) (Fig. 25a) e do campo de calibre
A(r) (Fig. 25b). As linhas sélidas vermelhas referem-se a n = 1, as tracejadas
pretas, a n = 2, as linhas ponto-tracejadas verdes competem a n = 3 e a linha
pontilhada azul, a (n = 4). Em todos os casos, usamos M = g =h = Ary = 1.
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valores intermediarios de Ar, as quais surgem como consequéncia de uma estrutura interna
introduzida pela funcao dielétrica G. Vale a pena destacar ainda que A (r) ndo mais obedece
a condigao de contorno (5.52); os novos valores sdao agora dados por A; (r — o0) & 9.64900,
Ay (r — 00) &= 15.01548, Az (r — o0) =~ 20.78517 e Ay (r — 00) ~ 26.98683.

0,259

0,204
0,34

0,159

€ r
J& 0,2

(gh)’

B(r)

gh
0,104

0,14
0,05

(a) Campo magnético B(r) = —A'(r)/gr. (b) Densidade de energia Egps(r) (5.35).

Figura 26 — Perfis numéricos do campo magnético B(r) = —A'(r)/gr (Fig. 26a) e da
densidade de energia BPS Ezps(r)/(gh)? (Fig. 26b). Consideramos as mesmas
convencoes da Fig. 25.

Os perfis numéricos para o campo magnético B (1) sdo expressos na Figura 26a, em
unidades de gh, a partir dos quais vemos que essas solugoes sao drasticamente diferentes
daquelas mostradas na Figura 24a. Estas novas configuracoes formam “duplos anéis” com
centros em r = 0 e com o limite assint6tico nulo B (r — oo) = 0. Finalmente, a Figura 26b
descreve a densidade de energia Eppg (r) em unidades de (gh)®, evidenciando a geracio
dos “duplos anéis” que apareceram na Figura 26a. Contudo, os anéis energéticos internos

apresentam sempre maiores amplitudes do que os externos.
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6 VORTICES NAO-TOPOLOGICOS AUTO-
DUAIS EM UM MODELO CP(2) CA-
LIBRADO E COM A ACAO CHERN-
SIMONS

De acordo com o que estudamos na se¢ao 3.3, é possivel prever a existéncia de
vortices carregados em uma teoria de campos local na qual a dindmica do campo de
calibre é controlada pelo termo de Chern-Simons Lcg. Naquele cenario, vimos que o
potencial ¢° sustenta estados BPSs de vértices tanto topoldgicos, quanto nao topoldgicos.
No primeiro tipo de estrutura, o fluxo magnético é quantizado, enquanto no segundo
tipo, em geral, nao é quantizado. Neste capitulo, vamos investigar a formacao de vortices
BPSs nao topolégicos no ambito da teoria C'P(2) calibrada, com o setor de gauge regido
por Lcs. Neste contexto, descrobimos que presenca do setor elétrico introduz um efeito
caracteristico de uma estrutura interna. Além disso, para a (r) < 1 é possivel também

encontrar estados BPSs nao topolégicos com fluxo magnético quantizado.

Essas discussoes fazem parte do nosso terceiro artigo, publicado na revista Physical
Review D [26].

6.1 Modelo C'P(2) Calibrado com a Acio de Chern-Simons

Os vértices a serem tratados agora sao descritos pela seguinte densidade lagrangiana:

K *
L= —ZgA“”AAFW + (PuDyugp)” PucDV e — V () . (6.1)
As equagoes de Euler-Lagrange derivadas de (6.1) sao dadas por
gew = J, (6.2)
ov
Pup | 2Py D,y (PeaD"¢q) — D, D" ¢y, + 900 =0, (6.3)
b

sendo J* a densidade de corrente definida em (4.27) .

Vamos considerar a lei de Gauss estaciondria (obtida a partir de (6.2) fazendo
A=0)

kB = J" =i [(PuD"®) PacQeada — Pu D"y (PacQeatva)”] (6.4)

em que D¢, = —ieQy.0.A°. Consoante acontece na teoria de Chern-Simons-Higgs, veja

novamente que o calibre temporal A° = 0 ndo ¢ mais possivel. Dessa forma, podemos
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predizer também o surgimento de uma nova classe de vértices nao topolégicos contendo

campos elétricos e magnéticos.

6.2 O Ansatz para o Vértice Carregado no Modelo C'P(2) Cali-
brado

Para computar as nossas solugoes, vamos usar o ansatz (4.35) e (4.36). Conforme

ja vimos, pela condicao de regularidade dos campos na origem, temos

A(0) =0, (6.5)
a(0) =0, (6.6)

o que nos leva a ng = 0, pois o campo C'P(2) nao deve ser multivalorado. Além disso, uma
vez que neste cenario procuramos solucoes nao topologicas, devemos propor no infinito

uma condi¢ao de contorno de Neumann para a funcao A, ou seja,
A'(r = 00) =0, (6.7)

posto que o fluxo magnético nao sera mais quantizado. Ja no infinito, também devemos

ter uma condicdo de contorno de Dirichlet para «(r), a saber
a(r —o0) =0, (6.8)

pois o campo escalar deve ter valores iguais nas fronteiras para o vortice nao topologico
(configuracao de minimo simétrico (5.26)). Para o setor elétrico, podemos utilizar o ansatz

simetricamente rotacional,

A() = AQ (T) s (69)

cujas condigoes de contorno sao restritas pela lei de Gauss (6.4), em analogia ao que

ocorreu em (3.89). Essa lei projetada no ansatz supracitado resulta em (para Q = G3 e

ny = —ng =n)
2kB (1) 2k A'(r)
A = — = 6.10
o(r) 2w B (6.10)
com a func¢ao auxiliar W sendo
W =W (o, 8) = |1 — sin” arcos® (28)] sin” o (6.11)

Ja a equacdo de movimento para [3, proveniente de (6.3), no regime estacionario é compu-
tada como .
B+ ( + 2a’ cot a> B = H sin® asin (48) , (6.12)
r

em que temos assumido um pontencial independente de 8 (95V = 0) e introduzido outra

funcao auxiliar

H(r)= :2 (n — 124>2 9 (120)2 sin? a. (6.13)
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A solugao de (6.12) é dada novamente por = 31 e § = 55 (veja (4.40)).

Além disso, as condigbes de contorno satisfeitas por Ag (r) ndo sdo independentes,
haja vista que Ap (r) é absorvido na densidade de energia por meio da Lei de Gauss

(6.10) (veja a subsecao (6.3)). Inclusive, ja utilizando o resultado (6.31) na equacao (6.10),

obtemos 2B (1) h
kB (r g cos
A =" =4~ . 6.14
() g*hW k 1 —sin? acos? (283) (6.14)
Portanto, se § = 31, temos
gh COS (v gh
A T+ =+ 6.15
0(r) = k 1 —sin? acos? (23) P (6.15)
implicando nos comportamentos na origem
h
Ay (0) =+ (6.16)
K
e também no infinito h
Ao (r — o0) = + 97 (6.17)
K
Por outro lado, se § = 5, encontramos
gh COoS & gh
Ay (r) =+ =+
0 (") k 1 —sin? a cos? (23) PR

originando os mesmos valores de (6.16) e (6.17) em r = 0 e no infinito, sequencialmente.

6.3 Formalismo BPS: O Caso () = G5

Vamos aplicar agora a técnica BPS, considerando novamente o contexto em que
(Q = (5. Frente a esta escolha e as premissas anteriores, o funcional de energia originario
de (6.1) descrito no ansatz (4.35), (4.36) e (6.9) (fixando ny = —ny = n), no regime

estacionario, é escrito como

E = /d%é’
dar)” W (A B >2
dr rz\z "
ou ainda de outra maneira usando a lei de Gauss (6.10),
Kk*B? do\> W /A 2
B=or [arr{ o n| (S (5-7)
i TT{thW+ (dr) +r2 2 "
Reexprimindo (6.19) em forma de quadrados perfeitos, temos
2
doo VW A
E—2r [d vy ( - >
T rr{(g\/_ :F\/—> [dr 3 n]}

¢/d [ 26 _d( Adr 2")\/g— (A —2n) h\/WflO‘] . (6.20)

r

_ 27r/dr7’ {,%AQB _ —thWAQ +h

+ v}, (6.18)

+V}. (6.19)
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A partir deste estagio, vamos considerar os casos § = 31 e = 35 separadamente, pois
nao é possivel a priori introduzir um vinculo na ultima linha de (6.20) e transformar o

integrando em uma derivada total.

6.3.1 O Caso 8=/

Para 3 = f3;, vemos em (6.11) que W = sin? a. Logo, o funcional (6.20) se reduz a

<o for{Gipaa = 40) o[t (3]

2k d(A—2n) VV d (cos av)
dr A—=2n)h————=|. 6.21
+ / l dr sin a + n) dr ( )
Podemos estabelecer agora a restricao
2k
d \/V _ hd(cos oz)7 (6.22)
¢>Vhdr \sino dr
cuja solucao para o potencial adequado nos fornece
413
ghe o,

V= 62 Sin (2a) . (6.23)

Utilizando a relagao trigonométrica sin? (2a) = 4cos?a (1 — cos® @) e olhando para o

ansatz do campo escalar, é possivel reapresentar (6.23) na forma

*h
= % |3 (h - ’¢3\2> : (6.24)

Veja que este potencial é semelhante ao do modelo de Chern-Simons-Higgs (3.81) quanto
a estrutura de minimo: um simétrico e outro assimétrico. Contudo, o potencial (6.24) é de
quarta ordem em ¢3, enquanto o potencial de Chern-Simons-Higgs é de sexta ordem em ¢.

Observe também em (6.24) a quebra espotanea de simetria de SU (3) para SU (2).

Reescrevendo o integrando na segunda linha de (6.21) em termos de uma derivada

total, obtemos

ot o) o[+ ()

> Epps, (6.25)

em que temos definido a energia BPS

EBPS = QW/dTTgBPS (626)

e denotado Egpg como a referente densidade

Epps = ¢h$ [(A—2n)cosal. (6.27)
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Como esperado, a energia BPS (6.26) possui um valor positivo definido dado por
EBPS = :!:27'(']?,1400, (628)
designando A,, = A (r — o0). Conforme ja vimos, em razao de termos o fluxo magnético
2
o=-—"A, (6.29)
g
podemos computar (6.28) consoante a

Alcangando o limite inferior de energia em (6.25), as configuragdes estaveis dos vértices

devem obedecer as seguintes equagdes BPSs:

h 1dA g*h?
B= ig\;_ sinavVV = e $ P sin asin (2av) (6.31)
dov sina /A
= — 4 Rl 32
dr r (2 n) (6.32)

face a anulagao dos termos quadrados em (6.25). Utilizando ainda (6.31) e (6.32) em (6.18),

podemos escrever a densidade de energia BPS como

2 N 2 413 2 2
Enps (1) = i () + 2@ = Gl s 2o+ ™ () L (039

g?hsin?a \ r 8K2

A primeira contribuigao energética advém do setor de calibre e a segunda do setor C'P(2).

6.3.2 0O Caso 8 =

Para a circunstancia em que 8 = (5, W = 1sin? (2a) e o funcional (6.20) fica

- 27r/drr { (Q\/ﬁsm(Za) T \/_> [Cclgi + Siﬂ2(304) (21 - ”)r}

¥ / dr l dr_d(4 d; 2n) sm\/ga) 4 (A—2n) Zd <COZ£20‘))] . (6.34)
Introduzindo o vinculo
4k d ( VvV ) _ hd(cos (20) (6.35)
g2vVhdr \sin (2a) 4 dr ’
cuja solucao nos fornece o potencial BPS conveniente
4
- 18’22; sin? (4a) , (6.36)

e rexpressando o integrando da ultima linha de (6.34) em fungao de uma derivada total,

encontramos

E:E3P5+2ﬁ/drr{<g\/ﬁsm( )th/_> ﬂijFSing(fa) (g_n>r}

Z EBPS) (637)
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em que a energia BPS é definida em (6.26), porém com a densidade Egpg sendo dada

agora por
Epps = :Féz“c;f" [(A —2n) (cos (2a))] . (6.38)
A energia Egps tem o subsequente valor positivo definido
Epps = :|:7T2hA007 (6.39)
ou ainda em funcao do fluxo magnético,
Egps = igfdl (6.40)

O sistema satura no limite inferior de energia (6.40) quando os termos quadrados em (6.37)

se anulam e as equagoes autoduais

_ gVh . 1dA  _g'h* | )
B=+ —sina V= ~gr = Tera2 s (2a) sin (4a) , (6.41)
da sin(2a) /A
a5 (6.42)

sao verificadas. Como podemos notar, os sistemas BPSs para f = (1 e = [ sao

equivalentes perante o mapa (4.104). Por conseguinte, iremos investigar apenas o caso
f =P
6.4 Graficos das Solucoes Analiticas Aproximadas

Nesta segdo, averiguamos o interessante cendrio no qual 5 = ) e a(r) < 1. Em
tal limite, o sistema BPS (6.31) e (6.32) simplificado fica

1dA A2
S ;5042, (6.43)
do a (A

sendo \? = ¢*h?/k?. Combinando as duas expressoes acima, chegamos a equagao de

Liouville para a(r)
d*lna®  1dlna® A
- Za? = 4
dr? T dr T 0 (6.45)

cuja solucao geral é dada por

e (5)
)‘TO 14 (%>207

em que ro e C' sao constantes de integragdo. Adicionalmente, levando (6.46) a (6.43)

(6.46)

encontramos (admitindo n > 0, sinal inferior)

|=

ac ( )QC
A(r)=2(n+1)— 20+ —) (6.47)
1+ (=
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A fungao A (r) dada em (6.47) verifica a condigao de contorno A (0) = 0 quando C' = n+ 1.

Portanto, as solugoes analiticas aproximadas (6.46) e (6.47) sao obtidas conforme

(L)2n+2
Ay (r)=4(n+1) —"— (6.48)
1 (%)
1n+1) (%)
ay, (r) = . 6.49
( ) )\TO 1 _l_ (L)2n+2 ( )
40
Essas solucoes determinam os seguintes resultados para o campo magnético:
h
B, (r) = =5l (1), (6.50)
para o potencial elétrico:
A% (r) = _gh <1 — 1a2> (6.51)
" K 2 ") '
para o campo elétrico:
dA®  ghao? (A
E,(r)=—2=2-""-" .52
(r) dr K T ( 2 n) (6.52)
e ainda para a densidade de energia (6.33):
A2h 2 A, 2
Eppsn (1) = “20l (1) + 2022 (r) (2 - n) . (6.53)
A partir de (6.48), note que
A=A, (r—0)=4(n+1). (6.54)

Assim, o fluxo magnético, bem como a energia BPS (6.30) sdo quantizados por meio das

relagoes
8
o=-—"(n+1), (6.55)
e
EBPS = —eh® = &7h (TL + 1) . (656)

E interessante perceber que a funcéo (6.49) alcanga o seu valor maximo em

N ==y}
max — 5 6.57
" o <n + 2) ( )
dado por
2(n+2) / n o
(07% (r = Tméx) — AT‘O (TL _|_ 2) ; (658)

1 Novamente, o sinal negativo aparece porque estamos usando a convencdo oposta de sinal para o fluxo

magético no setor toplégico com n > 0.
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com (6.57) tendendo a ry para grandes valores de n. Por outro lado, o fato de termos
tomado o < 1 estabelece uma forte restricao sobre os valores permitidos de n, isto é, n

deve satisfazer o critério

no o\
méx 1 2 2 .
O (rmax) <€ 1= Arg > 2 (n + )(n+2> (6.59)
O correspondente valor de B (r) em 7y, ¢ dado por
2g°h? (n + 2)* =
Bn (rméx> = - g (n2+ ) ( o ) ’ 5 (660)
()\7’0) K2 n+ 2

cujo decrescimento é notado com o aumento de ry. J4 a amplitude de A2 (r) em 74, fica

A () =~ (1= 20T (047, (6.1

saturando em (6.16), quando ry — oo. Além disso, o referente valor da densidade de

energia em s €

(6.62)

2h(n+2)° / n \ak
& Tméx) = ( ) ,
BPS,n( ma: ) T’% n+ 9
enquanto que em r = 0 corresponde a

127;0;27 sen =1, (6 63)
0, sen > 1. '

gBPS,n (O> = {

Repare também a diminui¢ao de Egpsy (rmax) € Eppsa (0) com o crescimento de ry.

Os valores extremos de E, (1) ocorrem quando

dE,  d*A°  gh | [da,\’ 2o
dr dr? K [( dr > o dr? ( )
implicando em
doyy, 2 o,
= —q, , 6.65
( dr ) O ( )
cujas solugoes para r nos fornece
1 n Tt bn
Tnt =T0 (Rnyi)ﬂnl“) , com R, + = a4 , (6.66)
Cn
em que
ap = 4n* 4+ 8n + 1, (6.67)
b, = V12n* 4+ 48n3 + 61n2 + 26n + 1, (6.68)
cn = 2n* + 9n + 10. (6.69)
Assim, encontramos os dois extremos
16 1)% gh
B, (ry) = Mzn’ﬂ (6.70)

2
ANk
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a(r)

0 70 80
(a) Campo escalar « (r). (b) Potencial vetor A (r).

Figura 27 — Gréficos numéricos e analiticos para o campo «(r) (Fig. 27a) e para o potencial
vetor A(r) (Fig. 27b). As linhas sdlidas pretas (Arg = 10), tracejadas azuis
(Arg = 15) e ponto-tracejadas vermelhas (Ary = 20) referem-se as solugoes
numéricas do sistema BPS (6.31) e (6.32), obedecendo as condigoes de contorno
(6.5)-(6.8), (6.16) e (6.17). As linhas pontilhadas correspondem as solugoes
analiticas aproximadas das equacoes BPSs (6.43) e (6.44), para rp = 10. Em
todos casos, fixamos os valores n = ¢ = h = k = 1 por questao de simplicidade.

levando em conta a defini¢ao
Ry )2
Yo, = Eli)Ri)g [n— (n+2)Ryl. (6.71)
Na Figura 27, apresentamos os comportamentos das solugoes numéricas do sistema
BPS (6.31) e (6.32), considerando o primeiro setor topoldgico e as condigdes de contorno
(6.5)-(6.8), (6.16) e (6.17). Para comparacao, também mostramos as solugoes analiticas
aproximadas das equagoes BPSs (6.43) e (6.44). A Figura 27a indica que a func¢do « (r)
descreve anéis centrados em r = 0, com seus raios e amplitudes dados aproximadamente
por (6.57) e (6.58), respectivamente; tais raios (amplitudes) aumentam (diminuem) com o
incremento do fator Ary. Note que a/(r) se anula na origem e no infinito, evidenciando
o cardter nao topolédgico da configuragdo. Os perfis para o potencial vetor A(r) sdo
esbogados na figura 27b, em que vemos todos os limites assintéticos se aproximarem de
maneira suave do valor A, (r - o0) = 4(n+1). Alias, temos determinado os valores
numéricos A (r — 00) ~ 8.20526 para Arg = 10, A; (r — 0o0) ~ 8.10268 para A\rg = 15 e
Ay (r — 00) & 8.06025 para Ary = 20.

Exibimos na Figura 28a o campo magético B (r). Perceba que os perfis se comportam
analogamente a o (r), fato previsto por (6.50). Os valores maximos de B (1) sdo bem
aproximados de (6.60) somente se Ary for pequeno. Além disso, B (r) tem amplitudes
decrescentes como ()\7‘0)_2. Na Figura 28b sao expostas as curvas da densidade de energia.

Observamos que, apesar de a distribuicao energética ser localizada, os valores maximos
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0.104 o 0,10

0084 1 ¢ 0,08

B(r)

T T
40 50 50

(a) Campo magnético B(r) = —A'(r)/gr. (b) Densidade de energia Egps (7).

Figura 28 — Comparagao entre os perfis numéricos e analiticos do campo magético (Fig.
28a) e da densidade de energia (Fig. 28b). A convengoes sdo as mesmas da
Fig. 27.

também ocorrem descolados da origem, com estes diminuindo a medida que Arg cresce. Na
origem, temos Eppg1 (0) o ()\7’0)_4 e Eppsn>1(0) = 0, acordando com o resultado prévio
de (6.63).

A Figura 29a mostra o potencial elétrico A° (r). Note que as condigoes de contorno
(6.16) e (6.17) sao perfeitamente obedecidas, independendo do valor de n. Além disso,
os extremos de Ay (r) s@o dados de modo aproximado por (6.61), porém o erro com
respeito a solugao numérica aumenta para grandes valores de Arg. Em particular, para
n=g=h=xr=1er; =10 (linha preta), achamos A°_, (rns) =~ 0.89608. Na Figura

29b, 7, _ e r, + sdo os extremos analiticos do campo elétrico £ (r). Em relacao as solugoes

1,00
0.02

098 -

0.011 :
0,961 :

© TN
A"(r) E(r) LA
0,94 1 RN et e i e
i
N
0,924
-0.011
0,901 .
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
r r
(a) Potencial elétrico A° (r). (b) Campo elétrico E (r) = —(A%)".

Figura 29 — Comparacio entre os graficos numéricos e analiticos do potencial A%(r) (Fig.
29a) e do campo E (r) = —(A%) (Fig. 29b) elétricos. Usamos as convengoes
da Fig. 27.
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numeéricas, os extremos se aproximam somente para pequenos valores de Arg. Veja que
tanto na origem quanto no infinito o campo elétrico se anula. Paran=g=h=x=1¢
ro = 10 (linha preta), por exemplo, encontramos r,—; - ~ 4.46485 e r,—1 + ~ 10.46277,
com E,_y (r=r,_1_)~ 002239 ¢ £, (r =r,-1+) ~ —0.01636. Por fim, vale a pena

destacar o efeito de inversao do campo elétrico.

6.5 Graficos das Solucdes Numéricas

Agora, vamos realizar as analises graficas do segundo tipo de solugoes, sobre as
quais nao impomos mais a restricdo v < 1. Para isso, resolvemos numericamente o sistema

BPS (6.31) e (6.32), perante as condigdes de contorno discutidas na segao 6.2.

[ustramos na Figura 30a o campo escalar a(r), o qual possui comportamento
analogo aquele mostrado na Figura 27a. As curvas descrevem anéis centrados na origem,
cujas amplitudes e raios aumentam com o incremento do winding number. A Figura 30b
mostra os perfis de A (r), onde inserimos a linha extra pontilhada laranja (n = 4). Nesta
linha, ¢ interessante destacar as pequenas oscilagoes (como efeito de uma estrutura interna)
inerente a contribui¢do do setor elétrico. Note também que A (r) nao satisfaz mais a

condi¢ao de contorno do caso a analitico, A (r — oco) =4 (n + 1).

0,4+

(a) Campo escalar « (r). (b) Potencial vetor A (r).

Figura 30 — Solugoes numéricas do sistema BPS (6.31) e (6.32), sob as condigbes de
contorno (6.5)-(6.8), (6.16) e (6.17). Usamos as seguintes convengoes: n = 1
para as linhas continuas pretas, n = 2 para os perfis tracejados azuis, n = 3
para as curvas ponto-tracejadas vermelhas e n = 4 para a linha pontilhada
laranja. Em todos os casos, consideramos ¢ = h = k = 1. por mera praticidade.

As solugoes numéricas para o campo magnético B (r) e para densidade de energia
Epps (r) aparecem nas Figuras 31a e 31b, sequencialmente, ambas representando “anéis

duplos” centrados em r = 0. Em particular, o campo magnético satisfaz B (r =0) =
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0,18

0,164 0,254

0,144
0,20

0,12+

B(r) %107 £y,,(r) 0157

0,08
0,104
0,06
0,04

0,054
0,02

(a) Campo magnético B(r) = —A'(r)/gr. (b) Densidade de energia Egps (7).

Figura 31 — Solugdes numéricas para campo magnético B(r) = —A'(r)/gr (Fig. 31a) e
para a densidade de energia Egpg (1) (Fig. 31b). As convengoes sdo as mesmas
da Fig. 30.

0,84
0,74
A0(r) 0.6 E(r)
0,54

0,4

0,39

0,24

" 0 o B %
(a) Potencial elétrico A° (r). (b) Campo elétrico E (r) = —(A%)".

Figura 32 — Graficos numéricos do potencial A°(r) (Fig. 32a) e do campo E (r) = —(A°)’
(Fig. 32b) elétricos. Adotamos as mesmas convencoes da Fig. 30.

B (r — o0) = 0. Contudo, a densiadade Egpg (r = 0) é nula somente se n # 1, enquanto

Epps (r — o0) = 0 para qualquer valor do winding number.

Finalmente, as Figuras 32a e 32b mostram os perfis numéricos do potencial e do
campo elétricos os quais manifestam os mesmos comportamentos exibidos nas Figuras
29a e 29b, respectivamente. Observe que o grafico do campo elétrico revela pequenas
ondulagoes nos perfis para n grande, indicando um efeito tipico de uma estrutura interna

(linha laranja pontilhada).
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7 SOLITONS AUTODUAIS COM ESTRU-
TURA INTERNA NO MODELO SIGMA
O(3)

Neste capitulo, fazemos uma descricao de algumas propriedades da teoria sigma nao
linear. Mostramos como o modelo sigma O (3) pode ser calibrado com um campo de gauge
abeliano, suportando vértices autoduais. Também investigamos a formacao de sélitons
BPSs tipo-vortices descritos pela teoria sigma O (3) nao linear, em que seu subgrupo O (2)
é composto como: O (2) X Zy. Essa composigao ¢ feita pela introdugdo de um campo escalar
neutro extra (responséavel por descrever efeitos de estrutura interna) acoplado ao campo
de gauge, por meio de uma funcao dielétrica generalizada. Veremos que o novo campo
escalar pode ser visto como uma “fonte” de geracao de diferentes tipos de estruturas de
vortices. Além disso, descobrimos que o potencial de autointeragao encontrado quebra a

simetria O (2) minimamente, implicando em configuragoes topélogicas nao degeneradas.

Este capitulo é tema do nosso quarto artigo, o qual foi publicado na revista Physical
Review D [35].

7.1 Modelo Sigma n3o Linear

A teoria sigma nao linear trata-se de um modelo possuindo N campos escalares
reais gg = (¢1, P2y -, Py ---, D), 08 quais representam um difeomorfismo entre o espago
tempo de Minkowski (D + 1)—dimensional' (R? x C) e um target manifold (Mr), onde
jazem tais campos. Representamos esse mapa por 5 : RP x C +— M. O target manifold é
dotado de uma métrica (interna) g.» = gap (qz;) e a densidade lagrangiana de tal teoria ¢é
escrita como [76]

L :;gabawaa“(pb. (7.1)

Devemos sempre ter g, positiva definida para evitar estados com norma negativa.

Considere uma transformacao infinitesimal da forma

Gy = Pa + &4 ((5) , com € < 1. (7.2)

Dizemos que duas teorias do tipo (7.1) s@o equivalentes, se a relagdo de isometria for
satisfeita: 9 8,7

Ga ¢ = : Guv 5/ ) 7.3

b (4) 8¢ 0,0 ( ) (7-3)

L A notagao C refere-se ao eixo temporal (imaginario).
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ou seja, a derivada de Lie da métrica deve ser nula

Lﬁ (gab> - gaacgab + gcbaaéC + gacabfc =0 (74)

e &, é identificado como o vetor de Killing do espaco interno. Além disso, se o tensor de

curvatura de Riemann for nulo, esse vetor pode ser expresso como
b
£a =T, + Ra ¢b7

tal que Ry, = — Rpq, sendo T, e R, constantes. E possivel ainda escrever £, em na base

coordenada {0,}, a saber
€ =¢%9, =T, + R®p,0, =T + R, (7.5)
em que T = 1799, e R = R0, = R™®$,0, sdo os operadores de translacdo e rotacio,

respectivamente.

7.1.1 Modelo Sigma O (N) nao Linear

O modelo sigma O (V) néo linear é um caso particular da teoria (7.1), em que o
difeomorfismo passa a ser dado pelo mapa 5 :RP x C — RY. Note que o homeomorfismo
entre o manifold My e o espaco vetorial RY ¢é trivial, ou seja, My é o prépio RY, tal que
Jab € 045- No regime estacionario, as configuragoes topologicas sao classificadas de acordo

com o grupo de homotopia mp_1 (SN _1) , possuindo topologia trivial
o1 (SV71) 20, se D> N. (7.6)

Uma possivel representagao para essa teoria ¢ dada por

£ =3B = 50,605, (77)
em que
o2 N )
6 =>s2=1 (7.8)

a=1
define uma hiperesfera S™~! de raio unitdrio. Vemos que esse modelo ¢ invariante perante
o grupo de simetria O (N), com seus geradores de rotagdo R, satisfazendo a élgebra do

momento angular [R,, Ry| = €4pcRp.

7.1.1.1 Modelo Sigma O (3) n&o Linear em (2+1)-D

No espago-tempo de Minkowski (2 + 1) — D, particularizando N = 3, temos o

modele sigma O (3) nao linear com

¢+ 5+ d5 =1 (7.9)
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e a densidade de energia no regime estacionério
1.- -
& ziﬁiqb - 0; . (7.10)

Esse modelo surge em vérios cendrios da matéria condensada 66,77, 78], principalmente
pelo fato de a densidade de energia (7.10) ser vista como o limite continuo do hamiltoniano

de uma cadeia de spins em materiais ferromagnéticos.

Destacamos também que a teoria C'P (1) (4.6) pode ser mapeada na sigma O (3)

(7.7) por meio da transformacao [63,64,69]

bow) = SbpuyTdorq), (7.11)
sendo & um vetor cujas componentes sao as matrizes de Pauli: & = (07, 09, 03).
No limite » — 00, o vacuo dessa teoria pode ser avaliado nas seguintes maneiras
(bl = ¢2 =0e (bg = :|:1, (712)
T+ p:=1e¢s=0. (7.13)

O primeiro deles (7.12) nado quebra espontaneamente a simetria de gauge SO(2) (U(1))
e vamos chamé-lo de minimo simétrico, consoante sugerido por [28]; no espago fisico
R?(x X y), a compactificagdo da dimensio z pela adi¢gdo do ponto no infinito R* U {oo}
permite o estabelecimento da seguinte relagdo de homotopia R? U {oo} + S?, com S?
sendo uma esfera no espaco interno. A topologia do campo gg ¢é entao classificada de acordo

com o segundo grupo de homotopia
m ($%) =n ez (7.14)

Ja o segundo vécuo (7.13) quebra espontaneamente a simetria de gauge SO(2) (U(1)) e
vamos denomind-lo minimo de simetria quebrada, conforme denotado também em [28];
no espaco fisico R?, um circulo de raio r é mapeado homotopicamente ao circulo de raio

unitario. Agora a topologia do campo gg é classificada conforme o grupo de homotopia

m ($") =nez. (7.15)

Podemos ainda reescrever (7.10) na forma abaixo

E— / P —; / Px (06 + ¢ x 00) £ 47Quup > £4TQuep, (7.16)

sendo (s a carga topoldgica

Qup = 1 [ @26 (016 x 023). (7.17)

Note que é possivel reexpressar (7.17) como

Qiop = / I’z J°, (7.18)
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em que
1 - hnd 1 - —
0_ — 4. _ - 0127
J = 47T¢ (51¢ X 825) = 47_‘_5 Cb (81(15 X 82@ (7.19)
pode ser vista como a densidade de carga topologica. Além disso, generalizando os indices,

obtemos a densidade de corrente topologica desta teoria,

JH = ;Ts“a%—s’- (0a x 059) , (7.20)

a qual obedece a lei de conservagao

0, J" = 0. (7.21)

O limite BPS em (7.16) é atingido quando a equagao de primeira ordem é averiguada,

16 = Fé X s, (7.22)

com o sinal superior (inferior) correspondendo ao (antis)séliton.

Considerando o chamado hedgehog ansatz para gg, escrito em termos das coordenadas
polares (r,0) [27],
sin f (1) cos (nd)
é(r,0)=| sinf (r)sin (nd) |, (7.23)
cos f (r)
em que o parametro n diz respeito ao winding number, podemos ainda avaliar a carga
topoldgica (7.17) como

Qtop = 5 [cos f (r) — cos f(0)] = D) [cos f (r) —1]. (7.24)

Para a topologia (7.14), ou seja, quando f(r — co0) = m e 0 minimo for o polo sul

0
o=1| 0 (7.25)

da esfera no espago interno, a carga topoldgica (7.24) equivale a

Qtop =n. (726)

Nesse caso, todos os circulos S} no espago fisico sio mapeados homotopicamente em
circulos sobre esfera do espago interno, incluindo o circulo de raio infinito S! | que é

mapeado no polo sul (7.25) da esfera. Ja para a topologia (7.15), isto é, para a condigao

™

de contorno f(r — 0o) = 7, a carga topoldgica (7.24) torna-se

Qtop - g (727)
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O surgimento do fator 1/2 em (7.27) indica que o mapa de homotopia (7.15) cobre apenas
um hemisfério da esfera no espago interno. No caso da configuragdo de minimo (7.25), o

cobrimento é feito apenas sobre o hemisfério sul.

Existe ainda uma solucao “espelhada ”, na qual os setores topoldgicos trocam de
sinal (n — —n). Nessa nova configuragdo, o minimo associado a topologia (7.14) passa a

ser o polo norte

6= 0 (7.28)

e o mapa de homotopia (7.15) cobre somente o hemisfério norte. As configuragoes norte e

sul podem ser mapeadas uma na outra pela relagao

fsul(r) =T — fnorte(r)> (729)

incluindo, logicamente, as condi¢oes de contorno.

7.1.1.2 Modelo Sigma O (3) ndo Linear Calibrado em (2+1)-D

Sabemos que o grupo de simetria O (3) possui o subgrupo O (2) isomorfo a U(1).
Por esse motivo, é possivel introduzir um campo de gauge abeliano no modelo anterior da
seguinte forma

D¢ = 0,6 — A, X ¢, (7.30)

sendo ¢ = ¢y + ¢*Ny + ¢3N3 0 campo sigma decomposto na base candnica {7y, g, fig}
do espaco interno. Com efeito, a derivada covariante acima ¢é invariante perante a simetria

rotacional em torno do eixo-ng. Para perceber isso, vamos considerar as componentes

D,¢' = 0,0" — $*A,, (7.31)
D,¢* = 0,0 + ¢' A, (7.32)
D,¢* = 0,¢°. (7.33)

Notamos que somente as componentes (7.31) e (7.32) sao calibradas e ambas equivalem a
D,y = 0,40 + 1A, (7.34)

se definirmos o campo complexo
P = ¢! +ig* (7.35)

Concluimos que (7.30) ja leva em conta a quebra de simetria local O (3), porém permanece

invariante perante a tranformagao local O (2) (U (1)).

Embora a equagao auto-dual (7.22) seja integravel, os sdlitons descritos por ela
sao invariantes de escala, sendo impossivel interpretar esses objetos como particulas via

Teoria Quéntica de Campos [79]. Uma proposta para quebrar essa invariancia foi feita por
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B.J. Schroers em 1995 [27], com a introdugao de um campo de gauge por meio de (7.30).
Schroers mostrou que, se a dinamica do campo vetorial for governada pelo termo usual de

Maxwell, a nova teoria calibrada
1 , 1= -
L=~ FuF" + D6 D'~V (9) (7.36)
poderia sustentar novas estruturas de vortices autoduais com o potencial

v(&’):;@—ﬁg-d})?. (7.37)
Essa descoberta abriu caminho para o estudo desses novos tipos de sélitons. Dentre eles,
podemos destacar os vortices de Ghosh eletricamente carregados, sendo topolégicos ou
nao topoldgicos [80]. Ambos os vértices carregados e nao carregados foram classificados
de acordo com o segundo grupo homotopia (7.14), ou seja, possuem a configuragao de
minimo (7.25). Foi mostrado que esses objetos, apesar de ter suas energias quantizadas
em termos no winding number n, exibem degenerescéncias no fluxo magnético em cada
setor topologico. No caso dos carregados, as degenerescéncias se manifestam também na
carga elétrica e no momento angular. Em particular, o fluxo magético encontrado tem o

seguinte valor genérico
d = 2mna, (7.38)

sendo a um parametro continuo limitado por n e associado ao valor do potencial vetor no

infinito.

A principio parece que a invaridncia de escala do modelo sigma O(3) puro ainda
permanece na forma “degenerada”; no sentido de que poderiamos variar continuamente o
parametro «.. Nao obstante, a variacao continua de ® exigiria um custo infinito de energia.
A exemplo, se considerarmos a lei de inducao de Faraday

S dd
E.-dl=——, 7.39
f. i (739
com a integracao feita ao longo de um contorno de raio infinito, temos ‘fi—f # (0 somente
se ‘E ‘ nao decrescer mais rapido do que 1/r. Ou seja, contrariando a hipdtese de que a

energia elétrica . seja finita:
1,52
E. e = 27r/d7"7“2 <2 ’E‘ > < 0. (7.40)

No final dos anos 90, P. Mukherjee previu que os estados degenerados supracitados
estao diretamente ligados a escolha do minimo [28,29]. Dessa forma, para caracterizar esses
obejtos em cada setor topolégico de modo completo (segundo aqueles de Nielsen-Olesen)
quebrando as degenerescéncias, Mukherjee propds a segunda configuracao (7.13), na qual a
topologia passou a ser classificada de acordo com o grupo fundamental de Poincaré (7.15).

Neste caso, o fluxo magnético discreto assume os valores
¢ =27, (7.41)

similares aos vortices da rede de Abrikosov.
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7.1.1.3 Formalismo BPS

O funcional de energia correspondente a (7.36) no regime estacionério e no gauge

temporal pode ser quadrado consoante a

/d2 { [BF(1—13-8)] + (Did+ 6 x D@Q} + AT Quop > £4T Qs (T.42)

em que carga topologica (s, ¢ definida como

Qtop /d2 D1¢ X DQQg) + F12 (1 — ng Qg)} (743)

Repare que podemos escrever ainda

Qtop = /d2$j0, (744)

sendo J° componente temporal da densidade de corrente topolégica

T = 59 (5 (Dud x Dad) + Fus (1~ 5 6] (7.45)

O limite de Bogomol'nyi
EBPS == :|:47er01) (746)

é saturado em (7.42), quando os campos satisfazem as equagoes BPSs

B=+(1-3-¢), (7.47)
D1<5: :Rg X Dzﬁg' (7.48)

A carga topoldgica (7.43) pode ser simplificada ainda na forma

Qup= 1 [ 216+ (016 x 020) + (65— 1)rAgdd,  (7.49)

47T /frcmtei'ra
em que Ay é a componente polar angular do potencial vetor A. No minimo assimétrico
escolhido por Schroers, o termo de fronteira se anula e (7.49) resulta simplismente em
(7.27).
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7.2 Modelo Sigma O(3) n3o Linear Calibrado e com Funcdo Die-
|étrica

Em anos recentes, foram investigados a formagao de solitons em cenarios nos quais
um campo de calibre é acoplado ndo minimamente ao campo sigma O (3) [81,82], assim
como envolvendo a violagao da simetria de Lorentz [83]. Além disso, extensdes do modelo
de Maxwell-Higgs tem sido estudadas pela composi¢ao do grupo de simetria U (1) [84,85].
A titulo de exemplo, este grupo foi composto como U (1) x Z5 por meio da introdugao de
um campo escalar neutro [30], indicando a existéncia de vértices autoduais em um meio
dielétrico. Nesta direcao, foi predito em [31] a possivel formacao desses sélitons em um
modelo C'P (2) x Z calibrado. Tais objetos podem exercer grandes utilidades na Fisica de
metamateriais [32-34], como é o caso de meios dielétricos apresentando indices de refragao

menor do que um.

Motivados por essas discussoes, o nosso ponto de partida para investigar novas
configuragdes de vértices BPSs é o modelo em um espago tempo plano (241)-D, inicialmente
estudado em [27], no qual nds temos tomado em conta efeitos de efeitos de estrutura

interna devido a presenca de um meio de elétrico,

G Lo ;
L = _Z(lX)ijF'U‘V —+ §D#¢ . D,u¢ + iﬁuxa“x -V (ﬁ3 : ¢7 X) ) (75())

em que 5 = (¢1, ¢2, ¢3) é um tripleto de campo escalar descrevendo um vetor unitério
no espaco interno, gg gz_g = 1 e, portanto, corresponde ao campo sigma nao linear O (3).
Esses campos sao acoplados minimamente ao quadrivetor de Maxwell A,,. Notamos que
X descreve um campo escalar neutro, G'(x) é uma fungao dielétrica positiva definida e

V (ﬁg, . gz?, X) , algum potencial de autointeracdo capaz de suportar vortices autoduais.

O acoplamento minimo entre o tripleto e o campo de calibre é governado pela

derivada covariante (7.30), ou seja,

Dyud = 8,6 — Aufig X ¢, (7.51)

Para uma configuracao de minimo assimétrico, a corrente topolédgica do setor sigma

calibrado ¢é definidada similarmente como em (7.45), a saber

1
TP = ¢ yap [#- D6 x D7) — 677 (7.52)

J& para o setor y, o tensor tipo-corrente é dado por [86]

1
\7;53/() = /—2ﬂ_5uuaaax- (753)

Portanto, a carga topoldgica total da configuracao corresponde a

Qtop = Qg]p) + ngfga (754>
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em que a primeira parcela é a carga topologica do setor sigma calibrado,
- 1
Q) = / P20 = / P2 (6 - (016 x Bh0)] + /f o Aed,  (7.55)

com Ay = éy - fY, enquanto a segunda parcela é a carga topoldgica do setor Yy,

Q) = [ @xg) (790)" = [rar (v, (7.56)

tendo em mente a simetria polar. O simbolo linha denota a derivada com respeito a r.

7.2.1 O Ansatz para o Vértice no Modelo Sigma O(3) Calibrado

Para investigar a existéncia de solugoes topoldgicas em nossa pesquisa, vamos

lancar mao do ansatz axialmente simétrico para o potencial vetor e para o campo x

A =0, Ag= —fa(r)—n], x = x (r), (7.57)

r

bem como o chamado hedgehog ansatz para ¢, escrito em termos das coordenadas polares

) sin f (1) cos (nd)
¢ (r,0) = | sin f(r)sin(nd) |, (7.58)
cos f (r)

ambos anédlogos ao utilizado por Schroers [27]; o pardmetro n diz respeito ao winding
number. Vale a pena discutir que o ansatz de Schroers para o campo de calibre tem a
forma

Ag =na(r), (7.59)

o qual satisfaz as condigoes de contorno compativeis com o minimo simétrico

, f(r—00)=0, (7.60)
a =0

a(0)=0, d(r— ) (a=a). (7.61)

Note que a condigao contorno de Neumann no infinito desempenha um papel substancial
no surgimento das desgenerescéncias mencionadas no capitulo precedente. No intento de
evitar tais desgenerescéncias sobre configuragoes de campos regulares com energia positiva

definida, impomos as condi¢oes de contorno abaixo

f0)=0, f(r—o0)=

a(0)=n, a(r — o) =

T
5 (7.62)
0 (7.63)
correspondendo, portanto, ao minimo de simetria quebrada. J4 o comportamento de y nas

fronteiras dependera do potencial autodual, conforme testificaremos em breve.
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Vale lembrar que as condigoes de contorno (7.62) e (7.63) referem-se ao mapa
de homotopia (7.15) cobrindo apenas o hemisfério norte da esfera no espago interno.

Entretando, as relagoes

fsul (T) == fnorte(r)y (764)
Usut (1) = —Anorte(T) (7.65)

fornecem as solugoes “espelhadas” cobrindo o hemisfério sul.

7.2.2 Formalismo BPS

Como estamos interessados em procurar configuragoes estacionarias, a densidade

lagrangiana avaliada no ansatz supracitado torna-se

G 2 1 . 1 2 a2 . 1 2
L= (4p)* - B + GATsn® f— o (f) = o 5sin f = S () =V (63.),  (7.66)
em que o campo magnético é determinado por
al
B=——. 7.67
. (7.67)

A lei de Gauss decorrente de (7.66) é computada como
1
. (rGA}) = Agsin? f. (7.68)

Vale a pena notar que o calibre temporal Ay = 0 satisfaz identicamente a equagao (7.68).
Por causa desse fato, teremos solugoes contendo apenas campos magnéticos. Com essa

escolha calibre, o funcional de energia associado a (7.66) resulta em

2 1 2 1
= 27T/rd7“5 = 27r/rdr lGQB + 3 () + % sin® f + 3 (xX)* + V] . (7.69)

Para implementar o algoritmo BPS, neste estagio, é cabivel introduzir os potenciais

auxiliares U = U (g) e W = W (x), conforme podemos ver a abaixo:

2
G [2U 1/, a . 217, W
E—Qw/rdr 2(B:F G) +2(f :FTSHlf) +2(X $r)

! WZ
j:(B\/2UG+if'Sinf—l—VVXX> +V—U—X1, (7.70)

r 272

sendo W, = 0, W. Observe em (7.70) que o quarto termo entre parénteses pode ser
X X

reescrito na forma

+ (B\/2UG + %f’ sin f + WXX/) = :Fi (a’\/2UG +a(cos f) — W’) : (7.71)

r



Capitulo 7. SOLITONS AUTODUAIS COM ESTRUTURA INTERNA NO MODELO SIGMA
0(3) 119

Além disso, introduzindo a relagao
(V2UG)' = (cos f)', (7.72)

a partir da qual estabelecemos o potencial auxiliar

cos? f

U=

(7.73)

em que temos fixado a constante de integracao igual a zero por convegao, a expressao

(7.71) é reduzida simplesmente a uma derivada total,

a.,, . Wy x' 1 ,
+BV2UG + - f'sin f +£ —> = F= (acos f = W)'. (7.74)
r r r
Adicionalmente, podemos cancelar os trés ultimos termos em (7.70), obtendo o potencial
autodual
w 1 (cos® f W? 1 (ﬁa : 5)2 W2
V=U+Z=-|—"+Z)==|—L+2 7.75
+27“2 2<G +r2> 2 G +r2 ( )
Dessa maneira, o funcional de energia (7.70) é conduzido a
U\ 2 Wi\
]E:EBPs—l—?T/TdT G(BZF G) —i—(f,:FaSinf) +<X/:FX>
r r
> Egps, (7.76)
em que definimos a energia BPS
EBPS = 27T/Td7’ng5, (777)
com a densidade
Epps = & + & (7.78)

dada em termos das contribui¢oes do setor sigma calibrado e do setor escalar y, respecti-
vamente,

Es = $i (acos f), & = j:qan’. (7.79)

O limite inferior de energia é atingido quando as equacoes de primeira ordem

2U cos f
B=+4"2 =+ )

f= i% sin f, (7.81)
X = iV:X (7.82)

sao verificadas. O sinal superior (inferior) refere-se ao vértice (antivértice).

E importante mencionar que a contribuicao cinética do campo escalar xy em

(7.50) demanda um termo extra no potencial, o qual passa a depender explicitamente da
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coordenada radial, segundo mostrado em (7.75). De fato, isso é necessario para fechar
o formalismo BPS (de acordo mostrado em [86]) e recuperar o teorema de Derrick-
Hobart [87,88]. Ademais, a equagdo BPS (7.82) ndo envolve os outros campos. Por tal
razao, o superpotencial YW pode ser selecionado para fitar varios cenarios de interesse fisico.
A mesma coisa acontece com a fungao dielétrica em (7.80), uma vez que nés ainda nao

fixamos nenhuma forma explicita para ela. Portanto, a energia BPS total é dada por

2
Epps = 27T/ rdr€pps = 21 (n + AW), (7.83)
0

com AW =W (r — oo) — W (0). Em particular, a dltima contribuigao clarifica a defini¢ao

(7.56) uma vez que a carga topoldgica (Qj,, ird depender somente das condicoes de contorno.

Mesmo que nao tenhamos escolhido ainda as formas explicitas para WV e (G, enfati-
zamos que a energia acima depende apenas das condigoes de contorno impostas sobre W,
além do winding number, obviamente. A seguir, vamos discutir um interessante caso para
o superpotencial W, considerando em sequéncia trés diferentes tipos de meios dielétricos

como exemplos.

7.2.3  Solucdes Autoduais

Nesta secao, nés vamos considerar novamente o sistema BPS precedente, levando
em conta o superpotencial W que suporta solucao tipo kink no setor escalar y,

g
W (x)=ox = 3, (7.84)

sendo ¢ um parametro positivo que controla a largura do kink. Essa proposi¢ao tem sido
investigada em varios contextos. Em particular, para ¢ = 1, configuragoes tipo skyrmions
foram tratadas em [89,90], férmions de Dirac sem massa foram estudados em [91] e vortices
com estrutura interna também foram discutidos em [30,31]. Além disso, para valores
arbitrarios de o, configuragdes de vortices multianelares foram abordadas em [92]. Com a

escolha (7.84), a equacao de primeira ordem (7.82) toma a forma

V=t (1-x), (7.85)

fornecendo a solugao analitica (consoante ilustrado na Figura 33)

()= 10 (7.86)
r2e 4 rgo’

em que 7y € uma constante de integracao identificada como uma distancia caracteristica
onde y (ro) = 0. Perceba que agora estamos habeis para dizer quais sdo as condi¢oes de
contorno para y, ou seja, x (0) = F1 e x (r — oo0) = £1. Além disso, a Figura 33 mostra
que o kink se torna menos localizado quando o cresce. Vale a pena mencionar que a escolha

(7.86) é pertinente, pelo menos para a maioria dos sistemas obedecendo ao modelo de



Capitulo 7. SOLITONS AUTODUAIS COM ESTRUTURA INTERNA NO MODELO SIGMA
0(3) 121

1.0p
0.5

x(7)

0.0
-0.5¢

-1.0¢; . . . . .
0o 2 4 6 8 10

Figura 33 — Campo escalar x (r) tipo - kink. Escolhemos o centro da parede de dominio
em rp = 1. Adotamos a cor preta para ¢ = 1, a cor vermelha para c =2 e a
cor azul para o = 5.

Ising, no qual o campo x pode ser interpretado como o campo médio de magnetizagao [93].

Sob tais consideragdes, encontramos a energia BPS total a partir de (7.83), a saber

4
Enps = 27 (|n| + 3a> , (7.87)

com a primeira parcela surgindo do setor sigma calibrado e associada ao fluxo mgnético

quantizado,

o = /d%B =21 |n|, (7.88)

e a segunda decorrendo do campo escalar neutro y. Podemos ainda relacionar os dois
termos em (7.87) com as cargas topologicas dos respectivos setores de sigma calibrado e .

De fato, para o minimo assimétrico, (7.55) nos d&

Sy (7.89)

top

Ademais, sustituindo a equac¢ao BPS (7.82) em (7.56) chegamos a

QW — 2 (7.90)

top — 50-7

como tinha que ser.

Adiante, iremos analisar o primeiro meio dielétrico que selecionamos.

7.2.3.1 Primeiro Cenério

Vamos focar agora a nossa atengao para tratar da seguinte funcao dielétrica:

1 20 20\2
H (r 7% g (7.91)
1—x 4r2orge

G (x)

em que ja assumimos o campo fonte (7.86). Veja que quando r — oo, x? tende a unidade,

gerando uma divergéncia em G (). Porém, a forma do campo magnético sana essa
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dificuldade, haja vista que ele se anula no infinito, mantendo o primeiro termo em (7.69)

sempre regular.

Dentro deste cenario, analisamos apenas o caso no qual o = 1, posto que para g > 2
nao encontramos solugoes fisicamente aceitaveis satisfazendo as condigoes de contorno.

Dessa forma, a fungao dielétrica (7.91) torna-se

(2 + 13

G = 7.92
permitindo-nos reapresentar as equagoes de primeira ordem (7.80) e (7.81) como
a 4r2rk
— =F—5cosf, 7.93
r (r2 4 r2)? f (7.93)
F==+"sinf, (7.94)
r

respectivamente.

7.2.3.2 Perfis Assintéticos dos Campos

E interessante exibir os comportamentos das solucoes das equacgdes BPSs (7.93) e
(7.94) nas vizinhangas das fronteiras. Perto da origem, temos as séries (doravante usaremos

somente o sinal superior, n > 0)

7“4 47,6 3,,,8 (fn)2T2n+4 2(fn)27"2n+6

a(r) =~ n_%+37§_27’8+(n+2)7% (n+3)rg *
(fn>47,4n+4
_ AN 7.95
8(n+1)rg e 7
D 2R (g
fr) &~ fart =T Ord 12
24 dn +12) (f)Pr5 ()P (f)Tr™
(n®+4n + )({ZT L G (Fa) (7.96)
16 (n+2)"rd 80 448

em que f, é um parametro positivo a ser determinado numericamente. Podemos ainda

mostrar os comportamentos dos correspondentes campo magnético e densidade de energia

4,,,2 877“4 N 127,6 Q(fn>2r2n+2 4(fn)2r2n+4

B N~ — _
(fn)4 pAn+2
St ... 7.97
* 2rd e (7.97)
B 4y 8 n2 . 4p4n—2 3n2 i 67“6”72
En(r) ~ ni(fya? 4 A 8 ) S () T

rh To 2 16

2 + 4 + 8 " 2,.2n+2
_{n7+dn l(f L (7.98)
2rg
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Note que o campo magnético tende zero no centro do defeito, tal como ocorre com os vortices

eletricamente carregados [13]. J& para o infinito, temos os seguintes comportamentos

a(r) =~ 2roCer ", (7.99)
flr) = g— w2, (7.100)

sendo (s, uma constante positiva, cujos valores dependem do winding number. Lembremos
que o perfil assintético do campo de calibre no modelo sigma original [29] segue a lei
de decaimento exponencial, analogamente aos vortices de Abrikosov-Nielsen-Olesen [6,9].
Todavia, neste caso, vemos que o meio dielétrico tem mudado esse tipico comportamento.

O campo magnético, por sua vez, obedece a uma lei de poténcia da forma

4C,o12
B(r) =~ (7.101)
ao passo que a densidade de energia €, se comporta consoante a
8(Cx)?rg
Exr) ~ = i (7.102)

para qualquer valor de n.

7.2.3.3 Gréfico das Solu¢cdes Numéricas

Nesta subsegao, esbocamos as solugoes numéricas do sistema BPS (7.93) e (7.94),

obedecendo as condigoes de contorno (7.62) e (7.63) para alguns valores de n e 7.

E ilustrado na Figura 34a o comportamento do campo sigma f (r), ao passo que
a 34b mostra a forma campo de calibre a(r). Notemos que ambos os perfis sdo bem
comportados, a exemplo do modelo sigma original [29], salvo pelo fato de que agora o
campo de calibre apresenta a formagcao de plateaus (do inglés, platés) estendendo-se a partir

da origem, cujos comprimentos aumentam a proporcao que ry cresce. Isso, obviamente,

L e LR T
fr) 0l a(r)
1.0 / 0.6}
0.5 0.4f
0.2f
0.0 ; ; ; i ; 1 0.0L
0 2 4 6 8 10 12 0
r r
(a) Campo sigma f(r). (b) Campo de calibre a(r).

Figura 34 — Todas as curvas referem-se a n = 1. A linha continua corresponde a ry = 1,
equanto a traceja, a rog = 9.
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tém influéncia direta nas mudancas dos perfis do campo magnético, conforme apresentado

na figura 35.

A Figura 35 nos mostra o comportamento do campo magnético. Diferentemente do
caso original na auséncia do meio dielétrico [29], o campo magnético é nulo em r =0 e
o perfil ganha o formato de um anel centrado na origem. Considerando um dado valor

fixo g, existe um winding number associado n(()B) (por exemplo, n(()B) = 8 na figura 35a)

o . B .
permitindo-nos caracterizar os comportamentos dos perfis. Para n < né ), a maxima
amplitude, localizada em r = r* < ry, aumenta e, ao mesmo tempo, afasta-se da origem a
did oind | (ximo foual & unidad _(B) _
medida que n cresce, atingindo seu valor maximo igual a unidade em n =ny ' e em r = ry.
Por outro lado, para n fixo e ry variando, o maximo do anel decresce com o aumento de 7,
consoante ilustra a Figura 35b. Para melhor visualizacao, a Figura 36 ilustra um grafico

de cores indicando a distribuicao anelar do campo magnético.

1.0+ 0.6F

0.8k 0.5f B(r)
0.61 0.4

04 0.3}

' 02}

0.1
0.0b

0.2}
0.0

Figura 35 — Graficos do campo magnético B(r). Sdo mostrados perfis tando na presenga
(linhas coloridas), quanto na auséncia (linhas pretas) do meio dielétrico. A
esquerda, n6s adotamos o = 1, n = 1 (linha continua), n = 2 (linha tracejada),
n = 8 (linha ponto-tracejada) e n = 15 (linha longo-tracejada). A direita,
escolhemos n = 1, 7y = 1 (linha ponto-tracejada), o = 2 (linha continua),
ro = 3 (linha pontilhada).

(1) (i)

Figura 36 — Grafico de cores representando a intensidade do campo magnético. Em ambas
as figuras, adotamos n =1, com ro = 1 (i) e 1o = 2 (ii).
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Figura 37 — Esbogo da densidade de energia Ex(r). Mostramos perfis obtidos na presenga
(linhas coloridas), bem como na auséncia do meio dielétrico (linhas pretas). Na
Figura 37a, as convengoes sao as mesmas da Figura 35a. Quanto a Figura 37b,
esta apresenta a curva de Ex(0) v.s. rg, a0 passo que a inserc¢ao, de In Ex(0)
v.s. Inrg.

Esbogamos ainda na Figura 37 a densidade de energia Ex(r). Em particular, a
Figura 37a mostra que o perfil de Ex(r) é ndo nulo na origem para ry fixo e n = 1,
possuindo um formato tipo lump com centro ligeiramente descolado de » = 0. Entretanto,
para 7y ainda fixo e n > 2, todas as curvas sao nulas em r = 0 e adquirem formatos de
anéis. Ademais, na Figura 37b, podemos observar que, para n = 1, os valores de x(0) = f
diminuem conforme 7, aumenta, de tal modo que, para valores suficientemente grandes de

70, Ex(0) decai como 75! (veja a insercdo).

7.2.4 Segundo Cenario

Nesta subsecao, iremos investigar um segundo tipo de meio dielétrico, o qual é
mapeado pela fungao
L ()

Gl) = =02,
(X) XQ (T20 o T[2)0>2

de maneira que o kink x(r) é dado em (7.86). Diferentemente do caso anterior, a divergéncia

(7.103)

ocorre em r = 1y, pois ¢ onde o campo escalar y se anula. Entretanto, para evitar tal
singularidade no primeiro termo de (7.69), o campo magnético deve ser necessariamente
zero nesse ponto, revelando uma forte influéncia da estrutura interna sobre os perfis das
solugoes. E facil perceber isso previamente se considerarmos a equagao (7.103) avaliada

em (7.80), a saber
By =+ = 1) f (7.104)
r)=4+-————5cosf, :
(r2 +r37)’
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donde segue prontamente B(rg) = 0. O sistema de equagoes BPSs que descreve esses novos

solitons é dado por

CL’ (,r,20' . Tgo')z

- o= 0 1

. :F<7“2‘7 o) cos f, (7.105)
= ig sin f, (7.106)

decorrendo de (7.81) e (7.104).

7.2.4.1 Perfis Assintéticos dos Campos

Vale a pena considerar os comportamentos dos campos oriundos de (7.105) e (7.106)
nas proximidades das fronteiras. Para r — 0, temos as séries para potencial vetor e para o

campo sigma, respectivamente (sinal superior, n > 0),

P2 ()22 (f,)2r2n Op20+2 fyAo+2
a(r) ~ n——+ " — = + 5 — = T
2 4(n+1) 8n+2) (c+1)rg" (20+4+1)ry°
2,.2n+20+2 4..4n+2
Un)r ()™ (7.107)

C(n+o+1)rF  16(2n+1)

Jar™® far™(F)Pr (07 4 20 4 3)(fu)

fr) ~ g =7 32 12 16(n + 1)2 *
(fn)5r5n fnrn+20'+2
7.108
+ 80 + (o +1)2rg° te ( )

sendo f,, uma constante positiva. Além disso, os respectivos campo magnético e densidade

de energia sao dados como

(fn)27"2n (fn)2T2n+2 47“20 8’/"40 2<fN)2,r2n+2cr

Blr) ~ 1= - 7.109
(r) 5 + 1 727 + o + 2 + ( )
(fn)47,4n
e
242 2)(f,)2r2m 4r?e 2(f YiypAn—2
Ex(r) ~ 14 n2(fu)pen-e — A A ¥ ()0
2 TOU 2
16 2,.40—2
= 4 (7.110)
T

Por outro lado, temos os seguintes comportamentos no infinito para os campos de

calibre a(r) e sigma f(r),

a(r) = Cur'/?e™, (7.111)
T ~1/2_—r
f(r) 5 Coor %e™", (7.112)

em que Cy, é uma constante positiva. E interessante sublinhar aqui que os comportamentos

assint6ticos de (7.111) e (7.112) s@o parecidos com aqueles de Abrikosov-Nielsen-Olesen [6,9].
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Em outras palavras, a presenca deste meio dielétrico nao afeta o decaimento exponencial
do modelo sigma original [29]. Adicionalmente, computamos ainda os comportamentos no

infinito tanto do campo magnético, quanto da densidade de energia Ex(r), ou seja,
B(r) ~ Cor Y2, (7.113)

Ex(r) 2(Coo)?rte ™. (7.114)

Q

7.2.4.2 Gréfico das Solu¢cdes Numéricas

No6s calculamos ainda as solugoes numéricas do sistema autodual (7.105) e (7.106),

sob as condigoes de contorno (7.62) e (7.63), e as esbocamos graficamente.

A Figura 38a mostra o comportamento do campo sigma, enquanto a Figura 38b, do
campo de calibre. Em ambos os perfis, a escolha o = 1 ¢é suficiente para notar as principais
caracteristicas. No grafico do potencial vetor, é possivel verificar a formacao de pequenos
plateaus localizados nas proximidades de rg, o que implica em significativas mudancas no

comportamento do campo magnético.

L ] LR
S(r) 0.t a(r)
0.5 0.4}
0.2¢
0.0t : . : 1 0.0L . ; R ; ; :
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 10 12
r r
(a) Campo sigma f(r). (b) Campo de calibre a(r).

Figura 38 — Perfis de f(r) (a) e a(r) (b) paran =1e o =1, sendo ry = 1 (linha continua)
e 1o = 2 (linha tracejada).

O campo magnético é exibido na Figura 39 para diferentes valores de rg e 0. Ao
contrario do cendario anterior, vemos que o meio dielétrico causa um segundo maximo em
r* > rg, cuja amplitude é menor do que aquela localizada na origem. Os perfis encontrados
sdo similares aos de Abrikosov-Nielsen-Olesen [6,9] no intervalo 0 < r < 7y e aos de
Chern-Simons-Higgs [13,15] para r > rg. Alternativamente, a Figura 40 mostra um gréfico
de cores destacando os efeitos dos parametros ry e o na distribuicdo do campo magnético.
Perceba que ry controla o tamanho interno das estruturas, enquanto ¢ regula o tamanho

do nucleo e o maximo do anel externo circundando-o.

Na Figura 41, apresentamos os graficos da densidade de energia Ex(r). A Figura

41a indica que para n = 1 os perfis sao lumps centrados na origem, cuja amplitude
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Figura 39 — Perfis do campo magnético na presenca (linha colorida) e na auséncia (linha
preta) do meio dielétrico (7.103), todos com n = 1. Para o caso com meio
dielétrico, adotamos 79 = 0.5 (a) e g = 1 (b), sendo ¢ = 1 (linha continua) e
o = 2 (linha tracejada).

(1) (i)

(iii) (iv)
Figura 40 — Grafico de cores do campo magnético B(r), com ro = 0.5, 0 =1 (i) e 0 = 2
(ii); ecom g = 1, 0 = 1 (iii) e 0 = 2 (iv).

Es(0) = 1+ (f1)? aumenta & taxa que 7y cresce, até que, para valores suficientemente
grandes de 7y (veja a inser¢do), a amplitude satura atingindo o correspondente valor do
modelo sigma original [29] (linha preta). Contudo, para n > 2, sempre teremos Ex(0) = 1,
segundo ilustrado na Figura 41b. Para um r( fixo e crescentes valores de n, notamos que as
curvas adquirem um minimo local em r* < r(, o qual torna-se nulo e permanece localizado

em r* = rg para todo n > n* (por exemplo, n* = 5 na Figura 41b).
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0.0

Figura 41 — Perfis da densidade de energia Ex(r) na presenca (linha colorida), fixando
o =1, e na auséncia (linha preta) do meio dielétrico (7.103). A Figura 41a foi
construida usando n = 1, 1y = 1 (linha continua) e ro = 3 (linha tracejada);
na insergao, fizemos o grafico de Ex(0) vs. g com n = 1. A Figura 41b exibe
os perfis para ro = 1, com n = 2 (linha continua), n = 5 (linha tracejada),
n = 20 (linha longo-tracejada) e n = 30 (linha ponto-tracejada).

7.2.5 Terceiro Cenario

Motivados pela referéncia [92], agora nés consideramos a seguinte funcao dielétrica
_ 1+
A2 4 cos? (mry)’

em que m € IN e A € R. Notemos que para grandes valores de A, a funcao dielétrica tende

G(x) (7.115)

a um, G(x) — 1, o que significa recuperar o modelo sigma usual.

Similarmente aos dois casos prévios, podemos reescrever o sistema de equagoes
BPSs (7.80) e (7.81), levando em conta (7.115), respectivamente,
20 20
re? —r
)\2 + COS2 <m7r2g>
r loa _'_ TOU
1+ A2

| R

T cos f, (7.116)

= +%sinf, (7.117)
T

cujas solugdes perante as condigdes de contorno (7.62) e (7.63) nos fornecem os sélitons

do corrente cenério.

7.2.5.1 Perfis Assintéticos dos Campos

Faz-se ttil considerar as andlises assintoticas das solugoes. Perto da origem, os

campos de calibre e sigma se comportam como (para n > 1, sem perda de generalidade)

T2 (fn)2/r2n+2 2m2ﬂ_27,.40'+2
~ n— o 7.118
alr) ~ n= oA aT D T oo T (7.118)
n+2 3,.3n 2,2 n+40+2
Fr) ~ fn = ST ST mIT o, (7.119)

4 12 (20 + 1)2(A2 + 1)ri”
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em que f,, € um nimero real positivo. Além disso, os comportamentos dos relativos campo

magnético e densidade de energia sao dados por:

(fn)2 on 4m27r2r4"

B ~ 1-— —+ ... A2
(r) 5" + 2t 1) + ..., (7.120)
2 2 2 2,..2n
Ex(r) ~ 1—|—n2(fn)27”2”*2— (n° + ”+2 )(fn)’r
2 4,.4n—2 Am2 2o
_ U UL (7.121)
2 (N2 + 1)rg?

Ja para r — oo, curiosamente, os perfis assintéticos coincidem com aqueles calculados
em (7.111)-(7.114), em sequéncia. No que segue, apresentaremos os graficos numéricos
para dois subcasos interessantes: A =0 e A # 0, a fim de descatar a influéncia desse novo

parametro sobre as solugoes.

7.2.5.2 Gréfico das Solucbes Numéricas

7.25.2.1 O caso mais simples: A =0

Fazemos aqui uma discussao grafica das solugoes numéricas do sistema BPS (7.116)-
(7.117), sob as condigoes de contorno (7.62) e (7.63), para o caso A = 0, no qual os efeitos

da estrutura interna sdo mais evidentes.

A Figura 42 esboga o perfil do campo sigma f(r) no primeiro setor topolégico.
Para o e m constantes (por exemplo, o0 = m = 1, Fig. 42a), as linhas de f(r) se localizam
mais a medida que ro aumenta. O mesmo efeito, porém menos pronunciado, ocorre quando
o cresce com ry e m fixos (por exemplo, ro = 1 e m = 2, Fig. 42b). Os efeitos de m sobre

as curvas de f(r) ndo sdo muito apreciaveis.

1.5-. ' l ' ' l ' l l.5-l l ' l ; ' l
fr) 1)
1.0f
0.5¢
0.0/
2 3 4 5 6 7 O 1 2 3 4 5 6 7
r r

Figura 42 — Gréficos do campo sigma f(r) paran =1 e A = 0. Na Fig. 42a, usamos o = 1
em =1, sendo 9 = 1 (linha continua) e ry = 5 (linha tracejada). Ja na Fig.
42b, adotamos g = 1 e m = 2, sendo ¢ = 1 (linha sdlida) e o = 2 (linha
tracejada).
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Na Figura 43, destacamos os papéis desempenhados pelos parametros m, o e ry: o
primeiro parametro provoca o surgimento de 2m-plateaus nos perfis do campo de calibre;
enquanto o segundo e o terceiro, a medida que crescem, tornam o defeito mais localizado

em torno da origem (compare as Figs. 43a e 43b).

OF T o T
0.8} O P! atr)
0.6} 0.6}
0.4} 0.4}
02} 02}
0.0, 0.0}

0 0

r r

Figura 43 — Perfis do campo de calibre a(r) com os valores fixos n =1 e A = 0. Na Fig.
43a, escolhemos 0 = 1 e m = 1, sendo ry = 1 (linha continua) e 7o = 2 (linha
tracejada). Na Fig. 43b, as curvas foram obtidas com os valores rg = 1 e
m = 2, sendo ¢ = 1 (linha continua) e o = 3 (linha tracejada).

A Figura 44 ilustra o comportamento do campo magnético para distintos valores

1o 1.0F
0.8 0.8
0.6 0.6
04 04
0.2 0.2
0.0 YV, M e———— 0.0L,
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
a) (b)
1.0 1.0
0.8 ) 0.8 50)
0.6 0.6
0.4 0.4
02 02
0.0 0.0
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 44 — Perfis do campo magnético na presenga (linha colorida) e na auséncia (linha
preta) do meio dielétrico (7.115). Nés usamos A =0, n =1 e ry = 1, sendo

o=1((a)e (b)), o0 =2((c) e(d),m=1((a)e(c)) em=2((b)e(d)).
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(1) (i) (iii)

O

(iv) v) (vi)

Figura 45 — Grafico de cores do campo magnético, com n = 1 e A = 0. Para m = 1,
consideramos: 79 = 1, sendo 0 =1 (i) e 0 = 2 (ii), e 79 = 2, sendo o = 2 (iii);
e para m = 2 usamos: 79 = 1, sendo 0 =1 (iv) e 0 = 2 (v), e 79 = 2, sendo
o =2 (vi).

dos parametros ro, o e m, comparando-o com o correspondente perfil do modelo sigma
original (linha preta). Analogamente aos casos anteriores, percebemos aqui que 7y controla
a intensidade e a largura das estruturas, enquanto o raio dos respectivos nicleos aumentam
quando o cresce. Ademais, o pardmetro adicional m, associado a geracao de 2m-plateaus
nos perfis do campo de calibre, determina aqui a formagao de m anéis em torno do ntcleo

do vortice, conforme podemos perceber na Figura 45.

Os efeitos de 1y e o sobre a densidade de energia Ex(r) sdo semelhantes (apesar

3.5F ' ' ' ' 7 12F
3.0 &(r) 1.0'1‘ -
58 ' 0.8}
158\ 0.6¢
1.0p-< 0.4
05k 0.2F
0.0k . 0.0,

o 1 2 3 4 5 0

r r

Figura 46 — Perfis da densidade de energia Ex(r) na presenca (linha colorida) e na auséncia
(linha preta) do meio dielétrico (7.115), adotando A =0, 0 = 1 e ryp = 1.
Na Figura 46a, usamos ainda m = 1, n = 1 (linha continua) e n = 2 (linha
tracejada). J&4 na Figura 46a, escolhemos m = 2, n = 5 (linha continua),
n = 20 (linha longo-tracejada) e n = 40 (linha ponto tracejada).
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de menos intensos) aqueles apresentados sobre o campo magnético da Figura 44. Nos
computamos na Figura 46 os perfis de Ex(r) para diferentes valores de n e m, comparando-
os com aqueles do modelo sigma usual (linha preta). Na origem, a densidade de energia é
sempre ndao nula e possui os seguintes valores de acordo com n: Ex(0) = 1+ (f;)? para
n = 1, ao passo que &x(0) = 1 para n > 2. Na Figura 46, tal como no caso do campo
magnético, podemos ver a formacao de varias estruturas anelares, as quais estao associadas
aos valores de m, tornando-se mais evidentes para n > 2, com as bordas dos perfis seguindo

o formato do modelo sigma original (veja a Figura 44b, para n = 40).

7.25.2.2 O caso geral: A # 0

Agora, fazemos uma anélise do caso A # 0. Segundo ja dissemos, para valores de A
suficientemente grandes, nds recaimos no modelo sigma original, haja vista que a funcao

dielétrica tende & unidade.

A Figura 47 esboga os perfis dos campos sigma e de calibre, os quais sao mais e
mais localizados ao redor da origem a proporcao que A\ aumenta. Mesmo neste caso, o
campo sigma nao tem apresentado distor¢oes nos perfis. Todavia, com a dinimuicao de A,

os plateaus nas curvas de a(r) tendem a aumentar de tamanho (Fig. 47b).

1.0f
0.8}
0.6}
0.4}
0.2}
0.0L,

1.5}
1.0

0.5}

0.0

(a) Campo sigma f(r). (b) Campo de calibre a(r).

Figura 47 — Todas as linhas referem-se a n = 1. Em particular, a curva preta corresponde
ao modelo sigma usual. Nés fixamos o0 = 1, 7 = 1 e m = 1 para A = 0.2 (linha
colorida continua), A = 0.8 (linha tracejada) e A = 1.5 (linha longo-tracejada).

Na Figura 48, mostramos um grafico de cores do campo magnético tanto na presenca
quanto na auséncia do meio dielétrico, para critério de comparacio. A medida que os
plateaus nos perfis de a(r) aumentam, notamos que os anéis de campo magnético sao mais
perceptiveis. Por outro lado, quando A cresce, a distribuigdo de B(r) recupera a forma de

um “caroc¢o”, como na auséncia do meio dielétrico.
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() (1)

(iii) (iv)
Figura 48 — Gréafico de cores do campo magnético na presenca (colorido) e na auséncia

(em preto) do meio dielétrico (7.115). As convengoes sao as mesmas da Figura
47, sendo A = 0.2 (i), A = 0.8 (ii) A = 1.5 (iii) e o modelo sigma usual (iv).
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8 SOLITONS AUTODUAIS TIPO VORTI-
CES COM ESTRUTURA INTERNA NO
MODELO MAXWELL-CHERN-SIMONS-
SIGMA O(3)

Neste capitulo, consideramos uma extensao do modelo Maxwell-Chern-Simons-
Sigma (MCSS) O(3) para estudar sélitons autoduais, os quais podem se comportar como
vortices carregados imersos em um meio dielétrico. Considerando uma funcao dielétrica
generalizada, modificamos a dinamica do setor de Maxwell e descrevemos as propriedades
das estruturas internas. Além disso, no limite BPS, indicamos a existéncia de configuragoes

estaveis com fluxo magnético quantizado em dois meios dielétricos.

Os novos resultados discutidos neste capitulo estao em fase de publicagao.

8.1 Modelo Maxwell-Chern-Simons-Sigma O(3)

Para descrever as novas configuracoes anionicas imersas em um meio dielétrico, nés

consideramos o modelo Maxwell-Chern-Simons-Sigma O(3) generalizado

G 1 — —
L - _ ELX) F, P — gguaﬁAuFaﬂ + §Du¢ . D"¢
1 -

em que F,, = 0,A, — 0,A, é o tensor eletromagnético associado ao campo de calibre
abeliano A4, e gg: (01, ¢2, P3) € 0 campo sigma O(3). Note que o termo de Maxwell usual
estd sendo modificado pela fungao dielétrica generalziada G(x), a qual acopla o campo
de calibre ao campo real y. O segundo termo em (8.1) vem da agdo de CS, sendo k o
parametro de CS. A derivada covariante é dada em (7.51). O tltimo termo em (8.1) é o

potencial expresso na forma
~ Ed 1 ~ - ~ —
U(n3 . ¢7 X \Ij) = 5\112(”3 X ¢)2 + V(ni’) : ¢7 X \11)7 (82)

em que V(g gz?, X, V) é algum potencial a ser determinado para suportar solugdes autoduais
e i3 é o terceiro versor do espago interno. Por fim, motivados por Ref. [16], introduzimos
um campo escalar real auxiliar ¥ que nos permite aplicar o formalismo BPS, de maneira

similar ao que fizemos na secao 3.4.
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A estabilidade das novas solugoes solitonicas ainda é garantida pela conservacgao

das cargas topologicas (7.52) e (7.53), ja que as novas configuragoes possuem o mesmo

limite BPS (7.83).

8.2 O Ansatz para o Vértice Carregado no Modelo Maxwell-Chern-
Simons-Sigma O(3)

Uma vez que estamos procurando solugoes estacionarias, vale a pena verificar a
validade do calibre temporal. Portanto, vamos considerar a equacao de movimento para o
campo de calibre

K —. —

9" (GFVM) - §5uuocFVa = (ﬁ3 X (b) ’ Duqﬁ, (83)

a qual nos fornece a lei de Gauss (fixando p = 0)
9:(GO: Ag) + KB = Ayliis x |, (8.4)

em que temos definido o campo magnético B = F5. Em contraste com o modelo anterior
(7.50), notamos que a fixacao de calibre Ay = 0 ndo é mais satisfeita. Como resultado, esta
teoria pode predizer a existéncia de novos solitons tipo vértices possuindo campo elétrico,

além de magnético.

Para computar as nossas solucoes, vamos utilizar novamente o hedgehog ansatz

para campo sigma (7.58). J& para os campos escalares neutros, nés adotamos

X =x(r), ¥ ="U(r). (8.5)
Além disso, vamos propor as seguintes parametrizagoes para o campo de calibre:

a(r) — n

AO = Ao(T), Ar = 0, A@ = — (86)

r

A fim de obter um séliton ou um antisséliton localizado com energia finita e positiva,
impomos que as fungoes regulares f(r), a(r) e x(r) devam satisfazer as condigoes de

contornoem r =0

A()(O) = Il:(,d()? CL(O) =n, f(O) = 07 X(O) = Xo, (87>
enquanto no limite assintotico

lim A (r) =0, lim a(r) =0, lim f(r) = T lim X(T) = Xoos (8.8)

r—00 r—00 27 r5oo

sendo xp € Xeo constantes a serem fixadas adiante e wy uma constante positiva determinada
numericamente. Ja as condigoes de contorno para W(r) sdo as mesmas para Ag(r), pois o
estado BPS vincula essas duas fungoes. Todas essas dependéncias funcionais sao compativeis

com uma configuragao simetricamente rotacional. Ademais, as condigoes de contorno (8.7)
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e (8.8) sao validas para os séliton e antissoliton cujos mapas de homotopia cobrem apenas
o hemisfério norte da esfera no espacgo interno. Todavia, os soliton e antisséliton associados

ao cobrimento do hemisfério sul podem ser descritos pelos mapas

fsul(r) =T —= fnorte(r>7 (89>
AO,sul(T) — _AO,sul(T)a (81())
st (T) = —Qnorte(T). (8.11)

Utilizando o ansatz anterior, reexpressamos a lei de Gauss (8.4) em uma forma
mais conveniente,

i@GEY—M%h%ﬂﬁfzo, (8.12)

com os campos elétrico e magnético dados por

a/

E=-A), B=-—, (8.13)
T

respectivamente, em que a linha indica a derivada em relagao a r.

8.3 Formalismo BPS

Para garantir a estabilidade das solugoes, implementamos o formalismo BPS e
determinamos qual é o potencial autodual V(73 - gz?, X, V) em (8.2). Para isso, vamos
considerar o funcional de energia estaciondrio relacionado a densidade lagrangeana (8.1)

G e n2y Lo 2\ i 2 Lo
IE:ZW/rdré’ = 27T/7”d7“{[(140) + () ]+§(A0—|—\IJ ) sin f—|—§GB

2
2

+;[(f’)2 + S sin’ f]+ ;(x’)2 +V } : (8.14)

2

Podemos introduzir duas fungoes auxiliares, W' = W (f) e W = W(x), as quais permitem

reescrever (8.14) como

- G, ., ne 1 2 . 9 (GBFW)?
E = ZW/TdT{Q(AOZF\I/) +§(A0:F\If) sin f—i—T
1 21 Wi\
5 (FFdsing) +5 (Y F DY)
2 r 2 r
1 W
¥ [’ (W + kU) + a(cos f)] + -
w2 W;

em que temos usado a lei de Gauss (8.12) e descartado um termo de superficie, semelhante
feito na segdo 3.6 e nas Refs. [16,60]. Perceba que a expressao na pentltima linha de (8.15)

pode ser transformada em uma derivada total, se impusermos a condicao

W 4+ kU = cos f. (8.16)



Capitulo 8. SOLITONS AUTODUAIS TIPO VORTICES COM ESTRUTURA INTERNA NO
MODELO MAXWELL-CHERN-SIMONS-SIGMA O(3) 138

Além disso, se cancelarmos os trés ultimos termos em (8.15), é possivel determinar o

potencial autodual como

1 s W21, - , Wi
V—ﬁ(cosf—/ﬁ\lf) —i-ﬁ—ﬁ(ngwb—mlf) + 5 (8.17)

em que ja utilizamos o resultado (8.16) e fi3 - qg = cos f.
A referida derivada total corresponde a densidade de energia BPS
1 w’
Epps = F—(acos f) £ —, (8.18)
r r
cuja integracao sob as condigoes de contorno (8.7) e (8.8) conduz ao limite de Bogomol'nyi

Epps = 21 /0 rdr€pps = ® + 2TAW > 0, (8.19)

com AW = W(x) — W(x0). Como acontece com o ANO vértice, o primeiro termo em

(8.19) é a contribuigao do setor sigma calibrado, conectada ao fluxo magnético quantizado
o= /d%B =21 |n]. (8.20)
Assim, a energia total oriunda de (8.15) se reduz a
E = Egpg + E, (8.21)
sendo IE o funcional
E = w/ rdr {G (A F ') dr + (A F ©)*sin® f
0
a 2
— [GB T (cos f — kU)]” + (f’ F —sin f>
r

G( ) } (8.22)

a partir do qual concluimos que o limite de Bogomol'nyi Egps < IE é atingido quando

E = 0, ou seja, quando as seguintes equacoes BPSs sdo satisfeitas:

X = j:&, (8.23)
r
/ a .
= :l:; sin f, (8.24)
Al =0, Ay = +0, (8.25)
1
B= ié(cosf — kYY), (8.26)

Observe na Eq. (8.23) que o campo ¥(r) ndo representa um grau de liberdade fisico extra

e deve obedecer as mesmas condigdes de contorno que Ag(r). Assim como ocorre com a
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teoria (7.50), o critério de estabilidade anterior também exige a inser¢ao de um termo
no potencial (8.17) dependendo explicitamente de r, como discutido na Ref. [86]. Como
resultado, a equagao BPS (8.23) nos permite explorar varias formas para o campo x. Outro
ponto interessante é que obtivemos equacoes de primeira ordem que sdo equivalentes as
equagoes de Euler-Lagrange (veja apéncide A.5) para quaisquer fungdes G(x) e W(x). Por

causa dessas arbitrariedades, esperamos que este modelo seja de grande interesse cientifico.

Note que as equagoes BPSs nos permitem ainda dividir a densidade de energia em
duas partes
Epps = Es + &y, (8.27)

sendo & a contribuicao do setor sigma calibrado,
Ex = G(A))? + AZsin’® f + GB* + ()%, (8.28)

e &, sendo a parcela vinda do campo fonte Y,

W/

E=K)=— (8.29)
r

Na proxima secao, discutiremos algumas solugoes anionicas surgindo do sistema

BPS (8.23)-(8.26), juntamente com a lei de Gauss (8.12), considerando dois meios dielétricos

como exemplos.

8.4 Solucoes de Primeira Ordem

Para obter as solu¢oes numéricas das equagoes BPSs (8.24)-(8.26) e da lei de Gauss
(8.12), adotamos também o campo fonte tipo-kink (7.86), ja que as equagdes BPSs (8.23) e
(7.82) sdo iguais. Além disso, selecionamos os meios dielétricos (7.91) e (7.103). Em ambos

os casos, o campo fonte satisfaz as condi¢oes de contorno yo = F1 e Yo = *£1, levando a
Eq. (8.19) a

8o
ER
sendo o mesmo limite BPS (7.87), com a primeira parcela vindo do fluxo magnético

EBPS = 27T|TL| + (830)

quantizado e a segunda, do setor Y.

Daqui em diante, vamos tratar somente do séliton topolégico (N > 0 e sinal

superior), sem perda de generalidade.

8.4.1 Primeiro Cenario

Para encontrar as novas configuragoes anionicas, o primeiro meio dielétrico que
consideramos é mapeado pela funcao dielétrica generalizada (7.91). Para ¢ > 2, nao

encontramos solucgoes fisicamente aceitaveis satisfazendo as condi¢oes de contorno. Essa
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propriedade é interessante porque é valida mesmo na auséncia da agdo de CS (modelo

7.50). Dessa forma, abordamos apenas o caso 0 = 1, o qual reduz a lei de Gauss (8.12) a

1 2 2\2 / /
. l<7"+27"o> AB] Y A f =0, (8.31)
r T

Ty

enquanto as equagoes BPSs (8.24) e (8.26) resultam, respectivamente, em

f= %sinf ~0, (8.32)
a’ 4r2rd
? = —W (COS f — K)AO) . (833)

8.4.1.1 Perfis Assintéticos dos Campos

Primeiramente, nés analisamos as solugoes aproximadas das equagoes (8.31)-(8.33)
perto da origem (para as trés menores ordens) e no limite assintético (r — oo). Por

exemplo, o potencial elétrico Ayg(r) e o campo correspondente E(r) sao dados préximo a

r =0 por
4
M) = ot 00 o
4war® )
E(r) ~ —2wor+ ——+EY(r), (8.35)
7o

com as constates wy > 0 e wy < 0 dependendo de n e ro. As fungoes A (r) e EU(r) sdo
definidas no apéndice B.1. Para o campo sigma f (r), encontramos a série aproximada

perto da origem

By fn
[r) m g = Dy 0, (8.30)
7o
com termo fU)(r) dado em (B.3) e
BQ =1- RWo (837)

sendo o campo magnético avaliado em r = 0 na auséncia de um meio dielétrico (veja
Eq. (8.26)). Além disso, o potencial vetor a (r) e o campo magnético associado B (r) se

comportam proximo da origem como

B

a(r) ~ n— —207“4 +a (1), (8.38)
o
4B 4 8B
B(r) ~ - ('“L‘” + 4°> rt + BD(r), (8.39)
o o To

em que temos expressado a'!) em (B.4) e BY) em (B.5). Por fim, nés verificamos também

o perfil da densidade de energia BPS (sem a contribui¢do do kink) perto origem, a saber

Ex(r) ~ n?(f,)r 2+ D), (8.40)
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com a parcela é’g)(r) dada em (B.6). O resultado anterior nos diz que &x(0) sempre se

anula em r = 0, exceto para n = 1, quando encontramos o valor £x(0) = v2 (f;)?.

Por outro lado, o potencial e o campo elétricos se comportam no infinito como

2 -\
Ao(r) ~ —Coomr y (841)
2\ —A—1

em que A = 1+ /1 + 4r2 é um pardmetro que controla o decaimento das solugoes e Cy, é
uma constante positiva. JA o campo sigma se comporta no infinito como

™

flr) = 5 =Cor™, (8.43)
enquanto o potencial vetor e o campo magnético associado,
472
~ O U 8.44
a(r) Tl (3.4
4\r2
B(r) ~ Cor—sr 7 8.45
@ et (3.45)
Ademais, para r — 00, a densidade de energia Ex(r) tende a zero na forma
Es(r) ~ C2 1 (2 +4 )2 (8.46)
o0 K2 ()\ . 2)2 T% ’

para qualquer n.

Como comentado em Ref. [16], o MCSH voértice interpola o ANO e o CS vortices,
todos apresentando decaimento exponencial. Inclusive, esse mesmo comportamento também
tem sido reportado nos modelos MCSS O(3) [94,95], Lorentz-violating [83,96] e C'P(2) [97].
Entretanto, percebemos que tal caracteristica pode mudar devido a influéncia de um meio

dielétrico.

8.4.1.2 Gréfico das Solucdes Numéricas

Para obter as solu¢oes numéricas da lei de Gauss (8.31) e do sistema BPS (8.32)-
(8.33), sob as condigoes de contorno (8.7) e (8.8), adotamos x = 1 por simplicidade.
Comparando com o modelo usual no qual G = 1, apresentamos as nossas analises em duas
maneiras: primeiro, fixamos ro = 1 e variamos o winding number; segundo, escolhemos
n = 1 e mudamos ry. Nas Figuras 49 - 51, esbogamos os perfis do campo sigma, dos
potenciais vetor e escalar, dos campos elétrico e magnético e, por tultimo, da densidade
de energia Ex(r). Ja nas Figuras 52 e 53, descrevemos como os méximos dessas gradezas

fisicas junto com as posicoes deles dependem de n e rg.

A Figura 49 mostra que, para n = 1 e ry = 1 (linhas pretas tracejadas), os perfis do

campo sigma (Fig. 49a) e do potencial vetor (Fig. 49b) sdo bem similares aqueles do modelo
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(a) Campo sigma f(r). (b) Potencial vetor a(r)/n.

Figura 49 — Perfis numéricos do campo sigma f(r) (Fig. 49a) e do potencial vetor a(r)/n
(Fig. 49b). Usamos as cores para as linhas: preta (n = 1) e vermelha (n = 3);
e os estilos de linha: tracejado (rg = 1) e ponto-tracejado (ro = 5). As linhas
sOlidas referem-se ao modelo sigma usual na auséncia de um meio dielétrico.
Em todos os casos, consideramos kK = o = 1.

——n=1, =1
——n=2 =1
——n=10,ry=1
=1, r,=2
I’li ,)07
—-—nfi, =5
n=
n=2 Er)

(a) Potencial elétrico Ag(r). (b) Campo elétrico E(r) = —Aj(r).

Figura 50 — Potencial Ay(r) (Fig. 50a) e campo E(r) (Fig. 50b) elétricos para k = o = 1
e alguns valores de n e ry. As linhas sélidas correspondem ao modelo MCSS
O(3) sem um meio dielétrico. A Fig. 50a segue as convegoes da Fig. 50b.

usual (linhas pretas sélidas) [94,95], da mesma forma que acontece com o potencial e o
campo elétricos (Fig. 50). Entretanto, para grandes valores desses pardmetros, a presenga
o meio dielétrico torna os perfis menos localizados (veja linhas vermelhas, por exemplo).
Em especial, a Figura 49b destaca que o meio dielétrico induz a formacgao de um lump no
perfil do potencial vetor, o qual cresce a medida que rq aumenta. Consequentemente, o
campo magnético se anula na origem e sua distribuicao se torna anelar, em vez de possuir
um maximo central (Fig. 51). Este comportamento é andlogo aqueles apresentados pelos

vértices topoldgicos de CSH [13,15] e CSS O(3) [28].
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0.19y -

(a) Campo magnético B(r) = —a'(r)/r. (b) Densidade de energia Ex(r).

Figura 51 — Apresentamos os perfis do campo magnético B(r) = —a/(r)/r (Fig. 5la) e
da densidade de energia Ex(r) (Fig. 51b) para diferentes valores de n e rq.
Adotamos as mesmas convegoes da Fig. 50.

As Figuras 50 e 51 revelam que os campos elétrico e magnético e a densidade de
energia (esta, para n > 1) sao distribuidos como anéis centrados na origem. Na Figura
52, ilustramos como o potencial escalar em r = 0, Ag(0) = wy, as amplitudes e os raios
dos anéis dependem de n para r¢ fixo. A Figura 52a mostra que Ag(0) aumenta, enquanto
os maximos dos campos elétrico (Epay) € magnético (Bp.x) e da densidade de energia
(Sg,max) decrescem monotomicamente com n até atingirem um ponto de saturacao para
n > n* (simbolo bola). O mesmo efeito acontece no modelo usal (simbolo diamante). Por
exemplo, veja n* ~ 10 (linhas verdes) na Figuras 50 and 51. Além disso, a Figura 52b
retrata que os raios dos anéis de campos elétrico (rg) e magnético (rg) e de densidade
de energia (r.) aumentam linearmente com n na auséncia de um meio dielétrico (simbolo
diamante). Contudo, esses raios crescem apenas para n < n** (por exemplo, n** ~ 6) e
entao saturam seus crescimentos para n > n** na presenga do meio dielétrico (simbolo
bola).

Por outro lado, a Figura 53 descreve os comportamentos gerais de Ay(0) = wo,
FEraxs 7By Bmax, 75 and Ex(0) como fungodes de ¢ no primeiro setor topoldgico. Note que
Bax € sempre decrescente, enquanto rg e rg sdo sempre crescentes. Em contrapartida, as
quantidades Fyax, Bmax € Ex(0) crescem no intervalo 0 < ry < 7§, ao passo que diminuem
para ro > ry (por exemplo, 15 ~ 1). Para r > r{, as fun¢oes Ag(0) = wpy, Bmax € Ex(0)
decaem como 1/rg € Fpay, como 1/ri4. Além disso, os raios rx e g aumentam como ré/ 2,
Portanto, indicamos que o raio caracteristico ro tem que assumir valores moderados para
que os campos elétrico e magnético e a densidade de energia nao se anulem em todo em

toda a regiao.
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Figura 52 — Na Fig. 52a, potencial escalar na origem (Ay(0) = wp, verde) e maximos dos
campos elétrico (Eyay, preto) e magnético (Bpax, azul) e da densidade de
energia (s max, vermelho) como funcoes de n. Na Fig. 52b, posi¢oes radiais
de Enax (g, preto), Bmax (75, azul) € g max (72, vermelho) v.s. n. Em ambas
as figuras, fixamos k = ry = 0 = 1 e os simbolos bola (diamante) concernem

ao modelo com (sem) meio dielétrico.

Inr,

Figura 53 — Potential escalar (A(0) = wy, verde) e densidade de energia (Ex(0), vermelho)
na origem e méaximos dos campos elétrico (Epax, preto) e magnético (Biax,
azul) juntos com suas respctivas posigoes radiais rg (laranja) e rp (marrom)

como fungoes de 5. Adotamos a escala logaritmica e k =n =0 = 1.

8.4.2 Segundo Cenario

Nesta se¢ao, investigamos novas estruturas tipo vortices carregados na presenga

de um segundo meio dielétrico caracterizado pela fungao dielétrica (7.103). Vimos que

essa funcao é regular para r # ry, mas singular para r = ry. Apesar da singularidade,

a densidade de energia (8.28) é finita, pois os campos elétrico e magnético sdo nulos no

ponto de divergéncia de G (x) (veja as equagdes Eqgs. (8.62) e (8.63)). Assim, a lei de
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Gauss (8.12) torna-se

!/

/
TAG] - m% — Agsin® f =0 (8.47)

L[ +rg7)’
-

=)
e as equagoes (8.24) e (8.26) sao escritas agora como

a

fr="sinf, (8.48)
a (r* —r37)”
PR (cos f — KAy) . (8.49)

8.4.2.1 Perfis Assintéticos dos Campos

Antes de resolver numericamente a lei de Gauss (8.47) e as equagdes BPSs (8.48) e
(8.49), analisamos os comportamentos das solu¢oes nas fronteiras. Incialmente, calculamos
séries aproximadas até a terceira ordem em r = 0 e, em seguida, verificamos os perfis no
infinito. Por exemplo, o potencial Ay(r) e o campo E(r) elétricos se comportam perto da

origem como

|k|Bor?  |k|>Bort

(1)
Ao(r) = 4 o T &
3 3 5 5
E(r) |I<L|ZBOT’ + |f<d| 1?07“ n |/€|385if7“ —|—E(H)(7’), (8.51>

com By definido na Eq. (8.37) e as fungoes Al (r) e EUD(r) dadas na secio B.2 do

apéndice B. Além disso, para r — 0, o campo sigma f(r) tem a forma

Bofnrn+2

i FID (), (8.52)

flr) =~ far" —

em que f, é uma constante positiva dependente de n e fU7 (r) é denotada na Eq. (B.10).
J& o potencial vetor e o campo magnético relativo tendem a n e By na origem de acordo

com as séries aproximadas

Byr?  K2Byrt

~ N (1)

a(r) n 5 16 +a"t (r), (8.53)
2B 2 4B 4

B(r) ~ By+ 4" 6{ + BUD (), (8.54)

respectivamente, com o termo a/!)(r) dado na Eq. (B.11) e BYD(r) na Eq. (B.12). Por
ultimo, também analisamos o perfil aproximado da densidade de energia em torno de
r =0, sem a contribui¢do do kink. Diferente do primeiro caso (Eq. (8.40)), a série

3k%(By)*r?

e (8.55)

52(’/’) ~ (B0)2 +
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demonstra que Ex(r) é diferente de zero na origem para qualquer n (o ultimo termo é

expresso na Eq. (B.13)).

Em contrapartida, no limite r — oo, o potencial Ay(r) e o campo E(r) elétricos

decaem como

(Isl+m) 4 -

A ~ [2g=mr .

o(7) Coo(l—l—m?—i—m\m\)r e ™, (8.56)
o o sl Em)(mr —1) 5

E(r) =~ Cx (52 £ i) rolceT ™M (8.57)

em que m = 1/2(v/4+ k? — |k|) corresponde & massa dos bésons escalar e vetorial e
Cs é uma constante positiva dependente de n. Este resultado também mostra que um
meio dielétrico ndo necessariamente altera o tipico decaimento exponencial dos vértices
carregados [94,95]. Obviamente, o campo sigma possui também decaimento exponencial, a

saber
f(r) = g— o 2emmr (8.58)

Ja o potencial vetor a(r) e o campo magnético associado B(r) tendem a zero do infinito

como
a(r) = Cy ! rl/2e=mr (8.59)
m (1 + k2 + m|x|) ’
2mr — 1
B(r) ~ Sl - (8.60)

2m(1 + k2 + m|k|)
Por fim, para r — oo, a densidade energia decresce como

o M)A+ ([El+m)*m?]
Es(r) ~ C% 2L+ 2+ ] )2 re , (8.61)

revelando que este segundo soliton ¢ mais localizado do que o primeiro.

8.4.2.2 Gréfico das Solucdes Numéricas

Perante as condigoes de contorno (8.7) e (8.8), as equagoes (8.47) - (8.49) descrevem
completamente o estado BPS do novo séliton aniénico. As solugbes numéricas dessas
equagoes, os correspondentes campos elétrico e magnético e a densidade de energia (8.28)
sao mostrados nas Figuras 54 - 59 para trés casos nos quais k = 1. No primeiro caso,
fixamos rg = 0 = 1 e variamos n. No segundo caso, fazemos n = ¢ = 1 e mudamos ry.
Finalmente, no terceiro caso, selecionamos n = ry = 1 e alteramos o. Além disso, nas
Figuras 60 e 61, descrevemos como os extremos dessas gradezas fisicas juntamente com
as posicoes deles dependem de n, rg e 0. Em todas as situacoes, comparamos nossos

resultados com aqueles na auséncia de um meio dielétrico, G =1 [94,95].
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Figura 54 — Perfis numéricos do campo sigma f(r) no primeiro e terceiro setores topoldgicos
para alguns valores de ry, 0 = 1 (Fig. 54a) e 0 = 3 (Fig. 54b). As linhas s6lidas
referem-se ao modelo usual no qual G = 1. Em ambas as Figs., adotamos
k= 1.

Esbogamos na Figura 54 a forma do campo sigma f(r) para algumas escolhas de
n, ro € 0. Em geral, a presenca do meio dielétrico torna a distribuicdo do campo sigma
menos localizada em relagdo ao previsto pela teoria usual na qual G =1 (linhas sélidas).
Um interessante efeito do parametro ¢ quando cresce é sobrepor os perfis associados a

diferentes ry no mesmo setor topoldgico (54b).

Na Figura 55, os perfis no primeiro e terceiro setores topoldgicos sao suficientes para
descrever as propriedades mais relevantes do potencial vetor. Veja que o meio dieléterico

produz um plateau nas curvas de a(r) onde a parede de dominio se localiza, r = ry.

Figura 55 — Solugoes numéricas para o potencial vetor a(r)/n no primeiro e terceiro setores
topolégicos para alguns rg, 0 = 1 (Fig. 55a) e 0 = 3 (Fig. 55b). A Fig. 55a
(55b) segue as mesmas convengoes da Fig. 54a (54b).
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Ademais, quando o pardmetro o aumenta, as linhas de a(r) associadas com diferentes

valores de ry também se sobrepoem.

Na Figura 56a, esbocamos os comportamentos de Ag (r) para alguns valores de N e
ro com o = 1. Os perfis do potencial elétrico também revelam o surgimento de um plateau
examentemente onde a parede de dominio é localizada, isto é, em r = ry. Entretanto, para
n > n* (por exemplo, n* = 10, linha verde), o plateau desaparece e as curvas na presenga
(linhas tracejadas) e auséncia (linhas sélidas) do meio dielétrico se sobrepoem. Ademias,
percebam que o plateau torna-se mais distante da origem e menos evidente quando o raio
caracteristico ry cresce com n = o = 1. Por outro lado, a Figura 57a mostra o potencial
elétrico no primeiro setor topoldgico para rg = 1 e diferentes valores de o. Note que o
tamanho do plateau aumenta quando o diminue, porém os perfis na presenca e na auséncia

do meio dielétrico sdo quase sobrepostos para o grande.

A Figura 56b mostra os perfis do campo elétrico para alguns valores de n e ry com
o = 1, indicando a formacao de duplos anéis. Na posicao r = rq, onde a parede de dominio
se localiza, o campo elétrico se anula, ou seja, E(rg) = 0. Podemos facilmente verificar

isso a partir da Lei de Gauss (8.47) reescrita como

(% 1)
FE = E .62
(7,20 + r20> ’ (8 6 )

com E sendo uma funcao bem comportada (com dimensio de campo elétrico) definida
na equacao (B.9). Dessa forma, o primeiro termo em (8.28) é zero em r = ry, fornecendo
a energia BPS finita (8.30). Esse comportamento muda consideravelmente em relagao
ao modelo usual em que G = 1 (linhas sélidas). Observe que, quando o winding number

cresce, o anel interno decresce enquanto o externo cresce. H4 um valor maximo n = n*

E(r)

0o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 0o 2 4 6 8§ 10 12 14 16 18

r r

(a) Potencial elétrico Ag(r). (b) Campo elétrico E(r) = —Aj(r).

Figura 56 — Perfis numéricos do potencial Ay(r) (Fig. 56a) e do campo E(r) = —Ay(r) (Fig.
56b) elétricos para alguns setores topoldgicos. Nos dois graficos, assumimos
as mesmas convencoes da Fig. 50.
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(a) Potencial elétrico Ag(r). (b) Campo elétrico E(r) = —Aj(r).

Figura 57 — Perfis numéricos do potencial Ay(r) (Fig. 57a) e do campo E(r) = —Aj(r)
(Fig. 57b) elétricos no primeiro setor topolégico para 1o = 1 e alguns valores
de o.

(por exemplo, n* ~ 10, linha verde) a partir do qual o anel interno desaparece, enquanto
o externo para de crescer. Consequentemente, as curvas dos campos elétricos com e sem
meio dielétrico coincidem. Em contrapartida, o anel interno cresce ao passo que o externo
decresce quando ry aumenta com ¢ constante no primeiro setor topolégico (por exemplo,
veja linhas ponto-tracejadas). Ao contrario das duas situagoes anteriores, a Figura 57b
revela que, para n e ry fixos, os dois anéis aumentam e se aproximam quando o cresce.

Além disso, o anel interno é sempre maior do que o externo.

A Figura 58a ilustra o grafico do campo magnético para alguns setores topoldgicos
e ro com ¢ = 1. Conforme vemos, o surgimento dos plateaus na Figura 55 conduz a um
circulo de raio ry sobre o qual o campo magnético é nulo, ou seja, B(rg) = 0. De fato,

olhando a equagao (8.49) expressa na forma

po =) A 8.63

=y T%U)Q(cosf — kAyp), (8.63)
concluimos que esse fendmeno surge como uma consequéncia direta do estado BPS. Note
que o circulo divide a distribuicdo do campo magnético em um niicleo rodeado por um
anel. Quando n aumenta, o ntcleo tende a desaparecer, enquanto o anel aumenta. Desse
modo, ap6s um dado n* (por exemplo, n* ~ 10, linha verde), o niicleo se anula enquanto
a amplitude do anel satura em um certo maximo, assim como acontece também com os
duplos anéis de campo elétrico na Figura 56b. Por outro lado, a Figura 59a esboca a
distribuicao do campo magnético no primeiro setor topologico para o = 1 e ry variando.
Conforme ry aumenta, notamos que o nucleo se torna maior, alcancando um méximo
valor na origem, enquanto os anéis tendem a sumir. Em contraste a Figura 58a, quando

fixamos n e ry e aumentamos o, a Figura 59a mostra que o ntcleo e o anel se aproximam,

similarmente aos duplos anéis de campo elétrico na Figura 57b.
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(a) Campo magnético B(r) = —a'(r)/r. (b) Densidade de energia Ex(r).
Figura 58 — Solugoes numéricas para o campo magnético B(r) = —a/(r)/r (Fig. 58a) e a

densidade de energia Ex(r) (Fig. 58b) em alguns setores topoldgicos. As duas
Figs. obedecem as convencgoes da Fig. 50.

Bo) |

(a) Campo magnético B(r) = —a'(r)/r. (b) Densidade de energia Ex(r).

Figura 59 — Perfis numéricos do campo magnético B(r) = —d/(r)/r (Fig. 59a) e da
densidade de energia Ex(r) (Fig. 59b) no primeiro setor topolégico para ro = 1
e alguns valores de . Ambas as Figs. seguem as convengoes da Fig. 57.

Apresentamos na Figura 58b como a energia se distribui para alguns setores
topologicos e rg com 0 = 1. Para n = 1, toda a energia se concentra na origem. Entretanto,
quando n aumenta em um dado intervalo 1 < n < n* com ry = 1, a distribuicao da energia
forma um ntcleo cercado por um anel. Enquanto isso, a amplitude do ntcleo diminui e o
raio do anel cresce. Assim, existe um maximo n = n* além do qual o nicleo desaparece e a
distribui¢do de energia se torna completamente anelar, coincidindo com os perfis preditos
pelo modelo usual (por exemplo, n* ~ 10, linhas verdes). Em particular, no primeiro
setor topologico com o = 1, observamos que os perfis na presenca e auséncia do meio
dielétrico se sobrepoem quando rg aumenta (por exemplo, veja as linhas sdlidas pretas e

ponto-tracejadas azuis). Ja o efeito de o sobre a distribui¢do da energia para n =ry = 1



Capitulo 8. SOLITONS AUTODUAIS TIPO VORTICES COM ESTRUTURA INTERNA NO
MODELO MAXWELL-CHERN-SIMONS-SIGMA O(3) 151

¢é ilustrado na Figura 59b. Quando o cresce, os perfis na presenca e auséncia do meio
dielétrico tendem a se sobrepor, exceto em r = ry, onde a parede de dominio se localiza

(compare as linhas pretas solidas com as tracejadas vermelhas).

Na Figura 60a, retratamos como o potencial escalar em r = 0 (Ay(0) = wy) € o0s
maximos dos campos elétrico (Eiyax) € magnético (Bmax) € da densidade de energia (Ex: max)
dependem de n (simbolos bola e caixa), comparando-os com os resultados do modelo
sem o meio dielétrio (simbolo diamante). Como podemos ver, os maximos internos dos
campos elétrico (caixa preta) e magnético (caixa azul) e da densidade de energia (caixa
vermelha) diminuem quando o winding number cresce. Em contrapartida, Ay(0) = wy
(bola verde) e os méximos externos do campos elétrico (bola preta) e magnético (bola
azul) e da densidade de energia (bola vermelha) aumentam quando o winding number
cresce, concordando com os resultados preditos pelo modelo usual (simbolos diamantes
com as respectivas cores) para n > n* (por exemplo, n* ~ 10). Note na Figura 60b que
as correspondentes posicoes rg (bola preta), rp (bola azul) e 7. (bola vermelha) desses
méximos externos sao fungoes lineares de n. Para n > n** (por exemplo, n** ~ 6), esses
raios aumentam similarmente aqueles da teoria sem um meio dielétrico (simbolos diamantes

com as respectivas cores).
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Figura 60 — Na Fig. 60a, potencial elétrico na origem (Ag(0) = wp, verde) e méximos dos
campos elétrico (Enpax, preto) e magnético (Bpyay, azul) e da densidade de
energia (s max, vermelho) em funcao de n. Na Fig. 60b, posicoes radiais de
Erax (TE, preto), Bmax (15, azul) € Es max (re, vermelho) como fungdes de
n. Nas duas Figs., consideramos k = ryp = 0 = 1. Os simbolos bola e caixa
(diamante) referem-se ao modelo com (sem) um meio dielétrico. Em particular,
o simbolo bola (caixa) corresponde ao méaximo externo (interno).

A Figura 61a demonstra como o potencial escalar Ag(0) = wy (linha verde) e a

densidade de energia Ex(0) (linha vermelha) na origem, os maximos interno E2" (linha

max

outer (13 114 At i i : inner (71;
preta) e externo Eo" (linha lilds) do campo elétrico, os méximos interno B (linha
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inner

azul) e externo BO¥e" (linha rosa) do campo magnético e o raio rf* (linha laranja) de

max

Erme” mudam com 7y no primeiro setor topoldgico para o = 1. Podemos perceber que

Einner - pimner ¢ iiner qumentam quando 1o aumenta no intervalo 0 < ro < rf (por exemplo,

max max

rs ~ 1), tornando-se constante para ro > r. Em particular, as quantidades EI0er ¢ pinner
crescem linearmente no intervalo 0 < ry < r§. Além disso, as grandezas Ap(0) = wp e Ex(0)
decrescem no intervalo 0 < 79 < r(j, porém também se tornam constantes para ry >> 7.
J4 as amplitudes E°U e BOYe g30 sempre decrescente e, portanto, despreziveis para

max max
To >r 5

-24
-34
outer

4In 62(0)

Sln povter I ginner I —— I BT —— In g

-9 max ‘max E . max 'max

" | outer inner inner

_1o —2InBpr ——InEper -4 —Inr, In 7" ——In e

Sl Inrg™  ——3In4,(0) —Ing(0) ——1InAy(0) —InEM
-12- T -5

-2 -1 0 1 2 3 1 2 3 4 5
Inr 0 o
(a) (b)

Figura 61 — Potencial elétrico Ay(0) = wy e densidade de energia Ex(0) em r = 0 e extremos
dos campos elétrico e magnético com suas respectivas posicoes radiais em
fungao de ro com n =0 =k =1 (Fig. 61a) e de 0 com n =1y = k =1 (Fig.
61b). As duas Figs. estdo em escala logaritmica.

Finalmente, na Figura 61b, exibimos os comportamentos de Ay(0) = wy (linha
verde), £x(0) (linha vermelha), £ (linha preta), £ (linha lil4s), suas respectivas

posicgoes 2 (linha laranja) e %" (linha cinza), B2 (linha azul) e B2 (linha rosa)

max max

com sua correspondente posigao %" (linha marrom) em fungao de o. Podemos checar

que as quantidades Ag(0) = wy, Ex(0), Fnner pouter plmmer o Bouter ¢34 sempre crescentes,

max ’ max ? max

enquanto r’ter BIer ¢ pter g30 sempre decrescentes fungoes de o. Ademais, para o

grande, todas essas grandezas tendem a saturar.
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9 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

9.1 CONCLUSOES

Primeiramente, introduzimos uma contextualizacao geral a respeito do estudo do
vortice, desde a sua descoberta no estudo da supercondutividade até seu aparecimento no

cenario da Teoria de Campos como um séliton topolédgico.

Estudamos no segundo capitulo alguns conceitos fundamentais sobre Topologia e
Teoria de Grupo, enfatizando ideias bésicas acerca de homotopia pelas quais foi possivel
compreender que as quantizagoes da carga topoldgica, da energia e do fluxo magnético do
vortice se dao em funcao do winding number, um ntimero inteiro n associado ao grupo

fundamental de Poincaré m; (S*).

No terceiro capitulo, apresentamos brevemente os principais aspectos da Teoria
de Ginzburg-Landau e destacamos que essa teoria trata-se do limite nao relativistico do
modelo de Maxwell-Higgs. Além disso, falamos sobre o voértice eletricamente carregado, o
qual pode surgir em cenarios onde dinamica do campo de calibre é controlada pela acao de
Chern-Simons ou de Maxwell-Chern-Simons. Aprendemos que o primeiro tipo de séliton
carregado desempenha um papel importante na descrigao do Efeito Hall Quantico, bem
como no estudo de dnions, enquanto o segundo interpola os vortices de Abrikosov-Nielsen-

Olesen e de Chern-Simons.

Mostramos no capitulo 4 que os voértices topologicos com os fluxos magnéticos
quantizado (8 = ;1) e ndo quantizado (5 = [33) de Loginov possuem os mesmos estados
BPSs, reduzindo-se, assim, a uma s6 configuracao — exceto por uma renormalizagao de
um fator 1/4 — com fluxo quantizado. Inferimos que o fator de normalizacao aparece
porque o mapa de homotopia com [ = f(; cobre quatro vezes o mapa com [ = [s.
Isso foi possivel acontecer devido ao vinculo imposto sobre o potencial ter implicado na
troca de uma condi¢ao de contorno de Neumann por uma de Dirichlet sobre o campo
de calibre no infinito. Notamos também que esses defeitos tém revelado perfis similares
ao de Abrikosov-Nielsen-Olesen [6,9]. Enquanto este ultimo modelo relaciona o campo
de Higgs ao parametro de ordem, dentre os trés campos escalares envolvidos na teoria
CP(2), somente dois estao relacionados efetivamente ao referido pardmetro, conforme

visto em (4.85). Desse capitulo, surgiu a nossa primeira publicacdo, na revista Physics
Letters B [24].

No capitulo 5, averiguamos a existéncia de vértices C'P(2) autoduais nao topolégicos
na presenca de um meio dielétrico, onde a fun¢ao dielétrica é dependente do campo escalar

CP(2), ou seja, G(¢3). Vimos que os casos com 5 = ff; e § = [ ainda podem ser
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mapeados um no outro. Com o intuito de introduzir uma estrutura de minimo simétrico,
noés propusemos uma funcgao dielétrica adequada e obtivemos solu¢oes bem diferentes dos
vortices de Abrikosov. Como a forma para essa fungdao nao é unica, podemos escolhé-la a
fim de fitar diversos meios dielétricos de interesse fisico. Em particular, sob a condicao
a(r) < 1, temos visto que é possivel encontrar solugoes analiticas aproximadas e estados
de voértices com fluxos discretos para valores restritos do winding number. Os centros dos
novos defeitos mostraram-se ligeiramente deslocados da origem, com posi¢oes e maximos
dependendo explicitamente dos winding numbers permitidos. Ja as solugoes numéricas
irrestritas tém revelado a formacao de “duplos anéis” nos perfis do campo magnético — com
fluxo nao quantizado — e da densidade de energia. Vale destacar que o meio dielétrico tem
introduzido pequenas ondulagoes no perfil do potencial vetor (principalmente para maiores
valores de n), que sdo percebidas também tanto nos perfis do campo magnético como da
densidade de energia BPS. Esses resultados originaram a nossa segunda publicacao, na
revista Physical Review D [25].

Vértices nao topoldgicos possuindo carga elétrica também foram estudados no
capitulo 6 na teoria C'P(2) calibrada com a ac¢ao de Chern-Simons. De modo andlogo ao
modelo anterior, obtivemos solugbes analiticas aproximadas, para « (r) < 1, com fluxo
magnético discreto para certos valores do winding number. Para as solugoes numéricas
sem a restrigdo « (r) < 1, os comportamentos do campo magnético e da densidade de
energia também apontam a formacao de “duplos anéis”. Observamos ondulagoes nos
perfis do potencial vetor similares aquelas na presenca do meio dielétrico. E interessante
atentar para o fato de que tanto as configuragoes aproximadas quanto as gerais evidenciam
efeitos de inversao do campo elétrico. Isso acontece em virtude de o potencial elétrico ser

proporcional ao campo ¢3. Esse estudo culminou na nossa terceira publicacao, na revista

Physical Review D [26].

No capitulo 7, apresentamos o modelo sigma O(3) nao linear, mostrando como
ele é capaz de prever solugoes solitonicas tipo-vortices. Indo além, ainda no capitulo 7,
investigamos a formacao desses defeitos topologicos na presenca de meios dielétricos, onde
a funcao dielétrica é dependente de um campo escalar real extra (G(x)), responsavel por
descrever os efeitos das estruturas internas. Vimos que tal campo satisfaz uma equacao
BPS a parte. Isso é um aspecto importante a comentar, frente a liberdade que podemos ter
na escolha do superpotencial desse setor escalar, a fim de descrever diferentes configuragoes
de sélitons autoduais. Dentre os trés tipos de meios dielétricos que consideramos como
exemplo para caso do campo escalar x tipo-kink com largura controlada pelo parametro
o > 0, o primeiro deles (Eq. 7.91) ndo admite solugoes fisicamente aceitéveis se o > 2. Ja as
configuragoes com o = 1 tém revelado o deslocamento da distribuicao do campo magnético
e da densidade de energia (esta exceto para n = 1) com respeito ao centro do defeito.
Temos visto que a nulidade do campo magnético na origem e no infinito sao fundamentais

para compensar as divergéncias que seriam introduzidas pela funcao dielétrica. Por outro
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lado, os comportamentos do campo sigma e do campo de calibre ndo manifestaram
mudangcas significativas em relagdo aos perfis da literatura, com G(x) = 1 [29]. Em suma,
as configuragoes encontradas lembram-nos dos vértices de Chern-Simons [13]. Quanto ao
segundo meio (Eq. 7.103), devido a fungao dielétrica possuir uma singularidade no raio
caracteristico ry onde o kink se anula, o campo magnético zerou nesse ponto, formando
um maximo global no centro do vortice e um méximo local um pouco mais afastado, o
que originou um nicleo envolvido por um anel. E possivel concluir, inclusive, que o campo
magnético sempre se anulard nos pontos onde G(x) for irregular. Podemos ainda notar
que este segundo meio tem provocado a formacao de um plateau no perfil do potencial
vetor em rg, além de consideraveis mudancas nos graficos da densidade de energia similares
aquelas do campo magnético. No intervalo 0 < r < 1y, o campo magnético comporta-se
como os dos vértices de Abrikosov-Nielsen-Olesen [6,9], enquanto para r > rg, conforme
aqueles dos de Chern-Simons [13]. O parametro o tem desempenhado o papel de regular o
tamanho do nicleo e a amplitude do anel. No terceiro e tltimo cenério, nés consideramos
uma funcdo dielétrica oscilante (Eq. 7.115) controlada por dois pardmetros adicionais
(m € Z X € R) capaz de descrever configuragoes multianelares. Os efeitos das estruturas
internas tém sido mais evidentes para A = 0 do que para A # 0. Neste tltimo subcaso, a
influéncia do meio dielétrico tem se tornado mais relevante para menores valores de A, de
modo que, para valores suficientemente grandes, recuperamos o modelo sigma original [29].
Nos dois subcasos A = 0 e A # 0, tem ocorrido o surgimento de 2m-plateaus ao longo do
perfil do campo de calibre, implicando no mesmo ntimero de anéis de campo magnético ao
redor do ntcleo. Neste terceiro meio dielétrico, o parametro ¢ também tem regulado o
tamanho do ntcleo e a intensidade do anel externo. Todas essas previsoes tedricas foram

publicadas no nosso quarto artigo, na revista Physical Review D [35].

No capitulo 8, propusemos uma extensao generalizada do modelo Maxwell-Chern-
Simons-Sigma O(3) para desccrever novos defeitos tipo vértices carregados com fluxo
magnético quantizado imersos nos dois primeiros meios dielétricos considerados no capitulo
7. No meio (7.91), descobrimos que, mesmo com a agao de Chern-Simons, nio existem
solucoes satisfazendo as condigdes de contorno para o > 2. Assim, discutimos apenas o caso
o = 1. Temos observado que as solu¢oes numéricas calculadas mudam consideravelmente
em relacdo ao modelo usual, no qual G = 1 [94,95]. Por exemplo, o campo magnético
se anula na origem, assim como nos vértices de CSH [13,15] e de CSS O(3) [28]. Temos
notado também que n e ry controlam as amplitudes e os raios dos anéis de campos elétrico
e magnético, bem como os valores do potencial elétrico e da densidade de energia na
origem. Em particular, temos visto que rg nao pode ser muito grande, a ponto dessas
grandezas se anularem em toda regido. Vale a pena mencionar ainda que o meio dielétrico
tem modificado o tipico decaimento exponencial [94,95] dos campos, tornando esses novos
defeitos menos localizados. Por outro lado, no segundo meio dielétrico (7.103), hé solugoes

estaveis para o > 2. Neste cenario, o comprimento caracteristico ry pode ser ilimitado, ja
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que recuperamos o modelo usual para o > 1. Por causa da divergéncia da funcao dielétrica
(7.103) em r = r(, temos visto que os campos elétrico e magnético zeram nesse ponto para
manter a energia finita. Consequentemente, a distribuicao do campo elétrico forma duplos
anéis, ao passo que as do campo magnético e da densidade de energia (exceto para n = 1)
geram um nucleo cercado por um anel. Contudo, os campos tém preservado o decaimento
exponencial no infinito. De maneira geral, temos percebido que as singularidades da func¢ao
dielétrica tém sido suficientes para gerar estruturas anelares. Baseado nisso, sugerimos que
este 1ltimo modelo seja capaz também de descrever configuragoes multianelares. Esses

novos resultados estao em processo de publicacgao.

9.2 PERSPECTIVAS

Variacoes dos modelos que investivamos podem resultar também em objetos de
grande interesse cientifico. Por exemplo, é possivel ainda introduzir uma fun¢ao genelarizada
nos setores escalares C'P(2) e sigma O(3), na expectativa de se obter configuragoes tipo
vértices com caracteristicas exdticas, conforme feito nos modelos de Maxwell-Higgs [23], o
qual prediz a existéncia de solitons nao topoldgicos com solugoes analiticas aproximadas,
bem como nos modelos generalizados C'P(1) [74] e de Maxwell-Higgs [98], que apontam a
formacao de sélitons topoldgicos com solugoes gerais analiticas. Tais solu¢des podem ter
importantes utilidades, principalmente para descrever de forma computacional processos
de colisoes entre vortices na presenca de meios dielétricos, ja que a analiticidade facilita a
implementacao do boost de Lorentz nas solugoes estacionarias, assim como é feito com os
kinks [12].

Outra alternativa seria introduzir func¢odes generalizadas em acoplamentos nao
minimos entre o setor de calibre e os setores C'P(2) e sigma O(3), com o intuito de
estudar efeitos similares ao do momento magnético anémalo, consoante proposto nas
Refs. [81,82,99]. Essa proposta é consistente porque o acomplamento de Pauli para os
férmions em (2+41)-dimensdes pode ser incorporado em uma derivada covariante ndo minima
para campos escalares, gracas a decomposigao de Gordon para a corrente espinorial [100].
Além disso, poderiamos considerar derivadas superiores como uma extensao relativistica de
modelos que descrevem efeitos de proximidade entre camadas de materiais supercondutores
e ferromagnéticos. Neste ultimo caso, é provavel que encontremos pequenas oscilagoes
nos perfis dos campos escalares, como sugerido ocorrer com o parametro de ordem na

Ref. [101].

Seria interessante também considerar extensoes dos modelos C'P(2) e sigma O(3)
calibrados, introduzindo termos responsaveis por violar a simetria de Lorentz. Trabalhos
nessa direcao tém sido intensamente desenvolvidos com o objetivo de encontrar limites

superiores para os coeficientes de violagdo e observar as influéncias desses parametros



Capitulo 9. CONCLUSOES E PERSPECTIVAS 157

nas solugoes estendidas. A exemplo, podemos destacar a Ref. [102], a qual aponta que
a presenca de tal violacdo apenas no setor de calibre se comporta efetivamente como
um meio dielétrico, fornecendo solugoes tipo vortices descarregados compactos, e que
a presenca da violagado nos setores de calibre e de Higgs induz a formagao de vortices
descarregados com fluxo magnético fracionario. Ademais, tem sido mostrado que a violagao
da simetria de Lorentz pode acarretar a formacao de voértices carregados, mesmo na
auséncia do termo de Chern-Simons, exibindo inversao de fluxo magnético [83,96]. Em
todos os casos, as configuragoes foram obtidas em um ansatz simetricamente rotacional.
E claro que fora desse ansatz os termos de violacdo introduzem anisotropia no meio.
Assim, uma matriz de violagdo no setor de calibre pode ser reinterpretada como uma
matriz dielétrica, enquanto uma no setor escalar, como uma matriz de massa (do par de
cooper), no ambito da matéria condensada. Alids, os efeitos anisotrépicos sdo caracteristicas
marcantes dos supercondutores multilaminares, como aqueles descritos dentro do modelo
Lawrence-Doniach [103, 104].

Por fim, dentre outros projetos de pesquisa, pretendemos ainda estudar uma
extensao da teoria sigma O(3), conhecida como modelo de Skyrme [105]. Os modelos de
Skyrme possuem lugar de destaque na comunidade cientifica, pois suas aplicagoes vao desde
a Cromodinamica Quantica, onde os skyrmions apresentam efetivamente propriedades
hadronicas [106,107], até a Fisica da Matéria Condensada, tal como condensados de Bose-
Einstein [108] e materiais magnéticos [109,110]. Especialmente, nos materiais magnéticos,
os skyrmions sao defeitos topolégicos formados ao longo da textura da magnetizacao.
A natureza solitonica deles permite que eles sejam organizados de forma extremamente
compacta em uma pista de magnetizagao, possibilitando uma altissima capacidade de
armazenamento e processamento de informagao [111,112]. Em teoria de campos, o modelo
de Skyrme foi proposto originalmente em (341)-dimensoes. Nao obstante, existe uma versao
em (2+1)-dimensoes conhecida como modelo de baby Skyrme [113]. Apesar de esta tltima
teoria fornecer solitons estaveis, ela nao suporta estados autoduais. Entretanto, na auséncia
do termo sigma usual, ou seja, no caso do chamado modelo de baby Skyrme restrito, o limite
BPS existe [114,115]. De maneira natural, um excelente objeto de estudo seria investigar
a existéncia de estados autoduais quando o campo de baby Skyrme restrito interage
com um campo de calibre abeliano. Nessa direcao, varios trabalhos tém sido publicados,
discutindo cenarios nos quais, por exemplo, a dindmica do campo calibre ¢é regida pela
acao de Maxwell [116,117], Chern-Simons [118,119] ou de Maxwell-Chern-Simons [120].
Indo adiante, poderiamos investigar a influéncia de meios dielétricos, acoplamentos nao

minimos ou de efeitos anisotropicos sobre o estado BPS do baby skyrmion calibrado.
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A.1 Capitulo 4

A.1.1 Lei de Ampére

Para verificar a correspondéncia entre as equagoes BPSs e as de Euler-Lagrange,

vamos considerar inicialmente a densidade lagrangeana associada a (4.69) ,

1A e ho(A 2, @R,
E__g__2<gr> —h(a) _ﬂ(g_m) sin o — =~ cos”a, (A.1)

em que temos considerado apenas o caso § = f; = T + k, em vista do caso 8 = 5y = Tk
ser fisicamente equiparado pelas renormalizagdes dadas em (4.104). Também ji temos
usado o potencial BPS (4.80).

A equacao de Euler-Lagrange para o campo de gauge é dada por

101 0 oL
-2 _ = 0. A2
ror [8%1’ (M)] o4~ " (A-2)
Assim, encontramos de (A.1) a igualdade
1 (Al>2 "2 h A 2 2 2 70‘92}12 2
— ) _h(a _ . A.
rL 2 hr (o) . (2 m) sin” «v 5 cosa (A.3)
Logo:
0 14 10 0 1 A
- -2 LY =—— (47—, A4
oA’ (rf) g>r = rOr 0A’ (rL) r2g? < T ) (A-4)
Além disso, obtemos de (A.1) a relacao
oL h (A )
B M2 ) sin?an A.
A 7a2<2 m)sma (A.5)
Os resultados (A.4) e (A.5) levados a (A.2) nos guiam a lei de Ampere
A A
Al —— — < — m> g*hsin®a = 0. (A.6)
r 2
Agora, vamos partir das equagdes BPSs (4.87) e (4.88), respectivamente:
Al
— =F¢*hcosa, (A7)
,
sina (A
=P (D m). Al
e —lzg—m (A.8)
Derivando mais uma vez (A.7) em relacdo a r, temos:
A// A/
— — 5 = +g°hd/sina. (A.9)
N
Adicionalmente, com a ajuda de (A.8), a equacao (A.9) torna-se
A" A g?hsin?a /A
— == = Al
roor? r <2 m> 0, (A.10)

sendo compativel com a lei de Ampere (A.6), conforme desejado.
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A.1.2 Equacdo de Movimento para o Campo Escalar a(r)

Procedendo da mesma forma que em (A.2), temos a equagao de Euler-Lagrange

para o campo escalar a(r)

oL
o (Tﬁ)] — 5 =0. (A.11)

Desse modo, a partir da expressao (A.3), obtemos

d , 100 B w, o

Ademais, utilizando (A.1), calculamos

h (A 2
M:_<—m> 2sinacosa + g°h? cosasina
O r2 \ 2
hsin2a /A > g*h?
= — sz CY<2—m) —i—g sin 2a. (A.13)
T

Substituindo (A.12) e (A.13) em (A.11), determinamos finalmente a equagao de movimento

do campo escalar a(r)

/ in?2 A 2 2
a”+i—31;17;)‘(2—m) —|—gTsin2a:O. (A.14)
Por outro lado, vamos calcular agora a segunda derivada de (A.8) e relagdo a r, a

saber

A i A 1 [si A
o/’::I:COSOé (—m) a,isma A $[smoz (—m)]. (A.15)
r 2 2 r riLor 2

Podemos ainda substituir (A.7) e (A.8) em (A.15), achando

' sin2a (A > g*h
T r

0 que mostra a consisténcia entre (A.14) e (A.16).
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A.2 Capitulo 5

A.2.1 Lei de Ampeére

Com o intuito de demonstrar que as equacoes BPSs levam as de Euler-Lagrange,
vamos considerar apenas o caso 3 = 3 = T+ 75k, em virtude de (4.104). Portanto, partimos
da densidade lagrangeana correspondente a (5.9)

G(a) (AN* o h (A  N? g
e AN _ha _ Al
L & 5 <gfr> h(a) = (2 m) sin” av G @) cos” a, (A.17)

em que ja admitimos o potencial (5.22).

A equagao de Euler-Lagrange para o campo de calibre a(r) é dada por

10| 0 oL
- - = 0. Al
ror [0%1’ (rﬁ)] 0A 0 (A-18)
Dessa forma, por meio de (A.17), encontramos
G (A s h /A 2, rg*h?
- - N — == - - Al
rL 20 hr () . (2 m) sin” « oo cosT e, (A.19)

O que nos conduz a

0 GA 10 0 1 (GA'Y
GA’(T ) g>r :>7’8T8A’(r ) 7“92< r ) ( )
Além disso, podemos obter o seguinte resultado de (A.17):
oL h (A 5
Zo (L) sina. A21
0A 2 <2 m> T ( )
Com o auxilio de (A.18), (A.20) e (A.21), chegamos a lei de Ampere
1 (gAY /A o o
7’92<7‘ )—(2—m)ghsm a=0. (A.22)

De outro modo, vamos encontrar (A.22) via as equagoes BPSs (5.19) e (5.20),

A Ccos &

*h A.23
i A
- 4221 (— ) A2
a —(5-m (A.24)
Tomando a segunda derivada de (A.23) em relagdo a r, encontramos
1 (GAT
— (G ) = +ha'sin a. (A.25)
g r
Substituindo (A.24) em (A.25), determinamos a lei de Ampere
1 (Ga A g*hsin? o
= (== 2T = A2
g2 ( r ) (2 m) r 0, (A.26)

em perfeita igualdade com a equagao (A.22).
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A.2.2 Equacdo de Movimento para o Campo Escalar a(r)

A equagao de Euler-Lagrange para o campo escalar a(r) é computada como:

Lo la oL _y (A.27)

mrw”ﬂ‘m—

Dessa maneira, da expressao (A.19), precisamos da seguinte relagao:

0 , 1o |0 B y o, o
Ser (rf)=—2hra’ = o [80/ (rﬁ)] = —2h (a + . > : (A.28)

A segunda relagao tltil determinamos de (A.17), a saber

oo 2

qar

G (A.29)

2 o - 2 G 2 G2

oL 1 <A/>2Ga _ hsin (2a) <A >2 N g*h? sin (20) N g*h? cos® a
em que G, = 0,G. Logo, reescrevendo (A.27) em termos de (A.28) e (A.29), achamos a

1(A > ?h?cos?a
2 \gr 4  G?

Podemos ainda substituir (A.27) no tltimo termo de (A.30) , zerando-o. O resultado disso

equagao de movimento para «(r)

r 2r2

/ : 2 2 :
o 4 & _8in (2c) <A m) +ﬂsm (2c) G = 0. (A.30)

2 4 G

corresponde a

/ : 2 2 :
o4 & sin (2a) (A m) N g-hsin (2a)

r 272 2 4 G

: = 0. (A.31)

Por outro lado, vamos encontrar (A.30) por intermédio das equa¢oes BPSs. Para

isso, derivamos outra vez (A.24) com respeito a r,

A i A 1 [si A
o — 4008 < _m> 4 Sina () -1 [sma ( _m)] | (A32)
r 2 2 r rlLor 2

Os termos do lado direito de (A.32) podem ser reescritos em fungao de (A.23) e (A.24),

gerando a equagao

a =0, (A.33)

- o sin(2a) (1;1 B m)2 N g*hsin (2a)

r 212 2 4 G

exatamente igual a (A.31).
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A.3 Capitulo 6

A.3.1 Lei de Gauss

Vamos comegar introduzindo a densidade lagrangeana ligada a (6.18),

A 1 . h /A 2 453
L= —/ig—TAo + zhAggz sin a0 — h (o) — 2 (2 — m) sin? o — i]6/12

sin? (2a), (A.34)

em que ja assumimos o potencial BPS encontrado em (6.23). Vamos tratar somente do
caso 3 = 81 = § + 5k devido a (4.104), de acordo discutido na subsecao (6.3.2).

A lei de Gauss é obtida a partir da equagao de Euler-Lagrange para Ag(r),

16[ 0 ok _y (A.35)

ror |04, M)] T 04y

Desse modo, da densidade lagrangeana (A.34), temos a relagao

A h (A 2 h?
rl = —/@;Ao—i—zrh/lgg? sin? a—rh (0/)2—; <2 — m) sin? a—% sin? (2a), (A.36)

implicando em

0
AL (rf)=0 (A.37)
e ainda em or a1
K
= - 4 ~hAyg*sin® a. A.38
04, gr * g 10 S ( )
Substituindo tanto (A.37) quanto (A.38) em (A.35), encontramos a lei de Gauss
A1 ,
nE §hAogs sin? . (A.39)

A.3.2 Lei de Ampere

De maneira analoga ao caso anterior, calculamos a lei de Ampeére por meio de

L0 [ 0 oL _ (A.40)

For oA W] T4

Assim, da igualdade (A.36), podemos obter os resultados

0 Ay 10| 0 K Al
0A (r£) " g = ror [(’9%1’ (Tﬁ)] r g ( )
¢ oL h (A
e el in2 A.42
(4 ) i
os quais, quando levados a (A.40), fornecem a lei de Ampere
kA, h (A 9
;;—ﬁ (2 — m) SIn- « = U. (A43>
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Adicionalmente, podemos substituir (A.39) em (A.43), achando

2 / /
2 ( A > _h (21 - m) sin® a = 0. (A.44)

gih \rsin? o r

Tratamos agora de reproduzir (A.44) por intermédio de (6.31) e (6.32), ou seja,

Al 4h2
g :Fg4/<:2 sin asin (2av) (A.45)
, sina [ A )
== — - . A .46
“ r ( 2 M ( )
Aplicando a derivada segunda em relagao a r em (A.45), determinamos
22 A\ 9, .

E possivel ainda reescrever (A.47) com o auxilio de (A.46) no seguinte modo:

252 A ' gh (A .
o <na> -5 (g om)smta=o, (A48)

em concordancia com (A.44).

A.3.3 Equacdo de Movimento para o Campo Escalar a(r)

Vamos calcular agora a aquacao de Euler-Lagrange para o campo escalar a(r),

oL

10| 0
- - — =0. A49
ror [8@’ (r )] Oa 0 ( )
Desse modo, a partir de (A.36), temos
0 10| 0 (ra’)’
= _ Il 2 2 = -2 : Al
e (rL) 2rha’ = e [8&’ (Tﬁ)] h . (A.50)
Ademais, podemos encontrar de (A.34) a relacao
g§:4hAggQ sin (2a0) — :12 <2 - m> sin (2a) — 98:2 sin (4a) . (A.51)
Substituindo (A.50) e (A.51) em (A.49), chegamos a
(ra/) 1 , h (A 2 g*h®
—2h — ZhAgg2 sin (2a0) + s (2 — m) sin (2a) + gz Sin (4ar) = 0. (A.52)

Comparando (A.39) e (A.45), estabelecemos a equivaléncia
h
Ay = :Fg— oS @, (A.53)
K

a qual, levada ao segundo termo de (A.52), resulta em

1 A 2 ap2
o + L ( - m> sin (2a) + 9% Sin? asin (2a) = 0. (A.54)

ro 2r2 \ 2 8k2
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De outro modo, vamos determinar (A.54) via equagoes BPSs. Derivamos entao

(A.46) novamente com respeito a r,

o = L850 <;1 —m) o 4 Sna (A) $1 [sma (A —m)] . (A.55)

r 2 r T T 2

O resultado acima pode ser reescrito na seguinte maneira:

n, & 1 <11 >2 . g4h2
+———(= - 2a0) +
a m ) sin (2a) 5.

sin? asin (2a) = 0, (A.56)

em que temos utilizado as equagoes BPS (A.45) e (A.46). Portanto, notamos que (A.54) é
igual a (A.56).



APENDICE A. EQUIVALENCIA ENTRE AS EQUACOES AUTODUAIS E DE EULER -
LAGRANGE 176

A.4 Capitulo 7

A.4.1 Lei Ampere

Vamos comegar reintroduzindo a densidade lagrangeana (7.66),
G(x) (d 1 2 a® 1 5 1 [cos>f W?
L=—"2—] —=(f)Y ——=sin®f—=(X)" == | =—=% + X A.57
em que ja temos utilizado o potencial (7.75) e adotado o gauge temporal Ay = 0.

Calculamos a equacao de Euler-Lagrange para o campo de calibre por meio de

10 |0 oL
[ — —_— _—— . A.
ror [0@’ <T£)] Oa 0 (A.58)
Desse modo, partindo de (A.57), temos:
G(@)? 1. d 1, 0 71 [cos®f W2
T,C——§ . —§r(f) — 5, sin f—§r(x) 5\ ¢ +? . (A.59)
Esse resultado nos leva a
0 Ga 1010 1(Ga'
— =— - |= =—— : A.
oa’ (rf) r = ror [8@’ <T£)] r ( r > (A-60)
Adicionalmente, obtemos de (A.57) a quantidade
oL a .,
%— — ng S1n f (A61)

As igualdades (A.60) e (A.61) avaliadas em (A.58) nos fornecem a lei de Ampere

r

(Ga ) +Ssin? f =0. (A.62)
T

Agora, vamos considerar as equagoes BPSs (7.80) e (7.81), respectivamente:

a cos f

L=l (A.63)

F==+"sinf. (A.64)
T

Derivando novamente (A.63) em relacao a r, achamos

(Ga ) = £ f'sin f. (A.65)
r
Ademais, usando (A.64), a equagao (A.65) torna-se
N\ /
(Ga ) + Ysin? f =o. (A.66)
r r

Logo, vemos que (A.66) é exatamente a lei de Ampere (A.62).
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A.4.2 Equacdo de Movimento para o Campo Escalar Sigma f(r)

Seguindo o mesmo raciocinio que em (A.58), escrevemos a equagao de Euler-

Lagrange para o campo escalar sigma f(r)

100 oL

—_—— — —_—— . A.

r or [af' (Tﬁ)] o7 =" (A.67)
Assim, da relagao (A.59), temos:

0 , 10 |0 1, .

Além disso, calculamos de (A.57) a quantidade

oL a? sin 2 f

a—f:—ﬁsuﬂf—i— 5C (A.69)

Frente as igualdades (A.68) e (A.69), a equagao de movimento para o campo escalar sigma,
(A.67) resulta em

1 2 in 2
~(rf) - % sin 2f + Sl;Gf ~0. (A.70)
De outro modo, tomamos agora a segunda derivada de (A.64) com respeito a r, a
saber . ) )
—(rf") = +2 sin f + af— cos f. (A.71)
r r r
Com o uso de (A.63) e (A.64), a equagao (A.71) fica como
1 2 in 2
. (rf") — ;72 sin2f + Sl;le =0, (A.72)

provando a equivalénica entre (A.70) e (A.72).

A.4.3 Equacdo de Movimento para o Campo Escalar x(r)

Por tdltimo, apresentamos a equacao de Euler-Lagrange para o campo escalar x(r),

1010 oL
i —_Z 0. A.
rOor [8){’ (rﬁ)] ox 0 (A.73)
Dessa maneira, com a ajuda de (A.59), achamos
0 B , 10 0 R Y
87)(’ (rf)y=—-rx' = " Oy (rf)= . (rx") (A.74)

e ainda, por meio de (A.57), obtemos

oL 1(a'\? 1( cos? 2W W,
ot

=\ q, - XX (A.75)
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em que Gy = 0,G, Wy = O, W e W, = O2W. Pela equagio BPS (A.63), os termos entre

colchetes se cancelam, implicando em

875 _ _WXWX,X
ox rz

(A.76)

Substituindo (A.74) e (A.76) em (A.73), temos finalmente aquacao de movimento para o
campo escalar y

(ry) — VV;(’X =0. (A.7T)

Por outra via, efetuando a derivada segunda de (7.82) em relagdo a r, estabelecemos

que
1 /
(1) = EWox! =~ () = EWy (A.78)
Ademais, introduzindo (7.82) em (A.78), alcangamos como resposta
(rx') = WiV _ g (A.79)
r

correspondendo a mesma equagao de movimento (A.77).
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A5 Capitulo 8

A.5.1 Lei de Gauss e Equacdo de Movimento para o Campo Escalar W(r)

Para verificar a equivaléncia entre as equagoes BPSs e as de Euler-Lagrange, vamos
considerar inicialmente a densidade lagrageana (8.1) projetada no ansatz (7.58), (8.5) e
(8.6),

_ G 1\2 a'\’ a’ Lo o | L
L = — (Ap) o R?AQ—FiAOSID f 5(]‘") 5y Sin f

1 1

Lt G g Ly (A.80)
2 2 2

em que ja assumimos o potencial autodual (8.2)
_ L2 2 2 Wi
U= 2\11 sin® f + 260 (cos f — rkW)” + 52" (A.81)

considerando o potencial V' definido em (8.17).

A equagao de Euler-Lagrange que fornece a lei de Gauss é dada por

1( oc\ oL
Dessa forma, a partir de (A.80), obtemos
<r§j6> = (rGA)), (A.83)
oL Nd
oA —K Ta + Agsin?® f. (A.84)
Substituindo (A.83) e (A.84) em (A.82), encontramos a lei de Gauss
1 / ! .
. (rGAy) + % — Agsin® f =0, (A.85)
ou ainda na forma .
. (rGA}) — kB — Agsin® f =0, (A.86)

considerando a definicdo do campo magnético

B=-=. (A.87)

r

Por outro lado, a equagdo de movimento para o campo ¥(r) é determinada por

meio de ,
1( oL oL
Assim, substituindo (A.80) em (A.88), temos
1 / :
. (rGV') — g (cos f — kW) — Usin? f = 0. (A.89)
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Além disso, utilizando as equagoes BPSs (8.25) e (8.26), a saber

U = +A,, (A.90)
B = ié (cos f — kYY), (A.91)

respectivamente, a expressao (A.89) se torna
1
~ (rGA}) — kB — Agsin® f =0, (A.92)
”

provando a equivaléncia entre a Lei de Gauss (A.86), a equagao de movimento (A.89) e as
equagoes BPSs (A.90) e (A.91).

A.5.2 Lei Ampere

Podemos obter a lei de Ampere por meio da equagdo de movimento para a(r), ou

seja,
1(oc\ oL
—|\r=— ) — = =0. A.93
r <r8a’> da ( )
Portanto, substituindo (A.80) em (A.93), determinamos a lei de Ampere
1(Gd\ A
- (Ga ) — k=2~ %sin2 f=0. (A.94)
r\ r rooor

Vamos partir agora da equagao BPS (A.91). Aplicando a derivada com respeito a

r em ambos os lados dessa equacao, encontramos

T

<Ga’> — kA =+ (cos f)' = £ f'sin f, (A.95)

em que ja usamos a equagao autodual (A.90) e a definicao (A.87). Com o auxilio da
equacao BPS (8.24),

fl=+2sin f, (A.96)
T
a expressao (A.95) resulta em
1(Ga\" A
; < Ta> —HTO—%SiH2f:O, (A97>

mostrando a correspondéncia entre as equagoes BPSs (A.90) e (A.91) e a lei de Ampere
(A.94).

A.5.3 Equacdo de Movimento para o Campo Escalar Sigma f(r)
Calculamos a equagao de movimento para o campo sigma f(r) com o uso de

1( oL\ ocC
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Logo, substituindo (A.80) em (A.98), achamos

i (rf") + ; ( — 02— :) sin2f + (1; (cos f — kW) sin f = 0. (A.99)

Por outro lado, vamos chegar no resultado (A.99) utilizando a equacao BPS (A.96).

Para isso, vamos aplicar a deriva com respeito a r nos dois membros dessa igualdade, a
saber

(rf") = (+d')sin f + a (£f’) cos f. (A.100)

Com a ajuda das equagées BPSs (A.91) e (A.96), reescrevemos (A.100) como
a2

(rf) S5 sin2f+ ~ ! (cosf — rU)sin f = 0. (A.101)

Assim, provamos que as equagoes (A.99) (A.lOl) sao iguais, se a equacao BPS (A.90)

também for verificada.

A.5.4 Equacdo de Movimento para o Campo Escalar x(r)

A equagao de moviemto para campo fonte x(r) no ansatz é obtida por meio de

/
i <r§§> - gﬁ = 0. (A.102)
Dessa maneira, levando a densidade lagraneana (A.80) a (A.102), chegamos a
)+ () - B - (1)) Gy = U (A.103)
com
U, = gg = ;WXW%X 2G2 (cosg — kW) Gy, (A.104)

sendo G, = O,G, W, =0 WeW,, = 8>2<W. Podemos ainda substituir a equagao BPS
(A.91) em (A.104), obtendo

U, = ;WXWX,X - BQ;GX. (A.105)
O resultado (A.105) transforma (A.103) em
i (rx) + ; (A" = (W)*] Gy — ;WXWX,X =0. (A.106)
Vamos agora partir da equagdo BPS para o campo x(r) (8.23), a saber
X = VXX, (A.107)
para chegar a (A.106). Assim, derivando (A.107) em relacdo a r, temos:
(rx) = X Wy (A.108)
Substituindo (A.107) em (A.108), achamos
i (rx) = :QWXWX,X =0. (A.109)

Considerando a equagao autodual (A.90), provamos igualdade entre (A.106) e (A.109),

como desejado.
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B.1 Primeiro Meio Dielétrico do Capitulo 8

Os termos restantes do potencial (8.34) e do campo (8.35) elétricos perto da origem

sao
2|I€‘B0 ( )2 2n+4
APy = (22 - 6 B.1
Yor = (525 e (B
2 B 2 2 2n+3
E(I)<T) — _g ﬂ_ |’L€|40 "5 wo (fn) T2 : (B.2)
g 3rg (n+ 1)rg

respecivamente, em que f, é uma constante positiva que depende de n (veja Eq.(8.36)) e
By =1 — kwy é o campo magnético na origem e na auséncia de um meio dielétrico (veja
Eq. (8.37)).

O tltimo termo da Eq. (8.36) é dado por

fO@) = <|’<¢|“’2 230) £ ) (0 dAn 12) By (f)" r

grg  9rg 12 16 (n +2)* r3
||wo (fn>3 ot 4 (fn>5r5n (fn>7r7n (B.3)
2(n+2)%r2 80 448 '

N6s determinamos as funces a'’)(r) (Eq. (8.38)) e BY)(r) (Eq. (8.39)) como

2 2n+4
a0 (r) = (ke 2o} (Sien | 380} o Ua) 7T
3rd 3rg 21§ 2rd (n+2)rg
2(f, 2, 2n+6 4 An+4
C2(fa)7r (fn)"r (B.4)
(n+3)ré 8 n+1)
2 2n+4
B () — (12|/<a|w2 12B0> Jn) M”M
To
(fn)4,r,4n+2
T3 B.5
* 23 (B.5)
respectivamente.

A tltima parcela da densidade de energia (8.40) e definida da seguinte maneira,

2 2 2

(1 B > 2(By) 12|k|lwe By 3 (w2)”  8(Bg)
Es(r) = =2 [(L«Jg) — 2 r? — 2 2 + TSO r
(fu)'rt=2 3(f)°r% 2 13By(fa)" r¥"*?
5 " 16 - 2 75 ()’

w2 4 T4n
+ (WO)2 (fn)2 T2n + 3w0W2 (fn)2 r2n+2 - 0(fn2) (B6)
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B.2 Segundo Meio Dielétrico do Capitulo 8

As fungoes ASH) (r) e E(()H) (r) sao dadas por

B |kPBor® (2w + |K])(fn)?r2t2 (202 4 4n + 3) k2w ( f)2rdt2n
2304 8(n+1)2 16(n + 1)%(n + 2)?

(0° +60° + 110 + 8)[[*Bor*™™ (20 + 0 + 2)|s|(fa)*r*F>" 27

8(c + 1)2(o + 2)2r2° eV Ry
(4w + |&]) (fu)*r?T4™  (Bowo + |K)*(fn)?rtt?n

32(2n + 1)? 8(n+2)2
4(02 + 4o + 2)|K/|BOT2+4U wo(fn)2r2+2n+2cr

(20 +1)%(0 + 1)rg” (n+1)(n+o+ 1§

KP4 2) Rl BT
32(n+1)%2(n+2)? (0 +1)2r20 7

A0 =

(B.7)

(2n? + 4n + 3)K%wo(fn)?r?" ™3 (03 + 602 + 110 + 8)|k|> Byr?o ™3
8(n+1)%(n+2) 4(oc+1)%(c + 2)rd°
(2n + 0+ 2) K] (fa)?r® 20 (2wo + |£])(fn)*r*

(n+1)(n+o+1)rg” 4(n+1)

(oo + [N UV (B + )220
16(2n + 1) A(n+2)

E(”)(r) - _

8(0? + 40 + 2)|k|Borto ™t 2wy (fn)2 p2t2o+l
(20 +1)(o + 1)rge (n+1)r3°
|H|3(fn)27"2n+3 2(0 + 2)|I£|B0T2J+l

S 16(n+12(n+2) (c+1)rge (B.8)

as quais dizem respeito as Eqgs. (8.50) e (8.51), respectivamente.
O campo elétrico auxiliar £ na Eq. (8.62) é expresso como

E B (,’,,20' _ 7“[2)0>27"I<JB ,’,,(,’,,20' + T(Q)U)2El
~ (rio — g7 —8or20037)  (rio — rl7 — 8or20137)

20 _ .20)\2 s 2
(r r57)*rAg sin f (B.9)

(rie — rge — 8ar2or3?)

A expressao ) na Eq. (8.52) corresponde a

fn)3r3N Bofnrn+4 Bofnrn+2a+2
12 4r2 (o +1)2r2°

(fn)3r3n+2

16

ey = -

(n®+2n+3)
(n+1)2
BT | e

TTus T80

— |K|wo

(B.10)
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Os termos complementares do potencial vetor (8.53) e do campo magnético (8.54)

perto da origem sao respectivamente

B Bo(fn>2r2n+4 (fn)47’4n+2 B R4BUT6 (fn)2T2n+2

a'D(r) _
8(n +2) 16(2n+1) 384 A(n+1)
230r2+2o 4B()T’2+4U (0.2 + 30 + 3)I€QBOT4+20
(c+ 12" 20+ 1)rd” " (20%+ 802 + 100 + 4)r2°
(f )2T2+20+2n
T B.11
(0 +n+1)rge’ ( )
BUD (r) = Bo(fn)*r*"+? n (fo)trn _ 2(0% + 30 + 3)(0 + 2)k*Byr*t2°
4 8 (203 + 802 + 100 + 4)r3”
8B0T4U 2 (fn)2 r20+2n (fn>2r2n 4B0T20
4o 20 - 2 - 2 . (B12)
7o T ré

Finalmente, a tltima contribui¢ado da densidade de eneriga (8.55) é definida como

20+ 1)+ (n+ 0+ 1)’ Bo(fu)r* 2" nPwd(fu)'r®

gln _
5 (r) (1+ o) 2(n+ 1)
__ 0 O(f ) + wg . ( ) BO (fn)27,2
2 2
2 4,.4n—2 2 6,.6n—2 2,.20
2 2 om—2 N (fo)r 3n*(fn)"r _ A(Bo)*r
B (302 + 100 + 9)k2(By)*r? 20 N 8B2rie N 5/<;4(B0)27‘4. (B.13)

(1+0)2r3° rge 32
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Adotamos o sistema de unidades naturais A = &+ = ¢ = 1, em que consideramos

2
1o = €0 = 1, com h sendo a constante de Planck e ¢, g e g, a velocidade da luz, a

permeabilidade magnética e a permissividade elétrica no vacuo, respectivamente.
Usamos a assinatura da métrica de Minkowski g, = (+, —, —).

Os indices gregos vao de zero a dois (por exemplo, p, v = 0,1,2) e os latinos podem
ir de um a trés (como os modelos a,b,c = 1,2,3 e i,75,l = 1,2,3). Na maioria
dos casos, escolhemos a,b, ¢, m e n para representar indices do espaco interno
dos campos, enquanto 7, j, [l e k, para indices espaciais do espago-tempo. Ao longo
do texto, sempre que conveniente, essas questoes serao elucidadas e expostas sem

ambiguidades, quando admitirmos alguma definicao diferente.
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