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Resumo

Neste trabalho, é proposto um filtro de particulas baseado em estimacgao adaptativa
inovativa para sistemas nao lineares, bem como seus fundamentos e operagao. Com o
objetivo de mitigar a incerteza ou a falta de conhecimento das matrizes de covariancia de
ruido de processo e medicao, simultaneamente, o filtro de particulas é aliado a estimacao
adaptativa inovativa. Para tal proposito, a diferenca entre as covariancias de inovacao
tedrica e medida é definida como uma aproximacao que utiliza a média de uma janela
movel de estimacgao para o calculo da sequéncia de inovacao. Essa diferenca é calculada
continuamente, usando estimac¢ao adaptativa inovativa baseada na teoria da maxima
verossimilhanca para ajustar dinamicamente as covariancias do filtro de particulas. A
fim de ilustrar a eficiéncia e aplicabilidade do filtro proposto, sao realizadas simulagoes
para estimar o estado de um sistema considerando diferentes cenarios, sem incerteza e
com incerteza. Os resultados das simula¢des mostram que o filtro proposto tem um bom
desempenho em termos de robustez em comparagao com o filtro de Kalman estendido e
o filtro de particulas classico quando aumenta a incerteza sobre os ruidos de processo e

medigao.

Palavras-chave: Estimacgao adaptativa inovativa; estimacao de estado; filtro de Kalman

estendido; filtro de particulas; rastreamento.



Abstract

In this work, a proposal of a particle filter based on innovative adaptive estimation for
nonlinear systems is presented, as well as its fundamentals and operation. With the
objective of mitigating the uncertainty or the lack of knowledge of the covariance matrices
of process and measurement noises, simultaneously, the particle filter is allied to the
innovative adaptive estimation. For such purpose, the difference between the theoretical
and measured innovation covariances is defined as an approximation that uses the average
of a moving estimation window for the innovation sequence calculus. This difference is
computed continuously, using innovative adaptive estimation based on maximum likelihood
theory to dynamically adjust the covariances of the particle filter. To illustrate the efficiency
and applicability of the proposed filter, simulations are carried out for estimating the state
of a system considering different scenarios, with and without uncertainty. The simulations
results show that the proposed filter performs well in terms of robustness compared to
extended Kalman filter and classic particle filter when uncertainty about process and

measurement noises increases.

Keywords: Innovative adaptive estimation; state estimation; extended Kalman filter;

particle filter; tracking.
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1 Introducao

A filtragem nao linear tem sido o foco do interesse nas comunidade de estatistica
e engenharia por mais de cinquenta anos (Jazwinski, 1970). O problema se trata da
estimagao sequencial do estado de um sistema dinamico através de uma sequéncia de
medicoes ruidosas obtidas a partir do sistema. E comum usar a abordagem em espaco de
estados para modelar a dindmica do sistema, assim, equacoes diferenciais sao utilizadas
para modelar a evolucao do sistema ao longo do tempo. Para a estimacao de estado

dindmica, a abordagem em tempo discreto é conveniente e amplamente utilizada (Ristic,
2003).

A abordagem em espaco de estados para modelagem em séries temporais enfoca
o vetor de estado de um sistema. O vetor de estado contém toda a informacao relevante
requerida para descrever o sistema sob investigacao. Por exemplo, em problemas de
rastreamento, essa informacao pode estar relacionada as caracteristicas cinematicas do
alvo (target). Alternativamente, em um problema de econometria, pode estar relacionado
ao fluxo monetario, taxas de interesse, inflagdo, etc. O vetor de medicao representa as
observagoes (ruidosas) que estao relacionadas ao vetor de estado. O vetor de medigao
é geralmente (mas nao obrigatoriamente) de dimensao menor que o vetor de estado. A
representacao em espaco de estados é conveniente para lidar com dados multivariados e

processos nao lineares/nao gaussianos.

A fim de analisar e realizar inferéncias sobre um sistema dinamico, pelo menos dois
modelos sao requeridos (Ristic, 2003): primeiro, um modelo que descreva a evolugao do
estado com o tempo (modelo de sistema), e segundo, um modelo que relacione as medigoes
ruidosas ao estado (modelo de medigao). Esses modelos sao assumidos disponiveis em um
formato probabilistico (Ristic, 2003). A formulagao probabilistica do espago de estados e a
exigéncia para atualizagdo da informagao em funcao do recebimento de novas medigoes sao
adequadas para a abordagem bayesiana. Isso fornece uma estrutura geral para problemas

de estimacao de estado dinamica.

Na abordagem bayesiana para a estimagao de estado dinamica, sao feitas tentativas
de construcao da funcao densidade de probabilidade a posteriori do estado, tendo como
base toda informacao disponivel, incluindo a sequéncia de medigoes recebida. A principio,
uma estimagao 6tima (com respeito a qualquer critério) do estado pode ser obtida a partir

da distribuicao a posteriori.

Para muitos problemas, uma estimacao ¢é requerida a cada instante em que uma
medicao é recebida. Nesse caso, um filtro recursivo é uma solucao conveniente. Filtragem

recursiva significa que os dados recebidos podem ser processados sequencialmente, de forma
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que nao é necessario armazenar o conjunto completo dos dados nem reprocessar os dados
existentes caso uma nova medi¢ao esteja disponivel. Tal filtro consiste essencialmente de
dois estéagios: predi¢ao e atualizagao (Ristic, 2003). O estdgio de predi¢ao usa o modelo de
sistema para fazer a predicao da densidade de probabilidade do estado um instante de
tempo a frente (k+1). E sabido que o estado é usualmente sujeito a distirbios desconhecidos
(modelados como ruidos aleatérios), a predigdo geralmente translada, deforma, e espalha a
funcao densidade do estado. A operacao de atualizacdo usa a medi¢cdo mais recente para
modificar (tipicamente, para melhor estimar) a funcao densidade de predigao. Isso é feito
baseado no teorema de Bayes, que é o mecanismo para atualizar o conhecimento sobre o

estado de um alvo em func¢ao da nova informagao obtida.

Dentre os filtros mais utilizados para estimacao de estado dindmica estao o filtro
de Kalman estendido (EKF - extended Kalman filter) e o filtro de particulas (PF - particle
filter). O EKF é uma derivagao do filtro de Kalman cléssico (Kalman, 1960). O PF tem
suas origens no algoritmo do filtro bootstrap (Gordon et al., 1993), uma implementacao de

um filtro Bayesiano recursivo (Godsill, 2019).

Os algoritmos EKF e PF requerem conhecimento a prior: das estatisticas de ruido
de processo e de medigdo do sistema em que sdo aplicados (Simon, 2006). Uma estimativa
inicial dessas quantidades pode ser feita. No entanto, os valores permanecem fixos durante

todo o processo de estimagao do filtro.

Solugoes para geracao adaptativa de estatisticas de ruido foram propostas em
(Deilamsalehy & Havens, 2018) ¢ (Mohamed & Schwarz, 1999). Entre essas solugoes estao
o filtro de Kalman adaptativo (AKF - adaptive Kalman filter) (Mohamed & Schwarz, 1999)
para modelos gaussianos lineares, que estima parametros desconhecidos nas distribuicoes
de ruido juntamente com o estado. Para modelos nao lineares, existe a solugao do filtro de
particulas adaptativo marginalizado (MAPF - marginalized adaptive particle filter), onde
os parametros de ruido sao atualizados usando estatisticas de dimensao finita suficientes
para cada particula (Ozkan et al., 2013). A fim de melhorar a estimagao das matrizes
de covaridncia de ruido de processo e medi¢ao, a estimagao adaptativa inovativa (IAE
- innovative adaptive estimation) foi proposta, permitindo a atualizagdo de matrizes de

covariancia de ruido durante a estimagao de estado (Woo et al., 2019).

O filtro enfatizado neste trabalho é bastante vantajoso, principalmente, nos casos em
que o ruido degrada fortemente a estimativa fornecida pelos filtros classicos (Arulampalam
et al., 2002; Hue et al., 2002; Boers & Driessen, 2001). Além disso, o PF baseado em TAE
é justificado pelo fato de que as estatisticas sobre ruidos em aplicagoes do mundo real nao
sao conhecidas a priori, principalmente quando tais estatisticas sao variantes no tempo.
Entre os PFs existentes na literatura, nenhum outro estima as matrizes de covariancias de

ruido com a técnica de estimagao adaptativa inovativa.
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1.1 Motivacdo/Justificativa

A maioria dos sistemas reais sao governados por equagoes nao lineares (Mohler,
1991), e a aquisigao de dados sobre o estado de um sistema é sempre ruidosa. Além disso,
as matrizes de covariancia de ruido de processo e de medi¢ao sao usualmente desconhecidas
ou dificeis de estimar, o que torna a tarefa da filtragem mais dificil, independente da
aplicacao. Essa dificuldade, em funcao da incerteza, é encontrada, por exemplo, em
identificagdo de sistemas (Yang et al., 2020), reidentificagdo de pessoas (Han et al., 2022),
comunicagao sem fio (Ahmed et al., 2021) e sistemas de rastreamento (Ding & Zhang, 2021;
Zhang et al., 2022). Como é um problema atual e com ampla necessidade de resolucao, é
necessaria a criagao ou derivagao de métodos adaptativos de estimacgao capazes de lidar
com essas caracteristicas, pois um filtro que supra essas necessidades ou contribua com o

desenvolvimento da area, vem a ser muito ttil para diversas aplicagoes.

1.2 Objetivos: geral e especificos

1.2.1 Objetivo geral

O objetivo geral deste trabalho consiste em propor um método de filtragem
adaptativa desenvolvido durante o periodo de pesquisa do mestrado, o qual se destaca por
estimar estados, com precisao maior que outros filtros convencionais, quando a incerteza

sobre os parametros de ruido de processo e de medi¢ao aumentam significativamente.

1.2.2 Objetivos especificos

o Usar equacoes nao lineares sempre que possivel para alcangar uma estimacgao mais

proxima do estado verdadeiro;

e Obter um ganho de robustez na estimagado para os casos de grande incerteza em

relacdo as matrizes de covariancia de ruido;

o Demonstrar o uso vantajoso do método de filtragem proposto através de simulagoes

computacionais e comparacoes com outras ténicas de estimacao;
o Descrever detalhadamente os fundamentos e a operagao do filtro proposto.
1.3 Contribuicoes

o A combinacao de equagbes nao lineares, sempre que disponiveis, e de linearizagoes

advindas da teoria de Kalman para refinar as estimacoes;
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« A adaptabilidade simultanea das matrizes de covariancia de ruido de processo e

medicao por meio do método de estimacgao adaptativa inovativa.

1.4 Estado da Arte

O método IAE, baseado na teoria de maxima verossimilhanca, é aplicado a diversos
problemas atuais, como em um sistema de detecgdo em massa de pedestres (Bakibillah
et al., 2022), o qual inicia a estimagdo com grande incerteza em relagdo a matriz de
covariancia de ruido de medicao, R, e obtém resultados superiores comparados a outros
filtros. A simulagao ocorre somente com a adaptabilidade da matriz R em funcao de um

desejado ganho computacional por parte dos autores.

Outra solucao proposta, com uma variante do IAE, foi o filtro de Kalman baseado
em estimacao adaptativa inovativa 6tima (OIAE-KF - optimal innovation based adaptive
estimation Kalman filter) (Sumithra & Vadivel, 2021), que aplica a técnica para estimar
adaptativamente os valores das matrizes de covariancia de ruido de processo e de medicao,
Q e R, respectivamente, e o aplica para um problema de estimacao de posicionamento de

veiculos em uma rede ad-hoc.

Os filtros de particulas também tém se desenvolvido com técnicas de adaptabilidade
para casos de alta dimensionalidade e casos de estimagao de matrizes relacionadas aos
sistemas, como o OTPF (optimal transportation particle filter) (Kang et al., 2022), uma
derivacao do filtro de particulas com realimentagao (FPF - feedback particle filter), que

apresentou desempenho superior a outros filtros em dois cenarios simulados.

Um outro exemplo é o filtro de particulas de cubatura robusto (RCPF - robust
cubature particle filter) (Shi et al., 2021), que incorpora técnicas distintas de filtragem e
novas informagoes ao seu processamento, tendo duas versoes propostas pelos autores, as
quais consideram as tltimas medi¢oes recebidas para correcao de fatores que minimizem
a degradacao das particulas, além de utilizar o ganho de Kalman aliado a teoria do

estimador-M (Huber, 1964) em sua etapa de atualizagao.

1.5 Organizacido da Dissertacao

Este trabalho estd estruturado da seguinte forma: o Capitulo 2 apresenta a
fundamentacao tedrica. No Capitulo 3, o método proposto é fundamentado e introduzido.
No Capitulo 4, resultados de simulagao para sistemas de rastreamento sao apresentados.

As conclusoes e trabalhos futuros sao descritos no Capitulo 5.

o O Capitulo 1 introduz o tema e um breve desenvolvimento historico, citando

trabalhos alusivos aos topicos a serem explorados, bem como a motivagao, objetivos,
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contribuigoes, o estado da arte, a estrutura deste trabalho e a produgao bibliogréfica

desenvolvida ao longo da pesquisa para essa dissertacao.

e O Capitulo 2 trata da fundamentacao teérica das técnicas utilizadas. Sao abordados
conceitos como estimagado bayesiana, propagacgao de estados, filtro de Kalman, filtro

de Kalman estendido e filtro de particulas.

o O Capitulo 3 apresenta a metodologia proposta. A técnica aplicada resulta no filtro
de particulas baseado em estimacao adaptativa inovativa. Nesse capitulo, os detalhes

do filtro, bem como seu algoritmo sao apresentados.

o O Capitulo 4 trata sobre os resultados obtidos e discussoes em relagao as simulagoes
realizadas. Inclui a comparacao dos sistemas simulados entre o filtro proposto e

outros filtros tipicamente aplicados em casos semelhantes.

o O Capitulo 5 apresenta as consideragoes finais sobre os resultados e as propostas de

trabalhos futuros.

1.6 Producao Bibliografica

1.6.1 Congressos

 Pinheiro, C.M., Serrepe Ranno, M.M., das Chagas de Souza, F. (2022). Tracking a
Moving Target in 2D Using a Particle Filter Based on Innovative Adaptive Estimation.
Apresentado no 15th APCA International Conference on Automatic Control and
Soft Computing, Caparica, Portugal.

 Pinheiro, C.M., Serrepe Ranno, M.M., das Chagas de Souza, F. (2022). Consideragoes
Sobre um Filtro de Particulas Baseado em Estimacao Adaptativa Inovativa para

Sistemas nao Lineares. A ser apresentado no XXIV Congresso Brasileiro de Automdtica.
Fortaleza - CE, Brasil.

1.6.2 Capitulo de livro

« Pinheiro, C.M., Serrepe Ranno, M.M., das Chagas de Souza, F. (2022). Tracking a
Moving Target in 2D Using a Particle Filter Based on Innovative Adaptive Estimation.
In: CONTROLO 2022: Proceedings of the 15th APCA International Conference on
Automatic Control and Soft Computing. Lecture Notes in Electrical Engineering, vol.

930. Springer, Cham. https://doi.org/10.1007/978-3-031-10047-5_ 56.
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2 Fundamentacao Tedrica

Este capitulo apresenta a fundamentacao tedrica do trabalho. Nele, sdo abordados
conceitos como estimacao bayesiana, propagacao de estados, filtro de Kalman, filtro de
Kalman estendido e filtro de particulas. Aqui, os elementos requeridos para compreensao

do método proposto sao apresentados.

2.1 Estimacdo Bayesiana: Problema e Solucao

Um processo nao linear de tempo discreto pode ser representado como ilustra a

Figura 1.

Uk —> Planta
f(xk,uk) Zy

Wk — > h(xk, uk)
(ruido de processo)

Vk
(ruido de medigao)

Figura 1 — Ilustracao de um processo nao linear discreto. Inclui entrada e saida do sistema,
também ruidos de processo e medicao.

As equagbes que representam o funcionamento do sistema ilustrado sao:

Xg = f(Xp—1, Up—1) + Wi (2.1)

Zp = h(Xk, llk) + Vi, (22)

onde k denota um ponto discreto no tempo (com k — 1 sendo o instante imediatamente
anterior), u,_; é o vetor de entrada do instante anterior, X, é o vetor de estados atual, o
qual pode ser observado, mas nao pode ser medido, z;, é o vetor de saida atual, wy e v sdo
o ruido de processo e o de medigao, respectivamente, os quais sao assumidos gaussianos
brancos com média zero, e covaridncia Q,, e Ry, respectivamente. As fungoes f(-) e h(-)
sdo, em geral, ndo lineares, as quais relacionam o estado anterior (x;) e a entrada atual
(uy) com o estado seguinte (xx41) e a saida atual (y,). Os estados estimados, fornecidos
por um filtro, por exemplo, sdo representados genericamente por Xz, que €, em geral, um

vetor.

Para definir o problema de filtragem nao linear, o vetor de estado do alvo, x; € R™,

¢é introduzido, onde n, é a dimensao do vetor de estado; R"* ¢é o espaco n,-dimensional
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real; kK € N é o indice temporal; e N é o conjunto dos niimeros naturais. Aqui, o indice k é
assinalado a t;, um instante de tempo continuo, e o intervalo de amostragem Tj,_1 = tp—tp_1
pode ser temporalmente dependente (isto é, uma fungao de k). O estado do alvo evolui de
acordo com o modelo estocastico de (2.1). O objetivo da filtragem nao linear é estimar
recursivamente x; a partir das medigoes z, € R"*, onde n, é a dimensao do vetor de
medicao; R"= é o espago n.-dimensional real. As medic¢oes estao relacionadas ao estado do

alvo via equagao de medicao (2.2).

Sao desejadas estimacoes filtradas de x; baseadas na sequéncia de todas as medigoes
disponiveis até o instante k, Zy = {z;,i = 1,...,k}. De uma perspectiva bayesiana, o
problema é quantificar recursivamente algum grau de confianga no estado x; no instante
k, tomando diferentes valores, dada a informacao Zj até o instante k. Assim, a construcao
da distribuigdo a posteriori (posterior) p(xx|Zy) é requerida. A densidade inicial do vetor
de estado é p(xg) = p(x0|z0), onde zg é o conjunto sem medicdes. Entdo, a principio, a
densidade p(xy|Z) pode ser obtida com os dois estagios de um filtro recursivo: predigio e

atualizacao.

Caso a fun¢ao densidade requerida p(xy_1|Z_1) no instante k — 1 esteja disponivel,
o estdgio de predigao envolve o uso do modelo de sistema (2.1) para obter a densidade de
predi¢do (também conhecida como distribuigdo a priori) do estado no instante k através

da equacao de Chapman-Kolmogorov:

P(Xk|Zy—1) = /p(Xk’kal)p(kaﬂzkfl) dxj_1. (2.3)

E possivel notar que na Equacao (2.3), foi levado em consideragao o fato de
que p(Xg|Xk—1,2Zg—1) = p(Xk|xx—1) j& que (2.1) descreve um processo Markoviano de
ordem um. O modelo probabilistico da evolugao do estado (também chamado de densidade
transicional), p(xx|xx_1), é definido pela equagao de sistema (2.1) e as estatisticas conhecidas

de Wi_1.

No instante k, quando a medicao z; se torna disponivel, o estagio de atualizacao
é realizado. Isso envolve uma atualizacao da densidade de predicao através da regra de

Bayes:

p(Xk’Zk) = P(Xk|Zk7 qu)
_ P(Zk| Xy Zi—1)p(Xk|Zg—1)

p(z1|Zg-1)
 p(zg|xx)p(Xk|Zg-1)
— (el Zo) , (2.4)

onde a constante de normalizagao

(2| Zg—1) = /p(zk|xk)p(xk|zk,1)dxk (2.5)
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depende da funcao de verossimilhanga p(zy|xy), definida pelo modelo de medigao, Equagao
(2.2), e das estatisticas conhecidas de vi. No estagio de atualizagdo, (2.4), a medigao z; é
utilizada para modificar a densidade a priori para obter a requerida densidade a posteriori

do estado atual.

As relagoes de recorréncia (2.3) e (2.4) formam a base para a solugdo bayesiana
6tima. O conhecimento da densidade a posteriori p(xx|Zy) permite que se compute uma
estimacao de estado 6tima com respeito a qualquer critério. Por exemplo, o erro quadratico

médio minimo (MMSE - minimum mean-square error) estima a média condicional de x
(Bar-Shalom et al., 2008):

&%}C\/LSE £ E{xy|Zs} = /Xk - p(xx|Zy)dxy, (2.6)

enquanto a estimagao do méaximo valor a posteriori (Xyap) € o valor méximo de p(xy|Zy):

)Ac,l:/f,fp £ arg max p(x;|Zs). (2.7)

Similarmente, uma medida de precisao da estimacao do sistema (a covaridncia, por exemplo)

pode ser obtida a partir de p(xx|Zy).

A propagagao recursiva da densidade a priori, dada por (2.3) e da densidade a
posteriori, dada por (2.4), formam uma solugao somente conceitual no sentido que, em geral,
nao pode ser determinada analiticamente. A implementacao da solucao conceitual requer
o armazenamento de toda a funcao densidade, o que é, em termos gerais, equivalente a um
vetor de dimensao infinita. Tendo em vista que na maioria dos casos praticos, a solugao
analitica de (2.3) e (2.4) ¢ intratével, o uso de aproximagoes ou algoritmos bayesianos

subdtimos ¢é obrigatoério.

2.1.1 Derivacdo matematica do filtro de Bayes

A derivacado matematica da estimacao bayesiana é apresentada a seguir. A demonstragao

¢ feita por inducao.

E possivel mostrar que o filtro de Bayes calcula corretamente a distribuicio posterior
p(Xx | Z1.k, urk) partindo da correspondente distribuicao posterior da iteragdo anterior,
dada por p(Xx_1 | Z1.k-1,U1.6-1)- A correcdo segue sob a suposi¢ao que a confianca a priori
bel(xg) foi inicializada corretamente no instante & = 0, em que o indice 1:k indica que
os estados ou medigdes sao dados do instante £ = 1 até o instante atual, k, e bel(x) é a

confianga probabilistica sobre o estado x.

O primeiro passo da derivagao do filtro de Bayes envolve a aplicacao da regra de
Bayes a densidade a posteriori, conforme é apresentado abaixo:
p(Zk | Xk Z1:k—1, ulzk) p(Xk | Z1:k—-1, U—l:k;)
P(Zk | Z1:k—1, Uik)

= np(zk | Xk, Z1k—1, W) D(Xk | Z1k—1, Ureke), (2.9)

p(Xk [ Z1g, wrg) = (2.8)
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considerando que n = 1/p(zy | z1.k-1, u1.,) é um fator de normalizacdo, e que o estado
Xy esta completo, ou seja, nenhuma variavel anterior a x; pode influenciar a evolugao
estocastica de estados futuros. Em particular, caso, hipoteticamente, se conhega o estado
X e havendo o interesse em predizer a medigao z;, nenhuma medicao anterior ou acao de
controle forneceria alguma informagao adicional. Em termos matematicos, isso pode ser

apresentado pela seguinte expressao:

p(Zk | Xky Z1:k—1, 111:k) = p(Zk | Xk), (2-10)

o que, sendo uma independéncia condicional, permite simplificar para

P(Xk | Z1k, i) = 0 p(2e | Xk) p(Xk | Z1k-1, W), (2.11)
e, portanto,
bel(xx) = np(zy | xx) bel (xz). (2.12)
onde bel(xy) é a confianca a posteriori e bel(x) é a confianca a priori.

A seguir, expandindo o termo bel(xy):

bel(xx) = p(Xk | 2141, U1:1) (2.13)
= /P(Xk | X1, Z1k—1, W) D(Xp—1 | Z1:k—1, Urik) dXp—1, (2.14)
e, novamente, é feita a suposicao de que o estado esta completo, o que implica que, caso

se conheca x;_1, medicoes e agdes de controle anteriores nao acrescentam informacao com

relacao ao estado x;. E possivel, entao, fazer a seguinte consideracao:

p(Xk | Xk—1,21:k—1, ul:k:) = p(Xk | Xk—1, uk)- (2'15)

Aqui, a varidvel de controle u; € retida, haja vista ela nao anteceder o estado x;_1 e pelo
fato de que p(xy | Xx—1, ug) # p(Xx | Xk—1). Entretanto, o controle uy pode seguramente ser
omitido do conjunto de varidveis condicionantes em p(xy_1|Z1.x_1, Us.1) para o caso de

controles aleatoriamente selecionados, o que conduz a equacao de atualizagao recursiva:

bel(x1) = [ Pl [ X1, W) Pkt | 211, W) . (2.16)

Em resumo, o filtro de Bayes calcula a densidade a posteriori ao longo do estado xy
condicionado aos dados de medicao e controle até o instante k. A derivacao assume que o

sistema é Markoviano, isto é, que o estado esta completo.

2.1.2 Exemplo de aplicacdo com filtro de Bayes

Um robd estima o estado de uma porta, se aberta ou fechada, através de sua

camera, conforme se observa na Figura 2. Além disso, o robd pode aplicar duas acoes
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de controle aleatoriamente diante da porta, empurra-la ou nao. O robo segue realizando

medigoes e agoes de controle até que atinja 100% de confianca sobre o estado da porta.

——

Figura 2 — Um rob6 mével estimando o estado de uma porta. (Fonte: Thrun et al., 2005).

Assume que, inicialmente, o robé nao conhece o estado da porta, por isso assinala
probabilidade a priori igual para os dois estados possiveis:
bel(xo = aberta) = 0,5
bel(xo = fechada) = 0, 5.
Os sensores do robo sao assumidos ruidosos, caracterizados pelas seguintes probabilidades
condicionais:
p(zr = detecta_aberta | x; = aberta) = 0,6
p(z), = detecta_ fechada |x;, = aberta) = 0,4
p(zy, = detecta_aberta | x; = fechada) = 0,2
p(zi, = detecta_fechada | x;, = fechada) = 0, 8.

Finalmente, sao consideradas as agoes de controle, para o caso de empurrar a porta:

p(x) = aberta | u, = empurrar, x;_; = aberta) = 1
p(x, = fechada | uy = empurrar, x;_; = aberta) = 0
p(x) = aberta | u, = empurrar, x;_; = fechada) = 0,8
p(x) = fechada | u;, = empurrar, x;,_; = fechada) = 0, 2.
ou nao empurra-la:
p(x) = aberta|u, = nada, x;_1 = aberta) = 1
p(x) = fechada | u;, = nada, x;_; = aberta) =0
p(x) = aberta|u, = nada, x;,_; = fechada) =0

p(xx = fechada | u; = nada, x;_; = fechada) = 1.
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A simulagao é realizada em 15 iteragoes, e o resultado de uma detec¢ao pode ser visto
na Figura 3, que mostra a confianca crescente do robo6 sobre o estado da porta aberta.
Apés 13 iteragoes, é obtido 100% de confianca sobre o estado, embora na quinta iteracao,
o valor da confianca ja seja de 99%.

Medigdo do sensor Confianga Porta Aberta
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Figura 3 — Confianga do robd sobre o estado de uma porta. Sao representadas as medigoes
da camera, as acoes de controle do robd e as confiancas complementares sobre

o estado da porta.

Nas proximas secoes, sao apresentados filtros recursivos que utilizam a estimagao

bayesiana subotima.

2.2 Filtro de Kalman

O filtro de Kalman (KF - Kalman filter) (Kalman, 1960) assume que a densidade
a posteriori em cada instante de tempo é gaussiana e, portanto, é exata e completamente
caracterizada por dois parametros, sua média e covariancia. Isso é fundamental para o

algoritmo do filtro de Kalman, para estimacao de estado e covariancia, o que é apresentado

a seguir.
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2.2.1 Propagacao de estados e covariancias para sistemas em tempo discreto
Seja considerado o seguinte sistema linear discreto no tempo:
Xp = Froixp—1 + Groqug—g + Wy, (2.17)

onde G;_; é a matriz de entrada de controle, uy_; ¢ uma entrada conhecida e w; é um
ruido branco gaussiano de média zero com covariancia Q. Caso o valor esperado seja
calculado dos dois lados da Equacgao (2.17), é possivel observar como a média do estado

Xy varia ao longo do tempo:
=Fi_1Xp—1 + Gr_1ug_y, (2.19)

e as Equagoes (2.17) e (2.19) podem ser utilizadas para verificar como a covariancia do

estado varia ao longo do tempo:

(xk — Xi) (x5 — X5) " = (Fro1Xpo1 + Grorupot + Wit — X)) (Fro1xpm1 + Grorugmy + w1 — x3) "
= [Fro1(xp-1 — Xpo1) + Wi1)[Fro1 (%1 — Xpm1) + wie—]”
= Fro1(xp-1 — %) (%1 — X41) F_y + Wimawi_y+
+ Fro1(Xpo1 — Xpo1) Wiy + Wi (361 — X41) Fr_y. (2.20)

De onde se obtém a covariancia de x; como o valor esperado da Equagao (2.20). Uma vez

que (Xj_1 — Xy) € descorrelacionada com wy_1, segue que:

Py = Bl(x —x3)(---)"]
=F. P Fl , +Q, . (2.21)
A Equacao (2.21) é chamada de equagao de Lyapunov (Simon, 2006).

A seguir, um teorema é apresentado, cuja prova pode ser encontrada em Kailath et
al. (2000):

Teorema 1 A partir da equacio P = FPF' + Q, onde F e Q sio matrizes reais. Os

autovalores da matriz F sao denotados por \;(F) .

1. Uma solugao unica P existe se, e somente se, \;(F)\;(F) # 1 para todo 1, j. Essa

solugao tnica é simétrica.

2. A condi¢ao anterior inclui o caso de F estavel, porque se F é estavel todos os seus
autovalores possuem magnitude menor que 1 para todo ¢, j. Portanto, se F é estavel,
a equacao de Lyapunov em tempo discreto possui uma solu¢ao P que é tnica e

simétrica. Nesse caso, a solu¢ao pode ser escrita como

P= iFiQ(FT)i. (2.22)
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3. Se F é estavel e Q é semidefinida positiva, entdao a solugao tnica P é simétrica e

semidefinida positiva.

4. Se F ¢ estéavel e Q é semidefinida positiva e (F, QY %) é controldvel, entdo P é tinica,
simétrica e definida positiva. E possivel notar que Q'/? ¢ definida como qualquer
matriz em que QV*(QY*)T = Q.

A solugao do sistema linear da Equagao (2.17) pode ser verificada como:

k-1
xp = Froxo + > (Frir1w; + Fr i1 Gow,). (2.23)
i=0

A matriz Fy; é a matriz de transicao de estado do sistema, definida como

F,_F.o---F,, sek>i
Fr:= 11, sek =1

0, se k < i.

A partir da Equacao (2.23) é possivel observar que x; é uma combinagao linear de xg,
w; e u;. Se a sequéncia de entrada u; é conhecida, entao pode ser considerada como
uma sequéncia de varidveis aleatérias gaussianas com covariancia zero. Se Xy € W; sa0
desconhecidos, mas sao varidveis aleatérias gaussianas, entao xj na Equacao (2.23) é uma
combinacao linear de variaveis aleatorias gaussianas, e o préprio X ¢ uma variavel aleatoéria

gaussiana, com média e covaridncia computadas pelas Equagoes (2.19) e (2.21). Portanto,

Isso caracteriza completamente x; em um sentido estatistico haja visto que uma variavel

aleatoria gaussiana ¢ completamente caracterizada por sua média e covariancia.

Um exemplo de propagacao de estado e covariancia é apresentado a seguir. As
equagoes abaixo representam um sistema linear que descreve a populagao de um predador
x(1) e de sua presa x(2):

Da Equacao (2.25), é possivel perceber que a populagdo do predador causa seu préprio
decréscimo dado uma sobrepopulacdo, mas a populagao da presa decresce devido a
populagao do predador e aumenta devido a uma fonte externa de suprimento uy, conforme

(2.26). As populagoes sdo também sujeitas a perturbacoes aleatérias (com variancias 1 e 2,

respectivamente) devido a fatores ambientais. Esse sistema pode ser escrito na forma de

0,2 0,4
Xk+1 =

espaco de estados:

0
X+ | | W+ wy (2.27)

0,4 1
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com wi ~ (0,Q) e Q = diag(1,2) e u, = 1.

As Equagoes (2.19) e (2.21) descrevem como a média e a covariancia da populacao
variam com o tempo. As condigoes iniciais sdo definidas como xy = [10 20]" e Py =

diag(40,40). Eventualmente, a média a covariancia atingem os valores de regime permanente:

x=(I-F)'Gu (2.28)

=[2,5 5]F (2.29)
2,88 3,08

~ . (2.30)
3,08 7,96

As Figuras 4 e 5 representam graficamente os valores de média e covariancia, respectivamente,

para a populacao do predador e da presa.
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Figura 4 — Média das populagoes variando no tempo, conforme sistema do problema
proposto. Média dos predadores (vermelho) e das presas (azul).

O regime permanente de P pode ser calculado de forma direta, sem simulacao.
Uma vez que F, nesse exemplo, ¢é estavel e Q ¢ definida positiva, o Teorema 1 garante que

P possui uma tnica solucao em regime permanente.

Na Equagao (2.1), o ruido de processo é apresentado com entrada direta na dindmica
do sistema. Entretanto, ¢ comum que o ruido de processo seja primeiro multiplicado por

alguma matriz, L antes de entrar na dinamica do sistema. Isto é,

Xp = Fro1Xp—1 + Groqug—1 + Ligiwi—g,  wy ~ (0,Q,). (2.31)
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O termo da direita na Equagao (2.31) possui uma covaridncia dada por

E(Ly-awy1)(Li-iwi 1)) = Ly 1 B(wiawi_ )L, (2.32)
= Lk—le—ng—r (2.33)
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Figura 5 — Covaridncia das populagoes variando no tempo, conforme sistema do problema
proposto. Covaridncia dos predadores (vermelho) e das presas (azul).

Portanto, a Equagao (2.31) é equivalente a equagao
x; = Froixpo1 + Groiweey + Wi, wi ~ (0, Ly Q Ly ). (2.34)

O mesmo tipo de transformacao pode ser feita com equagoes de medicao ruidosas. Isto é,

a equacao de medicao
Zp = Hka + Lkvk, Vi ~ (O, Rk), (235)

onde Ry é a matriz de covariancia do ruido de medigao, serd equivalente a equagao de
medigao:
Z, = Hka + Vi, Vi ~ (0, LkRkLZ) (236)

A préxima subsecao apresenta a derivacao e operacao do filtro de Kalman discreto.
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2.2.2 O filtro de Kalman em tempo discreto

Seja considerado um sistema linear em tempo discreto dado pelas equagoes:

X = Fk_lxk_l + Gk_luk_l + Wi (237)
zr, = Hpx), + vy (2.38)

Os ruidos wy, e vy sdo brancos, de média zero, descorrelacionados, e possuem matrizes de

covariancia conhecidas, Q; e Ry, respectivamente:

wi ~ (0,Qy) (2.39)

vi ~ (0, Rg) (2.40)
Elwiw!] = Q05— (2.41)
E[viv!] = Ribr—j (2.42)
Elviw!] =0, (2.43)

onde d;_; ¢ a funcao delta de Kronecker; a qual é dada por: 0;_; =1,se k = j, e 6,_; =0,
se k #J.

O objetivo ¢é a estimagao do estado x; com base no conhecimento que se tem
da dindmica do sistema e da disponibilidade de medic¢oes ruidosas, z,. A quantidade
de informacao que esta disponivel para realizar a estimacdo do estado pode variar, a
depender do problema especifico que se quer resolver. Caso se tenha todas as medi¢oes
até, e incluindo, o instante k, disponiveis para a estimagao de x; é possivel realizar uma
estimativa a posteriori, a qual é denotada por %X; . O sobrescrito “ +” denota que a
estimativa é a posteriori. Uma forma de calcular a estimacao a posteriori do estado é

computar o valor esperado de x; condicionado a todas as medi¢oes até o instante k:
% = E[x|z1, 20, ..., 2] = estimacdo a posteriori. (2.44)

Caso se tenha todas as medigoes antes do (mas sem incluir) instante k, é possivel utilizé-las
para a estimagao de x, chamada estimacao a priori, a qual é denotada por x,. O “ ="
sobrescrito indica que a estimagao é a priori. Uma forma de obter a estimacao a priori do
estado é computar o valor esperado de x; condicionado a todas as medigoes realizadas até
o instante k:

X, = E[xk|z1,22, ..., Zk_1] = estimagdo a priori. (2.45)

E importante notar que tanto x; como x; sdo ambas estimagdes da mesma quantidade,

estimagoes de x;. Entretanto, x; € a estimacao de x; antes da medicao zj ser inclusa no

calculo, e x;7 é a estimagao depois de se incluir a medigao zy:

X, = estimacado de x;, antes de processar a medicao no instante k (2.46)

% = estimacio de x; depois de processar a medicdo no instante k. (2.47)
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E esperado que a estimagio x; seja melhor que x; por conta da maior informacao utilizada

no calculo de x; .

Na notagao a seguir, fcf{ denota a estimacao inicial de x, antes de qualquer
medicao estar disponivel. A primeira medicao é realizada no instante £ = 1. Haja vista a
indisponibilidade de qualquer medicio no instante inicial, é razodvel considerar x§ como o

valor esperado do estado inicial xg:
%5 = E(xq). (2.48)

A notagao Py, é utilizada para denotar a covariancia do erro de estimacao. P, denota a
covariancia do erro de estimacio de x;, e P} denota a covariancia do erro de estimacao

+.
de x;

P, = Bl(xr — %, ) (xx — % )] (2.49)
P} = E[(x, — %) (xx — %) 7). (2.50)

Essas notagoes apresentadas estao relacionadas conforme se expressa na Figura 6.
A referida Figura mostra que apos processar a medicao no instante k£ — 1, sdo obtidas uma
estimacdo de x;_; (representada por X;_,) e a covaridncia dessa estimacdo (representada
por Py ). No instante k, antes de a medigdo feita no instante k ser processada, uma
estimagao de X, (representada por X, ) e a covariancia dessa estimagao (representada por
P, ) sdo computadas. Em seguida, é processada a medicao feita no instante k para refinar
a estimacgdo de x;. A estimagao resultante de x;, é representada por X, e sua covariancia

é representada por P}

M- ! A+ A - ! A+
C X 1 X X 1 Xk
1 1
1 1
- ! + ! +
- P : P P« : Py -
: : >
1 1
1 1
k-1 k

Figura 6 — Linha do tempo que mostra as estimagoes do estado e da covariancia do erro,
a priori € a posteriort.

O processo de estimacgao é iniciado com 5{8” . Pela Equagao (2.19), a média de x se

propaga no tempo por x; = Fy_1X;r_1 + Gi_1u;,_1. Portanto, tem-se que
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Essa é uma equacdo especifica que mostra como obter X; a partir de X . Entretanto, o

raciocinio pode ser estendido para obtencao de uma expressao mais geral como segue:
A — ,\+
X = kalxkil + Gk,luk,l. (252)

Do instante (k — 1)* ao instante k~, a estimacao do estado se propaga da mesma forma
que a média do estado se propaga. Isso se justifica pelo fato de que nao ha ainda medigoes
disponiveis nessa transicao de instantes, e a atualizacao da estimagao deve estar baseada

apenas no conhecimento que se tem da dindmica do sistema.

Em seguida, é necessario computar a atualizacao para P, a covariancia do erro de
estimagao. A inicializagdo ocorre com Pa' , & covariancia para a estimagao inicial xy. Caso
se conhega o estado inicial perfeitamente, entdao P{ = 0, mas caso seja completamente
desconhecido o valor de xg, entdo P ~ co. Em geral, P{ representa a incerteza sobre a

estimagao inicial de xq:
Par = E[(XO — }_{0)(}{0 — )_Co)T] (253)

= E[(xo — %7 ) (%0 — %;)"]. (2.54)

Conforme a Equacao (2.21), a covaridncia do estado de um sistema linear discreto no

tempo é propagado com o tempo por P, = F,_ 1P, F{ |, + Q,_,. Portanto,
P; = F,P{F] +Q,. (2.55)

De modo semelhante ao que foi feito com a média do estado, é possivel estender o raciocinio

para a covariancia do erro, de modo que:

P =F P Fi i+ Q. (2.56)

Para derivacao da equacao de atualizagao é preciso incluir a medicao z;. Pela
aplicagao do método dos minimos quadrados recursivo (Simon, 2006; Jazwinski, 1970), a

disponibilidade da medigao z; altera a estimacao de uma constante x como segue:

K, =P, H,(H,P,_ H + R;)™" (2.57)
=P, H{R;" (2.58)
% = Xp1 + Kooz — Hykpy) (2.59)
P = (I - K;H)P, 1 (I - K.Hy)" + KRy K] (2.60)
= (Pl + HyR;'Hy) ™ (2.61)
= (I - K;Hy)Py 1. (2.62)

E possivel, entao, generalizar as formulas para estimacao de uma constante para as equagoes

de predigao e atualizagdo. As seguintes substituigdes sdo feitas nas Equacgoes (2.57) a
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(2.62), X_1 por X, , Pr_1 por P}, X, por X e P, por P{. O que resulta em

K, =P H] (H,P,H, +R;)* (2.63)
=P/H/R;' (2.64)
% =% + Kp(z, — Hix))) (2.65)
Py =(I-KH)P,(I-K.H,)" + K.R, K] (2.66)
= ((Py) ™" + HyR; 'Hy) ™! (2.67)
= (I - KyHy) Py (2.68)

A matriz K;, nas equagoes acima é chamada de ganho do filtro de Kalman. Para os casos
em que X, ¢ uma constante, entdao Fy = I, Q, = 0, e uy = 0. Nesse caso, o filtro de
Kalman ¢é reduzido ao algoritmo de minimos quadrados recursivos para a estimagao de um

vetor constante (Simon, 2006).

O algoritmo do KF também pode ser visto como a seguinte relagao recursiva (Ristic,

2004):

P(Xp—1]2Zk—1) = N (Xp—1; Xp—1j—1, Pr—1jp—1) (2.69)

p(Xk|zp—1) = N(Xk;fikm—l, Pk:|k—1) (2.70)

p(Xk|z1) = N (Xp; Ko, P (2.71)

onde NV (x;m,P) é uma densidade gaussiana com argumento x, média m e covariancia P,
isto é:

1 1
N(x;m,P) & exp{ —=(x—m)"P7}(x —m) ;. 2.72
(xm.P) & p{ 56— m) P~ (x - m) (2.72)

E as médias e covaridncias apropriadas para o KF sao computadas como segue (Ristic,
2004):

Xpfk—1 = Fro1Xp_1p—1 (
Prr—1=Qpy + Fk—1Pk71|k71FZ_1 (
Xk = Xijp—1 + Kp(zr — HiXgjp-1) (2.75
Piy = Prpo1 — KiSi KL, (
onde
Sy = HyPy Hi + Ry, (2.77)
¢ a covariancia do termo de inovagao, e

K =Py HL S, (2.78)

é o ganho de Kalman. E possivel observar que com (2.77) e (2.78), a atualizacio da

covariancia (2.76) pode ser escrita como
Pip = (I — KpHy)Prjp—s, (2.79)

onde I é uma matriz identidade de dimensao n, x n,.
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2.2.3 Propriedades do filtro de Kalman

Nesta se¢ao, um resumo das propriedades mais importantes do filtro de Kalman é

apresentado (Simon, 2006).

o (Caso wy, e v sejam gaussianas de média zero, descorrelacionadas, brancas, e caso o
sistema estimado seja linear, o filtro de Kalman é capaz de solucionar o problema de

estimacao a partir de medi¢oes ruidosas.

« Caso wy e vi sejam gaussianas de média zero, correlacionadas ou coloridas, é possivel

modificar o filtro de Kalman a fim de obter estimacoes.

o Para sistemas nao lineares, ha varias formulagoes nao lineares do filtro de Kalman

para aproximar a solu¢ao de maneira confiavel.

Quando um filtro de Kalman é usado para estimacao de estado, as inovagoes
(zr, — HgX, ) podem ser medidas e a média e covaridncia podem ser aproximadas por
métodos estatisticos. Se a média e a covaridncia nao estao com os valores que se espera,
isso significa que algo esté errado com o filtro. Talvez o modelo de sistema assumido esteja
incorreto ou as estatisticas de ruido assumidas estejam incorretas (é o caso de grande
incerteza). E possivel consultar esses valores para verificar o desempenho do filtro de

Kalman e seus parametros, e até mesmo ajusta-los para melhorar o desempenho.

O KF tem sido derivado ao longo do tempo a fim de contornar suas restri¢oes.

Uma das principais variantes ¢ o EKF, cujos detalhes sao apresentados a seguir.

2.3  Filtro de Kalman Estendido

A realidade costuma se manifestar muito complexa: estados de alvos nédo lineares,
nao gaussianos, nao estacionarios e com valores continuos. Portanto, na maioria das
situagoes praticas, os filtros nao lineares 6timos nao podem ser aplicados. Em vez disso, o

uso de aproximagoes ou solugoes subdtimas se torna obrigatorio.

Na categoria de filtros nao lineares com aproximacoes analiticas estao o filtro de
Kalman estendido (EKF - extended Kalman filter) e alguns de seus variantes, como o
EKF de ordem superior e o EKF iterativo, sendo o proprio EKF uma variante do filtro de
Kalman, proposto na década de 1960 (Kalman, 1960). A caracteristica principal desses
filtros é que eles aproximam (linearizam) as fungdes nao lineares dos modelos de estado e
de medi¢ao (Anderson & Moore, 1979; Bar-Shalom et al., 2008).



Capitulo 2. Fundamentacio Teorica 36

O EKEF foi derivado para sistemas nao lineares com ruido aditivo (Ristic, 2003);

isto é, para um caso especial de (2.1) e (2.2) dados por:

X = fkfl(Xk,1> + Wg_1 (280)
Z, = hk(Xk) + V. (281)

As sequéncias aleatérias wy_1 e v, sao mutuamente independentes, gaussianas brancas de
média zero, com covariancias Q,_, e Ry, respectivamente. As fungoes f e h em (2.1) e
(2.2), caso sejam nao lineares, sdo aproximadas pelo primeiro termo de suas expansoes
em série de Taylor. O EKF tem como base a suposicao de que a linearizacao local das
equagoes de estado e de medigao serd o suficiente para representar suas nao linearidades.
A densidade a posteriori p(xx|Zy) é aproximada por uma densidade gaussiana e que as
relagoes tipicas do filtro de Kalman sdo preservadas (Simon, 2006). A média e a covariancia

da densidade gaussiana subjacente sao calculadas recursivamente como segue:

}A(l; = fkfl(ﬁgfl)

B . T
P, =Qu +FraP,_,F,

P =P, — K;S; K}, 2.85
onde
A AT
Sr = HyPyp—1H;, + Ry (2.86)
AT
K, = Py H, S, (2.87)

e Fi._1 e Hy sdo as linearizacoes locais das fungoes nao lineares f;,_; e hy, respectivamente,
definidos como Jacobianos (Bar-Shalom et al., 2008), calculados em Xj_1j;—1 € Xpjp—1, isto

é:

kal = [vxkqfz—l(kal)]T|Xk71=f<k71|k71 (288)
. = [V by (560 hemspe s (2.89)
onde .
0 0
. = , 2.90
Vi [8xk[1] 8xk[nm]] (2.90)

com xgi],i = 1,...,n, sendo o i-ésimo componente do vetor x;z. Um elemento de Hy, é

entao dado por:

o Ohyli]

H = X=X )
k[%]] an[j]| k=Xk|k—1

(2.91)

onde hy[i] denota o i-ésimo componente do vetor hi(x;). Deve ser enfatizado que, de
acordo com (2.88) e (2.89), os Jacobianos F_; e Hj, sao calculados com (e portanto

dependem de) as estimagoes do vetor de estado.
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O EKF e suas variantes sao chamados de aproximacodes analiticas porque os
Jacobianos precisam ser desenvolvidos analiticamente. Caso as fung¢oes nao lineares f;, ou

h; sejam descontinuas, essa classe de filtros nao se aplica.

E importante destacar que o EKF sempre aproxima p(xy|Zj) por uma gaussiana.
Se a nao linearidade dos modelos de estado e de medi¢ao forem muito severas, a nao
gaussianidade da densidade a posteriori verdadeira sera mais pronunciada. Em tais casos,

o desempenho do EKF sera significativamente degradado.

A derivagao matematica do EKF se encontra no Apéndice B.

2.4 Filtro de Kalman Unscented

Outro filtro que ¢é derivagao do KF, e assim como o EKF ¢ utilizado para estimacao
de sistemas ndo lineares, é o filtro de Kalman unscented (UKF - unscented Kalman filter).
Na secao de simulagoes e comparacgoes de resultados, o UKF néao foi utilizado, entretanto,

trabalhos futuros podem se beneficiar desse topico.

Diferente do EKF, o UKF nao aproxima as func¢oes nao lineares f;_; e h,. Em
vez disso, aproxima a densidade posterior p(xx|Zx) por uma densidade gaussiana, a qual
¢ representada por um conjunto de pontos amostrais escolhidos deterministicamente.
Esses pontos amostrais captam completamente a média e a covariancia verdadeiras da
densidade gaussiana. Quando propagada através de uma transformacgao nao linear, esses
pontos representam essas estatisticas até a segunda ordem de néo linearidade (com erros

introduzidos na terceira ordem e superior).

A ideia de filtragem nao linear com a utilizacdo de representacdo gaussiana por
meio de pontos amostrais escolhidos deterministicamente foi proposta e aplicada por varios
autores (Schei, 1997; Norgaard et al., 2000). Toda essa classe de filtros, incluindo o UKF,
é referida como filtros de Kalman de regressao linear (Lefebvre et al., 2001; Lefebvre et
al., 2002) porque todos sao baseados em linearizacao estatistica em vez de linearizacao
analitica, como o EKF. A linearizagao estatisica é realizada através de regressao linear
através de pontos de regressao (amostras). Os filtros que fazem parte dessa classe diferem
apenas no método de selegdo dos pontos amostrais (sua quantidade, valores e pesos),
enquanto as equacoes de filtragem sao idénticas. As equacoes de filtragem sao apresentadas

a seguir.

Sejam consideradas as equagoes de estado e de medigao, (2.1) e (2.2). A suposigao é
que a densidade posterior no instante k—1 é gaussiana: p(xj_1|Zx—1) = N (Xp—1; K 1j5—1, Pr—1je—1)-
O primeiro passo € representar essa densidade por um conjunto de N pontos amostrais

Xi_; e seus pesos Wi i = 0,..., N — 1. A etapa de predicdo é realizada como segue
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(Ristic, 2004):

N-1

Xeh-1 = > Wiy - fii (i) (2.92)
=0
N-1 ) ‘ A
Pre1 = Qo+ D Wi [fe1 (Xi—1) — K] [fe1 (Gi—y) — K] (2.93)
=0

A densidade predita p(xy|Z;_1) = N (Xp; Xpjp—1, Prjp—1) é representada por um

conjunto de N pontos amostrais:

X?dkfl = fkfl(Xzfl)- (2.94)
A medicao predita é entao:
Zije—1 = D Wioihi(Xiyp1)- (2.95)
i=0

A etapa de atualizacao se da como segue:

Xijk = Xije—1 + Ki(zr — Zpjp—1) (2.96)
Pip = Prpo1 — KiSi K], (2.97)
onde
Sk =R, +P,_, (2.99)
N-1
T
Z Wk 1 Xk\k 1 — Xk 1)(hk(Xk|k 1) — Zijk—1) (2.100)
N_
Z 1 (B ( Xklk 1) = Zyg— 1)<hk(Xk:\k: 1) = Zije- )7 (2.101)

=0

E possivel observar que nenhum célculo explicito de Jacobianos é necessario para implementar
esse algoritmo. Como consequéncia, essa classe de filtros é aplicavel mesmo quando ha
discontinuidade nas fungoes nio lineares f e h. A selecio dos pontos amostrais x%_; e dos

pesos W}_; do UKF ¢ apresentada a seguir.

2.4.1 A transformada unscented

A transformada unscented (UT - unscented transform) é um método para calcular
as estatisticas de uma varidvel aleatoria que passa por uma transformagao nao linear. Seja
considerada a propagacao de uma variavel aleatéria a, com média a e covariancia P,,
através de uma funcgao nao linear g : R™ — R™ a fim de produzir uma variavel aleatéria
b, tal que

b =g(a). (2.102)
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Os primeiros dois momentos de b sdao computados com a utilizacdo da UT,
como segue. Primeiro, 2n, + 1 pontos amostrais ponderados (A;, W;) sao escolhidos
deterministicamente para que descrevam completamente a média e a covariancia de a, a e

P,, respectivamente. Um esquema que satisfaz esses requisitos é:

A;=a+ (/(ng+ r)Pa); (2.103)
1
W= s (2.104)

onde k é um pardmetro escalar (tal que k 4+ n, # 0) e (1/(n, + k)P,); é a i-ésima linha
da raiz quadrada da matriz L de (n, + k)P,, tal que (n, + x)P, = L'L. Os pesos sao
2Ngq

normalizados; isto é, satisfazem a condicao X;"¢W; = 1. Em seguida, cada ponto amostral

¢é propagado através da funcao nao linear g;:
B, =g(A;) (i=0,1,...,2n,) (2.105)

e os dois primeiros momentos de b sao computados como segue:
b=> WB; (2.106)

Py = 3" Wi(B, — b)(B: — b)T. (2107)

=0
E possivel mostrar que essas estimacoes sio precisas até a segunda ordem da expensio
em série de Taylor (Julier et al., 2000) de g(a). E possivel notar que a distancia dos
pontos amostrais A;,7 = 1,...,n, a partir de a aumenta com a dimensao n,. Isso pode ser
controlado até certo ponto com a escolha de k. Entretanto, quando  é negativo, é possivel
que Pj, nao seja semidefinida positiva. A fim de adicionar um grau extra de liberdade em

escalar os pontos amostrais para longe ou em direcao a a, a UT escalada foi introduzida
por (Julier, 2002).

Uma outra classe de método bayesiano ¢é o filtro de particulas, enfatizado neste

trabalho. A seguir, os seus fundamentos sao apresentados.

2.5 Filtro de Particulas

O filtro de particulas (PF - particle filter) faz parte da categoria dos filtros
sub6timos. O PF realiza uma estimagao sequencial de Monte Carlo (SMC - sequential
Monte Carlo) baseada na representacao em pontos de massa (ou "particulas") de densidades
de probabilidades. As ideias basicas do SMC foram aplicadas esporadicamente durantes
os anos 1960 e 1970 (Handschin & Mayne, 1969), entretanto permaneceu amplamente
negligenciado e ignorado. A razdo mais provavel para isso era o poder computacional

disponivel na época. A maior contribui¢ao para o desenvolvimento do SMC foi a inclusao da



Capitulo 2. Fundamentacio Teorica 40

etapa de reamostragem (Gordon et al., 1993), a qual, em conjunto com computadores mais
modernos, fez com que os PFs fossem utilizaveis na pratica pela primeira vez. Desde entao,
a atividade de pesquisa aumentou consideravelmente (Doucet et al., 2001a), resultando
em intmeras melhorias e aplicacoes relacionadas aos PFs. As bases tedricas e alguns
desenvolvimentos recentes sao apresentados a seguir, conforme se encontra em (Ristic,

2003; Arulampalam, 2002).

2.5.1 Integracao de Monte Carlo

A integracao de Monte Carlo é a base para os métodos SMC. Seja considerando o

objetivo de calcular numericamente a seguinte integral multidimensional:

I= /g(x) dx, (2.108)

onde x € R™. Os métodos de Monte Carlo para integragao numérica fatorizam g(x) =
f(x) - m(x) de modo que w(x) é interpretada como uma densidade de probabilidade que
satisfaz w(x) > 0 e [7w(x)dx = 1. A suposicao feita é de que é possivel retirar N > 1
amostras {x’; i = 1,..., N} distribuidas de acordo com 7(x). A estimacdo de Monte Carlo

da integral

[= / f(x)m(x) dx (2.109)
é a média amostral
REAR
Iy = —Zf(xz). (2.110)
N =

Se as amostras x' sao independentes, entdao Iy é um estimador sem tendéncia e Iy

certamente convergird para I. Se a varidncia de f(x),

o? = / (£(x) — I)?7(x) dx, (2.111)
é finita, entdao o teorema do limite central se aplica e o erro de estimagao converge para a
distribuicao
lim VN(Iy = I) ~ N(0,0°). (2.112)
—00

O erro da estimacido de Monte Carlo, ¢ = Iy — I, é da ordem O(N~/2), o que
significa que a taxa de covergéncia da estimacao ¢ independente da dimensao do integrando.
Em contraste, qualquer integracao numérica deterministica possui uma taxa de convergéncia
que decai a medida em que a dimensao n, aumenta. Essa 1til e importante propriedade
da integracio de Monte Carlo é devida a escolha das amostras {x’; i = 1,..., N}, j& que
elas vém das regioes do espago de estado que sao mais importantes para o resultado
da integracdo. No contexto da estimagao bayesiana, a densidade 7(x) é a densidade
a posteriori. Usualmente nao é possivel amostrar a partir da distribuicdo a posteriori,
sendo ela multivariada, nao padronizada, e conhecida somente até uma constante de

proporcionalidade. Uma possivel solucao é aplicar o método de amostragem por importancia.



Capitulo 2. Fundamentacio Teorica 41

2.5.2 Amostragem por importancia

Idealmente, o objetivo é gerar amostras diretamente de 7(x) e estimar I usando a
Equagao (2.110). Considerando a suposicao de que s6 é possivel gerar amostras a partir de
uma densidade ¢(x), a qual é similar a 7(x). Entdo uma ponderagao correta do conjunto
de amostras ainda faz com que a estimacao de Monte Carlo seja possivel. A fdp (funcao
densidade de probabilidade) ¢(x) é referida como a densidade de importincia ou proposta.

Sua "similaridade" com m(x) pode ser expressa pela seguinte condigao:
m(x) > 0= ¢(x) >0 paratodox € R", (2.113)

o que significa que ¢(x) e m(x) possuem o mesmo suporte matematico. A condigdo
apresentada na Equacao (2.113) é necessaria para a teoria da amostragem por importancia

e, se for vélida, qualquer integral da forma (2.109) pode ser reescrita como

[= / f(x)m(x) dx = / f(x) T g (x) dx (2.114)

dado que m(x)/q(x) é limitada superiormente. A estimacao de Monte Carlo de I é
computada ao gerar-se N > 1 amostras independentes {x’; i = 1,..., N} distribuidas de

acordo com ¢(x) e que formam a soma ponderada

Iy = ;ng(xi)w(xi), (2.115)
onde (x)
i) = 1 (2.116)

sao os pesos de importancia. Se o fator de normalizacdo da densidade desejada 7(x) é
desconhecido, é necessério efetuar a normalizacdo dos pesos de importancia. Entao, Iy é
estimada como segue:

1 N i\ (i N

~ Lim H(x')0(x’)

= > f(xHw(x"), (2.117)

% Zé\]zl w(x7) i=1

onde os pesos normalizados sao dados por

Iy =

w(x') = 7 (2.118)

Essa técnica ¢é aplicada na estrutura bayesiana, onde 7(x) ¢ a densidade a posteriori.

2.5.3 Amostragem por importancia sequencial

Amostragem por importancia é um método geral de integracao de Monte Carlo,
o qual é aplicado para realizar a filtragem nao linear. O algoritmo de amostragem por

importancia sequencial (SIS - sequential importance sampling) é um método que forma a
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base da maioria dos filtros de Monte Carlo sequenciais desenvolvidos ao longo das tltimas
décadas (Doucet et al., 2000). A abordagem sequencial de Monte Carlo é uma técnica
para implementar um filtro bayesiano recursivo através de simulagdes de Monte Carlo. A
ideia-chave é representar a requerida funcao densidade a posteriori por um conjunto de
amostras aleatorias com pesos associados e calcular estimativas baseadas nessas amostras
e pesos. Conforme o nimero de amostras se torna muito grande, essa caracterizacao de
Monte Carlo é uma representacao equivalente da fdp a posteriori, e o filtro SIS sera uma

aproximacao mais exata do estimador bayesiano 6timo.

Seja X = {x;,j = 0,...,k}, o qual representa a sequéncia de todos os estados
alvos até o instante k. A densidade conjunta a posteriori no instante k é denotada por
p(Xi|Z4), e sua distribuicio marginal é p(xx|Zs). Seja {X},w: } Y, uma medida aleatéria
que caracteriza a probabilidade conjunta a posteriori p(X;|Zs,), onde {X},i =1,..., N}
¢ um conjunto de pontos de suporte com pesos associados {w},i = 1,..., N}. Os pesos
sdo normalizados de modo que 3, wt = 1. Entdo, a densidade conjunta a posteriori no

instante k pode ser aproximada por (Doucet et al., 2000):

N
P(XelZe) ~ 32 wid(X, — X). (2.119)
=1

E obtida, portanto, uma aproximacéo discreta ponderada da verdadeira a posteriori,
p(X4|Zy). Os pesos normalizados, wi sdo escolhidos a partir do principio da amostragem
por importéncia, descrito anteriormente. Se as amostras X{, foram obtidas a partir de uma

densidade de importancia ¢(Xy|Zy), entdo de acordo com (2.116),

i p(X;c‘Zk)

wy, X ; . (2.120)
’ q(X.|Z)

Seja feita a suposicao de que no instante k—1 existem amostras que constituem uma
aproximagao de p(Xj;_1|Zg_1). Com a recepcao da medi¢ao z; no instante k, o objetivo
passa a ser aproximar p(Xy|Zx) por um novo conjunto de amostras. Se a densidade de

importancia para fatorar é escolhida de forma que
q(Xy|Zy) = q(xe| X1, Z1)¢(Xp-1]Zg—1), (2.121)

entdo é possivel obter amostras X, ~ ¢(Xy|Zy) através da ampliacdo de cada uma das

amostras existentes X. | ~ ¢(Xy_1]Z_1) com o novo estado x%, ~ q(xx|Xp_1, Zs).

Para obter a derivacdo da equagao de atualizacao de pesos, a fdp p(Xy|Zg) é
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primeiro expressa em termos de p(Xg_1|Zg—1), P(2k|Xx) € p(Xg|Xk—1):

p(Zk|Xk, Zk—1)p(Xk|Zk—1)
PXir|Zir) = p(Zk|Zr—1)
 p(2e| X, Z—1)p (X | X1, Zi—1)p(Xp—11Zig—1)
B p(2zk|Zg—1)
P2k |x5)p(XkX5-1)

= Xp_1|Zy,_
p(Zk|Zk_1) p( k 1| k 1)

x p(zk | Xk ) p(Xk|Xp—1)P(Xp—1|Zg—1)- (2.122)

Com a substitui¢ao de (2.121) e (2.122) em (2.120), a equagao de atualizagao de
pesos pode ser representada por
i o PP )P(X 1| Zk 1)
(6 X1, Zr) (X1 [ Zg 1)
Pl xp(xi i)
P Q(X;‘c‘X%—b Zy)

(2.123)

(2.124)

Além disso, se q(xx|Xk_1,Zr) = q(Xk|Xk_1,2k), entdo a densidade de importancia
depende apenas de x;_1 e z;. Isso é particularmente 1til no caso muito comum quando
apenas uma estimativa filtrada da probabilidade a posteriori p(xx|Zy) é requerida a
cada instante de tempo. Desse ponto em diante, tal caso é assumido, exceto quando
explicitamente afirmado o contrdrio. Em tais cendrios, somente x¢, precisa ser armazenado.
O caminho, X};_l, e o histérico de observagoes, Zj_1, podem ser descartados. Os pesos

modificados sdo dados, entao, por

i i p(zklxz)p(xﬂxz_l)

Wy X Wy q(X};‘X’;ﬂ_ly Zk) (2125)
e a densidade a posteriori filtrada p(xx|Zx) pode ser aproximada como
N
p(xk|Zy) = wid(xp — x}), (2.126)
i=1

onde os pesos sao definidos na Equagao (2.125). Quando N — oo, a aproximagao da

Equacao (2.126) tende a densidade a posteriori verdadeira, p(xx|Zy).

Assim, filtrar por meio de SIS consiste em propagacao recursiva de pesos de
importancia w}, e pontos de suporte x} conforme cada medicdo ¢ recebida sequencialmente.

O Algoritmo 1, a seguir, apresenta a filtragem via SIS.

A linha 1 indica que o conjunto de particulas do estado atual {x%, wi}¥ | decorre da
SIS em relacio ao conjunto que representa o instante anterior {xi_;,wi ;}¥ e a medicio
atual, z,. Na linha 2, um lago for é iniciado para obtencao do conjunto de particulas a
posteriori (linha 3) e a atualizagdo dos pesos de importéancia (linha 4), entdao o lago se
encerra. Em seguida, o peso total é calculado como a soma dos pesos de cada particula, a
fim de normalizar o peso individual das particulas (linha 8). O objetivo é que os pesos

tenham a forma de uma distribuicdo de probabilidade, >N | wi = 1.
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Algoritmo 1 Filtragem via SIS

i i IN i i AN
s {x, wi ity = SISKx_y, wi— 1}ty 2
: for i=1:N do
X}~ q(xg|X)_1, 2g) > amostrar para o estado a posteriori

i P(zxlxp)p(xg %))

1

2

3:

4: W = w PEAETNET > atualizacao dos pesos de importancia
5: end for

6: t = Somal{wj} ] > calcular soma dos pesos
7. for i=1:N do

8: wi, =t} > normalizacao
9: end for

2.5.4 O problema da degeneracao

Idealmente, a funcao densidade de importancia deveria ser a prépria distribuigao
a posteriori, p(xx|Zy). Para a fungao de importancia apresentada na Equagao (2.121),
foi demonstrado que a variancia dos pesos de importancia aumenta ao longo do tempo
(Doucet et al., 2000), o que prejudica a estimagao e leva a um problema conhecido do filtro
de particulas SIS: a degeneragdo. Em termos praticos, isso significa que apds um certo
numero de etapas recursivas, todas as particulas, exceto uma, terdo pesos normalizados

despreziveis.

Um grande esfor¢o computacional foi despendido para atualizar particulas cujas
contribuigdes para a aproximacao de p(xy|Z) sdo quase nulas. Uma medida adequada de
degeneracao é o tamanho da amostra efetiva, N.sy, introduzido por (Kong et al., 1994) e

estimado por
N 1

)

(2.127)

onde wi, é 0 peso normalizado obtido através de (2.124), sendo 1 < Nusy < N. A subsecdo

a seguir apresenta uma estratégia para superar a degeneracao das amostras.

2.5.5 Reamostragem

Sempre que uma degeneracao significativa é observada, isto é, quando N, 7r esta
abaixo de um limiar Ny,., o algoritmo SIS requer uma reamostragem. A reamostragem
elimina amostras com baixo peso de importancia e multiplica amostras com maiores
pesos de importancia. Envolve um mapeamento de medigao aleatéria {x},w}} por uma
medigao aleatéria {xi*,1/N} com pesos uniformemente distribuidos. O novo conjunto de
amostras aleatérias {xi*}¥, é gerado pela reamostragem (com substituicio) a partir de

uma representagao aproximadamente discreta de p(xx|Zy) dada por

N
p(xk|Zi) = > wid(xk — X},), (2.128)
i=1
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de forma que P{x} = x]} = w]. A amostra resultante ¢ uma amostra independente ¢
identicamente distribuida (IID - independent and indentically distributed) da densidade
discreta (2.128). A selecio xi = xJ, é esquematicamente apresentada na Figura 7, onde
a sigla CSW significa a soma cumulativa de pesos (CSW - cumulative sum of weights)
da medida aleratéria {x},w}}, e a variavel aleatéria u;,i = 1,..., N é uniformemente

distribuida no intervalo [0,1].

0.6
0.4
0.2

P(x)

Figura 7 — A distribuicdo P(z) e a distribuigdo cumulativa das amostras, Py(z). Na
reamostragem, quanto maior o peso da particula, wy, maior probabilidade de
ser replicada (x}, = x},).

Uma implementacao direta de reamostragem consistiria em gerar N variaveis 11D
a partir da distribuicao uniforme, ordenando-as em ordem crescente e comparando-as
com a CSW normalizada. Outros esquemas de reamostragem podem ser aplicados como
alternativas, tais como reamostragem estratificada, reamostragem residual e reamostragem
sistemdtica (Liu & Chen, 1998; Kitagawa, 1996).

O pseudocddigo de um filtro de particulas genérico é apresentado abaixo, no

Algoritmo 2.

A linha 1 indica que o conjunto de particulas do estado atual {xi, wi}¥  decorre
da aplicacao do filtro de particulas genérico (PF) em relagdo ao conjunto que representa o
instante anterior {x} ;,wi ;}¥, e a medicdo atual, z;. A linha 3, indica que o primeiro
passo para isso é a aplicacao do SIS (vide Algoritmo 1), apds o que, um valor aleatério u
(linha 5) é definido, o qual servird como critério para definir as particulas mais provaveis,
e uma variavel, csw, para armazenar a soma cumulativa dos pesos (linha 6). Um valor
é definido para o tamanho da amostra efetiva, Ny,., geralmente maior que a metade do
numero de particulas, N, para comparar com o tamanho da amostra efetiva, N, 7¢ (linha
7). As linhas de 8 a 14 realizam o actimulo dos pesos das particulas e um comparativo
com o valor de u. Caso a soma acumulada até aquele momento seja maior ou igual a u, a

primeira particula do conjunto a posteriori, x&, de particulas receberd o valor da particula
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Algoritmo 2 Filtro de Particulas Genérico
L {x, wi by = PF{x}_1, wi_ 1Yy, 2]

2: fori=1:ts do > enquanto durar o tempo de simulacao ts

3: {xt witV = SIS[{xt_,wi |}, 2] > filtragem via SIS

4: N, T > tamanho da amostra efetiva
> i (w))?

5: u~U(0,1) > valor aleatorio entre 0 e 1

6: csw =0 > valor inicial de csw para cada iteragao

T if Neff < Ny, then

8: for j=1: N do

9: CSW = CSW + W}, > soma cumulativa de pesos

10: if csw > u then

11: Xp = x{z > conjunto das particulas mais provaveis

12: Break

13: end if

14: end for

15: end if

16: X = média({xi, wi}¥,) > estimacao final

17: end for

do conjunto a priori, x3. Isso se repetird até que o conjunto a posteriori esteja com N
particulas mais provaveis. A linha 16 apresenta a saida do filtro, X, sua estimacao final
para o instante k, que sera a média do conjunto das particulas mais provaveis. A estimacao

continua até que se complete o tempo de simulagao desejado, ts (linhas 2 e 17).

Uma representacao grafica de um PF, o qual usa a densidade transicional como a
fungao de importancia, isto é, q(xx|x%_,,2r) = p(xx|x%_,), pode ser observada na Figura
8. O filtro é iniciado com uma medida aleatéria uniformemente ponderada {x;, N7'}, a
qual é uma aproximagao da densidade de predigao p(x;|x}_;). A medigdo recebida, zy, &,
entao, utilizada para computar o peso de importancia para cada particula. Isso envolve
a funcao de verossimilhanga p(zx|xy) via Equacao (2.124). O resultado é uma medida
aleatoria {x},w}}, a qual é uma aproximacio de p(xy|Z;,). Caso Neff < Ny, a etapa de
reamostragem é executada, a qual seleciona as particulas com maior peso (importincia)
para obter a medida uniformemente ponderada {x*, N='}. A tltima etapa é a atualizacio
da predigao, que introduz uma variagao (devido aos ruidos considerados, especialmente o

de processo) e resulta na medida {x},,, N~'}, a qual aproxima a ditribui¢do p(xx41|Zy).
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Geragao o0 0 e 0 . .,.
66 0 000 o0

Predicdo y Y A

____________________________________________________________________

Reamostragem g “‘ “‘. ‘ ‘
o 338 dbé 0 Q

— v
100060006 .

Figura 8 — Um ciclo de operagao de um filtro de particulas (adaptado de (Wang et al.,
2018)).

Embora a etapa de reamostragem reduza os efeitos da degeneracao, ela introduz
outros problemas préticos. Por exemplo, as particulas com maior peso w}, sdo estatisticamente
selecionadas mais vezes, o que leva a uma perda de diversidade (variagio) entre as particulas
j& que a amostra resultante ird4 conter muitos pontos repetidos. Esse problema ¢ conhecido
como empobrecimento da amostra, o qual pode ser severo para o caso em que o ruido de
processo ¢ muito pequeno na dindmica do estado. Tal empobrecimento leva a situagao

onde todas as particulas vao colapsar em um tinico ponto dentro de poucas iteragoes.

Foram propostas algumas técnicas para solucionar o problema do empobrecimento
da amostra. Uma delas é o algoritmo reamostra-move (resample-move) (Gilks & Brezuini,
2001), que evita o problema do empobrecimento ao garantir que as particulas se aproximem
assintoticamente das amostras da distribuicao a posteriori. Uma solugao alternativa para
o mesmo problema é baseada na etapa de regulariza¢io (Musso et al., 2001), que é

frequentemente melhora o desempenho em detrimento de uma derivagao menos rigorosa.

Como regra geral, a precisao de qualquer estimagao de uma funcao da distribuigao
de interesse somente decai como resultado de reamostragem. Portanto, se quantidades
como a média e a covariancia das amostras devem ser relatadas/informadas pelo filtro de

particulas, elas precisam ser calculadas antes da reamostragem.
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2.5.6 Selecdo da Densidade de Importancia
25.6.1 A escolha 6tima

A escolha da densidade de importancia q(xy|x%_;,z;) ¢ um dos problemas mais
cruciais no projeto de um filtro de particulas. A funcao densidade de importancia 6tima
que minimiza a variancia dos pesos de importancia, condicionada por x%_, e z; ¢ mostrada
como (Doucet et al., 2000)

(X% 15 Zk)opt = P(Xk|XE_y, 21) (2.129)
_ p(RlXe X )p(xa[X 1) (2.130)
(2% 1)

Com a substituicao de (2.130) em (2.125), a seguinte expressao é obtida:
wj, o¢ wy,_yp(Zk[x} ), (2.131)

o que afirma que os pesos de importancia no instante k& podem ser computados (e
reamostrados, se for necessario) antes das particulas serem propagadas no instante k.
Para usar a fungao de importancia 6tima, hé dois requisitos: (1) amostrar a partir de

p(xp|xt_1,21), e (2) calcular

plalxi) = [ plabx)ptalxi_,) dx, (2.132)

como uma constante normalizadora. Em geral, pelos menos um dos requisitos nao é obtido

facilmente.

Entretanto, existem alguns casos especiais em que o uso da func¢do densidade de
importancia 6tima é possivel. O primeiro caso é quando x; é parte de um conjunto finito.
Em tal caso, a integral dada em (2.132) é representada por um somatério, e é possivel
amostrar a partir de p(xx|x%_;). Um exemplo de aplicagao onde x;, é parte de um conjunto
finito é um sistema linear sujeito a saltos markovianos (MJLS - Markov Jump Linear
Systems) para rastreamento de alvos manobrantes (Doucet et al., 2001b). O segundo caso

¢ uma classe de modelos para a qual p(xz|x,_,zx) ¢ uma gaussiana (Doucet et al., 2000).

2.5.6.2 Funcao de importancia 6tima gaussiana

Seja considerado o caso em que a dinamica de estado é nao linear, a equacao de
medicao ¢ linear, e todos os elementos aleatérios no modelo sao gaussianos aditivos. Tal

sistema ¢é representado por

X = f(Xk_l) + Wi_1 (2133)
Z, = Hka + Vg, (2134)
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onde wi_; e Vi sao sequéncias gaussianas brancas mutuamente independentes com

covariancias Q_; e Ry, respectivamente. E possivel mostrar que nesse caso, tanto a
densidade de importancia 6tima quanto p(zx|x;_1) sdo gaussianas, isto é:

p(Xk|Xk_1, Zk) = N(Zk; ag, Zk) (2135)

p(Zk|Xk_1) = N(Xk; bk7 Sk), (2136)

onde

ap = fk—l(xk—l) + EngRgl(Zk — bk)

( )
Ek = Qkﬂ - Qklezsllekafl ( )
Sk =H,Q,_H{ + R, (2.139)
b, = kak71<xkfl)- ( )

A seguir, as etapas bésicas da prova sao apresentadas. De acordo com as consideragoes

relacionadas a (2.133) e (2.134), é possivel observar que

P(xp|Xk—1) = N (Xg; foo1(Xp-1), Qr_1) (2.141)

p(zi|x) = N(zi; Hyxp, Ry). (2.142)
Da férmula de Bayes, segue que

p(Zk] X1 ) p (X[ —1)

Pz Xey) , (2.143)

P(Xk|X1c—17 Zk) =

o qual pode ser igualado como

(Zk — Hka>TRI;1(Zk — Hka)

+ (x — Bt (x6-1)) " Qrty (xk — £im1 (x5-1))

= (Xk — ak)T %:(Xk — ak) + (Zk — bk)TSIZI(Zk — bk)

(2.144)

Realizando a expansao de ambos os lados da Equagdo (2.144) e igualando os termos

similares, a seguinte expressao é obtida:
xi HI R ' Hyxy, + x5 Qi % = xi 21 %y, (2.145)

o que conduz a ;' = Q;', + HI R, 'H,.

A estimativa analitica de p(xg|xk_1,2x) € p(zk|xx_1) é dificil para a maioria dos
casos. A subsecao seguinte descreve métodos subotimos que aproximam a densidade de

importancia 6tima.
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2.5.6.3 Escolhas subdtimas

A escolha subétima mais popular é a transicao da distribuicao a priori

(%K |41, 28) = P(XR[XG_y)- (2.146)

Se um modelo de ruido de processo aditivo gaussiano de média zero é utilizado em (2.133),

a probabilidade a priori transicional é

P(xk|xg 1) = N (xp; fro1, Qi) (2.147)
Pela substituicao da Equagao (2.146) na Equagao (2.125), a seguinte expressao é obtida:

wi, o< wi,_p(zp]x5). (2.148)

Caso a distribuigdo a priori transicional p(xg|xx—1) seja usada como densidade
de importancia, e é uma distribuicdo muito mais ampla que a verossimilhanga p(zg|xy),
entao apenas algumas particulas serao assinaladas com peso alto. Consequentemente,
as particulas vao se degenerar rapidamente e o filtro ndo funcionara. Alguns métodos
foram propostos a fim de que as particulas do conjunto estejam nas regides de maior
verossimilhanga quando a observagao (medigao) atual for incorporada, como as densidades
de ponte (Clapp & Godsill, 2001) ou a corregao progressiva (Oudjane & Musso, 2000), as
quais introduzem distribui¢oes intermediarias entre a priori e verossimilhanca. E possivel
também construir aproximagoes subdtimas através de técnicas de linearizagao local (Doucet
et al., 2000). Tais linearizagoes usam uma densidade de importancia que é uma aproximagao

gaussiana de p(xg|Xy_1,2) e sdo baseadas em EKF ou UKF.

2.5.7 Versoes de filtros de particulas

O algoritmo de amostragem por importancia sequencial, apresentado anteriormente,
forma a base da maioria dos filtros de particulas existentes (Ristic et al., 2003). Nesta se¢ao,
sao apresentadas cinco versoes diferentes do referido filtro. Os seguintes filtros sao descritos:
(1) filtro de reamostragem por importancia (SIR - Sampling Importance Resampling); (2)
filtro auxiliar de reamostragem por importancia (ASIR - Auziliary Sampling Importance
Resampling); (3) filtros de particulas com diversidade de amostras aperfeigoada; (4) filtros
de particulas com linearizagao local; (5) filtro de particulas de modelo multiplo. Esses

filtros podem ser (e comumente sdo) combinados (Ristic et al., 2003).

25.7.1 Filtro SIR

O filtro SIR foi proposto em (Gordon et al., 1993) sob o nome de filtro bootstrap.
Os requisitos para o uso do filtro SIR s@o simples: as fun¢oes de dindmica do estado e de

medicao, fx_1(-) e hg(-), respectivamente, devem ser conhecidas; e é requerido que seja
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possivel amostrar a partir da distribui¢ao do ruido de processo, vi_1, e da distribuicao
a priori. Finalmente, a fungdo verossimilhanga, p(zj|xy), precisa estar disponivel para
calculo pontual. O algoritmo SIR ¢é derivado do algoritmo SIS quando a densidade de
importancia é escolhida como a densidade a priori transicional e ao realizar a etapa de
reamostragem em todos os instantes de tempo. O calculo dos pesos de importancia é dado
por

w}, o< p(zg]x5) (2.149)

e sao normalizados antes da etapa de reamostragem.

Devido ao fato de a fungdo densidade de amostragem por importancia nao depender
de zg, o filtro SIR pode ser ineficiente em alguns casos, além do risco de uma rapida perda
de diversidade das amostras em funcao da reamostragem em cada iteragdo. Entretanto, o
método tem a vantagem de que os pesos de importancia sao mais facilmente calculados e

a densidade de importancia pode ser amostrada de forma simples.

2.5.7.2 Filtro SIR auxiliar

O filtro ASIR foi introduzido em (Pitt & Shephard, 1999) como uma variante do
filtro SIR. A ideia bésica é realizar a etapa de reamostragem no instante & — 1, usando
a medicao disponivel no instante k. Dessa forma, o filtro ASIR tenta imitar a sequéncia
de etapas realizadas quando a densidade de importancia o6tima esta disponivel. Essa
variante do filtro SIR segue a estrutura do seu antecessor, mas introduz uma densidade de
importancia ¢(xy;|Zx), a qual amostra o par {xi, i }évzl, onde #/ é o indice da particula

no instante k£ — 1.

Comparado ao filtro SIR, a vantagem obtida com o filtro ASIR é que ele gera
pontos da amostra no instante £ — 1, o qual, condicionado a medigao atual, tem maior
probabilidade de estar na regiao de alta verossimilhanca, ou seja é capaz de reamostrar no

instante de tempo "prévio" baseado em uma estimagao pontual que caracteriza p(xy|x}_;).

Caso o rufdo de processo seja muito pequeno, de forma que p(xy|xi_,), o filtro
ASIR ¢é menos sensivel a valores atipicos e os pesos sdo mais nivelados. Caso contrario, a
reamostragem serd baseada em uma aproximacao pior de p(xx|x%_;) e terd seu desempenho

degradado.

2.5.7.3 Filtros de particulas com diversidade amostral aperfeicoada

A reamostragem foi uma etapa sugerida no filtro SIR como um método para reduzir
o problema de degeneracao. No entanto, conforme ja apresentado, a reamostragem introduz
outros problemas, particularmente, a perda de diversidade entre as particulas. Isso ocorre
devido ao fato de que no esstagio de reamostragem, as amostras sao obtidas de uma

distribuicao discreta em vez de uma continua. Caso o problema da diversidade nao seja
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tratado adequadamente, podendo chegar a um "colapso de particulas", onde todas as N
particulas ocupam o mesmo ponto do espaco de estados, gerando uma representacao pobre

da densidade a posteriori.

Duas técnicas sao comumente aplicadas para aperfeicoar a diversidade entre as
particulas, a regularizagdo e a movimentagaio MCMC (Markov Chain Monte Carlo). Em
ambos os casos, o filtro de particulas resultante é idéntico ao SIR, exceto a etapa de

reamostragem.

O filtro de particulas regularizado (RPF - Regularized Particle Filter) reamostra a
partir de uma aproximacao continua da densidade a posteriori, enquanto o SIR reamostra

da aproximagcao discreta (2.128). Especificamente, no RPF, as amostras sao obtidas da

aproximacao N
p(Xk|Zy) ~ ;szh(xk —x1), (2.150)

onde !
Ky(x) = hiK); (2.151)

¢ a densidade do kernel reescalada K(-), h > 0 é a largura de banda do kernel (um

parametro escalar), n, é a dimensao do vetor de estado x, e w} sdo os pesos normalizados.

O kernel e a banda sao escolhidos de forma a minimizar o erro quadratico médio
integrado (MISE - mean integrated square error) entre a densidade a posteriori verdadeira

e a representacao empirica regularizada correspondente
MISE(p) = E / [P(xk|Zi) — ploxi| Z) . (2.152)

A desvantagem tedrica do RPF é que suas amostras nao sao mais garantidas que

sejam assintoticamente aproximadas da posteriori.

Ja a técnica da etapa de movimento MCMC, baseada no algoritmo Metropolis-
Hastings (Robert & Casella, 1999), tem como sua ideia fundamental que uma particula
reamostrada x}, ¢ movida para um novo estado x}* somente se u < o, onde u ~ U|0, 1] e

a ¢é a probabilidade de aceitagdo. Caso contrario, o movimento é rejeitado.

A probabilidade de aceitacao é dada por (Robert & Casella, 1999):

P(X 1 Z)axi ) }
P(X}1Z1)a <, )

o= min{l, (2.153)

A vantagem tedrica do filtro de particulas de movimento MCMC sobre o RPF é
que suas amostras sao garantidas que sejam assintoticamente aproximadas da posteriori.
Em cendrios praticos, as duas variantes tém desempenho superior ao filtro SIR para os

casos em que o empobrecimento da amostra é severo.
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2.5.7.4 Filtros de particulas com linearizacao local

A densidade de importancia 6tima pode ser aproximada através da incorporagao
da medigdo z; mais atual através de um filtro de Kalman estendido (EKF) ou unscented
(UKF) (Doucet et al., 2000; van der Merwe et al., 2000). A ideia é usar para cada particula
(indice 7) um EKF (i) ou UKF (i) para gerar e propagar uma distribui¢do de importancia
gaussiana, isto é: }

g3 x4, 2) = N ()5 %, Py), (2.154)

onde fcz, e f’; sao estimacoes da média e da convariancia computadas pelo EKF ou UKF
no instante k utilizando a medicao z;. Esse filtro é conhecido como filtro de particulas

com linearizagao local (LLPF - Local Linearization Particle Filter).

O método de linearizagao local para aproximagao da densidade de importancia
propaga as particulas em dire¢ao a funcao de verossimilhanca, o que produz um desempenho
melhor que o filtro SIR. O custo computacional adicional pelo uso de tal densidade de
importancia é compensado pela redugdo do nimero de particulas requeridas para obtencao

do melhor desempenho.

2.5.7.5 Filtro de particulas de modelo mdltiplo

O filtro de particulas de modelo multiplo (MMPF - Multiple-Model Particle Filter)
foi proposto por diversos autores (Musso et al., 2001; Angelova et al., 2000) para realizar
uma filtragem nao linear com modelos de dindmica comutaveis. Esse problema pertence a
classe mais ampla de estimagao de estados hibrida, onde o vetor de estados (aumentado)

consiste tanto da parte em valores continuos quanto da parte em valores discretos.

Os componentes do vetor de valores continuos sdo usualmente as variaveis cineméaticas
do alvo (target), como posicao, velocidade, etc. e possiveis parametros desconhecidos (por
exemplo, um coeficiente balistico). O vetor de valores discretos pode ser uma combinagao
de:

o Uma variavel de regime r, a qual determina qual modelo dinamico esta em efeito

de k—1ak;

o Atributos nao cinematicos do alvo, usado em conjunto em problemas de classificagao
(Boers & Driessen, 2002);

« Vetor de associagao de dados, o qual determina a origem das medi¢oes na presenca

de desordem e/ou multiplos alvos (Hue et al., 2002).

A primeira etapa desse algoritmo ¢ gerar um conjunto aleatério {r?}_, baseado

em {r}_,}¥ | e a matriz de probabilidade transicional IT = [r;;], onde i, j € S.
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A proxima etapa do MMPF realiza uma filtragem SIS condicionada a regime. A

densidade de importancia condicionada a regime 6tima é dada por

QO [XE 1, 7% 2k Jopt = POXRIXE_1, 7 Z8), (2.155)

embora a escolha mais comum (Musso et al., 2001; Angelova et al., 2000) é a transicional
a priory

q(Xk %51, 77, 2) = p(Xi|XG_y1, 77 (2.156)

2.6 Exemplo Comparativo de Estimacao com EKF e PF

O exemplo a seguir, adaptado de Simon (2006), mostra os filtros EKF e PF em

operacao simulada.

Seja considerado um sistema que é dado pelas seguintes equagoes:

1 2011

Ty = §Ik,1 + TZL’%_I + 8COS[1, Q(k' — 1)] + Wy, (2.157)
1

2 = Q—Oxi + v, (2.158)

onde wy, e v sdo sequéncias de ruido branco gaussiano de média zero, ambos com variancia
igual a 1. O alto grau de nao linearidade nas equagoes de estado (processo) e de medigao
tornam a estimacgao mais dificil para o EKF. O estado inicial é considerado como a posi¢ao
do alvo movel g = 0,1, e a estimacao inicial como Zy = xg, € a estimagao inicial da
covariancia para o EKF como Py = 2. Uma extensao de 50 instantes de tempo foi utilizada
na simulagao. A Figura 9 mostra que o EKF faz uma estimacdo mais pobre do estado

verdadeiro do sistema.
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Estado verdadeiro
Estimagao EKF

Estado

1 Il 1 1 1 Il 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tempo

Figura 9 — Estimacao do estado feita pelo EKF. E possivel notar que, em pelo menos
metade do periodo de simulacao, os valores estimados se desviam do estado
verdadeiro. Comparativo entre o estado verdadeiro (vermelho) e a estimacao

realizada (azul).

Com o PF, foram utilizadas 100 particulas para realizar a estimacao, e é possivel
observar a partir da Figura 10 que a estimacgao feita pelo PF é mais proxima dos valores
do sistema. O fator mais decisivo para esse caso, foi a grande nao linearidade do sistema,
favorecendo o PF, ja que utiliza as préprias equagoes do sistema em vez de uma aproximagcao

localmente linearizada delas.
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Estado verdadeiro

Estimacao PF
20 R

Estado

-20 b

95 1 1 1 I I 1 1 1 1

Tempo

Figura 10 — Estimacdo do estado feita pelo PF. E possivel notar que os valores
estimados acompanham o estado verdadeiro com maior confianca probabilistica.

Comparativo entre o estado verdadeiro (vermelho) e a estimacao realizada
(azul).

Apoés vinte realizagoes, como métrica comparativa, foram obtidos os valores RMSE

(vide Secao 4.2) para as duas estimagoes, sendo 8,41 para o EKF, e 2,57 para o PF.

2.7 Consideracoes Finais

A estimacao bayesiana ocorre em duas etapas: predi¢ao e atualizacdo (ou correcao).
A predicao realiza uma estimacao inicial do estado do sistema para o instante seguinte,
entretanto, quando uma medicao ruidosa é incorporada ao algoritmo do filtro, uma nova
estimacao, geralmente mais correta, é obtida, essa é a etapa de atualizacao. Aplicagoes
comuns da estimacao bayesiana sdio O EKF e o UKF, que estdo na categoria de filtros nao
lineares analiticos, aproximando as equagoes de modelo e de medi¢ao com linearizagoes,
levando em consideracao as matrizes de covariancia de ruido, sem no entanto serem
adaptativos. Outro filtro comum que aplica a estimacao bayesiana é o PF, o qual utiliza
fungdes nao lineares em seu processamento e possui duas etapas-chaves: (1) a amostragem
por importancia sequencial e (2) a reamostragem. Foi enfatizada a necessidade de escolher
uma boa densidade de importancia e algumas possiveis solugoes foram revistas, além de
apresentar versoes existentes de PFs. A énfase foi colocada sobre o PF por ser o destaque

do Capitulo 3 e deste trabalho como um todo.
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3 Metodologia Proposta: IAE-PF

Neste Capitulo, apos introduzir o assunto de variantes de filtros de particulas, a
teoria da estimativa de maxima verossimilhanca é apresentada, base para a estimacao
adaptativa inovativa, a qual é incorporada no IAE-PF a fim de obter o ganho de robustez
desejado com o filtro proposto. Em seguida, o TAE-PF é detalhado por meio de seu

equacionamento comentado e de seu algoritmo.

3.1 Introducao

Uma abordagem proposta como variacao do PF classico, segundo Simon (2006), é
combind-lo com outro filtro, como EKF ou UKF (UKF - unscented Kalman filter) (Julier et
al., 1995; Wan & Merwe, 2001). Nesta abordagem, cada particula é atualizada no momento
da medicao usando equagoes derivadas do EKF ou UKF e, em seguida, a reamostragem é
realizada usando a medigao ruidosa recebida. Depois que X, ¢ obtido, é possivel refinar a

estimacao por meio de equacgoes de atualizacdo derivadas de outro filtro.

Novas propostas de filtros sao feitas como derivagdo de técnicas ja existentes, como
o filtro de Kalman em Quadratura (QKF - quadrature Kalman filter) (Arasaratnam et al.,
2007) e o filtro de Kalman de cubatura (CKF - cubatura Kalman filter) (Arasaratnam &
Haykin, 2009), além disso, como método de filtragem, hé os filtros gaussianos (Afshari
et al., 2017), e todos podem ser utilizados em conjunto com o PF, respeitadas suas
particularidades. Filtros que incorporam outras técnicas tem sido utilizados em trabalhos
recentes com resultados pertinentes, como em (Lu et al., 2022), que utiliza um PF baseado
no filtro de Kalman cléssico, e (Ma et al., 2022), que propoe um PF para posicionamento
indoor baseado em modelo de observagao de reconstrugao com maquina de aprendizado
extremo. O filtro proposto é um filtro de particulas que utiliza equagoes derivadas da teoria

de Kalman e também do método TAE, baseado na estimativa de maxima verossimilhanca.

3.2 Estimativa de Maxima Verossimilhanca

A tarefa de ajustar dados a um modelo é fundamental em estatistica (Améndola
et al., 2021). Um modelo estatistico é um conjunto de distribui¢oes de probabilidade.
Um ponto no modelo que melhor se ajuste a alguns dados empiricos, como observagoes e
incertezas, é o objetivo da tarefa. Uma abordagem comum é maximizar a probabilidade
de observar os dados a medida em que o modelo é executado. Um ponto que maximize a
verossimilhanga é chamado de estimativa de méxima verossimilhanga (MLE - Mazimum

Likelihood Estimation). Existem diversas maneiras de calcular uma MLE para diferentes
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modelos estatisticos, geralmente por meio de abordagens de otimizacdo que encontram
um maximo local (Mai et al., 2014). H4 um interesse crescente em entender quando os
algoritmos garantem encontrar uma MLE e sob quais condig¢oes ela existe ou é unica
(Sullivant, 2018; Améndola et al., 2021).

3.2.1 MLE para distribuicao gaussiana

Seja considerado um conjunto de dados x = (1,2, ..., z,) com uma certa fdp.
Essa fdp é caracterizada por um conjunto de pardmetros 6 = (61, 0s, ..., 0,,). Para o caso de

uma fdp gaussiana, os pardmetros sdo p e o2. E possivel representar a fdp como f (x]0).

O objetivo é encontrar a fdp que mais provavelmente produziu o conjunto de dados.

A funcao de verossimilhanca é definida como:
L(6) = f(6]x). (3.1)

Ou seja, o problema é: de posse do conjunto de dados, encontrar os parametros da fdp. A
MLE de 6 é o valor de 8 que maximiza L(0) (Myung, 2003).

Com a suposicao de que os dados aleatérios sao mutuamente independentes, a

fungéo de verossimilhanga pode ser escrita como um produto (Giron-Sierra, 2017):
L(6) = f(x1]0) - f(x2]0) - - [(x,]6). (3:2)

E comum, nesse contexto, utilizar logaritmos naturais, pois o logaritmo é uma funcao
monotona, e seu valor maximo sera encontrado exatamente onde a funcao de verossimilhanga
tiver seu valor maximo (Theodoridis, 2020). A funcao de verossimilhanga logaritmica é

dada por

Z In(f(x;]0)), (3.3)

e a funcao de verossimilhanga logaritmica para a distribuicao gaussiana é:

l(p,0) = —§ln(27m Z (3.4)

Na Figura 11 é apresentado um exemplo de funcao de verossimilhanca logaritmica
para a distribuicao gaussiana. O valor da varidncia é suposto constante e igual a 1. A
simula¢do computacional realizada utilizou 100 valores diferentes do pardmetro p (média),
a partir do valor 4 = 5 combinado com uma distribuicao aleatéria normal entre 0 e
1, resultando em N dados aleatoérios. Quatro valores para N foram escolhidos a fim de
demonstrar que, a medida em que o niimero de dados aumenta, a curva fica mais pontiaguda,
melhor representando os dados, e o pico da curva, ou seja, o valor maximo, corresponde a

média 5.
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(a) (b)
D ﬁ\ )
-500 -500
-1000 -1000
-1500 -1500
N =20 N =60
-2000 -2000
0 2 4 6 B 10 0 2 4 6 8 10
(c) (d)
0 0
N = 200 N = 500
-500 500
-1000 -1000
-1500 -1500
-2000 -2000
0 2 4 6 B 10 0 2 4 6 8 10

Figura 11 — Funcao de verossimilhanga logaritmica para distribui¢coes gaussianas com
média 5. (a) N = 20, (a) N =60, (a) N = 200, (a) N = 500, com a utilizagao
de 20, 60, 200 e 500 valores de dados, respectivamente. (Fonte: adaptado de
Giron-Sierra (2017)).

O valor méximo da verossimilhanga logaritmica pode ser determinado analiticamente,
por derivagao (Holmes, 2001). Para o caso da distribuigao gaussiana, as respectivas equagoes

e relagoes sao obtidas (Giron-Sierra, 2017):

ole) 13
o 0—pu= - ;:1 x; (3.5)
ol(0) N e
9 0—0°= - ZEZI(:UZ ). (3.6)

3.2.2 Regressao linear: MLE para ruido gaussiano nao branco
Seja considerado o modelo de regressao linear dado por
y =60"x+1. (3.7)

Dado N pontos de dados (y,,%,),n = 1,2, ..., N. As amostras de ruido correspondentes,
M,n = 1,2,..., N, sao obtidas de uma distribuicao gaussiana conjunta com média zero e

matriz de covariancia ¥,. O objetivo permanece: obter a MLE dos parametros 6.



Capitulo 3. Metodologia Proposta: IAE-PF 60

A funcao de verossimilhanca logaritmica de @ com relagdo ao conjunto de pontos

dados, é representada por (Theodoridis, 2020)

N 1 1 _
L) = —Eln(27r) - §ln|2n| - i(y — XB)TZn iy — X0), (3.8)
onde y := [y1,y2, ..., yn]?, e X = [X1,Xa,...,Xn]T é a matriz de entrada. Pelo calculo do

gradiente com relagao a 6, a seguinte expressao ¢ obtida:

OL(O) _ 11
5o = XS,y - Xe), (3.9)

a qual, sendo igualada a zero, produz a expressao a seguir:

Oury = (X721 X) XIS Ty (3.10)

Foi demonstrado por Theodoridis (2020) que, para o caso de gaussianas nao brancas,

a MLE ¢ eficiente, mesmo se o nimero de pontos, IV, for finito.

E possivel aplicar a MLE para diversas outras distribuicoes, como geométrica,
Poisson, exponencial, gamma e Weibull (Giron-Sierra, 2017), por exemplo. A préxima

secao apresenta as diretrizes e um exemplo de MLE para a distribuicao de Weibull.

3.2.3 MLE para distribuicao de Weibull

A estimativa de uma MLE pode ser feita para outros tipos de distribuicdo de
probabilidade, como a distribuicao de Weibull. Essa distribuigao utiliza dois parametros, o
de escala, a, e o de forma, b, mas pode ainda ter um terceiro parametro, ¢, de localizacao.

A distribuicao de Weibull é matematicamente definida por

z—cC (b-1) z—cC
f(xla,b,c) = §<T) a exp( B <T)b) e (3.11)
0 sex <c,

onde a e b sao valores positivos e ¢ é um valor real, que assume zero para o caso de apenas

dois parametros.

O exemplo a seguir calcula a MLE para uma distribuicaio de Weibull de dois
pardmetros. E dado um conjunto de dados do peso médio (em libras) dos carros entre o
final da década de 1970 e inicio de 1980. Através do calculo computacional da MLE, os
valores dos parametros sao obtidos, a = 3321,64 e b = 4, 10083, e a representacao gréafica

da aproximagao gerada ¢é apresentada na Figura 12.
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«10?

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Figura 12 — Representacao da MLE para o exemplo com distribuicao de Weibull. A
representacao é feita com as amostras (azul) e a MLE (vermelho), onde MLE
~ Weibull(3321,64; 4,10083) (Fonte: MathWorks.com).

O grafico de distribui¢ao ajustado nao corresponde bem ao histograma. O histograma
nao mostra amostras na regiao onde a varidavel Peso é menor que 1500. Para corrigir

esse problema, o valor 1500 é subtraido dessa variavel para gerar os novos parametros,
a=1711,75 e b = 1,99963, com a nova forma da MLE apresentada na Figura 13.

«10

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Figura 13 — Representacao da MLE para o exemplo com distribuicao de Weibull. A
representagao é feita com as amostras (azul) e a MLE (vermelho), onde MLE
~ Weibull(1711,75; 1,99963) (Fonte: MathWorks.com).
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O gréfico de distribuicdo ajustado corresponde melhor ao histograma. E possivel,
ainda, em vez de especificar um valor arbitrario para o limite de distribuigao, estimar o

limite (pardmetro de localizagao c).

3.3 Estimacao Adaptativa Inovativa

As estatisticas de ruido Ry, e Qy sdo exigidas a priori pelos algoritmos de estimacao.
No entanto, muitas vezes essas informacoes sdo indisponiveis ou de dificil obtengao na

prética, o que pode comprometer o bom funcionamento do filtro (Woo et al., 2019).

E sabido que quanto mais incerta for a aquisicdo de dados do sistema, mais a
estimagao das varidveis de estado tende a se desviar do valor verdadeiro (Tseng et al.,
2011). Na Figura 14, é possivel observar o valor verdadeiro de uma varidvel de estado e
suas estimativas fornecidas por um EKF, cuja matriz de covariancia de ruido de medicao
¢ R, uma matriz constante, e o filtro assume os seguintes valores incorretos: 10°R e 10°R,
que constituem incertezas nas informagoes das estatisticas dos ruido. Com isso, é possivel

notar a degradacao da estimacgao a medida que a incerteza sobre o ruido aumenta.

6000 :
5000 1
4000 | ]
E 3000} :
XL_i
2000 1 1
1000 1 1
— Target
01 —EKF (10%R)
—EKF (10°R)
-1000 ' ' '
0 10 20 30 40 50 60

Tempo (s)

Figura 14 — Degradacao da estimagdo com o aumento do ruido. A representacao inclui a
posigao de um alvo (Target) mével no eixo x (preto) e as estimativas dessa
variavel feitas com EKF para 0% = 10?R. (vermelho) e 0% = 10°R (azul).

O TAE resolve essa desvantagem estimando as matrizes de covariancia de ruido por

meio de novas informacoes, fornecidas de forma adaptativa por uma sequéncia de inovagao
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(Mohamed & Schwarz, 1999).

O MLE para estimacao de parametros visa maximizar a fungdo de verossimilhanca
L(8|Z) para um conjunto de m pardmetros de sistema @ € R™, baseado no conjunto
de M dados amostrais Z,; € R™M onde a varidvel aleatéria discreta Z é definida por
Zy = {21,292, ...,2)} e é assumido que os vetores de medi¢ao z;, com a mesma dimensao de
0, sdo independentes e identicamente distribuidos (Fraser & Ulrich, 2021). Os parametros
a serem estimados para o caso do IAE-PF sdo definidos como 8 = {Q,, Ry}, e a funcdo
logaritmica de verossimilhanga do problema de MLE é formulado como (Fraser & Ulrich,
2021)

mgxx{lnL(mZM) = lnp(ZM|0)}, (3.12)

onde p(Zy,|0) representa a fungdo massa de probabilidade conjunta discreta das observagoes

condicionadas aos parametros.

A diferenca entre a saida recebida pelo filtro z; e a saida estimada z, de um
sistema é chamada de residuo (Brown & Hwang, 2012), e representada por %, assumido
gaussiano, com média zero e covariancia Xy, tal que p(#|0) = N (0, Xy). Assim, a fungao

de probabilidade das medigoes pode ser aproximada por (Fraser & Ulrich, 2021)

M

p(Zp|0) ~ H p(A|0). (3.13)

i=ig

Mas armazenar o conjunto inteiro de dados anteriores é inviavel para estimacao em
tempo real, em vez disso, somente um numero fixo de medigoes anteriores é utilizado no
processamento. Dessa forma, a funcao de verossimilhanca é calculada por uma janela de
tamanho M, a qual contém dados do instante atual, k£, até um ponto anterior j = k— M +1.
Pode ser escrita na forma de funcao matricial de probabilidade para distribui¢oes gaussianas,

Ccomo segue:
M

j'TEfltﬁi
L6O|Z) = [] - ]

1 [
————————¢XD
o J2mm 2 2

onde |¥;| é o determinante da matriz ;.

(3.14)

Ao aplicar o logaritmo natural da funcao de verossimilhanca, o produtério é

eliminado, o que leva a (Fraser & Ulrich, 2021)
1 M
=1
onde o termo constante ¢; = m.In(27) é independente dos parametros.

O objetivo de maximizar a fun¢ao logaritmica de verossimilhanga é equivalente a
minimizar a fungdo logaritmica negativa de verossimilhanga. Entao, desprezando o termo

constante, uma fungao custo de pseudo-verossimilhanga é definida por (Fraser & Ulrich,
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2021)
M

JO1Zor) £ Y ||| + 75 AT (3.16)

i=1g
A solucao da MLE para os parametros do TAE-PF pode ser aproximada como a minimizacao
da fungao de custo J(0|Z,,), com restrigoes definidas positivas sobre Q,, e Ry. A seguir,
um método para solugdo da MLE ¢é descrito (Maybeck, 1982).

3.3.1 Solucdo analitica para o problema de MLE

A MLE é obtida analiticamente pela derivagdo da Equacao (3.16) com relagao aos
parametros de adaptacao, e em seguida igualando-a a zero. Considerando que as matrizes

de covariancia sejam diagonais, a solugao pode ser formalmente apresentada como (Fraser

& Ulrich, 2021)
0
— | J(0|Z =0 3.17
o |3t61210)] o, (3.17
onde ay, sa0 os termos da matriz de observabilidade. A equacao diferencial parcial resultante
que maximiza a fungao de verossimilhanca para os parametros de adaptacao ¢ dada por
M
IR, 0Q;
}:m{lzﬂ-—zihszzﬁ][+lL Qqﬂ}}:o. (3.18)
80% 8ak

=10

A adaptabilidade tanto de Q; como de Ry é possivel devido ao fato de que as
covariancias de ruido de processo e medigao afetam a sequéncia residual. Solugdes tnicas
que fornecam regras de atualizacao para ambas as matrizes de covariancia sao apresentadas

a seguir.

3.3.2 Adaptabilidade para a covariancia de ruido de processo

A equagao de adaptabilidade para a covaridncia de ruido de processo é obtida pela

OR; __
Oay,

solucdo da Equagao (3.18) sob a condi¢ao de que 0, ou seja, Ry é conhecida e
independente dos pardmetros de adaptabilidade. A Equagao (3.18) é simplificada para

(Fraser & Ulrich, 2021)

M
E:H?FEJ—ZKR%J?EZﬂHfZO (3.19)
=10

Considerando que o ganho de Kalman é 6timo, e que os termos de covariancia devem ser

simétricos definidos positivos, a covariancia de ruido de processo estimada, Q,, é dada por

A 1 M
Q= ;X |[KASIKE (P~ Fpl R )| (3.20

i=ig
onde o termo entre parénteses contém a diferenga nas covariancias de erro entre o instante

atual e o anterior. Caso o filtro atinja o regime permanente, o ganho de Kalman se torna
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constante. A estimagao da covaridncia de ruido de processo é reduzida a (Mohamed &
Schwarz, 1999):
1

M
i > fifiT] K} (3.21)

Qk = Kkl

i=io
O termo entre colchetes contém a média do residuo do filtro ao longo de M iteragoes.
Esse termo é chamado de matriz de covaridncia de residuos ou matriz de covariancia de

inovagao, denotada por C,, a qual é definida por (Fraser & Ulrich, 2021)

1 M
Cpt =Y 7 (3.22)
M 1=1g
mas, pode ser representada por
C,, = E[4%.9]]
= B[(z — HX;,) (2 Hx;,)"]
= H,P,H] + Ry, (3.24)

e a regra de adaptabilidade da matriz de covaridncia de ruido de processo serd (Fraser &
Ulrich, 2021)
Q, = K,C, K. (3.25)

3.3.3 Adaptabilidade para a covariancia de ruido de medicao

0Q, _

Similarmente, para o caso de Ry, é feita a consideragao que B0,

0, ou seja, Q,, é

conhecida e independente dos parametros de adaptabilidade, o que leva a

M
> tr{Eil [21- — ﬂlyf} 211} = 0. (3.26)
i=io
A matriz ;! é considerada aproximadamente constante na janela de meméria (Fraser &
Ulrich, 2021). Isso permite uma estimagcao explicita da covaridncia de ruido de processo,

que sera dada por

. 1 M
Ry = - > [/ — HP H]], (3:27)
1=10
que pode ser reescrita como
R 1 M
Ry = [M > %ﬂf] — H,P H{. (3.28)
1=10

Pela defini¢ao apresentada na Equagao (3.22), a regra de adaptabilidade da matriz de

covariancia de ruido de medigao serd (Fraser & Ulrich, 2021)

R, = C, — H,P;H/. (3.29)
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Ambas as matrizes, Qk e f{k, sao atualizadas em cada etapa de predicao do filtro
IAE-PF.

O método TAE ¢ aplicado em diversos trabalhos recentes, como na proposta de
Ranno et al.(2020), que toma o conceito de MV do TAE e combina com um sistema Fuzzy
Mamdani tipo 1 (ITMF) para calcular uma matriz de ajuste minimo e estimar parametros

de ruido do sistema.

Algumas variantes do IAE s@o propostas com regularidade, como a robusta, RIAE
(ZhiWen et al., 2013), a enhanced, EIAE (Ghaleb et al., 2017), e a 6tima, OIAE (Sumithra
& Vadivel, 2021). Essas propostas estimulam o desenvolvimento de novos filtros e mais

avangos para a area de estimacao de estados e suas aplicagoes.

3.3.4 Algoritmo IAE-MLE

O algoritmo do TAE com MLE, Algoritmo 3, é apresentado a seguir, o qual realiza
a estimagao com equagoes do EKF associadas ao método TAE (Fraser & Ulrich, 2021;
Ranno et al., 2022). E uma etapa que foi adaptada no IAE-PF, mas nao é a estimacao

final do filtro proposto.

Algoritmo 3 Algoritmo do TAE-MLE
1: InitialierJr: e
)A((Tv PO ) RO ) QO

2: for k=1, 2, ..., tsdo

3: Etapa de predicao

4 P, = Fk—IPZilF;}Ffl + Q.

5: %, =f(x ) > estado a priori
6 z, = hi(x;) > saida predita
7 I =2, — Zy, > sequéncia de inovacao
8 Cjk - ﬁ Z:;?::J'o ‘yj‘gJT

9 Estimacao adaptativa das matrizes de covariancia e do ganho de Kalman:

10: Etapa de correcao

11: ﬁk = Cjk — I:Ikp;I:IZ

122 K, =P H/(H,P;H +R,;)!

13: P! = (I — Kka)P,;

14: ka = Kkéyng

15: Xp =X, + K P > estado estimado
16: end for

O Algoritmo TAE-MLE ¢ inicializado com valores de estado, matriz de covaridncia
de erro, matriz de covariancia de ruido de medi¢ao e de processo, )A(Sr, 15:;, f{:; , Q:]r ,
respectivamente (linha 1). O periodo de simulagao é definido no lago apresentado nas
linhas 2 e 16. O Algoritmo contém as duas etapas tipicas do EKF, com a diferenca que
na etapa de predigao (linhas 4 a 8) a janela de inovagao, .#; e a matriz de covariancia

de inovagao, C, sao incluidas. Além disso, na etapa de corre¢do (ou atualizacdo), as
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matrizes de covariancia e o ganho de Kalman, f{k, f’:, Qk e K, sao calculados de forma
adaptativa (linhas 11 a 14). A saida do filtro, sua estimagao do estado, é mostrada na

linha 15, e representada por X;.

3.4 Filtro de Particulas baseado em |IAE

O PF pode incorporar o TAE como forma de refinamento e robustez de sua
estimativa, especialmente para medi¢coes muito ruidosas, enquanto ainda utiliza equacoes
nao lineares, aplica reamostragem e ponderacao das amostras para determinar o valor
final das estimativas. A filosofia do algoritmo IAE-PF (Particle Filter based on Innovative

Adaptive Estimation, em inglés) é proposta nesta segao.

O TAE-PF toma como base o Algoritmo 3, do IAE-MLE, mas ajusta as linhas 5 e 6,
de forma a utilizar as equagoes nao lineares do sistema, em vez de aproximacoes, como faz
o filtro EKF. O objetivo é uma estimacao mais fiel baseada na teoria do PF. No IAE-PF,

uma etapa de refinamento é incluida, a qual é explicada a partir desse ponto.

Primeiro, amostras, X, , sdo geradas a partir da estimagao X, o que funciona como
uma distribuicao a priori aperfeicoada, pois a média é a saida do algoritmo IAE-MLE
e o desvio-padrao a estimacao da matriz de covariancia de ruido de processo, Qk, que é
atualizada a cada iteragao:

Xi ~ N (X, Qp), (3.30)

e um outro conjunto de amostras é gerado, relativo a saida do sistema, z;, em funcao de

X € da estimacao mais recente da matriz de covariancia de ruido de medigao Ry:
zi ~ N(x;, Re). (3.31)

Dessa forma, ha um refinamento da propagacao do estado e a da medicao recebida a cada
iteragao. O nimero de amostras, N, deve ser grande o bastante para que se represente

adequadamente as distribuigoes e se evite o empobrecimento das amostras.

A partir da medicao recebida e do conjunto de amostras de saida do sistema, é
gerada, entao, uma matriz de pesos, Gy, através do calculo da diferenca entre a saida
estimada e a observada, a qual é ponderanda pela estimacdo mais recente da matriz de

covariancia de ruido de medicao Ry:
Gk ~ N(Z,j; Zy, Rk), (332)

que em seguida é normalizada para tomar a forma de uma distribui¢do de probabilidade,
como mostra a Equacao (3.33) '
~i 8k
gl = <o (3.33)
21{1 8

onde 3%, p(g;) = 1.
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Apés essa etapa, o limiar de descarte L é aplicado:

(3.34)

onde U(0, 1) é uma distribuigao aleatéria uniforme entre 0 e 1. O papel desse limiar é
descartar as particulas com menor peso, ou seja, as que tém menor probabilidade de
representar o estado verdadeiro. Sua funcao foi obtida de modo empirico, embora baseada
no critério sistemético (Alam & Gustafsson, 2020). Apds a aplicacao do limiar em testes
computacionais, foi observado que havia uma reducao do nimero de particulas, mas nunca
um empobrecimento que comprometia a diversidade das particulas (nunca inferior a 60%
de N). Existem ainda outras técnicas utilizadas com o fim de sele¢do para o descarte,

como as abordagens multinomial, estratificada e residual (Alam & Gustafsson, 2020).

Dado que os valores mais provaveis para as variaveis de estado do sistema estao
disponiveis, com seus respectivos pesos, uma simples reamostragem replica os valores mais
provaveis a partir dessa distribuicao valor-peso, substituindo as que foram descartadas na

etapa anterior.

E possivel aplicar o filtro sem a etapa de reamostragem, no entanto, o resultado
serd menos preciso. A reamostragem ocorre com o auxilio da variavel u, um valor aleatério
entre 0 e 1 que serve como limiar de inclusao de pesos mais provaveis, e da variavel csw
que inicia com valor zero e soma seu valor anterior com o valor dos pesos calculados em
(3.33).

W = CSW + & .
cs csw + g’ 3.35

Quando csw atinge um valor maior ou igual a u, entao o conjunto final de particulas
mais provaveis, xi , assume o valor da particula em Y, que estd sendo considerada no
lago légico do algoritmo. Esse processo é repetido até que as M particulas de x; sejam
preenchidas.

' =x (3.36)

Por tltimo, a partir de i, ¢ obtida a estimacao final do estado do sistema, )22,

como a média de x;:
N ()
ot _ 22i=1 Xk
Xk _— N .

O valor final estimado serd entao utilizado para o calculo a priori da proxima iteracao do
filtro.

(3.37)

A seguir, o Algoritmo 4, do filtro proposto TAE-PF.
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Algoritmo 4 Algoritmo do IAE-PF

1: Initialize:

~t At A+ oA+
X07POJR7Q07N
. ts

2: for k=1, 2, .. do

3: L= U(](\],’l) > limiar de descarte
4: csw =0 > soma cumulativa de pesos
5: Etapa de predigao

6: P, = kalp;ctlF;cpﬂ + Q1

7: X, = f(xp_1,u;) + Wy, > estado a priori
8: z, = h(xg) + vy > saida predita
9: ‘Aﬂk =2Zy — Z;, > sequéncia de inovagao
0 Gy =y, T

11: Estimacao adaptativa das matrizes de covariancia e do ganho de Kalman

12: Rk = Cﬂk — I:Ik].s;I:IZ

13: Etapa de correcao

14:  K,=P H/(HP H +R;)"!

15: X, =X, + K I > estimacao transitoria
16: P = (I — K]fHk,)P,;

1. Q= K,.C, KT

18: Etapa de refinamento

19: x5 ~N(%, Q) > amostragem
20: z; ~ N(xz,Re) > Estimacao de saida para as amostras
21: Gy NN(Z—]:;Z]C;].:A{]C)
22: gt = > & - > normalizacao do vetor de pesos
23: Descartgé lk%eamostragem
24: fori=1,2,..., Ndo

25: if gi < L then

26: g =0
27: end if

28: end for
29: u=1L-N > valor aleatério entre 0 e 1
30: for j=1,2,...,N do
31: csw = csw + g’
32: if csw > u then
33: X;(z) = X;;(] ) > X ¢ o conjunto final de particulas mais provéveis
34: Break
35: end if
36: end for
37: Estimacao final de estado
PO AP A - . ) . -

38: X, = St > a média do conjunto das particulas mais provaveis
39: end for

O Algoritmo 4 é inicializado de maneira semelhante ao Algoritmo 3, mas o nimero

de particulas, N, precisa ser definido. As linhas 6-17 sdo calculadas de maneira idéntica ao

algoritmo de TAE-MLE, a excegao das linhas 7 e 8, onde sdo usadas as expressdes nao

lineares de sistema e medigao. Essa primeira etapa gera uma saida X, (linha 15), que serd
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utilizada na etapa de refinamento (linhas 19-36). A etapa de refinamento toma a estimagao
X, como média e gera um conjunto de particulas a priori, x;, , utilizando também como
parametro a ultima estimacao da matriz de covariancia de ruido de processo, Qk (linha 17).
A partir das linhas 20 e 21 é formado um conjunto de medig¢oes e pesos gerados em funcao
da matriz de covariancia de ruido de medigao, R, conforme descrito na Equagao (2.141).
Os pesos obtidos sao normalizados logo em seguida, na linha 22. Foi utilizado um limiar
de descarte, L, (linha 3) a fim de desprezar as particulas com probabilidade mais baixa
(linhas 24 a 28), sem no entanto empobrecer o conjunto (foi verificada computacionalmente
a taxa de empobrecimento). As linhas de 29 a 36 apresentam o funcionamento descrito
no Algoritmo 2, de um filtro de particulas com reamostragem, onde a variavel csw é a
soma acumulada dos pesos, necessaria para obtencao de um novo conjunto formado com
as particulas mais provaveis, X;r(i). A estimacdo final do IAE-PF, %X, é representada na

linha 38, como a média do conjunto das particulas mais provaveis.

3.5 Consideracoes Finais

O Capitulo 3 apresentou a teoria da MLE como base para o método TAE, o qual é
utilizado no IAE-PF. A base da teoria de filtro de particulas apresentada no Capitulo 2 é
aplicada em conjunto com o IAE, e o detalhamento da operacao do filtro é comentado
para fins de esclarecimento e colaboragoes futuras. Por fim, o algoritmo do filtro proposto
¢ exibido e comentado com detalhes. O Capitulo 4 mostrara problemas simulados e os
resultados obtidos com a aplicagdo do IAE-PF, PF e EKF como forma de demonstrar o

desempenho do primeiro e usar como base comparativa os dois tltimos.
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4 Simulacoes e Resultados

Esse Capitulo apresenta uma introdugao sobre rastreamento, seguida dos critérios
de avaliacao adotados e exemplos de operacao do filtro. Os exemplos da proposta IAE-PF
foram feitos através de simulagoes realizadas em ambiente MATLAB™ e Simulink™. Os
filtros EKF e PF foram utilizados como comparativos a fim de apresentar uma perspectiva

mais completa de desempenho e vantagens do TAE-PF.

4.1 Introducao

O rastreamento de alvo é um elemento de um sistema mais amplo que realiza
monitoramento, orientacio, desvio de obstaculos, ou fungoes similares. A estrutura de tal

sistema ¢ usualmente apresentada na forma da Figura 15:

alvo

sensores |, Proc. del jproc. de| | decisdo de
sinal dados controle

Figura 15 — Estrutura tipica de um sistema de monitoramento.

Os sensores fornecem sinais que sao canalizados para o subsistema de processamento
de sinal, o qual gera medi¢Oes em sua saida. O rastreamento é parte do subsistema de
processamento de dados, cuja funcao é processar medigoes a fim de formar e manter
rastreamentos. Um rastreamento é uma sequéncia de estimacoes de estado do alvo até o

instante atual do sistema.

O estado do alvo consiste tipicamente de componentes cineméticos (posigao,
velocidade, aceleracao, etc.) e atributos (relagdo sinal-ruido do alvo, caracteristicas
espectrais, classe do alvo, etc.). As medigoes sao observagoes corrompidas por ruido,
relacionadas ao estado do alvo. Elas sao tipicamente um resultado de um algoritmo de
estimagao/detec¢ao no subsistema de processamento de sinal. A deteccao é geralmente

realizada com a limitagao dos dados (a fim de reduzir os custos computacionais) e é
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caracterizada pela probabilidade de detec¢ao e a probabilidade de alarme falso. As medigoes
cinematicas incluem tipicamente a distancia direta, azimute e elevacao. Medigoes de
atributos sao, por exemplo, a poténcia do sinal recebido, uma imagem em baixa resolucao
do alvo, a frequéncia irradiada, a confiabilidade declarada, etc. As medi¢oes sdo coletadas
por um ou multiplos sensores. Deteccoes falsas e cenarios com multiplos alvos criam um
nivel adicional de complexidade nesse processo, devido a incerteza na medic¢ao. Alguns
elementos comuns em sistemas de rastreamento incluem os blocos a seguir (Farina &
Studer, 1985; Bar-Shalom & Fortmann, 1988; Blackman & Popoli, 1999):

o Filtros de rastreamento. O papel de um filtro de rastreamento é realizar a
estimagao recursiva do estado do alvo, dados: (1) a equagao de estado do alvo; (2) a
equacao de medicao; (3) medigoes originadas do alvo, zg. Os filtros de rastreamento
mais comuns sao os de coeficiente fixo (alfa-beta), o filtro de Kalman, o filtro de

Kalman estendido e o filtro de particulas.

« Loégica de Manobra. Uma manobra pode ser descrita como uma mudanca stubita
na equacgao de movimentacgao dindmica. Os segmentos nao manobraveis da trajetéria
de um alvo sdo modelados por uma velocidade (aproximadamente) constante (Bar-
Shalom et al., 2008). Para os segmentos manobraveis, hd mais possibilidades de
modelagem, tais como modelo de giro coordenado (Vargas et al., 2015), modelo de

aceleragao constante, e modelo de arrancada constante (Freitas, 2017).

« Portoes e associacao de dados. Esses dois componentes de um sistema de
rastreamento servem para identificar a origem das medigdes, sendo um portao uma
regiao de validagao com tamanho variavel. Eles realizam uma associagao de um
conjunto discreto de medigoes coletadas no instante k£ com o conjunto de trajetorias
existentes. Uma medida tipica de similaridade utilizada para associacao de dados
é a distdncia no dominio cinemético e/ou de atributos. Algoritmos comuns para
associagao de dados sao o filtro de probabilidade conjunta de associagao de dados
(JPDA - joint probabilistic data association), rastreador multi-hipéteses (MHT -
multi-hypothesis tracker), algoritmos de atribuigdo S-dimensionais (Blackman &

Popoli, 1999), entre outros.

o Gerenciamento da vida do rastreamento. O status do rastreamento é comumente
definido em termos de trés estagios de vida: tentativa de rastreio, rastreio confirmado
e rastreio deletado. Uma tentativa de rastreio ¢ tipicamente iniciada com uma
medicao que nao tenha sido associada a nenhuma das trajetérias ja existentes. A
confirmacao do rastreio é baseada no nimero de atualizagoes realizadas em uma
tentativa de rastreio ao longo de um periodo de tempo ou npumero de escaneamentos.
O rastreio deletado, por sua vez, é baseado no intervalo de tempo ou ntimero de

escaneamentos sem atualizagao no rastreamento.
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Como forma de avaliar o desempenho de um filtro aplicado a problemas de
rastreamento, é importante que se aplique crtiérios de avaliacao. Esses critérios devem ser
amplamente utilizados para problemas similares proporcionando um comparativo facilitado
com outros filtros e/ou outras publicagoes. Neste trabalho, duas métricas foram aplicadas

com esses objetivos, as quais sdo apresentadas na Se¢ao a seguir.

4.2  Critérios de Avaliacao de Desempenho

Os indices de desempenho utilizados para medir e comparar os filtros sao o RMSE
(root mean-square error) e a diferenca percentual, DifPer. A primeira métrica indica
quao distante, em média, do valor verdadeiro do alvo a estimativa estd ao longo do tempo

de estimacdo. E calculada por

1N
onde N é o nimero de iteragoes. O segundo indice de desempenho, o Dif Per, é dado por

IRMSEpr — RMSEgkr|

DifPer = 100, (4.2)

e mede quao maior ou menor é o valor de RMSE de um filtro em relacao a outro. Neste
caso, PF e IAE-PF sao comparados com o EKF, que é o filtro mais comumente utilizado

para sistemas nao lineares.

A seguir, sdo apresentados alguns problemas de rastreamento simulados a fim de
exemplificar a operagao e o desempenho do TAE-PF, bem como compara-lo em relagao a

outros filtros.

4.3 Resultados de Simulacao

Nesta secao, os problemas simulados sao apresentados a fim de mensurar numericamente
a eficiéncia da proposta e realizar um comparativo entre o IAE-PF e os filtros EKF e PF
em cenarios sem incerteza e com grande incerteza sobre as matrizes de covariancia de

ruido de processo e medigao.

431 Problema Simulado 1

O problema apresentado na Secao 2.6, e ilustrado de forma elementar na Figura
16, é um problema de rastreamento de alvo mével. Sao aplicacoes relevante para fins de
compreensao e comparagao, como mostrado por Kurz (2013). As equagoes e pardmetros
sao os mesmos apresentados na citada secao, entretanto, aqui o filtro IAE-PF foi aplicado,

além de EKF e PF, para estimar a trajetoria. Foram considerados dois cenérios distintos:
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o primeiro, sem incertezas quanto as matrizes de covariancia de ruido de processo e de
medicao, ou seja, os filtros aplicam Q e R em seus processamentos, e o segundo caso, onde

a incerteza é mil vezes maior, isto é, 103Q e 10°R.

O problema em questao gera uma trajetéria a partir da fungao de propagacao do
estado, sendo a posicao inicial do alvo mével dada por xy = 0, 1. Entretanto, foi feita a
variagao da semente do ruido de processo a fim de realizar uma simulacao de Monte Carlo,

na qual a operacao de rastreamento foi feita vinte vezes, para obtencao da média dos
valores de RMSE e DifPer.

- -
@ ” /” _‘\\.
~ - - -~
'h_- 'I L — L ]

- — -

Figura 16 — Representacao da trajetéria de um alvo mével em deslocamento (Fonte:
CanStockPhoto.com).

Recapitulando as equagoes de estado e de medicao do problema:

1 25711
1
2 = %xi + Uk, (4.4)

Os resultados sao apresentados nas Figuras 17 e 18, e na Tabela 1 a seguir.

A Figura 17 representa o comparativo feito entre as estimagoes do estado verdadeiro
feitas pelos filtros EKF, PF e IAE-PF para o caso sem incertezas nas matrizes de covariancia
de ruido de processo e de medicéo, Q e R, respectivamente. E possivel notar que o PF

acompanha mais proximamente o alvo que os demais filtros.
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Figura 17 — Comparacao entre as estimacgoes do estado verdadeiro feitas pelos filtros
EKF, PF e IAE-PF, para Q e R. Sdo apresentados: estado verdadeiro
(preto), estimagao EKF (azul), estimagdo PF (vermelho), estimacao IAE-
PF (magenta).

A Figura 18 apresenta o comparativo anterior, entre as estimagoes do estado
verdadeiro feitas pelos filtros EKF, PF e IAE-PF, mas para o caso com incertezas nas
matrizes de covariancia de ruido de processo e de medicio, de 103Q e 103R, respectivamente.
E possivel observar que dessa vez o IAE-PF é quem segue a trajetéria do alvo mais

proximamente do estado verdadeiro.
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Figura 18 — Comparacao entre as estimacoes do estado verdadeiro feitas pelos filtros
EKF, PF e IAE-PF, para 10°Q e 10°R.. Sao apresentados: estado verdadeiro
(preto), estimacao EKF (azul), estimacao PF (vermelho), estimacao IAE-PF
(magenta).

A Tabela 1 traz os dados comparativos segundo as métricas adotadas. Pode ser
observado que o desempenho do IAE-PF para o caso sem incertezas é 20,30% pior que o
EKF, mas para o caso de grande incerteza, possui desempenho 78,97% superior ao EKF

nas mesmas condigoes.

Tabela 1 — Indices de desempenho (RMSE e DifPer) para avaliagdo da estimagao.
Comparacao dos filtros EKF, PF e IAE-PF para diferentes incertezas sobre as
matrizes de covariancia.

ReQ 10°R e 10°Q
Filtro RMSE | DifPer | RMSE | DifPer
EKF 8,48 - 40,56 -
PF 2,58 69,56% 22,74 43,95%
IAE-PF 10,21 20,30% 8,53 78,97%

O resultado do problema 1, verificado nas Figuras 17 e 18 e na Tabela 1, esta de
acordo com o esperado. Para os casos em que nao ha incerteza nas matrizes de covariancia de

ruido de processo e medicao, os filtros classicos possuem desempenho superior, entretanto,
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quando a incerteza aumenta, o IAE-PF obtém grande vantagem sobre os outros filtros

utilizados.

A seguir, o problema de rastreamento é apresentado em maior detalhes e com um

grau de complexidade maior.

4.3.2 Problema Simulado 2

O rastreamento pode ser definido, segundo Patel & Thakore (2013), como uma
acao pela qual a trajetéria de um alvo mével pode ser estimada. O rastreamento, em
geral, é feito por meio de filtros e sensores, cujos dados sdo processados por algoritmos.
O rastreamento de um alvo em movimento é a estimativa, baseada em medigoes, da
distancia e angulo relativos a posicao de um estimador, conforme explicado por Gustaffson
et al. (2002) e mostrado na Figura 19. A finalidade dos filtros, segundo Kim (2020), ¢ a

estimativa de estados a partir de medigoes ruidosas, parciais ou totais.

alvo
/s
s
/7
/7
7
- o) - /
(distancia ao
/
alvo) /,
g g
/
g
n o /s
(angulo em relacao,
. /
ao eixo x) s
/s
O«
ri

Figura 19 — Problema de rastreamento da posicao alvo.

O modelo, ilustrado na Figura 20, consiste em duas partes principais. O primeiro
¢ o modelo de aceleragao do sistema, representado pelo bloco "aceleracao do sistema', a
partir do qual as velocidades nos eixos x e y, representadas por v e v{, respectivamente,
sao obtidas, bem como as posi¢oes do alvo em ambos os eixos, com a adi¢ao de ruidos.
A segunda parte do modelo é representada pelo bloco de filtragem e pelos elementos de

medicao. No filtro, os dados de entrada sdo processados e os os calculos sao realizados de
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acordo com o algoritmo para obter as estimativas desejadas. Para fins de comparagao, sao

considerados EKF, PF e o IAE-PF proposto com um tempo de simulagao de 60 s.

ruido

Filtro To Workspace

z 4 —1

polar

retengao de
ordem zero

aceleragao X * lﬂﬂﬁj )
do sistema v k conversdo
[ cartesiana-
; ! 1 |

ruido

=h

Medigdo

Figura 20 — Modelo simulado para rastreamento de um alvo com IAE-PF, com ruidos de
processo e medigao. Feito em ambiente Simulink™e MATLAB™.

A cada instante de tempo, o alvo rastreado possui uma determinada distancia e
angulo em relacao ao observador, como a antena de radar que rastreia o alvo em movimento.
A distancia direta entre o observador e o alvo, 7, é obtida a partir de suas componentes nos
eixos z e y, representadas por 17 e 1y, respectivamente (neste exemplo nenhuma variagao
de altitude é considerada). O adngulo é gerado de forma semelhante, também por r{ e ry,

conforme pode ser visto na Equacao (4.16).

O problema de rastreamento envolve estimar as componentes 77 e rp do alvo mével

e também as componentes v{ e v de sua velocidade. Esses quatro estados devem ser

2. 2]
)

estimados usando apenas medigoes ruidosas de distancia e angulagao, [ry; k] + [0}, ; 07,

conforme a equagao de medicao (2.2), apresentada no Capitulo 2.

4.3.2.1 Modelo cinemético

Modelos de estado cinematicos sao definidos ao designar-se uma derivagdo matematica
da posicao igual a zero. A movimentagao do sistema é caracterizada por um polinémio
no tempo, por isso sao chamados de modelos polinomiais, e os correspondentes filtros de

estimacao de estado sdo as vezes chamados de filtros polinomiais (Bar-Shalom et al., 2008).

Tendo em vista que nao é realista a consideracdo de que nao ha perturbagoes no
modelo cinematico, é possivel modelar essas entradas aleatorias como um ruido de processo

branco continuo (Bar-Shalom et al., 2008).

Em geral, a movimentacao ao longo de cada coordenada é assumida desacoplada
das outras coordenadas. Os ruidos relacionados as distintas coordenadas sao assumidos

mutuamente independentes com possibilidade de variancias distintas.
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Uma vez que as medigoes do estado sao feitas em tempo discreto, sdo necessarias
as correspondentes equacoes de estado em tempo discreto. Essa secao lidara com modelos

cinematicos em duas coordenadas genéricas.

Um objeto com velocidade constante que se mova em uma coordenada genérica & é

descrito pela equagao (Bar-Shalom et al., 2008)

£(t) =0, (4.5)
uma vez que a posicao £(t) avanca na auséncia de ruido.

Na pratica, a velocidade sofre ligeiras variagoes. Isso pode ser modelado por um

ruido branco continuo de média zero, , como

E(t) = (), (4.6)

onde
E[p(t)] =0 (4.7)
Elp(t)o(r)] = qt)é(t — ) (4.8)

e ¢ ¢ a intensidade do ruido de processo em tempo continuo, o qual é sua densidade

espectral de poténcia.

O vetor de estado correspondente para duas coordenadas, o qual é bidimensional

para cada coordenada, é dado por (Bar-Shalom et al., 2008)

& Posi¢ao no eixo x
. velocidade no eixo x
x— |5 = [eloctdade no . (4.9)
&2 posic¢do no eixo y
fg velocidade no eixo y

Esse modelo é chamado de aceleragao por ruido branco continuo (CWNA - continuous

white noise acceleration), ou modelo cinemético de segunda ordem (dupla integracao).

A equagao de estado em tempo continuo é dada por (Bar-Shalom et al., 2008)

x = Ax(t) + Do(t), (4.10)
onde
01 00
00 00
A= (4.11)
0010
0000
e

0
1

D= . 4.12
. (4.12)
1
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A forma discretizada da equacao de estado com periodo de amostragem T é dada
por (Bar-Shalom et al., 2008)

X = FXk_l + Wi (413)
onde a matriz F é
1 7 0 0
01 0 0
F =2 = (4.14)
0 0 1 7T
0 0 0 1

Para o problema proposto, é feita a suposicdo que o alvo se mova com uma
velocidade quase constante (Bar-Shalom et al., 2008). Assim, a equagao de estado, em um
curto periodo de tempo pode ser considerada conforme visto anteriormente (Bar-Shalom
et al., 2008; Ristic et al., 2002):

el [1oar o o] [
vl o 0 0|

pH Thit 0 1 At| |r] e (4.15)
V4 0 0 11| |v

onde F}, é a matriz necessaria para a propagacao de estado. A Equagao (4.15) mostra que
em um pequeno periodo de tempo, At, a posigao varia através da velocidade de At - (em

ambas as direc¢oes, x e y) e a velocidade permanece constante (em ambas as diregoes, x e
y)-

A equacgao de atualizacdo de medicao é um pouco mais complexa. Os valores de

distancia e angulagao verdadeiros, 7 e 0, respectivamente, estao relacionadas as posigoes,

r¢ e ry (Liu et al., 2022):
H _ [ (2 + <rz>2] | o

O, arctan2(ry, r¥)
onde arctan2 (-) é definida em Siciliano (2009).

Ao realizar a derivagao da Equacao (4.16), o Jacobiano para a medigao é obtido

como

H, — [ cos () 0  sen(dy) O] | (417)

—sen(0) /0 cos(0)/fe O

de onde se obtém as estimacoes, 7¢ e ¢, das posi¢des. Embora o PF e o IAE-PF utilizem

a propria fungdo nao linear de medi¢ao em seus algoritmos.

Para gerar o sinal de aceleracao do sistema, foi considerada uma funcao de valor
constante sujeita a perturbagoes aleatérias. A Equagao (4.18) expressa a funcao de

aceleracao adotada neste trabalho:

a(t) = / u(t) + n(t) — a(t) dt, (4.18)



Capitulo 4. Simulagées e Resultados

81

conforme mostra a Figura 21, onde a(t) é a aceleragao do sistema, u(t) é uma funcao

degrau e n(t) é um ruido branco com média 0 e varidncia 1.

gerador de
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ruido

Ga |
y
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Figura 21 — Sistema de aceleragdo do alvo mével com as decorrentes velocidades e posigoes

Nnos eixos X e y.

No exemplo implementado, adaptado de Goddard (2011), o objeto viaja de noroeste

para leste a uma velocidade de 100 m/s. As condigdes do problema sdo dadas na Tabela 2.

Tabela 2 — Condigdes iniciais do sistema e poténcia dos ruidos.

Variavel

Valor

Poténcia do ruido para 7§
Poténcia do ruido para r},

-1000 m
1000 m
100 m/s
0 m/s
10

0,1

4.3.2.2 Trajetéria verdadeira e estimacdes

Nesse problema, a trajetoria do alvo mével ocorre em um espaco bidimensional. As

variaveis medidas sao a distancia ao alvo e a angulagao em relagao ao observador, rj e 6y,

respectivamente, ambas afetadas por ruido, conforme descrito na Equagao (4.19). Para o

problema de rastreamento sob consideracao, os dados medidos sao a distancia e angulacgao

verdadeiras, 71 e ) (em metros e radianos, respectivamente), do objeto, corrompidos por

ruido Gaussiano de média zero, e amostrados em intervalos de 0,1 s. O ruido de medicao

de distancia tem uma variancia de 100, enquanto o ruido de medi¢ao de angulo tem uma

variancia de 0,005.

R — a2 0 _ 100
0 o} 0

0
. (4.19)
0,005



Capitulo 4. Simulagées e Resultados 82

O ruido de processo é representado pela matriz diagonal a seguir,

0,00033 0 0 0
0 0,001 0 0
= ’ i 4.20
Q 0 0 0,00033 0 ( )
0 0 0 0,001

Os valores utilizados no problema de rastreamento tém como base trabalhos similares

(Kramer & Stubberud, 2005; Sadeghi & Moshiri, 2007).

O algoritmo TAE-PF proposto é avaliado em relagao ao rastreamento de um alvo
movel. Para tanto, as estimativas geradas pelos filtros EKF, PF e IAE-PF sao comparadas
em funcdo das métricas apresentadas na Secdo 4.2, considerando os cenarios sem incerteza

e com incerteza sobre os parametros de ruido de processo e medi¢ao apresentados.

Nas Figuras 22 a 25, juntamente com as Tabelas 3 a 6, ¢ apresentado um comparativo
do desempenho de EKF, PF e TAE-PF com o valor verdadeiro do alvo para as quatro
variaveis de estado: posi¢ao no eixo x (rf), velocidade no eixo x (v§), posi¢ao no eixo y

(r}) e velocidade no eixo y (vy).

Na Figura 22 sao comparadas a posi¢do do alvo no eixo x (r{) e as estimativas dos
filtros. As incertezas das matrizes de covariancia de ruido de medicao e de processo sdo,
respectivamente, 10°R e 10°Q, enquanto os valores das matrizes do sistema permanecem
R e Q. A figura mostra que os trés filtros convergem, mas a Tabela 3 detalha que o
IAE-PF possui menor RMSE, 31,05, sendo 75,48% menor se comparado com o EKF.
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Figura 22 — Posicao do alvo no eixo x (r{) para 10°R e 10°Q. Target (preto), estimativa
EKF (magenta), estimativa PF (azul) e estimativa IAE-PF (vermelho).

Tabela 3 — Indices de desempenho para estimacdes da posi¢do no eixo x (rf). Comparagao
dos filtros EKF, PF e IAE-PF em termos de RMSE e DifPer para diferentes
incertezas sobre as matrizes de covariancia.

ReQ 10°R e 10°Q
Filtro RMSE | DifPer | RMSE | DifPer
EKF 36,58 - 126,65 -
PF 395,93 2.87% 128,57 1,52%
IAE-PF 56,67 54,90% 31,05 75,48%

Na Figura 23, a seguir, é feito um comparativo entre a velocidade do alvo no eixo
x (vf) e as estimativas dos filtros. As incertezas adotadas nas matrizes de covariancia de
ruido de medicéo e de processo sdo, respectivamente, 10°R e 103Q. E possivel observar a
partir da figura que ao fim do tempo de estimacao, o EKF e o PF atingem o valor do alvo,
nao obstante, pela Tabela 4, o valor RMSE do TAE-PF, 12,70, foi o menor dentre os trés
filtros, isto €, as estimativas foram mais proximas do valor verdadeiro na maior parte do

tempo.
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Figura 23 — Velocidade do alvo no eixo x (v§) para 103R e 103Q. Target (preto), estimativa
EKF (magenta), estimativa PF (azul) e estimativa TAE-PF (vermelho).

Tabela 4 — Indices de desempenho para estimacoes da velocidade no eixo x (vf).
Comparagao dos filtros EKF, PF e IAE-PF em termos de RMSE e DifPer para
diferentes incertezas sobre as matrizes de covariancia.

ReQ 10°R e 10°Q
Filtro RMSE | DifPer | RMSE | DifPer
EKF 9,85 - 16,23 -
PF 9,73 1,22% 20,02 23,35%
IAE-PF 15,62 58,60% 12,70 21,75%

Na Figura 24 é apresentada a comparacao da posi¢ao do alvo no eixo y (r7) com
as estimativas dos filtros. As incertezas adotadas nas matrizes de covariancia de ruido
de medicao e de processo sao, respectivamente, 103R. e 103Q. A figura mostra o IAE-PF
estimando o valor do alvo com variagdo menor que ambos os outros filtros. A Tabela
5 informa que o RMSE do IAE-PF, em relacao ao EKF, é 77,67% menor. Devem ser
comparados ainda os casos sem e com incertezas, onde o EKF e o PF aumentaram seus
valores de RMSE para mais do dobro, de 45,17 para 181,40 (EKF), e de 42,75 para 103,81
(PF), enquanto o TAE-PF reduziu o seu RMSE para menos da metade, de 106,03 para
40,50.
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Figura 24 — Posicao do alvo no eixo y (r{) para 10°R e 10°Q. Target (preto), estimativa
EKF (magenta), estimativa PF (azul) e estimativa IAE-PF (vermelho).

Tabela 5 — Indices de desempenho para estimacdes da posicio no eixo y (ry). Comparagio
dos filtros EKF, PF e TAE-PF em termos de RMSE e DifPer para diferentes
incertezas sobre as matrizes de covariancia.

ReQ 10°R e 103Q
Filtro RMSE | DifPer | RMSE | DifPer
EKF 45,17 - 181,40 -
PF 42,75 5,36% 103,81 42,77%
IAE-PF 106,03 134,74% 40,50 77,67%

A seguir, a partir da Figura 25, é feito um comparativo da velocidade do alvo no
eixo y (v{) com as estimativas dos filtros. As incertezas nas matrizes de covariancia de
ruido de medicao e de processo sdo, respectivamente, 10°R e 103Q. A figura mostra que o
IAE-PF é o filtro que mais se aproxima do valor do alvo, embora nenhum convirja. Esse
desempenho do IAE-PF é ratificado pela Tabela 6, a qual mostra que para as incertezas

adotadas, o filtro proposto neste trabalho tem taxa de erro 48,17% menor que a do EKF.
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Figura 25 — Velocidade do alvo no eixo y (v{) para 10°R e 103Q. Target (preto), estimativa

EKF (magenta), estimativa PF (azul) e estimativa IAE-PF (vermelho).

Tabela 6 — Indices de desempenho para estimacoes da velocidade no eixo y (v}).

Comparagao dos filtros EKF, PF e IAE-PF em termos de RMSE e DifPer para
diferentes incertezas sobre as matrizes de covariancia.

ReQ 10°R e 10°Q
Filtro RMSE | DifPer | RMSE | DifPer
EKF 9,29 - 15,61 -
PF 9,08 2,26% 9,97 36,13%
[AE-PF 12,35 32,94% 8,09 48,17%

4.4 Consideracoes Finais

Neste Capitulo, foram apresentados exemplos de operacao do IAE-PF. No primeiro

caso, foram utilizadas equagoes nao lineares para os modelos de estado e de medi¢ao; no

segundo, a equacao de propagacgao do estado ¢ linearizada, enquanto a equagao de medigao

utilizada é a nao linear e, em ambos os problemas, dois cenarios foram considerados: sem

incertezas, matrizes Q e R, e com grande incerteza, 10°R e 103Q. O funcionamento do filtro

nao é desprezivel para o cenario sem incertezas, mas o IAE-PF apresenta superioridade

significativa para os cenarios de maior incerteza. As simulagoes feitas e os resultados

obtidos levaram as conclusoes e propostas apresentadas no Capitulo 5.
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5 Conclusoes e Trabalhos Futuros

Os objetivos gerais e especificos deste trabalho foram alcangados. A metodologia
proposta de um filtro de particulas baseado em estimacao adaptativa inovativa foi
apresentada em seus detalhes e fundamentos, além de analisada através de exemplos

e comparativos com resultados numéricos.

Um modelo de filtragem para cendrios de grande incerteza sobre as matrizes de
covariancia de ruido foi apresentado na forma de um algoritmo de filtro de particulas
baseado em estimagao adaptativa inovativa (IAE-PF). Os resultados obtidos pelo referido
filtro, observados através de simulagoes, sao promissores dadas as comparagoes realizadas

com outros filtros.

A adaptabilidade da proposta foi inserida no algoritmo através da estimagao
adaptativa inovativa, baseada na teoria de maxima verossimilhanga. Isso permite ao filtro

contornar incertezas paramétricas que possam existir no processo de estimagao.

A adaptacao simultdnea das matrizes de covariancia de ruido pode, em alguns casos,
prejudicar o desempenho de um filtro adaptativo, mas essa dupla adaptacdo através da
técnica proposta neste trabalho mostrou ser benéfica, conforme os resultados apresentados

no Capitulo 4.

O algoritmo TAE-PF foi avaliado em relagao ao seu desempenho computacional.
Foram comparados cenarios sem e com incerteza sobre as estatisticas de ruido, e os
resultados se mostraram animadores para futura implementagao, com a possibilidade de

embarcar o algoritmo em sistemas de estimacao.

Assim, a metodologia de filtragem apresentada nessa dissertagao, que resultou no
desenvolvimento do algoritmo do TAE-PF, é promissora para aplicagoes de estimacao em
tempo real para cendrios de grande incerteza sobre as matrizes de covariancia de ruido de

processo e medigao.

Como trabalhos futuros, sao propostos:

o Implementar em laboratério um sistema de rastreamento em 2D com o [AE-PF a fim
de detectar as principais dificuldades de execucao e comparar os resultados tedricos

e praticos;

o Simular a aplicacao da técnica proposta para um sistema de rastreamento em 3D a
fim de que um modelo completo para qualquer alvo mével seja obtido e para facilitar

comparacoes com outros trabalhos;
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« Utilizar outras técnicas de reamostragem no [AE-PF a fim de comparar o desempenho

em funcao dessas variagoes;

 Aplicar variantes do método IAE, como EIAE (Enhanced IAE), RIAE (Robust IAE)
ou OIAE (Optimal IAE), para avaliar eventuais ganhos de desempenho.
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APENDICE: Derivacdo Matematica do Filtro
de Kalman Estendido

Etapa de Predicao

Para obtencao da predicao do estado Xjy1%, a fungao nao linear do modelo de
propagacao ¢ expandida em série de Taylor em torno da ultima estimagao Xy, com
termos até primeira ou segunda ordem, o que leva ao EKF de primeira ou segunda ordem,
respectivamente. O EKF de segunda ordem é apresentado, a partir do qual o de primeira

ordem é um caso particular.

A expansao em série de Taylor do modelo de estado até os termos de segunda

ordem ¢é
Xp+1 = £k, Kioju] 1€ ) [ X, K]+
5 35 o~ Rup] B ) — S
+ HOT + vy,

onde e; é o0 1-ésimo vetor base cartesiano n,-dimensional, e HOT sao os termos de ordens

superiores,
of
A 71T A
f(x1) = [Vaf(xi)"] |x:ﬁk|k = %
é o jacobiano do vetor f, calculado na ultima estimacgao do estado. Similarmente,

£, (66) £ [TV (00 e 2 5

é a Hessiana do i-ésimo componente de f. Os elementos de HOT podem ser desprezados.
E possivel notar que, dado Zj, tanto o Jacobiano quanto a Hessiana sdo quantidades

deterministicas, somente X e v, sdo variaveis aleatérias.

O estado predito no instante k+1 a partir do instante & é obtido pelo valor esperado

da expansao em série de Taylor condicionada a Zj:
. . 1 & ;
X1k = f[k,Xk\k] + 2 Zei tr[f'lm(k)Pklk]-
i=1

O erro de predigao do estado é obtido pela subtracao da equacao acima, da expansao em

série de Taylor, que leva a

N . 1 &= T g -
Xpr1k = F(Xp) Xk + 5 Z ei{Xakf;x(k)Xk\k
=1

— tr[f, (k) Py} + Vi
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Pela multiplicacao da equacao anterior por sua transposta e através do calculo do valor

esperado condicionado por Zj, a covariancia de predi¢ao de estado é obtida (a matriz

MSE):

Pk+1\k = f(Xk:)PMkf(Xk)T
1 ng ng

11]1

A predicao do estado inclui o termo de correcao de segunda ordem. Para o EKF de primeira
ordem, esse termo é desprezado. A covariancia da predi¢ao contém um termo de quarta

ordem obtido quando o termo de segunda ordem ¢ elevado ao quadrado.

Etapa de Atualizacao

Similarmente, a predicdo de medicao é, para o filtro de segunda ordem,
1 & ;
Z 1)k = Wt (Rpape) + 3 5 > eitrhl, (k+ 1Pl
=1
A covariancia de predi¢ao de medigao ou covaridncia residual (matriz MSE) é
Ski1 = h(Xk+1)Pk+1|kh(Xk+1)T

1 Ng Ng
- Z Z 616 tI‘ k -+ 1)Pk+1|khxx(k -+ )Pk+1|k] -+ Rk+1,

11]1

onde o Jacobiano de h é dado por

oh
A mT A
hx(xk—l-l) - [vxh(xk+1> ] |x:5<k+1|k - ox’
X
e a Hessiana de seu i-ésimo componente é
21,
~ 0°h

hi;x(xkﬂ) = [vaih"(xkﬂ)]

‘X=5<k+1|k = ox2

Dessa forma, sao obtidas as expressoes de linearizacao para o EKF de segunda

ordem, e para o de primeira ordem como caso especial.
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