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RESuMO

Em processos industriais, onde deseja-se a estimacao de parametros e recon-
hecimento de padroes, utiliza-se da tecnologia de filtros digitais para tal fim. O
filtro digital é responsavel pelo processo de predicao e filtragem. Assim, pode-
se fazer uma analise do comportamento do filtro baseada no desempenho, gan-
hos e outras variaveis ligadas ao modelo especificado. Porém, para obtencgao de
variaveis e dados confidveis para estimar-se o processo em questao, necessita-se de
um modelo que represente bem a planta fisica. Para isto, sao aplicadas técnicas
baseadas em Identificacao de Sistemas, onde sao obtidos os modelos ARX, AR-
MAX, Output-Error e Box-Jenkins da cuba eletrolitica. Sao apresentados os
resultados, validagoes dos modelos e andlise dos mesmos, aplicados ao reconheci-

mento de padroes, utilizando-se diferentes estruturas.

Palavras-Chave: Identificagao de Sistemas, Filtros Digitais, Estimacao de
Parametros, Reconhecimento de Padrao, Efeito Anddico, Modelos ARX, AR-
MAX, Saida-Erro e Box-Jenkins.



ABSTRACT

In industrial processes, where parameters estimation and standard recognition
are desired, digital filters technology is used to do estimation. The digital filter is
responsible for prediction and filtering process. Then, the filter behavior can be
analyzed based on performance, gains and others variables linked to the specified
model. However, to obtain trusty variables and data to estimate the process
in question, a model that represents well the physics plant is needed. To do
this, are applied techniques based on Systems’ Identification where we obtain
the ARX, ARMAX, Output-Error and Box-Jenkins models of the electrolytic
pot. Results, validation and their analysis, applied in standard recognition, using

different structures are presented.

Keywords: Systems’ Identification, Digital Filters, Parameters Estimation,
Standard Recognitions, Anodic Effect, ARX, ARMAX, Output-Error and Box-
Jenkins Models.
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CAPIiTULO 1

Introducao

Este trabalho apresenta modelos polinomiais via Identificacao de Sistemas para
processos industriais e técnicas de analise e projeto de filtros digitais, aplicados em
processos em que deseja-se estimar alguma variavel de interesse. O processo do
mundo real sao cubas eletroliticas, utilizadas em plantas industriais de fabricacao

de aluminio, onde é realizada a estimacao para deteccao do efeito anddico.

1.1 Objetivo

Os objetivos deste trabalho sao:

1.1.1 Gerais

e Estudo basico de filtros digitais;
e Modelagem de processos, utilizando técnicas de Identificacao de Sistemas;
e Verificagao do comportamento dos modelos utilizados;

e Estudo e projeto de estimadores de estado via filtros digitais.

1.1.2 Especificos

e Utilizagao de ferramentas de analise e projeto de filtros digitais

11



CAPITULO 1. INTRODUCAO 12

e Estudo e analise do desempenhos do modelo - predi¢ao do efeito anddico em

cubas eletroliticas;

e Desenvolvimento de modelos mais exatos para filtragem e estimagao

1.2 Motivacao

Os filtros digitais nos ultimos anos tém se mostrado como solugoes razodveis
para varios problemas na engenharia em geral. Outros ramos da ciéncia também
tém obtido certo éxito com o auxilio do uso de filtros digitais nas mais diversas
aplicagoes. Por esta razao, vérios estudos sao feitos para auxiliar e otimizar o
uso de tais dispositivos. Faz-se entao, neste trabalho, uma analise da utilizacao
de filtros digitais, aplicados a um processo industrial de fabricagao de aluminio.
A utilizagdo de um filtro ou estrutura de predicao para efeito anddico, se torna
necessaria para posterior tomada de decisao no processo.

A técnica usada para melhorar o desempenho da estimacao de parametros
é a da modelagem polinomial utilizando técnicas baseadas em Identificacao de
Sistemas, bastante utilizada para modelagens de processos em que nao se tem
conhecimento do modelo da planta, apenas dados de entrada e saida que sao cole-
tados para andlise experimental. Apds esta andlise, é feita a selecdo da estrutura
a ser utilizada e, finalmente, estimacao e validacao do modelo selecionado. Assim,
pode-se obter um melhor modelo para a cuba eletrolitica e como resultado, uma
estimacao que responda melhor as variaveis fisicas e apresenta menores erros de
estimacao.

Portanto, obtém-se um melhor modelo do processo e conseqiientemente uma
estimacao de variaveis confidvel. Com informacoes confidveis provenientes do
estimador de estados, pode-se tomar decisoes mais efetivas em relacao ao processo

que se deseja controlar.

1.3 Justificativa

A necessidade de fazer-se um estudo completo num processo industrial, desde
a modelagem do processo até a estimacao de estados, justifica-se pelo fato de

que a industria moderna, moldada nos atuais padroes de mercado, busca novas
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tecnologias de hardware e software que promovam reducgao de custos e aumento
da produgao e confiabilidade.

Tendo em vista a facilidade computacional atual, os filtros digitais se mostram
como solucoes pertinentes a falta de sensores disponiveis para o processo em
questao. Para isso, os modelos da cuba eletrolitica tém que ser os mais exatos e
proximos do mundo real, para que se tenha uma estimacgao confiavel das variaveis

de processo.

1.4 Estado da Arte

Nos tltimos anos tém sido desenvolvidas técnicas de reconhecimento de padroes
em cubas eletroliticas com o intuito de aprimorar analise e tomadas de decisoes.
Para isto, sao desenvolvidos e implementados algoritmos capazes de detectar
situagoes indesejadas no processo de fabricagao de aluminio. Além de atuar como
importante ferramenta no processo de fabricacao de aluminio, estas técnicas sao
usadas em situagoes em que deseja-se obter modelos matematicos de um determi-
nado processo.

Para levantamento de modelos ARX de uma planta de extracao de material
botanico, conhecido como 6leo essencial, (Rahiman et al., 2007) utilizam os dados
da destilacao auto-repositora através de sensores RTD. A ferramenta de Identi-
ficacdo de sistemas ¢ utilizada nos mais diversos ramos da ciéncia, como (Rahim
and Ibrahim, 2008) que utilizam modelos ARX para monitoramento da condigao
de pacientes com dengue, baseado nas informacoes de hemoglobina. Modelos para
a decomposicao do 6xido de nitrogénio através de técnicas off-line sao mostrados
por (Peng et al., 2003).

Ferramentas como filtro digitais continuam sendo aplicadas nas mais diversas
areas da engenharia. Em seu trabalho, (Xue et al., 2007) utilizam a combinacao
de um banco de filtros de Kalman e um filtro de Kalman robusto para detecgao
e isolagao de falhas em sistemas sensor-atuador em turbinas a gas de aeronaves.
Ja autores como (Shen et al., 2007), comparam trés filtros de Kalman distin-
tos (Padrao, Estendido e Modificado) em termos de precisao e laténcia para um

sistema passivo de rastreamento indoor.
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1.5 Organizacao da Dissertacao

Este trabalho estd organizado em seis capitulos. O contetido abrange os tépicos:
Filtros Digitais, Medigao Indireta, Reconhecimento de Padroes, Identificagao de
Sistemas e Conclusoes.

No Capitulo 2 mostra-se o conceito de Filtragem Digital e filtros utilizados
para estimagao de parametros, além de abordar-se o conceito de filtros recursivos
e nao-recursivos e as técnicas de projeto. Apresentam-se as técnicas utilizadas
para analise no tempo e na freqiiéncia, além de todas as consideracoes pertinentes
as condigoes e andalises de projeto.

No capitulo 3 apresentam-se os filtros estocasticos, inicialmente separados em
estimadores recursivos e estimadores nao-recursivos. O preditor de Kalman é
abordado nas formas escalar e vetorial, além, da formulagao do problema vetorial.
Sao introduzidos os conceitos e técnicas de Identificacao de Sistemas, assim como
os polindmios mais utilizados para modelagem de sistemas dinamicos.

No Capitulo 4 é feita a completa caracterizacao do efeito anddico e apresenta-se
o problema do mesmo no processo de fabricacao de aluminio. E realizada também
a formulagao e conseqiientemente esta é inserida no contexto da predicao para
fins de controle. Onde é estimam-se os parametros com o intuito de identificar-se
possiveis efeitos anddicos no processo.

No Capitulo 5 ¢ feita e apresentada toda a modelagem polinomial da cuba,
para o modo normal de operagao. Sao levantados os modelos ARX, ARMAX, Box-
Jenkins e Saida-erro. Assim, todos os modelos sao analisados e sao mostrados os
parametros de desempenhos dos mesmos.

No capitulo 6 mostram-se as conclusoes sobre modelagem polinomial, predicao
de efeito anddico, assim como a andlise dos modelos. Apresentam-se também

propostas para trabalhos futuros.



CAPITULO 2

Filtros Digitais

Neste capitulo apresentam-se os filtros digitais mais utilizados para as mais di-
versas aplicacoes, seja na industria ou no dia-a-dia das pessoas. Os conceitos
basicos de filtragem digital e a conseqiiente classificagao de filtros sao mostra-
dos, nas Secoes 2.1 e 2.2 respectivamente. Mostram-se as condigoes e analise da
implementagao de sistemas lineares discretos em geral, baseadas na estabilidade,
causalidade e resposta em freqiiéncia. Apresentam-se também as técnicas e pro-
cedimentos de projeto, para filtros recursivos e nao-recursivos, mostrando-se os
pros e contras de cada técnica. Por fim é feita uma breve discussao sobre precisao

de filtros digitais, considerando-se ainda as técnicas de projeto.

2.1 Introducao a Filtragem Digital

Com a evolucao e facilidade que os computadores atuais nos proporcionam, cada
vez mais sao usados processadores de sinais digitais. Assim, lida-se apenas com
informagoes amostradas em tempos pré-definidos, ou seja, com sinais discretos.
O termo digital aqui, implica que tanto tempo como amplitude sao quantizados.
Um sistema digital é entretanto aquele que ¢é representado por uma seqiiéncia de
nimeros no qual tem-se um conjunto finito de valores (Bozic, 1984).

Os filtros digitais consistem em tomar amostras de tempo discreto eqiiidis-
tantes de uma funcao de tempo continuo, ou ainda, valores de um processo de
tempo discreto e assim fazer operacoes diversas como: atraso de tempo discreto,

multiplicagdo por uma constante e soma. Tais filtros podem ser descritos pelas

15
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equacoes a diferenca, as quais sao transformadas para o dominio z, usando a

Transformada-Z. A filtragem é dada por uma funcao de transferéncia,

_Y() o Ygan"
LORS FRk SR (2.1)

Da Equagao (2.1) tem-se,

Y(2) =) anz"X(2) = Y bmz Y (2) (2.2)

Assim, a seqiiéncia de saida y(k) obtém-se aplicando a Transformada-Z inversa

na Equacao (2.2) obtém-se,

y(k) = Z anx(k —n) — Z by(k —m) (2.3)

que é a equacao a diferenca que perfaz H(z) diretamente e que representa o

seu algoritmo computacional (Bozic, 1984).

2.2 Classificacao dos Filtros Digitais

De acordo com o propdsito de realizacao e aplicacao, os filtros digitais podem ser

classificados como nao-recursivos e recursivos.

e Filtros Nao-Recursivos - A saida é uma soma das amostras do sinal de
entrada com atrasos, multiplicados por constantes (ou pesos). Ou seja, os
filtros nao-recursivos possuem apenas os coeficientes a,,, com os coeficientes
b, nulos mostrados na Figura (2.2), resumindo-se & estrutura mostrada na
Figura (2.1). Estes filtros podem ser definidos como filtros transversais ou
de resposta finita ao impulso, por terem todos os seus coeficientes b, = 0,

como mencionado anteriormente (Cherniakov, 2003);

e Filtros Recursivos - Nesta estrutura a saida depende tanto do sinal de
entrada como das amostras de sinal de saidas passadas. A Figura (2.2) re-
trata muito bem esta condigao. Filtros recursivos sao definidos como aqueles
que possuem M > 1 - filtros com resposta infinita ao impulso (Cherniakov,

2003). Ou ainda, estes filtros sdo definidos como simplesmente uma equagao
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a diferenca linear com coeficientes constantes (Hamming, 1989). Na pratica
este filtro pode ser realizado por um algoritmo curto em um computador de
uso geral ou por um circuito integrado de propdsito especifico (Hamming,
1989).

Filtros nao-recursivos tém memoria finita e possuem excelentes caracteristicas
de fase linear, porém requerem um grande nimero de termos - da ordem de cen-
tenas - para obter-se um resposta em freqiiéncia relativamente precisa. O tempo
de execugao do programa de filtros nao-recursivos pode ser consideravelmente
reduzido usando-se a Transformada Rapida de Fourier.

Filtros recursivos possuem memoria infinita e tendem a ter poucos termos,
porém com caracteristicas de fase nao tao lineares como no caso de filtros nao-
recursivos. Na pratica, filtros recursivos usualmente necessitam de dez a vinte
coeficientes, porém a computacao requerida para produzir cada saida, dada uma
nova entrada, é da ordem de dez a vinte multiplicacoes a adigoes por ponto de
amostra.

Assim, os filtros recursivo e nao-recursivo possuem equagcoes caracteristicas,
conforme mencionado anteriormente. A Equacao (2.3) para o caso nao-recursivo

torna-se a Equagao (2.4),

y(k) = apx(k) + arz(k — 1) + agx(—=2) + - - - + apz(k — n) (2.4)

Na Figura (2.1) é mostrada a estrutura de hardware de um filtro nao-recursivo.

y(k)

Figura 2.1: Implementagao de Hardware de um Filtro Nao-Recursivo.
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Ja para o caso recursivo, a Equacao (2.3) torna-se a Equacao (2.5),

y(k) = aox(k)+arx(k — 1)+ agx(=2) + -+ apz(k —n) —
— by(k) —byy(k —1) = bsy(k —2) — -+ = bpy(k —m)  (2.5)

Assim, na Figura (2.2) é mostrada a estrutura de hardware da Equacao (2.5).

| Amostras de Entradas Passadas

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, .

O xk-1) 1 x(k-2
o

i b
v

y(k)

A

a,

bz

e ‘ =
y2 E e Dﬁo

e

Amostras de Saidas Passadas

Figura 2.2: Implementacao de Hardware de um Filtro Digital.

Pode-se ainda interpretar a estrutura da Figura (2.2) da seguinte forma: no
tempo t = kT, x(k) se torna disponivel e as quantidades z(k — 1), z(k — 2), ...
, (k= N), y(k—1), ..., y(k — M) e as saidas dos elementos de atraso sao
armazenadas. Assim, todas as varidveis estdo disponiveis para cédlculo de y(k).
Quando este célculo é completado, z(k — N) e y(k — M) sado descartados mas
as outras varidveis (a entrada xz(k + 1) e a saida y(k + 1)) estao salvas e serdo
necessarias para o préximo calculo. Portanto, uma seqiiéncia completa de entrada
de duracao infinita pode ser filtrada pelo filtro descrito pela Equagao (2.5) para

produzir uma seqiiéncia de saida de mesma quantidade. Contando-se o ntimero
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de atrasos na Figura (2.2), obtém-se um nimero minimo de armazenamento re-
querido para realizar-se a Equacao (2.5) e, contando-se o nimero de pesos pode-se
obter quantas multiplicagoes sao necessarias por amostra (Bozic, 1984).
Também podem ser divididos com base ao tempo de resposta ao impulso, sendo
filtro de resposta ao impulso finita (FIR, do inglés Finite Impulse Response) e
filtro de resposta ao impulso infinita (IIR, do inglés Infinite Impulse Response).
A realizacao mais simples de um filtro FIR é a forma nao-recursiva. Como

exemplo, tem-se o seguinte filtro,

y(k) = (k) + ayz(k — 1)

com resposta ao impulso dada por [1, a4, 0, 0,---]. Porém, a realizagao mais

simples de um filtro IIR é a forma recursiva, tendo-se como exemplo,

y(k) = (k) + biy(k — 1)

com resposta ao impulso [1, —by, b3, —b3, b]---] que, como podemos ver, tem
um numero infinito de termos. A implementacao mais simples de filtros FIR e
IIR, em termos das formas nao-recursivas e recursivas respectivamente, nos da a
sensacao de identidade entre os mesmos (Bozic, 1984).

A resposta ao impulso de ambos os filtros pode ser determinada pela relacao,

y(k) = (2.6)

ap, — n<N
00— n>N

2.3 Estabilidade e Causalidade de Sistemas Dis-

cretos

Apesar de assumir-se que sistemas lineares discretos sao causais e estaveis, para
cada caso tem-se que analisar o sistema da perspectiva da estabilidade e causali-
dade.

Um sistema linear discreto é causal se sua resposta ao impulso for igual a zero
para valores de tempo negativos de k. Pode-se dizer o seguinte: se um sistema

opera em tempo real, um sinal nao pode alcancar a saida do sistema enquanto
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este sinal ainda esta presente na entrada. Ou ainda, um sistema causal é aquele
que no qual sua saida depende dos valores de entrada atuais e passados (Jacquot,
1995).

Apesar da determinacao e critérios de estabilidade serem mais complexos,
pode-se dizer que um sistema linear discreto é estavel se o sinal de saida for limi-
tado para um sinal de entrada limitado (Cherniakov, 2003). Pode-se considerar
os seguintes critérios de estabilidade,

1. Um sistema linear discreto é estdvel se a soma de todos os valores da

resposta ao impulso ¢é limitada:

D ly(k)| < o0
k=0

2. Um sistema linear discreto é estavel se, e somente se todos os polos py de
sua funcao de transferéncia no plano z estao alocados dentro do circulo unitario

com centro na origem do plano cartesiano, ou seja:

Ipn| <1

2.4 Resposta em Freqiiéncia de Sistemas Line-

ares Discretos

Uma das ferramentas mais utilizadas para descricao e andalise de sistemas é a res-
posta em freqiiéncia. Na pratica da engenharia é usualmente preferivel trabalhar
no dominio da freqiiéncia pois, segundo (Bozic, 1984), além de sua representacao
mostrar claramente o tipo de filtragem, o projeto e medigoes sao usualmente mais
precisos do que no dominio do tempo.

Para o caso geral, a caracteristica de freqiiéncia de um sistema pode ser deter-
minada por um sinal harmoénico na entrada de um sistema linear com respectiva

salda:

xz(t) = cosw,t (2.7)
y(t) = Alw,)cos(wat + d(wy)) (2.8)
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Tem-se assim, a resposta em freqiiéncia complexa do sistema ¢ dada por:

() = 220 — ) explio(en) 29

Usualmente, o termo A(w,) ou |H(w,)| na Equacio (2.9) é chamado de am-
plitude da resposta em freqiiéncia e ¢(w,) é chamado de fase da resposta em
freqiéncia (Cherniakov, 2003). Obviamente, se a resposta ao impulso de um sis-
tema é conhecida, é possivel determinar o sinal em sua saida.

Por analogia com a resposta complexa em freqiiéncia de sistemas analdgicos,
pode-se encontrar a resposta em freqiiéncia de um sistema linear discreto. Para

este caso, o sinal de entrada é um processo discreto no qual,

z(n) = exp(jnw,T) (2.10)
Hy(ws) = % (2.11)

Pode-se determinar o sinal de saida y(nw,1") através de convolugao. O limite
superior desta equacao pode ser substituido por um valor infinito, para m > n
todos h(in —m)=0e xz(n —m) = 0:

y(nw,T)(t) = Z exp jwq(n — m)Th(m) (2.12)
= exp jwnT i exp(—jw,mT) (2.13)

Sabe-se também que sistemas de tempo continuo o dominio do tempo é trans-
formado no dominio da freqiiéncia complexa (s) usando-se a Transformada de
Laplace. Similarmente, em sistemas de tempo discreto pode-se utilizar a Transformada-

Z, que nos propicia uma andlise no dominio da freqiiéncia (Bozic, 1984).

2.4.1 Propriedades da Resposta em Freqiiéncia de Sis-

temas Lineares Discretos

1. A resposta em freqiiéncia de um sistema discreto é uma funcao periddica de

freqiiéncia discreta wy = 27 /T
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2. Se a resposta ao impulso de um sistema é uma funcao real h(m7T), entao as

caracteristicas de freqiiéncia em amplitude e fase respectivamente,

|Hy(w)| = |Ha(2m — w)] (2.14)

pa(w) = —¢qa(2m —w) (2.15)

As propriedades descritas nas Equagoes (2.14) e (2.15) determinam as princi-
pais diferencas de caracteristicas de freqiiéncia entre sistemas analdgicos e discre-
tos. Tais equagoes nos mostram que para um completa descricao da caracteristica

de freqiiéncia de um sistema discreto, necessita-se apenas descreve-lo no intervalo

de freqiiéncia [0, 7] da freqiiéncia normalizada w.

2.5 Projeto de Filtros Digitais

Como ja mencionado, o projeto de filtros pode ser realizado em dois dominios: o do
tempo e o da freqiiéncia. Ao projetar-se no dominio da freqiiéncia, a caracteristica
do filtro é especificado pelo limite de freqiiéncia de 0 < w < wy/2, também
chamado de faixa de base, sendo w, a freqiiéncia de amostragem. Passa-baixa,
passa-alta e rejeita-faixa sao respostas em amplitude para os limites de freqiiéncias

positivas.

2.5.1 Caracteristicas de Filtros Nao-Recursivos

A funcao de transferéncia de um filtro nao-recursivo,

H(z) = Z anz” " (2.16)

Com a correspondente Equacao a diferenca:

y(k) = anx(k —n) (2.17)

Sabe-se também que a fungao de transferéncia H(w) = H(z = €/“T) é uma

funcao periédica da freqiiéncia. Entretanto, pode-se aplicar Série de Fourier para
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esta fungdo e obter-se os coeficientes h(n). Em filtros digitais a resposta em
freqiiéncia é uma funcao periédica, entao ao aplicar-se as Equagoes de Fourier,

obtém-se:

H(w) = Zane*ﬂﬂ"w/(ﬂrﬂl) (2.18)
1 QQH( Jed2mme/ (Q2=) g (2.19)
a, = —— w)e w :
QQ - Q1 o1

Sendo H(w) uma funcao de transferéncia de freqiiéncia periddica e Qs — €24 0
seu periodo. Os coeficientes a,, formam uma seqiiéncia de niimeros no dominio do
tempo que representam a resposta ao impulso do sistema. Neste caso, 2] = —w;/2
e 2y = wy/2, sendo assim €y — Q) = wy e 2w /ws, = T. Assim, as Equagoes (2.18)

e (2.19) podem ser reescritas como,

Hw) = Y h(n)e ™" (2.20)

n=—oo

1 ws/2 '
h(n) = — H(w)el™ 7 dw (2.21)
Ws —ws /2
sendo os coeficientes do filtro a,, = h(n). Nota-se que a Equacao (2.20) é
similar & Equacao (2.16) para z = /7, assumindo-se h(n) = 0 paran < 0 e
tendo um limite superior finito N.

Outra propriedade importante de filtros nao-recursivos sao obtidas da funcao

de transferéncia. Ao fazer-se z = ¢/“7 tem-se os seguintes casos:

h(0) = h(2N), h(1) = h(2N — 1), h(2) = h(2N —2),... (2.22)
h(0) = —h(2N), h(1) = —h(2N — 1), h(2) = —h(2N —2),  (2.23)
= .. h(N)=0

2.5.2 Procedimento de Projeto

A resposta em freqiiéncia peridédica H(w) e a sua correspondente seqiiéncia ao

impulso h(n) sdo unidas pelas Equages de Fourier (2.20) e (2.21). A vantagem
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de aplicar-se a Série de Fourier, neste caso, é pelo fato de ao ter-se um H(w),
imediatamente obtém-se uma resposta ao impulso h(n) resolvendo-se a Equagao
(2.21) e assim, os coeficientes para o filtro sendo a, = h(n). Neste procedimento,
usualmente assume-se que H(w) possui uma resposta em freqiiéncia idealizada,
no qual simplifica a resolugdo da Equagao (2.21).

De acordo com (Bozic, 1984), a solugao para h(n) contém um nimero infinito
de termos devido a descontinuidade infinitamente precisa da caracteristica de
um filtro ideal. Para fazer-se as solugoes praticamente realizéveis, h(n) deve ser
truncada a uma seqiiéncia de largura finita. Como conseqiiéncia, isto causa uma
dispersao da resposta em freqiiéncia na faixa de parada e para ter-se um controle
desta situagao, torna-se necessario o uso de uma fungao janela apropriada para
modificar-se a seqiiéncia de h(n). Assim, o truncamento de uma série infinita no

tempo corresponde a fungao janela retangular, definida como:

1 — |n| < N
= B 2.24
wR(n) { 0 |n| SN ( )

A resposta em freqiiéncia de uma série temporal truncada pode ser melhorada
usando-se um nimero de fungoes janela que modifiquem a resposta em amostra
unitdria h(n) por multiplicagao, ou seja, h(n) x w(n).

O formato da janela dos coeficientes do filtro é mais eficiente do que a extensao
do numero de coeficientes de 21 a 31 na redugao da resposta da faixa de parada.
Se o ntmero de coeficientes fosse incrementado consideravelmente, isto produziria
uma resposta em freqiiéncia muito proxima da ideal, mas uma solugao seria ina-
ceitavel na pratica, principalmente tratando-se dos custos que esta solugao traria
na implementacao.

A multiplicacao da resposta ao impulso pela fungao janela no dominio do
tempo h(n) x w(n), corresponde & convolugdo no dominio da freqiiéncia, isto é,
H(w)*«W(w). A fungao de pesos da janela w(t) é escolhida de tal forma que W (w)
seja limitada em faixa. O efeito principal da janela é que as descontinuidades em

H (w) se tornam faixas de transigao no outro lado da descontinuidade (Bozic, 1984)
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2.5.3 Caracteristicas de Filtros Recursivos

O problema de projeto de filtros recursivos é determinar os coeficientes do filtro, a,
e b,, no qual as especificacoes do filtro estarao satisfeitas. Existem basicamente
duas abordagens para este problema: uma abordagem direta e outra indireta.
Na abordagem direta, utiliza-se um algoritmo computacional para determinar
estes coeficientes, utilizando-se diretamente as especificagoes do filtro. A segunda
abordagem, por sua vez, utiliza uma forma indireta de determinar os coeficientes

a, e b, através dos filtros analdgicos. Este método consiste em duas partes:

1. Determinacao de uma funcdo de transferéncia H(s) de um filtro analégico

adequada que encontre a especificacao do filtro desejado e;
2. Digitalizacao deste filtro analégico

O método indireto é implicito a simulacao digital de filtros digitais: neste caso o
filtro analégico jé é conhecido e apenas a digitalizagao ¢é necessaria. Considerando-
se a abordagem de projeto baseada em filtros analdgicos, esta talvez seja proveitosa
para apontar que o filtro recursivo é uma contrapartida natural do filtro analégico
(Bozic, 1984).

A caracterizacao de filtros digitais é especificada na faixa de freqiiéncia de
0 < w < w,/2, sendo w; a freqiiéncia de amostragem, conforme ja mencionado.
Considera-se dois métodos principais para o projeto de filtros recursivos, conheci-
dos como o método do impulso invariante e o método da Transformada-Z bilinear.
Estas técnicas de projeto, desenvolvidas para o filtro passa-baixa, podem ser esten-
didas para outros tipos de filtros, através de transformagoes de freqiiéncia (Bozic,
1984).

2.5.4 Método do Impulso Invariante
Ao ter-se a fungao de transferéncia de um filtro analégico na forma geral,

Z;V: CnS"
H(S) = M .
Zn:O dnSn

tem-se que se M > N, ou seja, o grau do polinomio no denominador for maior

(2.25)

que o grau do polinémio do numerador e se os polos de H(s) sao reais, entdo a

Equacao (2.25) pode ser escrita na seguinte forma de fragoes parciais:
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H(s)=)_ - f’;n (2.26)

onde A,, s@o constantes reais ou complexas. Para a andlise aqui apresentada, é

suficiente considerar um termo tipico de pélo reais em s = sq, para o qual tem-se,

A
H = 2.27
(s) = == (227)
com correspondente resposta ao impulso dada por,
hi(t) = Aje " (2.28)
que na forma de amostras pode ser escrita diretamente,
hy(KT) = Aje™1* (2.29)

sendo T o intervalo de amostragem e k£ um ntmero inteiro. A resposta em

freqiiéncia do impulso em amostra é dada por,

Hi(s)=T i hy(KT)e s*" (2.30)

sendo s a freqiiéncia complexa e, substituindo a Equagao (2.29) por hy(kT),
obtém-se uma série geométrica infinita no qual a sua soma produz o resultado:

Hyy(s) = AT (2.31)

1 — e=s1Te—sT

Ao aplicar-se a transformacao-Z padrao z = e*7, obtém-se a funcdo de trans-

feréncia no tempo discreto,
Hi(z) = % (2.32)
O método do impulso invariante é também conhecido como o método da
Transformada-Z padrao pelo simples fato de aplicar-se z = e*f. Sabe-se que
a funcdo de transferéncia no tempo discreto da Equagao (2.32) possui periodo
ws = 2m/T. A Equagao (2.32) é resultante como termo tnico da Equagao (2.26)

pode ser estendido a n termos, no qual causa a seguinte correspondéncia:
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M A M
ETD SIS e o
n=1 n n=1

O filtro analdgico de pdlo tinico é entao transformado em um filtro digital da

seguinte forma:

a al
sta 11— ez (2.34)
e para sistemas de segunda ordem,
1 — —aT T -1

s+a 7 e (cosbT')z (2.35)

(s+a)?+ b2 1 —2e=T(cosbT)z~1 + 24T =2

—aT (& -1

b o7 e (sinbT)z (2.36)

(s+a)®+ b 1 —2e=T(cosbT)z~! + 20T =2

Desvantagens do Método
1. Interferéncia inter-espectral introduzida por H(w + nws) €;

2. Variagao dos ganhos do filtro com a freqiiéncia de amostragem.

2.5.5 Método da Transformacgao-Z Bilinear

Como visto na secao anterior, opera-se com um termo na expansao em fracoes

parciais do um filtro analdgico, dado pela Equacao (2.27), pode ser re-escrita

como
Ay
H(s,) = 2.37
(50) = 5 (237
A variavel s, representa uma notacao do filtro analdgico
2 T
Sa =7 tanh SdT (2.38)

Considerando-se s, = jw, € sq = jwg a Equacao (2.37) se torna a seguinte

resposta em freqiiéncia:

Ay
wgT

H(w
(wa) = 31+jTtan :

(2.39)

e a transformagao da Equagao (2.38) se torna,
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2 T
ws = tan % (2.40)

Observando-se as expressoes acima, pode-se dizer que a resposta em freqiiéncia
do filtro analdégico H(w,) na Equagao (2.37) tende a zero somente se w, — 0.
Entretanto, a funcao modificada H (w,) na Equacao (2.39) tende a zero para finitos

valores de wy dado por,

wal/2 = (2\+ )7 /2 (2.41)

Sendo A = 0,4+1,+2,.... Porém, pode-se observar que a transformagao dada
pela Equagao (2.38) comprime a faixa finita de freqiiéncia w, em uma faixa finita
e faz periddica a fungao de transferéncia modificada dada pela Equagao (2.39).
Assim, o problema de enlace de espectro é eliminado, desde que a freqiiéncia
de base seja w,/2, mas com a desvantagem de ter-se uma escala de freqiiéncia
distorcida, onde pode-se considerar no curso do projeto de filtros digitais.

Reescrevendo-se a Equagao (2.38), tem-se,

21— e %l
S = T1q el (242)
e aplicando-se a Transformada-Z padrao, neste caso z = e**’ obtém-se
21—zt
Sag — T 1 T 2_1 (243)

Esta relagao, conhecida como Transformacao-Z bilinear, correlaciona a variavel
sq do filtro analégico com a variavel z do filtro digital. Para obter-se a funcao de
transferéncia H(z) do filtro digital de uma fungao de transferéncia H(s) de um

dado filtro analégico, basta substituir da Equacao (2.43), dada,

21—z
S T1+ 21

H(z)=H(s); s (2.44)
Desvantagens do Método

1. Escala de freqiiéncia distorcida.

A Transformacao-Z bilinear, o impulso invariante e outras transformacoes de
filtros analdgicos-digitais podem ser obtidas em outras abordagens. Um abor-

dagem particularmente interessante é aquela baseada na integral de convolugao
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expressa como uma equacao integro-diferencial. Varias transformacoes podem
ser obtidas, dependendo do tipo especifico de aproximacao do sinal de entrada

continuo no tempo.

2.5.6 Precisao em Projetos de Filtros Digitais

Ao projetar-se filtros digitais, seja ele hardware ou o algoritmo computacional,
havera erros introduzidos por restricoes no tamanho da palavra. Sao basicamente

trés tipos de erros,

1. Precisao finita na representacao dos coeficientes do filtro;
2. Quantizacao dos dados de entrada para um nimero especifico de bits e;

3. Complemento satisfatério nas operagoes de adicao e multiplicacao do filtro

digital.

Para determinar-se esses efeitos em um filtro digital, estas fontes de erro sao
tratadas como fontes de ruidos aleatérios.

O primeiro erro tem um efeito na caracteristica de transferéncia que se de-
seja e na estabilidade do filtro. Filtros nao-recursivos nao tém caminhos de re-
alimentacao e entao, nao possuem problemas de estabilidade. A magnitude do
problema da precisao de coeficientes e de funcao de transferéncia podem ser ra-
pidamente estimados por simples observacao nas magnitudes relativas dos coefi-
cientes do filtro. No caso de filtros recursivos, o problema de estabilidade deve ser
considerado. Uma analise deste problema mostra que os dois métodos de projeto
(Impulso invariante e Transformada-Z bilinear) devem ter o mesmo denominador
no polinémio caracteristico na Equacao (2.1). Esta anélise também determina um
limite minimo absoluto no niimero de digitos decimais necessarios para represen-
tar os coeficientes b,, no sentido de obter-se a estabilidade do filtro e examinar-se
a sensibilidade dos zeros para mudar em b,. Assim, pode-se tirar as seguintes

conclusoes:

e Se o filtro a ser digitalizado ¢é de baixa ordem, nao possuindo pélos levemente
amortecidos e tendo polos de aproximadamente mesmo moédulo, entao os

métodos ja apresentados irao funcionar satisfatoriamente e;
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e Quando a ordem do filtro é alta e T é tal que p,T" < 7 sendo p,, 0 n-ésimo

pélo de H(s) entao deve escolher o método de forma mais criteriosa.

A regra geral é utilizar o método de projeto que envolva (ou pelo menos per-
mita) a decomposi¢ao do filtro de ordem elevada em um grupo de filtros de baixa

ordem.

2.6 Conclusao

Neste capitulo apresentou-se os conceitos basicos acerca de filtragem digital, assim
como as caracteristicas de implementacao de hardware de filtros recursivos e nao-
recursivos, na Secao 2.1. Na Secao 2.2 mostrou-se as classificagoes mais comuns
de filtros digitais, separando-os de acordo com propdsito e realizagao (recursivos
e ndo-recursivos) e de acordo com o tempo de resposta ao impulso (FIR e I1R).
As ferramentas de analise sao descritas sob a Optica da estabilidade e causalidade
na Secao 2.3 e em relacao a resposta em freqiéncia na Secao 2.4, sendo esta
ultima uma das ferramentas mais utilizadas para descricao e analise de sistemas
lineares discretos. Isso se deve ao fato de além de possuir representacao mais
clara da filtragem em questao, tem-se maior precisao de projeto. Na Se¢ao 2.5, ja
utilizando-se o dominio da freqiiéncia, sao mostradas as caracteristicas de filtros
nao-recursivos e recursivos e procedimentos de projeto, aplicando-se a série de
Fourier, obtendo-se especial vantagens. Os procedimentos de projetos de filtros
recursivos sao cercados por duas abordagens. Na primeira, aplicada de forma
direta, utiliza-se um algoritmo para determinacao dos coeficientes do filtro. A
segunda abordagem utiliza um forma indireta de obtencao dos coeficientes através
dos filtros analdgicos. Nesta, por sua vez, podem ser utilizados dois métodos, o
do Impulso Invariante e o da Transformacao-Z Bilinear. Por fim, sao feitas as

devidas consideracoes acerca de precisao em filtros digitais.
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Filtragem Estocastica e

Identificacao de Sistemas

Quando se deseja extrair um sinal de um dado ruidoso, este usualmente ocupa
uma faixa limitada de freqiiéncia, no qual o ruido esta disperso em uma banda de
freqiiéncias. Com o intuito de remover parte deste ruido do sinal deve-se utilizar
algum tipo de filtragem para tal operacao. Isto é o equivalente a dizer que filtros,
em termos de seus algoritmos de tempo discreto, sao utilizados como estimadores
de sinais com ruidos.

Segundo (Bozic, 1984), estes filtros, nao-recursivos e recursivos de primeira
ordem, sao as estruturas nas quais a teoria de estimacao se baseia. Usualmente
sao referidos como filtros ou como processadores seqiienciais. Os primeiros, nao-
recursivos, sao também conhecidos pela teoria classica de estimagao, enquanto os
de processamento seqiiencial, recursivos, sao conhecidos pela teoria moderna de
estimacao, introduzidos na Secao 3.2.

Formas mais especificas de filtros nao-recursivos e recursivos sao mostradas
em outras segoes, como o caso do filtro de Wiener, que ¢ um filtro nao-recursivo
otimo, utilizando o LM S como estimativa. Menciona-se a versao escalar deste
filtro, também na Secao 3.3

Na Secao 3.4 sao feitas as devidas consideragoes a respeito de sinais e dados
vetoriais. Estas consideragoes sao necessarias quando se lida com sinais multi-
dimensionais, onde se estende a problematica de sinais aleatorios. E feita a for-

mulacao do problema vetorial, considerando-se sistemas dinamicos e respectivas

31
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transformacoes escalares-matriciais.

Para estimacao de sistemas dinamicos em espago de estados, os estados contém
toda a informagao relativa ao processo em um determinado instante. O algoritmo
de predicao e correcao do FK, mostrado na Secao 3.5, é baseado no critério da oti-
malidade da estimacao dos minimos quadrados, onde é utilizada toda a informacao
disponivel (de Jesus Barros, 2005). Assim, o filtro de Kalman, também é um
estimador para o problema linear quadratico.

Porém, na prética, nao se pode determinar exatamente todas as variaveis de
estado individualmente, de forma direta. Assim, esta estimacao é realizada por
meio de processos estocasticos, envolvendo alto grau de incerteza nas medigoes. O
Filtro de Kalman estima o processo anterior usando um controle de realimentacao,
ou seja, estima o processo em algum instante de tempo e obtém a realimentagao
através dos dados observados. Por isso que o filtro de Kalman é o principal
algoritmo para estimacao de sistemas dinamicos representados na forma de espaco
de estado.

Apo6s o levantamento dos filtros estocasticos e técnicas de projeto, mostram-se
as estruturas utilizadas para modelagem da planta utilizando técnicas de identi-
ficagao de sistemas, conforme Secao 3.6. Nesta secao apresentam-se as técnicas

mais utilizadas para levantamento de modelos em cubas eletroliticas.

3.1 Estimadores de Estados

Os fundamentos tedricos que alicercam o processo de filtragem e de predigao sao
de importancia vital para compreensao do comportamento do banho eletrolitico
em relacao a intervalos constantes de alimentacao e posicao do anodo. Os sinais
que se utiliza para realizar o controle sao provenientes de medigoes de tensao e de
corrente que sao mapeados no comportamento dinamico da cuba em face a referi-
das restricoes. Assim, o ganho dos estimadores de estado podem ser calculados
de forma deterministica ou de forma estocastica.

A utilizacao de observadores pode ser vista sob o ponto de vista de eventos do

mundo real e estda fundamentada nas seguintes ocorréncias:

A - Grandezas ruidosas;

B - Acesso a sensores — localizacao - instalacao;
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C - Custo com sensores muito elevado.

Assim, as vezes necessita-se estimar certas variaveis para que se possa imple-
mentar um sistema de controle. Essa estimacao de variaveis de estado é chamada
de observacao. Um dispositivo ou algoritmo que estima ou observa estas variaveis
de estado é chamado de estimador ou observador (Franklin et al., 1998).

Realimentando-se com a diferenca entre as saidas medidas e estimadas, corrige-
se o estado estimado. A dinamica de um observador de estado de ordem completa

pode ser descrita,

& = Ai + Bu+ L(y — C#) (3.1)

sendo A, ., a matriz de estado, B, x, a matriz de entrada, C,,x, a matriz
de saida, %, o vetor de estimativas, y,,x1 0 vetor de saida do sistema, u,x; a
entrada de um sistema de n-ésima ordem com p entradas e m saidas e L, y,, um
ganho proporcional constituidos pelas constantes de ganho Iy, [ ... [, e definido

CcOo1mo

L:[11 b ... zn]T (3.2)

e escolhido para obter caracteristicas de erro satisfatorias.
A Figura 3.1 mostra o diagrama de blocos que representa todo o sistema,
descrevendo uma cuba e o observador de estados que descreve o comportamento

da cuba.



CAPITULO 3. FILTRAGEM ESTOCASTICA E IDENTIFICACAO DE SISTEMAS 34
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Observador de Estados

Figura 3.1: Diagrama de Blocos de um Observador de Estados.

O projeto dos ganhos do estimador pode ser implementado por métodos de-
terministicos ou estocdsticos. Os projetos de (Amate et al., 2008) e (da Silva et
al., 2007) aplicam a teoria de Kalman, considerando que o ganho é determinado
considerando modelos estocésticos da planta no espago de estados e da medigao
do sistema. Outra maneira de calcular o ganho, mas de forma deterministica, é

por alocacao especificada dos pdlos de erro do estimador,

Sizﬁlaﬁ%"')ﬁn (33)

A equacao caracteristica do estimador,

ae($) £ (s=P1)(s—F2)...(s—Fn) (3.4)
Pode-se determinar L., por comparacao dos coeficientes do polindmio carac-

teristico do modelo da planta, considerando um estimador Lg, e o novo estimador
para det[s] — (A — LC)] = 0.

3.1.1 Comportamento do Observador

A teoria apresentada nesta secao é utilizada para verificar a estabilidade do obser-

vador em funcao do ganho do estimador. As analises dos autovalores do sistema
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e do observador de estado fornecem as informacoes para estabelecer e garantir os
limites de estabilidade dos ganhos.

Analisa-se o comportamento do observador sob o ponto de vista do erro entre
o valor verdadeiro e o valor estimado. A Equacao (3.5) define o erro de estimagao

como a diferenca entre os vetores x e Z.

TEr—1 (3.5)

A Equagao (3.6) aponta para um conjunto de diretrizes para a a escolha do
ganhos. Se a matriz (A— LC') for uma matriz estével, o vetor erro convergira para
zero independentemente do valor inicial do vetor erro. A forma de concretizar
esta analise de convergéncia é por meio dos autovalores. Se os autovalores de
(A — LC) forem escolhidos de tal forma que o comportamento dinadmico do vetor
erro seja assintoticamente estavel e adequadamente rapido, entao qualquer vetor
erro tenderd para zero com uma velocidade adequada e assim permanecera, in-
dependentemente do seu efeito no estado z(t) e sem considerar a condigao inicial

z(0). A equagao caracteristica do erro,

det[sI — (A — LC)] =0 (3.6)

A Equagao (3.6), considera que as matrizes A e C' sao idénticas na planta fisica
e na implementagao do estimador. Se nao for disponibilizado um modelo exato da
planta, a dindmica do erro nao é mais governada pela Equacao (3.6). De qualquer
forma, ainda pode-se escolher L, s6 que o sistema de erro continua estavel e o erro
permanece aceitavelmente pequeno, mesmo com pequenos erros de modelagem e
entradas com distuirbio.

Considerando a falta de informagao a respeito de x(0), o estimador serd satis-
fatério se for possivel obter a condicao inicial 2(0) e colocé-la igual a £(0), além
do que, o estado estimado deve tracar o estado verdadeiro de forma exata. Logo,
se nao for obtido um estimador satisfatorio para a condicao inicial, o erro de es-
timacao do estado serd crescente ou tenderd a zero muito lentamente. Pequenos
erros no conhecimento do sistema, também contribuem para divergéncia do estado

estimado.
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3.2 Estimadores Nao-Recursivos e Recursivos

Ao considerar-se um sinal variante no tempo z(k), com medida y(k), sendo esta
relacionada linearmente ao sinal constante x, mas com uma componente de ruido

aditiva v(k) introduzida por erros aleatérios na medi¢ao ou outras causas, tem-se,

y(k) =z + v(k) (3.7)

O sinal aqui considerado é uma varidvel aleatdria com valor médio E(x) =

To e variancia o2, onde E(z?) = o2 + [E(z)]* é denotado por S. As amostras

2
v

de ruido sao assumidas para ter média nula com variancias idénticas o> e nao-
correlacionadas. Esta condicao nao é necessaria mas apresentada para efeitos de
andalise.

Entao, é assumido m amostras de dados, como especificado na Equagao (3.7),
que sdo usadas para processamento no filtro nao-recursivo da Figura (2.1). A
diferenca aqui é que todos os pesos m sao iguais a 1/m. A entrada z(k) se torna
y(k) e a saida y(k) é tomada como uma estimativa do parametro x, denominada

Z. Pode-se visualizar esta implementagao na Figura (3.2).

Figura 3.2: Estimador de Amostras

Pode-se notar ainda, que os dados y(i); i = 1,2,...,m estao disponiveis como
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um lote. Os mesmos sao guardados, multiplicados por pesos diferentes e soma-se

o resultado ao produto da saida,

b= =" hli)y () (3.8)

Para pesos iguais, tem-se h(i) = 1 e nao importa em qual ordem os dados
em lotes sao tomados. Portanto, para o caso de pesos variantes, como descreve
a Equacao (3.8) os dados tém que ser processados em uma seqiiéncia de tempo
bem ordenada.

Supondo-se que se queira agora estimar x de apenas uma amostra medida
y(i) = x +v(i), em vez de m amostras. Isto significa tomar-se & = y(i) e definir
o erro entre esta estimativa e o atual valor de x, como e = & — x. Assim, o
erro-médio quadratico é dado por,

Pe = E[U2(Z)] =0}

5 (3.9)
Tem-se agora a notagao F(.) que representa o operador esperanca sobre deter-
minada quantidade. Ao calcular-se o mesmo para a estimativa, sobre m, o erro

médio quadratico é dado por,

% > U(i)] (3.10)

i=1

Ou ainda, desenvolvendo-se a Equacao (3.10) tem-se,

Pe :ag/m (3.11)

que mostra a relagao entre o nimero de amostras e o erro médio quadratico.

Outra propriedade deste estimador é que o valor de & resulta em,

m £
=1

A 1 ¢ .
E(z) = E{—Z[w+v(z)]} = E(z) = 4 (3.12)
Como sabe-se, E(x) = xy e E[v(i)] = 0. A estimativa de z em média, é a
mesma que a média da estimativa. Por esta razao que este estimador ¢ chamado
de estimador nao-enviesado, no qual, em média, produz o resultado que se deseja.
Ao se considerar o filtro recursivo de primeira ordem da Figura (3.3), sendo

y(k) e g(k) como as seqiiéncias de entrada e saida respectivamente. O sinal de
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entrada y(k) representa as medigoes como expressas na Equacdo (3.7) e com a

saida do filtro dada por,

g(k) = y(k) +ag(k — 1) (3.13)

Figura 3.3: Filtro Recursivo como Processador de Dados com Ruido.

Como pode-se observar, este filtro atualiza continuamente a saida, adicionando
novas amostras de dados y(k) para a fracdo das saidas anteriores ag(k — 1). Para
encontrar o resultado deste processo que considera entradas com amostras seqiien-
ciais, y(1),4(2),...,y(m), considerando-se g(k) = 0 para k < 1. Da Equagao
(3.13), tem-se,

9(0) = y(0) +ag(~1)=0 (3.14)
9(1) = y(1)+ag(0) =y(1) (3.15)
9(2) = y(2) +ag(1l) = y(2) +ay(1) (3.16)
9(3) = y(3)+ag(2) =y(3) +ay(2) +a’y(1) (3.17)
g(m) = y(m)+ag(m—1) =y(m) +ay(m —1) +a’y(m —2) + ...

oA a™y(2) +a™ Yy (1) (3.18)

Substituindo por y(k) = x + v(k) e separando os termos do sinal e ruido,

obtém-se,

g(m) = 11__a:x £ am ) (3.19)
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Sendo o primeiro termo a soma da série geométrica associada a x. Para um m
grande, |a|™ < 1, a parte do sinal de g(m) se aproxima de z/(1 — a). Isto indica

que uma boa estimativa de x ¢ dada por,

z=(1—-a)g(m) (3.20)

Resultando em,
P=1—aMz+(1-a)) a" o) (3.21)

Isto mostra que a saida (1 —a)g(m) é tomada como uma estimativa do sinal z,
apos a m-ésima amostra de entrada for processada. Para ter-se a precisao deste

estimador recursivo, calcula-se o erro médio quadratico na entrada e na saida. O

2

<~ como calculado pela

erro médio quadratico de entrada, para uma amostra, é o
Equacdo (3.9). O erro médio quadrético da saida, apds a m-ésima amostra ter

sido processada ¢ dado por,

(1-a)d—a™) ,
o

1+a Y
Como visto na Equacao (3.19) que (1 — a)g(m), tomado como a estimativa

pe = a*"E(z%) + (3.22)

de z, possui duas componentes de erro. A primeira componente é devido a a™
ser nao-nulo e a segunda componente é devido ao ruido. Ao denotar-se € = a™,

tem-se,

_1+a 1 N1+a

A= o~ 3.23
l—al—-¢2 1-a (3:23)
Para €2 < 1. Assim, a Equacdo (3.22) pode entao ser escrita como:
o’ Ae?
e =— (14— 3.24
po=5(1+2) (3.24)

onde v = 2/ E(z?).

A andlise no dominio da freqiiéncia também pode ser de grande valia para
o entendimento do processador recursivo. Com o ruido branco, com densidade
espectral constante sobre toda w, o filtro possui caracteristicas de passa-baixa
cuja banda passante se torna mais estreita, permitindo menos ruido e com o

coeficiente a que toma valores préximos ao unitario.
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3.3 Filtro de Wiener

Como visto anteriormente, o erro médio quadratico é um critério muito 1til no
sentido de mostrar o quao bom é um processo de estimacao. Porém, ao lidar-
se com sinais escalares, o erro médio quadratico torna-se o critério fundamental,
onde considera-se que a estimativa que o minimiza é a melhor e referida como
estimativa LM S (Least Mean-Square) ou Menor Médio Quadratico.

Inicialmente, deve-se classificar o sinal do processo utilizado em estacionario ou
nao. O filtro de Wiener nao é aconselhavel em casos em que a nao-estacionariedade
é uma realidade, pois estes tipos de sistemas requerem conhecimento a priori das
estatisticas dos sinais a processar (Marvao, 2005) e (Haykin, 1991).

Para isto, considera-se um filtro nao-recursivo cuja saida seja uma estimativa,

ou seja,
&= h(i)y(i) (3.25)
i=1
sendo y(1),y(2),...,y(m) sao os sinais de dados m, ou seja, um processador

em lotes linear. Os coeficientes h(i) sdo postos a modo de minimizar-se o erro

médio quadratico,
pe = E(e?) = E(x — 2)? (3.26)
Ao substituir-se a Equacao (3.25) na Equacao (3.26) tem-se

pe=E|z=) h(z’)y(i)] (3.27)

=1

O menor erro médio quadrético é obtido ao diferenciar-se a Equagao (3.27) em

relacao a cada um dos parametros m. Isto pode ser escrito,

Ope PN
onG) BT Z; h(l)y(l)] y(j) =0 (3.28)

Ou

Z h(i)Ely()y(j)] = Elzy(j)] (3.29)
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onde j=1,2,....m
As formas matriciais para a solucdo completa deste problema de estimacao

Sa0,

Ph = pay (3.30)

sendo P, a matriz de correlacao m xm, h e p,, vetores coluna m x 1. A solugao

formal para a Equagao (3.30) é,

h =P, pyy (3.31)

Entretanto a Equacdo (3.25) pode ser re-escrita como,
& =h"y (3.32)

sendo h e y vetores coluna m x 1 e h um vetor linha. Substituindo-se a

Equacao (3.31) na Equacao (3.32) obtém-se a estimativa,

E similarmente para o menor erro médio quadratico,

pe = E(2?) = pgy Py Dy (3.34)

Desde que a matriz P, seja simétrica.

O filtro de Wiener sé sera 6timo se as estatisticas dos dados de entrada coin-
cidirem com as que se usaram no projeto do filtro. Quando nao se dispoe dessa
informacao podera nao ser possivel projetar o filtro de Wiener ou, pelo menos,
nao terd um desempenho 6timo. Uma solucao adotada nesta situacao podera
consistir na separagao do processamento em duas etapas: primeiro estimam-
se os parametros estatisticos dos sinais; em seguida aplicam-se ao calculo dos
parametros do filtro (Marvao, 2005) e (Haykin, 1991).

3.3.1 Estimador Recursivo Proveniente do Estimador Nao-

Recursivo Otimo

Conforme visto, as dificuldades com o Filtro de Wiener sao:
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1. Requer conhecimento prévio (ou estimativas armazenadas) da matriz de

auto-correlacao P;

2. O numero de amostras de dados m a serem utilizadas no processo devem

ser especificadas antecipadamente;

3. Se m for mudada por alguma razao, todos os calculos devem ser repetidos

€

4. Requer a inversao da matriz P,(m x m). Se m for grande, pode tomar

bastante tempo de computacao.

Para permitir a atualizacao da estimativa como mais disponibilidade de in-
formagao e para guardéa-las em processamento digital, outro esquema de pro-
cessamento foi desenvolvido para tal, conhecido como processador recursivo (ou
seqiiencial).

A problematica aqui é a mesma: com sucessivos dados, projetar um estimador
linear tal que deseja-se minimizar o maximo possivel o erro médio quadratico. A
solugao nao-recursiva para este problema ja é conhecida e com resultados reinici-

ados, para k amostras,
B =a(k)=>_ h(i)y(i) (3.35)

pe = (k) = Elr — ()" = ;7 (3.36)

sendo v = 02 /02.
Para (k+ 1) amostras, a estimativa e o erro médio quadratico correspondentes

se tornam,

k+1
Bk+1) = > hiy(i) (3.37)
p(k+1) = m (3.38)

sendo h(i) = 1/[(k+ 1) +~].
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Sabe-se que k representa o nimero de amostras utilizadas, no qual é variavel,
¢ mais correto escrever os coeficientes como h(i, k). Assim, ao utilizar-se esta

notacao, tem-se,

h(i, k) = p(k)/o? (3.39)

h(i,k+1) = p(k+1)/0? (3.40)

Formando-se a razao abaixo, tem-se,

p(k+1) 1
N OO 4y

A Equagao (3.41), na qual para um dado p(k) pode ser solucionada para
p(k+1),p(k+2),.... Pode-se assim, formar uma simples algoritmo para encontrar-
se a variagao do erro médio quadréatico com tamanho de amostra. Considera-se
agora o sinal estimado Z(k + 1) obtido pelo processamento de (k + 1) amostras.
Para este caso especial, tem-se,

p(k—i—l)xA p(k+1)
p(k) (k) +

A Equacao (3.42) se caracteriza como uma equagao de estimagao recursiva que

Fk+1) = y(k+1) (3.42)

2
Oy

junto com a Equagao (3.41) forma o algoritmo recursivo.

Percebe-se assim que para p(k) — 0 tem-se um k muito grande. Para iniciar-
se este processo recursivo, deve-se calcular a primeira estimativa #(1) baseado
apenas em uma simples observacao, por métodos nao-recursivos.

A equacao para o filtro recursivo proveniente do estimador nao-recursivo é,

Bk +1) = 2(k) + bk + 1)[y(k + 1) — & (k)] (3.43)

A Equagao (3.43) pode ser representada pelo diagrama de blocos da Figura
(3.4).

O resultado, da Equacdo (3.43), mostra que a (k + 1)-ésima estimativa é
a mesma como a k-ésima estimativa mais um termo de correcao que depende

da diferenga entre o valor da nova amostra y(k + 1) e a préxima estimativa.
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Multiplica-se este termo de correcdo pelo fator de ganho variante no tempo b(k+1)
no qual decresce com k, conforme Equacao (3.38). A estimativa estabiliza no
mesmo valor dependente da amostra de dados e serd modificado somente se uma

nova amostra y(k + 1) diferir consideravelmente da estimativa anterior.

y(k+1) +? bk 1 1) +? Z(k+1)

Figura 3.4: Filtro Recursivo (Proveniente do Estimador Nao-Recursivo) - Equi-

T

valente

Assim, deriva-se o filtro recursivo da solu¢ao nao-recursiva para um caso par-
ticular. Pode-se mostrar que o mesmo resultado é obtido iniciando-se com uma
estrutura de filtro recursivo possuindo dois parametros a(k + 1) e b(k + 1) e os

usando para minimizar o erro médio quadratico da estimativa.

3.4 Sinais e Dados Vetoriais

Ao lidar-se com sinais multidimensionais, estende-se a problematica de sinais
aleatorios para o caso vetorial, realizando-se operagoes com matrizes.
Considerando-se que se possui ¢ sinais independentes para serem estimados ou
preditos, simultaneamente, as amostras destes sinais, no tempo k, sao denotadas
como x1(k),z2(k), ..., z,(k). Assumindo-se também que cada amostra é genera-
lizada por seu préprio processo auto-regressivo, a amostra do a-ésimo sinal, por

exemplo, é formada de acordo com a Equacao (3.44),

To(k) = aqo(k — 1) + we(k — 1) (3.44)

sendoa=1,2,...,q.
Cada w, é assumido como ruido branco, média nula e independente de todos

os outros w. Define-se que os vetores ¢g-dimensionais produzidos dos ¢ sinais e ¢
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processos governados por ruido branco, como segue,

l'l(k) wl(k‘)
o) k Wao k
x(k) = ( ) e wlk)= ( ) (3.45)
i z4(k) ] i wq (k) ]

Em termos destes vetores ja definidos, as g Equagoes (3.44) podem ser re-

escritas como uma equagoes vetoriais de primeira ordem,

(k) = Ax(k — 1)+ w(k —1) (3.46)

sendo z(k), x(k—1) e w(k—1) vetores coluna (¢ x 1), e A uma matriz diagonal

(¢ X q), neste caso dada por,

A= - (3.47)

0o - 0 aq
Assumindo-se que na estimagao de um vetor de sinal z(k), perfaz-se r medidas
ruidosas simultaneas no tempo k. Denotam-se estas medigoes por v (k), y2(k), . . ., y.(k),

formando um conjunto de dados, ou seja,

yl(k?) = leL'l(k?) + Ul(k’) (348)

yg(k) = Czl'z(k) -+ ’UQ(]{]) (349)

y-(k) = ca.(k)+v.(k) (3.50)
sendo os termos v, (k) que representa o ruido aditivo e ¢y, . . ., ¢, alguns parametros

de medida. Este conjunto de equacoes pode ser colocado na forma vetorial por
defini¢ao dos vetores y(k) e v(k) de componente r. Em termos do vetor de sinal

z(k) de componente ¢, definido anteriormente, tem-se entao o vetor de dados,
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y(k) = Cx(k) +v(k) (3.51)

sendo y(k) e v(k) vetores coluna (r x 1), z(k) um vetor linha (¢ x 1) e C' a

matriz de observagao (r X ¢), que neste caso, assume-se r < ¢, dada por,
C = - (3.52)

3.4.1 Formulacao do Problema Vetorial

Para o problema bésico, tem-se um vetor x(k) que obedece uma equagao dinamica

vetorial de primeira ordem,

z(k+1) = Az(k) + w(k) (3.53)

para ser extraido de um vetor de medidas ruidoso y(k)
y(k) = Cx(k) +v(k) (3.54)

Novamente, deseja-se formar de Z(k), a melhor estimativa linear (valor filtrado)
de z(k) e como formar z(k|k+ 1) o melhor valor de predigao. Assim, o erro médio

quadratico de cada componente de sinal,

Elza (k) — 2a(k)]? (3.55)

sera minimizado simultaneamente, sendo aa =1,2,...,q.

Para o caso multidimensional, as equacoes sao reformuladas na forma vetorial e
aplica-se um procedimento de minimizacao de matrizes para obter-se as solugoes
otimas. Entretanto, as solugoes para os casos escalares podem ser estendidas
para sistemas multidimensionais, usando-se a equivaléncia de operacoes escalares-

matriciais, onde pode-se utilizar a Tabela 3.1.
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Tabela 3.1: Transformacao Escalar-Vetorial

Escalar | Vetorial - Matricial
a+b A+ B
ab AB
a?b ABAT
1 —1
P (A+B)

Para transpor-se a variancia do ruido de observacao para a matriz de co-

variancia do ruido de observacao, usa-se,

oy = o1 = E[vi] — R(k) = E[v(k)v" (k)] (3.56)
sendo,
Ry = | BREED Bl ] (557)
L Elva(k)vi (k)] E[’Ug(k)]
_ "ilal "im ] (3.58)
Similarmente, para o siste;na com ruido, tem-se
0y = 01y = Elwi(k)] — Q(k) = Blw(k)w" (k)] (3.59)

sendo (k) a matriz de covariancia do ruido do sistema. Se nao houver cor-
relacao entre os processos ruidosos, os termos fora da diagonal sao nulos. O
erro médio quadratico para as mudancas de um tnico sinal em uma matriz de

covariancia de erro é,

p(k) = p1a(k) = Blet(k)] — P(k) = [e(k)e” (k)] (3.60)
Para dois sinais, tem-se,
Elei(k)]  Elea(k)ea(k)]

PO = Ba®a®)  EEE) ] (361

=N

_ —pl,l(k) p1,2(k')]
L p21(k) paa(k)

Sendo que os termos diagonais sao os erros médio quadraticos individuais.

(3.62)
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3.5 Filtro de Kalman

Nesta secao sao feitas as seguintes consideragoes:

1. Lida-se com sinais aleatodrios variantes no tempo ou processos aleatorios.
Esta é uma situacao comum, por exemplo, em transmissao de radio e ras-

treamento de aeronaves;

2. A equacao de observacao é mudada por um fator ¢, multiplicando o sinal.

Assim, generaliza-se os resultados para sinais vetoriais;

3. Deriva-se a estimativa 6tima para um filtro recursivo generalizado de primeira
ordem. Arranjam-se os resultados na forma filtro de Kalman escalar, apro-

priado para um transformacao direta ao filtro de Kalman vetorial.

E assumido que o processo ¢ estacionario com o tempo, ou seja, o mecanismo de
geragao do sinal aleatdrio nao varia com o tempo. Como sera visto posteriormente,
o filtro de Kalman possui todas as caracteristicas de filtro recursivo mencionadas
na Segao (2.2). O FK depende de valores passados da saida y(k) além de possuir
resposta infinita ao impulso. Pode-se verificar as caracteristicas de dependéncia
de valores passados diretamente em suas equacgoes, onde o FK estd em processo

constante de atualizacdo dos valores da saida (Haykin, 1991) e (Bozic, 1984).

3.5.1 Modelo de Sinal

Assume-se que o sinal aleatério a ser estimado pode ser modelado como um pro-
cesso recursivo de primeira ordem governado por ruido branco de média nula.

Entretanto, o sinal envolve em tempo de acordo com a Equagao (3.63),

(k) =ax(k—1)+w(k—1) (3.63)

Este modelo, mostrado na Figura (3.5), possui z(0) = 0 e se assumido que os

valores iniciais sao nulos, ou seja, x(k) = 0 e w(k) = 0 para k < 0. Assim, tem-se,

Elw(k)] = 0 (3.64)
Blu(kui] = {UO . (3.65
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w(k —1) x(k) + y(k)

T Y

(@ (b)

Figura 3.5: (a): Modelo do Processo de Sinal Aleatério e (b): Modelo de Ob-

servagao

Se 02 = 0, entdao o ruido branco desaparece e a = 1 com a condigao inicial
z(0) =z # 0, tem-se x(k) = z(k — 1) no qual é um parametro de sinal constante
x. Um processo aleatério definido pela Equacao (3.63) é dito um processo auto-

regressivo de primeira ordem. Os parametros estatisticos de z(k) sao,

Elz(k)] = 0 (3.66)
El®(k)] = pa(0) =02 =~ (3.67)
Ble(k)x(k+ 7)) = pa(j) = a”'p.(0) (3.68)

O parametro a perfaz uma constante de tempo para o processo: quanto maior
a for, mais devagar o processo é, requerendo um intervalo de tempo maior (em
termos de unidades de amostra, espagadas por T') para mudar significativamente
do seu valor atual.

De acordo com a Figura (3.5) é assumido novamente um modelo de observagao

linear, descrito por,

y(k) = cx(k) + v(k) (3.69)

onde tem-se agora um sinal variante no tempo z(k) e um fator ¢ representando
uma observagao ou parametro de medicao. Este fator é 1til para transformacao
de resultados em sinais vetoriais. Como antes, v(k) representa um ruido branco

aditivo independente com média nula e variancia o?2.
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3.5.2 Derivacgao do Filtro Otimo

A forma do estimador recursivo,

(k) = a(k)i(k — 1) + b(k)y(k) (3.70)

sendo aqui Z(k) a estimativa do sinal z(k) no tempo k, baseado na estimativa
anterior e somente um dado no tempo k. Assim, deseja-se determinar a melhor
estimativa usando-se a Equac@o (3.70), no qual serd aquela que minimiza o erro
médio quadratico. Neste caso tem-se dois parametros, a(k) e b(k) no qual sdo

determinados da minimizacao do erro médio quadratico,

p(k) = Ele* (k)] (3.71)

E, como ja é sabido, e(k) = &(k) — (k) é o erro.

Substituindo-se a Equagao (3.70) por (k) tem-se,

p(k) = Ela(k)z(k — 1) + b(k)y(k) — x(k)]* (3.72)

Diferenciando-se em relagao a a(k) e b(k), obtém-se,

?27(3 = 2E[a(k)2(k — 1) + b(k)y(k) — x(k)]y(k) = 0 (3.73)

ou alternativamente,

Ele(k)z(k—1)] = 0 3.74)
Ele(k)y(k)] = 0 (3.75)

Obtém-se ainda,
(k) = az(k — 1) + b(k)[y(k) — acz(k — 1)] (3.76)

O primeiro termo aZ(k — 1) representa a melhor estimativa de (k) sem ne-
nhuma informacao adicional e é, entretanto, uma predicao baseada em observagoes
passadas. O segundo termo é um termo de correcao dependente da diferenca entre
a nova amostra de dados e a estimativa (k) = act(k — 1) com fator de ganho

variavel b(k), de acordo com a Figura (3.6).



CAPITULO 3. FILTRAGEM ESTOCASTICA E IDENTIFICACAO DE SISTEMAS 51

(k) 4 ; 2(k)
oL O
#(k—1)
c a T
§(k) = aci(k —1) ai(k —1)

Figura 3.6: Estimador Recursivo Otimo

As Equagoes (3.77), (3.78) e (3.79) constituem um algoritmo computacional
completo e podem ser utilizadas nesta forma. As mesmas podem ser estendidas

a sinais vetoriais.

z(k) = az(k—1)+0bk)y(k)—act(k —1)] (3.77)
b(k) = epi(k)[pi(k) +o2]! (3.78)
p(k) = pi(k) — cb(k)p: (k) (3.79)

Sendo p; (k) = a*p(k — 1) + 02. Com a introdugao da nova quantidade p; (k),
pode-se escrever p(k|k—1) no lugar de p; (k) e p(k|k) em vez de p(k). As equagdes
acima sao referentes ao estimador de filtro recursivo, ganho do filtro e erro médio
quadratico, respectivamente. As mesmas constituem o filtro escalar de Kalman
para o modelo de sinal da Equagao (3.63) e modelo de medidas da Equacao (3.69).

Este tipo de estimacao recursiva foi desenvolvida por volta de 1960, por R.
E. Kalman. Esta ¢é a razao pela qual os processadores idealizados naquela época,
assim como a variedade de generalizacoes e extensoes, sao referidos como filtros
de Kalman (Bozic, 1984).

De posse das Equagoes (3.77), (3.78) e (3.79), pode-se transformar o filtro de
Kalman escalar no seu correspondente vetorial. Em referéncia a estas equacoes,

pode-se escrever diretamente as equacoes vetoriais e matriciais, como se segue:
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(k) = Az(k—1)+ K(k)[y(k) — CAz(k — 1)] (3.80)
K(k) = Py(k)CT[CP(k)CT + R(Kk)]™* (3.81)
Pi(k) = AP(k—-1A" +Q(k —1) (3.82)

(k) (3.83)

= Pu(k) = K(R)C(F)Py(F)

sendo z(k) o estimador, K (k) o ganho do filtro, P;(k) a recursao de Riccati e
P(k) a matriz de covariancia do erro. As Equagoes (3.80), (3.81), (3.82) e (3.83)
constituem o filtro de Kalman vetorial para o modelo descrito pelas equacoes de

estado,

z(k) = Azx(k—1)+wk—-1) (3.84)
y(k) = Cx(k—1)+v(k) (3.85)

Ao eliminar-se K (k) da Equagao (3.83) por meio da Equacao (3.81), mudando-
se P(k) para P(k—1) e substituindo-se na Equacao (3.82), obtém-se uma equagao
a diferenca nao-linear. Esta equacao é conhecida como a Equacao a diferenca de
Riccati, no qual a solugao na forma fechada é geralmente complexa. Entretanto,
se um procedimento numérico do algoritmo de Kalman é realizado, entao nao ha
necessidade de ter-se uma solugao em forma fechada de P; (k).

Como pode-se observar, chega-se as seguintes conclusoes: primeiro, o modelo
fisico (A, C) deve ser definido e segundo, as estatisticas dos processos aleatérios
(Q, R) devem ser conhecidas.

As Equagoes (3.81), (3.82) e (3.83) definem o algoritmo para a computagao
recursiva da matriz 6tima de ganhos do filtro K (k). Ao mesmo tempo, obtém-se
os valores para Py(k) e P(k), ou seja, as variancias dos componentes dos erros de
predicao e filtragem, respectivamente.

Se torna tutil para efeitos de calculos e melhor entendimento, agrupar os re-
sultados para o filtro de Kalman, Equagoes (3.80), (3.81), (3.82) e (3.83), nos

seguintes dois estagios:

Predicao
T(klk—1) = Az(k—1lk—1) (3.86)
Pklk—1) = AP(k—1|k—1DAT +Q(k —1) (3.87)
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Correcao ou Atualizacao
z(klk) = z(klk—1)+ K[y(k) — Cz(k|k — 1) (3.88)
P(klk) = P(klk—1)— KCP(klk—1) (3.89)
K = P(klk—1)CT[CP(k|k —1)CT + R(k)]™* (3.90)

Sendo P(k|k—1) e P(k|k) correspondentes a P; (k) e P(k) respectivamente no
filtro de Kalman dado pelas Equagoes (3.81), (3.82) e (3.83). O primeiro estédgio é
a predicao baseada na Equacao de estado (3.84) e o segundo estagio é a atualizacao
ou corre¢ao baseada na Equagao de medidas (3.85), como também utilizado nos
trabalhos de (Amate et al., 2008), (da Silva et al., 2008) e (da Silva et al., 2007).

O fluxo de informacao no filtro pode ser discutido de forma bem simples,
considerando-se o diagrama de blocos da Figura (3.7). Supde-se que &(k — 1) é

conhecido para algum k, onde deseja-se determinar z(k), dado y(k).

K (Figura 3.8)

Cpassos
| coRreGROK e (k) i(k) = # (k) + Ke'(k)
y(k) . (k) . ESTIMATIVAATUAL%
ENTRADA PRESENTE, S
. (k) = y(k)Ca(k)
C 1 A § T
(k) = C# (k) (k) = Ak — 1)
-+ ESTIMATIVA DA ENTRADA PREEDIQAO 3 [i’(k? _ 1)
PRESENTE ESTIMATIVA ANTERIOR
assoz 0 eassor - (x(0)=0)

Figura 3.7: Passo Computacionais para o Filtro de Kalman

O ciclo computacional procede da seguinte forma:
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1. A estimativa #(k—1) é “propagada a frente” pela pré-multiplicagdo da mesma
pela matriz de sistema A. Isto fornece a estimativa predita Z(k|k — 1),

denotada como #'(k);

2. #/(k) é pré-multiplicada por C, dado y(k) no qual é subtraido da medida

verdadeira y(k) para obter-se o residuo de medida (ou erro) €'(k);

3. Este residuo é pré-multiplicado pela matriz K (k) e adiciona-se o resultado

a 7'(k) para obter-se (k) e;

4. Armazena-se z(k) até a préxima medida ser feita, no tempo em que o ciclo

é repetido.

O filtro entao opera em uma forma de ‘predi¢ao-correcao’; ou seja, o “termo
de correcao” K (k)e'(k) é adicionado a estimativa predita #’'(k) para determinar-se
a estimativa filtrada. O termo de corre¢ao envolve a matriz de ganho de Kalman
K (k). Pelo fato de iniciar-se a filtragem, comega-se com Z(0) = 0 e assim, percebe-
se imediatamente que (1) = K(1)y(1). Assim, %(2),z(3),... seguem recursiva-
mente, como para os passos mencionados acima.

E interessante notar que o filtro 6timo mostrado na Figura (3.7) consiste do
modelo do processo dinamico, no qual realiza a funcao de predicao e um esquema
de corregao de realimentagao no qual o produto do ganho e o termo residual sao
aplicados ao modelo como uma funcao forcada. Aplica-se este mesmo comentario
ao filtro de Kalman escalar.

Pode-se calcular a matriz de ganho K(k) antes da estimagao ser executada,
desde que nao dependa de todas as medicoes. Esta abordagem requer armazena-
mento dos vetores calculados para cada recursao e alimentando-os como necessario.
Entretanto, o algoritmo de subrotina dado pelas Equagoes (3.81), (3.82) e (3.83),
no qual atualizam-se os ganhos recursivamente como a estimacao proceder, nao
havendo necessidade de armazenar todos os valores de ganho: o valor anterior
¢ o unico a ser requerido. Neste caso o diagrama da subrotina computacional é

mostrada na Figura (3.8), sendo o ciclo computacional descrito por,

1. Dadas P(k— 1), Q(k — 1) e A(k — 1), entao P;(k) é computado usando-se
a Equagao (3.82);
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2. Pi(k), C(k) e R(k) sao substituidas na Equagao (3.81) para obter-se K (k),

no qual é utilizado no terceiro passo da computacao do filtro;

3. Pi(k), K(k) e C(k) sao substituidas na Equagao (3.83) para determinar-se
P(k), no qual é armazenada até o tempo da proxima medi¢ao, quando um

ciclo é repetido.

P(k)
C(k) 0
P(k») ATRASO
P(k—1)
C ?{l\fl(l?é.l)‘l’AR -CP Cl) E/Il{F;’)U TAR
C(k) Ak, k —1)
R(k Qk — 1
(k) U (k—1)
K (k)

PARA O FILTRO DE KALMAN

(Figura 3.7)

Figura 3.8: Subrotina Computacional para o Filtro de Kalman

A matriz inversa na qual se deve computar na Equacao (3.81) geralmente nao
é um problema. A matriz a ser invertida é (r x r'), sendo r 0 nimero de elementos
do vetor de medicao da Equagao (3.51). Na maioria dos sistemas r é mantido
em valores pequenos para evitar o alto custo da complexa instrumentacao. Con-
seqiientemente, nao é usual encontrar sistemas com 12 a 15 variaveis de estado
(no vetor z), mas somente 2 ou 3 varidveis de medigao (vetor y). Se r for grande,
também serda computacionalmente caro inverter matrizes e a alternativa entao é

aplicar o lema da inversao de matrizes.
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3.5.3 Preditor de Kalman

Freqiientemente em sistemas de controle, necessita-se predizer alguma varidvel.
Dependendo da quantidade de passos da unidade de tempo que se deseja predizer,
distingui-se as diferentes predigoes como: um passo, dois passos ou predicao a m-
passos. Quanto mais passos tomar-se na predi¢ao, mais além se enxerga e maior
serd o erro de predicao.

Considera-se novamente o modelo de sinal auto-regressivo de primeira ordem,

descrito por,

(k) =ax(k—1)+w(k—1) (3.91)

e a medida afetada pelo ruido branco por,
y(k) = cx(k) + v(k) (3.92)

Deseja-se a melhor estimativa linear um passo a frente, k+1 dada a informagao
anterior no tempo k, onde denota-se a mesma por z(k + 1|k). Assim, tem-se o

seguinte erro médio quadratico para este caso:

p(k+1|k) = Ele*(k+1]k)] (3.93)
= Elz(k+1)—2(k+ 1]k)]? (3.94)

Para um preditor linear de um passo, utiliza-se a forma recursiva usada ante-

riormente,

#(k + 1) = a(k)@(k|k — 1) + B(k)y(k) (3.95)

Os parametros «(k) e G(k) sao determinados a partir da minimizacao do erro
de predi¢ao médio quadratico, dado pela Equacao (3.94).

Como anteriormente, o processador 6timo multiplica a estimativa anterior por
a e assim adiciona a um peso de correcao. Nota-se que o termo de corregao consiste
da diferenca entre a nova amostra de dados y(k) e a estimativa de predigao anterior

cz(k|k—1). Assumindo-se que w seja nulo na Equagao (3.91), o sinal fica de acordo
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com com a Equagao z(k) = ax(k — 1). Entretanto, dada uma estimativa & no

tempo k, se torna razoavel predizer esta estimativa no tempo k + 1, como

#(k + 1)k) = ai(k) (3.96)

quando nao ha nenhuma informacao disponivel. Pode-se mostrar que esta
forma intuitiva da estimativa é também vélida para o modelo governado por ruido
w(k — 1). Por hipétese, o ruido w(k — 1) é independente do estado em todos os

tempos anteriores a k. Aplicando-se a Equagao (3.96) a Equagao (3.76), tem-se,

ai = @(k+1k) (3.97)
= ai(klk — 1) + ab(k)[y(k) — ci(k|k — 1) (3.98)

Na Figura (3.9) é mostrado o preditor recursivo étimo de um passo.

(k) . z(k + 1lk)
. B(k) ZCR
c : T

Figura 3.9: Preditor Recursivo Otimo de Um Passo

Na Figura (3.10) sdo mostrados o filtro e preditor étimos simultaneamente.
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y(k) +N b(k) + ‘ (k)
| z(k+ 1|k)
‘T ae—1 L1
=az(k—1lk—1)

Figura 3.10: Filtro e Preditor Simultaneos

O resumo de Equagoes é,

z(k+1k) = az(klk—1)+ B(k)[y(k) — ci(k|k — 1)] (3.99)
k) = acp(klk —1)[Ppk|k —1) + o] (3.100)
p(k+1|k) = a*p(klk —1) —acB(k)p(klk — 1) + o2 (3.101)

que, respectivamente, correspondem a equacao de predi¢ao, ganho do preditor
e erro de predicao médio quadratico. Este conjunto, chamado de conjunto do

preditor de Kalman escalar para o sinal de modelo,

x(k+1) =azx(k +w(k)) (3.102)

e para o modelo de observagao ou modelo de medicao,

y(k) = cx(k) + v(k) (3.103)

Ao usar-se o mesmo raciocinio para o preditor de Kalman vetorial, agrupando-
se as Equacgoes (3.99), (3.99) e (3.100) tem-se o seguinte conjunto de Equagdes

matriciais:

ik +1k) = Az(klk—1)+G(k)y(k) — Ci(k|k — 1)] (3.104)
G(k) = AP(klk—1)CT[CP(klk—1)CT + R(k)]™'  (3.105)
P(k+1k) = [A—Gk)C)P(klk—1)AT +Q(k) (3.106)
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sendo a Equacdo (3.104) o preditor, a Equagao (3.105) o ganho do preditor
e a Equacao (3.106) o erro médio quadratico de predi¢ao. Todas representam o
preditor de Kalman vetorial para o modelo descrito pelas Equagoes (3.84) e (3.85).
O parametro G(k) aqui representa a matriz de ganhos do preditor, no qual para
o caso escalar é F(k). Tem-se a seguinte relagao entre sinais vetoriais estimados e

preditos,

#(k + 1)k) = Az(k) (3.107)

Isto significa que, dado o sinal filtrado z(k), a melhor estimativa do sinal um
passo a frente ignora o ruido e assume que a matriz A opera somente na estimagao.
A partir do momento que se interesse na covariancia do erro de predicao, as
trés Equagoes matriciais (3.81), (3.82) e (3.83) sao reduzidas as Equagoes (3.105)
e (3.106). A matriz de covariancia do erro de predicao dada pela Equagao (3.106)
é obtida apds a substituigao da Equagao (3.83) na Equacao (3.82) e expressando

Py (k) como P(k|k—1).

(k) + + (k)
’ OIS \

-+

A
ok + 1[k)

C T

Figura 3.11: Filtro e Preditor Simultaneos Para Sinais Vetoriais

A simples ligagao entre filtragem e predigao, dada pela Equacao (3.107) ha-
bilita a predigao vetorial a um passo para ser obtida do filtro de Kalman, como
mostrado na Figura (3.11). Isto é, de fato, o caso vetorial correspondente ao caso
da Figura (3.10). Note-se que a caixa da matriz A e o elemento de atraso sdo
intercalados nesta versao do filtro de Kalman.

Em muitos casos a covariancia do erro e portanto o ganho de Kalman converge

para um estado estacionario quanto ¢ — oo, a solucao do limite para covariancia
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do erro satisfarda a Equacao algébrica de Riccati (EAR) (Kenney et al., 1989) e
(da Silva et al., 2007).

A estabilidade do filtro de Kalman esta ligada diretamente a solucao da EAR,
de modo que a mesma seja real, simétrica e semi-definida positiva, o que garante
que as raizes em regime estacionario estejam no interior do circulo unitério. Se-
gundo (Kenney et al., 1989) e (da Silva et al., 2007), um dos métodos mais usados
para o céalculo da solucao da EAR é o método de Schur, onde o mesmo busca a

solucao da matriz Hamiltoniana como base.

3.6 Técnicas de Identificacao de Sistemas

Ao modelar-se um determinado sistema, pode-se ter problemas de estimacao
em decorréncia do modelo que se utiliza para este sistema. Por isso, a mode-
lagem ¢ uma etapa de suma importancia quando deseja-se estimar determinados
parametros de um sistema. No caso das cubas eletroliticas, nao se possui nenhuma
informagao a respeito de suas caracteristicas dinamicas.

Ao utilizar-se as técnicas de Identificacoes de Sistemas, pode-se construir mo-
delos de sistema dinamicos com pouca informagao da planta em questao. Assim,
a informagao possuida sao os dados de entrada u(-) e saida y(-). Deseja-se obter o
sistema h(-) da tal forma que os valores estimados acompanhem os valores medidos
da saida, ou seja, y(-) — y(-).

O processo de identificacao estd fundamentado na construcao de modelos
matematicos que caracterizem determinado sistema dinamico. A modelagem e
identificacao é a determinagao de um modelo que represente todos os aspectos
fundamentais e de forma adequada um sistema dinamico. Este modelo podera
ser usado para diagnostico, supervisao, otimiza¢ao e controle (Aranha, 2007) e
(Coelho and dos Santos Coelho, 2004). Pode-se ainda destacar os seguintes pro-
cedimentos para elaboracao dos modelos matematicos de sistemas dinamicos, de

acordo com a Figura 3.12.
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SISTEMA

LEIS IDENTIFICACAO|
DE

SISTEMAS

FISICA

- MODELO

Figura 3.12: Procedimentos Envolvidos na Elaboragao de Modelos.

Os procedimentos podem ser classificados em:

Analise Fisico-Matematica: E baseada nas leis da Fisica que caracterizam um
sistema dinamico em particular. Pode-se citar as leis de conservacao de

massa, energia e momento.

Analise Experimental: E baseada nas medidas ou observagoes do sistema a se

modelar.

Assim, o modelo de um sistema dinamico é uma equacao matematica uti-
lizada para obter-se informagoes sobre o sistema sem a necessidade de experi-
mentacgoes. Através do modelo obtido pode-se obter informagao necessaria sobre
o comportamento das condi¢oes operacionais do mesmo, auxiliando em calculos
e/ou decisoes. A utilizagdo do modelo para simulac¢do do sistema caracteriza uma
solugao de baixo custo e segura para experimentar-se o sistema (Aranha, 2007) e
(Ljung, 1987). Porém, para validar-se os resultados da simulagao, deve-se ter em
mente que estes resultados dependem completamente da qualidade do modelo do

sistema. Os modelos podem ser classificados como,

Deterministicos Modelos que trabalham com relagoes exatas entre as variaveis

medidas e sao expressas sem incertezas.

Estocasticos Modelos que trabalham com conceitos de incertezas e probabi-

lidade. Um modelo matematico estocastico contém quantidades que sao
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descritas por variaveis estocasticas.

3.6.1 Modelos Caixa-Preta

De posse das informacoes de entrada e saida do sistema a ser modelado, torna-se
necessario a escolha da classe de modelo mais adequada para a planta industrial
que se deseja estimar parametros. Os modelos apresentados a seguir sao também
chamados de modelos caixa-preta.

Sabe-se que um modelo completo de um sistema linear invariante no tempo

pode ser representado por,

y(t) = G(q)u(t) + H(g)e(t) (3.108)

sendo G(q) a funcao de transferéncia do sistema linear em questdo, ¢ um
argumento de acordo com a Transformada-Z do sistema, H(q) a fungao de trans-
feréncia dos distirbios, u(t) a entrada do sistema, e(t) o erro direto na equagao a

diferenga - uma pertubacgao e f.(.) a fungao densidade de probabilidade de e(t).

3.6.2 Familia Geral de Estruturas de Modelos

Os modelos disponiveis podem apresentar uma grande diversidade de conjuntos
de modelos, dependendo apenas de quais polinomios serao utilizados. A estrutura
de modelo generalizada é descrita pela Equagao (3.109),

A(q)y(t) = %u(t) + %e(t) (3.109)

A estrutura da Equagao (3.109) é muito generalista para a maioria dos propdsitos

praticos. Um ou muitos dos cinco polinomios seriam fixados unicamente em
aplicagoes (Ljung, 1987). Entretanto, ao desenvolver-se algoritmos e resultados
para a Equacdo (3.109), deve-se também cobrir todos os casos especiais corres-
pondentes aos conjuntos de modelos mais realistas. O preditor para a Equagao
(3.109) é,

(1)) = —} u(t) (3.110)
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Na Figura (3.13) é mostrado o diagrama de blocos para a estrutura geral de

estruturas de modelos, descrita pela Equagao (3.109).

e(t)

'

C(q)
A(q)D(q)
A(g)F(q)

Figura 3.13: Diagrama de Blocos da Estrutura Geral.

(

Os casos especiais da Equagao (3.109) s@o resumidos na Tabela 3.2.

Tabela 3.2: Alguns Modelos SISO Caixa-Preta Como Casos Especiais da Estru-
tura Geral

Polinémios Utilizados na Equacao (3.109) | Nome da Estrutura de Modelo
B FIR
AB ARX
ABC ARMAX
AC ARMA
ABD ARARX
ABCD ARARMAX
BF OE
BFCD BJ

Apresentam-se alguns dos modelos citados na Tabela 3.2 nas segoes sub-

sequentes.

3.6.3 Modelo ARX

A relacao entrada e saida mais simples pode ser obtida descrevendo-se uma

equacao linear a diferenca,

y(t)+ary(t—1)+---+any(t—ng) = byu(t—1)+-- - +by,u(t—ny) +e(t) (3.111)
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Tem-se assim, os polindmios com coeficientes,

Alg) =1+ ag +-- +anqg ™ (3.112)

B@)=big "+ +byqg ™ (3.113)

sendo n, o nimero de parametros do polinémio A(q) e ny, 0o numero de parametros
do polinémio B(q).

Tem-se ainda que n, representa o nimero de polos, n, — 1 o ntimero de zeros e
ng o numero de atraso da saida em relagao a entrada. Calcula-se a saida no tempo
t como uma combinacao linear das saidas e das entradas, conseqiientemente. A
saida no instante ¢ depende da entrada do sinal em varios instantes de tempo, é
o que determina a dindmica do processo (da Silva et al., 2008) e (Ljung, 2007).

Pode-se ainda ajustar os parametros e medidas de modo a ficarem nas formas:

0=ayay ... an, by ...by)" (3.114)

STt = [yt = 1) —y(t—na) - ut—1) ult—ny) (3.115)
Sendo @ o vetor dos parametros e o’ (t) o vetor das medidas, também chamado

de vetor de regressao.

Na forma geral, tem-se:

y(t) = " ()0 + e(t) (3.116)

Com a saida estimada na forma,

§(t10) = " ()0 (3.117)

O modelo da Equacao (3.117) é chamado de regressivo linear. A Equagao

(3.111 pode ser reescrita como,

e(t) (3.118)

Onde tem-se,
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B(q) 1
FIaL H(q,0) = (3.119)

G(q,0) = :
@9 Al
Pode-se entao, chamar a Equagao (3.119) de modelo ARX, sendo que AR

se refere a parte auto-regressiva A(q)y(t) e X a entrada extra B(q)u(t). Para o
caso especial onde n, = 0, y(t) é modelada como um filtro de resposta finita ao
impulso (FIR). Particularmente utiliza-se tal conjunto de modelos em aplicagoes
de processamento de sinais (Ljung, 1987).

Pode-se ainda observar na Equacao (3.119) que neste modelo nao temos repre-

sentada a dinamica de um numerador do ruido. Os pdlos do ruido e do sistema
sao A(q) (Aranha, 2007) e (Ljung, 2007).

3.6.4 Modelo ARMAX

A desvantagem do modelo ARX ¢ a falta de liberdade em descrever-se as pro-
priedades do termo de distiurbio. Porém, pode-se adicionar flexibilidade ao este
modelo descrevendo-se a equagao de erro como uma média dinamica do ruido

branco (Ljung, 1987). Assim, tem-se o seguinte modelo:

yt) + ayt—1)+ -+ an,y(t —ng) = byu(t — 1) + -
b u(t —np) +e(t) +ere(t — 1) + -4 cpe(t —ne)  (3.120)

Tendo-se,

ClQ)=1+cqg 4+ +ecpqg ™. (3.121)

Podendo ser reescrita como:

y(t) = %u(zﬁ) + @e(t) (3.122)

Comparando-se com a Equagao (3.108), tem-se,

G(q,0) = () H(q,0) = —=. (3.123)
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sendo agora o vetor dos parametros,
0=la1ay ... an, by ...bp, c1 .. Cn]" (3.124)

A Equacao (3.123) representa o modelo ARMAX, onde se caracteriza por
modelar a dindmica do ruido pelo polinomio C(q), representando uma média
movel da fonte de ruido branco, conforme ja dito anteriormente. Os distirbios e

entradas possuem pdélos comuns em A(q).

3.6.5 Modelo Saida-Erro

Todas as estruturas de modelos de erro de equagao correspondem a descri¢oes
onde as fungoes de transferéncia G e H tém um polinomio A como um fator
comum nos denominadores (Ljung, 1987). Supondo que a relacao entre entrada e
a salda sem distirbio w que pode ser escrita como uma equacao a diferenca linear

e que, os disturbios consistem de ruido branco medido, tem-se:

w(t) + frw(t =1+ - +fuw(t —ng) =
= bu(t—1)+-- +byu(t —ny) (3.125)
y(t) = w(t)+e(t) (3.126)
Sendo,
Flg)=1+ fig"" 4+ + fu,¢™ (3.127)

Assim, pode-se escrever o modelo Saida-Erro na forma,

y(t) = %u(t) +et) (3.128)

com o vetor de parametros,

0=1[brby .. boy fi fo oo fu,]" (3.129)

Como w(t) na Equacao (3.125) nunca ¢é observado, pode-se colocar um indice

0, ja que é construido de u. Ou seja:
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w(t,0) + frw(t —1,0) + -+ fo,w(t —ny, 0) =
biu(t — 1)+ -+ by, u(t — ny) (3.130)

Sabendo-se que H(q,#) = 1, tem-se um preditor natural,

B(q)

9(16) = T yu®) = wit.0) (3.131)
Assim,
G(q.0) = % (3.132)
H(g,0) = 1 (3.133)

Como pode-se observar, este modelo nao descreve o ruido na dinamica do

modelo. A estimagao baseia-se em entradas passadas.

3.6.6 Modelo Box-Jenkins

Um desenvolvimento natural do modelo Saida-Erro é adicionar propriedades do

erro de saida. Descrevendo como um modelo ARMA, tem-se,

B(a) Cla)
F(q) D(q)

Aqui, as fungoes de transferéncia G e H sao independentemente parametrizadas

y(t) = —L(t) + —L () (3.134)

como fungoes racionais. O modelo da Equacao (3.134) também proporciona a
familia de modelos com relacao Saida-Erro. O preditor para o modelo da Equagao
(3.134) é,

D(q)B(q)
C(q)F(q) ulf) +

Como (Ljung, 2007) menciona em seu trabalho, nao hd o melhor modelo,

y(t0) = y(t) (3.135)

assim como nao ha uma forma simples de se encontrar o modelo mais adequado
para determinada aplicagao. Pode-se aqui, testar as mais diversas estruturas para

determinado caso e escolher-se a que mais se encaixa ao sistema original.
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3.6.7 Analogia com Filtros Digitais

Como se pode observar, todas as estruturas possuem como caracteristicas comuns
o fato de dependerem de valores passados da saida, como mostrado na Equacao
(2.5) da Segao 2.2 e, posteriormente explanado na mesma.

As equactes das estruturas de modelos ao serem expandidas das formas de
fragdo em forma polinomiais, mostram coeficientes que multiplicam os valores de
saida y(k —n), a exemplo da Figura 2.2 em que estes coeficientes eram menciona-
dos como coeficientes “b” (b,,). A saida assim, é o resultado da subtracao do
resultado da multiplicacao destes valores com a soma dos valores da entrada ao
serem multiplicados por coeficientes “a” (a,), conforme Equagao (2.5) na Segao

2.2 reescrita abaixo:

y(k) + by(k) +by(k—1)+bsy(k—2)+ -+ bry(k —m) (3.136)
= aox(k) + az(k — 1) + agx(—2) + - - - + apx(k — n) (3.137)

Como exemplo bem pratico, pode-se mencionar a estrutura ARX, com Equacao,

y(t)+ary(t—1)+- -+ any(t—ng) = byu(t—1)+- - -+ by, u(t —np) +e(t) (3.138)

Como pode-se ver claramente, os coeficientes a,, da equacao acima, que sao
multiplicadores dos valores de saida y(t), por analogia, sdo os mesmos coeficientes
b,, da Equacao (2.5) na Secao 2.2. De mesmo modo, os coeficientes b,, que multi-
plicam os valores de entrada da equacgao acima, por analogia, sao os coeficientes

a, da Equagao (2.5) na Secao 2.2

3.6.8 Caracterizagao do Processo de Identificagao
Para produzir-se um modelo para identificacao, tem-se as seguintes etapas:
1. Especificacao da estrutura do modelo;
2. Implementacao em computador do melhor modelo da estrutura escolhida;

3. Avaliagao das propriedades do modelo levantado e;
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4. Testes da nova estrutura e retorno ao item 1.

A identificacao de um sistema é basicamente um problema de otimizacao que
envolve algumas medidas para adequacao de modelos matematicos candidatos a
representar um processo real. O fluxograma para identificacao do modelo de um

sistema é mostrado na Figura 3.14

= MEDIDAS

'

= ESTRUTUR/

Y

= ESTIMACAQ

\i

VALIDACAQ

|

Figura 3.14: Fluxograma do Modelo Para Identificagao do Sistema

Concepgoes Para Identificagao
A selecao de modelos matematicos e ajustes dos parametros sao influenciados

pelos seguintes fatores:

e Conhecimento a priori do sistema a ser identificado (Constante de tempo,

periodo de amostragem, atraso de transporte);

e Propriedades do modelo do sistema identificado (Complexidade);
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e Selecao da medida do erro a ser minimizado e;

e Presenca de ruidos.

Procedimentos e Métodos de Identificagao de Processos

O método de identificacao consiste fundamentalmente na determinagao de um
modelo matematico que represente os aspectos essenciais do sistema dinamico, ca-
racterizado pela manipulacao dos sinais de entrada e saida e, relacionados através
de uma fungao de transferéncia continua ou discreta, (Ljung, 1987), (Coelho and
dos Santos Coelho, 2004) e (Aranha, 2007). Para processos industriais, como
o de producao de aluminio, as medidas sao coletadas e tratadas para obter-se o
modelo. Segundo (Coelho and dos Santos Coelho, 2004), a coleta é feita através
de realizacoes experimentais e o tratamento dos sinais coletados é feito através de
procedimentos estocéasticos, como por exemplo filtragem.

Identificacao pelo teste da resposta ao degrau - Submete-se o processo a uma
mudanca na entrada do tipo degrau unitario com o armazenamento das medi-
das. O teste da resposta ao degrau unitario, por ter uma pobre composi¢ao em
freqiiéncia, nao permite a estimagao de modelos de ordem elevada.

Identificacao pelo teste da resposta em freqiiéncia - Ao submeter-se o sistema
a uma entrada senoidal, pode-se identificar as freqiiéncias de corte e, conseqiiente-
mente, a funcao de transferéncia estimada. A freqiiéncia de corte sofre influéncia
dos pdlos e zeros do modelo e esta é identificada através das curvas de magnitude
e fase.

Identificagao Off-line - Com sinais de teste apropriados (ruido branco, seqiiéncia
bindria pseudo-aleatdria) excita-se o processo e armazena-se as medidas (entrada
e saida) para aplicagao e avaliagdo a posteriori dos algoritmos de estimagao nao-
recursivos.

Identificagcao On-line - A aplicacao em tempo real dos algoritmos de identi-
ficagao é interessante por varios propositos tais como: Rastreamento de parametros
variantes no tempo, detecgao, diagnostico, filtragem, controle adaptativo e predi-
tivo e filtro de Kalman.

Eficiéncia do Modelo

Segundo (Coelho and dos Santos Coelho, 2004), a identificacao de sistemas
consiste de trés etapas principais: determinagao da estrutura, estimacao dos

parametros e validagao do modelo.
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Aquisicao de Dados - Faz-se as devidas medigoes obtendo-se os dados experi-
mentais. Apds selecionar-se o periodo de amostragem, coleta-se um conjunto de
medidas.

Determinacao da Estrutura - Busca-se as informacoes necessarias para selecao
do conjunto de regressores para aplicar-se a técnica de identificacao: paramétrica,
nao-paramétrica, linear ou nao-linear.

Selecao do Modelo - Selecionam-se técnicas de estimacgao para a estrutura es-
pecificada. No caso da estimagao paramétrica, objetiva-se aproximar os parametros
desconhecidos dos polinomios do modelo - representagao entrada/saida.

Estimacao dos Parametros - A estimacao de parametros é um procedimento
numérico que determina os valores dos parametros do modelo (desconhecidos) e
pode ser formulado como um problema de otimizacao. O melhor modelo é aquele
que se ajusta as medidas para um dado critério. Uma vez obtidos os parametros,
objetivando qualificar o desempenho do modelo estimado, as técnicas de validagao
de modelos sao aplicadas.

Técnicas de Validacao - Entre as diversas técnicas de validacao pode-se com-
parar a resposta do sistema real com a resposta obtida pelo modelo estimado (ou
técnicas no dominio da freqiiéncia ou métodos estocasticos). O modelo é ade-
quado se o erro cometido no ajuste estiver dentro de valores pré-estabelecidos,
ou ainda, para uma determinada aplicacao a resposta do modelo estimado reflete
corretamente a resposta do sistema, nao apresentando discrepancia entre o real e
o estimado (nao existe um método de identificagao que seja universalmente aceito
como mais apropriado). A estimagao é o procedimento de ajuste dos parametros
do modelo estimado de modo que o erro entre a saida do sistema e a saida do
modelo seja minimo de acordo com um dado critério. Realiza-se o calculo do
modelo de forma recursiva ou nao-recursiva.

Identificacao Ezxperimental Por Computador - Modo Off-line - Coleta-se certa
quantidade de dados da entrada e saida do sistema que pode estar armazenado
no computador ou em outro meio. As medidas sdo processadas para estimar
os parametros do modelo sem restricao de tempo computacional. Neste caso,
utilizam-se algoritmos nao-recursivos. O diagrama esquematica deste tipo de

identificacao é mostrado na Figura 3.15.



CAPITULO 3. FILTRAGEM ESTOCASTICA E IDENTIFICACAO DE SISTEMAS 72

Entrada Saida
PROCESSOS

DISCO

A

J_L

\J

MODELO

Figura 3.15: Modo Off-line Para Identificacao Experimental Por Computador

Identificacao Experimental Por Computador - Modo On-line - As medigoes da
experimentacao nao precisam ser armazenadas e processadas. Assim, utiliza-se um
algoritmo recursivo para ajustar os parametros apés cada periodo de amostragem.
Outro aspecto importante é que a quantidade de calculos - tempo de processa-
mento do algoritmo - necessaria para ajustar o modelo é funcao do periodo de
amostragem.

Protocolo de Teste Para Identificagao de Sistemas

Para validar-se um modelo, tornam-se necesséarios os seguintes protocolos: es-
timativa do ganho estatico, constante de tempo, atraso de transporte, verificacao
da instrumentacao da planta, tipo de sinal de entrada, malha aberta ou malha
fechada.

Para a identificagao é necessario conhecer algumas informacoes tais como:

Tipo de Modelo do Processo Linear/néao-linear, variante/invariante no tempo,
paramétrico/nao-paramétrico, continuo/discreto, monovaridavel /multivaridvel

e a caracteristica do ruido;

Precisao Requerida do Modelo Baixa, média ou alta e;
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Método de Estimagao do Modelo Off-line/on-line, malha aberta/malha fechada,
resposta ao degrau, resposta em freqiiéncia, andlise espectral e de Fourier,

técnicas de correlagao, métodos de estimacgao de parametros.

3.7 Conclusao

Neste capitulo foram mostrados os estimadores nao-recursivos e recursivos em
uma forma geral, assim como o filtro de Wiener na Secao 3.3. Ainda nesta se¢ao
mostrou-se os passos para obtencao de um estimador recursivo proveniente do
estimador nao-recursivo. Foram apresentados o filtro de Kalman, a derivacao do
filtro 6timo e o preditor de Kalman escalar. Mostrou-se as diferencas entre os
filtros de Wiener e Kalman, visto que o primeiro é nao-recursivo e o segundo re-
cursivo, mas ambos levam em consideracao o erro médio quadratico como critério
para otimizar a estimativa. Na Secao 3.4 foram feitas as devidas consideracoes
acerca de sinais e conjunto de dados vetoriais, formulando-se o problema vetorial.
Finalmente, na Segao 3.5 mostrou-se todos os algoritmos do filtro de Kalman e
preditor, onde neste 1ltimo, é considerada uma estimativa a frente na amostragem
da informacao proveniente do sistema dinamico em questao. Como se pode ver, o
FK utiliza medidas linearmente relacionadas com o estado contaminado por ruido
branco. Assim, o estimador resultante é estatisticamente 6timo em relacao a es-
timacao do erro quadratico. Na Secao 3.6 foi apresentada a teoria de identificacao
de sistemas e sua utilidade na modelagem de processos do mundo real, como as
cubas eletroliticas. Foram mostradas as técnicas caixa-preta mais utilizadas e os
respectivos modelos, tais como ARX, ARMAX e Saida-Erro. Todos os modelos ja
apresentados sao reunidos em uma estrutura geral, chamada de familia geral de
estruturas de modelos, onde podem ser derivadas todas as técnicas de identificagao

de sistemas para obtencao do melhor modelo da planta.
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Efeito Anddico em Cubas

Eletroliticas

Atualmente sao varios os processos industriais em que, tem-se plantas complexas e
dificeis de obter um modelo confidvel. Modelo este que servira para implementagao
de observadores de estados em que se deseja estimar alguma variavel de interesse.

Em processos de fabricacao de aluminio, descritos na Secao 4.1, sao varias
as etapas necessarias para chegar-se ao produto final: o aluminio. No inicio da
fabricacao do aluminio metalico, tem-se a fundicao em um banho eletrolitico com
o intuito de reduzir-se a alumina produzida para aluminio.

Na Secao 4.2 mostra-se o problema do efeito anddico, assim como caracterizado
e formulado, pois a concentragdo de alumina (Al;Os) no banho eletrolitico, carac-
teriza o efeito anddico. Este depende de fatores, tais como: baixa concentragao
de alumina e baixa temperatura do banho, tornando o banho mais resistivo. O
efeito anddico faz com quem haja uma elevacao significativa na tensao da cuba
eletrolitica, até 10 vezes mais que valores nominais (Aranha, 2007) e (Braga et
al., 2007).

Para evitar-se o efeito anddico, faz-se a caracterizacao e formulagao do processo
durante o modo normal, ou seja, antes de acontecer o efeito anddico, mostrado
ainda na Secao 4.2. Com isso, as tomadas de decisao se tornam mais eficientes,
visto que se pode prever o efeito anddico.

Com o intuito de implementar-se técnicas especificas para ter-se uma curva

de tendéncias e evitar-se o efeito anddico, sao propostos modelos para a célula
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de producao de aluminio e feito um estudo preliminar do processo industrial em

questao.

4.1 Caracterizacao do Processo de Fabricacao

de Aluminio

O ponto de partida para a fabricacao do aluminio é a extracao da bauxita, que é
matéria-prima para fabricacao de alumina, através de um processo de refinamento.
Subseqiientemente a maioria da alumina produzida na refinaria é empregada para
producao do aluminio metalico. Neste processo, utiliza-se a redugao eletrolitica
da alumina em um banho de criolita natural ou sintética fundida (NasAlFs) pelo
método conhecido como Processo de Hall-Heroult (Braga, 2008), (Aranha, 2007)
e (Foosnaes et al., 1986).

Para que a producao de aluminio seja economicamente viavel, é necessario
que a bauxita apresente no minimo 30% de alumina aproveitdvel. A producao de
aluminio se divide em trés etapas: mineracao, refinaria e reducao. A mineracao se
dé com a extragao da bauxita do solo e posteriormente realiza-se o beneficiamento,
onde ¢ feita a britagem - para reduzir-se o tamanho - a lavagem da bauxita com
agua para reduzir o teor de silica contida na parte mais fina, quando necessério,
e a secagem do minério.

Na refinaria inicia-se o processo de transformacao da bauxita em alumina
calcinada. O método mais usado é o Método de Bayer, onde se dé a primeira
etapa até chegar-se ao aluminio metélico. Na reducao tem-se a etapa final do
processo de producao, onde ocorre o Processo de Hall-Heroult. Este é realizado
por meio de eletrélise, obtendo-se finalmente o aluminio. O processo de redugao

pode ser descrito pela equagao,

2A1,0; + 3C — 4Al + 3CO;4 (4.1)

Nesta etapa, a alumina é dissolvida num banho eletrolitico fundido a 950°C
no interior das células de producao, onde é reduzida para aluminio. Este, por sua
vez, ¢é retirado das cubas e transportado para resfriar-se em moldes refrigerados a
agua, no lingotamento. Na Figura (4.1), é mostrado todo o fluxo de producao do

aluminio.
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Figura 4.1: Fluxo de Producao do Aluminio

O processo de reducao da alumina para aluminio metalico pode ser dividido

nas seguintes etapas:

1. Alumina é dissolvida em um banho de criolita (NasAlFg) fundida e fluoreto
de aluminio (AlFg) em baixa tensdo e alta corrente continua, com valores

de aproximadamente 220 kA, decompondo-se em oxigénio;

2. Assim, o oxigénio se combina com o anodo de carbono, desprendendo-se na
forma de diéxido de carbono. O aluminio liquido, se precipita no fundo da
célula de producao e os gases que possuem fluoreto gasoso e particulado sao

recuperados por um sistema reator com alumina pura e;

3. Com o aluminio liquido sendo retirado periodicamente das cubas eletrolitcas,
tem-se a agdo chamada de “correr a cuba”. O aluminio liquido ¢ transferido
em cadinhos até os chamados fornos de espera. Dai, o metal segue para as
maquinas lingoteiras, onde é conformado e resfriado para a produgao dos

lingotes.

Neste trabalho, o enfoque principal a respeito do processo de producgao de
aluminio é resumido ao problema de concentragao de alumina no banho eletrolitico
e, conseqiientemente, o efeito anddico. Aqui, deseja-se ter controle da quantidade
de alumina lancada a cada célula de produgao e assim, tomar decisoes no intuito

de evitar o efeito anddico.
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Para operar-se a cuba eletrolitica, é utilizado um parametro denominado ratio.

O ratio é a relagao em peso entre fluoreto de sédio (NaF') e Fluoreto de Aluminio

(AZF3)7

) (1.2

Este parametro contribui com o aumento da solubilidade de alumina e eficiencia

ratio =

de corrente (A), no qual determina-se pela quantidade necesséria para uma dada
producao. A adicao de um destes compostos é realizada para manter valores de
ratio dentro dos limites desejaveis.

O controle de ratio também esta relacionado com a temperatura de fusao do
banho eletrolitico, sua eficiéncia de corrente e resistividade do material. Vale
ressaltar que as respostas de alteracao de ratio via variacao de tensao ou adicao
de AlF; sao lentas (aproximadamente 40 horas) e isto é causado pela interagao
do material que se solidifica nas paredes das cubas e a mudanca da temperatura
de fusdo do banho (Aranha, 2007) e (Nagem, 2009).

Caracteriza-se a eficiéncia de corrente como a porcentagem da produgao es-

perada e a porcentagem da producao real,

[es eraaa
(%) = ;’7;[ (4.3)

A diminuicao da eficiéncia de corrente esta ligada com o aumento da solubili-
dade do aluminio e aumento de adigdes de fluoreto de sédio (NaF').

Outro parametro que se utiliza na operacao das cubas é a distancia AC, que
¢é medida entre o anodo e a superficie do material. Este é diferente da tensao da
cuba, que por sua vez é funcao da distancia AC e da concentracao de alumina
dissolvida no banho. Na Figura 4.2 é mostrado o diagrama esquematico de uma

cuba eletrolitica.
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Figura 4.2: Diagrama Esquematico de Uma Cuba Eletrolitica

Devido a grande intensidade da corrente que circula nas cubas, é gerado um
intenso campo magnético dentro das cubas, resultando assim em uma grande
agitacao do banho. Esta agitacao gera dispersao do aluminio no banho eletrolitico,
aumentando a possibilidade da reversao da reacao no banho. Outro fator impor-
tante é a temperatura do banho, que por ser bastante elevada, pode causar o der-
retimento parcial do banho solidificado existente nas paredes das cubas. Quando
isto ocorre, ha uma instabilidade no balanco térmico da célula de producao. Esta
camada solidificada existente nas paredes, protege o revestimento da cuba do
efeito corrosivo da criolita (NasAlFg) (Aranha, 2007) e (Braga et al., 2007).

A resisténcia elétrica da célula de producao de aluminio é um parametro uti-
lizado para efeitos de estimacao da concentracao de alumina no banho. A re-

sisténcia elétrica pode ser obtida,

V — Bemf
I

Sendo V' a tensao medida na cuba, Bemf a tensao contra-eletromotriz do

R= (4.4)

efeito bateria e I a corrente injetada na cuba eletrolitica.

Um dos parametros mais importantes no processo de produgao de aluminio
¢ a alimentacao de alumina na cuba, pois com ele tem-se o controle da reducao.
Se a concentracao de alumina é muito baixa, pode-se ter a ocorréncia de efeito

anddico, por outro lado, se houver uma concentracao elevada de alumina no banho,
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a eficiéncia da célula de producgao diminui e a alumina nao dissolvida é depositada
no catodo como residuo atuando como uma camada isolante elétrica, aumentando
o consumo de energia e, conseqiientemente, causando problemas térmicos na cuba.
Aqui, tem-se um grande problema para controle deste processo, pois ainda nao
existe uma tecnologia eficaz e confidvel para medir-se continuamente esta concen-
tracao de alumina no banho eletrolitico. Para isto, ¢é feita uma estimagao baseada
em uma relagdo entre a resisténcia elétrica e a concentragdo de alumina (Braga,
2008).

Para efetuar o controle, ha um computador de controle de processo responséavel
pela alimentacao de alumina para as cubas. Aqui, o intuito é que este controle se
realize de forma tal que haja uma quantidade de alumina que garanta a maxima
producgao de aluminio. Assim, adiciona-se uma certa quantidade de alumina a
cuba toda vez que o computador de controle enviar um comando de alimentagao
para os alimentadores das cubas. Para adicionar mais ou menos alumina, o com-
putador altera o intervalo de tempo em que as cubas sao alimentadas. Este inter-
valo de alimentacao é definido em funcao de especificagoes de projeto, tais como
eficiéncia e intensidade da corrente. Existem outros parametros importantes que

determinam este intervalo, como os citados anteriormente.

4.2 Caracterizacao e Formulacao do Efeito Andédico

Para Fins de Predicao

4.2.1 Caracterizacao

Com a ocorréncia do efeito anddico, ha uma formacao de uma camada isolante
no banho eletrolitico. Assim, este banho nao consegue mais molhar a superficie
anddica, até que a barreira de géas isolante seja quebrada. Para quebrar esta
barreira, ha a necessidade de abaixar-se os anodos até que os mesmos atinjam o
lastro de metal. Com a ocorréncia do efeito anddico, ha uma elevacao na tensao da
cuba e conseqiientemente na temperatura do banho, causando distirbio térmico.
Com esta elevacao, pode ocorrer o derretimento da camada isolante da cuba cau-
sando perdas de producao em toda a linha de cubas e a diminuicao da vida 1til

e também a formagao de gases PFCs. Estes gases sao extremamente nocivos ao
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meio ambiente, contribuindo no efeito estufa.

4.2.2 Formulacao

Para poder-se formular e classificar objetos em uma forma geral, pode-se utilizar
conhecimentos relacionados a reconhecimentos de padroes. Esta area de pesquisa

envolve trés niveis basicos de processamento:

Filtragem da Entrada Elimina dados desnecessarios ou distorcidos que possam
prejudicar em uma andlise preliminar. Assim, apenas dados relevantes do

objeto (padrao) sao considerados;

Extracao das Caracteristicas Apds filtrar-se os dados da entrada, é feita a
andlise destes dados com o intuito de obter-se informacoes tteis para o

processo em reconhecimento;

Classificacao Com a analise das caracteristicas pronta, pode-se entao determinar

a que categoria o objeto pertence.

Porém, para realizar-se esta formulacao através do reconhecimento de padroes,
tem-se muito onus, principalmente na fase de classificacao. Estes modelos sao
eficientes apenas fazendo-se um conjunto de suposi¢oes ou condigoes no qual o
modelo foi construido. Ainda, os limites destas suposicoes devem ser satisfeitos.
Para que se empregue um modelo com sucesso, torna-se necessario que os usuarios
possuam um bom conhecimento sobre as propriedades dos dados analisados e das

capacidades do modelo.

4.2.3 Sistema de Medigao

Com a medigao, deseja-se obter informagodes a respeito de um determinado parametro.
Com estas informacgoes disponiveis, pode-se utilizar as mesmas para verificar-se
alguma hipdtese ou teoria (Dally et al., 1993). Para aquisi¢do de dados, usa-se
um sistema de medicao de tensao e corrente da cuba eletrolitica. A rede de coleta

de dados é mostrada na Figura 4.3
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Figura 4.3: Rede de Coleta de Dados

O tratamento dos dados provenientes das cubas sao realizados por uma placa
de aquisicao de dados como tensao, corrente e outros dados relevantes ao processo.
Aqui, vale ressaltar que no algoritmo responsavel pelo calculo da resisténcia da
cuba, é adicionado um valor de 1,76V na tensao da cuba. Este valor é o valor
tedrico para quebrar-se a molécula de alumina, ou seja, para que a eletrolise possa
ocorrer. Este incremento também reflete nos valores de corrente computados e
tratados pelo algoritmo. Porém, vale ressaltar que durante a ocorréncia do efeito
anddico ha a supressao do mesmo, controlando-se a corrente que circula pela cuba
eletrolitica. Esta corrente jamais pode ser incrementada, pois assim as perdas
serao ainda maiores durante a ocorréncia do efeito anddico.

Em seguida, estes dados sao transmitidos a um PLC e, conseqiientemente,
transferidos por uma rede dedicada ao controle do processo até os computadores
de processo. Nos microprocessadores a informacao da medicao é supervisionada,
analisada e assim tomam-se as devidas decisoes em relacao ao processo.

Sinais de Tensao das Cubas

Os sinais de tensao medidos mostram o comportamento das cubas em pleno

processo de producao do aluminio, considerando o incremento de 1,76V men-
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cionado anteriormente. Observa-se, aprende-se e se reconhece um padrao, que
pode ser de funcionamento normal ou de efeito anddico, assim como as etapas
que procedem ou sucedem a ocorréncia do efeito anddico. Com o intuito de fa-
cilitar a andlise e levantar modelos dinamicos, os sinais sao separados levando-se
em conta o comportamento da cuba. Nas figuras abaixo sao mostrados os sinais
de tensao da cuba, em situacoes que ocorrem o efeito anddico, com intervalo de
amostragem de 200ms. Para efeito de simplificagao, diminuicao e facilidade na
observacao e analise, os sinais sao pré-processados, tirando-se uma média a cada
5 (cinco) amostras do sinal de tensdo. Ou seja, assim obtém-se a informagao re-
lativa a cada segundo. Na Figura 4.4 é mostrado comportamento de tensao para
o primeiro caso de efeito anddico, na cuba denominada “cuba A”. O sinal foi

dividido em Normal, Pré-Anddico, Anédico Leve/Anédico e Pés-Anddico.
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Figura 4.4: Sinais de Tensao da Cuba A

Como pode-se observar nas Figuras 4.4, 4.5 e 4.6 as cubas operam, em seu
modo normal de operacao, na faixa de 4 a 5 volts. Quando o nivel de tensao
ultrapassa estes valores, tem-se um comportamento fora do normal, caracterizando
outros modos de operacao. Assim, estes modos sao os padroes reconhecidos,

para efeito anddico. Observa-se também que quando hd a ocorréncia do efeito
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anddico, os niveis de tensao elevam-se rapidamente no decorrer do tempo, de
forma estocastica.

Na Figura 4.5 é mostrado o comportamento da tensao para o segundo caso de
efeito anddico, na cuba denominada “cuba B”. O sinal foi dividido em Normal,

Pré-Andédico, Anédico Leve/Anédico e Pés-Anddico.
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Figura 4.5: Sinais de Tensao da Cuba B

O sinal de tensao oscila no tempo e a sua média se eleva, chegando a um nivel
de 5V de forma instantanea, caracterizando o efeito anddico. A rapidez com que
o efeito anddico ocorre pode ser justificada por estar-se lidando com um sistema
dinamico em constante mudanca, como pode-se observar na Figura 4.5. Pode-
se citar, por exemplo, o movimento da alumina no banho eletrolitico causando
variacoes na resisténcia elétrica da cuba. Esta resisténcia, por sua vez, deve tra-
balhar dentro dos seus limites, inferior e superior, caracterizando novamente o
modo normal de operagao. Segundo (Aranha, 2007) este é um dos controles uti-
lizados para efeito anddico, pois na literatura nao existe regra geral para definicao
dos limites de tensao para caracterizacao do efeito anddico.

Na Figura 4.6 ¢ mostrado o comportamento da tensao para o terceiro caso de
efeito anddico, na cuba denominada “cuba C”. O sinal foi dividido em Normal,

Pré-Anddico, Anddico Leve/Anddico e Pés-Anddico.
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Figura 4.6: Sinais de Tensao da Cuba C

Uma das causas para o aumento dos niveis de tensao quando da ocorréncia do
efeito anddico, conforme visto também na Figura 4.6, é a diminuicao da concen-
tracao de alumina no banho. Este fato causa o aumento da resisténcia elétrica da
cuba, que conseqiientemente, causa o aumento da tensao. A diminuicao da tem-
peratura pode ser considerada outra causa para o efeito anddico, pois a mesma
diminui a solubilidade da alumina e provoca o aumento dos niveis de tensao.

Frente a todos os casos acima mostrados e analisados, pode chegar a Tabela
4.1

Tabela 4.1: Classificagao dos Padroes do Efeito Anddico

Padrao Limite Inferior (volts) | Limite Superior (volts)
Normal 4,1 45
Pré-Anddico 45 4.8
Anddico Leve 4.8 5,0
Anddico 8,0 > 8,0

O grande consumo de energia elétrica é outra conseqiiéncia do efeito anddico.
Com o aumento da resisténcia da cuba e conseqiientemente, aumento da tempe-

ratura por transformacao em calor por efeito Joule, ha um desgaste acentuado
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da cuba eletrolitica. Isto pode causar o derretimento da camada sélida e isolante
da cuba, afetando sobretudo o balanco térmico da mesma e a diminuicao da vida

util.

4.2.4 Predicao

Para identificar-se e prever-se o efeito anddico, utilizam-se os modelos levantados
como ferramenta principal. E feito o reconhecimento de padroes, estimacao e
predicao através dos modelos ARX, ARMAX, Box-Jenkins e Saida-Erro. Com
os modelos polinomiais, sera possivel obter-se um modelo da planta, a cuba
eletrolitica, e assim ter-se uma estimacao dos parametros da cuba de forma mais
confiavel, visto que quanto mais préximo da planta real o modelo for, mais
confidveis sao os resultados de estimacao.

Para que se evite o efeito anddico, o estimador de estados deve ser implan-
tado no computador de processo com o intuito de identificar situacoes onde o
efeito anddico possa ocorrer. Com isto, o algoritmo deste estimador orienta de
forma mais confiavel as tomadas de decisao, auxiliando mecanismos de controle
responsaveis por inibir o efeito andédico. Um mecanismo de controle sugerido por

(Braga, 2008) é mostrado na Figura 4.7,

Wp
r----- - - ---- - - - - - -"=-"-="=-"=-"=-"=-"-=-"-=-"=-"=-"=-"=-"=-"=-"=-=-= - == 1
: Controlador { : Planta (Cuba)
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I
1 Corrente :
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| SISTEMA DE |
: MEDIGAO mz +
X INDIRETA Yruido |
: Sensor :
| Um |
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Sistema de Controle

Figura 4.7: Diagrama de Blocos do Sistema de Controle para Efeito Anddico

O sensor da Figura 4.7 é caracterizado por um sistema de medicao indireta.
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Este, por sua vez, utiliza os sinais de tensao e corrente para estimacao de grandezas
ou parametros para auxilio do sistema de controle. O sistema de controle processa
sinais que se utiliza para tomar decisoes que interfiram no comportamento do
processo. O computador de controle dedicado ao processo, controla a alimentacao

de alumina para as cubas.

4.3 Conclusao

Neste capitulo, caracterizou-se o processo de fabricacao de aluminio. Foram
mostradas todas as etapas do processo, chegando-se ao produto final: o aluminio.
O grande problema do processo de reducao, o efeito anddico, foi caracterizado e
formulado na Segao 4.2, assim como as estratégias que se utilizam para se evitar
o acontecimento propriamente dito do efeito anddico. Utilizando-se ferramentas
de predicao, onde as estruturas basicas sao baseadas em polinomios, pode ser im-
plementado um estimador de parametros ou filtro digital. O preditor de estados,
inserido no contexto do processo de fabricagao de aluminio, é capaz de predizer o

efeito anddico, no qual baseia-se em sinais de tensao e corrente.



CAPITULO 5

Modelagem da Cuba Eletrolitica
Para Efeito Anodico

Neste capitulo sao obtidos os modelos para a cuba eletrolitica, considerando-se
o efeito anddico. Na Secao 5.1 apresentam-se os modelos polinomiais para o
modo normal de operacao da cuba. Na Secao 5.2 os modelos sao agrupados por
familias de estruturas e assim realizadas as analises de forma generalista como
também apresentados os critérios para andlise dos modelos. Na Subsecao 5.2.1 sao
mostrados os critérios para realizar a andalise de todos os modelos considerando-se
os polos no plano Z. Na Secao 5.2 mostram-se todos os modelos levantados, assim

como parametros de desempenho, curvas, ajustes (fits) e analise individualizada.

5.1 Modelos Polinomiais da Cuba Eletrolitica

para o Modo Normal de Operacao

Nesta secao apresentam-se as estruturas de modelo para obtencao de um modelo
dinamico da cuba. Estes modelos sao representados por uma equacao a diferenga e
apos a obtencao destes modelos, torna-se necessaria a parametrizagao dos mesmos,
com o intuito de obter-se modelos dinamicos mais préximos possivel da planta.
Apoés apresentada a estrutura de modelo da planta, pode-se utilizar dois mode-
los para estimacao: modelo de corrente, onde a variavel a ser estimada é a tensao
da cuba eletrolitica utilizando a corrente como entrada e o modelo de resisténcia,

onde deseja-se obter os valores estimados de tensao, porém utilizando a resisténcia

87
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elétrica da cuba como dado de entrada. Escolhido um modelo, os resultados para
este modelo sao testados e, conseqiientemente, verifica-se a validagao do modelo.
Se o modelo for capaz de detectar o efeito anddico antes do mesmo acontecer,
¢ elaborada uma estratégia de controle com o intuito de evitar a ocorréncia do
efeito anddico de fato. Se o modelo nao for capaz de detectar o efeito anddico,
¢é levantado um novo modelo para a cuba eletrolitica e assim, realizados todos os
passos acima descritos novamente. A Figura 5.1 mostra em diagrama de blocos

todos os passos para deteccao do efeito anddico.

CUBA
ELETROLITICA

- MODELAGEM

POLINOMIAL
Y
MODELAGEM NO
ESPAGO DE ESTADOS
\i
FILTRO -
DIGITAL ‘
Y v
MODELO DE MODELO DE MEDICAO ~——  DADOSDE
RESISTENCIA OUTRAS CUBAS
CORRENTE ~-——— ELETROLITICAS
»<_ TESTES
ELABORAR ESTRATEGIA
DE CONTROLE PARA
DTV P EVITAR A OCORRENCIA
NAO ANODICo?  SIM DE EFEITO ANODICO

Figura 5.1: Diagrama de Blocos Para Detecgao de Efeito Anddico
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Na Figuras (5.2) e (5.3) sdo mostrados os dados de tensdo e corrente, respecti-
vamente, dos trés casos onde o efeito anddico se apresenta, onde sao denominados
pelas cubas A, B e C. Os dados aqui apresentados sao relativos ao estado normal
de operacao, nao entrando-se em detalhes em relacao ao efeito anddico em si. Para

efeito de estudo, serd analisado o caso da cuba A.
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Figura 5.2: Tensao nas Cubas A, B e C no Modo Normal
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Corrente na Cuba A — Modo Normal
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Figura 5.3: Corrente nas Cubas A, B e C no Modo Normal

Na Figura (5.4) sao mostradas as curvas de corrente e tensao na cuba A, usadas
para modelagem. Porém, para que se possa obter a informagao deste sinais, deve-
se verificar a ocorréncia de tendéncias, outliers e offstes. Isto se torna necessario
pois a estimagao nao ¢ uma tarefa direta e assim, deve-se obter sinais sem os niveis

constantes e com média zero, (Ljung, 2007).
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Figura 5.4: Corrente e Tensao na Cuba A no Modo Normal

5.2 Analise de Modelos

Apos serem feitas as simulagoes com todos as familias de modelos, é feito o agru-
pamento dos resultados de cada familia. Mostram-se apenas os modelos cujos
mapas de polos e zeros mostram os mesmos dentro do circulo unitario, em ordem
decrescente de ajustes (fits). Realiza-se esta validacdo baseada no ajuste entre
a saida medida e a saida estimada do modelo em questao. Assim, este ajuste é
medido pela relagao da Equacao (5.1), que é o valor percentual de ajuste baseado

na razao da norma Euclidiana do erro do processo.

Ajustes = 100 x (1 - M) (5.1)
[y = 7l
sendo ¢y a saida estimada e §y a média da saida. Se o modelo é validado
nos mesmos dados fixos dos quais foi estimado, o ajuste sempre melhora com os
aumentos da estrutura do modelo (Ljung, 2007).
Para que a diminuicao automatica das fungoes de perda sejam compensadas,

sao necessarias algumas abordagens para compensacao. Provavelmente a técnica

mais conhecida é a Akaike’s Final Prediction Error (FPE) e a Akaike Information
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Criterion (AIC). Em ambos os casos simula-se a situagao de validagao transversal,

onde o modelo é testado em outros dados fixos (Ljung, 2007). O FPE é dado por,

FPE=V (%) (5.2)

sendo,

V = det {% 21: c(t 002 (1, eN)]T} (5.3)

Onde V ¢é a funcao de perda, sendo um ajuste quadratico para a estrutura
de modelo em questao, d = na + nb é o nimero total de parametros estimados e
N ¢ o conjunto total de dados. Portanto, a selecao é baseada na estabilidade e
desempenho. Portanto, sao mostrados também os valores da funcao de perda e

erro de predi¢ao final - FPE de cada modelo levantado.

5.2.1 Analise de Poélos no Plano-Z

Ao considerar-se uma fun¢ao no dominio Z na forma,

H(z) = izp (5.4)

tem-se que p é um ndmero real ou um pdlo real da fungdo H(z), sendo a

seqiiéncia no dominio do tempo do tipo: h(z) = Ap* com k > 0. Ao observar-se a
Equacao (5.4), percebe-se que se p < —1, a solugao da funcao oscilard e aumentard
em magnitude, acompanhando os valores de k. Se —1 < p < 0, a solucao decaira
de forma oscilatéria e, finalmente, se 0 < p < 1, esta solucao decairda de forma
exponencial a medida que k£ aumentar. Ainda, se p > 1, a seqiiéncia crescera
exponencialmente.

Agora, ao considerar-se uma funcao com denominador quadratico na forma,

N(z)
22 —bz+c

sendo que o denominador contém raizes complexas e que esta funcao pode ser

H(z) = (5.5)

expandida em fracoes parciais. Esta funcao possui natureza assintética em sua

seqiiéncia de tempo discreto, sendo governada pela amplitude R, sendo R o raio
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do circulo unitério. Este valor de R* determinard se a mesma esté limitada ou
nao no circulo unitario do plano z.

Assim, os pélos que permanecerem no interior do circulo unitario contribuirao
para seqiiéncias que decrementarao com o tempo, enquanto que pélos no circulo
unitario contribuirao para seqiiéncias oscilatérias e, finalmente, os polos que per-
manecerem fora do circulo unitario sao associados a seqiiéncias que se tornam
ilimitadas (Jacquot, 1995). As regides dos limites dos pdlos no plano Z sao

mostradas na Figura 5.5.

jim(z)

FORA DO CIRCULO

LIMITADO

Re(z)

Figura 5.5: Regioes dos polos para Seqiiéncias limitadas no plano-Z

As mais diversas locagoes de pélos sao associadas as mais diversas seqiiéncias
no dominio do tempo. Um resumo de cada um dos diferentes tipos de seqiiéncias

sao resumidas na Figura 5.6 assim como as locagoes dos respectivos poélos.
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Figura 5.6: Locacao dos pdlos e Seqiiéncias Associadas

Sabe-se que os polos de uma funcao de transferéncia contribuirao para a
seqiiencia de resposta para um sistema de tempo discreto, assim como se os pélos
de uma dada funcao residirem no exterior do circulo unitario, este sistema sera
considerado instavel (Jacquot, 1995). O circulo unitério é entdo, a fronteira de
estabilidade para sistemas de tempo discreto.

Para cada familia de modelos, foram testados varios modelos e selecionados
os cinco (5) modelos com melhor desempenho. Também foram testados modelos
de atraso nulo (k = 0), porém os mesmos nao obtiveram os requisitos necessérios

de validacao, tais como valores de fits satisfatérios e estabilidade.

5.2.2 Modelos ARX - Modelo de Corrente

Nesta secao sao analisados os modelos em que utiliza-se como sinal de entrada
os valores de corrente amostrados durante o modo normal de operagao de um
determinado efeito anddico ocorrido em uma cuba eletrolitica denominada de cuba
‘A’. O sinal de saida que se utiliza na modelagem é proveniente das amostragens

dos valores de tensao, também durante o modo normal de operacao. Na Tabela
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5.1, sao mostrados os parametros para todos os modelos ARX estudados.

Tabela 5.1: Resultados e Parametros dos Modelos ARX de Corrente

Parametros
Modelo | Ajustes | N° de Pélos | N° de Zeros | N° de Atrasos | Fungdo de Perda FPE
arx110 | 45,90% 1 0 0 1,92 x 1075 1,95 x 1075
arx120 | 44,77% 1 1 0 1,89 x 10~ 1,94 x 107°
arx210 | 46,05% 2 0 0 1,92 x 10~° 1,97 x 10~°
arx220 | 44,93% 2 1 0 1,89 x 10~° 1,95 x 10~°
arx310 | 44,81% 3 0 0 1,84 x 10~° 1,90 x 10~°

Como pode-se observar sao ao total cinco (5) modelos que apresentados valores
de ajustes consideraveis para analise. Os modelos arz210 e arx110 se destacam
como sendo os modelos que apresentaram valores de ajuste acima da faixa dos
45%.

Na Tabela 5.2 sao mostrados os vetores de parametros de todos os cinco mo-
delos ARX de corrente analisados. A apresentagao dos regressores lineares dos
modelos ARX justifica-se pela ponderacao dada para cada elemento de valores
passados de cada seqiiéncia. Como pode-se observar, os modelos arz110, arz210

e arz310 possuem parametros nulos para o polinémio B(q).

Tabela 5.2: Vetores de Parametros dos Modelos ARX de Corrente

Parametros
Modelo a1 az as by by | b3
arx110 | -0,6420 0 0 0 0 0
arx120 | -0,7055 0 0 1,666 x 1076 | 0 0
arx210 | -0,6573 | 0,01810 0 0 0 0
arx220 | -0,7248 | 0,02135 0 1,695 x 1076 | 0 0
arx310 | -0,6608 | 0,16070 | -0,16850 0 0 0

Na Figura 5.7 sao mostrados os modelos estimados e seus respectivos ajustes
a saida medida e na figura 5.8 sao mostrados os erros para os modelos ARX de

corrente analisados.



CAPITULO 5. MODELAGEM DA CUBA ELETROLITICA PARA EFEITO ANODICO 96

Saida dos Modelos ARX e Ajustes a Saida Medida
0.04 T T .

0.03
0.02

0.01

-0.01

Amplitude de Tens&o [V]

-0.02 R
Tenséo Medida

~0.03 arx110 Fit: 45.9% ]

’ arx120 Fit: 44.77%

arx210 Fit: 46.05%

-0.04 - B
arx220 Fit: 44.93%
arx310 Fit: 44.81%

-0.05 . - .

0 50 100 150 200 250 300

Tempo [s]

Figura 5.7: Modelos ARX de Corrente Estimados e Ajustes a Saida Medida
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Figura 5.8: Erros dos Modelos ARX de Corrente

Como pode ser observado na Figura 5.9 todos os pdlos e zeros dos modelos

estimados estao dentro do circulo unitario. Assim, todos os modelos levantados e
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que possuem os melhores ajustes, também sao estaveis, de acordo com o discutido

na Secao 2.3

Pélos e Zeros no Circulo Unitério

Toyl

Figura 5.9: Pélos e Zeros dos Modelos ARX de Corrente

Os polos e zeros mostrados na Figura 5.9 sao resumidos na Tabela 5.3.

Tabela 5.3: Pdlos e Zeros dos Modelos ARX de Corrente

Modelo Pélos Zeros
arx110 0,6420 -
arx120 0,7054 0,2244
arz210 0,6284 -

0,0288 -

arz220 0,6939 0,2282
0,0308 -
arx310 0,7474 -
-0,0433+-j0,4728 -
-0,0433-j0,4728 -

Ao referenciar-se os valores de polos e zeros da Tabela 5.3 com as Figuras
5.5 e 5.6 observa-se que os mesmos obedecem os limites de estabilidade do circulo
unitario. O modelo arz310 apresenta caracteristicas oscilatdrias, pois possui pélos

complexos e muito proximos ao eixo imaginario. Os demais modelos apresentam
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seqiiéncias com caracteristicas amortecidas no tempo, pois todos os demais mo-

delos possuem pdlos no eixo real positivo.

5.2.3 Modelos ARMAX - Modelo de Corrente

Nesta secao sao analisados os modelos em que utiliza-se como sinal de entrada
os valores de corrente amostrados durante o modo normal de operagao de um
determinado efeito anddico ocorrido em uma cuba eletrolitica denominada de
cuba ‘A’. O sinal de saida utilizado na modelagem é proveniente das amostragens
dos valores de tensao, também durante o modo normal de operacao. Na Tabela

5.4, sao mostrados os parametros para todos os modelos ARMAX estudados.

Tabela 5.4: Resultados e Parametros dos Modelos ARMAX de Corrente

Parametros
Modelo Ajustes | N° de Pélos | N° de Zeros | N° de Atrasos | Funcgado de Perda FPE
amx1110 | 47,87% 1 0 0 1,97 x 1075 2,01 x 10~
amx1120 | 47,85% 1 0 0 1,96 x 10~° 2,03 x 10~—°
amx1130 | 47,82% 1 0 0 1,96 x 10~5 2,04 x 10~
amx2110 | 47,67% 2 0 0 1,97 x 1075 2,03 x 102
amx2130 | 47,73% 2 0 0 1,96 x 10~° 2,06 x 102

Como pode ser observado na Tabela 5.4 todos os modelos apresentam valores
de fungao de perda e erro de predicao final muito parecidos. Outro parametro que
apresentou valores similares foram os ajustes de todos os modelos, com valores na
faixa dos 47%. No total sdo apresentados e analisados cinco (5) modelos, no qual
os modelos amx1110 e amx1120 apresentaram os maiores valores de ajuste.

Na Tabela 5.5 sao mostrados os vetores de parametros de todos os cinco mo-
delos ARMAX de corrente analisados. A apresentacao dos regressores lineares
dos modelos ARMAX justifica-se pela ponderacao dada para cada elemento de
valores passados de cada seqiiéncia. Como pode-se observar, todos os modelos

ARMAX analisados possuem parametros nulos para o polinémio B(q).
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Tabela 5.5: Vetores de Parametros dos Modelos ARMAX de Corrente

Parametros
Modelo al as as c1 co c3
amx1110 | -0,5215 0 0 | 0,1324 0 0
amx1120 | -0,5241 0 0 | 0,1320 | -0,001367 0
amx1130 | -0,5090 0 0 | 0,1293 0,01586 0,06174
amx2110 | -0,4789 | -0,04337 0 | 0,1589 0 0
amx2130 | -0,4882 | -0,02477 0 | 0,1431 0,01134 0,05501

Na Figura 5.10 sao mostrados os modelos estimados e seus respectivos ajustes
a salda medida e na figura 5.11 sao mostrados os erros para os modelos ARMAX

de corrente analisados.

Saida dos Modelos ARMAX e Ajustes a Saida Medida
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Figura 5.10: Modelos ARMAX de Corrente Estimados e Ajustes a Saida Medida
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Erros dos Modelos ARMAX de Corrente
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Figura 5.11: Erros dos Modelos ARMAX de Corrente

Como pode-se observar na Figura 5.12 todos os pélos e zeros dos modelos
estimados estao dentro do circulo unitario. Assim, todos os modelos levantados e
que possuem os melhores ajustes, também sao estéveis, de acordo com o discutido
na Secao 2.3. Para o caso de alguns modelos de terceira ordem, pode-se observar
que os mesmos nao apresentaram a estabilidade necessaria para validacao, ou
seja, com polos e zeros fora do circulo unitario, sendo os mesmos descartados

desta analise.
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Pélos e Zeros no Circulo Unitario
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Figura 5.12: Pélos e Zeros dos Modelos ARMAX de Corrente

Os podlos e zeros mostrados na Figura 5.12 sao resumidos na Tabela 5.6.

Tabela 5.6: Polos e Zeros dos Modelos ARMAX de Corrente

Modelo Pélos | Zeros
amzl1110 | 0,5215 -
amzl1120 | 0,5243 -
amz1130 | 0,5093 -
amz2110 | 0,5568 -
-0,0777 -
amz2130 | 0,5344 -
-0,0462 -

Ao referenciar-se os valores de pélos e zeros da Tabela 5.6 com as Figuras 5.5

e 5.6 observa-se que os mesmos obedecem os limites de estabilidade do circulo

unitario. Os modelos amz2110 e amz2130 apresentam pequenas caracteristicas

oscilatérias, pois ambos possuem poélos negativos no eixo real, porém muito proximos

da origem. Estes modelos também possuem seqiiéncias com caracteristicas amorte-

cidas, pois também possuem pdlos no eixo real positivo. Os demais modelos apre-

sentam seqiiéncias com caracteristicas amortecidas, pois todos possuem polos no

eixo real positivo.
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5.2.4 Modelos Box-Jenkins - Modelo de Corrente

Nesta secao sao analisados os modelos em que utiliza-se como sinal de entrada
os valores de corrente amostrados durante o modo normal de operagao de um
determinado efeito anddico ocorrido em uma cuba eletrolitica denominada de
cuba ‘A’. O sinal de saida utilizado na modelagem é proveniente das amostragens
dos valores de tensao, também durante o modo normal de operacao. Na Tabela

5.7, mostram-se os parametros para todos os modelos Box-Jenkins estudados.

Tabela 5.7: Resultados e Parametros dos Modelos Box-Jenkins de Corrente

Parametros
Modelo | Ajustes | N° de Pélos | N© de Zeros | N° de Atrasos | Funcao de Perda FPE
bj11010 | 48,88% 1 0 0 2,38 x 10~° 2,44 x 107>
bj20030 | 49,62% 3 1 0 3,38 x 10°° 3,52 x 1075
bj21020 | 49,24% 2 1 0 2,18 x 107° 2,27 x 1077
bj22020 | 49,09% 2 1 0 2,05 x 10~° 2,16 x 102
bj23020 | 49,01% 2 1 0 2,01 x 10—5 2,12 x 1072

Os valores de funcao de perda e erro de predicao final apresentam valores
parecidos, assim como os ajustes de todos os modelos, com valores acima de 48%.
No total sdo apresentados e analisados cinco (5) modelos, no qual os modelos
b720030 e bj21020 apresentaram os maiores valores de ajuste. Pode-se observar
também a variedade no ntimero de pdlos, zeros e atrasos dos modelos, sendo que
um modelo (bj20030) apresentou pdlos complexos.

Na Tabela 5.8 sao mostrados os vetores de parametros de todos os cinco mo-
delos Box-Jenkins de corrente analisados. A apresentacao dos regressores lineares
dos modelos Box-Jenkins justifica-se pela ponderacao dada para cada elemento
de valores passados de cada seqiiéncia. Como pode ser observado, todos os mo-
delos Box-Jenkins analisados possuem parametros nulos para o polinémio D(q) e

o modelo bj11010 possui parametros nulos para o polinémio B(q).
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Tabela 5.8: Vetores de Parametros dos Modelos Box-Jenkins de Corrente

Parametros
Modelo b1 b | b3 1 c2 c3 Bil f2 f3
bj11010 0 0 0 0,512 0 0 -0,4535 0 0
bj20030 6,632 x 10~6 0 0 0 0 0 -1,0420 | 0,2034 | 0,08008
bj21020 | —1,064 x 10~ 0 0 | 0,6043 0 0 0,4774 | -0,4002 0
bj22020 | —1,026 x 10~° 0 0 | 0,6796 | 0,1988 0 0,4761 | -0,4224 0
bj23020 | —1,015 x 10~° 0 0 | 0,6765 | 0,2679 | 0,1584 | 0,4676 | -0,4047 0

Na Figura 5.13 sao mostrados os modelos estimados e seus respectivos ajustes a

saida medida e na figura 5.14 sao mostrados os erros para os modelos Box-Jenkins

de corrente analisados.
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Erros dos Modelos Box-Jenkins de Corrente
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Figura 5.14: Erros dos Modelos Box-Jenkins de Corrente

A Figura 5.15 mostra todos os pélos e zeros dos modelos estimados. Os mesmos
estao dentro do circulo unitario e conseqiientemente os modelos sao estaveis, de

acordo com o discutido na Secgao 2.3.

Pélos e Zeros no Circulo Unitério
1 T T T

Toyl

Figura 5.15: Podlos e Zeros dos Modelos Box-Jenkins de Corrente
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Os podlos e zeros mostrados na Figura 5.15 sao resumidos na Tabela 5.9.

Tabela 5.9: Pélos e Zeros dos Modelos Box-Jenkins de Corrente

Modelo Pélos Zeros
bj11010 0,4536 -
bj20030 -0,1854 0,5779

0,6140+j0,2334 -
0,6140-j0,2334 -

bj21020 -0,9139 -0,9778
0,4376 -

bj22020 -0,9318 -0,9817
0,4538 -

bj23020 -0,9118 -0,9791
0,4438 -

Ao referenciar-se os valores de pélos e zeros da Tabela 5.9 com as Figuras 5.5
e 5.6 observa-se que os mesmos obedecem os limites de estabilidade do circulo
unitdrio. O modelo bj11010 apresenta uma seqiiéncia com caracteristicas apenas
amortecidas, possuindo poélos no eixo real positivo. Ja o modelo 0520030, por
possuir pélos complexos positivos, possui seqiiéncia de caracteristica oscilatoéria,
porém amortecida. Os demais modelos, possuem pélos no eixo real de valores
negativos e positivos, assim caracterizando as seqiiéncias destes modelos como

amortecidas (pélos positivos) e oscilatérias (pélos negativos).

5.2.5 Modelos Saida-Erro - Modelo de Corrente

Nesta secao sao analisados os modelos em que utiliza-se como sinal de entrada
os valores de corrente amostrados durante o modo normal de operagao de um
determinado efeito anddico ocorrido em uma cuba eletrolitica denominada de cuba
‘A’. O sinal de saida que se utiliza na modelagem é proveniente das amostragens
dos valores de tensao, também durante o modo normal de operacao. Na Tabela

5.10, sao mostrados os parametros para todos os modelos Saida-Erro estudados.
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Tabela 5.10: Resultados e Parametros dos Modelos Saida-Erro de Corrente

Parametros
Modelo Fits N° de Pélos | N° de Zeros | N° de Atrasos | Fungao de Perda FPE
0el20 | 47,84% 2 0 0 3,58 x 107° 3,68 x 1075
0el30 | 47,96% 3 0 0 3,58 x 107° 3,70 x 107°
0e220 | 48,64% 2 1 0 3,48 x 1072 3,59 x 1075
0e230 | 49,62% 3 1 0 3,38 x 107° 3,52 x 1075
0e310 | 48,35% 1 2 0 3,53 x 107° 3,64 x 1075

Valores de funcao de perda e erro de predig¢ao final também apresentam valo-

res parecidos, assim como os ajustes de todos os modelos, com valores préximos

a 50%. No total sao apresentados e analisados cinco (5) modelos, nos quais os

modelos 0e230 e 0e220 apresentaram os maiores valores de ajuste. Pode-se ob-

servar também a variedade no ntmero de polos, zeros, com todos os modelos

apresentando nenhum atraso.

Na Tabela 5.11 sao mostrados os vetores de parametros de todos os cinco mo-

delos Saida-Erro de corrente analisados. A apresentacao dos regressores lineares

dos modelos Saida-Erro justifica-se pela ponderacao dada para cada elemento de

valores passados de cada sequiéncia. Como pode-se observar, apenas os modelos

0e120 e oel30 possuem parametros nulos no polinémio B(q).

Tabela 5.11: Vetores de Parametros dos Modelos Saida-Erro de Corrente

Parametros
Modelo b1 b2 bs fi f2
0el120 0 0 0 | -0,2642 | -0,01844
0e130 0 0 | -0,2680 | -0,001106 | -0,01686
0e220 | —1,294 x 1075 0 0 | 0,6188 -0,3032
0230 6,632 x 106 0 0 | -1,042 0,2034 0,08008
0e310 6,126 x 1076 | 5,651 x 1076 | 0 | -0,9668 0

Na Figura 5.16 sao mostrados os modelos estimados e seus respectivos ajustes

a saida medida e na figura 5.17 sao mostrados os erros para os modelos Saida-Erro

de corrente analisados.
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Saida dos Modelos Saida-Erro e Ajustes a Saida Medida
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Figura 5.16: Modelos Saida-Erro de Corrente Estimados e Ajustes a Saida Medida

Erros dos Modelos Saida-Erro de Corrente
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Figura 5.17: Erros dos Modelos Saida-Erro de Corrente

A Figura 5.18 mostra todos os pélos e zeros dos modelos estimados. Os mesmos

estao dentro do circulo unitario e conseqiientemente os modelos sao estaveis, de
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acordo com o discutido na Secgao 2.3.

Pélos e Zeros no Circulo Unitario
T
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Figura 5.18: Pdlos e Zeros dos Modelos Saida-Erro de Corrente

Os polos e zeros mostrados na Figura 5.18 sao resumidos na Tabela 5.12.

Tabela 5.12: Pdlos e Zeros dos Modelos Saida-Erro de Corrente

Modelo Pdélos Zeros
0el20 0,3214 -
-0,0572 -
0e130 0,3849 -

-0,0584+-j0,2013 -
-0,0584-j0,2013 -

0e220 -0,9408 -0,9679
0,3221 -
0e230 -0,1854 0,5779

0,6140-+j0,2334 .
0,6140-j0,2334 .
0e310 0,9668 0,9570
- -0,4697

Ao referenciar-se os valores de polos e zeros da Tabela 5.12 com as Figuras
5.5 e 5.6 observa-se que os mesmos obedecem os limites de estabilidade do circulo

unitario. Os modelos 0el30 e 0e230 apresentam seqiiéncias com caracteristicas
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oscilatoérias, pois possuem pdélos complexos. O modelo 0e310 por possuir pélo
no eixo real proximo do valor unitario, possui seqiiéncia de valores constantes
com tendéncia amortecida (p = 0,9668). O modelo 0e220 possui caracteristicas
oscilatérias constantes por possuir polo no eixo real negativo bem proximo do
valor unitario, porém possui polo no eixo real positivo, o que lhe assegura uma
sequiéncia de caracteristica amortecida. O modelo 0e120 possui pdlos reais posi-

tivos e negativos, ou seja, seqiiéncia com caracteristica amortecida.

5.2.6 Modelos ARX - Modelo de Resisténcia

Na Tabela 5.13, sao mostrados os parametros para todos os modelos ARX estu-
dados para o caso em que o sinal de entrada usado ¢ a resisténcia elétrica . Sao
analisados os modelos em que ¢é feita a amostragem durante o modo normal de
operacao de um determinado efeito anddico ocorrido em uma cuba eletrolitica

denominada de cuba ‘A’.

Tabela 5.13: Resultados e Parametros dos Modelos ARX de Resisténcia

Parametros
Modelo | Ajustes | N° de Pélos | N° de Zeros | N° de Atrasos | Fungao de Perda FPE
arx110 | 65,20% 1 0 0 1,68 x 1016 1,71 x 10~16
arx120 | 63,36% 1 1 0 1,34 x 10716 1,37 x 1016
arx210 | 65,25% 2 0 0 1,67 x 1016 1,71 x 10~16
arx220 | 63,50% 2 1 0 1,33 x 1016 1,37 x 10—16
arx310 | 65,11% 3 0 0 1,61 x 1016 1,66 x 1016

Como pode-se observar sao ao total cinco (5) modelos que apresentam valores
de ajustes consideraveis para analise. Os modelos arz210, arz110 e arx310 se
destacam como sendo os modelos que apresentaram valores de ajuste acima de
65%.

Na Tabela 5.14 sao mostrados os vetores de parametros de todos os cinco
modelos ARX de resisténcia analisados. A apresentagao dos regressores lineares
dos modelos ARX justifica-se pela ponderagao dada para cada elemento de valores
passados de cada seqiiéncia. Como pode-se observar, os modelos arz110, arz210

e arz310 possuem parametros nulos para o polinémio B(q).
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Tabela 5.14: Vetores de Parametros dos Modelos ARX de Resisténcia

Parametros
Modelo al as as by bo bs
arx110 | -0,3844 0 0 0 0 0
arx120 | -0,7123 0 0 2,719 x 10711 | 0 | O
arx210 | -0,3562 | -0,03703 0 0 01| o0
arx220 | -0,7642 | 0,04253 0 2,881 x 10711 | 0 | 0
arx310 | -0,3492 | 0,03121 | -0,09812 0 01| o0

Na Figura 5.19 sao mostrados os modelos estimados e seus respectivos ajustes

a saida medida e na figura 5.20 sao mostrados os erros para os modelos ARX

analisados.
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Figura 5.19: Modelos ARX de Resisténcia Estimados e Ajustes a Saida Medida
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x10°° Erros dos Modelos ARX de Resistencia
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Figura 5.20: Erros dos Modelos ARX de Resisténcia

Como pode-se observar na Figura 5.21 todos os pdlos e zeros dos modelos
estimados estao dentro do circulo unitario. Assim, todos os modelos que foram
levantados e possuem os melhores ajustes, também sao estaveis, de acordo com o

discutido na Segao 2.3
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Pélos e Zeros no Circulo Unitario
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Figura 5.21: Pélos e Zeros dos Modelos ARX de Resisténcia

Os polos e zeros mostrados na Figura 5.21 sao resumidos na Tabela 5.15.

Tabela 5.15: Pdlos e Zeros dos Modelos ARX de Resisténcia

Modelo Pdlos Zeros
arx110 0,3844 -
arx120 0,7123 0,5290
arx210 -0,0841 -

0,4403 -

arz220 0,7038 0,5596
0,0604 -
arx310 0,5837 -
-0,1173+4j0,3929 -
-0,1173-j0,3929 -

Ao referenciar-se os valores de polos e zeros da Tabela 5.15 com as Figuras
5.5 e 5.6 observa-se que os mesmos obedecem os limites de estabilidade do circulo
unitario. O modelo arz810 possui caracteristicas oscilatérias amortecidas por
possuir pélos complexos e um polo no eixo real positivo. O modelo arz220 possui
seqiiéncia com caracteristica apenas amortecida, pois possui um par de polos no

eixo real positivo, assim como os modelos arz110 e arz120, sé que estes possuem
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apenas um poélo cada no eixo real positivo. Finalmente, o modelo arz210 que
possui pélos reais positivos e negativos, lhes assegurando caracteristica amortecida

e com leve tendéncia oscilatéria.

5.2.7 Modelos ARMAX - Modelo de Resisténcia

Na Tabela 5.16, sao mostrados os parametros para todos os modelos ARMAX
estudados. Tem-se o percentual de ajuste (fits), nimeros de pdlos, zeros e de
atrasos, além dos valores da fungao de perda e o erro de predigao final (FPE -
Final Prediction Error). Nesta se¢ao sao estudados os modelos em que utiliza-
se como sinal de entrada os valores de resisténcia elétrica da cuba eletrolitica
denominada cuba ’A’. Este valores sao obtidos pelo calculo direto entre os valores

de tensao e corrente amostrados durante o modo normal de operacao.

Tabela 5.16: Resultados e Parametros dos Modelos ARMAX de Resisténcia

Parametros
Modelo Ajustes | N° de Pélos | N° de Zeros | N° de Atrasos | Funcgdo de Perda FPE
amx1100 | 65,90% 1 0 0 1,96 x 10~16 1,99 x 1016
amx2100 | 65,91% 2 0 0 1,96 x 10~16 2,00 x 10~16
amx2110 | 65,65% 2 0 0 1,65 x 10716 1,70 x 1016
amx3100 | 66,13% 3 0 0 1,92 x 10716 1,99 x 1016
amx3110 | 65,94% 3 0 0 1,59 x 10716 1,66 x 1016

Como pode-se observar na Tabela 5.16 todos os modelos apresentam valores
de funcao de perda e erro de predicao final parecidos. Outro parametro que
apresentou valores similares foram os ajustes de todos os modelos, com valores na
faixa dos 65%. No total sdo apresentados a analisados cinco (5) modelos, no qual
os modelos amz3100 e amx2100 apresentaram os maiores valores de ajuste.

Na Tabela 5.17 sao mostrados os vetores de parametros de todos os cinco mo-
delos ARMAX de resisténcia analisados. A apresentacao dos regressores lineares
dos modelos ARMAX justifica-se pela ponderacao dada para cada elemento de
valores passados de cada seqiiéncia. Como pode ser observado, todos os modelos

ARMAX analisados possuem parametros nulos para o polinémio B(q).
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Tabela 5.17: Vetores de Parametros dos Modelos ARMAX de Resisténcia

Parametros
Modelo al as as c1 co c3
amx1100 | -0,2273 0 0 0 0 0
amx2100 | -0,2293 | 0,002616 0 0 0 0
amx2110 | -0,2247 | 0,004117 0 0,3419 | O 0
amx3100 | -0,2268 | 0,02601 -0,03615 0 0 0
amx3110 | -0,2150 | 0,03380 | -0,05725 | 0,3558 | O 0

Na Figura 5.22 sao mostrados os modelos estimados e seus respectivos ajustes

a salda medida e na figura 5.23 sao mostrados os erros para os modelos ARMAX

analisados.
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Figura 5.22: Modelos ARMAX de Resisténcia Estimados e Ajustes a Saida Medida
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x10°° Erros dos Modelos ARMAX de Resistencia
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Figura 5.23: Erros dos Modelos ARMAX de Resisténcia

Como pode-se observar na Figura 5.12 todos os pdlos e zeros dos modelos esti-
mados estao dentro do circulo unitario. Assim, os modelos que foram levantados
e possuem os melhores ajustes, também sao estaveis, de acordo com o discutido

na Secao 2.3.
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Pélos e Zeros no Circulo Unitario
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Figura 5.24: Pélos e Zeros dos Modelos ARMAX de Resisténcia

Os podlos e zeros mostrados na Figura 5.24 sao resumidos na Tabela 5.6.

Tabela 5.18: Pdlos e Zeros dos Modelos ARMAX de Resisténcia

Modelo Pdlos Zeros
amz1100 0,2273 -
amz2100 0,0120 -
0,2173 -
amz2110 0,0201 -
0,2045 -
amz3100 0,3938 -

-0,0835+j0,2912 -
-0,0835-j0,2912 -
amz8110 0,4372 -
-0,1111+j0,3444 -
-0,1111-j0,3444 .

Ao referenciar-se os valores de polos e zeros da Tabela 5.18 com as Figuras
5.5 e 5.6 observa-se que os mesmos obedecem os limites de estabilidade do circulo
unitario. Os modelos amz3100 e amz3110 possuem polos complexos negativos
e polos reais positivos, ou seja, ambos possuem caracteristica oscilatoria amorte-

cida. O modelo amx1100 por possuir apenas um pdélo real positivo, tem seqiiéncia
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com caracteristica amortecida. Os modelos amz2100 e amz2110 possuem carac-

teristica amortecida devido a ambos modelos possuirem pdlos reais positivos.

5.2.8 Modelos Box-Jenkins - Modelo de Resisténcia

Nesta secao sao analisados os modelos Box-Jenkins em que utiliza-se como sinal de
entrada os valores de resisténcia amostrados durante o modo normal de operacao
de um determinado efeito anddico ocorrido em uma cuba eletrolitica denominada
de cuba ‘A’. Os valores de resisténcia aqui amostrados sao resultantes do calculo

direto da razao entre tensao e corrente.

Tabela 5.19: Resultados e Parametros dos Modelos Box-Jenkins de Resisténcia

Parametros
Modelo | Ajustes | N° de Pélos | N° de Zeros | N° de Atrasos | Fungao de Perda FPE
bj11030 | 65,55% 3 0 0 1,74 x 10~16 1,81 x 10~16
bj20020 | 65,18% 2 1 0 2,62 x 10716 2,70 x 10~16
bj20030 | 65,57% 3 1 0 2,57 x 10716 2,67 x 10716
bj30020 | 65,63% 2 2 0 2,55 x 10716 2,66 x 10~16
bj30030 | 65,55% 3 2 0 2,57 x 1016 2,70 x 1016

Na Tabela 5.19 sao mostrados todos os parametros dos modelos Box-Jenkins
levantados. Valores de fungao de perda e erro de predicao final apresentam valores
parecidos, assim como os ajustes de todos os modelos, com valores acima de 66%.
No total sdo apresentados e analisados cinco (5) modelos, no qual os modelos
b730030 e bj20030 apresentaram os maiores valores de ajuste.

Na Tabela 5.20 sao mostrados os vetores de parametros de todos os cinco
modelos Box-Jenkins de resisténcia analisados. A apresentagao dos regressores
lineares dos modelos Box-Jenkins justifica-se pela ponderagao dada para cada
elemento de valores passados de cada seqiiéncia. Como pode ser observado, todos
os modelos Box-Jenkins analisados possuem parametros nulos para o polinomio

D(q) e o modelo bj11030 possui parametros nulos para o polinémio B(q).
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Tabela 5.20: Vetores de Parametros dos Modelos Box-Jenkins

de Resisténcia

Parametros
Modelo by by b3 c1 c2 | e3 f1 ) f3
bj11030 0 0 0 | 06156 | 0 | 0| -02379 | 0,06099 | -0,03843
bj20020 | 6,877 x 10— 11 0 0 0 0| 0| -1,1140 | 0,13220 0
bj20030 | —1,043 x 10~ 1! 0 0 0 0 | 0 | 0,003984 | -0,03747 | -0,02166
bj30020 | —4,625 x 10~ | 1,628 x 10711 0 0 0| o0 0,5234 -0,3482 0
bj30030 | 6,762 x 10711 | —5695 x 10711 | 0 0 0| o0 -1,133 0,9638 -0,1277

Na Figura 5.25 sao mostrados os modelos estimados e seus respectivos ajustes a

saida medida e na figura 5.26 sao mostrados os erros para os modelos Box-Jenkins

analisados.

Amplitude de Tenséo [V]

15

0.5

-15

x 10~ Saida dos Modelos Box-Jenkins e Ajustes a Saida Medida

Tens&o Medida
— bj11030 Fit: 65.55%
bj20020 Fit: 65.18%
— bj20030 Fit: 65.57%
bj30020 Fit: 65.63%
— bj30030 Fit: 65.55%

0
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. .
150 200
Tempo [s]
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Figura 5.25: Modelos Box-Jenkins de Resisténcia Estimados e Ajustes a Saida

Medida
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x10°° Erros dos Modelos Box-Jenkins de Resistencia
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Figura 5.26: Erros dos Modelos Box-Jenkins de Resisténcia

A Figura 5.27 mostra todos os pélos e zeros dos modelos estimados. Os mesmos
estao dentro do circulo unitario e conseqiientemente os modelos sao estaveis, de

acordo com o discutido na Secgao 2.3.

Pélos e Zeros no Circulo Unitério
1 T T T

Toyl

Figura 5.27: Polos e Zeros dos Modelos Box-Jenkins de Resisténcia
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Os polos e zeros mostrados na Figura 5.27 sao resumidos na Tabela 5.21.

Tabela 5.21: Pélos e Zeros dos Modelos Box-Jenkins de Resisténcia

Modelo Pdélos Zeros
bj11030 0,3623 -
-0.0622+j0.3197 -
-0.0622-j0.3197 -

bj20020 0,1349 0,9758
0,9795 -
bj20030 0,3217 -0,1502

-0,1629-+j0,2020 .
-0,1629-j0,2020 .

bj30020 -0,9072 -0,9212
0,3838 0,2547
bj30030 0,1577 0,4864-j0,7633

0,4878+j0,7563 | 0,4864-j0,7633
0,4878-j0,7563 .

Ao referenciar-se os valores de polos e zeros da Tabela 5.21 com as Figuras
5.5 e 5.6 observa-se que os mesmos obedecem os limites de estabilidade do circulo
unitario. Os modelos bj11030, bj20030 e bj30030 possuem caracteristicas os-
cilatorias amortecidas, pois possuem polos complexos e polos reais positivos. Ja
o modelo 0720020 possui seqiiencia de caracteristicas amortecidas, pois o par de
polos que possui sao reais e positivos. O modelo 5730020 possui tanto pélos reais
positivos quanto negativos, o que lhe assegura caracteristicas oscilatdrias (pdlos

negativos) porém, amortecidas (pdlos positivos).

5.2.9 Modelo Saida-Erro - Modelo de Resisténcia

Na Tabela 5.22, sao mostrados os parametros para todos os modelos Saida-Erro
estudados. Tem-se o percentual de ajuste (fits), nimeros de pdlos, zeros e de
atrasos, além dos valores da funcao de perda e o erro de predicao final (FPE - Final
Prediction Error). Nesta se¢@o sao estudados os modelos em que utiliza-se como
sinal de entrada os valores de resisténcia elétrica da cuba eletrolitica denominada
cuba ’A’. Estes valores de resisténcia sao obtidos pelo céalculo direto entre os
valores de tensao e corrente amostrados durante o modo normal de operacao.
Neste caso, o sinal de saida utilizado ainda é proveniente das amostragens dos

valores de tensao, também durante o modo normal de operagao.
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Tabela 5.22: Resultados e Parametros dos Modelos Saida-Erro de Resisténcia

Parametros
Modelo Flits N° de Pélos | N© de Zeros | N° de Atrasos | Fungdo de Perda FPE
0e220 | 65,18% 2 1 0 2,62 x 10716 2,70 x 10~16
0e230 | 65,57% 3 1 0 2,57 x 10716 2,67 x 10716
0e310 | 65,47% 1 2 0 2,58 x 10716 2,66 x 10716
0e320 | 65,63% 2 2 0 2,55 x 10716 2,66 x 10716
0e330 | 65,55% 3 2 0 2,57 x 10716 2,70 x 10716

Na Tabela 5.22 sao mostrados todos os parametros dos modelos Saida-Erro
levantados. Os valores de funcao de perda e erro de predicao final apresentam
valores muito baixos e parecidos, assim como os ajustes de todos os modelos,
com valores na faixa dos 66%. No total sdo apresentados e analisados cinco (5)
modelos, no qual os modelos 0e330 e 0e230 apresentaram os maiores valores de
ajuste. Pode-se observar também a variedade no ntimero de pdlos, zeros, com
todos os modelos apresentando nenhum atraso.

Na Tabela 5.23 sao mostrados os vetores de parametros de todos os cinco mo-
delos Saida-Erro de resisténcia analisados. A apresentagao dos regressores lineares
dos modelos Saida-Erro justifica-se pela ponderacao dada para cada elemento de
valores passados de cada seqiiéncia. Como pode-se observar, nenhum dos modelos

possui parametros nulos em quaisquer polinémios B(q) e F(q).

Tabela 5.23: Vetores de Parametros dos Modelos Saida-Erro de Resisténcia

Parametros
Modelo b1 bo b3 f1 f2 f3
0e220 6,877 x 10—11 0 0 -1,114 0,1322 0
0e230 | —1,043 x 10~11 0 0 | 0,003984 | -0,03747 | -0,02166
0e310 1,616 x 1011 7,171 x 10713 0 | -0,3767 0 0
0e320 | —4,625 x 101! 1,628 x 10~ 11 0 0,5234 0,3482 0
0e330 6,762 x 1071 | —5,695 x 1071 | © -1,113 0,9638 -0,1277

Na Figura 5.28 sao mostrados os modelos estimados e seus respectivos ajustes

a saida medida e na figura 5.29 sao mostrados os erros para os modelos Saida-Erro

analisados.
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Figura 5.28: Modelos Saida-Erro de Resisténcia Estimados e Ajustes a Saida
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Figura 5.29: Erros dos Modelos Saida-Erro de Resisténcia

A Figura 5.30 mostra todos os pélos e zeros dos modelos estimados. Os mesmos
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estao dentro do circulo unitario e conseqiientemente os modelos sao estaveis, de

acordo com o discutido na Secgao 2.3.

Pélos e Zeros no Circulo Unitério
1 T T T

@ X Oxx

Toyl

Figura 5.30: Pdlos e Zeros dos Modelos Saida-Erro de Resisténcia

Os polos e zeros mostrados na Figura 5.30 sao resumidos na Tabela 5.24.

Tabela 5.24: Pélos e Zeros dos Modelos Saida-Erro de Resisténcia

Modelo Pdélos Zeros

0e220 0,1349 0,9758
0,9795 -

0e230 0,3217 -0,9226

-0,1629+j0,2020 -
-0,1629+j0,2020 -

0e310 0,3767 -0,0381
. 0,2708
00320 -0,9072 -0,9212
0,3838 0,2547

00330 0,1577 0,4864+j0,7633

0,4878+j0,7563 0,4864-j0,7633
0,4878-j0,7563 -

Ao referenciar-se os valores de polos e zeros da Tabela 5.24 com as Figuras

5.5 e 5.6 observa-se que os mesmos obedecem os limites de estabilidade do circulo
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unitario. Os modelos 0220, 0e310 e 0e320 possuem seqiiéncias de caracteristicas
amortecidas (pdlos reais positivos). Porém, o modelo 0e220 por possuir pélo de
valor préximo a 1 (um) tem seqiiéncia com tendéncia a valores constantes (p =
0,9795). J& os demais modelos possuem também seqiiéncias de caracteristicas

com tendéncias oscilatorias devido aos polos reais e pélos complexos.

5.3 Conclusao

Neste capitulo apresentou-se os modelos levantados para os caso em que a cuba
opera no modo normal. Na Secao 5.1 sao mostrados os sinais de tensao e cor-
rente da cuba, que serdo utilizados para o levantamento dos modelos. Ainda nesta
secao, mostra-se todo o processo utilizado para deteccao do efeito anddico, sob a
forma de diagrama de blocos. Sao feitas as analises para verificacao e validacao
destes modelos, considerando-se a estabilidade, apresentado na Subsecao 5.2.1
e desempenho, através da verificagdo dos ajustes (fits), mostrado na Secao 5.2.
Também nestas segoes, apresentam-se os modelos ARX, ARMAX, Box-Jenkins
e Saida-Erro para a cuba em questao. Como se pode observar, os modelos de
Resisténcia apresentaram valores de ajustes superiores (65% a 67% aproximada-
mente) aos dos modelos de Corrente que apresentaram valores na faixa de 44% até
49%. Os valores da funcao de perda e do erro de predigao final também mostraram
diferencas, visto que os modelos de Resisténcia apresentaram valores inferiores, na
faixa de 107!, enquanto os modelos de Corrente apresentaram valores na faixa de
107°. No que diz respeito ao levantamento de modelos, os modelos Box-Jenkins e
Saida-Erro apresentaram os melhores desempenho e estabilidade, no que diz res-
peito ao objetivo de estimagao de parametros. Em ambas as familias, fits, funcao
de perda e Erro de predigao final (FPE) apresentaram valores bem préximos, sem

diferencas significativas.
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Conclusao

Neste trabalho foram apresentados modelos polinomiais de plantas industriais de
producao de aluminio, as cubas eletroliticas. Tais modelos foram levantados uti-
lizando técnicas de Identificacao de Sistemas e modelos caixa-preta, como Saida-
Erro, ARX, ARMAX e Box-Jenkins. A idéia principal em levantar-se modelos
polinomiais é a obtencao de representacoes matematicas mais fiéis da planta do
mundo real. Ao levantar-se estes modelos, foram realizadas as devidas anélises e
validagoes para que os mesmos fossem utilizados como base para estimadores de
estados, responsaveis por reconhecer padroes e estimar valores de tensao com o
intuito de evitar-se o efeito anddico nas cubas eletroliticas.

O efeito anddico é uma situacao indesejavel para o processo de producao,
causando perdas na producao de aluminio. Pode-se observar também que cada
efeito anddico possui um comportamento peculiar, assim como as variacoes de
corrente e tensao. Mas em todos, os niveis de tensao sao elevados em funcao de
diversos fatores, tais como variagao na resisténcia elétrica da cuba, concentragao
de alumina, etc. que caracterizam o efeito anddico.

Pode-se observar o desempenho dos modelos no que se refere a estimacao dos
parametros em substituicao de sensores convencionais. Os modelos levantados
apresentaram ajustes a medida (fits) e estabilidade suficientemente satisfatorios.
Isto possibilita que seja tomada uma decisao e agao de controle em relacao ao
efeito anddico, tentando assim, evitar-se o mesmo.

O levantamento de modelos polinomiais também pode ser otimizado de forma

que se utilizem os parametros de validagao, como fits para obter-se resultados mais

125



CAPITULO 6. CONCLUSAO 126

precisos e de forma mais rapida. Ainda é feito na forma de tentativa e observacao,
analisando-se cada modelo individualmente. Uma ferramenta como Redes Neurais
e/ou Algoritmos Genéticos também poderia ser utilizada como forma de obtengao

de modelos 6timos.

6.1 Trabalhos Futuros

Ao longo do desenvolvimento deste trabalho apareceram duvidas e questionamen-
tos pertinentes, idéias e perguntas sobre forma alternativas de tentar-se solucionar
os problemas envolvendo o processo de identificacao, reconhecimento de padroes
e estimagao de parametros. E ainda, a possibilidade de melhorar o que foi apre-
sentado e realizado, com o intuito de otimizar mais ainda o processo de fabricacao
de aluminio.

Uma destas questoes diz respeito ao desenvolvimento de um algoritmo de
selecao da estrutura que se adeque de forma mais eficiente ao proposto de levan-
tar o melhor modelo da cuba eletrolitica. Isto economizaria tempo, pois evitaria
testes dispendiosos com todas as estruturas disponiveis.

Aproveitando o questionamento anterior, outra pergunta que se lancou foi
sobre a possibilidade de implementacao de algoritmo computacional que pudesse
computar diretamente os valores de ajuste (fits) e selecionar os modelos com
melhores valores, além de verificar as condigoes de estabilidade, ou seja, analisando

a locagao dos polos e zeros em relagao ao circulo unitario.
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