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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo subsidiar professores de Matematica na produgéo de seu
plano de trabalho docente, a partir dos resultados e discussdes apresentados, bem como
promover o debate acerca da qualidade do ensino de geometria no Ensino Médio,
mediante a analise e classificagao de erros nas provas da segunda fase da OBMEP. Para
tanto, foram selecionadas aleatoriamente 100 provas e, posteriormente, analisada a
questao 4, que envolve conhecimentos ligados a geometria. A pesquisa é de carater
quanti-qualitativa, na qual foram classificados os erros presentes nas solucdes dadas
pelos alunos, seguindo como base a metodologia de erro utilizada por Radatz (1979),
com pressupostos tedricos de Cury (2007), no intuito de fornecer uma sistematica de
investigacdo na qual se possa questionar sobre os erros dos alunos, analisando e
buscando entender as causas deles. Ao final da pesquisa, pode-se observar que a
maioria dos alunos compreende o Teorema de Pitdgoras, no entanto, apresentam
dificuldades na sua aplicacao, além da grande dificuldade acerca do uso da algebra em

problemas geométricos.

Palavras-chave: Andlise de erro. Ensino Médio. OBMEP. Geometria.



ABSTRACT

This work aims to support Mathematics teachers in the production of their teaching work
plan, based on the results and discussions presented, as well as to promote the debate
about the quality of geometry teaching in High School, through the analysis and
classification of errors in the evidence of the second phase of OBMEP. For this purpose,
100 tests were randomly selected and, subsequently, question 4, which involves
knowledge related to geometry, was analyzed. The research is of a quanti-qualitative
character in which the errors present in the solutions given by the students were classified,
following as a basis the error methodology used by Radatz (1979), with theoretical
assumptions by Cury (2007), in order to provide a systematic research in which students'
mistakes can be questioned, analyzing and seeking to understand their causes. At the
end of the research it can be seen that most students understand the Pythagorean
Theorem, however they have difficulties in its application, in addition to the great difficulty
about the use of algebra in geometric problems.

Keywords: Error analysis. Secondary School. OBMEP. Geometry.
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1. INTRODUCAO

A matematica como ciéncia vem se transformando ao longo do tempo, a
metodologia de ensino n&o se resume apenas ao “calcular”. Tal conhecimento vem sendo
contextualizado com o intuito de formar cidadaos criticos e capazes de interpretar e
analisar informacdes, de resolver problemas e tomar decisées no desenvolvimento e

construcao do saber matematico.

Nesse contexto, a Matematica, em especial a geometria, torna-se uma ferramenta
imprescindivel, pois pode ser concebida como uma fonte de modelos para os fendmenos
nas mais diversas areas do saber. “Tais modelos sdo construcdes abstratas que se
constituem em instrumentos para ajudar na compreensao desses fendmenos” (BRASIL,
2013). Para tanto, necessita-se que o individuo desenvolva certas competéncias e
habilidades, que o capacitam a agir de forma eficiente e eficaz em situagdes diversas, as

quais sao os principios norteadores da OBMEP.

A Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) foi criada
em 2005 para estimular o estudo da matematica e identificar talentos na area. A OBMEP
tem como objetivo principal estimular e promover o estudo da Matematica, contribuindo

para a melhoria e qualidade da Educacao Basica.

Pretende-se, com esta pesquisa, identificar, analisar e classificar os erros
cometidos pelos estudantes do Ensino Médio das escolas publicas do Estado do
Maranhao, em questbes de geometria, mediante sua analise e classificacdo nas provas
da segunda fase da OBMEP — Nivel 3 do ano de 2019.

Espera-se entender as principais dificuldades apresentadas pelos alunos do
Ensino Médio sobre questbes de geometria, a partir dos resultados e discussdes
apresentadas, bem como promover o debate acerca da qualidade do ensino de geometria

na educacao basica.

Esta pesquisa possui carater quanti-qualitativo, e optou-se pela andlise e
classificacao dos erros como metodologia de pesquisa.
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Este estudo estad estruturado em quatro capitulos, além desta introducéo e das

consideracdes finais.

No capitulo 2, apresentam-se os procedimentos metodolégicos utilizados na

pesquisa quanti-qualitativa.

No capitulo 3, apresentam-se algumas leituras sobre o ensino da matematica,
revisao de literatura composta de um breve histérico sobre a geometria e suas origens, o
ensino da geometria no Ensino Médio e BNCC.

No capitulo 4, apresenta-se um pouco da histéria da Analise de Erro, bem como
as classificacdes propostas por autores que serviram como sustentacao tedrica a este
trabalho, além de um breve historico sobre a OBMEP, seus objetivos e sua importancia
para os estudantes de escolas publicas, descrevendo as competéncias e habilidades que
devem ser desenvolvidas no estudo da matematica e a questao envolvida na pesquisa,

além da solucao proposta pela OBMEP.

No capitulo 5, aborda-se o erro no processo de ensino e aprendizagem da
Matematica, buscando evidenciar a visdo positiva sobre o erro e como é possivel usa-lo
no enriquecimento da pratica docente e em prol do desenvolvimento cognitivo dos alunos.
De modo geral, o capitulo apresenta uma analise das resolugdes e tentativas de solugdes
dos alunos, compreendendo de que maneira eles lidam com as informacdes contidas nos
enunciados das questdes e como as utilizam, analisando, classificando e explanando os

principais erros cometidos por eles.

Nas consideracdes finais, sdo apresentadas as maiores dificuldades encontradas
pelos alunos nas resolugdes das questdes, bem como algumas sugestdes para o trabalho
em sala de aula.
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2.  PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Este estudo tem uma abordagem quanti-qualitativa, pois, enquanto a investigacao
quantitativa se apoia predominantemente nas apresenta¢gées dos resultados, dados
primarios coletados e processados, por meio de graficos e tabelas, no estudo qualitativo,
segundo Brandao (2020, p. 51), o pesquisador se constitui como sujeito principal e foca
o seu trabalho na interpretacao da realidade, trabalhando com valores, crengas, habitos,
atitudes, representacdes e opinides.

Dadas as limitagcbes destas abordagens, separadamente, a pesquisa quati-
qualitativa surge como opcao para uma melhor insercdo nos campos das pesquisas
mistas. A esse respeito, Dal-Farra e Lopes (2013) enfatizam que:

Os estudos quantitativos e qualitativos possuem, separadamente, aplicagdes
muito proficuas e limitacdes deveras conhecidas, por parte de quem os utiliza ha
longo tempo. Por esta raz&o, a construgao de estudos com métodos mistos pode
proporcionar pesquisas de grande relevancia para a Educagdo como corpus
organizado de conhecimento, desde que os pesquisadores saibam identificar
com clareza as potencialidades e as limitagbes no momento de aplicar os
métodos em questdo (DAL-FARRA; LOPES, 2013, p. 71).

Com relagdo a metodologia, utilizou-se a “Andlise de erro”, por se constituir em
uma ferramenta metodolégica que tem o propédsito de estudar dificuldades, estratégias,
procedimentos e erros de naturezas diversas na resolugao de problemas matematicos.

Segundo Cury (2007), a anélise de erros € uma metodologia de pesquisa e ensino
que pode auxiliar professores e alunos a reverem conteudos nos quais surgem

dificuldades.

A analise de erros nas solucdes dos alunos em questdes matematicas vem sendo
empregada por muitos pesquisadores, com caracteristicas diversas, que
dependem do tema enfocado pela pesquisa, dos seus objetivos, dos
pressupostos tedricos que embasam a investigacdo e dos resultados obtidos.
(CURY, 2007 apud).

Neste estudo, analisou-se a resolucao de problemas de 100 provas da Olimpiada
Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) do ano de 2019, em uma

guestao de Geometria.

A selegédo das provas para a analise foi feita de forma aleat6ria no universo de

4.775 provas, do nivel 3, resolvidas por alunos maranhenses. Primeiro, foram escolhidos
14



aleatoriamente 11 pacotes com aproximadamente 100 provas cada. Dentre essas, foram
desconsideradas aquelas provas cujo exercicio 4 estava totalmente em branco, ou seja,
as provas em que os alunos ndo tentaram resolver esta questdo. Em seguida, foram
selecionadas as provas escolhendo-se a primeira de cada pacote e, a cada 5 provas,

selecionava-se uma até completar as 100 provas que seriam utilizadas no estudo.
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3. ENSINO DE GEOMETRIA

A Geometria se desenvolveu em varias culturas antigas de acordo com as
necessidades dos povos em cada época. O conhecimento matematico e geométrico que
possuimos atualmente € a soma dos conhecimentos adquiridos por diversos povos, em

diferentes paises, ao longo do tempo.

Por volta de 3500 a.C., quando na Mesopotamia e no Egito comecaram a ser
construidos os primeiros templos, foi necessario desenvolver unidades de medidas mais
uniformes e precisas. Segundo Gorodski, adotaram, entdo, a longitude das partes do
corpo de um Unico homem (geralmente o rei) e, com essas medidas, construiram réguas
de madeira e metal, ou cordas com nds, que foram as primeiras medidas sociais de

comprimento.

Por volta de 500 a.C., na Grécia, foram fundadas as primeiras academias. Tales e
Pitdgoras reuniram o0s conhecimentos egipcios, etruscos, babilénicos e indianos, na
perspectiva de desenvolvé-los e aplicad-los a matematica, navegagdo, astronomia e
religido. Os livros sobre geometria eram de grande procura devido a crescente
curiosidade sobre o assunto. Varios instrumentos foram aperfeicoados e novos
instrumentos foram criados, como, por exemplo, 0 compasso, que substituiu a corda e a
estaca para tracar circulos. O conhecimento da época se aprofundava com rapidez, e a
escola pitagorica chegou a afirmar que a terra era esférica, e ndo plana. Surgiram novas
construcbes geomeétricas, e suas areas e perimetros agora podiam ser facilmente

calculados.

Segundo Gorodski (2002), Tales, juntamente com a escola pitagérica, fez grandes
contribuicdes de suma importancia para estabelecer o método dedutivo-formal em
matematica, o que foi finalmente concretizado com o aparecimento de “Os Elementos”,
obra maxima de Euclides e provavelmente um dos tratados mais importantes ja escritos
em toda a historia ocidental. Os treze volumes de Os Elementos ndo apenas incluiram
toda a matemdtica da sua época, mas também forneceram um modelo para o

desenvolvimento rigoroso das ideias matematicas que € utilizado até os dias de hoje:
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inicialmente definicbes e axiomas sédo apresentados, entdo proposi¢coes sao provadas a

partir dessas premissas e de outras proposi¢des através de deducao légica.

3.1 A Geometria e sua importancia no curriculo escolar

A geometria, assim como qualquer outra area da Matematica, € de suma
importancia na vida do aluno, uma vez que ela incorpora situagdes da vivéncia
relacionando as figuras geométricas a objetos os quais os alunos observam no seu dia a
dia. Lorenzato (1995) justificou a necessidade de se ter a Geometria na escola,
argumentando que “[...] sem estudar Geometria as pessoas ndao desenvolvem o pensar
geomeétrico ou o raciocinio visual e, sem essa habilidade, elas dificilmente conseguirdo
resolver as situagdes de vida que forem geometrizadas [...]". Além disso, a geometria é
um facilitador para a compreensao e resolucdo de questdbes de outras areas de
conhecimento humano. Sem conhecer a Geometria, a leitura interpretativa do mundo
torna-se incompleta, a comunicagdo das ideias fica reduzida e a visdo da Matematica
torna-se distorcida.

Os PCNEM subdividem o estudo da geometria do Ensino Médio em quatro
unidades tematicas: geometria plana, geometria espacial, geometria métrica e geometria
analitica. Nelas, destaca-se a necessidade de compreensdo das demonstracées das
férmulas e teoremas, conhecer e aplicar as regras e conversdées matematicas, tanto no
estudo da geometria de posi¢cao, como no calculo de area de figuras geométricas planas
e espaciais e de volume de solidos geométricos, como prismas, piramides, cilindro, cone

e esfera.

O estudo da Geometria deve possibilitar aos alunos o desenvolvimento da
capacidade de resolver problemas praticos do quotidiano, como, por exemplo,
orientar-se no espaco, ler mapas, estimar e comparar distancias percorridas,
reconhecer propriedades de formas geométricas basicas, saber usar diferentes
unidades de medida. Também é um estudo em que os alunos podem ter uma
oportunidade especial, com certeza ndo a Unica, de apreciar a faceta da
Matematica que trata de teoremas e argumentagdes dedutivas. Esse estudo
apresenta dois aspectos — a geometria que leva a trigonometria e a geometria
para o célculo de comprimentos, areas e volumes. (PCNEM, 2006 p. 75).

A aquisicdo do saber geométrico, segundo o PCNEM, retrata que o0 mesmo nao

deve se focar apenas na transmissdo do conteudo, visto que, dessa maneira, 0 ensino
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basear-se-ia essencialmente na “verbalizagado” do conhecimento por parte do professor,
estagnando o aluno como mero receptor do conteudo. Dessa forma, 0 mesmo retrata que
a aprendizagem se concretiza quando o professor gera situacdes que confrontem as
concepgdes do aluno, para que ele possa estar construindo o seu proprio conhecimento

matematico.

No Ensino Médio, deve-se assegurar ao aluno o entendimento e aprofundamento
dos conceitos da geometria, tanto plana como espacial, em um nivel de abstracdo mais
complexo. Destacando-se a necessidade de conhecer as demonstragdes das férmulas e
teoremas; conhecer e aplicar as regras e conversdbes matematicas, tanto no estudo da
geometria de posicao, como no calculo de area de figuras geométricas planas, espaciais
e volumes de sélidos geométricos, contextualizando todos os problemas geométricos

com algo de sua vivéncia e realidade.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) distribui o ensino de Matematica em
cinco unidades tematicas correlacionadas, que orientam a formulagdo de habilidades a
serem desenvolvidas ao longo do Ensino Fundamental, dentre elas, temos a geometria:

A Geometria envolve o estudo de um amplo conjunto de conceitos e
procedimentos necessérios para resolver problemas do mundo fisico e de
diferentes areas do conhecimento. Assim, nessa unidade tematica, estudar
posicdo e deslocamentos no espaco, formas e relagbes entre elementos de
figuras planas e espaciais pode desenvolver o pensamento geométrico dos
alunos. Esse pensamento é necessario para investigar propriedades, fazer
conjecturas e produzir argumentos geomeétricos convincentes. (BRASIL 2017, p.
271).

No que se refere ao ensino de Geometria nos anos iniciais, segundo a BNCC,
espera-se que o aluno compreenda a nogao de ponto e localizagao de algo em seu meio,
bem como identificar as principais figuras geométricas planas e espaciais, comparando-
as com objetos do seu cotidiano. Para os anos finais, é estabelecido que:

[...] 0 ensino de Geometria precisa ser visto como consolidacdo e ampliacdo das
aprendizagens realizadas. Nessa etapa, devem ser enfatizadas também as
tarefas que analisam e produzem transformacées e ampliagcdes/reducbes de
figuras geométricas planas, identificando seus elementos variantes e invariantes,
de modo a desenvolver os conceitos de congruéncia e semelhanga. (BRASIL
2017, p. 272).
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Tal fragmento reforga a importancia do ensino de geometria, para a compreensao
do seu meio, buscando sempre o desenvolvimento do raciocinio I6gico e critico do aluno,
visto que, segundo a BNCC,

[...] a Geometria n&o pode ficar reduzida a mera aplicagéo de formulas de calculo
de area e de volume nem a aplicacdes numéricas imediatas de teoremas sobre
relagbes de proporcionalidade em situagdes relativas a feixes de retas paralelas
cortadas por retas secantes ou do teorema de Pitagoras (BRASIL 2017, p. 272).

No préximo capitulo, apresentaremos um estudo sobre a Andlise de Erros como

metodologia de ensino, bem como o objeto de estudo.
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4. ANALISE DE ERROS

A forma como o erro é trabalhado em sala de aula pode ser distinto de professor
para professor. Alguns consideram o erro como o produto da falta de dedicacao do aluno
e o tratam de forma punitiva. Outros o encaram como uma falha no processo de ensino
e aprendizagem, destacando que o mesmo ocorre devido a auséncia do conteudo

estudado no ano anterior.

Alguns professores ndo gostam de usar o termo “erro”, pois pensam que pode
causar problemas na relacao professor-aluno. No entanto, acredita-se que o estudo dos
erros deve ser feito com naturalidade no sistema de ensino, pois os professores sé
entendem verdadeiramente as dificuldades dos alunos quando atentam para os erros que
eles cometem. Portanto, quando o aluno acerta sua atividade ou prova, nem sempre
significa compreensdo do contetdo, em muitos casos, o resultado correto é fruto da
utilizagédo de procedimentos ndo desejados (como "cola", "decora¢ao") ou sorte.

Porém, ndo basta que o professor reconheca os erros ou acertos dos alunos. E
necessario analisar cada resposta para que se descubram as principais dificuldades e se
utilizem diferentes estratégias de ensino no intuito de compensar a falta de compreensao

do conteudo.

Desse modo, é possivel utilizar o erro como parametro norteador do processo
educativo. Cury (2007) destaca a ideia de que o erro se constitui como um conhecimento.
Segundo a autora, o erro é um saber que o aluno possui, construido de alguma forma e
“@ necessario elaborar intervencdes didaticas que desestabilizem as certezas, levando o
estudante a um questionamento sobre suas respostas”. Assim, existe a possibilidade da
criacdo de novas situagdes de ensino, levando em conta os erros ocasionados por eles,
utilizando-os como fatores influenciadores na criacdo de diferentes estratégias para a
aprendizagem dos conteudos de geometria.

Cury (2007) destaca, ainda, que é muito importante analisar as rea¢des dos

alunos, ndo sé pelos acertos e erros assinalados na avaliagdo da aprendizagem, mas
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também pela forma como certos conhecimentos sdo utilizados, o que pode indicar

dificuldades de aprendizagem.

Apesar de os erros serem vistos como algo “ruim”, eles podem auxiliar na

construgcao do conhecimento dos alunos. A autora comenta que alguns professores

[...] estdo preocupados, unicamente, em detectar os erros, sem discuti-los com
os alunos; outros, aproveitam os erros encontrados e retomam o conteddo em
questado, permitindo que os alunos identifiquem suas dificuldades e tentem
supera-las; outros, ainda, exploram os erros com os alunos, questionando os
limites de validade da resposta dada, ou, mesmo, tentando entender como os
alunos raciocinam ao resolver a questdo. Em qualquer uma das formas de
considerar os erros dos alunos, os professores estéao agindo, em geral, conforme
suas concepgbes e crencas sobre a natureza da Matematica, sobre a melhor
forma de ensina-la e sobre o que significa aprender Matematica. (CURY, 1995,
p. 40).

Dessa forma, a abordagem da analise de erro servird de fundamento para o
professor, ou seja, o professor podera utilizar as situagcdes apresentadas em sala de aula
para compreender as dificuldades enfrentadas pela maioria dos alunos do Ensino Médio,
bem como as possibilidades e metodologias que irdo surgir para refor¢ar, modificar e
inovar a sua forma de ensinar.

Radatz (1979) afirma que o diagnéstico e os aspectos de causa dos erros podem
dar ajuda especifica para os professores, permitindo integrar seu conhecimento do
conteudo do curriculo com seus conhecimentos a respeito das diferencas individuais das
criancas. Dessa forma, a andlise de erros pode ser considerada uma metodologia de
ensino, visto que sua devolutiva aos alunos pode, de fato, proporcionar-lhes a
oportunidade de conscientizagdo acerca de suas dificuldades.

Em seu trabalho, Radatz (1979, apud CORDEIRO, 2009) apresentou um estudo a
partir dos elementos da teoria do processamento da informacdo e enumerou cinco

categorias de erros matematicos:

e FErros devido a dificuldades na linguagem: sdo erros apresentados na
utilizagao de conceitos, vocabulério e simbolos matematicos, e ao efetuar a
passagem da linguagem corrente para linguagem matematica;

e Erros devido a dificuldades para obter informagédo espacial (dificuldades em
obter informagdo a partir de representacdes gréaficas): aparecem na
representacdo espacial de uma situacdo matematica ou um problema
geomeétrico.
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e Erros devido a uma aprendizagem deficiente de fatos, habilidades e conceitos
prévios (deficiéncia de pré-requisitos): sao os cometidos por deficiéncias na
manipulagdo de algoritmos, fatos basicos, procedimentos, simbolos e
conceitos matematicos.

e Erros devido a associagdes incorretas ou a rigidez de raciocinio: sdo causados
pela falta de flexibilidade no pensamento para adaptar-se a novas situagoes;
compreendem os erros por persisténcia, erros de associagao, de interferéncia
e de assimilagéo.

e Erros devido a aplicacdo de regras ou estratégias irrelevantes: sdo produzidas
por aplicagéo de regras ou estratégias semelhantes em diferentes contetdos.

Nesse estudo, assume-se a analise de erros em Matematica, proposta por Cury
(2007) e Radatz (1979), como uma metodologia de pesquisa, no sentido de que pode
fornecer-nos uma sisteméatica de investigacao a qual possibilitar-nos-a o questionamento
sobre os erros dos alunos, coletando os dados, analisando-os e buscando entender as
causas dos mesmos. Além do mais, a andlise das produg¢des propostas pelos alunos

permitird que entendamos como o saber matematico € compreendido por eles.

4.1 OBMEP

A Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) teve sua
primeira edi¢cao realizada em 2005, com a participacao de 10,5 milhdes de alunos, de 31
mil escolas. Na edicdo de 2010, foram reunidos 19,6 milhdes de estudantes de 44,7 mil
escolas publicas, em 99,16% dos municipios brasileiros. Os sucessivos recordes de
participacdo fazem da OBMEP a maior competicdo de matematica do mundo (MEC,
2011).

Atualmente, ela é direcionada aos alunos do 6% ao 9° ano de escolaridade do
ensino fundamental e aos estudantes do ensino médio de escolas publicas municipais,
estaduais e federais de todo o Brasil. As inscrigdes sdo voluntérias, ou seja, qualquer
escola publica pode participar, desde que os alunos estejam devidamente matriculados.

A participacao na OBMEP é separada por niveis de escolaridade: no nivel 1,
participam alunos do 6° e 72 anos de escolaridade do ensino fundamental; no nivel 2,
alunos do 82 e 92 anos do ensino fundamental; e, no nivel 3, alunos de todo o Ensino

Médio. E subdividida em duas fases, onde, na primeira, as questdes apresentadas sdo
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objetivas e, na segunda, as questdes sdo subjetivas, e desta participam apenas 0s 5%

mais bem-sucedidos da primeira fase de cada nivel de escolaridade.

Sao distribuidas premiagdes como: medalhas de ouro, prata e bronze e bolsa do
Programa de Iniciagao Cientifica (PIC) para os primeiros trés mil alunos, certificados de
Mencao Honrosa a até trinta mil e sdo premiados também 127 professores com curso de
aperfeicoamento no Instituto de Matematica Pura e Aplicada (IMPA) e 27 escolas

municipais ou estaduais com Kits para exibicdo audiovisual e livros.

A OBMEP é promovida pelo Ministério da Ciéncia e Tecnologia (MCT) e Ministério
da Educacgéo, com realizacdo do IMPA e da Sociedade Brasileira de Matemética (SBM),

responsaveis pela Direcao Académica.

Os objetivos da OBMEP, os quais se encontram em seu site oficial (OBMEP,
2020), sao:

Estimular e promover o estudo da Matematica entre alunos das escolas publicas;
Contribuir para a melhoria da qualidade da Educagéo Bésica; Identificar jovens
talentos e incentivar seu ingresso nas areas cientificas e tecnoldgicas; Incentivar
o aperfeicoamento dos professores das escolas publicas, contribuindo para a sua
valorizagéo profissional; Contribuir para a integracao das escolas publicas com
as universidades publicas, os institutos de pesquisa e sociedades cientificas;
Promover a inclusdo social por meio da difusdao do conhecimento. (OBMEP,
2020).

De fato, a OBMEP tem grande reconhecimento e valorizagdo na educacgao
matematica. Mas, cabe esclarecer que as provas da OBMEP nao sao instrumentos de
avaliacao do ensino publico de Matematica no Brasil. Ela visa apenas a premiacao acerca
do desempenho de alunos, professores e escolas publicas. As questbes elaboradas
nessas provas refletem os conteudos basicos que os alunos deveriam dominar ao

concluir a escola basica.

4.2 A questao envolvida na pesquisa

A figura 1 a seguir mostra a quarta questao da 22 Fase da OBMEP 2019, nivel 3, a
qual se encontra disponivel no site oficial da OBMEP, tendo por objetivo: Avaliar a
capacidade de compreenséo e visdo dos alunos acerca do teorema de Pitdgoras; da

visualizacao geométrica espacial e do manuseio da algebra para demonstracdes.
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4. a) Na figura abaixo, o ponto O no interior do retangulo ABCD é tal que OF =2, OG =6, OH=3e Ol = 1. Os
segmentos FG e HI sao paralelos aos lados AB e BC, respectivamente. Calcule OB? + OD?.
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b) Seja O um ponto qualquer no interior de um retangulo ABCD, como na figura abaixo. Mostre que
OAZ+ OC?= 0B’ + OD".

D C

B

c) Na figura abaixo, ABCD & um retangulo e os segmentos AQ, BP, CN e DM sao tangentes ao circulo de centro O. Se
CN = 10, BP = 8 e DM = 7, determine o comprimento de AQ.
D C

=1 ES

Figura 1: Questdo 4, nivel 3 da segunda fase da OBMEP 2019 (OBMEP, 2020).
Nessa questdo, assim como em todas as questdes da OBMEP, o grau de
dificuldade aparece em ordem crescente. Em geral, o primeiro item é bem simples,
exigindo do aluno apenas leitura e interpretacdo e um pouco de conhecimento acerca de

conceitos geométricos.

Neste caso especifico, 0 aluno precisaria ter conhecimento sobre o teorema de
Pitagoras para resolver o primeiro item da questdo — conhecimento que ja vem sendo

abordado desde o Ensino Fundamental —, além da visualizagdo de mensuragao de cada
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segmento. Para solucionar o item (b), o aluno precisaria dos mesmos conhecimentos do
item anterior, no entanto, aquele item ndo envolve valores numeéricos, apenas 0 manuseio
algébrico dos segmentos a fim da demonstragdo da igualdade. Por fim, no item (c),
fazendo-se o uso da igualdade do item anterior e do Teorema de Pitagoras relacionado
com o raio e a propriedade da tangéncia ao circulo, e por meio de substituicbes algébricas
chega-se na solug¢ao do problema.

A comissao organizadora da OBMEP disponibiliza no site: www.obmep.com

possiveis solugdes esperadas para cada item da questao.

Conforme é mostrado a seguir:

a) Solucao do item (a)

D H c
N
0
F+ \% c-nmnennnne e 4G
A ] B

Pelo Teorema de Pitagoras, temos: OD? = OF2+ FD? = OF2+ OH? e, da mesma
forma, OB2 = OG2+ GB?2 = OG2+ Ol2. Assim, OD2+ OB2 = OF2+ OH2 + OG2+ OI2=4 + 9 +
36 + 1 =50.

b) Solucao do item (b)

Observemos a figura a seguir, onde estao tracados os segmentos HI e FG,
perpendiculares aos lados AB e BC, respectivamente:

o, H C
N
0
F [ A G
i e
f..r' g
_.r" i H"
;__,- a
ir: i m‘_‘
A I B

De forma similar ao item a), usando o Teorema de Pitagoras, obtemos as igualdades:
1) OD? + OB2 = OF2 + OH? + OG22+ O3,
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2) OA2 + OC? = OF2 + OI2 + OH2+ OG?,
de onde decorre a igualdade OA2 + OC? = OD? + OB2.

c¢) Solucao do item (c)

] / C
'.l.lll a P ’_-
VA,
//L ___.'- | )
MO A
A B

De acordo com o item b), temos que:
(1) OA2 + OC? =0D2? + OB2.

Por outro lado, denotando por R o raio do circulo e usando propriedades de tangéncia ao
circulo, valem as relacoes:

2) OA? = AQ? + Re,

3) OC2 = NC? + R?,

4) OD? = MD? + Re,
)

(
(
(
(5) OB2 = PB2 + R2.

O
O
Finalmente, substituindo as igualdades (2), (3), (4) e (5) em (1), obtemos:

AQ? + R + NC? + R2 = MD? + R2 + PB? + R?, de onde segue que
AQ?=-NC?+ MD? + PB2=-100 + 49 + 64 = 13.

Portanto, AQ = V13,

Observacgao: O resultado obtido mostra que, independentemente do raio do circulo,

conhecendo-se trés das quatro medidas AQ, BP, CN e DM, podemos determinar a que

falta.

No préximo capitulo, analisaremos cada item referente a questdo estudada, bem

como a apresentacao das classes de erros para cada um deles.
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5. A PESQUISA

Neste capitulo, faremos a analise das resolucbes apresentadas pelos alunos para
a quarta questao da prova de nivel 3 da segunda fase da OBMEP do ano de 2019.

5.1 Anadlises das solucoes apresentadas pelos alunos

As 100 provas selecionadas foram escaneadas e agrupadas de acordo com o
desempenho dos alunos ap6s a realizacdo de uma leitura para identificacao dos erros
presentes nas solugdes.

Ap6s a leitura e catalogacdo dos erros encontrados, as provas foram
categorizadas de acordo com erros e acertos em cada item, em quatro niveis: totalmente
correto, parcialmente correto, incorreto e nao respondeu, conforme mostra a Tabela
1.

Tabela 1 Desempenho dos alunos na 42 questao da prova da segunda fase Nivel 3 da OBMEP 2019.
ITENS
a B C
Totalmente Correto 14  14% O 0% 0 0%
Parcialmente Correto 10 10% 0 0% 0 0%

DESEMPENHO

Incorreto 70 70% 86 86% 84 84%
Nao Respondeu 6 6% 14  14% 16 16%

TOTAL 100 100% 100 100% 100 100%

Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.

De acordo com os resultados expostos na Tabela 1, verificou-se que o percentual
dos alunos que conseguiram responder totalmente correto o item a foram 14%, ja quanto
aos itens b e ¢, ndo houve nenhuma solucéo totalmente correta, sendo 86% a taxa de
resolucoes incorretas para o item b e 84% para o item ¢, além disso, 14% dos alunos nao

responderam o item b, e 16% nao responderam o item c.
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De modo geral, percebe-se que os alunos apresentam dificuldades em resolver
problemas de Geometria, em especial, aqueles que envolvem manipulag¢des algébricas
como nos casos dos itens b e c.

Conforme ja visto, a questdao em andlise é composta por trés itens, sendo que o
primeiro, item a, poderia ser resolvido de maneira simples, apenas comparando-se as
medidas dos segmentos a partir das propriedades do retangulo e, posteriormente,
aplicando o Teorema de Pitagoras. Mesmo sendo a questdo mais fécil, o indice de acerto
foi baixo, como mostra a Tabela 1. A maioria dos alunos, mesmo aplicando os valores
corretos e utilizando o Teorema de Pitagoras, ndo conseguiu finalizar corretamente a

solucéo.

Para o item b, o0 maior percentual, de 86%, corresponde aos alunos que tentaram
de alguma forma responder o exercicio, porém nao obtiveram éxito. Isso mostra que
esses alunos nao estdo preparados para solucionar problemas geométricos que
envolvam demonstracdées algébricas. Isso pode estar relacionado ao fato de tal
conhecimento ndo ser muito trabalhado no Ensino Médio.

Para o item c, por ser uma consequéncia dos itens anteriores, o percentual de
alunos que néao tentou responder foi maior em relacédo a todos os outros. Ao todo, 16%
dos alunos nem tentaram resolver o problema. Um fator que possa ter dificultado a
solugéo e favorecido a taxa de erro, de 84%, foi o fato de os alunos néo terem solucionado
o item anterior, visto que ele servia de suporte para a resolucao deste. Além disso, havia
ainda a necessidade de conhecer as propriedades de tangéncia em um circulo e
relacionar tal conhecimento com a construcao de tridngulos retangulos para a aplicacao

do Teorema de Pitagoras.

Por uma questao de praticidade, denotou-se sistematicamente as cem provas por
A1, A2, A3, ..., A100, para facilitar a citacdo dentro do texto, além de preservar as
identidades dos alunos.

As classificagOes definidas para serem utilizadas na Analise de Erros dos itens do
problema selecionado seguem a metodologia sugerida por Cury (2007) e Radatz (1979),
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que estabelecem a elaboracdo das classes e subclasses, que serdo apresentadas
separadamente para cada item da questao.

5.1.1 Classificacao de erros para o item a

Para o estudo do item a, foram elaboradas trés classes, A, B e C. Foram, ainda,
estabelecidas duas subclasses para a Classe A e duas subclasses para a Classe C,
referenciadas abaixo:

a) Classe A - alunos que cometeram erros devido a associagdes incorretas no uso de

uma regra, caso especifico ou cometeram erros de operacgdes aritméticas;

Nesta classe, foram agrupados os alunos que tinham conhecimento do Teorema
de Pitagoras, porém nao associaram corretamente os valores correspondentes a cada

segmento.

b) Classe B - alunos que cometeram erros devido a deficiéncia de pré-requisitos
Geométricos;

Nesta classe, foram agrupados os alunos que nao apresentaram nenhum
conhecimento acerca do Teorema de Pitagoras, além daqueles que apresentaram
solugcdes dedutivas sem fundamentacdo adequada. Nesta classe, ndo houve a
classificagdo de subclasses, uma vez que as solugdes apresentadas pelos alunos eram
poucas fundamentadas e muito similares, porém ha dois alunos cujas tentativas de

solucdes apresentaram erros de operacoes aritméticas e estdo inseridos na classe A.
c) Classe C - alunos que cometeram erros devido a dificuldade na linguagem;

Nesta classe, foram agrupados os alunos que compreenderam erroneamente a
questdo e usaram de situacOes adversas para a solucado da mesma, ou seja, aqueles
gue se equivocaram na resolucao perante a insercao de métodos ou teoremas que nao

condiziam com o que estava sendo pedido na questéo.

Para a Classe A, foram criadas subclasses para identificar, de modo mais
especifico, o erro cometido pelos alunos na resolucdo da questdo analisada. Desta

forma, foram estabelecidas as seguintes subclasses:
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e Subclasse 1 - Erros cometidos ao definir os valores correspondentes a
cada segmento;

e Subclasse 2 - Erros cometidos em operacgdes aritméticas.

Para a Classe C, foram criadas também duas subclasses com o intuito de
especificar os erros da classe abordada.

e Subclasse 1 - Erros de redacdo matematica;
o Subclasse 2 - Erros no uso de alguma definicdo auxiliar;

Neste item, esperava-se que o aluno relacionasse corretamente o comprimento de
cada segmento e observasse que as medidas dos segmentos opostos apresentavam
mesmo tamanho, para, apdés essa correlacdo, aplicar os valores no Teorema de
Pitagoras, resolvendo as poténcias, somas e, consequentemente, obtendo a medida

procurada.

Para andlise, ndao focaremos nos 14 alunos que acertaram esse item, uma vez que
nosso intuito aqui é analisar os erros apresentados nas resolucdes dos exercicios. Vale
observar que alguns alunos foram enquadrados em mais de uma classe, conforme

mostra a figura 2.

Figura 2: Diagrama de Venn das classes do item a.

45 alunosalunos 55 2junos
1
\
1
aluno™ \
13 alunos

C

Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.

Em relagdo as trés classes analisadas, a tabela 2 mostra o resultado da contagem
de erros para cada uma delas, com excec¢ao dos 14 alunos que acertaram este item.

30



Tabela 2: Numeros das trés classes de erros para o item a.

Classe Item a
A 48 alunos
B 27 alunos
C 14 alunos

Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.

Observemos que a classe A foi aguela que obteve o maior quantitativo de alunos,
o que leva a crer que os alunos, em sua maioria, compreenderam, mesmo que com falhas
na aprendizagem, o conceito do Teorema de Pitagoras. No entanto, erros de
interpretacdes e dificuldade em relacionar os valores correspondentes a cada segmento
levaram os alunos a nao terem sucesso na resolucdo do item. Desses 48 alunos, a

maioria cometeu erros de associacao e compreensao da questao.

Os alunos classificados na classe B sdo aqueles que nao apresentaram
conhecimento geométrico para solucionar o item em questao, ou seja, nao aparentavam
subsidios que Ihes fundamentasse acerca do problema, dando mais énfase sobre a falta
de saber geométrico presente na maioria dos alunos, tal indice demonstra que em
especial muitos alunos mal conhecem o Teorema de Pitdgoras e tampouco sabem

manusea-lo.

Para a classe C, grupo que compreende aqueles alunos que apresentaram o saber
geométrico, porém nao solucionaram o problema por ndo compreenderem de fato o
enunciado, além de erros relacionados a redacdo matematica, conta-se com 14 alunos,
mostrando que sdo poucos aqueles alunos que buscaram resolver o enunciado por
métodos nao convencionais, além da falta de organizacdo em suas solucoes,
acarretando erros de redacao.

Nas cem provas analisadas, foram constatados erros nas trés classes e nas duas

subclasses das classes A e C, conforme mostrado nas Tabela 3 e Tabela 4.
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Tabela 3: Erros cometidos nas subclasses da classe A para o item a.

Classe A Item a

Subclasse 1 48 alunos

Subclasse 2 19 alunos

Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.

A Tabela 3 apresenta o quantitativo de erros registrados nas subclasses da classe
A. Nesta classe, constam erros de 48 alunos, o0 que corresponde a um total de 48% da
amostra. Isso evidencia que parte consideravel dos alunos buscou resolver este item
utilizando o Teorema de Pitagoras, mas cometeu erros pertencentes a alguma das duas
subclasses. Vale ressaltar que, desses 48 alunos, todos foram incluidos na subclasse 1,
e, desses, 19 cometeram erros classificados para a subclasse 2. Observe na figura 3 o
diagrama de Venn da classe A, para melhor compreenséo.

Figura 3: Diagrama de Venn das subclasses da classe A, para o item a.

Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.

Na subclasse 1, foram incluidos os alunos A1, A3, A4, A9, A10, A11, A12, A13,
A14, A15, A16, A17, A18, A24, A27, A32, A33, A35, A37, A42, A45, A46, A49, A50, A52,
A53, A54, A55, A56, A59, A60, A61, A62, A63, A65, A71, A75, A77, A88, A91, A92 A93,
A94, A95, A96, A97, A98 e A100, que correspondem aos 48 alunos da classe A.

Observe, na figura 4, a resposta apresentada pelo aluno A4.
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:e' ?T:QN? fig;ra abaixo, o ponto O no interior do retangulo ABCD é tal que OF =2, OG = 6. OH =3 e Ol = 1. Os
gmentos FG e HI sao paralelos aos lados AB e BC. respectivamente. Calcule OB? + OD?
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Figura 4: Resolucao apresentada pelo aluno A4 ao item a (OBMEP 2019).
Nesta solucdo, o aluno A4 associou erroneamente as hipotenusas OB e OD as
medidas dos catetos e sugere que elas apresentam mesmo tamanho. Outra observacao
pertinente diz respeito ao erro de adicdo dos dois valores, erro esse que sera analisado

na proxima subclasse.

Outra maneira de analisar esta solugdo € observar que o erro em questdo se da
pelo fato de que o aluno ndo apresenta conhecimento basico de espacgo e capacidade de
abstracdo, para associar e relacionar os valores corretamente apenas observando a
figura, mostrando assim uma deficiéncia no saber geométrico adquirido em sua vida

escolar.

Na subclasse 2, foram incluidos os alunos A4, A12, A13, A16, A17, A27, A37, A45,
A50, A54, A55, A56, A62, A63, A65, A71, A75, A77 e A95 o que corresponde a 19 alunos.

Estes alunos cometeram erros nas operacoes aritméticas.

Observe, na figura 5, a resposta apresentada pelo aluno A12.

y 5 = 3 = 1. Os
or do retangulo ABCD é tal que OF = 2 OG=6 OH=3e ol

4. i onto O no interic v
a) Na figura abaixo, o p AB e BC, respectivamente. Calcule OB? + OD:

segmentos FG e HI sao paralelos aos lados ) 9

~ l 17 9 \A/ i % ‘ 2 ¢ /j(‘j
T 08400 2Hpsn 08= =34 20025
w?” 9 L .*a,; 9 pemovr L; o 10
| 9 ) ,
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Figura 5: Resolugdo apresentada pelo aluno A12 ao item a (OBMEP 2019).
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Na resolucao apresentada pelo aluno A12, além do erro especificado pela
subclasse 1, em associar erroneamente o valor correspondente a cada segmento, ele se
mostrou ineficiente ao tentar resolver as potenciagdes por ele estipuladas. Esse erro é
bem comum, pois os alunos acabam confundindo as poténcias como uma multiplicacao
da base pelo expoente. Presume-se que 0 erro tenha acontecido por falhas ocorridas no

processo de aprendizagem do aluno em relacao as operacdes com potenciagdes.

Na classe B, foram incluidos os alunos A2, A5, A6, A7, A8, A17, A19, A22, A23,
A25, A26, A28, A29, A30, A34, A36, A38, A39, Ad1, A43, A44, A48, A51, A53, A57, A58
e A89. Esses sado os 27 alunos que cometeram erros classificados para esta classe.

Em relacao aos erros da classe B, percebe-se que o conhecimento construido pelo
aluno carece de entendimento e habilidades para aplicar as regras de conversdes

matematicas. Esses alunos cometeram erros devido a deficiéncia de pré-requisitos.

Observe, na figura 6, a resposta apresentada pelo aluno A2.

4, a) Na figura abaixo, o ponto O no interior do retangulo ABCD é tal que OF =2, OG =6, OH=3e Ol = 1. Os
segmentos FG e HI s3o paralelos aos lados AB e BC, respectivamente. Calcule OB? + OD
H
Dr: ——— +C
N\ .
N Of
Ne ¢ ‘fi
‘ N\ ‘O [ 4 C
= 1G
- — - ~
A | B

Figura 6: Resolucao apresentada pelo aluno A2 ao item a (OBMEP 2019).

Na solucdo apresentada pelo aluno A2, € notéria a auséncia de conhecimento
matematico que fundamente a resolucédo do problema, pois, de certa forma, sua solugéo
foi bem inusitada, uma vez que a questdo pede a soma OB? + OD?, e ele literalmente
somou 0s segmentos chegando a conclusao que seria OC2. Este aluno ndo demonstrou
algum saber matematico que fundamentasse sua solugao, algo que também pode ser

observado pela resolugédo do aluno A35, na figura 7.
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4. a) Na figura abaixo, o ponto O no interior do retangulo ABCD é tal que OF = 2, OG =6, OH = 3e Ol = 1. Os
segmentos FG e Hl sao paralelos aos lados AB e BC, respectivamente. Calcule OB? + OD

Figura 7: Resolugdo apresentada pelo aluno A35 ao item a (OBMEP 2019).

E perceptivel, pela solucdo apresentada, a dificuldade do aluno em expor suas
ideias. Aparentemente, sua solugcdo se resumiu apenas a somar todos os numeros
presentes na questao e sugerindo valores aleatérios para os segmentos OB2 e OD2. A
solucdo apresentada nao permite compreender claramente a estratégia utilizada na

solucéo.

Na classe C, é onde se concentra uma pequena parcela dos alunos aqui
analisados, sendo constituida apenas por 14 alunos, os quais foram subdivididos nas
subclasses 1 e 2, como demonstra a tabela 4.

Tabela 4: Erros cometidos nas subclasses da classe C para o item a.

Classe C Item a

Subclasse 1 11 alunos 79%

Subclasse 2 3 alunos 21%

Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.

Para a subclasse 1, que remete aos erros de redagado, notou-se uma grande
dificuldade dos alunos, em sua maioria, ao resolver as questdes de maneira mais

sistematica possivel, obedecendo a uma sequéncia légica na sua redacao.

Na subclasse 2, que apresenta 0 menor quantitativo — somente trés alunos —,
estdo aqueles alunos que fizeram mau uso de alguma definicdo auxiliar no intuito de

resolver o problema.

Na classe C, tém-se os alunos A20, A21, A31, A40, A49, A64, A69, A70, A78, A80,
A81, A87, A90 e A99, os quais representam 14% da amostra. Nesta classe, estdo aqueles
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que apresentaram algum conhecimento geométrico, tinham argumentos e bagagem
acerca do tema, porém ndo conseguiram concluir corretamente as solugdes. Observe,

na figura 8, a resposta apresentada pelo aluno A21.

4. a) Na figura abaixo, o ponto O no interior do retangulo ABCD é tal que OF = 2, OG = 6, OH =3 e Ol = 1. Os
segmentos FG e HI sao paralelos aos lados AB e BC, respectlvagwerwte Calcule OB~1+ oq, 5

ptl Pl A ;AT
| Ny T

yE

)

N

OIS

Figura 8: Resolugéo apresentada pelo aluno A21 ao item a (OBMEP 2019).

E notdrio o conhecimento acerca do Teorema de Pitagoras, visto que se mostrou
apto a relacionar cada segmento, resolvendo as potenciagdes. Seu equivoco foi tentar
resolver as radiciacdes, o que nao foi util para a solugdo, uma vez que o enunciado pedia

a soma de OB2 + OD2 e ndo seus valores individuais.

Na subclasse 1, foram incluidos os alunos A20, A21, A31, A69, A70, A78, A80,
A81, A87, A90 e A99, o que corresponde a 79% da classe C. Esses alunos cometeram
erros em sua redacdo matematica. Observe, na figura 9, a resposta apresentada pelo
aluno A78.

4. a) Na fi i
) igura abaixo, o ponto O no interior do retangulo ABCD é tal que OF =2, OG =6, OH =3e Ol = 1. Os

segmentos FG e Hl s&o paralelos aos lados AB e BC. respectivamente. Calcule OB? + OD 1< hi ’1 TEDN:
o, H ¥ 6 TB=; == f . ) o
| . ( n= C A
"b 3 l)\‘ DU R0k | 1 1 O
—_\©O © 2 e i o 414 Gl
F‘ A .‘\ ] ‘G" { \\ - ) 3 1« . Y \\‘H(‘ A\ )\ ]
Sl g T o o | (Y ]
1 y W\ )
| 6 ' qQue At i ) 1
A o B ‘ W=\ ) 2 4
< 124 O 53 4 ( [’) e {2 l

\ . 0 « DD o)t
DES Cc ‘h\‘rl‘\\l(\ ( \\\\(\‘\I > (‘\l \’) / H‘“-L, - e
\Os Catetos atraves QD= 2 i S
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Figura 9: Resolugdo apresentada pelo aluno A78 ao item a (OBMEP 2019).
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O aluno A78 conseguiu chegar aos valores corretos de OD? e OB?, ao relacionar
de maneira eficaz cada segmento com seu respectivo comprimento e fazendo o uso do

Teorema de Pitagoras para chegar nos resultados desejados.

Infere-se o erro de redagcao matematica, uma vez que é evidente a falta de
organizacao na solucao do problema, porém, o que se enquadra no erro é a maneira pela
qual ele calcula cada segmento estipulado, pois 0 aluno chama tanto OD de H2 quanto
OB e usa C? para ambos os célculos da hipotenusa, fazendo, assim, uma confusdo na
relacdo de cada segmento. Além da falta de uma conclusao para suprir 0 que se pede,
uma vez que o enunciado quer saber a soma de OD? e OB? e ndo dos valores individuais.

Dai, acredita-se que os erros de interpretacdo e redacdao matematica cometidos
pela maioria dos alunos registrados na subclasse 1 se deram pelo fato de os mesmos
nao atentarem para o real proposito do item, ou seja, o que realmente a questdo estava
pedindo. Um exemplo disso € mostrado pela solugdo do aluno A78, que encontrou os
respectivos valores corretos para OD? e OB2, no entanto, ndo finalizou a conclusédo da

questao, faltando a adigdo dos dois segmentos.

Na subclasse 2, foram incluidos os alunos A40, A49 e A64, o que corresponde a
21% da classe C. Esses alunos se enquadram no uso inadequado de alguma definicao

auxiliar para a concluséo de suas solugdes.

Observe, na figura 10, a resposta apresentada pelo aluno A40.

4 ) que OF = OG =6, 0H=3e 0Ol =1.0s
4. a) Na figura abaixo, o ponto O no interior do retangulo ABCD ¢ t'“r “\”u!t ,/)/{/» r:l) ‘ ‘
- Vo) cNno ) y, Calc ]
segmentos FG e Hl sao paralelos aos lados AB e BC, respectivamente. &a
D H Cc
\ * *
\ o '
\ % 2
\\‘ n 2 e
9 -
\\.'O ()D <, i 3
3 K —— K= Lm
Ft 5 op e
- > ~ O ~
A / B GB‘- - S = ( :
= .. = bem
0% (/) /'1' = /) ASZ. L0 ———]
0.0 !
B il

Figura 10: Resolugao apresentada pelo aluno A40 ao item a (OBMEP 2019).
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O aluno A40 nao apresentou nenhuma proposta de solugcdo condizente com o
enunciado, visto que sua abordagem se deu de maneira inesperada e pouco
fundamentada.

E notdria a presenca do erro no uso de definicdes auxiliares, uma vez que optou
por calcular os segmentos OB?2 e OD2, por meio do célculo das areas dos retangulos
DHOF e OGBI. Esta estratégia mostrou-se ineficiente, visto que os segmentos abordados
em sua solucdo ndo condizem com 0s propostos pelo enunciado nem com a figura

apresentada pela questao.

Dai, presume-se que os erros cometidos pelo mau uso de uma definicdo auxiliar,
a que faz referéncia a subclasse 2, deram-se pelo fato de que os alunos nao associaram
a figura ao Teorema de Pitagoras. Pois, ao ver um retangulo seccionado em retangulos
menores e a questao induzindo-os a determinar a soma de dois segmentos ao quadrado,
eles optaram por uma solugdo baseada na area da figura geométrica plana, uma vez que
algo ao quadrado da ideia de area. A ideia de usar o Teorema de Pitagoras, para eles,
mostra-se viavel apenas quando houver um tridngulo retangulo explicito na figura

geométrica.

5.1.2 Classificacao de erros para o item b

Neste item, esperava-se que o aluno assemelhasse a figura ao problema anterior
e construisse tridngulos retangulos a fim de usar o Teorema de Pitagoras e demonstrar
a igualdade estabelecida pelo enunciado.

Para a classificacdo dos erros apresentados, foram elaboradas quatro classes: A,
B C e D, referenciadas abaixo:

a) Classe A - alunos que utilizaram estratégias adequadas a resolucdo do

problema, mas ndao conseguiram concluir a solugao.

Nesta classe, foram agrupados os alunos que tentaram solucionar o problema por
meio da construcdo de triangulos retangulos e utilizaram o Teorema de Pitagoras, mas

nao conseguiram concluir a demonstracédo pedida na questéo.
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b) Classe B - alunos que cometeram erros devido a aplicacao de regras ou

estratégias inadequadas para a solugao do problema.

Nesta classe, foram agrupados os alunos que atribuiram valores aos segmentos
e utilizaram outras estratégias de forma incorreta sem sucesso para a conclusdo do

problema. Estas estratégias estao especificadas nas subclasses a seguir.

e Subclasse 1 - alunos que tentaram solucionar o problema usando
argumentos que envolvem a congruéncia de triangulos, congruéncia de

segmentos ou, ainda, a congruéncia dos angulos.

e Subclasse 2 — alunos que fizeram relacédo incorreta entre os segmentos

internos e as diagonais do retangulo.

e Subclasse 3 — alunos que tentaram solucionar a questdo atribuindo valores

aos segmentos.
e Subclasse 4 — alunos que cometeram erros em operacdes aritméticas.

c) Classe C - a estratégia adotada pelo aluno ndo se enquadra nas classes
anteriores ou nédo foi possivel identificar a estratégia adotada;

d) Classe D — alunos que apresentaram erros de notacao e redagdo matematica.

Dentre as cem provas analisadas, foram constatados erros nas quatro classes e
nas trés subclasses da classe B, conforme a Tabela 5 apresentada a seguir, além
daqueles 14 alunos que deixaram este item em branco.

Tabela 5: Erros cometidos nas classes A, B, C e D para o item b.

Item b
A 4 alunos
B 53 alunos
Classe
C 22 alunos
D 15 alunos

Nao Respondeu 14 alunos

Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.
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A Tabela 5 apresenta o quantitativo de erros registrados nas quatro classes
estipuladas para o item b. Neste item, a maior concentragcdo dos erros se localiza na
classe B, embora alguns alunos tenham sido enquadrados em mais de uma classe. Vale
ressaltar que houve registro de erro em todas as subclasses e que a maioria dos alunos
foi associada a subclasse 3, ou seja, a maioria dos alunos estipulou valores para os

segmentos com o intuito de solucionar o exercicio.

Observe, na figura 11, o diagrama de Venn da classificagdo dos alunos no item b,
referente as quatro classes.

Figura 11: Diagrama de Venn dos alunos sobre o item b.

Classe A

\
1 45 alunos

3 alunos ‘
aluno ]

7 alunos

22 alunos 8 alunos

Classe D

Classe C
Além de 14 alunos que deixaram em branco
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.

Na classe A, foram incluidos os alunos A73, A83, A84 e A85, que correspondem
a 4% da amostra. Nela, estéo inseridos aqueles que tentaram solucionar o item por meio
da construcao de triangulos retangulos e utilizaram o Teorema de Pitagoras, porém nao

conseguiram demonstrar a situacao proposta pela questao.

Observe, na figura 12, a solugéo proposta pelo aluno A84.
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b) Seja O um ponto qualquer no interior de um retangulo ABCD, como na figura abaixo. Mostre que
OA? + OC? = OB? + OD~.
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Figura 12: Resolugdo apresentada pelo aluno A84 ao item b (OBMEP 2019).
O Aluno A84 foi o que chegou mais proximo de solucionar o problema, uma vez
que ele conseguiu construir com eficiéncia os triangulos retangulos, conforme mostra a
figura, e classificou de maneira eficaz seus catetos e hipotenusa. No entanto, faltou
demonstrar o que ele estava escrevendo, por meio de situagdes algébricas. Contudo, sua
visdo geométrica e nogao sobre o Teorema de Pitagoras lhe fizeram sobressair diante

dos demais alunos aqui em analise.

Observe, na figura 13, a solugéo proposta pelo aluno A85.

b) Seja O um ponto qualquer no interior de um retangulo ABCD, como na figura abaixo. Mostre que

Valors MU OA?+OC? = OB + OD%. -
6= 2" | a
/ P . Af’_// - o ' .
.A;(":jl~_’i) t WA (2 4 22)
O3 + L+ 6= (*
3 +32:= Ys+ 4§

i RHE

Figura 13: Resolucao apresentada pelo aluno A85 ao item b (OBMEP 2019).

A estratégia apresentada pelo aluno A85 parte, também, da construcao de
triangulos retangulos. No entanto, em sua tentativa de solugdo, ele acaba
comprometendo sua demonstracdo quando atribui valores para os segmentos e

compromete a resolucdo do problema. Em sua solucdo, o aluno tragou segmentos
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paralelos aos lados do retangulo que se intersectam no ponto O, e denotou cada um dos
segmentos por X, Y, Z e K. Seu erro foi supor valores para cada um deles, uma vez que,
se ele usasse apenas as incognitas, poderia chegar a igualdade pretendida.

Na classe B, foram incluidos os alunos A1, A3, A4, A8, A9, A10, A11, A12, A13,
A14, A15, A18, A19, A21, A23, A27, A28, A32, A33, A37, A41, A42, A43, A47, A50, A51,
A52, A53, A54, A55, A56, A59, A61, A62, A63, A64, A65, A66, A69, A70, A72, A79 A85,
A87, A88, A91, A93, A95, A96, A97, A98, A99 e A100, o que corresponde a 53 alunos.
Nela, estao inseridos os alunos que optaram por usar outras ferramentas com o intuito

de solucionar o problema.

Nesta classe, analisaremos os erros cometidos devido ao uso de estratégias
inadequadas, como, por exemplo: atribuir valores aos segmentos, usar congruéncia onde
nao havia, associar indevidamente os segmentos tracados no interior do retangulo as
suas diagonais. Alguns alunos foram associados a mais de uma subclasse, pois

apresentaram erros de duas ou mais subclasses.

E evidente que a classe B foi aquela que apresentou um maior quantitativo de
alunos, o que nos leva a concluir que 0os mesmos, em sua grande maioria, n&o
apresentaram conhecimento necessario acerca do conteudo em questdo. No entanto, é
natural que os alunos apresentem dificuldades maiores para demonstrar propriedades
matematicas quando estas ndo envolvem numeros, uma vez que, em seu cotidiano

escolar, ndo sdo apresentados a eles problemas que necessitem de tais demonstragdes.

A tabela 6, a seguir, mostra o quantitativo de erros para cada uma das quatro
subclasses da classe B.

Tabela 6: Erros cometidos nas subclasses da classe B, para o item b.

Classe B Item b

Subclasse 1 6 alunos

Subclasse 2 4 alunos

Subclasse 3 43 alunos

Subclasse 4 14 alunos

Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.
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A classe B, como mencionado anteriormente, é constituida por 53 alunos, sendo
que 6 pertencem a subclasse 1; 4, a subclasse 2; 43, a subclasse 3. Desses 43 alunos,
14 pertencem a subclasse 4, ou seja, sao alunos que cometeram os dois tipos de erros
analisados nas duas subclasses. Observe, na figura 14, o diagrama de Venn da classe

B, para melhor compreenséo.

Figura 14: Diagrama de venn das subclasses da classe b.

Subclasse 2

b
\ 4 alunos

Subclasse 1

)

6alunos

29 alunos

Subclasse 3

Subclasse 4

Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.

Na subclasse 1, estdo inseridos os alunos A14, A18, A19, A69, A70 e A79. Esses
sdo alunos que optaram por solucionar o item usando argumentos que envolvem a

congruéncia de triangulos, segmentos ou angulos.

Observe, na figura 15, a resposta apresentada pelo aluno A19.

b) Seja O um ponto qualquer no interior de um retangulo ABCD, como na figura abaixo. Mostre que

OA? + OC? = 0B? + OD~.

&0l

Figura 15: Resolugdo apresentada pelo aluno A19 ao item b (OBMEP 2019).
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O Aluno A19, classificado na subclasse 1, conclui que a igualdade esta correta ao
afirmar que “angulos congruentes tem a mesma medida”, e rabisca a figura denotando
cada segmento por uma incégnita. Mas, a figura ndo deixa claro que os angulos, AOD,
BOC, AOB e DOC sao congruentes, e se o fossem, o aluno deveria prova-lo.

Na subclasse 2, temos os alunos A54, A66, A95 e A99. Nesta subclasse, estdo
inseridos aqueles alunos que relacionaram incorretamente os segmentos no interior do

retangulo as suas diagonais.

Observe, na figura 16, a resposta apresentada pelo aluno A95.

b) Seja O um ponto qualquer no interior de um reiéngulo ABCD, como na figura abaixo. Mostre que
0OA? + OC? = OB? + OD~.
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Figura 16: Resolucao apresentada pelo aluno A95 ao item b (OBMEP 2019).

O aluno A95 afirma que os segmentos apresentados pela questao poderiam ser
associados as diagonais do retdngulo e que apresentavam as mesmas propriedades,

partindo dessa ideia, ele concluiu sua solugéo.

E caracterizado o erro uma vez que sua ideia se resume a associacdo incorreta

dos segmentos DO, OB, AO e OC as diagonais do retangulo DB e AC, respectivamente.

Além do erro classificado na subclasse 1, o aluno comete um erro de redagéo e
notacdo ao denotar a unido entre os segmentos CO e OA por COA, e a unido dos
segmentos DO e OB por DOB. Além disso, A95 se refere a estes segmentos como sendo

“pontos”, caracterizando, assim, o erro que sera analisado na classe D.

Na subclasse 3, foram incluidos os alunos A1, A3, A4, A8, A9, A10, A11, A12, A13,
A15, A21, A23, A27, A28, A32, A33, A37, A41, A42, A43, A47, A50, A51, A52, A53, A55,
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A56, A59, A61, A62, A63, A64, A65, A72, A85, A87, A88, A91, A93, A96, A97, A98 e
A100, os quais representam 43 alunos da classe B. Sdo aqueles que tentaram solucionar

o exercicio atribuindo valores aos segmentos.

Observe, na figura 17, a resposta apresentada pelo aluno A93.

b) Seja O um ponto qualquer no interior de um retangulo ABCD, como na figura abaixo. Mostre ?uem LL%&O Lg)ﬂ
OAZ+0C? = OB +OD D?‘
D_ c ox’wg "08 *og 04 -3
qe =t 08
A 58 =0 0D=3

Figura 17: Resolucao apresentada pelo aluno A93 ao item b (OBMEP 2019).
Nessa solucao, o aluno adotou, de forma astuta, valores especificos que viriam a
satisfazer a igualdade proposta pela questdo, porém sua solugdo mostra apenas uma

situacao particular em que a igualdade prevalece.

Na subclasse 4, foram incluidos os alunos A3, A4, A8, A11, A13, A15, A27, A32,
A37, Ad41, A52, A55, A59 e A100, os quais representam 14 alunos da classe B. Estes
alunos, além de atribuirem valores para os segmentos, cometeram erros de operacoes

aritméticas.

Observe, na figura 18, a resposta apresentada pelo aluno A37.

b) Seja O um ponto qualquer no interior de um retangulo ABCD, como na figura abaixo. Mostre que
OA? + 0C? = 0B? + O~

22 ¥62:32+1
4 472 =9+1
2z 1)

2

Figura 18: Resolucao apresentada pelo aluno A37 ao item b (OBMEP 2019).
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O aluno A37 optou por atribuir valores aos segmentos: AO=2, OC=6, OB=3 e
OD=1, sendo estes os valores denotados pelo item (a) para outros segmentos. Além
disso, ao substituir os valores na igualdade, ele comete o erro na operagao aritmética ao
resolver as potenciacoes, em especial 62 = 48. Apds concluir a soma, é perceptivel que
sua reposta nao é apropriada para a questdo, uma vez que a igualdade ndo se mostra
verdadeira.

A maioria dos erros aritméticos estdo relacionados a potenciagcdo e adicao.
Contudo, como os alunos que cometeram esses erros se mostraram eficientes em outros

calculos, presume-se que o erro ocorreu por falta de atencao.

Na classe C, tém-se os alunos A5, A7, A16, A20, A22, A25, A26, A30, A35, A39,
A40, Ad4, A45, A46, A57, A58, A60, A71, A81, A86, A90 e A94, os quais representam 0s
22% da amostra. Nela, estao inseridos os alunos que utilizaram estratégias de solugdes

gue ndo se encaixam em nenhuma das outras classes.

Observe, na figura 19, a solugéo proposta pelo aluno A5.

b) Seja O um ponto qualquer no interior de um retangulo ABCD, como na figura abaixo. Mostre que
OAZ + OC? = OB? + O~

Figura 19: Resolugéo apresentada pelo aluno A5 ao item b (OBMEP 2019).

O aluno A5 optou por denotar os segmentos por incdgnitas. Esta é uma ferramenta
muito usada, e de grande utilidade em demonstracées matematicas, no entanto, seu erro
foi representar cada segmento distinto por uma mesma letra, dando a ideia de que todos

possuem as mesmas medidas, fato que, se fosse verdade, deveria ser provado.

O que ocorre, em muitos casos, é que os alunos ndo conseguem visualizar a
possibilidade de construgdo de outras figuras geométricas que poderiam auxiliar na
resolucao do problema. Como, por exemplo, os quatro triangulos retdngulos mostrados

46



no item anterior que permitiriam, por meio do Teorema de Pitagoras, demonstrar a

igualdade. Isso € exemplificado pela solugéo do aluno A90, na figura 20, afirmando que,

na figura, ndo se encontra nenhum triangulo retangulo.

b) Seja O um ponto qualquer no interior de um retangulo ABCD, como na figura abaixo. Mostre que

OA? + OC? = OB? + OD~.

. o : gy N Pe——
N . o fogener 50 9 oo
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[-.} "\0 \) "{2/\(» - . SQ /(,\ N 1 \ A Fo.
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Figura 20: Resolugdo apresentada pelo aluno A90 ao item b (OBMEP 2019).

Na classe D, estdo os alunos A2, A3, A12, A27, A29, A36, A38, A49, A69, A70,
A78, A79, A89, A92 e A95. Nesta classe, encontram-se erros cometidos devido a

dificuldades na linguagem. Entre estes, estdo os erros cometidos na utilizacdo dos

simbolos e notacdo matematica, além daqueles que envolvem a utilizacdo de conceitos

e vocabulario. Por exemplo, alguns alunos utilizam a palavra “equivaléncia” com sentido

de congruéncia, muitos utilizaram a palavra “ponto" para se referirem a segmentos de

reta. Isso mostra que os alunos, em analise, possuem pouca familiaridade com a notacgao

e a linguagem matematica, em especial, aqueles conceitos proprios da geometria.

Observe, na figura 21, a resposta apresentada pelo aluno A79.

b)

Seja O um ponto qualquer no interior de um retangulo ABCD, como na figura abaixo. Mostre que

OA? + OC? = OB? + OD>.
ool
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Figura 21: Resolucéo apresentada pelo aluno A79 ao item b (OBMEP 2019).
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Em sua solugao, o aluno A79 escreve “ponto” se referindo a segmento, além disso,
ele afirma que os “pontos OBOD” formam outro paralelogramo, o que evidentemente nao
ocorre. Isso mostra uma dificuldade em reconhecer e nomear figuras geométricas, e em

utilizar a simbologia prépria da geometria para expressar seu pensamento.

5.1.3 Classificacao de erros para o item ¢

Para a analise do item ¢, foram elaboradas trés classes, A, B e C, e trés subclasses
para a classe B, referenciadas abaixo:

a) Classe A - alunos que tentaram solucionar o problema por meio do Teorema de

Pitdgoras, mas nao obtiveram éxito na solucgao.

Nesta classe, foram inseridos os alunos que utilizaram uma estratégia correta,
como determinar triangulos retangulos a fim de solucionar o problema por meio do

Teorema de Pitagoras, mas nao conseguiram concluir a solugao;

b) Classe B - alunos que cometeram erros devido a associagdes incorretas e

situacdes adversas a solugcdo da questao;

Nesta classe, foram agrupados os alunos que tentaram resolver o exercicio
utilizando estratégias inadequadas para a solugao do problema, como regra de trés,
propor¢cao entre os segmentos, entre outros. Também estao nesta classe os alunos que

cometeram erros nas operagdes aritméticas.
c) Classe C — alunos dos quais nao foi possivel identificar a estratégia adotada;

Nesta classe, foram agrupados os alunos em que nao foi possivel determinar o
raciocinio adotado por eles, além daqueles que apresentaram solugcdes dedutivas a fim

de “acertar no chute”.

Para a classe B, foram criadas trés subclasses, no intuito de analisar de maneira
mais especifica os erros relacionados ao uso das ferramentas adotadas pelos alunos.
Desta forma, foram estabelecidas as seguintes subclasses:

e Subclasse 1: alunos que cometeram erros de mensuragcado e comparagao;
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e Subclasse 2: alunos que cometeram erros com operacgdes aritméticas;
e Subclasse 3: alunos que tentaram solucionar o problema usando propor¢ao e
regra de trés simples;

Para a solugdo do item c, esperava-se que o aluno utilizasse a igualdade
demonstrada no item anterior e atentasse para a propriedade de tangéncia ao circulo
para a construcao de tridngulos retangulos a fim de concluir a questao.

Dentre as cem provas analisadas, foram constatados erros nas trés classes,

conforme a Tabela 7, além daqueles 16 alunos que deixaram o item em branco.

Tabela 7: Erros cometidos nas classes A, B e C para o item c.

Item ¢
A 5 5%
Classe B 28 28%

C 60 60%
Nao Respondeu 16 16%

Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.

A Tabela 7 apresenta o quantitativo de erros registrados nas classes estipuladas
para o item c, onde a maior concentracdo se localiza na classe C. Observa-se que a
maioria dos alunos fez o uso de ferramentas néo favoraveis a solucao do problema, além
de apresentarem solugcbes diretas para o item, ou seja, atribuirem um valor para o
segmento procurado. Vale ressaltar que algumas solugdes foram enquadradas em mais

de uma classe.

Observe, na figura 22, o diagrama de Venn da classificacao dos erros para o item

c, referente as trés classes.
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Figura 22: Diagrama de Venn das classes do item c.
Na classe A, foram incluidos os alunos A21, A69, A73, A77 e A83, o que
corresponde a 5% da amostra. Sdo aqueles alunos que tentaram solucionar o item
partindo da construcdo de um tridngulo retangulo, no intuito de usar o Teorema de

Pitagoras, o qual é o principal descritor da questdo, mesmo assim, ndo conseguiram
concluir corretamente a solugao.

Observe, na figura 23, a resposta apresentada pelo aluno A21.

c) Na figura abaixo, ABCD é um retangulo e os segmentos AQ, BP, CN e DM sao tangentes ao circulo de centro O. Se
CN = 10, BP = 8 e DM = 7, determine o comprimento de AQ.

D Cc

a1

Figura 23: Resolucao apresentada pelo aluno A21 ao item ¢ (OBMEP 2019).
Em sua solugéo, o aluno A21 indicou que os angulos DAQ e PBC sao retos, 0 que
nao é verdade. Partindo dessa ideia, aplicou o Teorema de Pitdgoras, supondo que o
segmento CN seria a hipotenusa e PB e AQ, os catetos. Observa-se que esta escolha,

para hipotenusa e catetos, nao faz sentido. Vale ressaltar que além do erro da classe A,
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o aluno também foi enquadrado na subclasse 2 da classe B, por apresentar erros de

operagdes aritméticas.

Na classe B, foram incluidos os alunos A1, A8, A12, A15, A16, A18, A19, A21,
A24, A27, A38, A39, A42, A43, A44, A45, A59, A60, A63, A64, A71, A73, A90, A91, A93,
A95, A97 e A100, o que corresponde a 28% da amostra. Nela, estdo inseridos os alunos
gue tentaram solucionar o item partindo de estratégias inusitadas, como supor situacoes
nao condizentes com o problema ou elencar suposicées sobre o enunciado. Como ja
mencionado anteriormente, a classe B foi subdivida em trés subclasses, conforme mostra
a tabela 8.

Tabela 8: Erros cometidos na classe B e em suas subclasses, para o item c.

Classe B ltem C
Subclasse 1 12 43%

Subclasse2 11 40%

Subclasse 3 5 17%

Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.

A subclasse 1 compreende os alunos A1, A15, A18, A19, A24, A27, A38, A42,
A64, A71, A93 e A95, o que corresponde a 43% dos alunos da classe B. Sendo estes os
alunos que usaram de situagdes curiosas em suas solucbes, em especial, na
comparagao das medidas dos segmentos.

Observe, na figura 24, a resposta apresentada pelo aluno A19.

c) Na figura abaixo, ABCD é um retangulo e os segmentos AQ, BP, CN e DM sé&o tangentes ao circulo de centro O. Se
CN = 10, BP = 8 e DM = 7, determine o comprimento de AQ.

BsiE3

Figura 24: Resolucao apresentada pelo aluno A19 ao item ¢ (OBMEP 2019).
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A solugéo proposta pelo aluno A19 se resume a identificar uma logica presente
nas medidas dos segmentos. Ele observou as diferengas numéricas entre os segmentos
apresentados pelo problema e, partindo dessa ideia, chegou a sua resposta.

A proposta apresentada pelo aluno é bem comum em situagdes em que o aluno
apresenta dificuldades para solucionar um exercicio. Intuitivamente, ele vai analisar todas

as situacoes e procurar uma légica que Ihe auxilie na solugao do problema.

Outras situacbes propostas pelos alunos se resumiram a supor situacbes de
mensuracdo para cada segmento, ou seja, comparar as demais medidas e definir um
valor que seja proporcional as medidas dadas. Observe, na figura 25, a solucéo
apresentada pelo aluno A27.

c) Na figura abaixo, ABCD & um retangulo e os segmentos AQ, BP, CN e DM sao tangentes ao circulo de centro O. Se
CN = 10, BP = 8 e DM = 7, determine o comprimento de AQ.
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Figura 25: Resolucéo apresentada pelo aluno A27 ao item ¢ (OBMEP 2019).
O aluno A27 comparou a medida de cada segmento, do maior para o menor, e,
olhando para a figura, chegou a conclusédo de que o segmento AQ é o menor entre 0s
guatro e acabou estipulando que AQ=6.

Na subclasse 2, foram incluidos os alunos A8, A16, A21, A43, A44, A45, A59, AG3,
A73, A91 e A97, o que corresponde a 40% da classe B, sendo estes os alunos que
cometeram erros relacionados a operacgdes aritméticas. Observe, na figura 26, a resposta
apresentada pelo aluno A59.
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c) Na figura abaixo, ABCD & um retangulo e os segmentos AQ, BP, CN e DM séao tangentes ao circulo de centro O. Se
CN = 10, BP = 8 e DM = 7, determine o comprimento de AQ. ) A

D c
\\'\ gxl07Y
g 80+
AP 10
A 8

TOTAL

il
Ol

Figura 26: Resolugdo apresentada pelo aluno A59 ao item ¢ (OBMEP 2019).

Na solucao apresentada pelo aluno A59, além do erro especifico pela subclasse,
vale ressaltar que sua proposta de solucao nao € eficiente para o item, uma vez que ela
se resume apenas a resolver operacdes sem apresentar fundamentos l6gicos para a
solucao da questao.

Na subclasse 3, foram incluidos os alunos A12, A39, A60, A90 e A100, o que
corresponde a 17% da classe B. Nela, estao inseridos os alunos que tentaram solucionar
o item usando proporcionalidade entre os segmentos, bem como regra de trés simples.
Observe, na figura 27, a resposta apresentada pelo aluno A90.

c) Na figura abaixo, ABCD é um retangulo e os segmentos AQ, BP, CN e DM séao tangentes ao circulo de centro O. Se
CN = 10, BP = 8 e DM = 7, determine o comprimento de AQ.
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Figura 27: Resolugdo apresentada pelo aluno A90 ao item ¢ (OBMEP 2019).
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O Aluno A90 tentou solucionar o exercicio por meio de propor¢des, na sua solucao,
ele sugere que o segmento NC esta para DM, assim como PB estéd para AQ. Partindo
dessa ideia, monta a proporcéao e chega a um determinado valor para o segmento AQ.
No entanto, por mais que sua solug¢ao se fundamente em uma ferramenta muito utilizada
para resolver diversos tipos de problemas, no caso a regra de trés, tal recurso se mostrou

ineficiente para a solugao deste exercicio.

Na classe C, tém-se os alunos A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8, A9, A10, A11, A13,
A14, A17, A20, A22, A23, A25, A26, A28, A29, A30, A31, A32, A33, A34, A35, A36, A37,
A40, A41, Ad4, A45, A46, A48, A49, A50, A51, A52, A53, A54, A55, A56, A57, A58, A59,
A61, A62, A63, A65, A66, A68, A88, A89, A91, A92, A94, A96, A97, A98 e A99, o que
corresponde a 60% da amostra. Sendo estes os alunos que apresentaram solucées
dedutivas a fim de “acertar no chute”. O que difere esta das classes anteriores € que 0s
alunos aqui abordados néo fundamentaram nem tampouco justificaram suas conclusdes.

Observe, na figura 28, a solugcao apresentada pelo aluno A68.

c) Na figura abaixo, ABCD é um retangulo e os segmentos AQ, BP, CN e DM s&o tangentes ao circulo de centro O. Se
CN = 10, BP = 8 e DM = 7, determine o comprimento de AQ.

D C

2 NT:?\F 5

Figura 28: Resolucao apresentada pelo aluno A68 ao item ¢ (OBMEP 2019).

O aluno A68 apenas escreveu um valor para o segmento procurado, sem deixar
claro qual foi sua estratégia ou deducao sobre a questdo. Em especial, em solucdes
dessa natureza, fica dificil analisar a solu¢do do aluno, uma vez que nao se sabe ao certo
qual o raciocinio utilizado para chegar ao resultado encontrado. Contudo, pelos tracos
estipulados pelo aluno no segmento NC, na figura ao lado, podemos criar uma hipétese
acerca de sua solucéao, pois nota-se que o aluno tentou dividir o segmento em trés partes
iguais, sendo elas de tamanhos quase iguais ao segmento procurado (AQ). Dai, pelo fato

de o segmento NC ter 10 de comprimento e, como ele dividiu em trés partes, podemos
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supor que seria aproximadamente 3 o comprimento do segmento AQ, uma vez que 10 +
3 = 3,33.

Existem também aqueles que apresentaram uma proposta de solug¢do na qual ndo
foi possivel entender seu raciocinio. Observe, na figura 29, a resposta apresentada pelo
aluno A54.

c) Na figura abaixo, ABCD é um retangulo e os segmentos AQ, BP, CN e DM s&o tangentes ao circulo de centro O. Se
CN = 10, BP = 8 e DM = 7, determine o comprimento de AQ.

- o ALz CN + 8P+ bW
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Figura 29: Resolucao apresentada pelo aluno A54 ao item ¢ (OBMEP 2019).

O Aluno A54 sugere que o segmento procurado (AQ) pode ser obtido pela soma
dos segmentos (CN+BP+DM), no entanto, tal ideia sugere que o segmento AQ seja maior
do que os demais, porém, se observarmos a figura ao lado, tal hipotese se torna refutada.
Vale ressaltar que sua ideia de solugdo se resumiu apenas a adicao dos valores
estipulados pela questao, deixando sem entender qual foi sua estratégia e o que o levou
a adotéa-la.

5.2 Resumo da analise

A seguir, apresentar-se-do os graficos que sintetizam as conclusées aqui
pontuadas.
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Grdfico 1: Quantitativo de alunos para as classes do item a.

Quantitativo de alunos para as classes
do item a

45

25

13 14
2 3

Classe A Classe B Classe C Acertou

Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.

O gréfico 1 relaciona o quantitativo de alunos com as trés classes estipuladas para
o item a, foi utilizado um sistema de cores para cada uma das classes, uma vez que
existem alunos classificados para mais de uma classe, dessa forma, podemos observar
que, na classe A, constam 48 alunos, sendo 45 exclusivos dela, 2 mesclados com a
classe B e 1 com a C. Na classe B, constam 27 alunos, sendo 25 exclusivos da classe B
e 2 alunos mesclados com a classe A. Na classe C, constam 14 alunos, sendo 13
exclusivos dela e 1 mesclado com a classe A e, ainda, existem 14 alunos que acertaram

o item.

E perceptivel que a classe A apresenta um maior quantitativo em relacéo as outras.
Esta classe se refere aos alunos que compreendem o conteddo do Teorema de
Pitdgoras, pois ele € citado em suas solugdes, mas ndo associaram corretamente 0s

valores dos catetos e, assim, acabaram comprometendo a solugéo.

Para a classe C, denotada no grafico em verde, é aquela que demonstra o menor
indice em relacdo aos demais, uma vez que ela se remete aqueles que apresentaram
situacdes adversas, que ndo se mostraram relevantes e eficientes na solugéo do item.
Vale ressaltar que, diante destas 100 provas analisadas, apenas 14 alunos acertaram um

item, em especial o item a, o qual era o mais facil perante os outros.
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Observe, no gréfico 2, o quantitativo de alunos classificados para as duas
subclasses das classes A e C, respectivamente, onde, na classe A, temos alunos
mesclados em suas subclasses.

Grdfico 2: Quantitativo de alunos para as subclasses das classes A e C.
Quantitativo de alunos para as subclasses

das classes A e C do item a

Subclasse 1 Subclasse 2

48

19
11

Classe A Classe C

Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.

O gréfico 2 aponta o quantitativo de alunos para as subclasses das classes Ae C
do item a. Nota-se que a subclasse 1 da classe C € aquela que apresenta um maior
percentual em relacdo as demais. Nesta subclasse, esta representado o principal motivo
de erros observados nas resolucdes, qual seja a definicdo dos valores dos segmentos.

Quando olhamos para a subclasse 2 da classe C, que contém 3 alunos,
percebemos que poucos tentaram solucionar o item por meio da utilizagao de definicdes
auxiliares, ou seja, a utilizacao de outras formulas ou estratégias ndao muito comuns. No
entanto, por mais que tal feito seja sempre bem-vindo e deva ser apreciado e motivado
pelo professor, neste caso em particular, os alunos que optaram por uma solugédo

diferente ndo obtiveram éxito ao tentar solucionar o problema.

As subclasses 2 e 1, das classes A e C, respectivamente, sdo aquelas que
apresentam o quantitativo de alunos que cometeram erros de operagdes aritméticas,
erros esses relacionados a potenciacdo e até mesmo a adicdo de numeros naturais.
Apontando que existem, ainda, alunos que, mesmo no Ensino Médio, cometem erros de

matematica basica.
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No gréfico 3 abaixo, temos o quantitativo de alunos por classe de erro para o item

Grdfico 3: Quantitativo de alunos para as classes do item b.

Quantitativo de alunos para as classes do item b

45

22

14

Classe A Classe B Classe C Classe D Em Branco

Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.

O grafico 3 relaciona o quantitativo de alunos com as quatro classes estipuladas
para o item B. Podemos observar que, na classe A, constam 4 alunos, sendo 3 exclusivos
dela e 1 mesclado com a classe B. Na classe B, constam 53 alunos, sendo 45 exclusivos
da classe B, 1 aluno mesclado com a classe A e 7 com a D. Na classe C, constam 22
alunos, ja na classe D temos 15 alunos, sendo 8 exclusivos dela e 7 mesclados com a B,

e, ainda, existem 14 alunos que deixaram seus itens em branco.

E perceptivel, pelo gréfico, que a classe B apresenta o maior quantitativo em
relacdo as demais, sendo ela referente aos alunos que denotaram valores para os
segmentos no intuito de solucionar o problema. Vale ressaltar que o objetivo da questao
seria aplicar o Teorema de Pitagoras, na intencao de favorecer o desenvolvimento e
demonstracao dela. Esse objetivo ndo foi alcancado completamente por nenhum dos

alunos da amostra.

Podemos observar que 14 alunos deixaram o item b em branco, que, em especial,
€ a mesma quantidade de alunos que solucionaram o item anterior. Outra curiosidade é
que, desses 14%, a maioria acertou o item a, ou seja, podemos concluir que sao alunos

que conhecem o Teorema de Pitdgoras, no entanto, ndo conseguiram utilizar este
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teorema em suas demonstracdes. Isso pode ter ocorrido devido a falta de experiéncia em
demonstragdes algébricas, visto que, provavelmente, em sua vivéncia escolar, esta nao

€ uma abordagem rotineira.

Na classe A, tém-se 4 alunos, sendo ela a que representa o menor quantitativo em
relacao as demais. Vale lembrar que os alunos aqui inseridos se referem aos que usaram
ferramentas adequadas, em suas solugdes, porém nao conseguiram concluir suas

solucgdes.

Observe o grafico 4 abaixo, que representa o quantitativo de alunos para as quatro
subclasses da classe B, para o item b.

Grdfico 4: Quantitativo de alunos para as subclasses da classe B ao item b.

Quantitativo de alunos para as subclasses da
classe B ao item b

29

14

Subclasse 1 Subclasse 2 Subclasse 3 Subclasse 4

Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.

O gréfico 4 relaciona o quantitativo de alunos com as quatro subclasses da classe
B. Nele, podemos verificar que, diante dos 53 alunos presentes nesta classe, 6 pertencem
a subclasse 1; 4, a subclasse 2; 43, a subclasse 3, sendo 29 exclusivos dela e 14
mesclados com a subclasse 4; e, por ultimo, temos aqueles 14 ja mencionados, na

subclasse 4.

Diante do gréfico, podemos observar que, dentre os 53 alunos presentes na classe
B, a subclasse 3 é a que detém a maioria deles. Estes sdo os alunos que atribuiram
valores para os segmentos e acabaram cometendo erros recorrentes de suas escolhas,

uma vez que o item se solucionava por manipulacdes algébricas.
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A subclasse 4, constituida por 14 alunos, corresponde aqueles que cometeram
erros com operagdes aritméticas. Os erros referentes aos calculos de potenciagdes e
adi¢des foram os mais comuns.

Podemos constatar, pelo grafico, que o menor quantitativo pertence a subclasse
2. Sao alunos que tentaram provar a igualdade do problema, por meio de congruéncia de

triangulos, congruéncia de segmentos ou relacionando os angulos presentes na figura.

No gréfico 5 abaixo, temos o quantitativo de alunos por classe de erro para o item

Grdfico 5: Quantitativo de alunos para as classes do item c.

Quantitativo de alunos para as classes do item ¢

53

19
16

Classe A Classe B Classe C Em Branco

Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.

O gréfico 5 relaciona o quantitativo de alunos com as trés classes estipuladas para
o item c. Nele, podemos verificar que 5 alunos pertencem a classe A, sendo 3 exclusivos
dela e 2 mesclados com a classe B. A classe B contém 28 alunos, sendo 19 exclusivos
dela, 2 mesclados com a classe A e 7 com a classe C.

Na classe C, temos 60 alunos, onde 53 sdo exclusivos dela e 7 mesclados com a

classe B e, ainda, temos 16 alunos que deixaram o item em branco.

No gréfico 5, é notério que, para este item, a maior concentracdo de alunos se
encontra na classe C, sendo ela constituida por 60 alunos. Nela, estdo os alunos que

apresentaram uma solugao dedutiva para o item, ou seja, aqueles que apenas “chutaram”
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um valor no intuito de pontuar na questdo. Isso mostra que os alunos nao

compreenderem o enunciado e nao dispunham de conhecimentos para soluciona-lo.

Podemos constatar, pelo gréafico, que a classe A é aquela que apresenta o menor
quantitativo, uma vez que nela temos os alunos que tentaram solucionar o exercicio
usando o Teorema de Pitagoras. Contudo, vale lembrar que o item ndo se resolvia

apenas com o conhecimento do teorema.

Observe o grafico 6 abaixo, que representa o quantitativo de alunos para as trés
subclasses da classe B, para o item c.

Grdfico 6: Quantitativo de alunos para as subclasses da classe B ao item c.

Quantitativo de alunos para as subclasses
da classe B ao item ¢

Subclasse 1 Subclasse 2 Subclasse 3

12
11

Classe B

Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.

Dentre as trés subclasses da classe B, a subclasse 1 € a que apresenta o maior
quantitativo dentre as outras. Nela, concentram-se aqueles que, para solucionar o item,
usaram de comparacdo entre as medidas propostas no enunciado, e, por meio de
estimativas e proporcoes, obtiveram seus resultados. No entanto, tal método nao é muito

efetivo e suas solugdes foram pouco fundamentadas.

Na subclasse 3, que corresponde a 11 alunos, concentram-se aqueles que
optaram por situacdes adversas perante o enunciado. Esses alunos, supostamente por
nao compreenderam a real proposta do enunciado, acabaram usando estratégias que se
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tornaram falhas no desenvolvimento da solugcdo, uma vez que elas ndo se enquadravam

no contexto abordado e tampouco foram concluidas por eles.

No item ¢, os alunos que cometeram erros de operacbes aritméticas foram em
quantidade menor em relagdo aos itens anteriores. As solugdes apresentadas pelos
alunos foram pouco fundamentadas e, diante daqueles que apresentaram situagdes que
envolvesse calculos, apenas 5 alunos cometeram erros para a subclasse 3, conforme

mostra o grafico 6.

5.3 Consideracoes sobre os erros analisados na pesquisa

A analise realizada das respostas apresentadas pelos 100 alunos a questao 4, da
prova de nivel 3 da OBMEP 2019, que exige conhecimento de Geometria, direcionou a
algumas conclusdes, umas ja mencionadas durante toda a analise, descrita nos itens

deste capitulo. Em resumo, podemos dizer que:

e A maioria dos alunos que compbéem a amostra analisada compreende o
conteudo do Teorema de Pitagoras, no entanto apresenta dificuldade em aplica-
lo na resolucao de situagdes-problemas;

e Os alunos que compreendem o Teorema de Pitagoras, em sua maioria,
possuem dificuldades para usa-lo em demonstracoes algébricas;

e A maioria dos alunos apresenta dificuldade em organizar e apresentar o
raciocinio utilizado na solugéo;

e Ainterpretagdo errada do enunciado dos itens levou alguns alunos a cometerem
erros em suas respostas;

e Um pequeno numero de alunos demonstrou ter dificuldade com as operacoes
aritméticas simples;

e Além da dificuldade em determinar as ferramentas corretas para resolver
problemas geométricos, muitos alunos demonstraram pouca habilidade em

resolver problemas de cunho algébrico.
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6. CONCLUSAO

Esta pesquisa teve como objetivos analisar e classificar os erros cometidos por
alunos do Ensino Médio ao resolverem a prova da segunda fase da OBMEP nivel 3, em
uma questdo que envolve conhecimentos de geometria. Este objetivo foi alcangado com
a ampla listagem de erros, classificados através de grupos nos quais foram
categorizados.

Foi possivel concluir que, diante da questao em analise, os erros mais frequentes
foram aqueles relacionados a deficiéncia de pré-requisitos geométricos.

De acordo com o método de analise de erros proposto pela Helena Noronha Cury
(2007), verificou-se que os erros cometidos pelos alunos aqui retratados devem ser
encarados de forma positiva, pois podem revelar as dificuldades que eles encontram em
determinado conteudo. Ou seja, tanto professores quanto alunos devem encarar o erro
como uma ferramenta capaz de refletir o préprio conhecimento. E importante ressignificar

o erro eliminando o aspecto negativo e tornando-o um meio de alcance para o acerto.

A andlise aqui realizada permitiu identificar os principais erros cometidos pelos
alunos na questdao estudada. Assim, foi possivel apontar as principais dificuldades
enfrentadas pelos alunos ao tentarem responder uma questao envolvendo geometria. Ao
analisar os erros, constatou-se que o ensino de Geometria admite falhas na construgéao
do conhecimento. Tal fator interfere no entendimento de situacbes problemas e,
consequentemente, na construcao de estratégias de resolucoes adotadas pelos alunos,
criando falsas generalizagbes, a partir de conhecimentos que ndo foram totalmente

consolidados.

E perceptivel tal realidade quando analisamos os erros classificados na classe A
para o item a, onde temos alunos que apresentavam um conhecimento geométrico
incompleto, pois conheciam o Teorema de Pitdgoras, porém quanto ao uso e suas
propriedades foram insuficientes. Ha, ainda, aqueles que se incluem na subclasse 2, a
qual se remete aos erros de operacdes aritméticas basicas, em especial potenciacéo e

adicao.
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Quanto a presenca de erros nas operagdes aritméticas, conclui-se que os alunos
chegam ao Ensino Médio com muitas lacunas no aprendizado. Este déficit é dificil de ser
recuperado, uma vez que os alunos ja se encontram no Ensino Médio, e ha uma
exigéncia por parte da escola para que se cumpra o cronograma e o conteudo estipulado
para essas séries. Mas, vale ressaltar que a falta dos conhecimentos basicos de

matematica interfere de forma decisiva no aprendizado dos novos conteudos.

Segundo Cury (2007), ha necessidade de explorar o erro como ferramenta para a
aprendizagem. Isso pode ser feito através de atividades que permitam ao aluno lidar com
seus proprios erros, descobrindo suas causas. A abordagem do erro deve ser construida
de uma forma que ndo venha a deixar o aluno constrangido, buscando sempre incentiva-
lo a melhorar. Trabalhos em grupo podem ser propostos no intuito de promover o
compartilhamento de informagdes, visto que muitas vezes o aluno assimila mais rapido o

contetdo quando é explicado pelo colega, do que quando é abordado pelo professor.

Em provas da segunda fase da OBMEP, que séo discursivas, o avaliador nao
computara nota a alunos que simplesmente chegaram na solugéo desejada, mas também

avalia o método e a estratégia utilizados para chegar a esta solucéo.

Nesse sentido, utilizar metodologias de analise de erros em provas discursivas,
como as da OBMEP, é buscar compreender o funcionamento do processo de ensino e
aprendizagem de matematica em escolas publicas. Uma vez que, através das analises
dos erros apontados, pode-se buscar formas e métodos de corrigi-los no intuito de
remediar deficiéncias no aprendizado. Tal ferramenta deve ser utilizada paralelamente

ao ensino, ndo deixando que as dificuldades apresentadas se tornem intransponiveis.

A andlise aqui realizada permitiu identificar os principais erros cometidos pelos
alunos na questdo estudada. Assim, foi possivel apontar as principais dificuldades

enfrentadas pelos alunos ao tentarem responder uma questdo envolvendo geometria.

Sugere-se que os professores, ao menos uma vez a cada bimestre, devem
promover encontros através de oficinas de matematica. Sendo que tais oficinas devem
ser feitas mesclando os diferentes niveis de ensino, uma vez que as dificuldades
apresentadas por um aluno do Ensino Médio podem ter origem na deficiéncia do

64



aprendizado das séries anteriores. Assim, podem ser sanadas por um conteudo
abordado no 6° ano do Ensino Fundamental, por exemplo. A utilizagdo de materiais
ludicos e jogos também pode favorecer o desenvolvimento e aprimoramento do raciocinio

l6gico e podem ser utilizados em diversas situagées no ambito escolar.

Conclui, ao final do trabalho, que o ensino de geometria ainda € mais focado na
aplicacao de formulas do que na criatividade, ja que a maioria dos erros se concentrou
nos itens que envolviam um pensamento geométrico abstrato e demonstracbes de
situagcbes algébricas. Percebi, também, que os estudantes tém muita dificuldade em
interpretacao de questdes envolvendo geometria e ainda ndo compreendem, e tampouco
conseguem aplicar o Teorema de Pitdgoras quando esta possibilidade nao € explicitada
no problema.
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