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RESUMO

Neste trabalho, iremos estudar a precificacao de uma opcao de compra do tipo
europeia, mostrar os fatores que interferem positivamente e negativamente no preco de
uma opc¢ao e usaremos os modelos matematicos de Black-Sholes e o Binomial para preci-
ficacao de opcao de compra do tipo europeia. Apresentaremos também uma aplicacao dos

modelos estudados para precificacao de opcoes de Petréleo Brasileiro S.A - PETROBRAS.

Palavras-chave: Opcoes, Movimento Browniano, Black-Sholes, Binomial.



ABSTRACT

In this work, we will study the pricing of a european type call option, show the
factors that positively and negatively affect the price of an option and we will use the
Black-Sholes and Binomial mathematical models for European type call option pricing.
We also present an application of the models studied for pricing options for Petroleo

Brasileiro SA - PETROBRAS.

Keywords: Options, Brownian Motion, Black-Sholes, Binomial.
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Introducao

De maneira sintética, a modelagem matemaética esta relacionada a construgao de
um modelo matematico, ou um padrao matematico capaz de explicar ou compreender
um fenomeno natural. Tal fendomeno pode ser referente a qualquer area do conhecimento,
como fisica, quimica, biologia, finangas, engenharia, dentre outros. Especificamente neste
trabalho, a modelagem matemaética esta relacionada a drea de finangas (mercado de deri-
vativos), onde serao usados modelos mateméticos, com o objetivo de precificar opgoes do

tipo europeia.

Em financas, podemos definir mercado financeiro como o ambiente da ocorréncia
de negociacoes de ativos, tais como titulos, moedas, acoes, derivativos, commodities,
dentre outros bens e ativos que tem algum valor financeiro. O mercado financeiro pode
ser subdivido em quatro tipos de mercado: mercado de crédito, de cambio, monetario e de
capitais. Dentre essas subdivisoes, daremos énfase para o mercado de capitais, pois além
de ser possivel a negociacao de titulos e acoes, também é possivel negociar derivativos,
conceito importante para o desenvolvimento deste trabalho. No mercado de capitais,
os investimentos sao divididos em dois tipos: renda fixa e renda variavel. A respeito de
derivativos, segundo Hull [14], nos tltimos anos, a utilizagao de derivativos tem se tornado
cada vez mais importantes no mundo das financas. Essa importancia se da pelo fato de o
mercado apresentar oscilagoes de pregos, o que gera o chamado “risco” para o investidor,
que nesse caso € a incerteza em relacao aos movimentos nos precos das agoes no futuro e

dessa maneira, os derivativos podem ser usados para “eliminar” esse risco.

Os derivativos sao contratos com acordos no presente e compromissos futuros,
funcionando como uma espécie de seguro ou protegao aos agentes economicos, contra os
riscos das flutuagoes dos precos das agoes. De acordo com Silva [27], como o préprio
nome indica, os derivativos sao instrumentos financeiros em que os seus precos dependem
de outros instrumentos que lhe serve como referéncia. No mercado de derivativos, os
pregos sao negociados de forma a satisfazer ambas as partes (compra e venda). Dentro

do mercado de derivativo, existem trés divisoes: mercado a termo, mercado futuro e
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mercado de opgoes. Os tipos de mercado de derivativos serao melhores explicados na
Secao 2.1 e destacaremos o mercado de opgoes, pois é o objeto de estudo deste trabalho.
Os derivativos e em particular, as opgoes, sao tipos de investimentos de renda variavel, ou
seja, a rentabilidade do investimento pode variar para mais ou para menos. Isso acontece
pois o mercado de renda variavel é bastante volatil, o que pode gerar um lucro ou prejuizo
ao investidor no final do periodo. Segundo Silva [27], um problema bastante comum na
analise de mercado de opgoes é que tendo em vista que o preco de uma acgao é fixado
em uma data futura, torna-se muito arriscado efetuar operacoes de compra e venda nesse

tipo de mercado, uma vez que eventualidades futuras podem ocorrer.

Na tentativa de prever a movimentacao dos precos das agoes no futuro, a ma-
tematica surge como uma ferramenta de suma importancia para os investidores. De
acordo com Levada, Maceti, Lautenschleguer[16], em 1900, surgiu uma nova relagao entre
a fisica/matemadtica e a economia através do trabalho defendido por Louis Barchelier,
na Academia de Ciéncia de Paris, sua tese de doutourado intitulada “théori de la Spe-
culation”. A tese tratava de opcoes de precos em mercados financeiros especulativos,
embasada na teoria do movimento browniano (MB). Porém, a expectativa de Barchelier
foi frustada apds seu trabalho receber conceito ruim e ser rejeitada por seus avaliado-
res. Segundo Maciel [17], apés um periodo de esquecimento, a ideia de Barchelier sobre
a utilizacao do MB no mercado financeiro foi retomada em 1965 por Samuelsen e pos-
teriormente, em 1970, por Fischer Black e Myron Scholes, que desenvolveram o famoso
modelo de Black — Sholes. A férmula é obtida através da solugao da equacao diferencial
de Black-Sholes, com a pretensao de nos fornecer uma estimativa do prego tedrico de uma

opcao do tipo europeia.

Esse trabalho é uma revisao bibliogréfica, cujo objetivo principal é o desenvolvi-
mento de um estudo sobre as opgoes do tipo europeia e utilizar os modelos de Black-Sholes
e o modelo binomial para estimar o valor teérico do preco de uma opg¢ao de compra do tipo
europeia, visando uma aproximacao tedrica satisfatéria. Buscando cumprir as metas do
trabalho, foram consultados livros, artigos, teses, notas de aula e trabalhos de conclusao

de curso.

O trabalho esta organizado em quatro capitulos. No primeiro Capitulo ¢ feita uma

breve revisao sobre conceitos de probabilidade, modelos de distribuicao de probabilidade
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continua, como o modelo normal e lognormal, medida e processos estocéasticos, conceitos
que serao muito importantes no decorrer do trabalho. No segundo Capitulo, abordaremos
os principais conceitos do mercado financeiro, além de introduzir a teoria das opgoes,
explicar o funcionamento de um contrato de opc¢ao e alguns fatores que podem afetar a
precificagao de uma opgao. No terceiro Capitulo, apresentamos os elementos matematicos
essenciais para compreender a solucao da equacao de Black-Sholes. Abordamos o processo
de Wiener (ou movimento browniano), um tipo especifico de processo de Markov, na
qual vemos com mais detalhes no Capitulo 1 e o lema de It6, um resultado importante
em finangas. No quarto Capitulo, tratamos a respeito dos modelos de Black-Sholes e
Binomial, dos pressupostos referentes a conceitos que precisam ser definidos, além das
hipéteses que precisam ser assumidas, para que assim possamos determinar a formula do

preco de uma opcao de compra do tipo europeia referente a cada modelo.



15

1 Preliminares

O estudo da teoria de probabilidade tem grande importancia no processo de to-
mada de decisoes. A probabilidade é a area matematica na qual ocorrem estudos sobre a
chance da ocorréncia de um evento aleatorio. Neste capitulo apresentamos alguns concei-
tos basicos de probabilidade, os quais envolvem a definicao de espaco de probabilidade e
suas principais propriedades; varidveis aleatérias, fungao densidade de probabilidade (em
particular, da distribuigdo normal e lognormal), fungao distribuigdo acumulada, além da
definicao espaco de medida e dos chamados processos markovianos. Utilizaremos como
base para o desenvolvimento deste capitulo, os trabalhos de Bussab [4], Cardoso [5], Du-
que [7], Magalhaes [18] e Meyer [19]. Todos esses conceitos serao necessarios no decorrer

deste trabalho.

1.1 Nocoes Basicas da Teoria de Probabilidade

O primeiro conceito que aparece em um experimento aleatério é o espaco amos-
tral, que é o conjunto de todos os possiveis resultados de um experimento. Geralmente o
espaco amostral é representado pela letra 2. Considere o seguinte experimento: “Lancar
uma moeda e verificar se a face é cara ou coroa”. Entao temos que o espago amostral
associado a esse experimento aleatério é 0 = {cara ,coroa}. Considere agora outro ex-
perimento: “Lancamento de um dado (nao viciado) de seis faces”. Temos que o espago
amostral associado a esse experimento serd 2 = {1,2,3,4,5,6}. Chamaremos de evento,
um subconjunto de um espago amostral. Considerando novamente o experimento: “
lancamento de um dado de seis faces”. Podemos ter os seguintes eventos associados a esse
experimento: A = {sair nimero par}, B = {sair nimero impar}, C = {sair nimero maior
do que 3}. Esses eventos podem ser representados, respectivamente, pelos conjuntos: A =
{2,4,6 } ,B={1,3,5} e C={4,5,6 }. Podemos afirmar que o préprio espaco amostral
é um evento e é chamado de evento certo, enquanto o conjunto @ é chamado de evento

impossivel. De maneira geral, chegamos na seguinte defini¢ao:

Definigao 1.1. Um espaco de probabilidade é uma terna ordenada da forma (2, F,P),
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onde:

1) © é um conjunto arbitrario ndo vazio, o qual o chamaremos de espaco amostral;
2) Uma familia F é uma o- dlgebra de subconjuntos de €2, ou seja

a) 0 e F;

b) E fechada em relacao ao complementar, ou seja
AeF= A°e F,

c) E fechada em relagdo a uniao enumeravel, ou seja,
Al,AQ,..G.Fiu AE.F

E imediato que a partir dessas duas condigoes, as sigmas-algebras também

sejam fechadas em relacao a interseccao enumeravel, ou seja
Al,AQ,..G]:ém AEF

Isso vem do fato de

(AN B)¢ = A°U B¢
e portanto AN B = (A°U B°)°.

3) P é uma medida de probabilidade, ou seja, é uma funcao real definida em uma o-

algebra F de subconjuntos de um conjunto nao vazio €2, satisfazendo:
a) P(A) >0, para todo A € F (positividade);
b) P(Q) =1 (normalidade)'
c) P(UNA,) Z]P’ n), se A, € Fom=1,...e A,NA, =0, para n #

m (o — ad1t1v1dade).

Na teoria de probabilidade, os pontos w € €) representam os possiveis resultados
de um experimento aleatorio, os subconjuntos E € F sao chamados de eventos e medida

[P é uma funcao que designa graus de incerteza aos eventos de F.

Definigao 1.2. Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade. Dois eventos A e F em F

sao chamados de independentes se

P(AN E) = P(A)P(E).
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Uma classe de eventos [ C F sera chamada uma classe de eventos independentes

se, para toda colecao finita de eventos E1, Es, ..., F, em [3, tivermos

n

PNy Bx) = [ P(ER).

k=1
Definicao 1.3. Se ), C F for uma classe de eventos, com A pertencente a um conjunto
de indices A , diremos que {5, : A € A} é uma familia de classes independentes se, para

cada selegao de E) € () , a classe {F) : A € A} contiver somente eventos independentes.

Definig¢ao 1.4. (Probabilidade Condicional). A probabilidade da ocorréncia de um evento
A, dado que o evento E ja ocorreu é

P[AN E]

PIAIE) = —5rp

1.2 Variaveis Aleatorias

Dado um fenomeno aleatorio qualquer, com um determinado espago amostral €2,
estamos interessados na atribuicao de um ntmero real a cada elemento do espago amos-
tral. Em alguns casos, os resultados ja sao expressos numericamente. Podemos citar como
exemplo, uma peca fabricada e estamos interessados em observar a caracteristica “defei-
tuosa”. O resultado desse experimento nao estd descrito numericamente, mas podemos

4

assim atribuir um valor numérico a cada caracteristica, respectivamente “um” e “zero”.
Em geral Meyer [19], nos mais diversos experimentos, buscaremos atribuir um ndmero
real z a todo elemento w do espago amostral €2, ou seja, z = X (w) é o valor da funcao de
X do espaco amostral, no espaco do conjunto dos niimeros reais. Podemos assim formular

a seguinte definicao:

Definigao 1.5. Seja (€2, F,P) um espago de probabilidade, onde 2 é um espago amostral
relacionado a um experimento aleatério. Uma fungao X que associe a cada elemento
w € Q um numero real X (w), é chamada de v.a (varidvel aleatdria). A cada w € (2

corresponderd um X (w) € R. Em termos matematicos, temos

X: QO =R

w — X(w).

As varidveis aleatorias podem ser classificadas em dois tipos: discretas e continuas.
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Definicao 1.6. Dizemos que uma v.a é discreta, se os possiveis valores de X forem finito
ou infinito enumeravel e além disso quando podem ser colocados em uma lista, como
por exemplo, x1, x9, x3, ..., x,. Quando finito, a lista acaba, do contrario, a lista continua
indefinidamente. Ja uma funcao X definida sobre o espago amostral €2 e assumindo valores
em um intervalo do conjunto dos niimero reais, é dita uma variavel aleatéria continua.

Em termos matematicos, temos:

Definicao 1.7. Seja X uma v.a discreta, entao X podera assumir no maximo um nimero
infinito enumeravel de valores xy, xs,x3,... Chamaremos de funcao de probabilidade, a
funcao que a cada resultado x; associa sua probabilidade de ocorréncia. FEm termos
matemadticos, p(z;) = P(X = ;). Os numeros p(x;),i = 1,2,... devem satisfazer as

seguintes condicoes:
1) 0 < p(z;) <1 (1.1)

ii) Zp(xi) =1 (1.2)

Definigao 1.8. Diz-se que X é uma v.a continua, se existir um a fungao f : R — [0, +00),

denominada Funcao Densidade de Probabilidade (fdp) de X que satisfaga as seguintes

condicoes:
a) f(z) >0, para todo z, (1.3)
+oo
b) | flo=1 (1.4)
b
c) Pla< X <)) :/ f(z)dz, (1.5)

para quaisquer a, b, com —oco < a < b < +00.

Mostraremos agora algumas propriedades da fdp. A probabilidade de uma v.a X

continua pertencer a um intervalo (a, b],¢é dada por:

b
Propriedade 1.2.1. P(a < X <) = / f(z)dx = F(b) — F(a), que caracteriza a drea

sob a curva da fdp entre a e b e eixo das abscissas.
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Propriedade 1.2.2. Para todo e qualquer valor de X e em particular, seja xo € X, entao

z0
P(X =x0) =0, pelo fato de termos P(X = xo) = f(z)dz = 0.
0

Propriedade 1.2.3. Pela Propriedade 1.2.2, vimos que a probabilidade de X assumir
valores em pontos quaisquer € nula, entio temos: P(a < X <b) = Pla < X <b) =

b
:P(a<X§b):P(a<X<b):/ f(z)dx.

A fdp nos mostra uma forma de descrever como as probabilidades sao relaciona-

das aos valores ou aos intervalos de valores de uma v.a.

Definigao 1.9. Dada a v.a X em um espago de probabilidade (€2, F,P), chamaremos de
fda, Func¢ao de Distribuicio Acumulada ou simplesmente de fd, Funcao de Distribuicao
a seguinte funcao:

F(z)=P(X <z), —o00 < x < 0. (1.6)

Observe que o dominio de F' é todo o conjunto dos niimeros reais, ao passo que o contra-

dominio é o intervalo [0, 1].

A fd pode ser obtida imediatamente a partir da definicao de Func¢ao de Probabi-

lidade ou pela Fun¢do Densidade de Probabilidade. Seja X uma v.a. Entao teremos:

a) Se X for uma v.a discreta:

F(z)=> plz)), (1.7)
J
onde o somatério ¢ estendido a todos os indices j que satisfacam a condigao x; < x.

b) Se X for uma v.a continua, com fdp f,
F(z) = / f(s)ds. (1.8)

A seguir, apresentaremos algumas propriedades importantes da F(z).
Propriedade 1.2.4. Se X € continua, F(x) € continua V x.

Propriedade 1.2.5. A fun¢io F € nao descrescente. Isto €, se v < x9,= F(x1) <
F(xzs). Basta definir os eventos A e B como sendo: A = {X < z1}, B = {X < z5}.

Logo, como x1 < x4, teremos A C B, e o resultado seque agora da teoria de probabilidade.
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Propriedade 1.2.6. lim F(z) =0 e lim F(z)=1.

T—r—00 T—00

No caso continuo, teremos:

xT

F(—oo) = Jim_ [ fls)ds=0.

T

F(o0) = ILm f(s)ds=1.

O caso discreto seque de maneira andloga.

Teorema 1.2.1. a) Seja F(z) a fd de uma v.a continua, com fdp f. Entdo,

d
r)=—F(x 1.9
flr) = = F() (1.9
para todo x no qual ' seja derivdvel.
b) Seja X uwma v.a discreta, com valores possiveis xy,xs, ..., € suponha-se que esses

valores tenham sido indexados de modo que x1 < x5 < ... Seja F' a fd de X. Entao,
p(a;) = P(X = ;) = F(z;) — F(x;). (1.10)

Demonstracao.

a) F(z)=P(X <x)= / f(s)ds. Por isso, aplicando-se o teorema fundamental do

célculo, obteremos F'(x) = f(x).

b) Como admitimos z; < z5..., teremos
Fl;)=P(X=2;UX =2;1U..UX = 1)

=p(x;) +plxj_1) + ... + p(x1).

F(Ij_l) = P(X :ZE]‘_1UX :l'j_QU...UX :ZL‘l)

=p(zj_1) +p(xj_) + ... + p(a1).

Portanto,
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Defini¢ao 1.10. Dada a v.a X discreta, em um espaco de probabilidade (€2, F,P) assu-
mindo os valores x1, ...z,, chamamos valor médio, esperado ou esperanca matemdtica de

X ao valor

E(X)=) xP(X =x;)=Y wzp(z;). (1.11)
i=1 i=1
onde p(x;) é a distribuigdo de probabilidade da v.a. X.

Definicao 1.11. O valor esperado ou média da v.a continua X, em um espaco de proba-

bilidade (€2, F,P) , com fungao densidade dada por f(z), é dada pela expressao

E(X)z,uz/oo zf(z)dz, (1.12)

— 00

onde f(x) é fungao densidade de probablidade. Frequentemente, usaremos F(X) = p.

1.2.1 Propriedades do Valor Esperado

i) Se X = C, onde C' é uma constante. Entao, F(X) = C.

Entao, aplicando a Definicao 1.12, temos

E(X):/_+OOC’f(x)dx:C’ +Oof(a:)dx:C.

ii) Suponha que C' é uma constante e X uma v.a. Entao,
E(CX)=CE(X).

—+00 “+o00

Facamos: F(CX) = / Caf(x)dx = C/ xf(z)de = CE(X).

—00 — 00

iii) Sejam X; e Xy duas v.a’s. Entao E(X; + Xs) = E(X;) + E(Xy).

Basta aplicar a Definicao 1.12 a soma de duas variaveis, ou seja,

B(X) + X,) = /_ :O /_ :o(xl—i-xg) @) f () s s

Aplicando as propriedades de integrais duplas, temos:

+00 +oo
= / xlf(xl)dx1+/ T f(29)dxs

e} —00

= B(X)) + E(Xy).
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iv) Sejam Xy, Xo, ..., X,,, n v.a’s. Entdo, E(X;+ Xo+ ... + X)) = E(X1) +... + E(X,).

Basta aplicar a prop. acima n vezes.

v) Suponha que X; e X, sejam varidveis aleatérias independentes. Entao,

E(X1X3) = E(X1)E(Xy)

. Basta aplicar a Definicao 1.12 a multiplicacao de duas variaveis, ou seja,

+o0o +oo
E(XlXQ) = / / iL‘l.ﬁKQf(iBl,fﬂg)diBldiL’Q

+o0o +o0o
p=— / / l’lflfngl(ZL‘l)sz(ZL'g)dl'ldl‘g

— /:O r1 fx, (1) (/:O IQfXQ(xQ)de) dy
= E(X1)E(X3).

vi) Seja X uma v.a discreta e Y = aX + b. Entao, E(Y) = aE(X) + .

Basta fazer

E(aX +b) = /+Oo(a:v+b)f(:1:)dx

[e.e]

_ / " e f(a)de + / T br (@)

[e.o] —00

+oo +oo
= a/_ xf(x)dx +b f(z)dx

[e.9] -

= aE(X)+b.

Observacao 1.2.1. As propriedades acima podem ser verificadas no caso discreto,

usando a definicao de fungao densidade de probabilidade para o caso discreto e

aplicando as propriedades dos somatorios.

Definigao 1.12. Seja X uma varidvel aleatéria discreta com P(X = ;) = p(x;),i =

1,2,...,k e média p. A variancia de X é a ponderagao pelas respectivas probabilidades,

dos desvios relativos a média, elevados ao quadrado, ou seja,

k

Var(X) = (i — 1)’p().

=1

(1.13)
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A variancia também podera ser denotada por o2 e, em muitos casos, poderemos
usar também a notagao o%. O desvio padrao de X é obtido a partir da raiz quadrada da
variancia, e sera denotado por o ou ox. Outra forma de representar a variancia de X é
expressa na seguinte forma

Var(X) = E[(X — u)?], (1.14)
Na qual desenvolvendo F [(X — ,u)Q} e empregando as propriedades do valor esperado,
pode ser reescrita como
Var(X) =F [(X - u)Q] S Var(X) =E{X* - 2Xpu+ p*},
ou seja,

Var(X) = BE(X?) =2+ [u]”

— B(X?) - [1? = B(X?) - 2

= ZP(%)%? — 2

i=1

Defini¢ao 1.13. Para uma v.a continua X com densidade f(x), a variancia é dada por
o = / (x — p)?f(x) dz. (1.15)

Da mesma forma que obtemos uma férmula alternativa para o cdlculo da variancia
da v.a. discretas, Equagao (1.14), podemos também fazer o uso da seguinte férmula para

o caculo da variancia de v.a continuas

o? = B(X?) — i*. (1.16)

1.2.2 Propriedades da Variancia

1. Se a for uma constante e X uma v.a.,

i) Var(a+ X) = Var(X);
Basta fazer
Var(a+X) = E{(a+ X)— E(a+ X)?}
— B{(a+X) - E(X) - d*)
= FB{X - EX)]}
= Var(X).
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ii) Var(aX +b) = a*Var(X).
Basta fazer
Var(aX +b) = E{(aX +b)*]} — E{(aX + b)]*}
= " (E(X?) = [E(X)]) + (b° = V) + 2bE(X) — 2bE(X)
= a*Var(X).
2. Se X e Y sao v.a’s independentes, entao:
Var(X +Y) =Var(X)+ Var(Y).
Basta fazer
Var(X +Y) = E[(X+Y)} - [E(X +Y)]?
= E(X?+2XY +Y?) — [E(X))]* -2E(X)E(Y) — [E(Y)]?

Il
&

(
(X%) = [E(X)] + BE(Y?) - [E(Y)]?
= VX)+ V().

Introduziremos agora um importante modelo de distribuicao de probabilidade
continua, com propriedades importantes que sao utilizadas em mercado financeiro: A
Distribuigao Normal. Tal modelo servira como suporte para definir a distribuicao log-
normal. Desde ja, adiantamos que sob um processo estocdstico (conceito que serd definido
nos proximos capitulos), o retorno para o titular de um agdo em um breve pefiodo de

tempo segue uma distribui¢ao normal.

1.3 Distribuicao Normal

Definicao 1.14. Dizemos que uma v.a continua X tem distribuicao Normal com parametros

u e o, se sua funcao densidade de probabilidade ¢ dada por:

1
2T

)2
u} ,para — oo < < 00. (1.17)

fla) = - —

erp [—

A notagao usual é X «~ N(u,0?), e a usaremos para denotar que X tem dis-
tribuicdo Normal com parametros p e o?. Mostraremos agora algumas propriedades im-
portantes da funcao densidade de probabilidade da distribuicao Normal, que podem ser

observadas em seu grafico.
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Propriedade 1.3.1. Vamos mostrar que f ¢ uma fdp. Efcicil ver que f(x) = 0. Quere-

mos verificar que / f(z) dx = 1. Fazendo uma mudanga de varidvel tal que t = @=w)

o )
. /oo 2 . 00 9
teremos —— e 2 dt, onde I = —/ e 2 dt.
V2 o V2 o

Empregaremos agora a estratégia de calcular o quadrado desta integral,

1 2 oo 2
I’ = eédt/ e 2 ds

27T —00 [e.9]

1 o0 o _ 32 2
= —/ / e (2+t)dsdt
27 —o00 J —00

Para o cdlculo dessa integral dupla, usamos coordenadas polares. Entao, teremos

s=rcosa, t=rsina.

O elemento de drea dsdt se torna rdrda. Temos que s e t variam entre —oo e

400, 7 varia entre 0 e 0o, e a varia entre 0 e 2w. Logo temos,

) 1 27 0 ;TQ
I = — re 2 drda
2m Jo 0

1 27 2
= — —e 2 |Pda
2m J,
1 27
= — da = 1.
2m Jo

Por isso, I = 1.
Propriedade 1.3.2. f(x) é simétrica em rela¢ao a u;

Propriedade 1.3.3. lim f(z) = lim f(z) = 0; O resultado seque diretamente do fato

T—00 r—r—00
de termos lim e * = 0.
T—r00

Propriedade 1.3.4. O Ponto de mdzimo de f(z) se dd para x = p1, e o valor mdzimo é

1/0\/%.

Antes de calcular as derivadas de f(x), precisamos lembrar que (e*) = e* e que
(e9@)) = e9®) g/ (z)(Regra da Cadeia). Aplicando & funcdo densidade, Equacdo (1.17)

temos:

Fe) = — ewp[—@‘“)zH S| =0 (T5F).

o\ 21
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Derivando novamente, temos:

— 1) | - o) = 160 |

= @—MV—01

ol

Analisando a Equagao (1.18) e lembrando que f(z) > 0, temos:
flla)=0&z=yp

e assim x = p é um ponto critico. Como temos que f'(z) > 0,(sef(z) > 0) ez < p
e f'(x) < 0,(sef(z) > 0) e x > pu, entdo f é crescente a esquerda de p e decrescente a

direita de u. Entao, temos que x = p é um ponto de maximo e nesse ponto

1

S = s (1.20)

Propriedade 1.3.5. Pontos de inflexdo. Analisando a Equagao (1.19), se f(x) > 0,

temos:

" 2 2 T=pto
ffley =0 (z—p)r =" lz—pl=0c< (1.21)
r=p—o

Além disso,

f'fla) >0 (r—p?>ctelr—pl >0e
<:>1‘—,u>0 ou ,LL—IE>O'

Sr>pu+o ou r<p—o0 (1.22)

f'fla) <0 (x-—p?<otelr—pl<oe

rT—pu<o
& Spu—o<r<put+o (1.23)

p—x <o

Entao temos que que o grafico de f(x) tem concavidade voltada para cima quando
x> pu+ooux < pu—o etem concavidade voltada para baixo quando p—o <z < p+o.

A Figura 1.1 mostra o grafico de uma fdp de uma v.a. com média u e 0.
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Figura 1.1: fdp de uma v.a. X ~ N(u,c?).

p.-'(I K u+0o X

2

Verifiquemos agora que os parametros g e o° representam respectivamente a

média e a variancia da distribuigao normal. Consideremos X « (u, 0?) e

E(X):/_fo(x)dx:/::xa\}%exp [—(‘“2%‘5)1 da.

Fazendo z = @, temos que dz = ldz = dx = odz e x = 0z + p. Logo, temos:
EX) = / (0z+ pe = dz
(X) Wor 1)

:EU/_ dz+u\/_/e2dz

Pela Propriedade 1.3.1 temos que a segunda (sem o fator p) integral é igual a 1.

Calculando a primeira integral e usando a definicao de integral imprépria, temos:

g [ g [ e [
o ze Z = — ze Z+ —
27 J_so 27 J_

Consideremos a seguinte integral:

1 /0 _2
e ze 2
V2T ) oo
Fazendo uma mudanca de variavel, y = —2 = 2z = —y = dz = —dy teremos:

o0

2
ze s dz = —— ye 2 dy.
) )

logo,

ye = dy—O

1 2
— ze 2 dz = ze
V2T /_oo V2 /
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Logo, E(X) = p.

Para o cdlculo da variancia, usando a Equagao (1.14), temos:
Var(X) = E(X?) - [E(X)]?

E(X2):/OO x2f(x)dx:/<:m20\}%exp {—%} dz.

, temos que dz = 1 ~dr = dx = odz e v = 0z + p,e utilizando o método

Fazendo z = (x )

de integragao por partes, temos:

1 > —Z2
E(X?% = \/ﬁ/ (0z +p)’e2 dz

= u? / dz+0—/ ze?dz—i-Q/w / ze?dz
\/_

oo _22 o0 _ZQ
Vimos anteriormente que \/% / e2dz =1¢eque \/Lz? / ze 2 dz = 0. Utilizando

mais uma vez o método de integragao por partes, temos

1 2] 1 2
2073 dz— —g——e 2 +—/ e 2 dz =
27 / [ 2T ]oo V2T ) oo

g

0
Logo:
E(X?) =o0® + p?

Var(X) = o + u* — > = o*.

Para o calculo da probabilidade para variaveis continuas, devemos resolver a

integral da funcao densidade, no intervalo de interesse, ou seja,

_(z—p)?
202 dx.

Pla < X <)

1
B oV 2T
Como sabemos do Célculo, essa integral sé é resolvida através de métodos numéricos.
Por esse fato, a probabilidade para o modelo normal pode ser calculada através de tabelas.
Porém, para cada valor de p e o, terfamos que obter P(a < X < b) para véarios valores

de a e b. Entao é viavel ultilizar uma tranformacao que nos dé o calculo da probabilidade

em questao, isto é, uma varidvel de parametros (0, 1), média 0 e variancia 1.

Consideremos agora X « N(u, c?), e fazemos o uso de uma nova varidvel, definida

COo1mo

(1.24)
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Entao, a varidvel aleatéria Z tera distribuigao N(0, 1) é serd chamada de Normal
padrao ou Normal Reduzida. A demonstracao desse fato serd omitida aqui e apenas
admitiremos como verdade o resultado. Na Figura 1.2, observamos o grafico de uma

distribuicao padronizada, com y=0e¢ o = 1.

Figura 1.2: Gréfico de uma distribuicao normal padronizada com p=0e o = 1.

0.4

f(z)
0.2
|

0.1

Determinaremos a probabilidade de X € [a, b], da seguinte maneira:

Pla<X<b) = Pla—p<X—nu<b—yp)

_ P(a—,ng—ugb—u)

o o g

- P(a_”gng_“).

o o

Logo, para qualquer valor de u e o, utilizaremos a Normal Padrao para se obter
a probabilidade com a distribui¢ao Normal. A probabilidade P(0 < Z < z), z > 0 pode
ser obtida em uma tabela, disponivel por exemplo, em Bussab e Morenttin [4]. Podemos
também calcular valores de probabilidade em outros intervalos, devido a simetria da
densidade normal. Notemos que devido a simetria, temos que P(Z > 0) = 0,5 = P(Z <
0). Podemos agora fazer uma introdugao a respeito da distribuigao lognormal. Veremos
mais a frente que o valor do preco de uma a¢ao em um dado momento futuro, segue uma

distribuicao lognormal.
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1.4 Distribuicao Lognormal

Definigao 1.15. Seja X « N(p,0?). Se Y = e¥, entdo a v.a Y tem distribuicao log-
normal com parametros u e o2. Reciprocamente, se Y tem distribuicao lognormal, entao
X = logY tem distribuigao N(u,0?). A funcdo densidade de probabilidade de uma v.a

lognormal é dada pela seguinte expressao,

1 (logy — )

= exp |—
yo/2m p[ 207

sendo que —oco < < oo e g > 0.

f(y) } ,y>0 (1.25)

Dados que seguem de uma distribuicao lognormal podem ser examinados seguindo
o modelo normal, usando-se o logaritmo dos dados na base ¢, em vez dos dados originais.
Logo a fdp de Y é uma lognormal com parametros 4 = 0 e o0 = 1. A Figura 1.3 mostra

o grafico de uma fdp lognormal com y=0e o = 1.

Figura 1.3: Grafico de uma funcao densidade log-normal padronizada com y=0e o = 1.

f(x)
04 05 06

0.3
I

0.2
I

0.1

0.0
|

Propriedade 1.4.1. Se X seque uma distribuicdo normal padronizada entio, Y = e*

seque uma distribuicao lognormal com parametros p =0 e o = 1. Entao teremos:

logy 2

1 logy
Fy(y) = P(Y <y) = P(e" <y) = P(X <logy) = /_ fol@) do = E/_ ez du.

Utilizaremos agora um importante resultado do calculo para mudanca de varidavel,

/ o) do= [ 7(gle)g/(0) dr, com g(c) = a e g(d) =



31

—x

Vamos considerar f(z) = ez, e g(t) = logt. Sabemos que

9(y) y
z) dxr = / d
[ s = [ stago a

Temos que g(0) = —c0 e g(y) = logy, logo

logy —z? 1 Y1 7<10gt) 1 —(log y)?
— e2 dr = — —e dt = e 2 .
2 /oo Vo /0 t Joly) = yV 21

1.4.1 Valor Esperado

O Valor Esperado de da v.a Y é dada por

©o 1 (logy — u)Ql
EY) = exp | ——————| dy, 1.26
)= [ e | gy (126
e fazendo uma mudanca de variavel, temos: ¢t = log y = dt = idy. Sey=0=1t= —o0.
Se y = 0o = t = 0o. Observe que y = e'. Entao teremos:
(t—r?], —p)?
EY) =
(Y) a\/ﬂ e'exp [ 572 U\/_ eajp 202
t2 — 2ty + p? — 20%} "
= exp | —
0\/27r o b i 202
1 N B %)+ p?
= exp | — (M_:U)—'—'u}dt
ovV2r J - i 20
') B t2 _ Qt(ILL + 0.2) IuQ
= — ——— | dt
oV21 J_o P i 202 P 202
_ 9t 2 2\2 _ 2\2
— e / ey (uto®)+(pto) —(ut+ao’))
202 oV 21 202

- oo (L) [T o127

= ep (—2'152+(M;0_Z >L\/%/ exp{ t_(/;;UQ)]Q}dt]

Porém, o termo entre os colchetes mais externos é a integral de uma densidade

normal com média A = (u + 02) e variancia 02, logo essa integral é igual a 1. Assim
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teremos:

E(Y) = emp (—2’”52+(“+02)2)

202

—p? + p? + 2u0? + ot
= exp 53

L2
= €T —_— ] .

1.4.2 Variancia

De maneira andloga, vamos calcular E(Y?) usando a mesma tranformacao. Entao

teremos:
> 1 (logy — p)?
E(Y?) = / 2 ex: {—— dy,
(Y7) R By 52 y
e fazendo uma mudanca de variavel, temos: ¢t = log y = dt = idy. Sey=0=1t=—o0.

Se y = 00 = t = 0o. Observe que y = e = y? = €% Entao teremos:

2

BE(Y?) = 0\/% e exp{ <t2_a’;)1 J\/_/ exp[ 2_0’;> +2t] dt

(2 — 2t + p? — 402251 it
= exp |—
oV21 J oo b i 202
1 o [ 2 -2t 20 2
= exp | — <M+2U)+M}dt
oV2T J_s | 20
1 2 — 2t(u + 20?) u? ot
= exp |— exp| ——
oV21m J_xo b i 202 202

—2t(pu +20%) + (p+20%)* — (n+ 202)2} "

. I
= exp( 202) - _27T exp{ 957

exp { [t — (u+20°)? } eap {(u + 202)2} it

202 202

= e
p( 202) oV 21

(o)

Assim como no valor esperado, o termo entre os colchetes mais externo é igual a

1, por se tratar de uma integral de densidade normal com média v = (u+20?), e variancia
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o?. Assim, teremos:

2 2\2
pe (p+207)
BOP) = e (_Tﬂ—i_T

= €exp 20_2

= ewp (Q,u + 202) .
Usaremos a Equagao (1.14) para determinar Var(Y). Assim temos:

Var(y) = E(Y?) - [B(Y)P

— eap (201 20%) - {ezp ( %)}

2
= exp 2,u—|—20)—exp [2 (,u—k(;)}

= exp 2u+20)—e:1:p(2u+0)

(
(
2\ | ezp(2p + 207)
- et [ -
(
(

= eap (2n+ 0°) [exp(2p + 20% — 2 — 0?) — 1]

= exp 2,u+c7) exp o® —1].

1.5 Processo Estocastico

Anteriormente, definimos varidvel aleatoria como uma funcao real X que associa
a cada elemento w € €2, a um nimero X (w) € R. Podemos estender esse conceito de
variavel aleatoria para o caso no qual cada w € () é associado a um ponto no espago R".

A funcao X que associa pontos de 2 em R", é chamada de vetor aleatorio.

Definigao 1.16. Fixado um espago de probabilidade (2, F,P) e uma familia de indices T,
que é um conjunto de nimeros inteiros nao-negativos, um processo estocastico {X;;t €
T} é um colegdo de varidveis aleatérias X; : @ — R (ou R") para cada t € T. Se
X = {X(t,w);t € T,w € Q} é um processo estocéstico, entao X é uma fungao de dois
parametros: para t € T fixo, X(t,-) é uma varidvel aleatdria; para w fixo, X(-,t) é uma

funcao do tempo, que é denominada trajetoria do processo estocastico.

Em resumo, um processo estocastico é uma colecao de variaveis aleatérias em um

espago de probabilidade (€2, F,P), indexados por um conjunto T'. Essa cole¢ao serve para
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representar a evolucao aleatéria de um sistema ao longo do tempo. De maneira geral, as
variaveis aleatorias que constituem um processo estocastico nao sao independentes. As
diferentes maneiras que se pode tomar essas dependéncias é o que difere um processo do

outro.

O processo estocastico pode ser caracterizado como um modelo matematico para
a ocorréncia em cada t € T, de um fenomeno aleatoério e essa aleatoriedade é capturada
através de um espago de probabilidade. Se considerarmos R (ou R™), com uma o—algebra
de borel B, uma variavel t que representa o tempo e T' um conjunto enumeravel, dizemos
que o processo é de tempo discreto. Assim, X; representa o estado do sistema no instante
t, de modo que seus tinicos possiveis valores sao 0,1, ..., M. O sistema é caracterizado por
pontos determinados do tempo, como t = 0, 1, 2, ... Assim, pode-se dizer que X; é definido
em um espaco denominado de espaco de estado. Quando T é um intervalo de R, limitado
ou nao, dizemos que o processo é de tempo continuo. Em relacao ao estado, o processo
estocastico também pode ser classificado como discreto ou continuo. No estado discreto,
X; é definido em um conjunto enumeravel ou finito. O caso em que o estado é continuo,

tem-se o oposto do discreto.

Existe um tipo especifico de processo estocastico, que sao chamados processos de
Markov ou processos markovianos, onde seu estado futuro depende apenas do seu estado

atual e os estados passados nao influenciam no estado futuro.

1.5.1 Processo de Markov

Um processo de Markov ou processo markoviano, é um tipo de processo estocéstico
no qual possui a propriedade de que as probabilidades que envolvem a evolugao do pro-
cesso no futuro, dependem somente do estado atual do processo e consequentemente, sao
independentes de eventos no passado. De acordo com Hull [14], pode-se deduzir que os
precos das acoes seguem um processo markoviano. Imagine a seguinte situagao: o preco
de uma acao hoje é R$ 150. Se o prego dessa acao segue um processo markoviano, as pre-
visoes futuras sobre aumento ou queda no preco dessa acao nao devem ser afetadas pelo
preco da semana passada, més passado ou ano passado. A informacao que importa é que o
preco ¢ R$ 150 hoje. A estatistica no histérico do preco da acao nesse caso, tem um papel

importante no sentido de ser 1til para determinar caracteristicas do processo estocastico
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(volatilidade, por exemplo) junto ao prego da agao. Como as previsdes sobre o futuro sao
incertas, segue que elas devem ser expressas em forma de distribui¢oes de probabilidade.
Dessa maneira, a propriedade markoviana indica que a distribuicao de probabilidade do
preco de uma ac¢ao no futuro nao depende do caminho seguido pelo preco dessa acao no

passado. De maneira formal, temos a seguinte definigao:

Definicao 1.17. Um processo estocastico é dito ser um processo markoviano se

]P){X<tk+1) S $k+1’X(tk> = l’k,X@k,l) = Tk—1, ,X(to) = [L’Q}

= P{X(tk11) < B[ X (k) = i} (1.27)

para ty < t; < ... <t <tpi1 =0,1,... e toda sequéncia kg, ki, ..., ki_1, ki, ka1

A Expressao (1.27) determina que a probabilidade condicional de qualquer evento
futuro, dado qualquer evento passado e estado presente X (t;) = xx, ndo depende do evento
passado e depende apenas do estado presente. O processo markoviano é também denomi-
nado de memoryless process (processo sem memoria), ja que o passado é desprezado. As
probabilidades condicionais P{X (tx11) = @x4+1|X (tx) = x1} s@o chamadas probabilidade
de transi¢do e determinam a probabilidade do estado X (tx11) ser xj41 no instante tgq

dado que o estado X (t;) é zx, no instante .

1.5.2 Cadeias de Markov em Tempo Discreto

Definicao 1.18. Um processo markoviano é chamado cadeia de markov, quando as
variaveis aleatdrias X (t) estdo definidas em um espago de estado discreto. Quando o
tempo é discreto, a cadeia de Markov é denominada cadeia de Markov em tempo discreto

€ nesse caso, tem-se

PUX(k+1) = 2paa| X(K) = 20 X(k— 1) = 251, ., X(0) = 20}
= P{X(k+1) = 231X (k) = 21}, (1.28)

para toda sequeéncia 0,1, ...k — 1,k k + 1.

As probabilidades de transi¢ao expressas em (1.28), representam portanto a pro-

babilidade do estado X (k + 1) ser xj41 no tempo k + 1 dado que o estado X (k) é xx no
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tempo k. Se para cada X1, ¥} tem-se
P{X(k+1) = x| X(k) =2} =P{X(1) = 21| X(0) = 0}, (1.29)

para toda sequéncia 1,2, ...k — 1, k, k + 1, entao, as probabilidades de transi¢ao sao cha-
madas de estaciondrias e isso implica que as probabilidades de transi¢cao nao mudam em
relagdo ao tempo. De acordo com a Expressao (1.29), as probabilidades de transi¢do sdo
denominadas probabilidades de transicao de passo 1 e sua existéncia implica que para

cada Xy, expen (n=0,1,2 ..), tem-se
P{X(k+n) = 2| X (k) = 2} = P{X(n) = 2,|X(0) = 20}, (1.30)

para toda sequéncia 1,2, ...k — 1,k k + 1.
As probabilidades condicionais expressas em (1.30), sdo chamadas de probabilidades de
transicao de passo n. Simplificando a notacao, chamando X1 ou Xy, de j e Xj de i,

pode-se definir:

Py = B{X (k + 1) = jX (k) = i}
PG = P{X(k +n) = j|X (k) = i.) (1.31)

Pelo fato de pg) serem probabilidades condicionais, estas precisam ser nao ne-
gativas e como o processo precisa realizar uma transicao em algum estado, a Expressao

(1.31) precisa satisfazer as seguintes condigoes:
° pz(;‘) >0, V(i,j);n=0,1,2, ...

M
. Zpgl) =1,Vi;n=0,1,2, ...
§=0
Uma forma conveniente de expressar todas as probabilidades de transicao de passo n é
dado na Tabela 1.1. De maneira equivalente, todas as probabilidades de passo n podem

ser expressas pela seguinte matrix p(n)

POoPOT e Do

w | PORY P
| phipin - P
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Tabela 1.1: Tabela das probabilidades de transicao de passo n.

Estados 0 1 vee M
0 I O R
1 I U O I
n n) n
M Py | S | | P

A matriz p™ é denominada matriz de transicio de passo n. Quando em particu-

lar, n = 1, a matriz é denominada apenas matriz de transi¢ao.

1.5.3 Cadeias de Markov em Tempo Continuo

Na secao anterior, o parametro ¢ relativo ao tempo era discreto. De acordo com
Hillier e Lieberman [12], tal hipdtese é adequada em diversas situagoes, porém, ha casos
nos quais é necessario o uso de um parametro continuo, o qual o chamaremos de t', em
razao da evolucao do processo estar sendo observado continuamente ao longo do tempo.
Identificamos os estados do sistema como 0,1, ..., M. Comecando em um instante 0 e
permitindo que o parametro ¢’ opere continuamente para t’ > 0, a varidvel aleatéria X (t')
¢ o estado do sistema num instante t’. Dessa maneira, X (') assumird um dos M valores
possiveis ao decorrer de algum intervalo, 0 < ¢’ < ¢, logo ap6s assumira outro valor no
proximo intervalo ¢; < ¢’ < t5 e assim sucessivamente. Esses pontos de trasigao (1, ts, ..)
sao pontos aleatdrios no intervalo de tempo, nao necessariamente inteiros. Seja agora trés
pontos no tempo tais que, t' =17 (r > 0),t' =s (s >r)et' =s+t (t >0), onde t' =r
¢ um tempo passado, ' = s é o tempo presente e t' = s + ¢ representa t unidades de
tempo no futuro. Considere que o estado do sistema foi observado nos tempos t' = s e
t'" = r. Denotaremos esses estados por X(s) =i e X(r) = z(r), respectivamente. Com
base nessas informacoes, é natural procurar a distribuicao de probabilidade do estado do

sistema no tempo t' = s+ t, ou seja,
P{X(s+1t)=7|X(s)=ie X(r)=x(r)},

com j =0,1,..., M. Porém, essa probabilidade condicional é dificil de se obter. A tarefa

se torna viavel, caso satisfaca a seguinte condicao:
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Definigao 1.19. Um processo estocdstico de tempo continuo {X (#');¢ > 0} é denomi-
nado cadeia de Markov em tempo continuo, se possuir a seguinte propriedade, chamada

propriedade markoviana

PLX(t+5) = jIX(s) =i e X(r) = a(r)} = P{X(t +5) = ]| X(s) = i},
Vi,j=0,1,.... M eVr>0,s>ret>0.

Observe que P{X(t + s) = j|X(s) = i} é uma probabilidade de transi¢ao, da
mesma forma que as probabilidades de transicdo para as cadeias de Markov em tempo

discreto, com a diferenca de que o parametro t nao precisa ser um inteiro. Se essas

probabilidades de transi¢ao forem independentes, de tal forma que
P{X(t+s) = jIX(s) = i} = P{X(t) = j|X(0) =i},

Vs > 0, entao sao chamadas de probabilidades de transi¢cao estaciondrias e representamos

essas probabilidades por
pii(t) = P{X(t) = j|X(0) = i},
onde p;;(t) é chamada de fun¢do de probabilidade de transicao de tempo continuo , onde

1, sei=7

t—0

0, sei#)
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2 Conceitos de Mercado Financeiro

Nesse capitulo, serao abordados alguns conceitos de financas que serao utiliza-
dos no decorrer dos proximos capitulos. A teoria apresentada nesse topico estd emba-
sada nos trabalhos de Bonotto [3], Hull[14], Selan [26], Hissa [13] e do glossério do site
Infomoney[15]. Segundo Selan [26], por defini¢ao, mercado financeiro é o mecanismo ou
ambiente no qual se produz um intercambio de ativos financeiros e assim se determinam
seus precos. Em outras palavras, ¢ um ambiente onde ocorrem operacoes de investimento
financeiro, tais como compra e venda de diversos ativos financeiros. Podemos dividir o
mercado em quatro segmentos especificos: cambial, de crédito, monetario e de capital.
Mercado Cambial: Onde sao negociados as trocas de moedas estrangeiras. Tem como
caracteristica suprir as necessidades quanto a realizacao de compra e venda de moeda
estrangeira (fechamento de cambio). Como exemplo, podemos citar as importagoes (ne-
cessidade de compra de moeda estrangeira) pelas empresas.

Mercado de Crédito: Ocorre por meio de instituicoes financeiras, como o objetivo de
atender necessidades de pessoas e empresas que precisam de recursos para consumo ou
capital de giro, executando operagoes de curto e médio prazo. Podemos citar como exem-
plo, empréstimos e financiamentos. O banco Central é um dos grandes responsaveis pelo
controle, normatizacao e fiscalizacao desse mercado.

Mercado Monetario: Onde ocorrem transagoes de curto e curtissimo prazo, na qual
envolve as instituicoes financeiras. Centralizam-se as operagoes para controle da oferta
de moeda e da taxa de juros, objetivando garantir a liquidez na economia.

Mercado de Capital: Ocorrem as operacoes de compra e venda de titulos e valores mo-
bilidrios entre empresas, investimentos e intermediarios, vizando o médio e longo prazo
para empresas. Permite liquidez aos titulos de emissao de empresas e facilita o processo
de capitalizacao. Como principais titulos, destacam-se as acoes, na qual representam o ca-
pital da empresa e os empréstimos, mais especificamente, debéntures, bonus de subscricao

e conmercial pappers.

Vejamos agora alguns conceitos importantes do mercado financeiro.

Ativo(Asset): E um termo usado para determinar propriedades ou itens de valor perten-
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centes a um individuo ou empresa. Em particular, para as empresas, representa os itens
(caixa, estoque, crédito, imdveis, equipamentos, investimentos, agdes dentre outros) que
a empresa possui e que estao agregados ao seu patrimonio.

Valor Mobiliario (Security): Sao titulos financeiros. Podem ser de propriedade (agoes)
ou de crédito (obrigagoes), nas quais podem ser emitidos por entidades piblicas, como
o governo ou privadas, como empresas e instituigoes financeiras. Os principais tipos de
valores mobiliarios sao agoes, debéntures, bobus de subscrigao, dentre outros.

Acao (Share): Valor mobilidrio emitido pelas sociedades anonimas, na qual representam
a menor fracao do capital dessas empresas, ou seja, é o resultado da divisao do capital
em partes iguais. Sao negociadas em bolsa de valores ou no mercado de balcdo, quando
emitidas por companhias abertas ou assemelhadas. Dessa forma, o investidor torna-se
socio da empresa e sua influéncia é limitada pelo tipo de acao adquirida e pela quantidade
também.

Mercadorias (Commodities): Produtos tais como cereais, metais e alimentos que sdo
negociados em uma bolsa de mercadoria ou mercado a vista.

Dividendo (Dividend): Eo pagamento efetuado pela empresa aos seus acionistas, através
da distribuigao de parte do lucro liquido da empresa, de acordo com a quantidade de agoes
possuidas.

Rentabilidade ou Retorno (Return): Termo usado para expressar a valoriza¢ao (ou
desvalorizacao) de um investimento em termos percentuais. Por exemplo, um individuo
que tenha feito um investimento de R$ 100, 00, que apds um més vale R$ 110, 00 registrou
uma rentabilidade de 10%.

Risco (Risky): Termo utilizado para denominar a variabilidade de retornos relativos a
um investimento, ou seja, é o grau de incerteza de um investimento. Sendo assim, quando
se afirma que um investimento é de alto risco, significa dizer que é muito dificil de prever
com precisao a rentabilidade desse investimento. O termo risco no mercado financeiro é
usado para determinar a probabilidade de perdas ou gamhos abaixo ou acima da média.
Ativo Financeiro (Financial Asset): Qualquer titulo representativo da parte patrimo-
nial ou divida. Podemos destacar titulos da divida ptblica, contratos derivativos, acoes e
etc.

Derivativos (Derivatives): Sao instrumentos financeiros nos quais suas caracteristicas

estao vinculadas a outros titulos ou ativos, que lhes servem de referéncia. Podemos citar
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opcoes sobre acoes, contratos futuros sobre o ddlar comercial ou sobre o indice Bovespa.
Tendéncia (Drift): Termo usado no mercado financeiro para se referir a um movimento
consistente e ordenado de preco de um ativo, o que representa uma mudanca nas expecta-
tivas dos investidores. Pode ser definida como a taxa de retorno esperada para um ativo
com relacao a uma medida de probabilidade. E representada pela letra pu.

Volatilidade ( Volatility): Indica o grau médio de variacao da cotagao de um titulo ou
determinado mercado subir ou cair inteiramente em um curto periodo de tempo. Quanto
maior a volatilidade, maior o risco para o investidor. O céalculo deste indicador, considera
a dispersao para cima ou para baixo da rentabilidade didria em relagao a media de renta-
bilidade em determinado periodo (desvio padrao). Representa-se a volatilidade pela letra
.

Venda a descoberto (Short - selling): Consiste na venda de um ativo ou derivativo que
nao possui, esperando que seu preco caia para compra-lo novamente e lucrar na transagao
com a diferenga. Considere a seguinte situacao: José, através de algumas anélises e su-
posicoes, percebe que o preco das agoes de uma empresa no ramo de bebidas esta muito
alto, em R$ 65,00 e que uma queda nessa cotacao é evidente. No entanto, José nao possui
nenhum papel dessa empresa. Mesmo assim, ele vende 1000 papéis. Sua conta entao na
corretora ficard com um saldo positivo de 1000 x R$ 65,00 = R$ 65.000, 00. Alguns dias
apos a operacao de venda, o preco da acao cai e a nova cotacao é R$50,00. José efetua
a compra de 1000 papéis e sua conta é debitada em 1000 x R$ 50,00 = R$ 50.000, 00.
José obtém um lucro de R$ 15.000,00. O problema dessa operacao é caso a previsao nao
se concretize e o preco aumente em vez de cair. Se o preco da acao alcancasse R$ 75, 00,
José armagaria um prejuizo de R$ 10.000, 00. Podemos dizer que nao hé um limite para o
prejuizo em uma venda a descoberto. No entanto, o lucro ¢ limitado pelo valor creditado
no momento da venda, sendo que o negociante s6 obtera o lucro quando o preco do ativo
chegar a zero.

Mercado Eficiente (Efficient market): Todos os agentes financeiros tem o mesmo con-
junto de informacoes disponiveis ao mesmo tempo, ou seja, as informagoes e expectativas
se refletem corretamente e imediatamente nos precos dos ativos. Essa teoria diz que nao
existiriam distor¢oes nos precos dos ativos, ja que os pregos refletem toda as variaveis dis-
poniveis e nenhum investidor seria capaz de obter rendimentos acima do normal, ou seja,

acima da média de mercado. De forma geral, através de observacoes empiricas, podemos
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dizer que o mercado nao age de forma eficiente.

Arbitragem (Arbitrage): Define operagao que busca oferecer lucros de variagoes na dife-
renca de precos entre dois ativos ou entre dois mercados, ou seja, ¢ a compra de um valor
mobilidrio e a sua venda simultanea para obtencao de lucros sem risco. Um mercado livre
de arbitragem nao possui oportunidades de lucros certos. Um mercado é denominado
livre de riscos, se de maneira nenhuma houver oportunidades de arbitragem.

Portifélio ou Carteira : Trata-se de um termo utilizado para descrever um grupo de
investimentos que o investidor possui, ou que compoe o fundo de investimentos. A car-
teira, como também pode ser chamado um portifélio, pode ser composa por exemplo, por
acoes, titulos de renda fixa ou variavel e etc.

Taxa de Juros (Interest rate): Em determinada situacdo, uma taxa de juros define a
quantidade de dinheiro que o devedor promete pagar a um credor. A taxa de juros que
¢ aplicada em uma determinada situacao, depende do risco do crédito. Esse risco é o de
inadimpléncia por parte de quem tomou emprestado, de modo que os juros e o principal
nao sejam pagos ao credor como acordado. Quanto maior o risco de crédito, maior a taxa
de juros prometida pelo tomador do empréstimo.

Taxa de Juros Livre de Risco (Risk-free interest rate): E uma taxa de referéncia
utilizada no mercado financeiro e financas em geral, para comparar diferentes tipos de
investimentos. Pode ser chamada também de taza de retorno livre de risco, ou seja, € a

rentabilidade esperada em um investimento que tem risco baixo.

2.1 Mercado de Derivativos

De acordo com Hull [14], nos ltimos anos, o mercado de derivativos ganhou uma
importancia significativa no mundo das financas. Essa importancia se da pelo fato dos de-
rivativos terem sido criados como uma maneira de protecao aos agentes economicos, contra
os riscos da volatilidade dos precos das acoes. Os derivativos podem ser usados também
como especulacgao, arbitragem, alavancagem e hedge. De maneira formal, podemos definir
um derivativo como sendo um instrumento financeiro que depende de valores de outras
variaveis subjacentes. Podemos citar como um exemplo de derivativo, uma opg¢ao sobre
acoes, pois o valor da opg¢ao depende do preco da agao associada. Segundo Bonotto [3],

podemos dizer que o mercado de derivativos surgiu para viabilizar a tranferéncia do risco
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entre os agentes economicos e que devido as expectativas criadas e pela lei da oferta e
demanda, comeca a influenciar na formagao futura dos precos das mercadorias e ativos

financeiros que sao negociaveis nesse tipo de mercado.

As transagoes que envolvem derivativos nao ocorrem apenas em bolsa; muitas
acontecem em mercado de balcao. Podemos definir mercado de balcao (over the counter),
com sendo o ambiente que sao negociados titulos e agoes que nao estao registradas em uma
bolsa. No mercado de balcao, nao existe um local fisico determinado para a ocorréncia de
operagoes de compra e venda. Geralmente, essas operagoes acontecem por telefone ou por
sistemas eletronicos. O mercado de balcao é de suma importancia para muitas empresas,
pelo fato de existirem uma série de condi¢oes que precisam ser preenchidas pelas mesmas
para que acoes e outros ativos possam ser negocidos na bolsa e no mercado de balcao. As
exigéncias sao menores e mais flexiveis, o que atrai mais empresas a participarem desse

mercado, se aproximando dos investidores.

De acordo com Selan [26], os derivativos ndo padronizados s@o contratos que sao
negociados no mercado de balcao, ou seja, as especificagoes como precos, quantidades,
cotagoes e entregas sao determinadas pelas partes contratantes e nao sao intermediadas.
J& no caso dos derivativos padronizados, esses consistem em contratos que sao negociados
em bolsa e sao liquidos, ja que atendem as especificagoes do mercado. Sao contratos
intermediados e podem ser repassados a outros em qualquer instante. Podemos classificar
os derivativos em trés grupos: contrato a termo e futuro, opcao e swap.

Contrato a termo: E um acordo para a compra ou venda de um ativo em uma data
futura por um preco estabelecido no presente. Esse tipo de contrato é negociado no
mercado de balcao;

Contrato futuro: Similarmente ao contrato a termo, o contrato futuro também é um
acordo entre duas partes para compra ou venda de um ativo em uma data futura, por um
preco fixado no presente. A diferenca é que esses contratos sao negociados em bolsa e ela
especifica as caracteristicas padronizadas do contrato;

Opcao: E um contrato que da ao titular, o direito (mas nao a obrigacdo) da compra
ou venda de um ativo em uma data futura estabelecida e que é adquirido através do
pagamento de uma quantia negociada entre o comprador e o vendedor da opcao;

Swap: E um conceito utilizado no mercado financeiro para um contrato de troca. Em

outras palavras, consiste em um acordo entre ambas as partes trocarem os riscos de uma
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posi¢ao ativa (credora) ou passiva (devedora) no futuro, com critérios preestabelecidos.
Swaps sao comuns em posi¢oes que envolvam taxas de juros, moedas e commodities. Dos

trés grupos de derivativos, destaca-se as opgoes, que é onde esse trabalho esta concentrado.

2.2 Mercado de Opcgoes

2.2.1 Introducao Histdrica

Existe uma histéria atrelada ao filésofo, matemético e astronomo da Grécia An-
tiga Tales de Mileto (624 a.C - 546 a.C), que foi um dos primeiros cientistas da historia
ocidental, onde surgira, as primeiras negociagoes com a “estrutura” de opcoes. Tales
conseguiu prever um eclipse solar através de seus estudos em astronomia, ele também
sabia medir a altura de uma piramide pelo comprimento da sombra e a altura do sol no
horizonte. Foi o primeiro a elaborar teoremas matematicos, 300 anos antes de Euclides.
Porém, era muito censurado devido a sua pobreza, o que para seus contenporaneos da
época era prova de que sua ciéncia nao tinha muito valor. Tales através de seus estudos
em astronomia, conseguiu prever com um meés de antecedéncia que uma grande safra de
azeitonas estava por vir. Entao Tales se direcionou aos donos de prensa de oliva e comprou
o direito de usar as prensas de oliva para a préxima safra. Resultado: houve uma grande
safra de azeitonas e Tales ficou muito rico, pois pagou um prémio para ter o direito de
usar as prensas e na maturidade (data de vencimento da op¢ao), exerceu esse direito.
Depois ele vendeu a opcao para outra pessoa usar a prensa. Entao essa foi a primeira
operacao com “cara” de opc¢ao. Quem escreveu essa historia foi um grande filésofo da
Grécia antiga, chamado Aristételes (384 a.C - 322 a.C) em sua obra Politica, um texto

composto por oito livros.

De acordo com Selan [26] definimos um contrato de op¢ao como sendo um contrato
que concede o direito (mas nao a obrigagdo) da compra ou venda de um ativo em uma
data futura, estabelecida mediante o pagamento de um prémio, uma quantia negociada
entre o comprador e o vendedor da opcao. Em outras palavras, é um contrato onde
uma das parte tem o direito (por exemplo, comprar uma agao por um preco estabelecido
nesse contrato), e a outra parte tem a obrigacao de vender a agao pelo preco acordado.

Por se tratar de um contrato que concede o direito de comprar ou vender uma opg¢ao, o
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titular da opcao pode nao exerce-lo e deixar que a opcao expire. Em contrapartida, o

lancador da opgao que recebeu um prémio, nao pode deixar de cumprir suas obrigagoes,

€aso necessario.

2.2.2 Nomenclatura

Alguns detalhes desse tipo de contrato podem ser destacados. Listaremos alguns

termos especificos que sao utilizados nesse tipo de mercado. Sao eles:

i)

ii)

iii)

iv)

vi)

vii)

viii)

Titular da Opgao: E o investidor que compra um contrato de opcao, adquirindo
o direito de comprar ou vender a acao no futuro, por um preco estabelecido nesse

contrato.

Lancador da Opgao: E a parte que vende o contrato de opcao para outro in-
vestidor, isto é, a parte que tem a obrigagao de vender (no caso de uma opgao de
compra) ou comprar (no caso de uma opgao de venda) a agdo no futuro por um

preco acordado em contrato.

Prémio da Opcgao: Eo preco pago para adquirir o direito de comprar ou vender

a opcao no futuro, pelo preco estabelecido no contrato de opcao.

Preco de exercicio K (strike): E o preco do ativo subjacente vigente no contrato
da opcgao, isto é, é o valor pago no momento do exercicio da opgao para se obter o

ativo-objeto previsto no contrato.
Preco do ativo-objeto S (Spot): Preco do ativo subjacente no mercado.

Data de exercicio (maturidade): E a data que cessam os direitos do titular, ou
seja, o prazo maximo para que o titular da opgao exerca o direito de comprar ou

vender o ativo subjacente.

Opcao do tipo “Americana”: Pode ser exercida em qualquer momento, desde o

lancamento da opcao até a data de expiracao.

Opcao do tipo “Européia”: O exercicio s6 pode ser feito na data de vencimento

do contrato. Destacamos entao as opgoes européias, onde concetra-se esse trabalho.
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ix) Posicao comprada: Posi¢do na qual o investidor adquire uma opgao.

x) Posigao vendida: Posi¢ao na qual o investidor vendeu ou langou a opgao.

2.2.3 Tipos de Opcoes

Existem dois tipos de opcoes: opcao de compra e opcao de venda.

i) Opgao de compra (Call): D4 ao titular o direito (mas nao a obrigac¢do) de com-
prar um ativo em uma data futura, por um preco estabelecido. Para ter esse direito,
o adquirinte da opgao de compra paga ao detentor da opg¢ao, que também é deno-
minado lancador, uma quantia que é chamada de prémio (premium): Tal quantia
sera perdida caso o comprador nao exerca a opcao até a data estabelecida. Dessa
maneira, o adquirinte da opcao de compra espera que os precos das acoes subam
em um futuro proximo, dentro do periodo estabelecido, para assim aferir lucros.
Considere a seguinte situacao, apresentada por Hull [14], na qual a chamaremos de
situagao 1: Imagine que um investidor instrui um corretor a comprar um contrato de
opcao de compra de dezembro sobre a Google, com preco de exercicio de $ 880, 00.
O corretor transmitird essas instrugoes a um trader (investidor) na CBOE (Chicado
Board Options Exchange) e a operagao sera fechada. O prego de venda é $ 56, 00,
referente ao preco por uma opg¢ao de comprar uma ac¢ao. Nos Estados Unidos, um
contrato de opg¢ao é um contrato para comprar ou vender 100 agoes. Assim, o in-
vestidor deve fazer com que $ 5.600, 00 sejam transferidos para a bolsa por meio do
corretor. A seguir, a bolsa faz com que esse montante seja repassado para a parte
no outro lado da transacao. O investidor obteve, ao custo de $ 5.600, 00 o direito de
comprar 100 ac¢oes da Google por $ 880,00 cada. Se o preco da Google nao passar
de $ 880,00 até o 21 de dezembro de 2013, a opcao nao é exercida e o investidor
perde $ 5.630,00. Mas se a Google se sair bem e a opcao for exercida quando a
oferta de compra para a agao for de $ 1.000,00 o investidor poderd comprar 100
acoes por $ 880,00 e imediatamente vendé-las por $ 1.000, 00, obtendo um lucro de

$ 12.000, 00 ou $ 6.400, 00 se levarmos em conta o custo inicial das opgoes.

ii) Opgoes de venda (Putt): E o0 oposto da opcao de compra. D4 ao titular o di-
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reito (mas nao a obrigagdo) de vender um ativo por um prego estabelecido até o
vencimento. Os adquirintes desse tipo de contrato, apostam na queda do preco das
acoes para aferir lucros. Considerando o mesmo exemplo dado de uma call, nos
moldes de um contrato de opcao de venda e chamando de agora de situacao 2, se na
maturidade, o preco da acao for menor que $ 830, 00, o comprador exercerd a opcao.
Suponhamos que o preco da acao seja $ 800, 00 no vencimento. Exercendo a opcao,
o comprador ird comprar 100 ac¢oes por $ 800,00 cada e sob os termos do contrato
da opcao de venda, as vendera por $ 880,00, realizando um ganho de $ 80,00 por
acao, ou seja, $ 8.000,00. Levando em conta o custo inicial da acao, o lucro liquido
do comprador é de $ 24,00 por acao, ou seja, $ 2.400,00. Se o preco da acao for
maior que $ 880, 00 no vencimento, o comprador nao exercera a opcao, pois a opgcao

nao terd valor e o comprador perderd $56, 00 por acao, ou seja, $ 5.600, 00.

Observacao 2.1. A principal diferenca entre opcoes e contratos futuro e a termo é que,
como visto anteriormente, a opcao da ao titular o direito de compra ou venda, mas nao
¢ necessario exercer esse direito. Ja em contratos futuro e a termo, o titular obrigatori-
amente tem que comprar ou vender o ativo subjacente. Firmar um contrato futuro ou a
termo tem custo zero. Por outro lado, existe um custo para adquirir uma opgao, e esse

custo é o prémio.

Podemos destacar os principais agentes que atuam no mercado de opgoes. Sao
eles: Compradores de opgoes de compra, vendedores de opgoes de compra, compradores
de opcao de venda e vendedores de opcoes de venda. Na situacao 1, o investidor assume
a posicao comprada na opgao e o trader da CBOE assume a posicao vendida (short).
Analogamente, na situacao 2, o investidor adota uma posicao comprada, s6 que agora a
posicao é referente a uma opgao de venda e o trader da CBOE assume uma posicao de
venda referente a uma opcao de venda. Na maioria das vezes, é ttil denotar uma opcao
européia em relagao ao seu resultado para o comprador da opcao. Dessa meneira, o custo
inicial da opcao nao é incluido no calculo da opcao. Na Figura 2.1, destacamos o lucro e

a perda em ambas as partes , comprada e vendida em uma opg¢ao de compra.



48

Figura 2.1: Ganhos e perdas em posigoes sobre op¢oes

[ iTULAR BEIGMATGPGAGI] LANGADOR DE UMA OPGAO
GANHA PERDE GANHA PERDE
Se exercer o direito | Perde no maximo o| Recomprando a O langador de uma
no vencimento, valor pago pelo op¢do de compra opgdo de compra
ganha a diferenca direito, o prémio por um preco assume a possibilidade
entre o preco de (perda limitada). inferior do que de vender a agdo ao
mercado e 0 prego recebido na venda, | titular da opg¢3o (troca
de exercicio, menos ou esperando que o| um ganho limitado por
o valor do prémio direito ndo seja uma perda limitada),
pago pelo direiro exercido na assume o risco de perda
{ganho limitado). maturidade, limitada. E um
lucrando o prémio. especulador.

Seja K o preco de exercico e St o preco final do ativo subjacente, o resultado de

uma posicao comprada em uma opcao de compra europeia é dada por
max(Sr — K, 0). (2.1)

Isso indica que a opgao sera exercida se Sy > K e nao sera exercida se Sy < K. Ja o

resultado para o titular da posicao vendida na opcao de compra é
max(Sr — K,0) = min(K — Sr,0). (2.2)
O resultado para o titular de uma posicao comprada em uma opgao de venda é
max(K — Sz, 0), (2.3)
e o resultado para o titular de uma posi¢ao vendida em uma opcao de venda é
max(K — Sp,0) = min(Sr — K, 0). (2.4)

De acordo com Hissa [13], as opgoes tém aspectos diferentes de acordo com a sua posigao
em relacdo ao prego da agao. As opgdes podem ser ditas dentro do dinheiro (in the
money), no dinheiro (at the money) ou fora do dinheiro (out the money). Se St é o prego
da acao e K o preco de exercicio, entao temos as seguintes situacoes referentes a uma

opgao de compra (call) ou venda (put):

e Call: Uma opcao de compra estd dentro do dinheiro (in the money), se Sy > K,
no dinheiro (at the money), se Sy = K e fora do dinheiro (out the money), quando

Sr < K.
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e Put: Uma opcao de venda esta dentro do dinheiro (in the money), quando Sy < K,
no dinheiro (at the money), quando Sy = K e fora do dinheiro (out the money),
quando Sy > K. Note que uma opc¢ao sera exercida apenas quando estiver dentro

do dinheiro.

2.2.4 Componentes do Preco da Opcao

Como visto anteriormente, o preco de uma opc¢ao é chamado de prémio. Esse
prémio é constituido de dois valores que sao chamados de valor instrinseco (ou verdadeiro)
e valor extrinseco (ou de expectativa). O primeiro diz respeito a parte do prémio que esté
dentro do dinheiro, isto é, que fica entre o preco da acao e o preco de exercicio. Ja o
segundo, é uma parte do prémio que esta além do valor instrinseco e também além do
preco da acao. Uma opcao pode ter apenas um desses valores ou uma combinacao dos
dois, isto é

Oc:‘/ic—i_‘/ec
Op:‘/:ip+‘/rap7

onde O, representa uma opcao de compra européia e O, representa uma opgao de venda
européia e V. e V;, representam os valores intrinsecos de um prémio de uma call e uma

put, respectivamente.

Definigao 2.1. Para uma op¢ao de compra (call), o valor intrinseco é a diferenca en-
tre o preco do ativo subjacente (spot) e o prego de exercicio (strike). Para uma opg¢ao
de venda (put), o valor instrinseco é a diferenga entre o strike e o spot e assim temos
respectivamente,

Vie = max(Sr — e "TITOEK, 0) (2.5)
i = max(e "TVEK — S5 0), (2.6)

onde St representa o preco do ativo subjacente no tempo T, r é a taxa de juros livre de

risco e o termo e 7T VK representa o valor presente.

Exemplo 1. Considere uma opgao de compra de PETRH44 (opgao de compra da pe-
trobras PN para agosto, com prego de exercicio de R$ 44,00). Essa opcao possui R$ 2,00

de valor intrinseco se a PET R4 estiver cotada a R$ 46, 00. Vale destacar que somente as
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opcoes dentro do dinheiro tem valor intrinseco, pois para as opgoes fora do dinheiro, o

calculo do valor intrinseco resultaria em um valor negativo.

Exemplo 2. Considerando a PET R4 (Petrobras PN) a R$ 40,00, a op¢ao de compra
de preco de exercicio de R$ 38,00 teria R$ 2,00 de valor intrinseco, enquanto a opgao de
preco de exercicio de R$ 44,00 nao teria valor intrinseco, pois 40 — 44 = —4, e nao existe
valor instrinseco negativo, como visto na Equagao (2.5). Portanto, se a opcao é fora do

dinheiro, isto é, possui um strike K acima do Spot St, ela nao possui valor intrinseco.

Definicao 2.2. O valor extrinseco de uma opc¢ao de compra é calculado como sendo a
diferenga entre o preco da opgao (prémio) pelo valor intrinseco. Da mesma forma para uma
opcao de venda, o valor extrinseco serd a difrenca entre o prémio pela valor instrinseco,
isto é

‘/ec:C_‘/i
‘/ep:p_‘/ipa

onde ¢ e p representam o prémio de uma call e uma put, respectivamente.

O valor extrinseco é caracterizado por ser o valor da opcao preenchido pela expec-
tativa de alta do mercado e pelo tempo que ainda falta para o vencimento. Na maturidade,
as opcoes nao possuem mais valor extrinseco. Pode-se dizer que o valor extrinseco € a parte
mais importante do prémio das opgoes, pois ele é afetado diretamente pela volatilidade

da acao, pelas expectativas do mercado e pelo tempo decorrido.

Exemplo 3. Se uma opc¢ao call de preco de exercicio de R$ 38,00 com a acao cotada a
R$ 40,00 tiver um prémio de R$ 2,50, por exemplo, R$ 0,50 serd o valor extrinseco, pois
¢ a parte do prémio além do valor intrinseco, que é de R$ 2,00. Quanto as opgoes fora do

dinheiro, como nao possuem valor intrinseco, todo seu valor consiste em valor extrinseco.

2.2.5 Fatores que Influenciam o Preco das Opcoes

Existem cinco fatores que afetam o prego de uma opcao: preco do ativo-objeto
(agao subjacente , ou Spot), o preco de exercicio (Strike) da op¢ao, o tempo que resta até
a maturidade, a volatilidade e a taxa de juros. Pode-se destacar como fatores que influ-

enciam positivamente o preco de uma opcao: o prego do ativo-objeto, volatilidade e taxa
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de juros. Por outro lado, pode-se destacar como fatores que influenciam negativamente o
preco de uma opgao: o tempo e o prego de exercicio (Strike). Para entender melhor como
cada fator influencia no aprecamento das opcoes, vamos analizar cada um separadamente.
Preco da agao: Apesar de as opgoes serem influenciadas diretamente pelo preco da agao,
existem outros fatores que fazem com que essa influéncia seja maior ou menor, como € o
caso da volatilidade, o tempo de exercicio e a sua posi¢ao em relacao ao preco da ac¢ao
(“in the money”, “at the money” ou “out the money ”). Em principio, se a a¢ao sobe,
a opcao sobe e se a acao cai, a opcao também cai. Porém, quando se trata de mercado
financeiro, varios outros aspectos podem modificar esse quadro. A situagdo em que a
acao nao sobe de preco, faz com que a opcao perca valor ao longo do tempo. A parte do
preco da opcao que é afetada é o valor extrinseco, que é perdida a cada dia que passa
sem a acao subir. Dessa forma, basta que a agdo nao suba para que as opcoes percam
valor com a passagem do tempo. Quanto mais “fora do dinheiro ”(out the money) for
uma opc¢ao, menos o pre¢o da acao influenciara no preco da op¢ao. Quanto mais “dentro
do dinheiro” (in the money) for uma op¢ao, maior seré a influéncia do prego da a¢ado no
preco da opgao. Em situagoes onde a volatilidade esta em alta, significa que o prego da
acao pouco vai influenciar no preco da opcao. Como sao cinco os fatores que influenciam
no valor do prémio, em situacoes na qual um desses aumenta expressivamente, entao esse
fator comparado aos outros, passa a ter mais importancia, como € o caso da volatilidade.
Ja no caso de um mercado menos volatil, o preco da acao tende a influenciar o prego
da opgao. A alta volatilidade estd relacionanda a um risco maior, afetando o preco das
opgoes, que sobem como forma de compensar esse risco. Dessa maneira, o lancamento
de opgoes se torna perigoso (isso ocorre independentemente da alta ou queda da agao).
E importante entender que quando uma ag¢ao estda em alta ou em queda, a influéncia do
preco dessa agao na opcao, passa a ser o fator mais importante em questao, enquanto os
outros influenciam bem menos, nesse caso.

Volatilidade: E uma medida associada & incerteza em relacao aos movimentos do preco
de uma acao no futuro. Quanto maior a volatilidade, maior a probabilidade dessa acao

Y

“subir” ou “despencar.” A volatilidade interfere diretamente no preco das opgoes, pois
quanto mais volatil for uma agao, maior sera o valor extrinseco da opcao e assim impli-
cando em um prémio maior. Note que esse é apenas um dos fatores e devemos também

levar em conta a posicao do preco de exercicio em relagao ao preco da acao e o tempo até
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a maturidade. Porém, de forma geral, a volatilidade da acao aumenta o valor extrinseco
das opgoes. A volatildiade pode ser classificada em historica ou implicita. A primeira é
calculada pelo desvio padrao dos movimentos no prego da agao e calculada em periodos
curtos e recentes, quase sempre diarios. Ja o calculo da volatilidade implicita, leva em
conta o préemio da opcao mais liquida do mercado e a partir dai, se obtem o nivel de
volatilidade implicita do preco de mercado da opgao que esta sendo analisada. No geral,
a volatilidade implicita é o desvio padrao que torna o prego da opg¢ao obtido pelo mo-
delo de Black-Scholes igual ao prémio da opcao negociada pelo mercado. A volatilidade
implicita é comparada a que o investidor considera adequada e assim possa usa-la como
uma orientagao para a negociacao da opgao.

Taxas de Juros: Sua influéncia é muito pequena quando as taxas de juros estao em
niveis considerados normais ou quando estao em baixa. Porém, o impacto produzido pela
alta nas taxas de juros da economia é que o retorno esperado exigido pelos investidores
aumenta. Além do mais, o valor presente de qualquer fluxo de caixa futuro recebido pelo
titular da opgao diminui. O efeito desses dois fatores é aumentar os valor das call’s e
diminuir os valores das put’s. Na pratica, o aumento das taxas de juros pode influenciar
negativamente o mercado de agoes e levar a uma redugao no preco das opgoes. De qual-
quer maneira, esse fator nao afeta tanto se as taxas de juros do pais permanecerem em
niveis normais e com variacoes inexpressivas.

Tempo: Normalmente, as opgoes perdem algum valor (parte do prémio que é o valor
extrinseco) com a passagem do tempo. Pode-se dizer que quanto menos tempo faltar
para o vencimento da opcao, mais a passagem do tempo ird influenciar negativamente
essa opgao. Por outro lado, quanto maior foi o tempo, maior serd o prémio dessa opgao,
ja que aumentam as possibilidades para que ela seja exercida. A volatilidade alta é um
fator que pode compensar o efeito do tempo e assim as opg¢oes permanecem com valor
extrinseco alto, mesmo estando préximas do vencimento. Em geral, as opgoes que mais

“no dinheiro” (at the money), pois sdo justamente

perdem valor em centavos sao as ditas
as que tem mais valor extrinseco e essa perda s6 acontece no valor extrinseco. Assim, as
opgoes ditas “dentro do dinheiro” (in the money) sao as que perdem pouco valor com a
passagem do tempo, tanto em centavos, quanto em termos proporcionais ao prémio. No

caso das opcoes “fora do dinheiro” (out the money), tem pouco valor extrinseco, que é

todo o seu valor, ja que nao possuem valor intrinseco por estarem acima do preco da acao.



23

Dessa forma, perdem menos centavos pela passagem do tempo comparadas com as opgoes
“no dinheiro” (at the money). Porém, como elas valem pouco, sao as que percentualmente
perdem mais valor pela passagem do tempo.

Preco de exercicio: Sua influéncia é direta e objetiva. Quanto mais “dentro do dinheiro”
(in the money) for esse preco de exercicio, menos ela vai custar, independetemente de o
premio da opcao consistir em valor intrinseco ou extrinseco. Note que o preco de exercicio
¢ sempre fixo (a ndo ser quando existe distribuigdo de dividendos). Porém a distancia do
preco da acao e o preco de exercicio nao. Conforme o caminho pelo qual o preco da acao

percorre, o preco de exercicio pode se aproximar ou ficar mais distante do prego da agao.

2.3 Tipos de Investidores no Mercado de Opcoes

Como visto anteriormente, os mercados de maneira geral apresentam oscilagoes
de precos. O risco é caracterizado por incertezas e pela volatilidade. Uma maneira de
diminuir esses riscos é o lancamento no presente, de contratos com compromissos futuros,
onde os precos sao acordados de forma a se tornar interessantes para ambas as partes
(compra e venda). Segundo Selan [26], existem trés tipos de traders atuantes no mercado
de derivativos: hedgers, especuladores e arbitradores. Os hedgers usam derivativos para
diminuir os riscos enfrentados por movimentagoes futuras de uma variavel de mercado, ou
seja, tem o papel de desenvolver protecao frente aos riscos causados pelas flutuagoes dos
precos das acoes. Na maioria das vezes, os hedgers se colocam em uma posi¢ao contraria
ao mercado a vista. Os especuladores utilizam derivativos para arriscar em qual diregao
uma variavel de mercado deve seguir no futuro, ou seja, assumem os riscos de variagoes de
precgos. Sua atuacgao consiste em comprar, vender e lucrar com a diferenga entre os pregos
de compra e venda. E por tltimo, os arbitradores buscam distorcoes de precos entre dois
ou mais mercados para aferir lucros. Os arbitradores operam em um nivel muito baixo
de risco. Sua estratégia é a compra em um mercado onde o preco estd mais barato e a
venda em um mercado que estd mais caro e assim lucrar com a diferenca sem risco, pois
nesse caso, sabe-se por quanto ira compra e por quanto ird vender. Nas préximas segoes,

destacam-se as estratégias de cada um desses traders usando opcoes.
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2.3.1 Diferengas entre Estratégias de Investimento / Investido-

res

Destacamos abaixo as principais diferencas entre os estratégias de investimentos
do mercado de opgoes, no que diz repeito a seguranca, liquidez e atuacao.
Seguranca: O especulador é considerado um investidor de risco (agressivo), ou seja, um
investidor que assume o risco da flutuacao dos precos das acoes no mercado. Por outro
lado, o hedger é considerado um investidor conservador, o mais seguro, ja que sua pro-
posta é reduzir os riscos futuros atrelados as acoes. O arbitrador também é considerado
um investidor de seguranca, pois ele se aproveita das imperfeicoes momentaneas causadas
por distorcoes de pregos entre mercados.
Aplicagao: O hedger tem atuacao frequente nas commodities, indice e cambio, pois sao
mercados de bastante incerteza. As commodities por exemplo, sofrem pressoes interna-
cionais a respeito de precos de venda, além de sofrerem com as aspectos naturais que
afetam em seus precos. O especulador atua principalmente no mercado de acoes e nesse
caso, é importante que nao se aplique um montante que comprometa a subsisténcia, pois
o risco de perda é elevado. O arbitrador, como ja visto, atua em diferentes mercados,
mas € necessario que o capital alocado seja maior para que assim se obtenha um lucro
significativo. Por esse motivo, a especulacao é utilizada apenas por grandes instituicoes e
por investidores experientes.
Liquidez de Operagoes: O hedge tem uma baixa liquidez, pois exige prazos mais longos
para aberturas e fechamento de operagoes. Diferentemente da arbitragem e especulacao,
que a liquidez é maior devido a rapidez das operacoes. Vale destacar também que o fato
de os especuladores abrirem e fecharem suas posi¢oes a todo instante, isso faz com que
a quantidade de negociacoes a curto prazo aumente, trazendo liquidez ao mercado, exer-
cendo um papel fundamental de injecao de capital no mercado. De toda forma, saber
utilizar essas trés estratégias é a principal diferenca entre fracasso e sucesso no mercado
de opcoes. Essas estratégias fazem com que o investidor gerencie riscos e viabilize um

possivel lucro.
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2.3.2 Estratégia de Hedge em Opcoes

Como visto em se¢oes anteriores, o mercado de opgoes funciona como uma espécie
de seguro, pois fornece ao investidor protegao em um cenario de oscilacao, atrelado ao
mercado de renda variavel. As opgoes tem por caracteristicas, estabelecer um prego de
compra e venda de ativos no futuro, mesmo que o mercado esteja precificando esse ativo
a um valor superior ou inferior ao que foi acordado em um contrato de op¢ao. Considere
duas situagoes abaixo, referentes a estratégias de hedge.

Situacao 1: Suponhamos um investidor que em maio de 2010, possui mil acoes de
(PETR4). O preco de cada acao é de R$ 28,00. O investidor estd preocupado com
uma possivel queda do preco da acao nos préximos dois meses e quer se proteger disso.
O investidor poderia comprar dez contratos de opcao de venda de julho sobre as acoes da
empresa, com um preco de exercicio de R$ 27,50. Isso daria a ele o direito de vender um
total de 1.000 agoes por um prego de R$ 27,50. Se o prego da opcao cotada é de R$ 1,00,
cada contrato de op¢ao custaria 100 x R$ 1,00 = $100 e o custo total da estratégia de
hedge seria 10 x R$ 100,00 = R$ 1.000,00. A estratégia custa R$ 1.000,00, mas garante
que cada acao poderd ser vendida por pelo menos R$ 27, 50 durante a vida da opcao. Se o
preco de mercado da acao cair abaixo de R$ 27, 50, as opgoes serao exercidas de modo que
R$ 27.500, 00 serao realizados para toda a posicao. Quando o custo das opcoes é levado
em conta, o montante realizado é de R$ 26.500,00. Se o preco de mercado permanece
acima de R$ 27,50, as opgoes nao serao exercidas e expiram, tendo perdido seu valor.
Contudo, nesse caso, o valor da posi¢ao sempre fica acima de R$ 27.500,00 (ou acima de
R$ 26.500, 00 quando levamos em conta o custo das opgoes).

Situagao 2: Suponhamos que em janeiro de 2019 um investidor tinha mil agoes de
(VALE3), sem interesse de vendé-las a curto ou médio prazo. Apesar de estarem sendo
cotadas no mercado a vista em R$ 93,00 cada, em decorréncia do desastre ambiental
acorrido em Brumadinho - MG, ocorrido naquele ano, o investidor teve medo que a crise
desvalorizasse o valor de mercado de suas agoes. Para proteger o seu patrimonio, que
naquele momento vale R$ 93.000,00 (= 1.000 x R$ 93,00), ele comprou mil contratos
de opgoes de venda VALEV90 a R$ 1,00 cada. A estratégia de protecao utilizada nessa
situacao é a de limitar o prejuizo, ou seja, investiu-se R$ 1.000,00 (= 1.000 x R$ 1,00),
para se ter um prejuizo de no maximo R$ 3.000,00 no valor do seu patrimonio, caso as

acoes se desvalorizassem. Se de fato a previsao do investidor se concretiza-se, e as agoes
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de VALES despencassem, o investidor que adquiriu as opg¢oes de venda VALEV90, garan-
tiu o direito de vender as mil agoes de VALE3 a R$ 90,00 cada, independente do que a
aconteca com os precos da acao no mercado a vista. Dessa forma, o hedge nesse caso,
limitou o prejuizo a um valor relacionado a sua estratégia de investimento.

Situacao 3: Um investidor estd disposto a investir R$ 10.000, 00 em compras de acoes de
PETRA4, em julho de 2021. Sabendo que cada acao de PETR4 estava cotada a R$ 25,00
no mercado a vista, esse investidor teria condigoes de adiquirir quatro lotes com cem
acoes cada. O problema em questao é que o investidor sé teria esse montante na segunda
semana de julho. As agoes nesse periodo poderiam se valorizar, o que nao seria bom para
o investidor. Pensando nessa situacao de valorizacao dos precos das agoes, o investidor de-
cide comprar quatrocentos contratos de opgoes de compra (call) de PETRD25, a R$ 1,00
cada. A estratégia de protegao nesse caso, consiste em investir R$ 400,00 (400 x R$ 1, 00),
para assegurar o direito de comprar quatrocentas acoes de PETR4 até a segunda semana
do més seguinte, quando o investidor ja teria o montante para comprar as acoes. Caso
suas previsoes sobre o aumento nos precos das acoes de PETR4 de fato se concretizasse,
o investidor teria o direito de comprar essas acoes a R$ 25,00 cada, independentemente
da sua cotagao no mercado a vista, ou seja, o investimento pode ser limitado a um valor

referente ao capital que se queria investir inicialmente.

2.3.3 Estratégia de Especulacao em Opcoes

Basicamente, os especuladores apostam na queda ou na subida do preco de um
ativo. Suponha as situagoes abaixo.
Situacao 1: Imagine que é outubro e um especulador considera que uma acao provavel-
mente aumentara de valor durante os proximos dois meses. O preco atual da acao é de
R$ 20,00 e uma opcao de compra de dois meses com preco de exercicio de R$ 22,50 é
vendida por R$ 1,00. Supondo que o especulador esté disposto a investir R$ 2.000, 00,
uma alternativa é comprar 100 acoes; a outra, envolve comprar R$ 2.000,00 opcoes de
compra (ou seja, 20 contratos de opgoes de compra). Imagine que o palpite do especulador
estd correto e o preco da acao sobe para R$ 27,00 até dezembro. A primeira alternativa,

a de comprar a agao, rende um lucro de

100 x (R$ 27,00 — R$20,00) = R$ 700, 00.
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A segunda alternativa, contudo, é mais lucrativa. A opcao de compra sobre a
acao com preco de exercicio de R$ 22,50 d4 um resultado de R$ 4,50, pois permite que
algo que vale R$ 27,00 seja comprado por R$ 22,50. O resultado total das 2.000 opcoes

compradas sob a segunda alternativa é
2.000 x R$ 4,50 = R$ 9.000, 00.
Subtraindo o custo original das opc¢oes, temos um lucro liquido de:

R$ 9.000,00 — R$ 2.000,00 = R$ 7.000, 00.

Logo, a estratégia de opcoes é dez vezes mais lucrativa do que a compra direta
das agoes.
Situagao 2: As opc¢oes também dao origem a uma perda potencial maior. Imagine que
o preco da acao cai para R$ 15,00 até dezembro. A primeira alternativa, a compra da

acao, rende uma perda de:

100 x (R$ 20,00 — R$ 15,00) = R$ 500, 00.

Como as opgoes de compra expiram sem serem exercidas, a estratégia de opgoes
levaria a uma perda de R$ 2.000,00, o montante original pago pelas opc¢oes. Assim
como os futuros, as opgoes oferecem uma forma de alavancagem. Para um determinado
investimento, o uso de opgoes amplia as consequéncias financeiras. Os bons resultados
se tornam 6timos , enquanto os maus resultados levam a perda de todo o investimento

inicial.

2.3.4 Estratégia de Arbitragem em Opcoes

A arbitragem visa garatir um lucro de risco zero pelo fechamento simultaneo de
transacoes entre dois ou mais mercados.
Situacao 1: Considere um contrato de op¢ao de compra VALEI92, sobre acoes de VALE3,
com vencimento hoje, cuja acao estd sendo cotada a R$ 95,00, o strike é de R$ 92,00 e o
contrato de opgoes é de R$ 2,00. Uma estratégia simples de arbitragem, nesse caso, seria
adquirir cem contratos de opcoes de compra, ou seja, pagar um prémio de R$ 200,00

(100 x R$ 2,00 = R$ 200,00), exercer a op¢ao de compra, ou seja, comprar acoes de
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VALE3 a R$ 92,00, e vendé-las no mesmo dia a pre¢o de mercado (R$ 95,00). O lu-
cro adquirido pelo investidor com essas estratégia de arbitragem serd de —R$ 200,00
(prémio pago pelas opgoes)—R$ 9.200,00 (valor pago pelas agoes a prego de exercicio)
+R$ 9.500,00 (venda das acoes a preco de mercado) = R$ 100, 00.

Situacao 2: Considere uma ac¢ao negociada tanto na New York Exchange (w.w.w.nyse.com)
quanto na London Stock Exchange (w.w.w.stockex.com.uk). Imagine que o prego da agao
é de $ 150,00 em Nova lorque e £100 em Londres em uma data em que o cambio é de
1,5300 délares por libra. Um arbitrador poderia simultaneamente comprar 100 acoes em

Nova lorque e vendeé-las em Londres para obter um lucro livre de risco de
100 x [($ 1,53 x 100) — $ 150, 00]

ou 300 dolares na auséncia de custos de transagao. Os custos de transacao provavelmente
eliminariam o lucro para um pequeno investidor. Contudo, um grande banco de investi-
mentos tem custos de transacao baixissimo tanto na bolsa de valores, quanto no mercado
de cambio. Ele consideraria a oportunidade de arbitragem bastante atraente e tentaria
tirar o maximo de vantagens possivel dela. Oportunidades de arbitragem como a descrita
acima, nao tem como durar muito tempo. A medida que os arbitradores compram a acao
em Nova lorque, as forcas da oferta e da procura fazem com que o preco do délar suba. Da
mesma forma, a medida que vendem a acao em Londres, o preco em libras esterlinas cai.
Rapidamente, os dois pregos se tornam equivalentes a taxa de cambio atual. Na verdade,
a simples existéncia de arbitradores sedentos por lucros, impossibilita o surgimento de
uma disparidade de preco significativa em dolares e libras. Generalizando, a partir desse
principio, pode-se dizer que a prépria existéncia de arbitradores significa que na pratica,
se observam apenas oportunidades minimas de arbitragem nos precos cotados na maioria

dos mercados financeiros.
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3 Processo de Wiener e Lema de 1Ito

Em 1827, o bidlogo Robert Brown observou por meio de um microscopio, particulas
que se moviam através da agua, causando um espécie de movimento irregular das particulas.
Apoés varios estudos e descobertas, esse movimento irregular de particulas foi chamado de
movimento browniano ou processo de Wiener, com grande aplicacao no mercado finan-
ceiro. A teoria a respeito dessas aplicacoes em mercado financeiro foi desenvolvida pelo
francés Louis Bachelier[1] em sua tese de doutourado em 1900 (Teoria da Especula¢ao),
cinco anos antes da publicacao do artigo de Albert Einstein, que explicava detalhes de
como o movimento que Robert Brown observou era consequéncia do pélem movido por
moléculas de dgua individuais. Bachelier[1] em sua tese, obteve expressoes proximas ao
que seria desenvolvido por Einstein cinco anos apds a apresenetacao de sua tese. A grande
diferenca é que o trabalho de Bachelier [1] ndo descrevia um sistema fisico, mas sim as
flutuagoes das agoes em uma bolsa de valores. O lema de It6 é um resultado desenvolvido
pelo matemaético japonés Kiyoshi [to e tem grande aplicagao em finangas e equacgoes di-
ferenciais estocasticas. Sua principal aplicacao em financas é a derivacao da equacao de
Black-Sholes para valores de opcao, na qual sera visto no decorrer deste trabalho. Esse

capitulo tem por base os trabalhos de Hull [14] e Bonotto [3].

3.1 Processo de Wiener

Um processo de Wiener ¢ caracterizado como um processo de Markov, ou seja, a
distribuicao de probabilidade para os valores futuros dependem apenas do valor atual e
nao dependem de eventos passados. Pode-se afirmar que os incrementos na variavel sao
independentes, ou seja, a variacao em um intervalo de tempo nao depende da variacao
em outros intervalos de tempo. As variacoes do processo tem distribuicao normal, onde

a variancia cresce linearmente em funcao do tempo. De maneira formal, temos:

Defini¢ao 3.1. Fixado um espago de probabilidade (€2, F,R) e uma familia de indices
T, que é um conjunto de niimeros reais nao-negativos, um processo de Wiener (também

chamado de movimento browniano) é um processo estocastico {Z;;t € T}, que satisfaz as
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seguintes condicoes:

1 P(zp =0) =1 e z é continua para todo t € T;
2 O processo {z;t € T} tem incrementos estaciondrios e independentes;

3 Para 0 < s < s+, o incremento zg.; — 25, ~ N(0, ).

No item 2, o termo incrementos independentes significa que para cada escolha de
nimeros reais nao-negativos (intervalos disjuntos do tempo) 0 < 57 < t; < sy <ty < ... <

S, < t, < 00, 0 incremento de varidveis aleatérias

Rt1 T Rsyy Rty T Rsgy ey Rty T Rs

n n

, sao independentes em conjunto. O termo incrementos estaciondrios, signfica que para
qualquer 0 < s, t < 00, a distribui¢ao do incremento z,.; — 2z, tem a mesma distribuicao
que z; — 29 = z. Note no item 3 que uma variavel aleatéria z; — z; tem distribuicao normal
com média 0 e variancia (t — s), isto é, z; — z5 ~ N(0, (t — s)). Se chamarmos Az;, como

sendo a mudanca durante um periodo curto de tempo At, teremos
Az = eV AL, (3.1)

onde € tem distribui¢ao normal padrao, ou seja, € ~ N(0,1). Dessa maneira, pelo item
2, os valores de Az; para qualquer dois intervalos curtos de tempo (disjuntos) At s@o
independentes. De acordo com a Equagao (3.1), Az segue uma distribui¢ao normal com
média 0 e variancia At, isto é, Az, ~ N (0, At). O item 2 implica que z; segue um processo
de Markov. Denota-se por zr — zp a mudanca no valor de z; em um periodo longo de 7.
Essa mudanca é encarada como sendo a soma das mudancas em z; em N intervalos de
duracao At, tal que

N=—.
At

Entao, temos

N
Zr — 2o — Z €V At, (32)
=1

onde ¢; ~ N(0,1), com i = 1,...,N. Sabe-se que todos os ¢; sao independentes e pela
Equagao (3.2), zp — 29 ~ N(0, NAT = T'). Podemos destacar que se Z; é uma variavel

que segue um processo de Wiener, com o tempo ¢ medido em anos, entao o grau de
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incerteza a respeito do valor assumido pela v.a em um momento no futuro, como medida
pelo seu desvio padrao, aumenta com a raiz quadrada do acréscimo do periodo futuro

analizado.

Observacao 3.1. Denotaremos dx = adt para indicar que Ax = aAt no limite a medida
que At — 0. Ao referir-nos dz como um processo de Wiener, implicitamente queremos
dizer que o processo dz possui as mesmas caracteristicas citadas acima no limite, sempre

que At — 0.

3.1.1 Processo de Wiener Generalizado

Também conhecido como movimento aritmético browniano, é o exemplo mais sim-
ples de processo estocédstico com incremento de Wiener dz. Em um processo estocastico,
a mudanc¢a média por unidade de tempo ¢é conhecida por tazxa de deriva e sua variancia
por unidade de tempo é chamada de taza de variancia. Para um processo de Wiener que
estamos construindo até aqui, podemos dizer que esse processo tem taxa de deriva zero e
taxa de variancia um, onde a taxa de deriva zero diz que o valor esperado de z; no futuro
¢ igual ao seu valor atual e a taxa de variancia um, diz que a variancia da mudanca de z;

em um intervalo de temo 7T ¢é igual a T

Definicao 3.2. O processo de Wiener Generalizado para uma variavel x é dado por
dx = adt + bdz, (3.3)

com a e b constantes.

Na Equagao (3.3), o termo adt indica que x tem uma taxa de deriva esperada
de a por unidade de tempo. Se excluirmos o termo bdz, a Equacao (3.3) fica na seguinte
forma

dx

dr = adt = — = a. 3.4
xa:>dta (3.4)

Integrando ambos os membros da ultima igualdade em relagao a t na Equagao (3.4), temos
(e #/tdxdt /t dt = £+
dt o dt o ! 0

onde xg é o valor de x no tempo 0. Em um periodo de tempo, digamos 7', a varidvel z

aumenta na quantidade aT'. O termo bdz na Equacao (3.3) é considerado a variabilidade
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do caminho seguido por x e o nivel dessa variabilidade é b vezes um processo de Wiener.
Como um proceso de Wiener tem taxa de variancia de 1, entao pelas propriedades da
variancia temos que b vezes um processo de Wiener tem taxa de variancia por unidade de

tempo de b?, isto é,
Var(dz) = 1 = Var(bdz) = b*Var(dz) = b*, onde Var(dz) = 1.

Em um intervalo At, a mudan¢a Ax no valor de x é dada pelas Equagoes (3.1) e (3.3) e

temos

Az = aAt + bev At

, onde ¢ ~ N(0,1), o que implica que Ax ~ N(aAt,b*At). A mudanga do valor de
x em qualquer intervalo de tempo T também tem distribuicao normal, isto é, Axzp ~
N(aT,b*T). A Figura 3.1 mostra que o processo de Wiener dado pela Expressio (3.3)

tem taxa de deriva esperada de a e taxa de variancia de b%.

Figura 3.1: Processo de Wiener generalizado com a = 0,3 e b =1, 5.

Valor da

o Processo de Wiener
varidvel, x

generalizado
dx=adt+bdz

{ dx=adl

Processo de Wiener, dz

Fonte: Hull (2015).

3.1.2 Processo de Ito

Um processo de Ito é um tipo de processo estocastico. De forma mais especifica,
é um processo de Wiener generalizado, onde os parametros a e b sao fungoes de x e t, isto

é, sao fungoes que dependem da variavel subjacente e do tempo, respectivamente.
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Defini¢ao 3.3. Sejam a e b fungoes de x e t, isto é, a = (z,t) e b = (x,t). Um processo
de It0 é representado por

dx = a(z,t)dt + b(x,t)dz

onde

a) a(x,t) é o drift ou tendéncia instantanea (taxa de deriva esperada) do processo de

1to;
b) b*(z,t) é a taxa de variancia instantanea do processo;
¢) dz é o incremento de Wiener, ou seja, dz = ev/dt, com € ~ N (0, 1).
Propriedade 3.1.1. O wvalor esperado e a variancia de um processo de Ito sao respecti-
vamente E(dx) = a(z,t)dt e Var(dz) = b*(x, t)dt.

Demonstracao. De fato,

a)
E(dx) = Fla(z,t)dt + b(x,t)dz] = Ela(x,t)dt] + E[b(x,t)dz]
= a(z,t)E(dt) + b(x,t)E(dz).
Como dz ~ N(0, 1), entdo E(dz) = 0 e assim temos

E(dx) = a(z,t)dt

Var(dz) = E[(dz— E(dx))?] = E[(dx — a(z, t)dz)?)
= El(a(x, t)dt + b(z,t)dz — alz, t)dz)?]
= E[b*(z,t)(d2)?] = b*(z,t) E[(dz)?.
Note que dz = eV/dt < (dz)? = €2dt e como € ~ N(0,1), pela propriedade da

variancia, temos

E(e) = [E())* =1,
e como F(e) = 0, entao E(e?) = 1. Entdo, temos
Var(dz) = FE[b*(z,t)(dz)?] = b*(x,t)E[(d2)*] = b*(z,t) E(dt)
= V(x,t)dtE(*) = b*(z, t)dt.
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]

Um pressuposto importate de um processo de Itd é que o drift e a taza de
variancia instantinea podem mudar com o tempo, isto é, em um intervalo [t,t + At],

a variavel mudar de x para x + Az, onde
Az = a(z, t)At + b(z, t)eV At. (3.5)

A Equagao (3.5) propoe que o drift e a taza de variancia instantinea de x permanegam
constantes iguais a seus valores no tempo entre ¢ e t+At, ou seja, ela envolve uma pequena

aproximacao.

3.2 O Processo para o Preco de uma Acao

Intuitivamente, podemos ser induzidos a achar que o preco de uma acao segue
um processo de Wiener generalizado, com taxa de deriva e variancia constantes. Porém,
existem alguns aspectos que fazem com que esse processo nao seja o mais adequado para

modelar pregos de acoes ou ativos em geral, sendo eles:

i) A possibilidade da varidvel assumir valores negativos, ja que o componente aleatério
¢ uma variavel com distribuicao normal, o que nao adequa a precos de ativos, pois

nao existem precos negativos;

ii) Para uma acao que nao paga dividendos, a taxa de retorno esperada diminui com o
tempo a medida que o valor da acao aumenta. Contudo, sabe-se que os investidores
exigem uma taxa de retorno esperada constante (a deriva espera dividida pelo prego
da agdo) é constante. Por exemplo, se um investidor exige um retorno esperado de
12% ao ano, quando o preco da acao é R$ 10,00, entdao tudo permanecendo nas
mesmas condicoes, ele também esperard um retorno de 12% ao ano quando o papel

subir para R$ 40, 00.

iii) A incerteza sobre a posigao em dinheiro em algum momento no futuro, como medida
pelo desvio padrao, aumenta com a raiz quadrada da extensao de tempo analisada.
Por exemplo, suponha que a posicao em dinheiro de uma empresa medida em mi-

lhares de doélares segue um processo de Wiener generalizado com taxa de deriva de



65

20 ao ano e taxa de variancia de 900 ao ano. Suponha também que inicialmente
a posicao do papel é de 50. Ao final de um ano, a posicao do papel tera uma
distribuigado normal com média de 70 e desvio padrao de +/900 ou 30. Ao final de

seis meses, ela terd uma distribuicao normal com média de 60 e desvio padrao de

30,/0,5 = 21,21.

Seja S o preco da acao no tempo t. A taxa de deriva esperada em S é pressuposta
como sendo S, para algum parametro constante p. Isso implica que em um pequeno
intervalo de tempo At, o aumento esperado em S é pSAt. O parametro p é chamado de
taza de retorno esperada da a¢do. Suponhamos que o coeficiente de dz é zero, entao isso

implica que no modelo nao héa incertezas e temos
AS = puSAt.
Fazendo At tender a zero no limite, temos

s = puSdt = % = pdt.

Aplicando a integral definida entre o tempo 0 e T, obtemos

T ds T
< = / pdt = Log[St] — Log[Sy] = uT. (3.6)
0 0

Aplicando a propriedade de logaritmos na Expressao (3.6) , temos

S og(5E o
Log(g_z) = uT = "950) = et = S_:g = el = Sp = Spe, (3.7)

onde Sy e St sdo o prego da agao no tempo 0 e no tempo T, respectivamente. A Equagao
(3.7) nos diz que quando nao hé incertezas, o preco da agao cresce a taxa de capitalizagao
continua de p por unidade de tempo. Porém, o mercado é composto por incertezas. A
variabilidade do retorno em um periodo At é a mesma independente do preco da acao. Por
exemplo, um investidor tem a mesma incerteza a respeito do retorno quando o precgo da
acao ¢ $ 60 e quando é $ 15. Isso nos d4 um indicativo de que o desvio padrao da mudanca
em um periodo de tempo At deve ser proporcional ao preco da acao e consequentemente,

obtemos o seguinte modelo

S = pSdt + 0Sdz (3.8)

ou

% = pdt + odz. (3.9)
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O modelo descrito na Equagao (3.8) é conhecido como movimento browniano
geométrico, um processo estocastico empregado para modelar o comportamento de prego
de agoes, mercadorias, taxas de juros e de outras variaveis financeiras e economicas,
ja que esse modelo considera que os retornos efetivos do ativo e as suas variancias sao
proporcionais ao valor de S. A Equagao (3.8) é o modelo mais utilizado na anédlise de
comportamento do prego de acoes , onde u é taxa de retorno esperada da acao e o é
a volatilidade do prego da acdo. Na Equagao (3.9), o termo % denota a mudanca no
valor de S sobre o intervalo de tempo (¢,t + dt) sobre o prego inicial de S no tempo t.
Observa-se que essa razao é o retorno obtido ao se investir na agao no periodo (t+t+ dt).
Na ausencia de dividendos, apenas a mudanca no preco sera responsavel pelo retorno. Ao

calcular a razao % em (3.9), percebe-se que o lado direito da expressao é um processo de

Wiener generalizado, conforme visto anteriormente.

Observacao 3.2. Note que a razao %, ou seja, a mudanca percentual em S segue uma

distribuicao normal. Isso pode ser verificado da seguinte forma:

ds 1 ds
—(LogS) = =dS = —.
Dessa forma, temos que LogS tem distribuicao normal e assim, S tera distribuicao log-
normal. Isso ocorre pelo fato de % ser o incremento em LogS e ter distribuicao normal,

pois seu processo é um processo de Wiener generalizado.

Essa observacao é de suma importancia, pois permite que os precos S de um ativo
sejam sempre positivos. Falaremos com mais detalhes no préoximo capitulo a respeito do
valor esperado e variancia de uma variavel que se comporta conforme um movimento
geométrico browniano, porém, podemos adiantar que o valor esperado e a variancia sao

dadas pelas seguintes expressoes , respectivamente:

E(ST) — Soe”T e VarSy = SoezuT(eUQT _ 1).

Podemos interpretar o valor esperado de Sy como sendo o que esperamos que S
cresga (diminua) a uma taxa p, enquanto que a variancia é ilimitada, ou seja, a medida
que o intervalo de tempo tende ao infinito, a variancia cresce ao londo do tempo. A versao

discreta desse modelo é dada por

% = pAt + oeV At (3.10)
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ou

AS = uSAt + oSeV/At, (3.11)

onde AS é a mudanga no prego de S no intervalo de tempo At, € tem distribuigao normal
padrao, p é a taxa de retorno esperada por unidade de tempo e o é a volatilidade do
preco da acdo. O retorno uAt é o valor esperado desse retorno e o termo oeV/At é o
componente estocastico do retorno. A variancia do componente estocastico, e portanto
de todo o retorno, é 02At e ov/At é o desvio padrio do retorno em um pequeno intervalo
de tempo At. A Equagao (3.10) no diz que % tem distribuicao normal com média pAt

e desvio padrao oy At, ou seja

% ~ N(uAt, c*At).

3.3 Parametros

De acordo com Hull [14], o processo para o pre¢o de uma acao que estd sendo
construido até aqui, contém dois parametros: p e 0. O primeiro é o retorno esperado anual
que € obtido pelo investidor em um curto intervalo de tempo e o seu valor depende do risco
do retorno da acao e do nivel das taxas de juros da economia. Ja o segundo, chamado de
volatilidade do preco de uma agao, tem grande importancia para determinar o valor de
vérios derivativos. Os valores considerados ideias de o para uma acao estao entre 15% a
60%. A mudanca proporcional no preco da acdo em um curto intervalo de tempo At tem
como desvio padrao ov/At. Por outro lado, o desvio padrao da mudanca proporcional no
preco da acio durante um periodo de tempo longo T é ov/At, o que significa que como
aproximacao, a volatilidade pode ser compreendida como o desvio padrao da mudanca no

preco da acao em 1 ano.

3.4 Lema de Ito

Kiyoshi Ito foi um matemaico Japonés precursor na teoria da integracao es-
tocastica e nas equagoes diferenciais estocasticas. De acordo com Gil [11], It6 expressou
em seu artigo publicado em 1951 (denominado “On Stochastic Differential Equations”),

a regra da cadeia do célculo estocastico, que é um resultado analogo a regra da cadeia do
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calculo comum. O lema é bastante empregado em financas e a sua aplicacao mais conhe-
cida é derivagao da equacao de Black-Sholes para valores de opg¢oes. O termo “estocéastico”
em negociagoes de agoes, nos diz a respeito das oscilagoes nos precos de fechamento, ou
seja, os traders usam a andlise estocastica para decidir quando comprar ou vender titulos.
Sua suposicao é que quando o preco de fechamento atual de uma acao esta préximo do
preco minimo ou maximo anterior, o pre¢o do dia seguinte nao sera radicalmente maior
ou menor, respectivamente. Baseado nisso, o lema de [t6 é constantemente utilizado para
derivar o processo estocastico seguido pelo preco de um titulo derivativo. Como exemplo,
se um ativo subjacente segue um movimento geométrico browniano, entao o lema mostra
que um titulo derivado, cujo prego é uma funcao do preco do ativo subjacente e do tempo,
segue também um movimento geométrico browniano. Suponhamos que o valor de uma

variavel x segue um processo de [to, ou seja,
dr = a(x,t)dt + b(z, t)dz,

onde dz é um processo (ou incremento) de Wiener, onde dz = evdt , ¢ ~ N(0,1) e a
e b sao fungoes de x e t. Além disso, como visto anteriormente, a(x,t) e b*(z,t) sao
respectivamente, a tendéncia instantanea e taxa de variancia instantanea do processo.

Entao podemos enunciar o seguinte resultado:

Lema 3.1. (Lema de It6) Suponhamos que a varidvel x siga um processo de Ito,
dx = a(z,t)dt + b(x,t)dz. (3.12)

Considere f uma fun¢do que dependa do processo x e do tempo t, isto €, f = (x,t).
Assumimos que f € uma fungdo de classe C?*(R x R). Entdo f seque um processo de Ito

que satisfaz a sequinte equagao estocdstica

of of  10°f , 0
df (8xa+ 5 + 283:26 )dt + —axbdz, (3.13)
onde dz € o processo de Wiener da Equagao (3.12). A taza de drift e a taza de variancia

do processo f sao dados por %a + % + %%bQ e (%)%2, respectivamente.

Demonstracao. Como f € C?, sua expansao em uma série de Taylor é dada por

of (x,1) of (x,1) 19%f(z,t)
P T LU S

df = da® + ... (3.14)
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Por hipétese, temos que dx = a(z,t)dt + b(x,t)dz e substituindo em (3.14), temos

of (z,t) of (x,t) 19%f
0x ot Ut 5o

df = [a(x,t)dt + b(z, t)dz] + (dz?)... (3.15)

Note que
(dz)? = [a(x,t)dt + b(z,t)dz]* = a®(z,t)dt* + 2a(x, t)b(z, t)dtdz + b*(z,t)(dz)*  (3.16)

Como dz = eV/dt, entdo (dz)> = €%dt. Isso mostra que o termo (dz)? em (dx)? possui
um componente dt que nao pode ser ignorado. Como € ~ N(0, 1), entdo pelo mesmo
argumento usado na prova da variancia da Propriedade 3.1.1, temos que o valor esperado
de (dz)* é dt. Pelas propriedades da distribuicao normal, a variancia de (dz)? é 2dt>.
Sabemos que a variancia da mudanca em uma varidvel estocastica no tempo dt é propor-
cional a dt e nao a dt*. Dessa forma, a variancia de (dz)? é pequena demais para ter um
componente estocdstico. Logo, podemos considerar (dz)* como nao estocéstico e igual ao

seu valor esperado, que é dt, a medida que dt — 0. Fazendo isso na Equagao (3.16), temos
(dz)? = b* (=, t)dt. (3.17)

Substituindo (3.17) em (3.15), obtemos

i = 8féfc’t>[a(x,t)dt+b(m,t)dz] aff;” t>dt+;22éb2( Dt
- aféi’t>a(x,t)dt—l—aféi’t)b(:v,t)dz—l—af(;t’t>dt %%b?( £)dt

Organizando os termos que dependem de dt e dz, respectivamente, obtemos

of of 10*f , of
df = (ax +E+§a_b)dt+a_bd

como queriamos demonstrar. Para o calculo do valor esperado de df, temos

E(df) = E[Ydt + g—ibdz],
onde Y = 8fa+ 8f + ;gi’;bQ
Logo, temos
E(df) =[YE(dt) + %bE(dz)]

Como E[d(z)] =0 e E(dt) = dt, entao

E(df) = Ydt = E(df) = (g + g—{ + %gzb%lt).
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Jé& para o calculo da variancia de df, temos

Var(df) = Bl — B()?] = Elldr — (o= 2 10 gy

ot " 2o.20 W]
of L of 19/ of of  Of 19°f

_ —J — 2 J g2 “J o 2 ZJg2 2
= [(((9 +at+282b)dt+abd (ma 5 2ax2bdt))].

Note que no paréntese mais externo, existem termos simétricos. A expressao acima entao
fica da seguinte maneira

Var(dt) — E[(gi
= B yre)

_ (9f
- (5

bdz)?]

)?b* E[(dz)’]

Como E[(dz)?] = dt, entao concluimos que

9f o

Var(df) = (8

)2b2dt.
O

Propriedade 3.4.1. O preco de uma acdao S; no futuro seque uma distribuicao lognormal.

Demonstracao. De fato, usaremos o Lema 3.1 para derivar o processo seguido por LogS;,
quando S; segue um movimento geométrico browniano, dado na Equacao (3.8). Seja G,
uma fun¢do que dependa do processo S; e do tempo t, isto é, G = (S,t). Definamos

G; = log S;. Entao, temos

oG, _ 1

as, S,

’G, 1
052 52
oG,

E 0.

Como consequéncia do Lema 3.1 e da Equagao (3.8), o processo seguido por G de S e t

sera

0G, 8Gt 1 0?G, o252 0G,
—_— 1

De acordo com a Equagao (3.18), e substituindo os valores o processo seguido por G, sera

G, = (—

2
dGy = (1 — %)dt + odz. (3.19)
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Na Expressao (3.19), os parametros p e o sdo constantes, o que indica que G segue um

. . . . , 2

processo de Wiener generalizado. Dessa maneira, a taxa de deriva é p — % e a taxa

de variancia é 2. A mudanca em log S; entre o tempo 0 e algum tempo futuro 7', tem
5 t ’

. . .~ J T 2 N . o
distribui¢do normal com média p — T e variancia de ¢*7. Em termos mateméticos,

temos
2
log Sy — log So ~ N|(u — %)T, 2T (3.20)
ou
2
log Sz ~ N[log Sp + (1 — %)T, 02T, (3.21)
O

A Equacao (3.21) diz que log St tem distribui¢ao normal. Como visto no Capitulo
1, uma variavel tem distribui¢ao lognormal se o logaritmo natural da variavel em questao
tem distribuicao normal. Logo, como log St tem distribui¢ao normal, o preco da agao S,

com t € T segue uma distribuicao lognormal.
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4 Modelos de Precificacao de Opcoes

A ideia de opcgoes certamente nao é nova: antigos romanos, gregos e fenicios nego-
ciavam opgoes de cargas saindo de seus portos. De acordo com Rubash [23], as modernas
técnicas de precificacao de opgoes, com suas origens no calculo estocastico, surgem de um
livro de Charles Castelli, denominado “The Theory of Options in Stock and Shares”, pu-
blicado em 1877, que apresentou ao publico os conceitos de hedge e aspectos especulativos
das opgoes, ainda que nao houvesse apresentado qualquer base tedrica no mesmo. Vinte e
trés anos depois, Louis Bachelier apresentou a primeira avaliacao analitica para opgoes de
que se tem conhecimento, em sua dissertacao “Theorie de la Speculation” em Sorbonne
em 1900. Este trabalho criou interesse em um professor do Massachusetts Institute of
Technology, chamado Paul Samuelson, que em 1955 escreveu um artigo nao publicado,
entitulado “Brownian Motion in the Stock Market”. No mesmo ano, Richard Kruizenga,
aluno de Samuelson, citou o trabalho de Bachelier na sua dissertacao entitulada “Put and

Call Options: A Theoretical and Market Analysis”.

Em 1962, outra dissertacao, desta vez por A. James Boness, focalizada em opcoes
e entitulada “A Theory of Measurement of Stock Option Value” desenvolveu um modelo
de precificagao que foi um salto significativo na teoria em comparagao a seus antecessores.
Mais especificamente, seu trabalho serviu como precursor ao desenvolvido por Fischer
Black, Myron Scholes e Robert Merton, que em meados de 1970 produziram um modelo
de precificagdo de opgoes européias. Segundo Hull [14], o modelo se tornaria conhecido
pelo nome de Black-Sholes-Merton ou simplesmente Black-Sholes, em homenagem a seus
idealizadores. Em 1997 a impotancia do modelo para o mercado financeiro foi reconhecida
quando Merton e Scholes receberam o prémio Nobel da economia. Black morreu em 1995 e
com certeza teria divido o prémio com os outros. A abordagem de Black e Scholes envolvia
o modelo de precificacao de ativos financeiros para determinar a relagao entre o retorno
exigido do mercado sobre a opcao e o retorno exigido sobre a agao. Porém, essa abordagem
nao é simples, pois depende do preco da agao e do tempo. A abordagem proposta por
Merton é mais geral pois nao dependia dos pressupostos do Modelo de Precificacao de

ativos Financeiros: envolve estruturar uma carteira livre de risco, composto pela opcao e



73

acao subjacente, com argumento de que o retorno sobre a carteira durante um pequeno

periodo de tempo deve ser o retorno livre de risco.

Nesse capitulo, apresentamos a abordagem de Merton a derivagao da equacao
de Black-Sholes. Antes, definiremos alguns conceitos que serao importantes no decorrer
deste capitulo. Mostraremos também o modelo elementar de precificacao de opgoes: o
modelo Binomial. Desenvolvido em 1979 por Cox, Ross e Rubistein [6] e diferentemente
do modelo Black-Sholes que é um modelo continuo, o modelo Binomial ¢ um modelo
que fornece uma aproximacao em tempo discreto para o processo continuo subjacente
ao modelo de Black-Sholes. Em diversas situagoes, podemos considera-lo mais proximo
da realidade do que o préprio modelo de Black-Sholes e outros modelos continuos. A
importancia do modelo Binomial se da pela sua flexibilidade, pois é bastante utilizado
para precificacao de opgdes em geral, em particular, europeias e americanas. A teoria
desenvolvida neste capitulo esta embasada nos trabalhos de Hull [14], Bonotto [3], Hissa

[13], Silva [27], Saloméao [24] e Cox [6].

4.1 A Propriedade Lognormal do Preco das Acoes

De acordo com Hull [14], o modelo de comportamento de prego utilizado por
Black, Scholes e Merton pressupoe que as mudancas percentuais no preco da acao em um

breve periodo de tempo tem distribuicao normal.

Definicao 4.1. Os parametros 1 e o representam respectivamente o retorno esperado e

a volatilidade do preco da agao anuais.

Como mostrado na Se¢ao 3.2 anterior, a média e o desvio padrao no tempo At

sao aproximadamente uAt e o/ At, onde

% ~ N(pAt, c*At), (4.1)

na qual AS representa a variagao do preco da a¢ao S no tempo At e N(m,v) representa

uma distribuicao normal com média m e variancia v. O modelo implica em

0,2

log St — log Sp ~ N|(u 5

)T, 0T (4.2)

ou
0.2

log St ~ Nlog Sy + (u — 5

)T, o*T), (4.3)
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onde St é o preco da acao em um tempo futuro 7" e Sy representa o preco da acao no
tempo 0, nao havendo aproximacoes nesse caso. A variavel log St tem distribuicao normal
e St tem distribui¢ao lognormal. A média de log St é log Sy + (i — Cr;)T e o desvio padrao
de log St é dado por ov/T. Um varidvel que possui distribuicio lognormal, pode assumir
qualquer valor entre zero e infinito. Seja Y = Sr uma variavel aleatoria com distribuicao
lognormal. Da Expressao (4.3) e pelas propriedades do valor esperado e variancia de uma
variavel com distribuicao lognormal, vistas no Capitulo 1, temos
2

E(Y) = exp(n+ ), (4.4)

onde exp(z) = €” e pela Expressao (4.3), a média é log So+ (p — "—;)T e a variancia é o*T.
Substituindo esses dados na Equagao (4.4), temos

2 2

o o
E(Sr) = expllogSy+ (1 — E)T + ?T]
2 2
= expllog Sp + puT — %T + %T]
= SpetT. (4.5)

Como E(Y?) = exp(2p + 20?), substituindo os dados na Expressao (4.5), obtemos

E(S7) = exp(2logSy + 2uT — o*T + 20°T)
= exp(log g + 2uT + o*T)

52 21T 602T
0 .
Note que Var(Y) = exp (2u + 02)[exp 02 — 1], e assim, temos

Var(Sy) = exp (2log Sy + 2uT — o*T + o*T)[exp o*T — 1]
= exp (log Sg + 2uT)[exp o*T — 1]

= (S5 )" ~1).

4.2 A Taxa de Retorno

De acordo com Hull [14], a propriedade lognormal dos precos de agoes fornece
informagoes a cerca da distribuigao de probabilidade da taxa de retorno com capitalizagao

continua sobre uma agao entre os tempos 0 e 7'. Definindo z como a taxa de retorno com
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capitalizacao continua anual, realizada entre os tempos 0 e T, entao substituindo z no

lugar do parametro p na Equacao (4.5), temos

1 S
ST = SoexT =T = T log S—Z (46)
Pela Expressao (4.2), tem-se
o? o?

. . . .~ T 2 . ~
ou seja, a taxa de retorno tem distribui¢ao normal com média p — % e desvio padrao \/LT

Observacao 4.1. Na proporcao que 1" aumenta, o desvio padrao da variavel x diminui.
Dessa forma, temos mais certeza a respeito do retorno médio anual durante 20 anos do

que o retorno em qualquer ano especifico.

4.3 Retorno Esperado

Seja p o retorno esperado exigido pelos investidores. E de se esperar que o
parametro p seja proporcional ao nivel do risco associado a acao. Além disso, u depende
do nivel das taxas de juros da economia. Quanto maior forem as taxas de juros, maior
serd o retorno exigido sobre uma ac¢ao. O modelo de comportamento do prego de acoes
discutido neste trabalho leva em conta que em um periodo breve de tempo, o retorno
médio é dado por pAt. E intuitivo a partir disso imaginar que p é o retorno esperado
sobre a agao com capitalizacao continua. Porém, esse nao é o caso. Na secao anterior,
o retorno com capitalizacao continua, x, durante um periodo de tempo T é dado pela
Equacao (4.6), onde o valor esperado é p— "72 O argumento para o qual o retorno esperado
com capitaliza¢do continua ser diferente de p é bem sutil. Considere a Expressao (4.5).

Aplicando o logaritmo, obtemos

log[E(ST)] = log(S0) + pT.
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Suponhamos que F(z) = p. Entédo

& E(%logi—z)Zu

& E(IOgg_Z):HT

< E(log(Sr)) — log(Sh) =

< E(log(Sr)) — log[E(ST)] + pT' = pT
< E(log(5r)) = log[E(S7)],

o que é um absurdo, pois essa ultima igualdade acima s6 é valida para fungoes lineares,
¢ a fungao log nao ¢é linear. Note que E(log(Sr)) < log[E(Sr)], o que implica que

E [log(g—ﬁ)] < uT" e concluimos que E(x) < p, como descrito anteriomente, ou seja E(x) =

o2

W=

4.4 Volatilidade

De acordo com Hissa [13], a volatilidade o é uma medida que se refere ao desvio
padrao das mudancas do preco de uma acgao dentro de um periodo especifico de tempo. E
uma medida de incerteza em relacao aos retornos oferecidos por ela. Geralmente, a vola-
tilidade de uma agao varia entre 15% a 60%. Pela Expressao (4.7), a volatilidade do prego
de uma acao é definida como sendo o desvio padrao do retorno da agao em um periodo
de 1 ano, quando o retorno utiliza capitalizagdo continua. Note que na Expressao (4.1)
quando At é pequeno, o2At ¢é aproximadamente igual a variancia da mudanca percentual
no preco da acio no tempo At. Dessa forma, ov/At é aproximadamente igual ao desvio

padrao da mudanca percentual no preco da acao no tempo At.

Exemplo 4. Suponha que o = 0,3 ou 30% ao ano e que o preco da acao atual é R$50, 00.

O desvio padrao da mudanca percentual no preco da agao em 1 semana é aproximadamente

1
30 % \/ = = 4,16% = 0, 0416.
X\ 5y = H16% =0,

Uma mudanca de 1 desvio padrao no preco da acao em 1 semana é 50 x 0,0416 =
2,08. Observe geu se extendermos essa analise para 4 semanas, ou seja, o desvio padrao
da acao em 4 semanas, teremos o dobro do desvio padrao em 1 semana. Dessa forma,
podemos afirmar que a incerteza sobre o preco da acao no futuro medida pelo desvio

padrao, aumenta aproximadamente com a raiz quadrada da extensao do tempo analizado.



7

4.4.1 A Volatilidade a partir de Dados Historicos

A volatilidade histérica é aquela que é conhecida pelo mercado. Seu céalculo
envolve as variacoes de pregos ao longo de um periodo especifico de tempo, podendo
servir como base para estimar uma volatilidade futura. Porém, isso nao significa que essa
previsao se concretize, pois sabe-se que existem diversos fatores que afetam os precos de
uma acao. Para estimar a volatilidade do pre¢co de uma agao na pratica, de maneira geral,
observa-se o preco da agao em intervalos de tempo fixos, como por exemplo, dias, semanas
ou meses. Considere n + 1, s; e T respectivamente, o nimero de observacoes, o preco da
acao ao final do i-ésimo intervalo, onde ¢+ = 0, ...,n e o intervalo de tempo em anos. Seja

u; o retorno do periodo ¢ que é dado pela seguinte expressao

(]

Si—1

u; = log( ) comi=1,..,n.

A estimativa normal, s, do desvio padrao de u; é dada por

, ou

n n

1 , 1 )
°T n_lz“z“m@%“

i=1 i=1

onde u é a média dos retornos. Da Expressao (4.2), o desvio padrao de u; é o+/7. Assim
a varidvel s é uma estimativa de o+/7. Assim, o pode ser estimado como &, onde
. s
0= —,
NG
como erro padrao dado por \/L27L
Escolher um valor ideal para n nao é uma tarefa facil, embora intuitivamente
compreendamos que mais dados levam a uma precisao maior. Porém, ¢ é uma medida
que depende do tempo e dados defasados demais se tornam irrelevantes para a tentativa
de prever a volatilidade futura. O uso de dados de preco de fechamento didrios dos iltimos
90 a 180 dias, sao ideais para esse tipo de estimativa. Outra opcao, seria determiiar n

como igual ao numero de dias na qual a volatilidade sera aplicada.

Exemplo 5. A Tabela 4.1 mostra uma sequéncia de precos de acoes da VALE3 durante 22

dias de negociacao consecutivos. As siglas PAF, PR e RD, significam, respectivamente, o
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Figura 4.1: Cotagao histérica da VALE3 nos tltimos 30 dias

10 Jun 2021
09 Jun 2021
08 Jun 2021
07 Jun 2021
04 Jun 2021
02 Jun 2021
01 Jun 2021
31 Mai 2021
28 Mai 2021
27 Mai 2021
26 Mai 2021
25 Mai 2021
24 Mai 2021
21 Mai 2021
20 Mai 2021
19 Mai 2021
18 Mai 2021
17 Mai 2021
14 Mai 2021
13 Mai 2021
12 Mai 2021
11 Mai 2021

0,35

2.33
1,98
0,94
1,96

1.59
1,48

3.10

0,84

0.64

2,88
2,49

0,32
-1,60
1,26
2,48

1.34

2,60
1,60
41,95
427

3.97

0.31%

2.12%
H77%
-0,83%
1.71%

1,4%
1,29%

2.78%

0,76%

0.58%

2,69%
9 27%

0,29%
-1,44%
0%
2.16%

1.18%

2.35%
1,42%
St

3.6%

3.46%

112,22
110,00
112,48
112,20
114,50
114,22
117,00
112,50
11,11
110,80
106,37
110,28
108,00
1.1
111,70
112,10
114,56
111,50
111,20
112,00
118,00
113,98

preco da acao no fechamento, o preco relativo e o retorno diario

da Figura 4.1.

Nesse caso, n = 21, de modo que

n
D
i=1

A estimativa do desvio padrao do retorno diario é

i=1

0,0063 (—0,0564)2

20

21(20)

111,04 30.662.700
109,20 22.460.500
109,70 22.571.700
110,70 22.710.100
112,39 18.330.600
113,50 20.297.800
113,15 31.181.800
112,50 17.744.300
109,42  25.110.100
109,77 55.352.700
106,03 28.157.000
106,78 23.242.000
107,51  19.251.500
108,50 27.198.200
110,20 20.951.000
109,84 32.856.900
113,19 27.047.000
111,17 26.045.500
109,62 25.606.700
110,72 34.274.300
113,96 31.633.300
113,32  28.600.200

. Os dados foram extraidos

—0,0564 ¢ Y u? = 0,0063.

~0,0173 ~ 1,7320%.

1

Considerando que ha 252 dias de negociacao ao ano, 7 = 5= e os dados no

252

mostram uma estimativa para a volatilidade anual de 0,0173v/252 ~ 0,2746 ~ 27, 46%,

para um erro de aproximadamente

0,2746
V2 x 21

~ 0,0424 ~ 4,24%

ao ano. A estimativa acima pressupoe que a acao nao paga dividendos, porém pode ser

adaptada para abranger acoes que pagam dividendos. O retorno, u;, durante um intervalo



79

Tabela 4.1: Célculo da volatilidade

Diai | PAF( S;) | PR (32-) | RD (u; = log(#2-)) | ]
0 118, 62
1 114,35 0, 9640 —0,0367 0,0013
2 112, 40 0, 9829 —0,0172 0,0003
3 110, 80 0, 9858 —0,0143 0,0002
4 113,40 1,0235 0,0223 0,0005
5 114,74 1,0118 0,0117 0,0001
6 112,26 0,9784 —0,0218 0,0005
7 111,00 0, 9888 —0,0113 0,0001
8 109, 40 0, 9856 —0,0145 0,0002
9 109, 72 1,0029 0,0029 0
10 107,23 0,9773 —0, 0230 0,0005
11 110,11 1,0269 0,0265 0,0007
12 110,75 1,0058 0,0058 0
13 111,59 1,0076 0,0076 0
14 114, 69 1,0278 0,0227 0,0005
15 113,21 0,9871 —0,0130 0,0002
16 114, 80 1,0140 0,0139 0,0002
17 112,84 0, 9829 —0,0172 0,0003
18 111,90 0, 9992 —0,0008 0
19 109, 92 0,9823 —0,0179 0,0003
20 112,25 1,0212 0,0210 0,0004
21 111, 90 0, 9969 —0, 0031 0
> —0, 0564 0, 0063

que inclui uma data ex-dividendos é dado por:

onde D é o valor do dividendo. O retorno em outros intervalos de tempo é :

S;+D

u; = log

u; = log

)
Si—l

i

Sic1
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Introduziremos agora os conceitos de principio da nao-arbitragem e delta hedging

que serao importantes para a obtencao da equacao de Black-Sholes.

4.5 Principio da Nao-Arbitragem

Considere a seguinte situagao: O preco atual da acao é de R$20 e ao final de
3 meses o preco dessa acao serd R$22,00 ou R$ 18,00. Um contrato de opcao européia
esta sendo analizado, com vencimento de 3 meses e preco de exercicio de R$ 21,00. Se
o preco da acao ao final de 3 meses for R$ 22,00, entdo a opcao valerd R$ 1,00; se o
preco da acao for R$ 18,00, a opcao valerda R$ 0. Segundo Hull [14], o argumento que
pode ser usado nessa situacgao é o de que nao existam oportunidades de arbitragem.
Dessa forma, estrutura-se uma carteira da acao e da opcao de tal maneira que nao haja
incertezas a respeito do valor do portifélio ao final dos 3 meses. Assim, argumenta-se que
a carteira é “livre de risco” e o retorno gerado deve ser igual a taxa de juros livre de risco.
Representamos pela letra grega A uma certa quantidade de agoes, considere uma carteira
que adota uma posicao comprada em A acoes de uma empresa e uma posicao vendida
em uma opcao de compra. A idéia é calcular o valor de A que torne a carteira livre de
risco. Se o preco da acao passa de R$20,00 para R$ 22,00, o valor das acoes passam
a ser R$ A22 00 e o valor da opgao é 1 (diferenga entre o spot e o strike) e o valor da
carteira passa a ser [Hh = 22A — 1. J4 no caso em que o preco da acao cai de R$ 20,00
para R$ 18,00, o valor das acoes é 18A e o valor da opcao é zero e portanto, o valor
total da carteira sera [H]z = 18A. A carteira sera considerado “livre de risco”, quando
A é escolhido de maneira que o valor final da carteira seja igual em ambas as situacoes

descritas acima, isto é
T =[]z =224 -1=18A = A =0,25,

o que significa dizer que uma carteira “sem risco” é comprada em 0, 25 acao e vendida em
1 opcao. Retornando as expressoes de [H]1 e [H]z, temos que se o preco da acao sobe

para R$ 22,00, o valor da carteira [Hh sera
J[i=22x025-1=45
J& no caso em que o preco da acdo cai para R$ 18,00, o valor da carteira [H]2 sera

[z =18 x0,25=4,5.
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Note que independente do movimento do preco da acao, o valor da carteira é o mesmo ao

final da data de expiracao da opgao.

Observacao 4.2. Uma carteira “livre de risco” deve obter a taxa de juros livre de risco,
na auséncia de oportunidades de arbitragem. Se a taxa de juros livre de risco é de 13%

ao ano, o valor da carteira hoje deve ser 4,5 ou
4,5¢7013% 33 = 4 356,

Como o preco da acao hoje é R$ 20,00 e denotando o preco da opcao por f, o valor da

carteira hoje sera de
[[=20x025-f=5-F

Entao,

5— f=4,356 = f =0, 644.

Na auséncia de oportunidades de arbitragem, o valor atual da op¢ao sera de 0, 644. Observe
que é inviavel negociar 0, 25 acao. Na pratica, isso significa , por exemplo, a venda de 400
opgoes e a compra de 100 agoes, ou seja, é ncessario comprar A agoes para cada opgao

vendida, de modo a manter uma carteira “livre de risco”.

Propriedade 4.5.1. Considere H uma carteira sem risco. Essa carteira deve ser cor-

rigida no tempo pela taxa de juros livre de risco r, ou seja

d[[=r]]at (4.8)

onde dH € a variagao da carteira em um intervalo de tempo dt. Considere agora que a
carteira seja composta por uma op¢ao e por uma fracao da a¢ao subjacente. Para que a

Equacdo (4.8) seja verdadeira, € necessdrio eliminar o risco dessa carteira.

4.5.1 Delta Hedging

De acordo com Silva [27], Delta Hedging é uma estratégia que faz com que a
carteira (opgao vendida mais agoes compradas) se torne “imune” as pequenas variagoes
no preco da acao subjacente em um pequeno intervalo de tempo, o que é feito pela
neutralizacao do delta. A posicao na acao deve ser frequentemente rebalanceada de modo

que a carteira permaneca “delta-neutro”. Entao, temos a seguinte definicao:
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Definicao 4.2. O Delta Hedging, ou hedging dinamico é uma carteira que iguala uma

op¢ao financeira f a uma fracdo da acdo subjacente 2L, o delta em cada instante do

GS’

tempo, ou seja,

0f
[[=-r+558 (4.9)

onde f é o prémio da opgao, S é o preco da acao e H ¢é o valor da carteira. A variagao

de H é dada por
d]]=-d + (4.10)

O Delta Hedging tem por objetivo eliminar todo o risco da opc¢ao e da fracao da acao

na carteira.

4.6 As Hipdéteses do Modelo de Black-Sholes

De acordo com Bonotto [3], para obter a equagao, Fischer black e Myron Scholes

admitiram as seguintes hipdteses:

e O preco da agao, a qual denotaremos por S, segue um processo estocastico em tempo

continuo, isto é

dS = pSdt + oSdz,

onde z representa o movimento browniano, .S é um movimento browniano geométrico
e o drift p e a volatilidade o sao constantes; Isso significa que o prego da acao segue

uma distribuicao lognormal;

A taxa de juros de curto prazo livre de risco r é conhecida e constante no tempo;

e A acdo nao paga dividendos;

O mercado é perfeito;

E possivel vender a acao a descoberto (short-selling);

e Nao existem oportunidades de arbitragem sem risco. Todos os participantes no

mercado estao sujeitos a mesma taxa de juros livre de risco.

De acordo com Black e Scholes [2], o objetivo principal desse conjuto de hipéteses

¢é fazer com que o valor da opcao dependa apenas do preco da agao e do tempo. Os
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outros parametros, como a taxa de juros, volatilidade e preco de exercicio sao dados com

constantes.

4.6.1 Construcao da Equacao Diferencial de Black-Sholes

Considere f = (5,t) uma funcdo que define o prego de uma opgao de compra
europeia em um tempo t, para um certo valor da acao subjacente S. Para obtermos um
modelo sem arbitragem, é feito uma contrugao da equagao diferencial de Black-Sholes a
partir do pressuposto de uma carteira que contém uma opgao e uma certa quantidade %

de agoes:
e —1: Opcao;
° —l—% . Agoes.

Dessa forma, a valor dessa carteira serd dado por

[+ 2s )
A variacao A H do valor da carteira entre os instantes t, t + dt é dado por
AT =-arf + 535 of 5505, (4.12)
Por hipotese, S segue um processo estocastico dado por
dS = pSdt + 0Sdz. (4.13)
Pelo Lema de It6 3.12, temos
df = (8f,uS + of + _(’92_f o?S?)dt + ganz (4.14)

0S5 ot 2052 0S

As formas discretas das Equagoes (4.13) e (4.14) sao, respectivamente

AS = LLSAt—i— gSAz. (4.15)
of Of [ 10°f e of
Af = (as,uS—i- T + 55527 S9)At + aSaSAz (4.16)

Subistituindo as Equagoes (4.15) e (4.16) em (4.12), obtemos

2
AH = (géuS + % + 5% 2S%) At — %O’SAZ + %[uSAt + 0 SAz|
2
= of SAt — gAt— L] o?S?At — of oSAz + of SAt + —= of ogSAz.

5" ot 2052 BE a5t oS
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Dessa forma, eliminando os termos que sao simétricos, obtemos

0 1 9?
Al = —(a—{ + QG—;ZUZSQ)At. (4.17)

Note que a Equagao (4.17) nao contém o termo Az. Isso significa que durante o tempo
At, a carteira é sem risco e dessa maneira, a carteira é isenta de riscos nas condigoes
do modelo. Logo, pelo principio da nao-arbitragem, o valor da variacao da carteira deve
ser, instantaneamente, o mesmo valor da carteira multiplicada pela taxa de juros livre de

risco, a qual a denotaremos por r. Entao, temos

Al =r]] At (4.18)

Substituindo as Equagoes (4.11) e (4.17) em (4.18), obtemos
of 10%f 59 _ of
- (54‘5@0’ S At—?" —f %S At,
e assim obtemos
0 0 192
O 4 rsdl 10

19T 22 _
7t T ™58 2&9205 rf. (4.19)

A Equacao (4.19) é a famosa equagao diferencial parcial de Black-Sholes, na qual possui
varias solugoes, que dependem do tipo de derivativo definido, com S sendo a variavel sub-
jacente. Segundo Bonotto [3], o derivativo conveniente obtido pela resolugao da equagao,
depende das condicoes de fronteiras que sao utilizadas. Como visto anteriormente, a

condigao de contorno de uma opgao de compra (call) do tipo européia é
f(ST, T) = maX{ST - K, 0},

onde T, K e St sao, respectivamente a maturidade, o preco de exercicio da opg¢ao e o
prego da acado subjacente na maturidade. J& para opgoes de venda (put) do tipo eurpéia,

a condicao de contorno sera
f(ST, T) = HlaX{K — ST, 0}

Observagao 4.3. Quando S = 0, o valor do contrato de op¢ao de compra se torna

f(0,t) =0, para todo t € (0,7) e limg_, 1« @ =1.

Podemos agora enunciar o teorema referente a formula de aprecamento de uma

opcao de compra européia:
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Teorema 4.1. Seja f(5,t) uma opcao de compra europeia (call), modelada pela Equagao

(4.19) (equacao de Black-Sholes)

2
of +7‘Sﬁ + 1ﬂ0232 -7

ot 98 " 205? J(5,1) =0 (420)

onde f(Sr,T) = max{Sr — K,0}, f(0,t) = 0 ¢ f(S,t) ~ S quando S — 400, sdo
respectivamente as condigoes final, de fronteira e assintética do problema. Entao o valor

de uma opc¢ao de compra européia é dado por

f(S,;t) =SN(q) — Ke_T(T_t)N(QQ),

onde
1 Y
N(y) = N e"27 dg
] In(2)+ (r+30%) (T —1t)
]. p—

@ = oI —t

Demonstragao. A ideia da demonstragao do modelo de Black-Sholes é resolvé-la para uma
opcao de compra, j4 que para uma opcao de venda, utiliza-se procedimentos andlogos.
Para resolver o modelo, é necessario estudar algumas condigoes, que foram dadas como
hipéteses acima. A condigao final que se espera é que f(Sr,T) = max{Sy — K,0}, ou
seja, espera-se que na maturidade, o valor S da acao seja maior que seu preco de exercicio
K, pois do contrario, o valor da operacao a ser pago é zero. Na condi¢ao de fronteira,
se o valor da agao S for muito pequeno, ou seja, S — 01, entao limg o+ f(5,¢) = 0. Ja
na condicao assintética, se o preco da agao for muito grande, S — 400, ou seja, o preco
da acao S se torna mais cara do que o preco de exercicio K, o comportamento da opc¢ao
converge para o comportamento da acao e assim, obtemos limg_, | o @ = 1. O modelo
de Black-Sholes é resolvido como uma equagao de difusao do calor e assim, sua solucao é
semelhante a solucao da equacgao do calor, resolvida por método usuais, onde a Equacao

(4.20) é uma E.D.P parabdlica, de acordo com Silva [27]. Fagamos as seguintes mudancas

de variaveis,
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pois o preco da acao S segue uma distribuicao lognormal. Essa mudanca de varidvel é

necessaria para converter a Equacao (4.20) com coeficientes varidveis em uma equagao

. .. 2 t t ~
com coeficientes constantes, eliminando os termos g gég ) o é(,g ) Entao, temos

F(5.8) = f(Ke". T — 1) = Ku(, 7); (4.21)
o
Como t € (0,T) e S € (0,00), entdo t € (0, 37) e & € (—o0, +00). Daf,
s  Ox dS S Ox ‘
onde j—g = % Derivando parcialmente f pela segunda vez em relagao a S, temos
*f 0 (Kov(x,7)\  —Kov(z,7) N K 0*v(z, ) (4.23)
052  0S\ S Oz 82 oz S22 9x2 '
Derivando f em relacao a t, temos
o2
df(S,t) :8f(5,t)d_7'_ Ko? 0v(x, 1) (4.24)

ot or dt 2 or
onde & = _T(ﬂ Substituindo f(S,t) = Kv(z,7) e as Equagoes (4.22), (4.23) e (4.24) na

Equagcao (4.20), temos

KGR ()

2 ol
+502 52 0x S% 0z2

1 (=K Ov(x,7) K 0v(z,7)
2 0r S Ox

)—TKU(:E,T) ~0

o2 Ov(x,T) ov(r,7) 1 4, Ov(x,7) 1 ,_ 0v(x,T)
_g T T g PONT) 22 OOT) | 2 2 g OV T)
I L PR S PR M

Multiplicando a Equagao (4.25) por (=), obtemos

—rKv(z,7) =0. (4.25)

ov(r,7)  2rdv(z,T) N vz, 1)  Po(x,7) 2

or o oa o g Tl =
Definindo A; = %, obtemos
ov(x, 1) ov(x,7)  Ov(x,7)  O*v(x,T) B
5 Ay e + i + Ayv(z,7) =0, (4.26)
ou seja, organizando os termos, temos
2
ov(x,T) _ 0*v(x, T) N ov(x,T) (A — 1) — Ayu(a. 7). (4.27)

or 0x? ox

E necessdrio transformar a Equacao (4.27) em uma equacao de difusao do calor, elimi-

(z, ~ e~ s
nando os termos % e v(z,7). Para obter a equagao de difusdo correspondente a

Equagao (4.27), devemos fazer a seguinte mudanca de varidvel

v(z,T) = T (x, 7), (4.28)
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de forma que os parametros « e 3 foram escolhidos de maneira a anular termos da Equacao

(4.27). Considere @ = —1 (4, — 1) e B = —1 (A; +1)*. Vamos mostrar que

Oz, 1)  Op(z,7)
S = —a (4.29)

De fato, derivando v(x, 7) e substituindo em (4.27), temos

av(x, 7—) _ ea:c—i—ﬁ’r 6“(1,, 7_) + aﬂ(l’, T)
or or
Aw(z,7) = ez, 7)A

) e (aptar) 4 227

Oz Ox
Po(@, 1) s 2 op(x,7)  Pplx,T)
g~ © <a p(x, 7) + 2 pe + 92 > :

Substituindo as derivadas acima na Equagao (4.27), temos

oz, ) ou(z, 1) | Pulz,7)
az+pT S | = e thT 2
e [5:“(1'77) + or } ‘ {a ula, ) + 20 Ox * Ox?
(A1) [ﬁ <‘““<x7 )+ %)} — ", 7) Ay
Opla,7) _ Op(r,7) | Op(e,7)
= Bulz,7)+ 5 =@ p(x, 7) + 2 pe + 922 + ap(z, 7)A;
+ oz, T) Ay ap(z, ) — Oulx.7) _ w(z, 7)Ar = oPu(x, 7) + Oule, 7) (A =1)
Ox O
Pp(x,7) Oz, )
+ o FESE an(e, ) (A - 1) + 20752 — (e, ) A,
onlz,7) _ : On(z, ) Ol )
= T o e+ atple, )+ T Ay 1) SR
Op(z, 1)

+ oz,u(x, T)(Al - 1) - M(l'7T)A1 + 2« or

Iremos desenvolver apenas o segundo membro da iltima expressao acima.Substituindo os

valores de a e § temos:

Ou(x, )
T(A1 -1)+

Ou(x,7)
or

—2(A; — D2u(z, 7) — 4u(z, 7) Ay

O p(z, 7)

o l 2 1 o 2

= 4(A1 + 1) u(z,7) + 4(141 D) p(x, ) + 02
1 1

= (A= 1P, ) = e, ) Ar + =25 (A - 1)

Pu(z, )
Ox?
4
(A2 + 24, + D, 7) + (A2 — 24, + Dz, 7) + 4
4
2(A% —2A; + Vulx, 7) — dp(x, 7) Ay
1 :

(A +1)2%u(z, 7))+ (A — D2z, 7) + 4

*p(z, 7)
02
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2
'u<x’7—>[A12 +2A+1+ A12 —2A,+1— 21412 +4A, —2— 4A1] + 48 %(:2’ T)
- X
N 4
Pz, )
(9.1'2 _ 82M(5E7 7_)
4 o Ox2

e assim chegamos em (4.29), como querfamos demonstrar.

Note que pela Equagao (4.21), com 7 =0 et =T, temos

v(x,7) = f(f(f ) = max{[ﬂ;; =k 0} = max{e® — 1,0}.

Pela Expressao (4.28), para 7 = 0,

v(x, 0
#($70) - (6am )
max{e® — 1,0}

60650

= max{e’e ¥ —e 0}

= max{e” * —e . 0}
= max{ex(H%(Al_l)) —e 0}
= max{em(l-i—%Al_%)_eiax’ O}

a4l
= max{e"GA+2) _ 7w ()

1 1ia,—
= max{e" G _ ezl g
Dessa forma, as condigoes de fronteira passam a ser

i) pu(z,0) = max{ez e — ez(hi=De o}

i) lim, o exp[—3 (A1 — Dz — 1(A1 + 1)*7]p(z, 7) = 0;

pw(z, )

=1.
exp(%(Al + 1)z + %(Al +1)%7)

iii) limg_ o

A condigao i) indica que lim,_,_ p(z,7) = 0. Observe que na condigao i),

e%(Al‘i‘l)l' — e%(Al_l)x’ se x Z 0
p(,0) = po(x) =
0, se x < 0.

Antes de exibir a formula de aprecamento de uma opcao de compra européia

pelo modelo de Black-Sholes, precisamos de algumas defini¢oes e propriedades que serao



89

utilizadas no decorrer da demonstagao da solugao da equagao. A Equagao (4.29) é uma

equagao de difusao do calor e utilizaremos a tranformada de Fourier para resolveé-la.

Definigao 4.3. A transformada de Fourier F'(w) de uma fungao u(x,7) é dada por

+0o0
F(w) = F(u(z, 1)) = \/%/ p(w, 7)e” “ d. (4.30)

Definigao 4.4. A transformada inversa de Fourier u(z,7) de F(w) é dada por

+o0
w(z,7) = F HF(w)) = \/%/ F(w)e™ dw. (4.31)

Propriedade 4.6.1. (A transformada de Fourier das derivadas). Se as derivadas

sao realizadas em relacao a varidvel x, escrevemos

() =F) = o= [ e e S = P (). (422)

De fato, fazendo uma mudanca de varidvel, denotando u = =% dv = p,(z,7), du =

—iwe"“?dx, v = p(x, ), pelo método de integragdao por partes, temos

+o00
Fipe) = pe )T g [ e

1 , 1 ,
= —— lim M(p,m)e ™M — —— lim N(u,7)e @V
5= am M, 7) 5 i N(u,7)

1 Hoo .
- / p(x, 7)(—iw)e “dx.

Assim,
1 e . —iwT
Fpe) = —\/—2—7T pu(x, 7)(—iw)e™ " dx
e concluimos que

Flpa) = iwF (u(z, 7).

Aplicando novamente a derivada em relacdo a x no processo anterior, temos

F (g—“> = Flpter) =~ Flulz. 7)) (4:33)

Se as derivadas forem realizadas em relagao a varidvel T, obtemos as transformadas de

Fourier da sequinte forma:

+o0
Fiur) = == [ el r)e e = Pl ), (434)
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De fato,
op 1 [t e, O 1 [T e, D
F <E) = E/_m pr(z, 7)e” " dr = EE/—OO p(x, m)e “rdr = E]—"(u(m,r)).
(4.35)
De maneira andloga,
82’” 1 e —iwT 82
F(W) = m/w frr (T, T)e  da = w}—(ﬂ(l‘ﬂ')). (4.36)

Aplicando a defini¢do dada pela Expressao (4.30) na Equagao (4.29), temos

op(x,7)\ P, 7)
F ORI p T T, (4.37)
Agora, substituindo as Equagoes (4.33) e (4.35) na Equagao (4.37), obtemos
Wele1) _ (e, ) (4.38)

or

Note que a Equagao (4.38) é do tipo % + ar = 0, ou seja, uma E.D.O linear homogénea
de primeira ordem, com coeficientes constantes. Sabe-se que a solucao geral dessa E.D.O

¢ da forma x = Ce™*. Logo, a solugao da equacao diferencial em (4.38) é

2

Flu(x, 1)) =Ce™ . (4.39)

Da Equagao (4.39), temos
F(p(z,0)) = C, (4.40)

e substituindo (4.40) em (4.39), obtemos
Flu(e, 7)) = F(ulz,0)e . (4.41)

Afirmagio 4.1. A transformada inversa da funcéo f(z) = e~* é dada por F, (e *") =

UJ2 .
\/%fae’ﬂ. De fato, derivando f(z), obtemos

f(z) = —2axf(x). (4.42)

Aplicando a transformada em ambos os membros da Equagao (4.42) , obtemos

wF(w) = —2aiF'(w)
wF(w) + 2aF'(w)=0
Fllw) + —F(w)=0, (4.43)
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2

—dw
Multiplicando a Equagao (4.43) por um fator integrante do tipo u(t) = e/ = ela,

temos

d [ o2
— (em F(@) —0. (4.44)
Integrando a Equagao (4.44) em rela¢ao a w, obtemos

2

eia F(w) = C, (4.45)
e, portanto,
F(w) = Cea . (4.46)

Usando o fato de que F(0) = C, obtemos

(4.47)

Porém,

Portanto, F,(e~**") \/1271@ el

UJ T

Aplicando a transformada inversa ao termo e na Equagao (4.39), obtemos

k(z,7) = F (e )} (4.48)

Calculando o resultado mostrado anteriormente, em (4.48), temos

1 .2
e T el (4.49)

Aplicando a transformada inversa em (4.41), temos

FHF{ua,7)} = FHF{ux,0)}e "} (4.50)
ple, ) = FH{F{u(, 0} F{k(z,7)}}. (4.51)

k(x,T)

Pela propriedade da tranformada de Fourier da convolugao, com * denotando o operador

convolugao, a Equagao (4.51) pode ser rescrita da seguinte forma

pla,7) = F H{F{p(, 0} F{k(z,7)}} = F {F{u(x,0) « k(z,7)}}  (4.52)

= w(z,0)xk(z,7)= /_OO w(S,0)k(x — S, 7)dS. (4.53)

[e.e]



92

Substituindo (4.49) em (4.53), obtemos

iz, 7) = /_ Z \/;T_TMO(S)eXp {_(1‘4—;5)1 as, (4.54)

onde pu(z,7) dada acima é a solugao da equacao de difusdo do calor. Reescrevendo a
Equacao (4.54) de uma forma mais simplificada, fazendo uma mudanga de varidvel, ob-

temos

_ Q)2 _ Q)2
e_ﬁ@_s)? — 6_%(33;9)2 e y2 = —(.’E S) = \/E = —(:E 5 S) .
T

Como (x —S)*>0e |z — S| =|S — 2|, entao
(S—n)
Vo

Se S = 0, entao y = \;—2“7 Isolando S em (4.55), temos que S = x + yv/27 e assim

(4.55)

% = /27, o que implica que dS = /27dy. Substituindo os termos acima em (4.54),

temos
“+00 _y2 \/_
x,T) = olx +yv2r)exp | — 27d 4.56
e M [ e (L) Varly (wso)
+oo
= o(z +yV27)ex —d 4.57
Wor / yv2r) p( y) (4.57)
onde
l(Al“!‘l)($+y\/§) —e (Al 1)(m+y\/§) se >
e2 2 y
po(x +yv2r) = \/E
0, sey < \;—2%

Substituindo a expressao acima em (4.57), temos

+00 +00
w(x, 7) \/2_/ ez (AT tyvar) o = 2aly— L/ e%(Al_l)(x+yﬁ)e%¥dy. (4.58)
71'

Resolveremos a primeira integral da Expressao (4.58), na qual a chamaremos de I. A

outra segue analogamente. Entao segue,

1 1 +00 1 2
[ = —ea(Aithz ez l(A+1)yv2r—y ldy
A 2w ==z ’

e usando o método de completar quadrados, somamos e subtraimos o termo Z(A; + 1)

var

no expoente da exponencial da integral de I, para assim obter

+00
[ o= —iebeme [ A I A )P (A1) g,
V2T L
+00
= L e [ eyt sy

“+o00
_ e 61T<A1+1>/ ey B g (4.59)
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Simplificando a notacgao e chamando de ¢; o termo referente ao parénteses mais

interno do expoente da integral da Expressao (4.59), temos

=yt (A1 +1)V2r = \/—2_7 + = (A1 +1)V2r (4.60)

e dq; = —dy. Se y estd variando de (\;—2%, —{—oo), entao ¢; vai variar de

(%

+ 3 (A1 + 1)V2r, +oo> . Logo, segue que

ﬁl

2 4+ l(A+1)ver
I— 6%(,414_1)954-}1(,41-}—1)27#2/\/? 2 e_%‘ﬁdql‘ (4.61)
T

De maneira anédloga, faremos com a segunda integral da Equacao (4.58), na qual

a chamaremos de 1. Fazendo

(A, — 1)V2r7), (4.62)

T 1
= — A —DV2r = — + =
g2 y+2(1 )V 2T \/2_+2
temos

St (A-1)Ver
II = 6%(A1—1):v+i(141—1)27' 12 /\/? 2 @_%qu(h_ (463)
T

Como o modelo de Black-Sholes possui distribuigao normal, podemos considerar

sua forma padronizada, de forma que a fdp com média 0 e variancia 1 é dada por

|
= \/T/ 6_5(1 dq (464)
T J—c0

Fazendo ¢; = \/L27 + %(Al + 1)v/27 no limitante superior da integral da Expressao (4.61),

N(d)

obtemos

[ b A Datr (A1) e~ 2% g, (4.65)

=L

q1
onde N(q) = \/127 / e’%q%dql. Portanto, reescrevendo a Expressao (4.65), teremos

[ = st it (g, (4.66)
Procedendo de maneira andloga com a Expressao (4.63), obtemos
[T = e3A=DeH 30 (g ) (4.67)

e, portanto, substituindo as Expressoes (4.66) e (4.67) em (4.58), obtemos

p(a, ) = 3D N () — ez(hi=Der (-1 N (g, (4.68)
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que € a solucao da equacao do calor em funcao dos termos do problema. E necessario agora
reverter as mudancgas de varidveis para determinar a solucao da equacgao de Black-Sholes

nas variaveis originais. Note que
W De sty (2, 7), (4.69)

v(x,T) = e 2

e substituindo (4.68) em (4.69), temos

U(x, 7_) — e—%(Al—l)x—%(Al—i-l)QT[e%(Al—&-l)x—i-i(Al—i-l)zTN(ql)
_ 6%(Al—l)z-%i(Al—l)QTN(qz)]
— e*%(A1*1)Z*i(A1+1)2T+%(A1+1)$+i(A1+1)2TN(q1)
_ e*%(Alfl)ﬂﬁ*i(A1+1)2T+%(A1*1)r+i(A1*1)27N(q2)
= N(g) — NN (g) (4.70)
Como A, = 3—2, entao substituindo na Expressao (4.70), temos
_2r
v(xz,7) =e"N(q1) — e 2" N(ga). (4.71)
Anteriormente, definimos f(S,t) := Kv(z, 7). Basta agora multiplicar K em ambos os
membros da Equacao (4.71), lembrando que S = Ke® e 7 = $02(T — t) e assim temos
T 0'2
Kov(z,7) = Ke*N(q) — Ke = T9% N(gy) (4.72)
e, portanto,
f(S,t) = SN(q,) — Ke "M N(g,). (4.73)

Note que o termo SN(gq;) na Equagao (4.73) significa o valor que o detentor
do direito da opcao de compra ira receber pelo papel no futuro. Enquanto o termo
Ke " ™YN(q,), é o valor presente do preco de exercicio final da data de expiracdo do
contrato, ou seja, ¢ o valor pelo qual o detentor do direito da opcao de compra irda pagar
pelo papel na maturidade. Note ainda que N(q;) é a probabilidade do exercicio da opgao
na maturidade e N(g2) representa a probabilidade do nimero de opgoes que é preciso

vender por cada unidade da acao. Aplicando os valores x = log (%) , A = % eT =
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(T — )% em (4.60) e (4.62), temos

— M 1/2r 1 QT_tU_Q
" %T—wﬂ+2<ﬁ+_) =03

__log (%) o1 —

0 (T—t)+<02+2)0 =0

_ log(g) o — o /(T—1)

= - (T—t)+02a (T'—1t)+ 5

o/ (T—=t)or/(T—t
_ log (£) +ry/(T —t)\/(T —t) + ( )2 a0
o/ (T —1t)
_ log(R) +r(T -+ TG
o/ (T —1t)
g (§) +(r (T - 1)
o/ (T —1)
Procedendo de maneira inteiramente analoga com ¢o, temos
log (£) + (r= %) (T - 1)
G2 = . (4.74)

o/ (T —t)
Substituindo ¢; e g em (4.73), obtemos a solu¢do do modelo de Black-Sholes para o

aprecamento de opgoes européias (opgao de compra), que tem a seguinte forma

log (£) + (r + %2> (T —1) KTy log (£) + (7" — §) (T —1)

f(51) = 5N o/ (T — 1) o/ (T — 1)

]

Observacao 4.4. De acordo com Olga [20], por ter grande importancia no mercado de
opcoes, a férmula desenvolvida por Black-Sholes foi submetida a vérios testes empiricos
desde a sua publicacao. Porém, o que esses testes questionam nao é a eficacia do modelo,
mas sim a validade das suas hipoteses fundamentais. Os testes mais importantes foram
feitos por Black & Sholes [2] e Galai [9], onde eles testaram a possibilidade de se obter
retornos além da taxa de juros livre de risco r, usando a estretégia de comprar opgoes
cujos valores estivessem depreciados e vender opc¢oes valorizadas. Os estudos mostram que
é possivel obter tais lucros, porém, nao se pode concluir que ocorreriam sempre. Garman

[10] testou alternativas de se obter lucros sem risco (arbitragem) com opgoes, através de
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um método do calculo que permite encontrar possibilidades de arbitragem em qualquer
situacao de mercado. Os testes indicaram que o modelo de Black-Sholes é eficiente em
apontar situagoes de ganho sem risco. A hipétese de que a volatilidade e taxa de juros sao
constantes, nao condiz com a realidade do mercado financeiro em geral e, em particular,
do mercado de opgoes, pois se o contrato de opcao for a longo prazo, a taxa de juros
bésica pode mudar, de acorco com o que foi acordado pelo COPOM (Comité de Politica
Monetéria do Banco Central). O comité se reune a cada 45 dias para definir a taxa bésica
de juros da economia. J4a a volatilidade, quanto maior o prazo de vencimento dessa opcao,
maior serao os saltos aleatorio que a acao pode percorrer, com isso a volatilidade tende
a oscilar e nao permanecer constante ao longo do periodo de vencimento. Dessa forma,
o modelo se torna eficiente para opcoes a curto prazo, ou seja, com data de vencimento

mais proximas.

Observacao 4.5. O modelo ¢ eficiente para calcular o prémio de opcoes “in the mo-
ney” (dentro do dinheiro), ou seja, que estao préximas do valor de exercicio, porém é

ineficiente para opgoes

“ out the money” (fora do dinheiro), ou seja, que estao longe do
valor de exercicio, apontando grandes diferencas entre o preco dado pelo modelo e o prego

real.

Observacao 4.6. O modelo de Black-Sholes nao leva em conta variaveis subjetivas, tais

como a economia do pais ou cendrio politico.

4.7 O Modelo Binomial

De acordo com Hull [14], um método bastante 1til para o aprecamento de uma
opcao, consiste na técnica de construir uma espécie de “arvore binomial,” um diagrama
que representa os possiveis caminhos seguidos pelo preco de uma acao ao longo da vida
de uma opcao. O modelo binomial, como é conhecido, foi desenvolvido por Cox, Ross e
Rubinstein [6] e por Rendleman e Bartter [22], onde a abordagem propicia solugoes tanto
para o aprecamento de opgoes do tipo européia, como opcoes do tipo americanas, onde
também foi demonstrada uma ligacao entre este modelo e o modelo de Black-Sholes. O
preco de uma opc¢ao do tipo europeia, dado por uma &arvore binomial, converge para o

preco proposto pelo modelo de Black-Sholes, a medida que o nimero de intervalos de
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tempo aumenta. Como o preco da acao segue um caminho aleatério, a cada passo no

tempo tem probabilidade de subir ou cair por um certo valor percentual.

4.7.1 O Modelo Binomial de Um Passo

Considerando o argumento sem arbitragem caracterizado na Secao 4.5 , suponha-
mos que f seja o preco de uma opcao sobre uma acao, na qual a denotaremos por Sy.
Seja T' o prazo de expiracao dessa opcao, que durante a vida dessa opgao, o preco da agao
possa subir de Sy para Sou, ou descer de Sy para Spd, onde u > 1 e d < 1. Quando ha um
movimento de crescimento no preco da acao, o aumento percentual é dado por u — 1. Do
contrario, quando ha um movimento de queda no preco da agao, a reducao percentual é
de 1 — d. Denotemos ainda, por f, a opgao quando o prego da acao sobe para Syu e por

fa a opcao quando o preco da opcao cai para Spd, como mostrado na Figura 4.2

Figura 4.2: Preco da Ag¢ao e Opgao em uma arvore binomial de um passo.

Como feito anteriormente, consideremos uma carteira comprada em A agoes e
vendida em uma opcao e calcula-se o valor de A a tornar a carteira livre de risco. Entao,

temos os seguintes valores para a carteira

[H]l = Soul — fu,

caso haja um movimento de crescimento no preco da acao. Em contrapartida, caso haja

um movimento de queda no preco da agao, temos

]2 = SedA - fd.
A carteira é considerada livre de risco quando [H]l = [H]g, ou seja,
— _ fu - fd
SouA — fo = SodA — fy = A= Je "L (4.75)

Sou — Sod
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Para que nao hajam oportunidades de arbitragem, a carteira deve obter a taxa
de juros livre de risco. Denotando por r a taxa de juros livre de risco, o valor presente da

carteira sera

(SouA — f,)e L. (4.76)

Como o custo de montar uma carteira é
SoA — f, (4.77)
igualando as Expressoes (4.76) e (4.77), obtemos

SoA — f = (SouA — f)e™T (4.78)

= SoA(L —ue™™) + fe T (4.79)

Substituindo a Equagao (4.75) na Equacao (4.79), temos

f = Sy <—S({Z : gfwl) (1 —ue™™) + fue™
B
u—d
- Ju — fuue_rz : (J;d + faue T 4 fe T
_ fu - fuueirT — fd + fdueiTT + ufueiTT — dfueirT
N u—d
 ful—dem ) + folueT T — 1)
N u—d
= e pfu+ (1 —p)fd, (4.80)
onde
rT d
p="—r. (4.81)

Dessa forma, as Expressoes (4.80) e (4.81) caracterizam o apregamento de uma opgao,
quando os movimentos do preco da acao sao dados por uma &arvore binomial de um
passo, onde a Equacao (4.80) leva em conta o argumento de nao haver oportunidades de

arbitragem.

4.7.2 Avaliagao Neutra ao Risco (Risk-Neutral)

Segundo Hull [14], a avalia¢do neutra ao risco (risk-neutral) é um principio im-

portantissimo no aprecamento de derivativos. Os investidores sao considerados neutros
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ao risco, quando os mesmos nao aumentam o retorno esperado exigido em um investi-
mento em detrimento de um risco maior. O mundo onde os investidores sao neutros ao
risco é chamado de mundo risk-neutral. Porém, na pratica, sabemos que o mundo em que
vivemos nao é risk-neutral, pois quanto maiores os riscos assumidos pelos investidores,
maiores sao os retornos exigidos. Supor que o mundo é risk-neutral nos diz o prego da
opcao de forma correta tanto para o mundo no qual vivemos, quanto para um mundo
risk-neutral. Quando aprecamos uma opcao em relacao ao prego da acao subjacente, as
preferéncias de risco dos investidores sao importantes. Quanto mais os investidores se
tornam contrarios ao risco, mais os precos das agos diminuem, porém, as féormulas que

relacionam os precos das opgoes as agoes, continuam as mesmas.

Assumir que os investidores sao neutros ao risco simplifica as solugoes de alguns
problemas de aprecamento de derivativos, pois permite que seja considerado que o retorno
requerido de qualquer agao é a taxa de juros livre de risco; além de a taxa de desconto
usada para o resultado esperado sobre uma opg¢ao também ser a taxa de juros livre de risco.
Observando a Equagao (4.80), o parametro p é caracterizado como a probabilidade neutra
ao risco de um movimento de crescimento no preco da agao. Ja 1 — p é a probabilidade
de um movimento de queda nesse mundo. Seja v > 7. Entdao 0 < p < 1. Note que a

expressao

¢ o resultado futuro esperado em um mundo risk-neutral e a Equagao (4.80) nos diz
que o valor da opc¢ao hoje é o seu resultado futuro esperado em um mundo risk-neutral,

descontado pela taxa de juros livre de risco.
Observacao 4.7. Quando p é a probabilidade de um movimento crescente no preco da
acao, o prego da acao esperado E(Sr), onde St representa o preco da agdo no tempo T,
¢ dada por
E(ST) = pS(] (U - d) + Sod (482)
Substituindo a Equagao (4.81) na Expressao (4.82), temos
E(ST) = S()GTT,

ou seja, o resultado obtido pelo modelo binomial a partir de argumentos de nao arbitragem

¢é equivalente ao assumido pela avaliagao neutra ao risco. O preco da acao se comporta
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como é esperado em um mundo risk-neutral, quando p é a probabilidade de um movimento

crescente no preco da acao.

4.7.3 O Modelo Binomial de Dois Passos

De acordo com Hull [14], os principios aplicados anteriormente, devem ser utili-
zados de maneira repetida, onde o objetivo é calcular o preco da op¢ao no né inicial da

arvore.

Figura 4.3: Preco da Agao e Opgao em uma arvore binomial de dois passos.

faa

Pela Figura 4.3, note que o prego da acao no né inicial é Sy. Durante os nds
seguintes, a cada passo no tempo, o preco Sy da acao sobe para Syu ou desce para Spd. A
notacao para dois movimentos de crescimento no valor da opg¢ao sera f,,, como mostrado
na Figura 4.3. Suponhamos que r é a taxa de juros livre de risco e a duragao de cada

passo no tempo é At anos. Assim, as Equagoes (4.80) e (4.81) ficam da seguinte forma

f=epfu+ (1=p)fd, (4.83)
¢ A
erAt — d
p=—— (4.84)

A aplicagdo de um movimento crescente na Equacao (4.83) nos da

fu = e_TAt[pfuu + (1 - p)fud] (485)
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Ja a aplicacdo de um movimento de queda na Equacao (4.83) nos da

fa= e pfua+ (1 —p) fadl, (4.86)

Substituindo as Expressoes (4.85) e (4.86) em (4.83), obtemos

fo= e ple ™™ pfuu + e = p) fua) + (1= D) (e ™ pfua + e A1 — p) fua)]
= e P fru + e (1 = p) fua+ (1= p)e ¥ pfua+ e (1 = p)? faa

= ¢ P fuu + 20(1 = p) fua + (1 — p)* fad),

2 sao as probabilidades dos nés finais superior,

onde as varidveis p?, 2p(1 —p) e (1 — p)
médio e inferior serem obtidos. Na proporcao que adicionamos passos a arvore binomial,

o principio da avaliagao neutra do risco continua sendo vélido.

4.7.4 Determinacao dos Valores de u e d

Segundo Hull [14], sdo necessarios trés parametros para a construcao da arvore
binomial com passos no tempo At : os parametros u,d, e p. O parametro p ja foi dado
anteriormente pela Equacao (4.81). J& os parametros u e d sao escolhidos para correspon-
der a volatilidade. Como visto anteriormente, sabemos que o desvio padrao da mudanca
percentual no preco da acdo em um curto intervalo de tempo At é o/At e sua respectiva
variancia é o2At. além disso, sabemos que a variancia de uma varidvel aleatéria qual-
quer, digamos Y ¢ dada por E(Y?) — [E(Y)]?, na qual E é o valor esperado. Existe uma
probabilidade p de que a agao ofereca um retorno de u — 1. Por outro lado, existe uma
probabilidade 1—p de que a acao ofereca um retorno de d—1, durante um passo no tempo

At. Dessa forma, temos
oAt = plu—1)2 + (1 = p)(d = 1)* = [p(u— 1) + (1 = p)(d — 12} (4.87)

Substituindo o parametro p que estd na Equagao (4.84) e ignorando os termos em At? e

poténcias maiores de At, chegamos em uma solugao para a Equacao (4.87) que é

ea\/Z

u= e d=e VA, (4.88)

mais detalhes de como foram descobertos esses valores de u e d, consultar Cox,Ross e
Rubinstein [6]. No processo feito acima, correspondem & volatilidade em um mundo

risk-neutral.
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Observacao 4.8. As férmulas dos parametros u e d permanecem as mesmas, quando cor-
respondem a volatilidade em um mundo real. Portanto, os parametros u, d e p precificam

A

uma arvore binomial. Note que o termo e em p é chamado de fator de crescimento.

Observagao 4.9. O modelo binomial apresentado aqui nesta secao é uma “aproximacgao
grosseira” do prego da opgao, ja que analizamos o preco da agao durante o tempo de con-
trato da opcao seguindo o modelo binomial. Na pratica, sao considerados 30 ou até mais
passos no tempo. De acordo com Hull [14], & medida que aumenta-se o niimero de passos
no tempo, de forma que At diminui, o modelo binomial faz o uso das mesmas hipdteses
do modelo de Black-Sholes em relagao ao comportamento do prego da acao. Quando o
modelo binomial é usado para o aprecamento de uma opcao do tipo europeia, o preco
dessa acao converge para o preco proposto pelo modelo de Black-Sholes, na proporgao

que aumenta-se a quantidade de passos no tempo.

4.8 Precificagcao de Opcoes usando os Modelos Black-

Sholes e Binomial

Nesta secao, iremos apresentar uma aplicacao considerando dados reais, obtidos

do site opgoes.net[21], que disponibiliza as cotagoes de fechamento do mercado.

Exemplo 6. Considere a empresa Petroleo Brasileiro S.A - PETROBRAS, cujas acoes
(PETRA4) sao negociadas em bolsa. Seja PETRH247 uma opcao de compra (call) do tipo
europeia, com strike de R$ 27,96, onde a acdo hoje estd cotada a R$ 29,02 o vencimento
da opcao é 20 de agosto e a taxa de juros é de 5,25% a.a. Esses dados tem por referéncia
a data de 16 de agosto. A volatilidade é estimada a partir de dados histdricos dos tltimos

21 dias tteis de negociacao e estao dispostos na Tabela 4.2.
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Tabela 4.2: Célculo da volatilidade Histérica de PETRA4.

Diai | PAF( S;) | PR (32-) | RD (u; = log(#2-)) | ]
0 22,24
1 26, 59 1,0133 0,0132 0,0001
2 26, 96 1,0139 0,0138 0,0001
3 26,9 0,9978 —0,0022 0
4 26, 74 0,9941 —0,0059 0
5 27,47 1,0273 0, 0269 0,0007
6 27,15 0, 9884 —0,0117 0,0001
7 27,71 1,0206 0,0204 0,0004
8 27,81 1,0036 0,0035 0
9 26,91 0,9676 —0,0329 0,0010
10 26,41 0,9814 —0,0188 0,0003
11 26, 85 1,0167 0,0166 0,0002
12 26, 28 0,9788 —0,0214 0,0004
13 28, 35 1,0788 0,0758 0,0057
14 28, 39 1,0014 0,0013 0
15 28,19 0,9930 —0,0070 0
16 28, 28 1,0032 0,0031 0
17 28,67 1,0138 0,0137 0,0001
18 29,10 1,0150 0,0149 0,0002
19 29, 35 1,0086 0,0085 0
20 28, 64 0,9758 —0,0245 0, 0006
> 0,0873 0,0099

Dessa forma, temos n = 20 e

Zn: u; = 0,0873 e Zn: u? = 0,0099.
=1 =1

A estimativa do desvio padrao do retorno diario é

0, 08732

V/0,0099

19 20(19)

~ 0,0224 ~ 2, 24%.
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L1
2527

estimativa para a volatilidade anual de 0,0224+/252 ~ 0, 3556 ~ 35,56%, para um erro

Considerando 252 dias de negociacao ao ano, 7 = e os dados nos mostram uma

de aproximadamente
0, 3556

V2 x 20

ao ano. Como usaremos a frequéncia diaria, devemos transformar a volatilidade e a taxa

~ 0,0562 ~ 5, 62%

de juros que estao em anos, para dias. Logo, a taxa de juros de 5,25% pode ser convertida

pela eguinte formula
ra=(147,)% —1=(1+0,0525)22 — 1 ~ 0,0002 = 0, 02%.

onde 7, e r, sao respecivamente os retornos diario e anual. Ja a volatilidade pode ser

convertida usando a seguinte relagao
v, 0,3556
V252 V252

onde vy € v, sao respectivamente as volatilidades didria e anual. Substituindo esses valores

iy =0,0224 = 2,24%,

em u e d dados na Expressao (4.88), temos

u =022 ~ 1 0227 e d = e 002 ~ 9778,

A probabilidade do preco da acao subir sera de

e0,0002><1 —0.9778
_ ) ~ 0. 4989
P= 90227 =0, 9778 — %

__ prazo de vencimento __ 4 __
onde At = nimero de passos 4

1 e consequentemente a probabilidade de cair, 1 —
p = 0,5011. Dessa maneira, temos todos os dados que precisamos para montar a arvore
binomial. Com o auxilio do excel, construimos uma arvore binomial de 4 passos. Os dados
foram obtidos a partir da cotacao da agao no dia 16 de agosto, onde em cada nd, cada
valor da acao tem uma probabilidade de crescimento ou queda, assim como foi mostrado
na Secao 4.7.1, ou seja, se o preco da acao hoje é 29,02, amanha o preco pode subir por
um fator u ou cair por um fator d. Na Figura 4.4, segue a movimentacao dos precos da

acao nos proximos 4 dias.

Figura 4.4: Estimacao de precos de PETRA4 através da arvore binomial de 4 passos.

Periodo em dias (At)

0 1 2 E] 4

Nés Preco da Acio na Arvore
0 RS 29,02 ? 29,68 30,35 31,04 31,74
1 28,38 § 29,02 29,68 30,35
2 2705 § 28,38 § 29,02
3 27,13 27,75
4 26,53
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No primeiro dia , o preco da acao pode subir para 29,68 ou cair para 28, 38, ou

seja
Preco no primeiro dia (crescimento) = Preco no dia 0xu = 29,02 x 1,0227 = 29, 68
Pre¢o no primeiro dia (queda) = Preco no dia 0 x d = 29,02 x 0,9778 = 28,38,

e assim sucessivamente a cada passo no tempo.

Como agora temos os possiveis valores da a¢ao em cada passo no tempo (em cada
dia), agora devemos analisar a op¢ao de compra. Essa anédlise na drvore deve deve ser
feita de maneira retroativa, ou seja, do futuro para o presente. Na Figura 4.5, obtemos

os valores refentes a opcao em cada né.

Figura 4.5: Estimacao de pregos de uma call através da arvore binomial de 4 passos.

Periodo em dias (At)

0 1 2 E] 4

Nés Preco da Opcio na Arvore
0 R$ 1,2256 ¢< 1,76 ¢< 2,40 3,08 3,78
1 0,69 - 1,12 § 1,72 2,39
2 0,26 0,53 1,06
3 0,00 T 0,00
4 0,00

Os valores obtidos no ultimo passo, sao calculados usando a féormula referente a

uma posicao comprada em uma opcao de compra, isto é,
max (S — K;0),
ou seja

max(31,74 — 27,96;0

max(30, 35 — 27,96;0

( )
( )
max(29,02 — 27,96;0) = 1,06;
max (27,75 — 27,96 0)

( )

max(26, 53 — 27,96;0

Ja os valores nos passos 3, 2, 1 e 0 sdo obtidos aplicando as férmula dadas em (4.83),

(4.84), onde u = eoVAL o = e oVAL Entao, calculando os valores no terceiro passo
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obtemos

_ 670’0002“[0,4989 x 0+ 0,5011 x 0] = 0;
= ¢ 00002x11 1989 % 1,06 + 0,5011 x 0] = 0, 53;

e~ 000021104989 x 2,39 40,5011 x 1,06] = 1, 72;

R
|

= ¢ %0002¥110 4989 x 3,78 + 0,5011 x 2,39] = 3,08.

Os demais valores nos passos anteriores sao adquiridos de maneira analoga. Por-
tanto,o prego da opcao de compra é de R$ 1,2256. Porém, a medida que diminuimos At,
ou seja, aumentamos a quantidade de passos no tempo, a arvore binomial se torna cada
vez mais precisa quanto ao valor da opgao de compra e se aproxima do valor dado pelo
modelo de Black-Sholes. De acordo com Hull [14], uma simulagao através da arvore bi-
nomial de 30 passos no tempo ou mais é consideravel satisfatoria. Com o auxilio também
do excel, agora calculamos o valor da opcao de compra através de uma arvore binomial

de 30 passos no tempo e chegamos no resultado dado pela Figura 4.6.

Figura 4.6: Preco de uma call através da arvore binomial de 30 passos.

Valor da Agdo - S 29,02

Strike - K 27,96

Tempo/Passos - AtN 0,13 |#valores convertidos para dias

Volatilidade - ¢ 35,56%| 2,24%

Taxa livre de risco - r 5,25%| 0,02% Valor da Opcao de Compra
| Parimetros |

u 1,0082

d 0,9919

p 0,4996

1-p 0,5004

Portanto, o valor de uma opg¢ao de compra PETRH247 dado pelo modelo Bino-
mial de 30 passos é de R$ 1,2242. Disponibilizamos no Apéndice A, a figura extraida do

excel referente a arvore binomial de 30 passos no tempo.

4.8.1 Modelo Binomial x Black-Sholes

Vejamos agora como esses valores se comportam quando comparados com o re-

sultado obtido pelo modelo de Black- Sholes. Como visto na Se¢ao 4.6.1, para o preco de
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uma opg¢ao de compra europeia, temos a seguinte equacao
J(S,1) = SN(q)) — Ke T IN(gy)

onde ¢; e gy sao dados por

_ 2
© oVl —t

Substituindo os parametros em ¢; e ¢, obtemos

In (%) + (0,0525 + ©1268) ()

- 22~ 0,8714
"o 0.3557, /-4 o
) 252
29,02 0,1265
i (32) + (0,0525 — 455) () s
o 0.3557 /- o
) 252

(4.89)

Sabe-se que N(d) é a fdp normal e usando a fungdo DISTNORM do excel, obtemos os

valores

N(q) = N(0,8714) = 0,8082

N(g) = N(0,8266) = 0,7958.

Aplicando os valores de N(q;) e N(qz2) em (4.89), temos

£(S,t) = 29,02(0,8082) — 27, 96¢9523(z52)0), 7958 ~ 1, 2238.

(4.90)

Portanto, o valor da op¢ao de compra PETRH247, com vencimento de 20 de Agosto dado

pelo modelo de Black-Sholes é de R$ 1,2238. Nota-se que esse preco é bem proximo do

preco dado pela tabela de opgoes da Petrobras, Figura 4.7. A diferenga de preco se da

por fatores externos que nao sao incorporados no modelo.
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Figura 4.7: Opgoes da PETRA.

R$ 29,02

Observe que os valores dados pelos modelos Binomial de 4 passos e 30 passos,
sao bem préximos do preco dado pelo modelo de Black-Sholes. Porém, constata-se que
o preco dado pelo modelo Binomial de fato se aproxima do preco dado pelo modelo de
Black-Sholes, a medida que aumenta-se a quantidade de passos no tempo. A variacao

percentual de cada modelo é mostrada nas Figuras 4.8 e 4.9.

Figura 4.8: Diferenca percentual entre o modelo de Black-Sholes e Binomial de 4 passos.

Opcao de Compra 14,7248%

Figura 4.9: Diferenca percentual entre o modelo de Black-Sholes e Binomial de 30 passos.

Opcao de compra 2,9375%
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Consideracoes Finais

A busca por entender matematicamente o movimento dos precos das agoes, levou
os estudiosos da época a criacao de modelos matematicos que pudessem descrever as

flutuacoes dos pregos das agoes.

Neste trabalho, apresentamos uma teoria acerca das opgoes europeias, na qual a
finalidade é a precificacao de uma opcao desse tipo. Realizamos um estudo bibliografico
dos modelos de precificacao de opgoes europeias: Black-Sholes e Binomial, onde pudemos
observar, com riqueza de detalhes, como a modelagem matematica é aplicada em situagoes

reais.

Foi proposto uma construcao acerca da féormula de aprecamento de opgoes de
compra europeia, através do modelo de Black-Sholes. Embora esse modelo tenha algumas
limitagoes em relagao a varidveis externas que nao sao consideradas ou mesmo algumas
hipéteses que fogem de um cenario mais realista, ainda assim é o mais utilizado para
determinar o prémio de uma opg¢ao europeia, tendo grande sucesso e aceitagao no ambito

dos mercados financeiros.

O modelo Binomial que estudamos, surge como um outro meio de precificar opgoes
europeias, também de grande importancia para a precificacao dessas opcoes, como também

aplicavel em outros tipos de opgoes.

Realizamos uma aplicacao dos modelos estudados, Black-Sholes e Binomial em
situacao real com opgoes de compra da empresa Petréleo Brasileiro S.A - PETROBRAS.
Fora utilizados dados em tempo real do mercado no dia 16 de agosto. O prazo de venci-
mento do contrato era 20 de agosto. A taxa de juros (SELIC) em vigéncia para esta data
era de 5,25% a.a. Por meio desses dados, pudemos fazer uma estimativa tedrica do prémio
da opcao de compra PETRH247. Mostramos através da comparacao dos resultados obti-
dos pelos dois modelos, com utilizagao de dados realistas, a diferenca minima em relacao
ao modelo binomial de 30 passos no tempo e o modelo de Black-Sholes, constatando a
convergencia para a solugao encontrada por Black-Sholes, a medida que se aumentam a

quantidade de passos no tempo. Essa comprovacao reafirma ainda mais a importancia do
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modelo de Black-Sholes no contexto da precificacao de opgoes. Nesse sentido, a mode-
lagem matemadtica contribui para o desenvolvimento da teoria de opgoes e espera-se que
esse trabalho possa motivar pessoas que queiram estudar o mercado de opgoes sobre um

aspecto matematico.
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Note que nas Figuras A.1 e A.2, o esquema de arvore binomial foi obtido com o

ltado da
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de queda d. Ja na Figura A.2, arvore é preenchida de trés para frente, onde os valores do
passo 30 sao encontrados através da Formula (2.1). Os demais valores sdo encontrados

através das Equagoes (4.83) e (4.84).
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