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RESUMO

Apresenta-se neste trabalho o uso do software de Geometria Dinamica “Geogebra”
no conteudo de Trigonometria do Ensino Médio, com aplicacdo de conteudos de
forma dindmica para melhor visualizagéo e interpretagdo dos graficos das fungdes
trigonométricas. Espera-se que o presente trabalho possa ser utilizado para
incentivar e motivar professores no processo ensino — aprendizagem de
trigonometria. Determinadas situa¢des inesperadas que surgem em sala de aula
podem ser explicadas com o apoio de um software adequado.

Palavras-chave: Ensino médio, trigonometria, GeoGebra.



ABSTRACT

In this work we presente the use of the dynamic geometry software “ geogebra” in
the content tigonometry in high school, with the application of contents in a dynamic
way for better visualization and interpretation of the function graphs. We hope that
present work can be used teaching-learning processo of trigonometry. Certain
unexpected situations that arise in the classroom can be explained with the support

of appripriate software.

Keywords: High school, trigopnometry, geogebra.
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INTRODUCAO

O ensino de Matematica tem sido alvo de atencdes, destacando-se entre as
outras disciplinas escolares pela preocupacao dos professores, pais, alunos e da
sociedade com o rendimento dos estudantes. Para isso, tem-se buscado medidas
no sentido de melhorar as relagdes entre o que se trabalha em sala de aula com o
que a sociedade necessita quanto a formagao das pessoas nos dias atuais.

Nessa perspectiva, o uso de tecnologias no processo de ensino-
aprendizagem desperta o interesse do aluno, pois atualmente as midias como o
computador, tablet e celular fazem parte de seu dia a dia. O uso de ferramentas em
que o discente pode construir, experimentar ou manipular determinado experimento,
além de permitir o trabalho colaborativo, propde um ensino de forma mais dinadmica
e prazerosa.

O papel das tecnologias digitais na sala de aula ndo é somente para tornar-
se mais interessante ou facilitar o trabalho do professor, mas, sobretudo, porque séao
novas linguagens que o aluno precisa aprender a ler, a compreender, a interpretar
(SOARES, 2008). Nesse sentido, esse trabalho baseia-se na importancia do uso do
software Geogebra de forma a contribuir um melhor entendimento no conteudo de
trigonometria. Visando investigar e potencializar os alunos do ensino medio e
principalmente os alunos do curso de Matematica que serao os futuros professores.
Buscando-se aliar o estudo da Trigonometria a um recurso computacional de
geometria dindmica, nesse caso o Geogebra, deu-se a necessidade deste trabalho
de dissertacdo, na intencédo de colaborar com a docéncia do ensino de matematica
usando recursos dindmicos e atuais.

Deve-se pontuar que a dificuldade de acesso a tecnologias, mais ainda a
internet, desta forma, a escolha do GeoGebra faz-se acertada no sentido de que é
um aplicativo que nao depende de internet para a sua manipulagdo, bem como é
uma ferramenta que pode ser utilizada tanto em computadores tipo PC ou
Notebooks, como em celulares smartphones, assim, o acesso a este recurso
tecnoldgico € de maior facilidade, muito embora saibamos ainda das limitagoes,
principalmente na rede publica, para a aquisicdo destes equipamentos.

Todavia, o propdsito deste trabalho é sobretudo servir de suporte educacional

ao professor que pretenda utilizar o GeoGebra nas aulas de trigopnometria, aqui nos
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recortes apresentados, instigando a imaginagéo dos alunos, suas curiosidades, bem
como, dando a oportunidade para que o proprio aluno faga suas construgdes,
modificando-as, e assim, aprendendo, por meio de uma cultura de aprender fazendo,
que, dinamicamente, a mudancga de parametros levara a novos resultados.

Nesta trilha, iremos trabalhar nos préximos capitulos elementos fundamentais
que norteiam a educacéao, que seriam: A Educag¢ao no mundo atual, em que iremos
compreender o papel da educagao na formagao dos alunos; Os Alunos do Século
XXI, em que observaremos a necessidade constante dos professores de se
atualizarem; e A Formacao dos Professores, aqui € chamada a atencédo para uma
formagao continua e destaque para a composig¢ao dos curriculos desde a faculdade.

A Educacdo no mundo atual possui um novo olhar social e tecnoldgico. Na
época em que o mundo e as pessoas estdo em constantes mudangas tecnologicas
devemos estar antenados as mais variadas formas de conhecimento digital, pois
exige uma anadlise cautelosa no que diz respeito a conhecimento e informagao das
diferentes formas de aprendizagem postas a educagao.

O aluno do século XXI possui uma nova visdo de mundo, o qual cresce usando
diariamente varios meios de tecnologia e informagdo. Esses jovens mostram
comportamentos diferenciados, ja a educagao permanece em meados do século XX
e nao consegue acompanhar o desenvolvimento da tecnologia.

A formacao de professores € extremamente necessaria para saber criar
ambientes de aprendizagem. Conforme a Lei de Diretrizes e Bases da Educagéo
Nacional (LDB) e o Plano Nacional de Educagao (PNE) todos os docentes devem ter
formagao especifica de ensino superior, obtida em curso de licenciatura na area em
que atuam e, a partir dai, possam se aprimorar nessa nova realidade de ensino.

Por fim, apresentaremos o software de Geometria dinamica Geogebra e a
Trigonometria, com um breve histérico e os conteudos desde triangulo retangulo até
fungdes circulares. Iremos fazer uma série de apresentagbes do conteudo de

trigonometria fazendo uso dos recursos disponiveis no GeoGebra.
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1. AEDUCAGAO NO MUNDO ATUAL

O pensar sobre a educagao no mundo atual é, provavelmente, uma das
tarefas mais importantes e mais dificeis. Importante porque lida diretamente com o
futuro do individuo, do pais, do mundo; dificil porque é um trabalho sobre pessoas e
sobre a transformagao dessas pessoas. Freud ja anunciava o trabalho do professor

como um dos impossiveis.

Falar sobre educacdo em um mundo onde as coisas mudam numa velocidade

nunca imaginada pelo homem, no qual o conhecimento se multiplica, no qual o

método de ensino ja é quase obsoleto e, com certeza, uma das tarefas mais dificil

que se pode conceber. O ideal é usar os conceitos com equilibrio, saindo das

armadilhas do fetichismo, no qual se acredita que o computador é a salvacéo da

educacdo, e na banalizagdo, quando se acredita que o computador € mais um

recurso didatico ou entdo uma modinha pedagdgica. Nessa linha, a UNESCO (1996,
p. 13-14) diz que:

A tenséo entre tradicdo e modernidade tem origem na mesma problematica:

adaptar-se sem se negar a si mesmo, construir a sua autonomia em

dialética com a liberdade e a evolugédo do outro, dominar o progresso

cientifico. E com este espirito que se deve prestar particular atengéo ao
desafio das novas tecnologias da informacéo.

O uso de software educacional propde para a educagdo um ambiente mais
atual. Ainda estamos longe do uso ideal da tecnologia na educacgao, talvez ainda
mais longe de seu principal objetivo, que € a realizacdo de aulas mais criativas,
motivadoras, dindmicas e que envolvam os alunos para novas descobertas e

aprendizagem. A tecnologia na Educagao € um avango importante nessa diregéo.

Quando iniciei minhas atividades na area da educacao, deparei-me com
inumeras duvidas, como: qual é a forma correta da aplicagado da informatica na area
da Matematica? Quais sao os melhores softwares existentes? Como fazer isso, se
nao fui formado para atuar em ambientes dinamicos. Nao estamos capacitados para
utilizar os recursos tecnolégicos e ainda muitos professores tém receio de usar
computadores em sala de aula. O que percebi apds varios anos de trabalho, € que

nao existe um modelo universal de utilizagao da Informatica na Educacéao, e que
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muitas dessas questdes continuam a ser discutidas nos ambientes educacionais,

apesar de todos os avancgos. A resisténcia dos educadores ainda € presente.

No livro A Maquina das Criangas — Repensando na Era da Informatica, de
Papert (1994, p. 9-10), podemos nos referir a uma passagem em que o autor

apresenta a seguinte parabola:

Imagine um grupo de viajantes do tempo de um século anterior,
entre eles um grupo de cirurgides e outro de professores primarios, cada
qual ansioso para ver o quanto as coisas mudaram em sua profissao a
cem anos ou mais no futuro. Imagine o espanto dos cirurgides ao
entrarem numa sala de operagbes de um hospital moderno. Embora
pudessem entender que algum tipo de operagédo estava ocorrendo e
pudessem até mesmo adivinhar o 6rgdo alvo, na maioria dos casos
seriam incapazes de imaginar o que o cirurgiao estava tentando fazer,
ou qual a finalidade de muitos aparelhos estranhos que ele e sua equipe
cirurgica estavam utilizando. Os rituais de antissepsia e anestesia, os
aparelhos eletrénicos com seus sinais de alarme e orientacdo e até
mesmo as intensas luzes, tao familiares as plateias de televiséo, seriam

completamente estranhos para eles.

Os professores viajantes do tempo responderiam de uma forma
muito diferente a uma sala de aula de primeiro grau moderna. Eles
poderiam sentir-se intrigados com relagdo a alguns poucos objetos
estranhos. Poderiam perceber que algumas técnicas padrao mudaram —
e provavelmente discordariam entre si quanto as mudangas que
observaram se foram para melhor ou para pior -, mas perceberiam
plenamente a finalidade da maior parte do que se tentava fazer e

poderiam, com bastante facilidade, assumir a classe.

Os professores, ao ouvirem essa parabola, confirmam o que esta sendo dito.
Porém, s&o diversas as justificativas, como: “a minha escola ainda nado tem
computadores”, “a minha escola tem computadores, mas nao prestam”, “a escola

nao capacita seus profissionais”, “nao fiz disciplina de informatica no magistério ou

na universidade”, ou entdo, porque ganho muito pouco.
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A maioria dos professores nao percebem que o ponto de partida de qualquer
mudanga € um processo que vem de dentro se sensibilizando para uma nova
realidade. Entéo, por que os professores néo estdo sensibilizados quanto ao uso da
informatica na area educacional? Por que ndo, se os demais profissionais das
diversas areas do conhecimento humano ja utilizam a informatica como instrumento

auxiliar de trabalho.

Os softwares sdo excelentes recursos computacionais que permitem o
aprimoramento das habilidades de logica, matematica e de resolugao de problemas,

além de fazer uma ponte entre os conceitos matematicos e o mundo pratico.

Estamos atuando em um momento que se caracteriza pela inovagao, que vai
além dos computadores. As mudancgas também estdo ocorrendo em outras areas:
econdmicas, sociais, culturais, politicas, religiosas, institucionais e até mesmo
filosoficas. A sociedade esta em constante desenvolvimento, o que gera uma nova

maneira de viver.

E fundamental a formag&do de um novo professor. O perfil do novo profissional
nao € mais o especialista. O importante é saber lidar com diferentes situagdes,
resolver problemas imprevistos, ser flexivel e multifuncional e estar sempre disposto

a aprender.

E necessario observar essa situagdo social que estamos vivendo. A educacéo
precisa estar atenta as novidades e n&o impedir a integragdo do grupo nesse meio,
tornando-se arcaica e sem flexibilidade. Algumas dessas mudangas podem ser
realizadas pelo professor que, tendo uma visao de futuro e mente aberta para refletir
criticamente sobre sua pratica no processo de ensino-aprendizagem, torna-se um

agente ativo no sistema educacional.



18

2. 0S ALUNOS DO SECULO XXI

Afinal, quem sao os alunos que estdo frequentando as escolas e as
universidades? Eles pertencem a geracdo Z (€ a definigdo socioldgica para a
geragao de pessoas nascida, em meédia, entre meados dos anos 1990 até o inicio do
ano 2010), podemos falar que essa nova geragao se desenvolveu numa época de
grandes avancgos tecnologicos e prosperidade econémica. Vivendo em ambientes
altamente urbanizados, eles presenciaram uma das maiores revolugdes na histéria

da humanidade: a Internet.

O principal enfoque da educacéo é provocar mudancgas no sistema produtivos,
culturais, sociais e politicos. Nos ultimos anos, grandes mudancgas tecnoldgicas,
principalmente no campo da microeletrdbnica e das telecomunicagdes,
proporcionaram um amplo desenvolvimento em diversas areas: econdémica,

industrial, engenharia, telecomunicag¢des, medicina e aeroespacial.

A informatica foi favorecida pelas revolugbes cientificas, possibilitando o

embasamento e o aprimoramento dos processos de produgéo e pesquisa.

Agora, 0 que a escola precisa fazer para acompanhar essa nova realidade?
Certamente um de seus principais objetivos € formar individuos que se ajustem a
essa nova conjuntura, prontos para esse novo cenario. E necessario planejar melhor
o futuro e preparar as acdes que permitam aos estudantes se tornarem profissionais

capacitados. Nesse aspecto, BACICHE e MORAN (2018, p.24) acrescentam que:

Os estudantes do século XXIl, inseridos em uma sociedade do
conhecimento, demandam um olhar do educador focado na compreensao
dos processos de aprendizagem e na promog¢ao desses processos por meio
de uma nova concepcao de como eles ocorrem, independentemente de
quem ¢é o sujeito e das suas condi¢cdes circundantes. No mundo atual,
marcado pela aceleragao e pela transitoriedade das informagdes, o centro
das atengdes passa a ser o sujeito que aprende, a despeito da diversidade

e da multiplicidade dos elementos envolvidos nesse processo.

O homem vive no imperativo tecnolégico, condigdo na qual a sociedade como

um todo se submete a aceitar e desejar a exigéncia de incorporar novas tecnologias
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sem uma critica e sem saber se ela sera melhor ou ndo (SANCHO, 1998). Em vista
disso, o que devemos fazer: abandonar o mais velho ou adotar o que for mais novo?
Sem nos questionar, fazemos parte de um preconceito € nos deixamos influenciar,

pois um computador apresenta tantos recursos e usamos apenas aqueles basicos.

De forma bem mais lenta, a escola também faz parte das mudangas
tecnoldgicas. Por séculos, o ensino foi destinado apenas a minorias privilegiadas. A
primeira grande conquista tecnolégica foi o livro, que, ha anos vem sendo o principal
instrumento de ensino. Porém ndo paramos para pensar que o livro € resultado de
uma técnica. Por qué? Por que ja faz parte da nossa rotina. Tapscott (1997)
considera que a tecnologia sé pode ser entendida como tecnologia quando ela nasce
depois de nds. Ao nascermos, tudo que estar ao nosso redor é tdo natural que nem

percebemos que se trata de uma tecnologia.

Os primeiros livros datam da idade média. Eram enormes e ficavam presos
por correntes. A leitura era realizada em voz alta no atrio, para que a plateia pudesse
ouvir o conteudo. Com o passar do tempo, os livros deixaram de ser confeccionados
em papiro e passaram a ser escritos em papel. Somente com a impressao é que
passaram a ser democratizados, com tamanho e volumes reduzidos e, mais tarde,
com pregos mais acessiveis. Ja imaginou o impacto dessa evolugdo tecnoldgica
naquela época? E possivel compara-la as mudancas na area de telecomunicagéo

ocorridas na atualidade.

Incorporamos os hierdglifos, as palavras escritas, os cédigos, os livros, os
correios, o telefone, o radio, a televisao, o fax, o celular, o e-mail e a internet. O que
ainda somos capazes de criar? A cada momento surge uma nova possibilidade

tecnoldégica de comunicagao.

Com as novas tecnologias, sera que mudamos ou apenas trocamos de
instrumentos? Novas tecnologias sdo determinantes para desenvolvimento do

processo.

A mudanca é indispensavel para a sociedade atual, pois ja somos
dependentes de equipamentos e formas de comunicagéo especificas, que podem

permitir o desenvolvimento ilimitado.
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A modernizagao educacional, de forma cada vez mais integrada as
metodologias ativas, estdo visando transformar o processo de aprendizagem em
algo mais dindmico e interativo, inserindo as tecnologias como instrumento que
acarretam mudancgas sociais, culturais e econdmicas. A inclusdo desses novos
conhecimentos sobre o uso dos recursos tecnolégicos coloca-nos a uma nova
expressao: o “analfabetismo tecnoldgico” que nos remete ao conhecimento desses
recursos para nao sermos considerados analfabetos, ou seja, ndo saber lidar com

as opgodes tecnoldgicas significa que somos ignorantes, que nao estamos incluidos.

Apesar disso, embora haja ganhos significativos em termos de tempo e
qualidade de vida, essa forma também faz com que percamos ou minimizemos um
dos aspectos mais importantes para o ser humano: o contato presencial com as
pessoas. Apesar do avango tecnolégico, nenhuma nova tecnologia substituira a mais
perfeita tecnologia humana. Se ndo usada de forma correta e com acompanhamento,

o software pode se tornar um problema.

Inserida no cenario tecnolégico, a escola tera melhores condigbes de
apresentar aos alunos situagdes que retratem a realidade, o que pode tornar as

atividades mais significativas e menos abstratas.

A utilizagao do computador integrada a softwares educativos néo garante uma
adequada utilizagdo dessa tecnologia como ferramenta pedagdgica. O fato de um
professor estar utilizando o computador para ministrar uma aula ndo significa,
necessariamente que esteja aplicando uma proposta inovadora. Muitas vezes essa

aula é tao tradicional quanto uma aula expositiva com a utilizagdo do giz.

A industria de desenvolvimento dos softwares educacionais tem evoluido,
mas muito ainda precisa ser melhorado. A maioria dos softwares disponiveis nada
mais é do que um livro eletrénico. Alguns softwares educativos utilizam diversas
midias que podem ser agrupadas (som, texto, animagdo, desenho), mas nao
estimulam o desafio, a curiosidade e a resolugéo de problemas. Alguns softwares
educacionais sao rejeitados pelos préprios alunos, que reclamam, achando-os

cansativos e sem atrativos.

O que se espera com a utilizacdo do computador na educacéo é a realizagao
de aulas mais criativas, motivadoras, dinamicas e que envolvam esses “novos

alunos” para novas descobertas e aprendizagens.
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3. FORMAGAO DE PROFESSORES

Um dos elementos fundamentais para ter sucesso no uso da tecnologia na
educacdo é a qualificagdo do professor para trabalhar com essa nova realidade
educacional. O docente deve estar apto para perceber como deve realizar a insergéo
da tecnologia a sua proposta de ensino. Cabe a cada um descobrir a sua prépria
forma de utilizar a informatica conforme o seu interesse educacional, pois nao existe

uma forma universal para a utilizagao dos computadores na sala de aula.

Na educacgao, existem dois grupos que utilizam a tecnologia: os adaptados e
os misticos. Os adaptados acreditam que incorporar a tecnologia €, por si s6, uma
inovacdo. Seria importante acompanhar continuamente o desenvolvimento da
ciéncia e da tecnologia. Os misticos ja ndo acreditam que a tecnologia é neutra, isto
€, seria preciso conhecer todas as possibilidades da inovagao para aplica-la de forma
correta. Assim, é possivel que poucos de fato se especializem, enquanto a maioria

das pessoas continue com niveis baixos de qualificagao.

O professor deve estar preparado as inovagoes, principalmente com relagao
a sua fungao de mediador, sendo responsavel por facilitar e coordenar o processo
de ensino-aprendizagem. O docente precisa estar aberto a novos aprendizados, a
lidar com as rapidas mudangas, ser dinamico e flexivel. Acabou a era educacional

em que o professor “sabe-tudo” detinha sozinho o conhecimento.

A competéncia do professor deve abranger uma série de vivéncias e
conceitos, como conhecimentos basicos de informatica, pedagogia integracdo de
tecnologias com propostas pedagdgicas, formas de gerenciamento da sala de aula
Ccom 0S NOVOs recursos tecnoldgicos em conexao com os recursos fisicos disponiveis
e em especial ao aluno que passa a incorporar e assumir uma atitude ativa no

processo.

A inclusdo das novas tecnologias nos ambientes educacionais provoca um
processo de mudanga continuo, ndo permitindo mais uma parada. As mudangas

ocorrem cada vez mais rapidamente e em curtissimo espago de tempo.
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As inovagdes na area da informatica sempre nos deixam em defasagem. E
impossivel acompanhar todas as mudangas. Se ndo nos colocarmos a essas
inovagbes, com certeza ficaremos cada vez mais atrasados. Devemos estar
convencidos que estamos diante de um autoritario mundo tecnolégico. E preciso
sempre questionar tais alteragdes, nem sempre adota-las. O questionamento é

indispensavel: precisamos ser criticos e usar a criticidade.

E relevante enfatizar, entretanto, que atualmente ainda encontramos
professores recém-formados ou até mesmo em fim de carreira, que ndo sabem
manusear computadores e muito menos associar esse instrumento as suas

atividades educacionais.

Sabemos que a maior parte de cursos de formagdo de professores nao
contempla a utilizagdo das novas tecnologias da informag¢do e da comunicagdo em
seus curriculos. Poucos sao os cursos de formacgao de professores que contemplam
o computador como ferramenta pedagodgica e, mesmo assim, oferecem pouco ou

nenhum ganho efetivo de aprendizado aos seus alunos (professores).



23

4. GEOGEBRA

As novas tecnologias surgiram da necessidade do homem de tornar o mundo
mais dinamico e eficiente, e nessa perspectiva, a area da informatica tem se
desenvolvido de forma acelerada em todos os ramos de atuagdo. De certo modo,
todos s&o atingidos pelas constantes mudangas ocorridas no mundo moderno.
No papel de educadores, devemos tomar conhecimento da importancia da
tecnologia, pois os avangos cientificos e tecnologicos estdo revolucionando esse
campo e isso traz novas necessidades de aprendizagem e vivemos num mundo

impregnado pela cultura da informatica.

Atualmente a informatica se tornou um objeto essencial para quem busca
espaco na sociedade moderna em que vivemos. Existem muitos softwares utilizados
para o ensino de Matematica, e em especial os softwares de Geometria Dinamica,
que assim sao denominados por serem desenvolvidos em ambientes

computacionais, permitindo a constru¢cado de objetos geométricos.

O Geogebra (aglutinacéo das palavras Geometria e Algebra) é um software
de matematica dinamica livre que combina conceitos de Geometria e Algebra em
uma unica interface grafica. Ele permite a constru¢do de diversos objetos
geométricos, como pontos, vetores, segmentos, retas, secgdes coOnicas, graficos
representativos de fungbes e curvas parametrizadas; os quais podem ser
modificados dinamicamente. Os valores e coordenadas podem ser introduzidas
diretamente com o teclado, além da vantagem de podermos trabalhar utilizando
variaveis vinculadas a numeros, vetores e pontos. Além disto, o GeoGebra nos
permite trabalhar com fungdes, desde o nivel basico até a determinacao de derivadas
e integrais, além de oferecer um conjunto de comandos relacionados com analise

matematica, algebra, algebra linear, geometria analitica, entre outros.

O Geogebra, vem chamando a atencéo de pesquisadores e tém sido tema de

diversas investigacdes didaticas. Embora conte com muitos recursos, ele € simples
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de ser usado e possui um tutorial na opgao "Ajuda" bastante util e explicativo. O
mesmo pode ser obtido gratuitamente no site https://www.geogebra.org/.

O Geogebra traz muitas vantagens em relagéo ao trabalho no papel ou no
quadro, como movimentar as figuras em diversas dire¢gées, comparar e voltar ao

aspecto inicial.

Diversos sao os conteudos que podem ser trabalhados: as propriedades das
figuras geométricas, os conceitos de reflexdo, translagao e rotagado (congruéncia) e
homotetia (semelhanga), célculo de angulos, e varios conteudos algébricos - por

exemplo, as fungoes.

Uma possibilidade de usar o programa em sala de aula sdo as aulas
expositivas, mas é interessante que os estudantes usem o Geogebra para resolver
questdes em grupo ou individualmente. Ele ndo serve apenas para trabalhar com
mais agilidade e buscar diversos caminhos de resolug&o de problemas, mas também

para checar se o que foi feito esta correto.
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5. BREVE HISTORICO DA TRIGONOMETRIA

E amplamente compartilhada a ideia do desafio para aprender matematica e,
em particular, como aqui iremos tratar, a complexidade no aprendizado da
trigonometria, em que pese as controvérsias, propomos a solugdo desta
problematica aproximando ao maximo a linguagem simbdlica, a duras penas
conquistadas, a concretude, ou seja, possibilitar uma proposta de ensino da
trigonometria de modo que se confunda com a realidade do educando.

Sabemos que a trigonometria historicamente teve essencial papel na
resolucdo de problemas ligados a Astronomia, agrimensura e navegagao,
igualmente, associando este ramo da matematica a fatos e coisas comum da
realidade, sera possivel vencer um tabu histérico que é a ideia de dificuldade e
incompreensao, em particular da trigopnometria.

A data precisa do surgimento da trigonometria ndo se tem, entretanto, como
€ de praxe na matematica, pode-se afirmar que a trigonometria surgiu por diversos
estudiosos e nagdes, como 0s egipcios e os babilébnios que deram importantes

contribui¢coes, a esse respeito Gelson lezzi nos esclarece:

A trigonometria, como a conhecemos hoje, na sua forma analitica, remonta
ao século XVII. Seu florescimento dependia de um simbolismo algébrico
satisfatorio, 0 que ndo existia antes dessa época. Mas, considerando o
termo trigonometria no seu sentido literal (medida do tridngulo), a origem do
assunto pode ser situada ja no segundo ou terceiro milénio antes de Cristo.
O papiro Rhind, importante documento sobre a matematica egipcia
(aproximadamente 1700 a.C.), menciona por quatro vezes o seqt de um
angulo, em conexao com problemas métricos sobre pirdmides. O seqt do
angulo £OMV [...] é arazado entre OM e OV e, portanto, corresponde a ideia
atual de cotangente. As pirdmides egipcias eram construidas de maneira a
que a inclinagdo de uma face sobre a base (medida de £OMV) fosse
constante — aproximadamente 52°. Egipcios e  babildnios
(aproximadamente 1500 a.C.) e posteriormente os gregos usavam relégios
de sol em que era utilizada a mesma ideia. Tais relégios consistiam
basicamente de uma haste BC, chamada pelos gregos de gnomon, fincada
verticalmente no chdo. O exame da variagdo da amplitude da sombra AB
projetada pela haste propiciava a determinacao de parametros, como a
duragéo do ano. (IEZZI, 2013, p. 36)

Como vimos, no Papiro Rhind foram encontradas situagdes relacionadas a
cotangente. Na tdbua cuneiforme Plimpton 322, tdbua babilénia com texto escrito

entre 1900 e 1600 a.C., foram localizados problemas envolvendo secantes. Euclides
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de Alexandria, em sua obra mundialmente conhecida, Os Elementos, apresentou
alguns conceitos trigonométricos, porém representados através de formas
geométricas. Mas foi Hiparco de Nicéia, na segunda metade do século Il a.C., quem
recebeu o titulo de Pai da Trigonometria, isso porque apresentou um tratado com
cerca de 12 volumes nos quais tratava da trigopnometria com a autoridade de quem
conhecia profundamente o assunto.

Naquele mesmo periodo, Hiparco apresentou ao mundo uma tabua de cordas,
sendo ele o responsavel pela elaboragdo da primeira tabela trigonométrica que se
tem registro. Ainda naquela época, Ptolomeu apresentou sua tabua de cordas
contendo o calculo do seno dos angulos de 0° a 90°, angulos que seriam utilizados
nos estudos astrondmicos em que ele estava engajado. Hiparco e Ptolomeu deram
imensas contribuigbes para o desenvolvimento da Matematica e da Astronomia. Mais

uma vez, Gelson lezzi nos apresenta algo mais sobre o presente assunto:

A trigonometria como auxiliar da astronomia, em que certas fungbes
angulares sédo usadas para determinar posigbes e trajetérias de corpos
celestes, surge no século Il a.C. O pai dessa abordagem foi o grego Hiparco
de Niceia (séc. Il a.C.), o mais importante astrbnomo da Antiguidade, que,
em razao disso, costuma ser chamado de “o pai da trigonometria”. Ao que
consta, Hiparco passou alguns anos de sua vida estudando em Alexandria,
mas acabou se fixando em Rodes (Grécia), onde desenvolveu a maior parte
de seu trabalho. Contam-se entre as principais contribuicbes de Hiparco a
astronomia: a elaboragdo de um amplo catalogo de estrelas (o primeiro do
mundo ocidental); a medida da duracdo do ano com grande exatidéo
(365,2467 dias contra 365,242199 dias segundo avaliagbes modernas);
calculo do angulo de inclinagdo da ecliptica (que atualmente é o circulo
(6rbita) descrito pela Terra em torno do Sol em um ano) com o plano do
equador terrestre. A trigonometria de Hiparco surge como uma “tabela de
cordas” em doze livros, obra que se perdeu com o tempo. Ai teria sido usado
pela primeira vez o circulo de 360°. (IEZZI, 2013, p. 36-37)

Hiparco, ao lado de Ptolomeu, €, sem duvida, um dos nomes mais ilustres dos
estudos antigos da trigonometria. E atribuida a ele, também, a divisdo do circulo em
360°. Advindos do estudo da Astronomia surgiram os conceitos de seno e
cosseno. A tangente supostamente surgiu da necessidade de se calcular alturas
el/ou distancias.

A obra matematica mais influente da antiguidade foi escrita pelo astronomo e
matematico Ptolomeu de Alexandria, a Syntaxis Mathematica, obra de 13 livros
relacionados a trigonometria. Ainda em terreno grego, Menelau de Alexandria

escreveu trés volumes destinados ao estudo da trigonometria, sendo o primeiro atido
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a ideia de tridngulos esféricos, o segundo € uma aplicagao da geometria esférica a
astronomia e o terceiro trata do Teorema de Menelau.

A palavra trigonometria significa medida das partes de um tridngulo. No se
sabe ao certo se o conceito da medida de angulo surgiu com os gregos ou se eles,
por contato com a civilizagao babilbnica, adotaram suas fragdes sexagesimais. Mas
os gregos fizeram um estudo sistematico das relagdes entre angulos - ou arcos -
numa circunferéncia e os comprimentos de suas cordas.

O primeiro aparecimento real do seno de um angulo se deu no trabalho dos
hindus. Aryabhata, por volta do ano 500, elaborou tabelas envolvendo metade de
cordas que agora realmente sdo tabelas de senos e usou jiva no lugar de seno. Esta
mesma tabela foi reproduzida no trabalho de Brahmagupta, em 628, e um método
detalhado para construir uma tabela de senos para qualquer angulo foi dado por
Bhaskara em 1150. Por seu turno, nos aponta Gelson lezzi:

Felizmente, porém, a obra de Hiparco foi preservada e ampliada de maneira
brilhante por Claudio Ptolomeu (séc. Il d.C.). Sobre a vida de Ptolomeu
praticamente o0 que se sabe é que fez observagbes astrondmicas em
Alexandria entre 127 e 151 d.C. Sua obra-prima é o Almagesto, um
compéndio de astronomia em treze livros, do qual ainda ha copias hoje em
dia. A teoria astrondmica apresentada por Ptolomeu nessa obra coloca no
centro do Universo a Terra, em torno da qual giram o Sol, a Lua e os cinco
planetas entdo conhecidos, segundo uma concepgéao que foi bastante, com
as adaptacdes devidas, utilizada para descrever o comportamento do
sistema solar por quatorze séculos. No livro primeiro do Almagesto, como
pré-requisito, ha uma tabela de cordas (talvez devida a Hiparco) dos
angulos de 0 a 180 graus, de meio em meio grau, considerando o didmetro
de um circulo formado de 120 unidades. Os resultados sédo apresentados
na base 60. [...] Essas cordas sao a origem da ideia atual de seno. (IEZZI,
2013, p. 37-38)

Durante algum tempo os matematicos arabes oscilaram entre o Almajesto e a
Trigonometria de jiva - de origem hindu - o conflito chegou ao final quando, entre 850
e 929, o matematico arabe al-Battani adotou a Trigonometria hindu, introduzindo uma
preciosa inovagao - o circulo de raio unitario - surgiu 0 nome da fungéo seno.

O nome seno vem do latim sinus que significa seio, volta, curva, cavidade.
Muitas pessoas acreditam que este nome se deve ao fato de o grafico da fungao
correspondente ser bastante sinuoso. Mas, na verdade, sinus € a tradugao latina da
palavra arabe jaib, que significa dobra, bolso ou prega de uma vestimenta que n&o
tem nada a ver com o conceito matematico de seno. Trata-se de uma tradugao

defeituosa que dura até hoje. Quando os autores europeus traduziram as palavras
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matematicas arabes em latim, eles traduziram jaib na palavra sinus. Em particular, o
uso de Fibonacci do termo sinus rectus arcus rapidamente encorajou o uso universal
de seno.

A palavra cosseno surgiu somente no século XVII, como sendo o seno do
complemento de um angulo. Os conceitos de seno e cosseno foram originados pelos
problemas relativos a Astronomia, enquanto que o conceito de tangente, ao que
parece, surgiu da necessidade de calcular alturas e distancias.

A funcao tangente era a antiga funcao sombra, que tinha idéias associadas a
sombras projetadas por uma vara colocada na horizontal. A variagdo na elevagéo do
Sol causava uma variagao no angulo que os raios solares formavam com a vara e,

portanto modificava o tamanho da sombra.

Figura 01 — Projecao do sol

sol

A
~ vara

- sombra

Fonte: Autor

Assim, a tangente e a cotangente vieram por um caminho diferente daquele
das cordas que geraram o seno. Foram conceitos desenvolvidos juntos e nao foram
primeiramente associados a angulos, sendo importantes para calcular o
comprimento da sombra que é produzida por um objeto. O comprimento das sombras
foi também de importancia no relogio de sol. Tales usou os comprimentos das
sombras para calcular as alturas das piramides através da semelhancga de triangulos.
A secante e a cossecante ndo foram usadas pelos antigos astrénomos ou
agrimensores. Estas surgiram quando os navegadores por volta do século XV

comegaram a preparar tabelas.
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Por fim, concluindo este capitulo e retomando a discussao de seu inicio, ja
diante do contexto histérico exposto anteriormente, é proposto o desenvolvimento de
atividades relacionadas a trigonometria, utilizando os apontamentos histéricos
matematicos, objetivando motivar e envolver os alunos com o conhecimento de
forma que néo torne a Matematica exaustiva e distante da realidade do aluno. Alias,
no que se refere ao uso da Histdria da Matematica como ferramenta de ensino,

D’Ambrdsio nos alerta:

Uma percepgao da histéria da matematica é essencial em qualquer
discussdo sobre a matematica e o seu ensino. Ter uma ideia, embora
imprecisa e incompleta, sobre por que e quando se resolveu levar o ensino
da matematica a importancia que tem hoje sdo elementos fundamentais
para se fazer qualquer proposta de inovagdo em educagdo matematica e
educagdo em geral. Isso é particularmente notado no que se refere a
conteudos. A maior parte dos programas consiste de coisas acabadas,
mortas e absolutamente fora do contexto moderno. Torna-se cada vez mais
dificil motivar os alunos para uma ciéncia cristalizada. Nao é sem razao que
a histéria vem aparecendo como um elemento motivador de grande
importancia. (D’AMBROSIO, 1997, p. 29)

Nesta toada, faz-se necessario planejar as aulas e, servindo-se como recurso
a Histdria da Matematica, diversificar efetivamente a maneira do processo de ensino
e aprendizagem da Trigonometria no Ensino Médio, destacando problemas
historicos, as contribuicdes dos estudiosos e abrindo discussao para despertar a
curiosidade do aluno, atribuindo significados e aplicagdes ao ensino, tornando a

aprendizagem da Matematica uma constru¢gdo humana.
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6. TRIGONOMETRIA

Neste capitulo serdo abordados conteudos de trigonometria no triangulo
retangulo e trigonometria na circunferéncia, tendo como referéncia DANTE (2010),
IEZZI (2014), IEZZI, (2013), MUNIZ NETO (2013) e PAIVA (2015) que serviram

como base para o desenvolvimento da parte tedrica da trigonometria.

6.1 Triangulo Retangulo

Dizemos que um tridngulo é retangulo quando um de seus angulos internos é reto.

Figura 02: tridngulo retdngulo

Fonte: Autor

Vamos usar as seguintes notacoes:

Lados: AB,BC e AC.

Angulos: BAC, CBAe ACB.

Medidas dos lados: a = medida do lado BC
b = medida do lado AC
¢ = medida do lado AB

Medidas dos angulos: A = medida de BAC

B = medida de CBA
¢ = medida de ACB

O lado 4B, oposto ao angulo reto, é chamado hipotenusa.
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Os lados BC e AC, adjacentes ao angulo reto, sdo chamados catetos do triangulo
ABC.

6.2 Razoes trigonomeétricas no tridngulo retangulo

Dado um angulo agudo B vamos marcar sobre um de seus lados os pontos A4;, 4,,

As, ... e vamos conduzir, por eles, as perpendiculares A,C;, A,C,, A;C5, ... (conforme

a figura a seguir).

Figura 03: Triangulos retdngulos semelhantes

Cs

\m
\m

Co

CH

As As A3 A2 A1
Fonte: Autor
Os tridngulos BA,C,, BA,C,, BA3(C5, etc. sdo todos semelhantes entre si. Entdo:
1°) Fixado o angulo B, o cateto oposto a B e a hipotenusa sdo diretamente
proporcionais.

A1Cy _ AxCy _ A3C3
BC;  BC,  BCs

2°) Fixado o angulo B, o cateto adjacente a B e a hipotenusa sdo diretamente

proporcionais.
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3°) Fixado o angulo B, os catetos oposto e adjacente a B s&o diretamente

proporcionais.

A1Cy _ AxCy _ AzC3
BA, BC,  BCs

Entdo, as relagdes acima nédo dependem dos tamanhos dos triangulos ABA,C;,

ABA,C,, ABA;C;, ... , mas dependem apenas do valor do angulo B.

Assim, considerando um triangulo retangulo e fixando um angulo agudo B, tem-se:

1) O seno de um angulo agudo € a razdo entre o cateto oposto e a

hipotenusa.

~ cateto oposto a B ~  A4C A,C AsC
SenB = - >SenB="2=22=23_
hipotenusa BCq BC, BC3

2) O cosseno de um angulo agudo é a razao entre o cateto adjacente e a

hipotenusa.

~ cateto adjacente a B ~  BA BA,  BCs
Cos B = - = Cos B=—"= = =...
hipotenusa BCq BC, BC3

3) Atangente de um angulo agudo € a razao entre o cateto oposto e o cateto

adjacente.

~ cateto oposto a B ~  AiC; A,C, AsC
TgB = :TgB=11=22_33

" cateto adjacente a B

BA; BC, BCs

6.3 Relagao fundamental da trigonometria

Seja o tridngulo retangulo ABC:

Figura 04: Triangulo retangulo

Fonte: Autor

o ~ b "
Em relagdo ao angulo B tem-se: Sen B = - b = c-Sen B;
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Cos B =%:»a=c-Cos]§
De acordo com o teorema de Pitagoras, tem-se a? + b? = c2. Ent&o:
A2 A2 2
(c-CosB) + (c-SenB) = ¢
(c?-Cos®?B+ c?-Sen?B =c*) =+ (c?)

Portanto, vem: Sen2B + Cos?B =1

. . senB
Consideremos a razao —
cos B
b
senB c _ _b_ B
cosB &~ e 19
C
i . senB
Istoé:Tg B = —,
cosB

A soma dos angulos do triangulo ABC é 180°. Dai tem-se:
A+B+(C=180°e =90"= A+ B =90, logo A e B sdo complementares.

Portanto:

~ b ~
1) Sen B =;eC05A=

ol

2)Cos§=%eSen/T=

alQ

O seno de um angulo € igual ao cosseno do seu complemento e vice-versa.

6.4 Razo6es trigonométricas especiais

Os angulos de 30°, 45° e 60° pela frequéncia de aparecerem em exercicios de
trigonometria no tridngulo retangulo sdo chamados de angulos notaveis. Para

obtencao das razdes trigonométricas desses angulos vamos utilizar:

1) Um tridngulo retangulo isdsceles, com catetos medindo | e angulos A = 90°, B e

~

C =45".



Figura 05: tridngulo reténgulo isosceles

Fonte: Autor

Usando o teorema de

da hipotenusa BC

Entao:
~ l

Sen B =—=£=>Sen45° -

W2 2 2

PO N . V2

Cos B _ﬁ_?=>COS45 =
~ 1

TgB=T= 1=>Tg45° =1

2) Um triangulo ABC equilatero de lado I e angulos A = B = € = 60".

B

Pitagoras,

C

vamos

=1

(ﬁ)z =12+]2

(BCY = 212

V2

encontrar

34

medida

Seja BM a mediana relativa ao lado AC. Da geometria plana sabemos que, no

triangulo equilatero, BM é mediana, altura e bissetriz.
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Figura 06: Tridngulo equilatero

60°

Fonte: Autor

-

o

Portanto, no AMBC, tem-se: Os angulos M = 90°, C = 60°, B =30° e os lados

— I3 in o —
BM = T\/_ (altura do triangulo equilatero), CM =

eBC =1.

N | =

Entao
W3
. B - 1
SenC=:=i=£-—=£=>Sen60°=£
c 1 2 1 2 2
cM z l 1
CosC=—=%2==--= = =(Cos60°==
c 1 2 2
W3
~_BM_ 5 W3z _ "=
Tgl === =3 l—\/§ = Tg 60° =3
™M : l 1
SenB=—=%=---= - =2 Sen30°=-
BC | 2 2
3
M - W3 1 3
CosB="M o2 W5 1 V8 o302
BC 1 2 1 2 2
l
_M_3 1.2z _1_¥ ]
TgB—B_—l_3—2 AR =>Tg30" = 3

Essas razbes trigopnométricas podem ser colocadas numa tabela de dupla entrada

de angulos notaveis:
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Figura 07: Tabela das razdes trigonomeétricas dos arcos notaveis

Angulo

Razao 30° 45° 60°
Seno 1 2 \3
2 2 2

Cosseno 3 \2 1

2 2 2

Tangente V3 1 V3

3

Fonte: Autor

6.5 Medidas de arcos

Os arcos de uma circunferéncia podem ser medidos em Grau ou Radiano.

1) Grau (simbolo °) € um arco unitério igual a 360 da circunferéncia que contém o

arco a ser medido.

Considerando uma circunferéncia de centro O, verificamos que AOB é um angulo

central e AB é um arco correspondente ao angulo central AOB.

Figura 08: Angulo central e arco de uma circunferéncia

Fonte: Autor

AOB angulo central

AB arco subtendido por AOB.
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A medida (em graus) do angulo central é igual a medida de um arco da circunferéncia

correspondente, ou seja, AOB = AB

2) Radiano (simbolo rad) € um arco unitario cujo comprimento é igual ao raio da

circunferéncia que contém o arco a ser medido.

Figura 09: Radiano

Fonte: Autor

6.6 Relacao entre o grau e o radiano

Uma circunferéncia completa mede 360° e tem comprimento 2rr. Entdo, fazendo
uma regra de trés diretamente proporcional, usando um arco de comprimento r

(comprimento do raio) tem-se:

1r 1rad

2mr a

a-r=2nr-1rad
a = 2nrad

Logo: 360° = 2w rad ou 180° = w rad.

6.7 Ciclo trigonométrico

Consideremos uma circunferéncia de centro O raio unitario (r = 1) localizada no

sistema cartesiano ortogonal xOy.
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Figura 10: Ciclo de raio unitario

Fonte: Autor

Esta figura acima, em conjunto com as regras a seguir, € chamada ciclo ou

circunferéncia trigonométrica.

Regras:

[) O ponto A (1, 0) é a origem de todos os arcos a serem medidos, ou seja, a origem
do ciclo.

II) Se um arco for medido no sentido anti- horario, entdo a medida desse arco sera

positiva.

[I1) Se um arco for medido no sentido horéario, entdo a medida desse arco sera

negativa.

IV) Os eixos coordenados dividem o ciclo em quatro regides denominadas de
quadrantes; esses quadrantes sdo contados no sentido anti-horario a partir do ponto
A(1,0).
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Figura 11: Ciclo trigonométrico

y

B

\ Ser
A A

X

Sentido
negativo

Fonte: Autor

A cada ponto P do ciclo trigonométrico, o arco AP sera medido em graus ou radianos.

Vamos agora associar a cada numero real x, com 0 < x < 2w, um unico ponto P do

ciclo, tal que P é a imagem de x no ciclo. Assim, tem-se:

Figura 12: Circunferéncia trigonométrica no sentido positivo.

A éaimagemde0 B € a imagem de %
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L e 3
A’ éaimagemdern B’ € a imagem de ?n
B
A A
BI

Fonte: Autor

Vamos agora associar a cada numero real x, com =27 < x < 0, um unico ponto P

do ciclo, tal que P € a imagem de x no ciclo. Assim, tem-se:

Figura 13: Circunferéncia trigonométrica no sentido negativo.

A é aimagemde 0 B’ é aimagem de — 3?71
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A’ é aimagemde -1 B € aimagem de — %
3 B
A A A A
B B'

Fonte: Autor
6.8 Razoes trigonométricas na circunferéncia

Neste trabalho iremos estudar trés razdes trigonométricas: seno, cosseno e

tangente.

Consideremos um ciclo trigonométrico de origem A e raio 04, em que OA=1 e

vamos associar trés eixos:
1) eixo dos cossenos (eixo x), com diregdo 0A e sentido positivo 0 — A.

2) eixo dos senos (eixo y), com diregéo OB e sentido positivo 0 — B, sendo B tal que

—

B =

o

NE

3) eixo das tangentes (eixo t) tem direcdo paralelo a y por A e sentido positivo o

mesmo dey.
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Figura 14: Seno, Cosseno e Tangente do Ciclo Trigonométrico.

154

Fonte: Autor.
Seno

Seja P um ponto da circunferéncia trigopnométrica, imagem de um numero real a,
0 < a < 2m; como vimos, P corresponde a extremidade final do arco AP, de medida

a radianos.

Figura 15: Seno de um arco do 1° quadrante.

Fonte: Autor
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Definimos o seno de a como a ordenada do ponto P:

Sen ¢ = ordenada de P

Observe que, projetando ortogonalmente o ponto P sobre o eixo vertical, obtem-se

P’. Considerando a orientagao do eixo vertical (para cima) e tomando o segmento

OP', é possivel calcular o numero real (positivo, negativo ou nulo) correspondente a
diferenca, nesta ordem, entre os valores da ordenada da “extremidade” (P") e da

“origem” (0) desse segmento. A essa diferenca damos o nome de medida algébrica

do segmento OP'. Assim podemos escrever:
Sen a = OP' ou Sen AP = OP’

Dai, podemos chamar o eixo vertical como eixo dos senos como haviamos citado

mais acima.

Observe na figura 15 e a definicdo a seguir, que faz parte do estudo de trigonometria

do tridngulo retangulo para determinar o seno no ciclo:

medida do cateto oposto a a T
Sena = - - 0<a < =
medida da hipotenusa 2

Tracando o segmento PP” // OP', temos no A OPP”:

s

A P . N
Sen AOP = sena = or - 1 - PP” = OP’, pois OP’PP” é um retangulo.

O mesmo procedimento € utilizado quando P ocupa posicdes nos demais
quadrantes. Considerando a orientacao “para cima” do eixo dos senos, observemos
o sinal de um numero real @ em cada quadrante, a medida que varia a posicao de P

(P € aimagem de a).



2° Quadrante

Figura 16: Seno de um arco do 2° quadrante.

Fonte: Autor

OrdenadadeP > 0 = sena > 0

3° Quadrante

Figura 17: Seno de um arco do 3° quadrante.

Fonte: Autor

Ordenadade P < 0 = sena < 0

44
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4° Quadrante

Figura 18: Seno de um arco do 4° quadrante.

05

Fonte: Autor

OrdenadadeP < 0 = sena < 0

Sendo o raio do ciclo trigonométrico igual a 1, temos que, para todo a € [0, 2x],
—1<sena < 1;uma vez que o segmento OP’ & interno ao ciclo, qualquer que seja

a posicao assumida por P.

Cosseno

Seja P um ponto da circunferéncia trigopnométrica, imagem de um numero real «a,

0 <a < 2m.

Definimos o cosseno de a como a abscissa do ponto P:

cos ¢ = abscissa de P
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Figura 19: Cosseno de um arco do 1° quadrante.

Fonte: Autor

Observe que, projetando ortogonalmente o ponto P sobre o eixo horizontal, obtem-
se P’. Observe que a medida algébrica do segmento OP’, considerando a orientagéo

do eixo, damos o nome de Cos a. Observe que a medida do segmento OP' é dada

pela diferenca, nesta ordem, entre as abscissas da extremidade P’ e da origem 0.
cosa = OP' ou cos AP = OP'

Dai, podemos chamar o eixo horizontal como eixo dos cossenos como haviamos

citado mais acima.

Observe na figura 19 e a definigdo a seguir, que faz parte do estudo de trigonometria

do tridngulo retangulo que determina o cosseno no ciclo:

medida do cateto adjacente a a T
cos a = - - <a < =
medida da hipotenusa 2

O mesmo procedimento ¢é utilizado quando P ocupa posi¢géo nos demais quadrantes.
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2° Quadrante

Figura 20: Cosseno de um arco do 2° quadrante.

Fonte: Autor

AbscissadeP < 0 @ cosa < 0

3° Quadrante

Figura 21: Cosseno de um arco do 3° quadrante.

Fonte: Autor

AbscissadeP < 0 @ cosa < 0
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4° Quadrante

Figura 22: Cosseno de um arco do 4° quadrante.

Fonte: Autor

AbscissadeP >0 = cosa > 0

A exemplo do seno, o cosseno de um arco qualquer, no ciclo trigonométrico esta no

intervalode—1a1,istoé, —1<cosa < 1.

TANGENTE

Para estabelecer a tangente de um numero real a, vamos acrescentar ao ciclo
trigonométrico um terceiro eixo, tangente ao ciclo no ponto A(1,0), origem de todos
os arcos. O ponto A é a origem do eixo denominado eixo das tangentes, e sua

orientagdo (para cima) coincide com o eixo dos senos.

Unindo-se o centro 0 a extremidade P (P # Be P # B’) de um arco de medida a

em radianos (P € imagem do numero real «) construimos a reta OP, que intercepta

0 eixo das tangentes no ponto T.
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Figura 23: Tangente de um arco do 1° quadrante.

Fonte: Autor

Por defini¢do, a medida algébrica do segmento AT é a tangente do arco de a rad

(ou tangente do numero real a). Indicamos: tg a = AT.

Considerando a orientagéo do eixo das tangentes, temos, para P pertencente ao
primeiro quadrante tg a > 0, no segundo quadrante tg a < 0, no terceiro quadrante

tg a > 0 e no quarto quadrante tg @ < 0.

2° Quadrante

Figura 24: Tangente de um arco do 2° quadrante.

Fonte: Autor

T estd abaixode A = tga < 0



3° Quadrante

Figura 25: Tangente de um arco do 3° quadrante.

Fonte: Autor

T estaacimade A = tga > 0

4° Quadrante

Figura 26: Tangente de um arco do 4° quadrante.

05

Fonte: Autor

T esta abaixode A = tga < 0

50
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T 3w . —
Sea= Sea=—0 ponto P pertence ao eixo dos senos, e a reta OP é paralela ao

eixo das tangentes. Nesse caso, ndo se define a tangente de tg % etg %ﬂ
Sea = 0oua=moua = 2m, areta OP intercepta o eixo das tangentes em sua
origem A. Assim AT = 0etg0 = 0,tgmr = 0Oetg2rm = 0.

Vamos estabelecer uma relagdo entre seno, cosseno e tangente.
. . T 3
Seja a um numeroreal,com 0 < a < 2m, a;ﬁ;ea;&?.

Vamos supor que a seja distinto de 0, = e 2z. O numero real « tem imagem em P,

extremidade do arco a rad.

Na figura abaixo, temos:

Figura 27: Relagado entre Seno, Cosseno e Tangente.

= — ]
.-'"'.- H‘"‘H.__ /
/ g - cof Tye G .\_P
/ . g e
If."lll{ E=Tall- 4 \.
| < :
JI. —_— i
[ 5 cos & P A
"-.\ ;.r"
\\ //
~ -
Fonte: Autor
OP’ = cos «a, AT = tga

OP” = PP’ = sena e OP = 1 (raio).

Os triangulos OP’P e OAT s&o semelhantes, pois possuem em comum, além do
angulo reto, também o éangulo de medida a«. Podemos, entédo, estabelecer a

proporgao:
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opPr PP cosa sen«a sena
= >tga=
OA AT 1 tg a cosa

Se o ponto P pertence ao 2° 3° ou 4° quadrantes, chega-se a mesma relacgéao,

usando procedimento analogo.

sena
cosa

eSea = {0,m,2n},temos que tga = 0, sena = 0 ecosa # 0;dai tga =

= 0.
4 3m .
eSea= - Oua=—-,ndo se define a tangente.

sen«a

T 3w "
Desse modo, sea ER, 0 < a < 2m, a # Sea*—, vale arelagdo tg a = o

6.9 Fungao seno
Seja x um numero real, P sua imagem no ciclo trigopnométrico e P; a ordenada de P.

Denominamos de fungao seno a funcéo f: R - R que associa a cada numero real

x onumero real OP; = senx, isto €, f(x) = senx.

Note que f associa a cada numero real x a ordenada do ponto correspondente a sua

imagem no ciclo.

* O sinal da fungéo f dada por f(x) = sen x € positivo quando x pertence ao 1° e 2°

quadrantes; e é negativo quando x pertence ao 3° e 4° quadrantes.

* No 1° quadrante, a fungao f € crescente, pois a medida que x aumenta, os valores
de sen x aumentam de 0 até 1; no 2° e 3° quadrantes, f € decrescente: a medida
que x aumenta os valores de f diminuem de 1 (valor maximo) até — 1 (valor minimo);

no 4° quadrante, a fungao cresce novamente e seus valores aumentam de — 1 a 0.
* A fungao seno é periddica e seu periodo é 2m.

* O dominio e o contradominio de f sado iguais a R. No entanto, o conjunto imagem

da fungdo seno € o intervalo real [- 1,1], poisV X € R, temos que: - 1 <senx < 1.
* f € uma fungdo impar, pois V x € R,sen (- x) =- sen x.

* O gréfico de f, dado por f(x) = sen x, recebe o nome senoide.
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Figura 28: Grafico da fungéo Seno.

4
/\ P senoide /

=
w
2
o
.
5

/21T -z - -ni2 w2

=

-2

Fonte: Autor

6.10 Fungao cosseno

Seja x um numero real, P sua imagem no ciclo trigonométrico e seja P, a abscissa
de P.

Denominamos de fungao cosseno a fungao f: R — R que associa a cada numero

real x o numero real OP, = cos x, isto é, f(x) = cos x.

Note que f associa a cada numero real x a abscissa do ponto correspondente a sua

imagem no ciclo.

* O sinal da fungéo f dada por f(x) = cos x é positivo quando x pertence ao 1° e 4°

quadrantes; e é negativo quando x pertence ao 2° e 3° quadrantes.

* No 1° e 2° quadrantes, a funcao f é decrescente, pois a medida que x aumenta, os
valores de cos x diminuem de 1 até — 1; no 3° e 4° quadrantes, f é crescente: a

medida que x aumenta os valores de f aumentam de 1 até — 1;
* A fungao cosseno é periddica e seu periodo é 2m.

* O dominio e o contradominio de f sado iguais a R. No entanto, o conjunto imagem
da funcdo cosseno € o intervalo real [- 1,1], pois V x € R, temos que:

-1 <cosx< 1.
* f € uma fungao par, pois V x € R, cos (- x) = cos x.

* O gréfico de f, dado por f(x) = cos x, recebe o nome cossenoide.
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Figura 29: Grafico da fungédo Cosseno.

’\ / \ e /\

T _awv; 2 U Tr vl | [
-1

Fonte: Autor

PERIODO DAS FUNGCOES SENO E COSSENO

Obtem-se o periodo dafungdoy = a + b - sen (mx + q) oudafungédoy = a +
b - cos (mx + q),emque {a,b,m,q} € R,comb # 0em # 0, fazendo a medida
(mx + q) assumir todos os valores reais associados a uma volta completa da
circunferéncia trigonométrica. Por exemplo, quando essa medida assume os valores

de 0 a 2w, temos:

0<mx+q<2mn=>0-q<mx <2m-gq.

()Sem > 0:

2_
—g<mx <2m-q -+ <x <™
m m

O periodo p da funcao é diferenca entre o maior e o menor valor obtidos para X,

nessa ordem, isto é:

() Sem < 0:

2_
—g<mx <2m-q -+ >x >4
m m

Calculando o periodo p:
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Por (1) e (Il), concluimos que:

6.11 Fungao tangente

Sejam x € R, P sua imagem no ciclo trigonométrico e T o ponto em que a reta opP

intercepta o eixo das tangentes.

Consideremos D = {x € R,x # ~+km,k € Z}.

Denominamos fungéo tangente a fungdo f: D — R que associa cada numero x € D

o numero real AT = tg x;istoé, f(x) = tg x.

Observemos que:

- O dominio de f é {x € R.x # ~+kmk € Z}, pois quando x = =+ km, com k
inteiro, a imagem de x € B ou B’ e a reta OP & paralela ao eixo das tangentes. Desse

modo, n&o definimos tg x, se x = =+ k.

» O conjunto imagem de f € R, pois, para todo y € R, existe, o ponto T tal que AT =
y. Areta OT intercepta o ciclo em dois pontos distintos, imagens dos numeros reais

x taisquetgx = y.
* A fungao f definida por f(x) = tg x € sempre crescente.

* O sinal da fungao tangente é positivo no 1° e 3° quadrantes e é negativo no 2° e 4°

quadrantes.

« A funcao tangente é periddica e seu periodo é . De fato, sendo x e Re k € Z, os
numeros x € x + km tém imagens coincidentes, ou diametralmente opostas, na

circunferéncia trigonométrica e desse modo:
tgx = tg(x + km); k€ Z

* Paratodo x € D, tg (—x) = — tg x, a fungdo tangente é uma fungéo impar.
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Considerando as observagoes anteriores, construimos o grafico da fungao tangente,

que recebe o nome de tangentoide.

Figura 30: Grafico da fungdo Tangente.

tangentoide

-

/21T —3mi2 -1 -T2 w2 i1 Iz 21T

Fonte: Autor

PERIODO DA FUNGCAO TANGENTE

Obtemos o periodo da fungdoy = a + b - tg (mx + q), em que {a,b,m,q} C R,
comb # 0 em # 0, fazendo a medida (mx + q) assumir todos os valores reais

associados a meia-volta completa da circunferéncia trigpnométrica. Por exemplo,

. . mT T
quando essa medida assume os valores no intervalo ]— 5’5[’ temos:

7T< + <T[=> z < <7T
——-< mx - —-—= - mx < -
2 1 2 2 1 2 1

()Sem > 0:
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m/2-q

—1/2 -
m

T T
_E_q < mx <E_q:>

O periodo p da funcéo é a diferenga entre 0 maior e o0 menor extremo do intervalo

acima, nessa ordem:

p =n/2—q_(—rr/2—q)

T
m m m

(1) Sem < 0:

T -/2 - /2 -
T g <mx<logoT2d, T2
2 2 m

Calculando o periodo p:

_—n/z—q_(n/z—q) T

m m m

Por (1) e (Il), concluimos que:
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7.0 USO DO GEOGEBRA

Neste capitulo apresenta-se o0 modo de exploragdo do software Geogebra
como ferramenta de ensino e conceitos envolvidos de trigonometria no triangulo
retangulo e trigopnometria na circunferéncia.

Primeiramente instala-se o software Geogebra que pode ser feita no site

http://lwww.geogebra.org/cms/pt BR/.

Apos o download escolhe-se em qual sistema operacional 0 mesmo sera
instalado.

Acessa-se 0 programa e encontra-se a tela indicada abaixo:

Figura 31: Tela principal do Geogebra.

Medicbes

. .
£, <

Retas -

Fonte: Autor

No software de geometria dindmica Geogebra encontram-se as ferramentas,
folha de calculo, plano cartesiano, malha e todas as configuragdes necessarias que

servirdo para construgao dos conteudos planejados.

7.1 USO DO GEOGEBRA NO TRIANGULO RETANGULO

- Desmarque a opcéao eixos;

- Na barra de ferramentas clique em semirretas e crie duas semirretas de mesma

origem;
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Figura 32: Construgao do triangulo retangulo no Geogebra parte - I.

Otimizacdo Raizes
C
Retas
Fe e ¥
Segmento Segmento Reta
com
s £ X E
Vetor Vetor a Parfir Reta Polarou  Caminho
de umPonto  Diametral Poligonal
i
Reta de
Regressao -e‘ ‘B
L &
Circulos
(o
@ © @
Circulo dados Circulo dados Compasso  Semicirculo S
Centro e Um Centfro & Raio

Fonte: Autor

- Na barra de ferramentas clique em retas perpendiculares e clique em dois pontos

da semirreta inferior;

Figura 33: Construcao do triangulo retangulo no Geogebra. Parte - |l

= B & < B £
=

Ferramentas Basicas

L A - o~
Mover Ponto Segmento Reta
8
SO /
Poligone  Circulo dados
Centro e Um
Editar

® u
L AR [ ]
Selecionar Exibir Exibir Apagar
Objetos Esconder Esconder
A
& 4 A D E B
L g @
Mover Janela Copiar Estilo
de Visual
Construcoes

. 3 —
. P Py =
Ponto Médi Reta Mediatriz  Reta Paralela
ou Centro § Perpendicular
-

Fonte: Autor

- Na barra de ferramentas clique em ponto e marque a interseccgao das retas

perpendiculares com a reta superior;
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Figura 34: Construgao do triangulo retangulo no Geogebra. Parte - Il
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E;

A
4 & D E =B
Mover Janela Copiar Estilo
de Visual
Construcdes
. A - ==
Ponto Médio Reta Mediatriz ~ Reta Paralela

Fonte: Autor

- Na barra de ferramentas clique em segmento de reta e clique nos pontos D e F
para formar o segmento DF e nos pontos E e G para formar o segmento EG.

- Na barra de ferramentas clique em mover e clique em cada reta perpendicular

com o botao direito para desmarcar o objeto, assim ficara apenas o segmento.

Figura 35: Construgao do tridangulo retangulo no Geogebra. Parte - IV

Segmento

b (O]
Poligono  Circulo dados
Centro e Um
Editar
poa e i
Selecionar Exibir Exibir Apagar
Objetos Esconder Esconder
MoverJanela Copiar Estilo
de Visual
Constructes
o< -
Pontn Médin Rata Madiatriz  Rata Paralala

Fonte: Autor

- Na barra de ferramentas clique angulo e em seguida clique nos pontos B, A e C.

Caso, seja maior que 180° faga C, A e B ou entéo escolha o tipo de angulo.
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Figura 36: Construgao do triangulo retangulo no Geogebra. Parte - V

Ferramentas Basicas
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Fonte: Autor

- Na barra de ferramentas clique em distancia e comprimento e clique nos vértices
dos segmentos que queira medir, nesse caso, sdo os segmentos: EG, DF, AE, AD,
AF e AG.

Figura 37: Construg¢ao do triangulo retangulo no Geogebra. Parte VI

& B - ~

Mover Ponto Segmento Reta
B ©
Poligono  Circulo dados
Centro @ Um
Editar
. m
L AA [ ]
Selecionar Exibir Exibir Apagar
Objetos Esconder  Esconder
R ] °
& \ g @ @
Mover Janela Copiar Estilo AD=32 D E
de Visual
w AE=49
Construcbes
\» .

Fonte: Autor

- Na barra de ferramentas clique mover para deslocar a medida do segmento ou do

angulo se desejar;
Vamos agora fazer algumas razdes entre os lados dos tridngulos:

- Na barra de ferramentas clique texto e clique em algum lugar da tela;
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Figura 38: Edigcao de textos no Geogebra.

Texto

B I Serf FérmulaLaTeX

Avancado
«

OK CANCELAR

Fonte: Autor

- Clique em formula Latex e em seguida fragdes;

- Substitua o numerador “a” pelo segmento EG clicando no segmento, em seguida
cligue aonde apareceu TEXTO EG e retire a palavra texto, fazendo o mesmo para
o denominador “b” substituindo pelo segmento AG. Para obter o resultado digite
igual e novamente clique no segmento EG, retirando a palavra texto e ainda dentro
da caixinha digite /AG e depois OK.

z

- Faca o mesmo para razao entre DF/AF e note que os resultados sao iguais. E
importante comentar com o aluno que os resultados sao iguais ja que os tridngulos

sao semelhantes.

Figura 39: Razdes entre os lados do triangulo no Geogebra. Parte - |

Fonte: Autor
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- Encontre as demais razdes AE/AG. AD/AF, EG/AE e DF/AD seguindo as

orientagdes acima.

Figura 40: Razbes entre os lados do tridngulo no Geogebra. Parte - Il

Fonte: Autor

Por exemplo, na barra de ferramentas cligue em mover e deslizando o ponto D ou
E as medidas dos tridangulos mudam, mas as razées nao mudam, dai é importante

falar sobre as razbes trigonométricas seno, cosseno e tangente.

Figura 41: Razbes entre os lados do triangulo no Geogebra. Parte - Il

Fonte: Autor

Um outro exemplo € se clicarmos no ponto C e mover a semirreta AC, muda o

angulo, mas as razdes continuam iguais entre si.
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Figura 42: Razdes entre os lados do triangulo no Geogebra. Parte - IV

Fonte: Autor
Vamos editar o nome das razdes.

- Na barra de ferramentas clique em texto, digite sen (a) =, clique em angulo a e
dentro da caixinha escreva sem, abra parénteses e feche em a. Assim vale para

cosseno e tangente.

Figura 43: Edicao das razbes trigonométricas

Texto
B T serf FérmulalaTex

Sen( a )= sen(a)

sen(a)

Avancado

OK CANCELAR

Fonte: Autor

Assim temos as razdes com seus respectivos nomes.
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Figura 44: Razdes trigonométricas no Geogebra.

. 2.7 .
- — =0 ——==1
3.8 3.8 07 2.7
EG=52
Sen(45°)=0.7 Cos(45%)=0.7 Tan(45%) =1

Fonte: Autor

- Vale ainda ressaltar para os alunos que movendo o ponto C o cosseno pode
aumentar e o seno diminuir, ou vice-versa. Assim também a comparacao podera

ser feita com a tangente.

7.2. USO DO GEOGEBRA NO CICLO TRIGONOMETRICO

- Construa um circulo trigonométrico clicando na barra de ferramentas no icone
circulo dado centro e raio, clicando na origem do plano cartesiano e dando a

medida do raio de 1 unidade;
- Retire os rétulos do circulo, se achar conveniente;

- Clicando com o botao direito em cada eixo do plano cartesiano, coloque a medida
de 1 unidade para sair os valores decimais;

- Na barra de ferramentas clique em ponto e insira um ponto P na circunferéncia;

- Na barra de ferramentas clique em segmento de reta e trace um segmento OP

(raio do ciclo);

- Na barra de ferramentas clique em angulo e determine o angulo AOP, se

necessario, mude o intervalo do angulo;

- Na barra de ferramentas clique em arco e trace o arco OAP e destaque-o

aumentando a largura;
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Figura 45: Arco da circunferéncia trigonométrica no Geogebra.
& | Y ; x

Ferramentas Basicas

& o

Mover

Editar
40° A

=10

Construcdes

Fonte: Autor

SENO NO CICLO TRIGONOMETRICO

- Na barra de ferramentas clique em reta perpendicular trace uma reta

perpendicular ao eixo Oy que que passe pelo ponto P;

- Na barra de ferramentas clique em ponto e determine o ponto P’ de intersec¢ao

da reta perpendicular com o eixo Oy;
- Na barra de ferramentas clique em segmento e trace os segmentos OP’ e PP’;

- Com o botao direito clique: na reta perpendicular e desmarque a opgao exibir
objeto, no segmento OP’ e realce aumentando a largura e mudando de cor se

achar conveniente, e no segmento PP’ mude para tracejado.

- Na barra de ferramentas clique em texto para identificar o valor do seno do angulo

digitando sen (a) = y(P’)



Figura 46: Seno do 1° quadrante no Geogebra.
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Fonte: Autor
Figura 47: Seno do 2° quadrante no Geogebra.
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Fonte: Autor



Figura 48: Seno do 3° quadrante no Geogebra.
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Fonte: Autor
Figura 49: Seno do 4° quadrante no Geogebra.
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Fonte: Autor

COSSENO NO CICLO TRIGONOMETRICO

- Na barra de ferramentas clique em reta perpendicular trace uma reta

perpendicular ao eixo Ox que que passe pelo ponto P;

- Na barra de ferramentas clique em ponto e determine o ponto P” de interseccao

da reta perpendicular com o eixo Ox;

- Na barra de ferramentas clique em segmento e trace os segmentos OP” e PP”;



- Com o botao direito clique: na reta perpendicular e desmarque a opg¢ao exibir
objeto, no segmento OP” e realce aumentando a largura e mudando de cor se

achar conveniente, e no segmento PP” mude para tracejado.

- Na barra de ferramentas clique em texto para identificar o valor do seno do angulo

digitando cos (a) = x(P’)

Figura 50: Cosseno do 1° quadrante no Geogebra.
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Fonte: Autor

Figura 51: Cosseno do 2° quadrante no Geogebra.
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Fonte: Autor
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Figura 52: Cosseno do 3° quadrante no Geogebra.
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Fonte: Autor

Figura 53: Cosseno do 4° quadrante no Geogebra.
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Fonte: Autor

TANGENTE NO CICLO TRIGONOMETRICO

- Na barra de ferramentas clique em reta perpendicular trace uma reta

perpendicular ao eixo Ox que passe pelo ponto A;

- Na barra de ferramentas clique em reta e determine a reta que passa pelo ponto

O e pelo ponto P;

- Na barra de ferramentas clique em ponto e determine o ponto T de intersecgéo da
reta perpendicular e a reta OP;
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- Na barra de ferramentas clique em segmento e determine o segmento AT

aumentando sua largura e mudando a cor se achar conveniente;

- Na barra de ferramentas clique em texto para identificar o valor da tangente do

angulo digitando tan (a) = y(T).

Figura 54: Tangente do 1° quadrante no Geogebra.
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Figura 55: Tangente do 2° quadrante no Geogebra.
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Figura 56: Tangente do 3° quadrante no Geogebra.
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Fonte: Autor

Figura 57: Tangente do 4° quadrante no Geogebra.
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Fonte: Autor

Possivel fazer-se, ainda, todas as fungdes em um mesmo ciclo executando-se,
para isso, todas as etapas acima e trabalhando-se com as trés funcoes

simultaneamente, deslizando-se, neste caso, o ponto P.
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Figura 58: Seno, Cosseno e Tangente na circunferéncia no Geogebra.
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Conclusao

Neste trabalho, apresentou-se o uso do software de geometria dindmica
Geogebra para contribuir no processo ensino e aprendizagem dos conteudos de
Trigonometria do 2° ano do Ensino Médio. Aimeja-se que isso possa ser feito, com a
aplicacao da apresentagéao tedrica do conteido como mostrou-se ou da maneira que

for mais oportuno.

O uso dos recursos computacionais como metodologia ativa no ensino da
Matematica é imprescindivel. Ainda mais que, no momento em que estamos, ano de
2020 e 2021, vivendo com educacao remota devido a pandemia da Covid 19, nos
obriga ainda mais utilizar de recursos metodolégicos como plataformas digitais, aulas

online, video-aulas e etc.

E por conta do ensino a distancia, ha a necessidade da tecnologia de repassar
o conteudo com clareza. Esse software é de extrema importancia, pois o aluno tem
um melhor entendimento do conteudo, pode praticar da sua prépria casa e para o
professor fica bem mais prazeroso quando o aluno da um feedback do que esta

sendo estudado com a realidade em que o aluno esta inserido.

Ao apresentar e recomendar o uso do Geogebra tem-se uma contribuigdo no
trabalho do professor uma ferramenta muito rica para apresentar suas aulas e para

os alunos uma atividade mais agradavel para seu aprendizado.
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