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Resumo

Neste trabalho, apresenta-se o desenvolvimento do filtro o-f para medicéo indireta em
sistemas dindmicos de 12 ordem a partir das equacGes conhecidas do filtro a-f aplicados a
sistemas com um integrador puro. Os principais parametros de projeto do filtro analisado s&o:
o fator de reducdo de variancia do ruido de medicdo e o erro total de transitorio para uma
entrada do tipo degrau. Além disso, apresenta-se o desenvolvimento das equacfes para o
calculo de um filtro criticamente amortecido. Como exemplo de aplicacdo, utiliza-se 0s
conceitos desenvolvidos para o projeto de um filtro «-f para medicéo indireta da taxa de
consumo de oxigénio em sistemas de tratamento de esgotos de lodo ativado em uma
configuracdo de realimentagdo da concentracdo de oxigénio dissolvido, o qual pode ser
considerado um sistema de 1% ordem. Simulacfes e compara¢Ges com outros métodos sao
apresentadas de forma a ilustrar a formulag&o proposta.

Palavras Chaves: filtro alfa-beta, rastreamento, medicdo indireta, taxa de consumo de

oxigénio, lodo ativado, realimentacéo.
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Abstract

We present in this work the development of an o-/ filter for indirect measurement in
1st order dynamic systems, derived from the known equations for the o/ filter applied to
systems with a pure integer. The main a-f filter design parameters analyzed are: the variance
reduction factor of the measurement noise and the total transient error for a step input.
Further, we present the development of the equations for the calculation of a critically
dumped filter. As example of application, we use the concepts developed for the design of an
a-p filter for the indirect measurement of the oxygen up-take rate in activated sludge systems
in a dissolved oxygen feedback configuration, which can be viewed as a 1st order system.
Simulations and comparisons with other methods are carried out in order to illustrate the
proposed formulations.

Keywords: alfa-beta filter tracking, indirect measurement, oxygen up-take rate,

activated sludge, feedback.
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Capitulo 1

Introducéo

Em sistemas de medicdo indireta, a grandeza de interesse (principal) ndo esta
disponivel diretamente para medicdo, mas, neste caso, ela pode ser estimada a partir de outra
grandeza (secundaria) que pode ser medida de forma direta. A relacdo entre a grandeza de
interesse e a grandeza secundaria ¢é definida pelo meio de medicéo.

Nos sistemas dindmicos, a medicdo indireta de grandezas pode causar problemas de
degradacdo na qualidade da medicdo. As constantes de tempo de alguns sistemas pode ser
grande levando a um tempo de resposta longo, e também, a utilizacdo de equacgdes de
diferencas finitas dos valores da grandeza secundaria pode levar a resultados de estimacéao
mal-condicionados.

Problemas de ruido na estimacdo podem ser minimizados utilizando filtragem e os
problemas relativos a constante de tempo do meio de medi¢do podem ser melhorados se for
possivel fazer realimentacdo da grandeza secundaria [2].

O filtro - tem sido bastante utilizado para rastreamento de alvos utilizando um radar
para estimacgdo da velocidade e da posigdo. O filtro - é um filtro unidimensional que €
baseado na suposicdo que o alvo tem uma velocidade constante mais um ruido branco de
media zero na dimensdo a ser filtrada. Dada esta suposi¢do, os ganhos do filtro o-f séo
escolhidos para minimizar o erro médio quadratico na posi¢éo e na velocidade [2].

A grande maioria da literatura diz respeito a aplicagdes dos filtros «o-f para

rastreamento de aeronaves [3, 6, 11, 16]. O sistema velocidade-posi¢do de uma aeronave é o



de um integrador simples, ou seja, a posi¢do é a integral da velocidade. Entretanto, ndo se
encontram na literatura aplicacdes desse tipo de filtro para sistemas dindmicos de primeira
ordem (ou ordem superior)

Neste trabalho, verifica-se a utilizacdo de filtros «-f para sistemas dindmicos de
primeira ordem, ou seja, com uma constante de tempo. Como exemplo de aplicacéo, verifica-
se a utilizacdo deste filtro na estimacdo da taxa de consumo de oxigénio (TCO), que em uma
configuracdo de realimentacdo, pode ser considerada como um sistema de medicéo indireta de
primeira ordem.

O procedimento proposto consiste em, a partir das equac6es conhecidas do filtro o-f
aplicado para um sistema com um integrador puro, desenvolver as equagdes para um sistema
dindmico de primeira ordem. Os principais parametros de projeto analisados sdo o fator de
reducdo de variancia (VRF, Variance Reduction Factor) e o erro total de transitorio (ETT),

relacionado com o tempo de resposta.

1.1 Organizacéo da dissertacao

Esse documento é dividido em seis capitulos, um apéndice e referéncias bibliograficas:

e No Capitulo 2, apresenta-se uma breve descricdo de sistemas de medicao
indireta focalizando em sistemas de 1% ordem, que serdo utilizados
posteriormente neste trabalho. E mostrada uma descricdo da funcdo de
transferéncia e sua descricdo em tempo continuo e discreto, e algumas

simulagdes para este tipo de sistema.

e No Capitulo 3, apresenta-se uma descri¢do do filtro - para o integrador puro,
aplicados para sistemas de rastreamento de alvos com um radar. Séo
desenvolvidas todas as equacdes para analise do fator de reducéo de variancia e

erro total de transitério com o filtro.

e No Capitulo 4, apresenta-se a analise e o desenvolvimento do filtro -4 para
sistemas de 12 ordem tendo como base o desenvolvimento feito para sistemas
integrador puro.

e No Capitulo 5, apresenta-se o estudo de um caso de aplica¢do do filtro o-f
para sistemas 12 ordem. Tem-se como exemplo a estimacdo da taxa de
consumo de oxigénio em sistemas medic¢do indireta de lodo ativado. Neste

capitulo é mostrada uma comparacéo entre a estimacéo feita com o filtro a-fe



a estimacao feita desprezando-se o termo derivativo.

e No capitulo 6, apresenta-se as conclusdes e sugestdes relacionadas ao trabalho

apresentado.



Capitulo 2

Sistemas de medicao indireta

Em sistemas digitais de medicdo, podemos classificar a forma que uma grandeza pode
ser medida em dois tipos: direta e indireta. No primeiro caso o valor da grandeza de interesse
pode ser medido diretamente através do sinal elétrico na saida de um sensor utilizado para
medicdo. Enquanto que na medi¢do indireta o valor da grandeza de interesse ndo €
representado diretamente pelo sinal elétrico. Mas neste caso, a grandeza de interesse pode ser
encontrada a partir de valores de uma outra grandeza secundaria que € influenciada por ela. A
relacdo da grandeza de interesse e a secundaria é definida pelo meio de medicédo e geralmente
pode ser descrita por equagdes diferenciais [1].

Em vérios sistemas de medicdo indireta, podemos fazer a realimentacdo da grandeza
secundéaria modificando a dindmica do sistema. Na figura 1 mostramos um diagrama geral de

um sistema de medicéo utilizando a realimentacéo da grandeza secundaria.

Grandeza
secundaria

1 — — —

i Medigio N | x,
| | |EStimacao]

|
| Controle |

Grandeza
de interesse

Grandeza
de controle

Sistema de
estimacéo e controle

Meio de medigédo

Figura 1 — Diagrama Geral de um sistema de medicéo utilizando realimentagéo.



Na figura 1, P(.) representa 0 meio de medicdo, Xs representa a grandeza secundaria
(grandeza que pode ser medida diretamente), x, representa a grandeza principal (a grandeza
de interesse, que ndo pode ser medida diretamente) e X, representa a estimagdo da grandeza
principal (grandeza estimada a partir de valores de xs.

O sistema de medigdo mostrado na figura 1 pode ser simplificado em um diagrama de
blocos, como mostrado na figura 2, definido em s (em Laplace). O sistema possui uma
entrada xp(S) e uma entrada de referencia Xsr(S), uma saida xs(s) e u(s) representa o controle.

Tem-se que a equacao para saida xs(s) € dada por:
Xs(8) = M (s)x, () + N(s)u(s)

Meio de medigdo

Xx(3) M (s)

xy(s)

1(s)

N )

Figura 2 — Diagrama de blocos para o sistema com realimentagédo

Abstraindo-se o sistema de controle, o sistema de estimacdo da grandeza de interesse

pode ser modelado na forma da figura 3.

v(s)

OB pye L0 /I\ Y(s)

&

Figura 3 — Diagrama de blocos para o sistema em malha aberta

Na figura 3, M(s) representa 0 meio de medicdo, podendo incluir ou ndo a
realimentacdo da grandeza secundaria, v(s) representa o ruido de medigdo, do tipo gaussiano,
y(s) representa os valores medidos da grandeza secundéria para fins de estimacdo da grandeza

principal. A equacéo para y(s) é dada por:

y(8) =x,(s) +V(s). 1)

2.1 Descricdo da planta em Laplace

A descricao do sistema em Laplace € a propria funcao de transferéncia M(s).



Sendo, x,(s)=M(s)x,(s), e

M(s)=——,
s+a
X(s) ( a
xp(s)_(s+a)' @)

(s+a)x(s) =ax,(s),
entdo

SX(8) = —ax,(s) +ax,(s) - 3)

2.2 Descricdo da planta em tempo continuo

A grandeza principal, x,, pode ser descrita em tempo continuo, em funcéo das

grandezas X, e de v. Aplicando a transformada inversa de Laplace em (3) teremos entéo:

dx,(t) _
& ax, (t) +ax, (t). 4)

2.3 Descricéo da planta em tempo discreto

Para obter o sistema discreto, utilizamos o método de discretizacdo ZOH (Zero-order

hold). Por esse método, a funcdo de transferéncia descrita em (2) pode ser reescrita em Z

como [5]:
1_efaT

Xs:(z_eaT]XP’ (5)

fazendo, A=e™™ e B=1—e", temos,
B
° (Z—Aj P ©)

ou

X,Z=AX, +BX,. (7)

Por (7) a equacdo discreta para o sistema ¢é dada por:



X, (n+1) = Ax,(n) + Bx, (n) (8)
Da mesma forma o y(n) também pode ser apresentado numa forma discreta como:
y(n) =x,(n)+v(n) 9)

Em que y(n) é o valor medido no instante n, v(n) é o ruido de medicao no instante n e xs (n) o

valor da grandeza secundaria no instante n.

2.4 Simulacao

A simulacdo foi feita para 0 modelo na forma discreta apresentado em (8), para a =
0,1, T=0,2 s e oruido v é um ruido aleatdrio de média zero. A simulagéo foi feita para 200 s
e considerando o X, inicialmente O (zero), com um degrau para 5, em 40 s. Na figura 4 mostra-

se os valores da grandeza X e 0s valores de medicao y.

Medida Y
—_—Xs

Xs

_1 1 1 1 1 L L 1 L 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tempo(s)

Figura 4 - Simulacéo do sistema de medicdo para a medida y e para a grandeza secundaria Xs.

A partir dos valores de medicdo de y, podemos estimar diretamente a grandeza X,
usando a fungéo inversa da equacao (8) e substituindo os valores de xs pelos valores medidos

de y. A estimagéo de x, pode ser feita por:

) — y(n +1) B Ay(n) (10)

X (N
p( B



e a simulagdo para (10) é apresentada na figura 5.

Analisando as figuras 4 e 5 verificamos que o ruido de x, aumentou em comparagao
com o ruido de x.. Isto se deve a presenca de termos derivativos na funcdo de reconstrucao de

Xp, que aumenta consideravelmente o ruido presente em Xs.

30 \ \

Xp estimado
25+ — X B

20+ 1

15+

10+

Xp
o1

_20 1 1 1 1 L L 1 L 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Instantes de tempo (n)

Figura 5 - Simulagéo do sistema de medigdo para a grandeza X, real e para X, estimado.

Uma solucdo alternativa, consiste em realizar a estimagéo de X, desprezando-se o
termo derivativo, com isso, uma grande parcela do ruido foi eliminada, mas por outro lado, a
resposta do sistema tornou-se mais lenta [2]. Na figura 6 é mostrada a simulacdo para este
sistema, onde verificamos que o ruido diminuiu consideravelmente, mas por outro lado,
apresentou uma reposta mais lenta.



5 L
Xp estimado
4+ —_—p -
3 L |
o
X
2L ,
1 L |
O -
-1 1 1 1 1 L L 1 L |

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tempo (s)

Figura 6 - Simulacéo do sistema para X, real e x, estimado sem o termo derivativo.

O tempo de resposta da estimacgdo da grandeza de interesse pode ser um problema para
sistemas com constante de tempo elevadas. Uma alternativa para amenizar esse problema é,
caso seja possivel, realizar um controle da grandeza secundaria com a finalidade de alterar a
dinAmica do sistema, tornando a estimacdo mais rapida. A realimentacdo da grandeza
secundaria diminui o tempo de resposta da estimagdo, mas geralmente, aumenta o nivel de
ruido de estimacdo. O ruido de estimacgdo pode ser reduzindo aplicando-se um filtro digital,
tipo 0 a-f. Neste trabalho, investigamos apenas as caracteristicas de estimacdo da grandeza
de interesse em sistemas dindmicos (integrador puro e de 12 ordem) usando filtros a-p,

entretanto, ndo estudamos nem discutimos em detalhes os sistemas de medic&o realimentados.



Capitulo 3
Filtro - aplicado para um sistema

Integrador puro

O filtro «-f é muito utilizado em aplicacGes envolvendo o rastreamento de um alvo
com um radar, para estimacdo da sua velocidade e da sua posicdo. O sistema para
rastreamento de um alvo é caracterizado com um sistema do tipo integrador puro. Este tipo de
sistema sera estudado neste capitulo, abordando a utilizacdo do filtro para rastreamento de
alvos supondo uma velocidade constante. No entanto, existem aplicagdes para o filtro o~/ que
utilizam outros tipos de predi¢des, como exemplo, uma predi¢cdo supondo uma trajetoria
circular ou uma predicdo que utiliza uma trajetoria elipsoidal [11, 16].

Neste capitulo, serdo analisados os principais parametros de projeto como o fator de

reducdo de variancia e o erro total de transitério para sistema do tipo integrador puro.

3.1 Introducéo (problema do aviao)

Em sistemas com uma taxa de aquisicdo de dados uniforme e um ruido estacionario de
medicdo, alvos ndo manobrados podem ser precisamente rastreados com um filtro o-f. Dada
a suposicao que um alvo tem velocidade constante e o ruido de medigdo é branco com média
zero, os ganhos « e A do filtro sdo escolhidos para minimizar o erro médio quadratico na
posicao e na velocidade [3]. O principio bésico do filtro o-f € ajustar os valores dos pesos («

e ) para fazer uma correcdo na predi¢éo das grandezas (Xs € X,) com base no valor medido e
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valor da predigé&o.

No rastreamento de um alvo com um radar, a estimacdo da velocidade e da posi¢do do
alvo no instante de tempo mais recente é necessaria para fazer a predicdo da localiza¢do do
alvo na proxima observacdo do radar. A predicdo é usada para localizagdo no préximo ponto
no radar. Para sistemas de rastreamento com uma taxa de dados uniforme e um ruido
estacionario na medida, alvo ndo manobrados podem ser precisamente rastreados com um
filtro a-f. Porém, para alvos manobrados, a qualidade da estimacdo da posicdo e da
velocidade fornecida pelo filtro pode ser significativamente degrada. Além disso, para uma
forte manobra no alvo, o rastreamento pode ser perdido [3].

Ao longo deste capitulo, usaremos X, para representar os valores da velocidade do alvo

e Xs para representar os valores da posicao do alvo.

3.2 Equac0es de rastreamento e predicédo para um sistema do tipo

integrador puro
As equacdes de predicdo para o filtro a-f4[3, 7]:

%,(n+1) =X, (n) (11)

%(N+1) =X () +T%, (n+1). (12)

Em que X,(n+1) é a predicdo da grandeza principal, X,(n) é o valor da corregdo da
estimacdo da grandeza principal, X,(n+1) é a predicdo da grandeza secundaria e X,(n) é o
valor da corregdo da estimacao da grandeza secundéria.

As equaces de correc¢do sdo

X,(n) =X, (n)+ ,B(MJ (13)

X, (n) =% (n) +a[y(n)-X (n)]. (14)

As equacg0es de predigéo e corregdo podem ser combinadas resultando em apenas duas

equacdes que fazem a predicéo e corregéo.
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%,(n+1) =%, () + ﬂ(wj (15)

X, (n+1) =X (M) +TR (n+1)+a[y(n) - X (n)] (16)

As correspondentes predigdes para n sdo dadas por:

R, () =%, (-1 + £[y(n -1~ %, (n-D)] )
is(n)z)?S(n—l)+T>‘<p(n)+a[y(n—1)—>‘<S(n—1)] (18)
Substituindo (15) em (16)
R.(n+2) = £, (M) + TR, (M) + B[y (m) - & (] + [ y(m) ~ £, (W],
entao,
R.(0+D) = A - AL M)+ TR (M) + (e + B)y(") (19)
Isolando TR, (n) em (18) e substituindo em (19) resulta na equagéo (20) que nos permite

encontrar o valor de X, apenas a partir de valores de X, y, ae f3.
X(n+1])=2-a-p)X (N +(a-DX (- +(a+B)yn)-ay(n-1). (20)

Uma equagdo para X,(n+1) também pode ser obtida a partir das equagGes de predicéo e

correcéo. Para isso, isolamos o termo X, (n—1) de (17) e substituimos em (18) temos:

%.(n) = %[)“(p(n—l)— %, (n) ]+ y(n-1)+TX, (n) +T7“[>‘<p(n)— %,(n-1)]. (21)

E substituindo (21) em (15) temos uma equagéo para o X,(n+1) dada por:

X,(n+1) =(2-a-p)X,(n)+ (a—l)ip(n—l)J{gJ y(n)+(—$j y(n-1). (22)

3.3 Erro RMS de predicéo

Nesta secdo exploraremos o fator de reducdo de variancia supondo que o sistema tenha
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uma variacdo devido a um degrau na entrada

3.3.1 Fator de reducéo de variancia na grandeza secundaria X
Os valores de medicédo y(n) podem ser expressos por:
y(n) =x(n)+v(n) (23)

Em que x(n) é a posicdo verdadeira do alvo e v(n) é a faixa de medicdo do erro na n-

ésimo observacgdo. O termo v(n) é uma variavel aleatoria de média zero, com um RMS de o,
que ¢ o mesmo para todo n. Entdo, o, representara o valor RMS na faixa das medicdes do

X, (n+1)

erro de xs, ou seja, na medicdo y. A variancia da predicao é definida por:

VAR[%, (n+1)] = E[{x (n+1)—E[&(n +1)]ﬂ

Podemos expressar VAR[)‘(S(n +1)] em termos de o, e pardmetros do filtro. Na
literatura, as expressdes sdo dadas para uma forma normalizada de VAR[)?S(n+1)].
Especificamente neste caso, a normalizagdo é dada com relagdo a o, isto €, na forma
{VAR [X,(n +1)]} / o7 . Esta variancia normalizada é chamada de fator de redugdo de variancia,

do inglés, variance reduction factor (VRF).

A variancia de X,(n+1) serd independente da trajetéria do alvo de velocidade

constante que foi assumida. Por isso, para uma analise simples, assumiremos a velocidade do

alvo zero para a faixa zero. Entdo y(n) consistira somente da medicédo do ruido v(n).

Para x,=0, entdo, E[X,(n+1)]=0, assim:
VAR[% (n+D] =E{[% (n+D]'}.

Para facilitar o desenvolvimento da expresséo VAR[)?s(n +1)] assumimos que em (20)

temosa=2-a-pg b=a-1,c=a+pfed=-a.

Sendo a, b, ¢ e d formados apenas por constantes, (20) pode ser representador por:

X, (n+1) = aX,(n) +bx,(n—1) +cy(n) + dy(n-1) . (24)

Aplicando E {[)2S (n +1)]2} temos:
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E {[is(n +1)]2} = E[2%%,(n)? |+ E[b?%,(n-1)* |+ E[ c?y(n)? |+ E[ dy(n-1)* ]+
E [2ab%, (n)X, (n—1)]) + E[2acX, (n) y(n)]+ E [2adX, (n) y(n—1)]+ E[2bck (n-1) y(n)]+
E[2bd%,(n—-1)y(n—1)]+ E[2cdy(n)y(n—1)]

Verificamos que:

E[a’%,(n) | =a’VAR[ (n+1)],
E[b°%(n-1) ] =bVAR[& (n+1)],
E[c’y(n) |=c’ay,

E[d’y(n-1) |=d’c?,

E[2ab%, ()%, (n-1)] =2 ab[aVAR [%, (1n_+b1)] +deo? J |

E[2ack,(n)y(n)] =0,
E[2ad%, (n)y(n-1)]) = 2adco?,
E[2bc, (n-1)y(n)] =0,
E[2bd%, (n-1)y(n-1)]=0,
E[2cdy(n)y(n-1)]=0.

Para resolver o termo X (n)y(n—1), temos que multiplicar por y(n—1) a equagéo (24) e

depois isolamos o termo X, (n)y(n—1), assim temos:
E [2ad%, (n)y(n—1)] = 2adcoy; .

Para resolver o termo X, (n)X,(n—1) temos que multiplicar por X,(n—1) a equacdo (24) e

depois isolamos o termo X, (n)X,(n—1), assim temos:

E [2ab%, (n)%, (n—1)] = Zab[aVAR[fg(n +1)]+ deo? J |

1-b

Feito isso, chegamos a:
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VAR[X,(n+1)]=a’VAR[X,(n+1)]+bVAR[X (n+1)]+c’oy +d o] + 2acdoy

o 2
+12ab { aVAR([X, (1n +bl)] +dco; ] :

2
[1—a2 —b? —ia—E]VAR[RS(n +1)]= (cz +d%+ Zlab(;d + 2acd]avz,

, ., 2abcd
VAR[)‘(S(n+1)]_[C +d°+ b +2acdj o5
o’ B 2a’b
v 1_a2_b2_
1-b

Substituindo os valores de a, b, c e d em (25), e simplificando, encontramos o valor do VRF

para o sistema de medicdo, dado por:

VAR[X,(n+1)] 2a®+2p+ap
ol S a(4-2a-p)

\

VRF(R,) = (26)

3.3.2 Fator de reducéo de variancia na grandeza principal x,

Da mesma forma, podemos encontrar uma equagdo para o VRF de X (n+1).
Aplicando E{[ip(nﬂ)f} em (22) e seguindo os mesmos procedimentos feitos
anteriormente chegamos em:

o\ VAR[X,(n+D)] 22
VRF (%, )= - (420 p) (27)

Y

3.3.3 Simulagao

Para verificar a coeréncia das equacgdes (26) e (27) compararemos estes valores
calculados com valores obtidos através da simulagdo, assumindo previamente alguns valores

para ae f.

Para obtermos o VRF a partir da simulacdo é preciso obter a variancia do ruido, aj ,
a variancia de X(n+1), ou seja, 0 VAR[X,(n+1)], e também, a variancia de X,(n+1), ou
seja, 0 VAR[)?p(n +1)] O valor de aj pode ser obtido pela variancia da diferenca entre o

valor de xs e 0 valor de medicéo y, o valor de VAR[)‘(s (n +1)] pode ser obtido pela variancia da
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diferenca entre o valor de X, e o valor de xs, e 0 valor de VAR[ip(n +1)] pode ser obtido pela

variancia da diferenca entre o X, e o valor de Xx,.

Na tabela 1 sdo mostrados os resultados da simulacdo para a grandeza secundaria,

chamamos de VRF1 os valores do VRF para xs calculados por (26) e de VRF2 os valores do

VRF obtidos por simula¢do. Assumindo T = 0,2 s e n = 2000.

Tabela 1 — Valores para o VRF calculado e simulado para xs para o sistema integrador puro.

Simulagéo a y/j VRF1 VRF2 VRF1 -VRF2
1 0,25 0,25 0,8462 0,8469 -0,08%
2 0,25 0,50 1,6667 1,6802 -1,35%
3 0,25 0,75 2,6364 2,6253 1,11%
4 0,50 0,25 0,8182 0,8069 1,13%
5 0,50 0,50 1,4000 1,4104 -1,04%
6 0,50 0,75 2,1111 2,1047 0,64%
7 0,75 0,25 1,0741 1,0775 -0,35%
8 0,75 0,50 1,6667 1,6625 0,42%
9 0,75 0,75 2,4286 2,4211 0,75%

Na tabela 2 s&o mostrados os resultados da simulacdo para a grandeza principal,

chamamos de VRF3 os valores do VRF para X, calculados por (27) e de VRF4 os valores do

VRF obtidos por simulagdo. Assumindo T =0,2 s e n = 2000.

Tabela (2) - Valores para o VRF calculado e simulado para x, para o sistema integrador puro.

Simulagdo | o B VRF3 VRF4 | VRF3-VRF4
1 025 | 025 | 0,0015 | 0,0014 0,0001
2 025 | 050 | 0,0067 | 0,0068 -0,0001
3 025 | 0,75 | 00164 | 0,0152 0,0012
4 050 | 025 [0,91.10°|0,95.10° | -0,045.10°
5 0,50 | 0,50 0,004 0,004 0,0000
6 050 | 0,75 0,01 0,0099 0,0001
7 0,75 | 025 [0,74.10° | 0,75.10° | -0,011.10°
8 0,75 | 0550 | 0,0033 | 0,0035 -0,0001
9 0,75 | 0,75 | 0,0086 | 0,0088 -0,0002
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Nas tabelas 1 e 2 foram escolhidos alguns valores, empiricamente, para « e £ para
simulacdo. O interesse é apenas demonstrar a coeréncia dos valores calculados com os valores

encontrados por simulagéo.

3.4 Erro total de transitorio de resposta ao degrau

Nesta secdo exploraremos o erro total de transitorio supondo que o sistema tenha uma
varia¢do devido a um degrau na entrada.

3.4.1 Erro total de transitério na estimacgdo da grandeza secundaria Xs

Assumindo que o filtro de rastreamento «-f esta rastreando um alvo de velocidade
constante e que no instante zero a velocidade do alvo tenha uma variagdo (tipo degrau) para
um novo valor de velocidade também constante, veremos que, inicialmente o filtro de
rastreamento «-f ndo seguira o alvo perfeitamente. O rastreamento do filtro terd um erro
inicial na sua predicdo, que é a diferenca entre a trajetéria verdadeira e a trajetéria da
predicdo. A medicdo do erro total de transitorio é a soma do quadrado destas diferengas, isto

e,

ETT (%)= Y [% (M -x M. 28)

n=0
Para encontrar o ETT, aplicamos a transformada Z em (20)
X, n+)=Q2-a-BX M+ +(a-DX (n+D)z 2 +(a+p)Y(N)—aY(n)z*. (29)

A funcéo de transferéncia Hp, dada por X,.,/Y, , pode ser encontrada por:

X.n+) @-a-pX,(n+)z"+(@-DX (n+Dz7 +(ax+ B)Y(n)-aY(n)z"

Y(n) Y (n) ’

X (n+1) . X (n+1) ,2 X ( +1) Y(n) _1Y(n)

Yy A Ny T T e A T Yy
X X,(n+1)

= = [1-Q2-a- )t - (a-D27 |=(a+p)-az ™,

X+ (a+pB)-az™
P Y(n) 1-Q-a-Bzt-(a-Dz?’

(30)

17



A saida da predicdo do filtro para y(n) é dada pela multiplicagdo de (30) e (100)
(Apéndice A). Subtraindo o resultado por (101) (Apéndice A) e considerando um degrau ndo
unitario representado por A3, temos a transformada Z de E(z), do erro total de transitorio

&(n),n=0,1,2, ..., dada por:
E(z) = X,(n+1)-S(n)
ou
E(z)=H,Y(n)-S(n).

Assim, o valor de E(z) pode ser encontrado por:

E(z) = a+pf-azt _ AGTz ™! _AIT
1-Q2-a-Bzt—(a-Dz? Q-4 @1-zH*'
entdo,
£(2)= o LA —
1-2-a-h)z7 —(a-1)z
ou
E(z)= ASTZ” (31)

—2+(2-a-h)Z'+(a-1)

Usando a propriedade apresentada no Apéndice A, podemos encontrar a transformada
Z inversa de E(z) fazendo b, =AYT, b, =0, b,=0, a,=-1, a=2-a-p4, a,=a-1,

e,=a-2,B,=(AJT), B, =0 e B, =0, e substituindo na equagio

2,68, —a,aB, +(312 _aZel) B,
a,| (&5 -2l )e, — (a3, —a3,)a |

ihiz =
i=0

Entdo, a transformada Z inversa serd o préoprio ETT ()?S ), dado por:

ETT(X,)= AFT?(2-a)

Y afd-2a-p) (32)

3.4.2 Erro total de transitorio na estimagéo da grandeza principal X,

O erro total de transitdrio na estimacao de x, pode ser encontrado similarmente ao que

foi feito na estimagdo de xs. Entdo, para o calculo do ETT na estimacéo de x, temos que:
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ETT(%,)= i[f(p(n)— X7

A partir da equagéo para o X,(n+1) dada por (22) e aplicando a transformada Z, temos:

X, (n+1) =Q2-a- X, (n+Dz +(@-DX,(n+1)z? +[$JY(n)+(—$jY(n)z‘l,

X,(n+)[1-@2-a-p)z"—(a-1)z7] 2[[{%&_1}((”) .

A funcéo de transferéncia Hg, dada por X (n+1)/Y (n), é:

X, (n+1) Bl-z7Y)
H = = .
T Y(n) [T[1—(2—a—ﬂ)z‘1—(a—1)z'2ﬂ

Sabendo-se que
E(z)=X,(n+1)- X, (n+1)
ou
E(z)=H,Y(n)- X (n+1)

e que a transformada Z de x,(n+1) € dada por

AS
X,(n+1) = 1,0
podemos resolver a equagdo (33) como segue:
LA-z71Y AGTzH AZ

E(Z) = T [1—(2—a—ﬁ)z’l—(a—1)z’2] . (1_2_1)2 _1_2_1 )

B A9z AS
1-Q-a-Pz'—(@-Dz°] 1-2" -z

E(z)=[

AS[-1+(1-a)z |
1-Q-a-B)z'—(a-1)z7]

E(z)=[

ou

(33)
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AS[—22+(1—0¢)21]
- (2-a-p)2' —(a-1)]

E(z):[

Usando a propriedade apresentada no Apéndice A, podemos encontrar a transformada
Z inversa de E(z) fazendo b,=-A9, b =A8(1-«a), b,=0, a,=1, a=—(2-a-4),

a,=—(a-1), e=2-a, B =AF+AF(-a)’, B=2[-AF(-a)] e B,=0, e

substituindo na equagéo:

h_2 — aoelBo _aoaiBl +(a'12 _azel)Bz ]
I a, Kag - az2 )91 - (aoal —a,a, )a'LJ

i=0
Temos a transformada Z inversa que sera o proprio ETT ()?p) , dado por:

A (20 ~a* ~2Ba+2p]

aff(4-2a-p) (34)

ETT(x,)

3.4.3 Simulacdo para calculo do erro total de transitorio

Para verificar a coeréncia das equacdes encontradas para o erro total de transitorio para
estimacédo da grandeza principal e para grandeza secundaria faremos uma comparacao entre o
valor obtido através das equaces (32) e (34), e o valor obtido através da simulacdo. Para isso,

assumiremos previamente alguns valores para e £.

Chamaremos de ETT1(>25) e ETTl(Rp) 0 ETT obtido pela simulacdo para as
grandezas secundaria e principal, respectivamente, e de ETT2(X) o ETT para xs, calculado

por (32), e de ETT 2(>2p) 0 ETT para xp, calculado por (34). Os dados referente a cada analise
sdo mostrados nas tabelas 3, para s, € na tabela 4 para x,, para T =10s, A% =200 km/hen

=2000.

Tabela (3) — Valores para o ETT calculado e simulado para Xs para o sistema integrador puro.

Simulagdo |« | B | ETTL(X) | ETT2(X,) ETT1(X,)-ETT2(X,)

1 0,25 | 0,25 | 3,446.10" | 3,446.10" -7,45.10°
2 0,50 [ 0,75 7,111.10° | 7,111.10° 2,79.10°
3 0,75 0,30 | 1,010.10" | 1,010.10" 3,73.10°
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Tabela (4) — Valores do ETT calculado e simulado para x, para o sistema integrador puro.

Simulagdo | & | S | ETTY(R,) | ETT2(R,) | ETTL(X,)-ETT2(X,)
1 0,25 | 0,25 | 9,538.10* | 9,538.10" -0.0331
2 0,50 | 0,75 | 5,3333.10" | 5,3333.10" -4.365.10™"
3 0,75 | 0,30 | 6,8939.10" | 6,8939.10" 0

Nas tabelas 3 e 4 foram escolhidos alguns valores, empiricamente, para « e S para
simulagéo. O interesse é apenas demonstrar a coeréncia dos valores calculados com os valores

encontrados por simulagéo.

3.5 Filtro criticamente amortecido

Podemos obter uma reposta criticamente amortecida para o filtro «-f, para isso,

partimos da equagéo (30), que pode ser reescrita como:

_ 2[(a+p)z1-a] |
P 22—(2—a—ﬂ)z—(a—1)

O denominador é uma funcdo quadratica em Z, e suas raizes (polos de Hp) séo prontamente

encontradas por:

(2-a—-pB)t\(2-a-B) +4(a-1)

2, = :

2

(35)

Para condigdes criticamente amortecidas 0s p6los devem ser reais e iguais. Pela equacédo (35)

€ necessario que:
(2-a-p) +4(a-1)=0,
entao,
B=2-a+2l-a.

Faremos a simulacdo na condicdo criticamente amortecida, para isso, fixamos o valor

(36)

de a = 0,3 e substituimos em (36) usando o sinal de menos da equagdo, ja que o outro valor
causa problemas de oscilagdo, encontramos g = +0,0267. A simulacdo foi feita com ruido
zero para visualizarmos melhor a curva. O resultado da simulacdo para a velocidade €

mostrado na figura 7. Assumindo T =10 s e n =50.

21



e Para £=0,0267 como solucdo de (36).

220

200

180} Velocidade Estimada | |

160 + Velocidade Real _

140 1

120 - B

100 - B

Velocidade (km/h)

60 - B

40} 7

20+ a

O 1 1 1 1 L L 1 L 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Tempo (s)
Figura 7 — Resposta criticamente amortecida para o filtro - para a velocidade.

Na figura 8 é mostrada a resposta criticamente amortecida para a posi¢do. Verificamos

como a resposta da estimacéo do filtro tem um atraso em relag&o a posicao real do alvo.
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lO 1 1 1
Posi¢do Estimada
9r Posicao Real N
8 L -
7 L |
6 L -

Posicao (km)
(6]
L

0 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Tempo (s)

Figura 8 — Resposta criticamente amortecida para o filtro - para a posicao.

Podemos ainda obter a partir da equacdo (26) uma outra forma para representar o

VRF (%, ), apenas em funcéo de uma variavel, pois dessa forma, podemos projetar o filtro o4

para um determinado VRF. Para isso, fazendo 8 =+1-«a , temos a=1-6° e f=(1-6)".

Entéo, substituindo na equacéo (26), temos:

VRF (,) = (1_9)((;’;;)‘;‘%5). (37)

A equacéo para VRF ()‘(p ) , para os mesmos valores de « e £, € dada por:

~2(-1+0)°

VRF (%, )= 6T

(38)
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Capitulo 4
Filtro a-f aplicado para um sistema de 12
Ordem

Neste capitulo mostraremos o desenvolvimento do filtro o-f para sistemas de 12
ordem. Para isso, tomamos como base todo o desenvolvimento do filtro o/ para um sistema

do tipo integrador puro, que foi mostrado no capitulo anterior.

4.1 Equac0es de rastreamento e predicao

Para um sistema de 12 ordem, como o apresentado no capitulo 2, suas equagdes de

predicéo s&o:

%,(n+1) =X, (n) (39)

%, (n+1) = AX, (n) + BX, (n+1). (40)

Em que X,(n+1) € a predigdo da x,, X, (n) € o valor da corregdo da estimagdo da xp,

X, (n+1) é a predicéo de xs e X,(n) é o valor da correcéo da estimacéo de Xs.

As equaces de correc¢do sdo
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X,(n) =X, (n)+ ,B[M} (41)

X, (n) =% (n) +a[y(n)-X(n)] (42)

As equacdes de predicéo e correcdo podem ser combinadas resultando em apenas duas

equac0es que fazem a predicdo e correcao.

X, (n+1) =X, (n)+ ﬂ[M} (43)

%, (n+1) = A% (n) + Aa[y(n) — X (n)]+ BX (n+1) (44)

As correspondentes predicGes para n séo:

%, () =%, (n —1)+[{ y(n-1-X(n _1)} (45)

T

%,(n) = A, (-1 + Aa[y(n-1) - X, (n-1) ]+ BX, (n) (46)

Substituindo o termo X, (n+1) de (43) em (44), temos

is(n +1) = A)?s(n)+ Aa[y(n)_ ﬁs(n)]+ ng(n)_i_ Bﬂ{ Y(n);f(s(n)]

%,(n+1) = A% (n) + Aary(n) — AarR, (n) + BR, () + BﬂTy(”) _ Bﬂ%(n) |

>A<s(n+1):(A—Aa—¥jf<s(n)+B)?p(n)+(Aa+¥jy(n). 47)
Isolando BX,(n) de (46) e substituindo em na equagéo (47), tem-se
X (n+1) =(A—Aa—¥jis(n)+{m+¥} y(n)+ %, (n)— A% (n-1) - Az [y(n-1)- X (n-1)],

assim temos uma equacéo para X,(n+1) dada por:

X (n+1) =[A+1— Aa—%} %, (n) + (A — A))“(S(n—l)+[Aa+¥} y(n)+(-Ax)y(n-1) .(48)
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Uma equagdo para X, (n+1) também pode ser obtida a partir das equacBes de predicdo e

correcdo. Para isso, isolamos o termo X, (n—1) de (45) e substituimos em (46) temos:

% (n) = %[ip(n—l)—ip(n)}r y(n-1)+B&,(n)+ Az [ %, (N) - %, (n-1) . (49)

E substituindo (49) em (43) temos uma equagéo para 0 X,(n+1) dada por:

% (n+1) = (1+ A M-@)ip(nn (Act— A))?p(n—1)+($j y(n)+[-@} y(n-1). (50)

4.2 Erro RMS de predicéo

Agora mostraremos como encontrar o fator de reducdo de variancia para um sistema

de 12 ordem.

4.2.1 Fator de reducdo de variancia na grandeza secundaria Xs

Para o sistema de medicdo, a saida y(n) é composta pela grandeza xs(n) somada com o

ruido de medicéo vs(n). Os valores de medi¢&o y(n) podem ser expressos por:
y(n) = x,(n)+v(n). (51)
A variancia da predi¢do X, (n+1) é definida por:

VAR[%, (n+1)] = E({)?S(n +1)-E[&,(n +1)]}2) .

Sendo, & a variancia do ruido, VAR[)?S(n +1)] a variancia de X (n+1) e o VRF dado

na forma normaliza para o, e sabendo que 0 VRF =VAR[X,(n+1)]/c?, entdo o VRF para o

sistema de medic&o pode ser calculado como a seguir.

A variancia da predicdo de X,(n+1) é definida por:
VAR[%, (n+1)] = E({)?S(n +)-E[&,(n +1)]}2).
Para x,(n) = 0, entdo, E[X,(n+1)]=0, assim:

VAR[%,(n+D)] = E{[%,(n+DT} .
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Para facilitar o desenvolvimento da expressdo VAR{)?S(n +1)} , assumimos para (48) que
a=A+1-Aa-BB/T,b=Aa-A,c=Ax+BS/T ed=-Aa.
Sendo a, b, c e d formados apenas por constantes, (48) pode ser representado por:

X, (n+1) = aX (n) +bx,(n—1) +cy(n) + dy(n-1) . (52)

Aplicando E{[)?s(n +1)]2} temos:
E {[is(n +1)]2} = E[a%%,(n)? |+ E[b2%, (-1 ]+ E[ c?y(n)? ]+ E[ d?y(n-1)? ]+

E [2abX, (n)X, (n—1)]+ E[2acX, (n)y(n)]+ E [2adX, (n) y(n—1)]+ E [2bck, (n-1) y(n) ]+
E[2bdX,(n—-1)y(n—1)]+ E[2cdy(n)y(n—1)].

Verificamos que:

E[azf(s(n)] =a’VAR[X,(n+1)],
E[b°%,(n-1) ] =bVAR[%,(n+1)],
E[czy(n)] =c’c?,

E[d’y(n-1) |=d’c;,

E[2ab%, ()X, (n-1)] = 2(,ib[aVAR[fg (ln_+bl)]+o|co—v2 J

E[2ack, (n)y(n)] =0,
E[2ad%, (n)y(n-1)] = 2adco?,
E[2bck, (n-1)y(n)] =0,
E[2bd%, (n-1)y(n-1)]=0,
E[2cdy(n)y(n-1)]=0.

Os termos X (n)y(n—-1) e X (n)X,(n—1) sdo iguais aos resolvidos para o sistema

integrador puro, e sdo dados, respectivamente por:

E [2adX, (n)y(n—1)] = 2adco;
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E [2abR, (M3, (1-D)] = Zab(aVAR[ﬁs (1n_+b1)]+d00vz ] |

Feito isso, chegamos a:

VAR[X,(n+1)] =a’VAR[ X (n+1)]+bVAR[X,(n+1)]+c’o; +d’oy +

VAR[ X D1+ dco? ,
2ab| 2 [%,(n+ D]+ deo, +2acdo?
1-b
entdo,
, ., 2abcd
VAR[)?S(n+1)]_(C +d°+ b +2acdj -

ol [l—az 7 2a2bj

1-b

Substituindo os valores de a, b, ¢ e d em (53), e simplificando, encontramos o valor do

VRF para o sistema de medigéo, dado por:

VAR[)?SEn +1)] _ (B+ABa+AB)+2AG T (52)

VRF (%,) = .
) o (A=1- Ax)(2TAa —2TA+BS—2T)

4.2.2 Fator de reducéo de variancia na grandeza principal x,

Da mesma forma, podemos encontrar uma equagdo para o VRF de X (n+1).
Aplicando E{[ip(nJrl)T} em (50) e seguindo os mesmos procedimentos feitos
anteriormente chegamos em:

VAR[ %, (n+1) ] B(A%aT - AT —2A%T + AT =T + AaT + AT - 2ABj)
ol - TB(1+ Aa — A)(2TAa - 2TA+BS - 2T)

\

VRF (%)) = . (55)

4.2.3 Simulagdo

Similarmente as simulacOes feitas para o integrador puro, compararemos os valores
obtidos pela simulacdo com os calculados pelas equaces (54) e (55).
Entdo, na tabela 5 sdo mostrados os resultados da simulagdo para a grandeza

secundaria, chamamos de VRF1 os valores do VRF para xs calculados por (54) e de VRF2 0s
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valores do VRF obtidos por simulagdo (assumindo T =0,2 s, a = 0,1 e n = 2000).

Tabela (5) — Valores para o VRF calculado e simulado para xs para sistema de 12 ordem.

Simulagéo a yij VRF1 VRF2 | VRF1-VRF2
1 0,25 0,25 | 0,1920 | 0,1824 0,95%
2 0,25 0,50 | 0,2541 | 0,2589 -0,47%
3 0,25 0,75 | 0,3172 | 0,3265 -0,93%
4 0,50 0,25 | 0,3594 | 0,3637 -0,44%
5 0,50 0,50 | 0,4033 | 0,3887 1,46%
6 0,50 0,75 | 0,4480 | 0,4500 -0,20%
7 0,75 0,25 | 0,6169 | 0,6198 -0,29%
8 0,75 0,50 | 0,6596 | 0,6552 0,44%
9 0,75 0,75 | 0,7032 | 0,7053 -0,21%

Na tabela 6 sdo mostrados os resultados da simulacdo para a grandeza principal,
chamamos de VRF3 os valores do VRF para X, calculados por (55) e de VRF4 os valores do

VRF obtidos por simulacéo (assumindo T=0,2 s, a=0,1 e n=2000).

Tabela (6) - Valores para o VRF calculado e simulado para X, para sistema de 12 ordem.

Simulagéo a y/j VRF3 VRF4 | VRF3 -VRF4
1 0,25 0,25 | 3,4037 3,559 -0,1554
2 0,25 0,50 | 13,6185 | 13,4521 -1,699
3 0,25 0,75 | 30,7933 | 30,2216 0,5718
4 0,50 0,25 2,0571 | 2,0231 0,0340
5 0,50 0,50 8,2485 | 8,1372 0,1113
6 0,50 0,75 | 18,6799 | 18,6987 -0,0189
7 0,75 0,25 1,6623 | 1,6275 0,0349
8 0,75 0,50 6,6833 | 6,5643 0,1190
9 0,75 0,75 | 15,1661 | 15,1964 -0,0303

Nas tabelas 5 e 6 foram escolhidos alguns valores, empiricamente, para « e £ para
simulacdo. O interesse é apenas demonstrar a coeréncia dos valores calculados com os valores

encontrados por simulagéo.
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4.3  Erro total de transitorio de resposta ao degrau

Nesta sec¢do exploraremos o erro total de transitorio supondo que o sistema tenha uma

variagdo devido a um degrau na entrada.

4.3.1 Erro total de transitério na estimacgao de X

Conforme visto anteriormente, o erro total de transitorio para a grandeza secundaria é

dado por:

ETT (%)= Y [% (M -x M.
n-0
Para encontrar o ETT, aplicamos a transformada Z em (48), ent&o temos:
X (n+1) =(A+1—A —%jis(n +)z27 + (Ax—A) X (n+D)z27 +
+£Aoz+¥JY(n)+(—Aoz)Y(n)z‘1

E entdo, a fungdo de transferéncia Hy, dada por X, (n +1)/Y(n) , pode ser encontrada por:

(A+1— Aa—E_’l_ﬂ) X,(n+Dz " +(Aa—A) X, (n+1)z7

X,(n+1) .
Y Y(m
+(Aa +|%IijY(n) +(—Aa)Y(n)z™
Y (n)
[1—(A+1— Aa—%j 7t —(Ax - A)ZZ}M =|:EAO£+%j+(—AOC)Zli| ,
T Y (n) T

. |:(Aa+B'Bj+(—Aa)Z_l:|
X (n+1) T

’

Y {1—(A+1—Aa—E_‘rﬂ)zl—(Aa—A)z2}

BS 4
X+ _ (A“+Tj+(_A“)Z

Lo 1—(A+1—Aa—BT'sz‘l—(Aa—A)z‘2 |

(56)

Agora, sabendo-se que:
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E(z)= X,(n+1)-S(n),
ou
E(z)=H,Y(n)-S(n),

entdo temos,

(Aa+B_|:Bj+(—A0{)Z_l

1—(A+1—Aa—E’Tﬁjz-l—(Aa—A)z-2

E(z) = Y (n)=S(n).

Sendo Y(n) dado em (104) (Apéndice A) e S(n) dado em (105) (Apéndice A), temos:

Bﬂ) 1
Ao+ |+(—Aa)z o
E(2) = ( T _ agBzt  ASB

1—(A+1— Aa—E_’ljBJz‘l —(Az-A)z? (1-z7)(1-Az?) (1-27)(1-Az)

Simplificando, temos que

A9Bz?

E(2)= B .
—zz+(A+1—Aa—T)z+(Aa—A)

(57)

Usando a propriedade apresentada no Apéndice A, podemos encontrar a transformada

Z inversa de E(z) fazendo b,=A9B, b =0, b,=0, a,=-1, a1=A+l—Aa—[BTﬁj,

a,=Ac—-A, e=~Ax-1-A, BozASZBZ, B,=0 e B, =0, e depois, substituindo na

equacéo

ihz _ a,e,B, —a,a,B, +(312 _azel) B,

i=0 ao[(ag_azz)el_(aoai_aiaZ)ai]

Entdo, a transformada Z inversa sera o préprio ETT (is ) dado por:

A (Ax—1- A)BT?
B(Aa— A+1)(2AaT + BB —2AT -2T)

ETT (%)= (58)

4.3.2 Erro total de transitorio na estimacao de X,

O erro total de transitorio na estimacao de x, pode ser encontrado similarmente ao que
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foi feito na estimag&o de xs. Entéo, para o calculo do ETT na estimacdo de x, temos que:

ETT(%,)= 3 [%,m-x,m] .

n=0

A partir da equagdo para o X,(n+1) dada por (22) e aplicando a transformada Z temos:

X, (n+1) :(1+ A- Aa—ﬂTBjXp(n +0z7 +(Ax—A) X, (n+1)z? +($jY(n)+(—ﬂTAJY(n)z

A fungéo de transferéncia Hq, dada por X (n+1)/Y (n), é:

] (B

oYM 1—(1+A—Aa—€|3)zl—(Aa—A)zz |

Sabendo-se que

E(z)=X,(n+1) - X, (n+1)
ou

E(z)=H,Y(n)- X (n+1),
e que a transformada Z de x,(n+1) é dada por

A9Bz™*

(1-z7)(1-Az?)’
podemos resolver a equagéo E(z) como segue:
B\_(BA) 4
T T  AgBzT Ad
-1 -1 _ -1
{1—(1+A—Aa—ﬂ_r8)21—(Aa—A)Zz} (1—2 )(1—AZ ) 1-z

X,(n+1) =

E(z)=

A9 -1+(1+A-A)z" +(Aa—A) 2 |
{1—(“ A- Aa—ﬁTszl—(Aa_ A)zz}(l—zl)

E(z) =

AS[ -1+ (A-Ax)z ™ |
[1—(1+ A—Aa—’f}zl—(Aa—A)zz}

E(z)=

-1
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ou

A9 -7 +(A-Ag)Z" |
{22 —(1+ A- Ag —"f) 7' —(Ag —A)}

Usando a propriedade apresentada no Apéndice A, podemos encontrar a transformada
Z inversa de E(z) fazendo by,=-A8, b=AXA-Ax), b,=0, a,=1,

E(z)=

~[A+1-Aa-Bp/T], a,=—(Aa—A), g=1-(Aa—A), B,=A% +AF(A-Ax),

&
B, =2[-AY9(A-Aa)] e B, =0, e depois, substituindo na equagéo:

ih? _ a-oelBo _aOaiBl +(a'12 _azel)Bz

i=0 - ay [(ag - az2 )91 - (aOal —a,a, )a1J .
Temos a transformada Z inversa que sera o proprio ETT ()?p) , dado por:

2ABSA(a-1)

ASZ[A—A3+3A3a—3A3a2—1+ A —2A0% + A% — Aa + Ao + = :l
(59)

ETT(%,)=
(%) Bﬂ(—A+1+Aa)(2Aa—2A+¥—2)

4.3.3 Simulacéo para calculo do erro total de transitério

Para verificar a coeréncia das equacfes encontradas para o erro total de transitério para
estimacgdo da grandeza principal e para grandeza secundaria faremos uma comparacéo entre o
valor obtido através das equacfes (58) e (59), e o valor obtido através da simulagdo dos
modelos. Para isso, assumiremos previamente alguns valores para a e .

Chamaremos de ETT1(X) e ETTL(X)) o ETT obtido pela simulagdo para as
grandezas secundaria e principal, respectivamente, e de ETT2(X,) o ETT para x, calculado

por (58), e de ETT 2(>2p) 0 ETT para x,, calculado por (59). Os dados referente a cada analise

sdo mostrados nas tabelas 7, para xs, e na tabela 8 para x,. Atribuimos T=0,2s,a=0,1, A% =
5en=2000.
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Tabela (7) - Valores para 0 ETT calculado e simulado para xs para sistema de 12 ordem

Simulagdo |« | g | ETTL(X) | ETT2(X,) ETT1(X,)-ETT2(X,)
1 0,25 |0,25| 0,753 0,753 -3,20.10"
2 0,50 | 0,75| 0,1328 0,1328 -1,11.10°%
3 0,75 | 0,30 | 0,2211 0,2211 -7,36.10™

Tabela (8) - Valores para 0 ETT calculado e simulado para x, para sistema de 1% ordem

Simulagdo | & | S | ETTY(R,) | ETT2(X,) | ETTL(X,)-ETT2(X,)
1 0,25 | 0,25 | 174,99 174,99 -2.5352.10™
2 0,50 | 0,75 | 104,56 104,56 -4.2633.10™
3 0,75 | 0,30 | 328,046 328.15 -0.1042

Nas tabelas 7 e 8 foram escolhidos alguns valores, empiricamente, para « e £ para
simulacdo. O interesse é apenas demonstrar a coeréncia dos valores calculados com os valores

encontrados por simulagéo.

4.4  Filtro criticamente amortecido

Podemos obter uma reposta criticamente amortecida para o filtro o-f para um sistema

de 12 ordem, para isso, reescrevemos (56) como:

(Aa+B_’|_ﬂ] 2’ +(-Aa) 7'

H, = .
p z? —(A+1—Aa—E_’|jB)zl—(Aa—A)

O denominador é uma funcéo quadratica em Z, e suas raizes (polos de Hp) séo prontamente

encontradas por:

(Atna-®)s [(asta-® sagpa-n)
T T
7,,= ; . (60)

Para condigdes criticamente amortecidas 0s p6los devem ser reais e iguais. Pela equacédo (60)

€ necessario que:
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2
[A+1—Aa—¥j +4(Aa—-A)=0,
entao,

T|1+A-Aa 2 (A= Ad) |

p= 5 (61)

Para fazer a simulagdo na condicdo criticamente amortecida, fixamos o valor de « =
0,25 e substituimos em (61) usando o sinal de menos da equag&o, ja que o outro valor causa
problemas de oscilagéo, encontramos £ = +0,2054. A simulacéo foi feita com ruido zero, para
visualizarmos melhor a curva. O resultado da simulacéo para X, € mostrado na figura 9.
Assumindo T =0,2 s, a=0,1 e n = 100.

e Para £=0,2054 como solucdo de (61).

45! Xp Estimado | |

—— Xp Real

3.5 4

Xp
N
o

|

15+ B

ol

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tempo (s)

Figura 9 - Resposta criticamente amortecida para o filtro -4 para Xp.

Na figura 10 € mostrada a resposta criticamente amortecida para xs. Verificamos como

a resposta da estimagéo do filtro tem um atraso em relacéo a posicéo real de xs.
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4.5

Xs Estimado
— Xs Real

0 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Tempo (s)

Figura 10 - Resposta criticamente amortecida para o filtro o-f para xs.

A partir da equacéo (54) podemos obter uma outra forma de representar o VRF (X;),

apenas em funcéo de uma variavel, pois dessa forma, podemos projetar o filtro o-/ para um

determinado valor de VRF. Para isso, fazendo

0=vJA-Ax, (62)
temos que
a=1-60°/A (63)
e
B =(01-0)T/B. (64)

Entdo, substituindo na equacéo (54), temos:

_ _ 2 3 49 2
VRF()?S):—ZA AAG—-2A0° +20 +¢93+1 20+2A . (65)
(-1+6)(0+))

E a equacdo para VRF ()?p) para 0s mesmos valores de « e S, € dada por:
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(A%6% + A’ +1+0° —4A0)(-1+0)
(0+1)'B? '

VRF (&, )=- (66)
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Capitulo 5

Estudo de caso

Neste capitulo mostraremos um exemplo prético de aplicacdo do filtro o-f em
sistemas de 12 ordem, que é o caso da estimagdo da taxa de consumo de oxigénio em sistemas

de medicao indireta.

5.1 Introducéo

Sistemas de lodo ativado sdo amplamente utilizados para o tratamento de &guas
residudrias. Nesses sistemas, as bactérias aerobias e facultativas (bactérias que se comportam
como aerdbias e ndo aerdbias, de acordo com a presenca ou ndo de oxigénio) que constituem
o lodo ativado, sdo utilizadas para consumir a matéria organica contida no afluente, principal
agente poluidor do ambiente. Bactérias aerGbias oxidam a matéria organica utilizando
oxigénio dissolvido (OD) na agua que é reposto ao sistema através de aeradores. O processo
de oxidacdo é realizado no tanque de aeracdo ou reator aerébio do sistema de tratamento.
Antes de ir para o reator aerobio, o afluente bruto passa por um tanque de equalizagdo, que
tem como funcdo amortecer as variagfes de vazao e concentracdo das aguas residuarias. Do
reator aerobio, o afluente tratado entra no tanque de sedimentacdo que tem como funcao
separar o afluente tratado do lodo ativado. O lodo ativado é retornado do tanque de
sedimentacdo para o tanque de aeracao e o efluente clarificado é despejado no ambiente. [10]

A concentracdo de oxigénio dissolvido (OD) em corpos de aguas naturais e residuarias

depende de fatores fisicos, quimicos e biolégicos do corpo aquatico. A principal funcdo do
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oxigénio dissolvido em um corpo aquatico de aguas residuarias € promover o processo de
oxidacdo da matéria organica. Providas de oxigénio, as bactérias podem realizar sua fungéo de
converter dejetos organicos em subprodutos inorganicos, principalmente dioxido de carbono e
agua [12].

No sistema de lodo ativado um dos parametros operacionais mais importantes é a taxa
de consumo de oxigénio (TCO) que representa a velocidade de respiracdo dos
microrganismos presentes no sistema de tratamento. A respirometria trata da medigdo e
interpretacdo da TCO em sistemas aerobios de tratamento. A TCO € o parametro mais
indicado para avaliar a toxicidade de um afluente, porque o langamento de cargas toxicas
resultara numa diminuicdo da velocidade de consumo de oxigénio pelos microrganismos

intoxicados e, portanto, da TCO [8].

5.2 Descricdo de um sistema de lodo ativado

O tratamento de aguas residuarias em sistema de lodo ativado é realizado utilizando-se
microorganismos aerébios que oxidam a matéria organica presente. O oxigénio dissolvido
consumido por estes microorganismos deve ser reposto ao sistema utilizando-se aeradores. A
taxa de consumo de oxigénio que descreve o consumo de oxigénio dissolvido pelos
microorganismos no tempo e é um dos parametros que pode ser utilizado para verificacdo da
qualidade do tratamento assim como de algumas caracteristicas do afluente a ser tratado (tal
como nivel de toxicidade).

Devido ao tamanho e a dificuldade de acesso em um sistema de tratamento em escala
real, uma das formas de se verificar a TCO consiste em utilizar um sistema de bancada que

deve ser semelhante em escala, ao sistema real, como representado na figura 11 [2, 9].

Acrador |+ Conversor

Atuador Sistema digital A

E? 50D » AD :> Controlador
ensor de

= LS

Reator

Estimagio

Figura 11 - Esquema simplificado do sistema realimentado para estimagéo da TCO.
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5.3 Equac0es para estimacdo da TCO

Um método cléssico para estimacdo da TCO consiste em arear o sistema até um
determinado nivel de concentracdo de OD e depois desligar a aeracdo. A TCO pode ser
calculada pela inclinagdo da curva de decaimento da concentracdo de OD com o tempo.
Quando a concentragdo de OD atinge um determinado valor limite inferior, liga-se a aeragéo
reiniciando um novo ciclo de estimacao. O principal problema relacionado com a estimacao
da TCO utilizando o método classico é um intervalo de tempo relativamente longo,
tipicamente de 3 a 5 minutos, dependente da propria TCO, entre cada resultado de estimacao
[4, 9].

Para um sistema em bancada, com vazéo do afluente pequena, a concentragdo de OD
no tempo pode ser descrita pela seguinte relacéo, [9]

do(t) _

90 _  (1fosa ~Of1]- Rl). 7

em que O(t) e Ot S80 as concentragOes de oxigénio dissolvido no reator e de saturacdo, em

miligramas por litro (mg//); Kn(t) € o valor medio do coeficiente global de transferéncia de

oxigénio durante o periodo de amostragem correspondente de t = (n-1)Tat=nT,e T éo

periodo de amostragem; e R(t) é a TCO, em mg///h.

A TCO pode ser estimada utilizando o modo de medicdo com realimentacédo e controle
da concentracdo de OD. No sistema representado pela equacdo (67) a grandeza secundaria é a
concentragdo de OD, representada por O(t), a grandeza de interesse é a TCO, descrita por
R(t), e a varidvel de atuacdo € Kn(t). Nesse sistema, o meio de medi¢do, 0 sensor para
medicdo da grandeza secundaria e o atuador séo elementos distintos.

Para a medicdo de concentragdo de OD, pode-se utilizar um sensor que fornega uma
corrente de saida proporcional a concentracdo de OD. Entretanto, esse sensor também é
sensivel a temperatura [13], que pode ser considerada como uma interferéncia e deve ser
compensada no bloco de reconstrucdo da varidvel secundaria. A dindmica do sensor de
concentracdo de OD pode ser modelada por um sistema de primeira ordem [15]. Experiéncias
de utilizagdo desses sensores mostram que este apresenta uma constante de tempo de no
maximo 2 a 3's. As constantes da funcao de transferéncia do sensor podem ser encontradas
durante uma fase de afericdo [14].

Para o projeto do controlador, define-se a forma como a varidvel de controle é

traduzida para a variavel de atuagdo como: Kp(t) = u(t) /(Osat - O(t)). O efeito da dindmica do
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sensor pode ser desconsiderado se a constante de tempo dominante do sistema controlado for
bem maior do que a constante de tempo associada ao sensor de medigdo. Dessa forma, a

equacéo (67) pode ser reescrita em Laplace como:
s0(s)=U(s)-R(s) (68)

O valor de controle pode ser calculado a partir dos valores de medicdo da

concentragdo de OD e da referéncia de controle, O, por:
U(s)=C(s)(Ow —O(s)) (69)

O controlador proporcional foi escolhido, sendo seu ganho constante representado por
Kp. O polo resultante do sistema pode ser alocado em t = 30 s, que € no minimo dez vezes
maior que a constante de tempo associada ao sensor de OD.
Substituindo (69) em (68):

50(s)=K, (O —O(s))-R(s) (70)

A concentracdo de oxigénio pode ser encontrada por:

KO, —R
O(s)= L(S) (72)

(s + Kp)

Fazendo
R
R*(s)=0,, _RE) (72)
KP
a equacéo (71) pode ser reescrita como,

O(S) — KP (73)

R*(s) s+K,

A equacgdo (73) representa a funcdo de transferéncia do sistema de lodo ativado,
verificamos que se trata de um sistema de 12 ordem, entdo, as equacdes desenvolvidas
anteriormente para o filtro o-f para um sistema de 12 ordem se aplicam diretamente ao
sistema de lodo ativado estudado. Para isso, consideramos como grandeza secundaria o O(s),
a grandeza principal sendo R*(s) e 0 a = K. A partir disso, podemos projetar um filtro o-f
para o sistema de lodo ativado para estimacdo da TCO de acordo com o0s parametros de

projetos, como o VRF e 0 ETT.
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A forma discreta de um sistema de 12 ordem dada por (8), usando um ZOH, pode ser
aplicada ao sistema da equacdo (70). Neste caso, a concentracdo de OD, na forma discreta, é

dada por:
O(n+1) = AO(n)+BR™*(n) (74)

e a forma discreta de (72) é dada por:

R*(N)=0,, — R(n) ou
KP

R(N) =K, (O —R*(n)). (75)

5.4 Estimacdo da TCO

Sistema com termo derivativo

A estimagdo da TCO pode ser representada em apenas uma equagdo, para isso,

substituimos o valor de R*(n) de (74) em (75), assim temos:

R(n) =K, [om LM ‘By(””)}. (76)

Lembramos que para reconstru¢cdo de R sdo utilizados os valores medidos da

concentragédo de OD, ou seja, 0s valores de y.

Sistema sem termo derivativo
Podemos obter uma melhor estimacao utilizando uma simplificacdo da equagédo (76)

desconsiderando o termo de diferencas finitas. Assim temos que [2]:
R(n) =u(n), (77)
e por (69), u(n) é dado por:
u(n) =K, [ Oy +y(n) |,
entdo, a estimagdo de R sem o termo derivativo é dada por:

R(n) =K, [ O +y(m] (78)
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5.4.1 VREF para o sistema de lodo ativado

Sistema com termo derivativo

Reescrevendo a equacéo (76), estimacdo direta da grandeza R pode ser feita por:

R(n) =

VRF (R)

@) pode ser encontrado aplicando

s K, * KA
R(n) =[?y(n+1)} +{ 5

2szyref 2KpZAyref
B B

+ y(n+1)+ y(n)

Aplicando a esperanca a cada termo separadamente temos:

el[Ko gy ] L=Ke o2
{?y(””} G
= [ AK, |OAKS?

g Y| =g

E{[prref]z}zo,

2K 2A
E{ B”z y(n+1)y(n)}=0

E{ p Vi y(n+1)}

E{ yref y(n)} —

Com isso o valor de E {[R(n)]z} = KB—2(1+ A’) o7, entéo,

VAR[ R(n) ] = E{[Fi(n)]z}

, entdo, temos:

A
y(n+1)y(n)

9 5
:| +[prref :IZ + 2Kp2

(79)
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VRF(R) =

VAR| R(n) K2 )
(Ej L = (1+A ) (80)

A equacdo (80) nos permite encontrar o valor do VRF(Ii) para o sistema de lodo

ativado com o termo derivativo.

Sistema sem termo derivativo

A estimacdo da grandeza de interesse sem o termo derivativo pode ser feita por (78),

entdo, O valor do VRF (Ii) pode ser encontrado fazendo-se VAR[ﬁ(n)} =E {[ﬁ(n)]z}. Entéo,

E{[Fi(n)]z} = E{[Kp (O - y(n))]z} ,
E {[Ifi(n)]z} = E{K, 70" +K,7y(n)* =20, y(n)},
= {[ﬁ(”)]z} = E{K,70,,*} + E{K,?y(n)*} - E{20,, y(n)} .
E sendo
E{K,’0,4°}=0,
E{K,?y(n)} =K %07,
E{20,,y(n)}=0.

O valor do VRF (Ii) é dado por:

VRF (R) = =K 2. (81)

p

. VAR[FE(n)]

5.4.2 ETT para o sistema de lodo ativado

ETT do Sistema com termo derivativo

O ETT para o sistema com o termo derivativo (76), é igual a zero, pois a grandeza

principal é estimada diretamente pela funcéo inversa do sistema.

44



ETT do Sistema sem termo derivativo

O ETT do sistema sem o termo derivativo pode ser encontrado por:

ETT(ﬁ):i[F@(n)—R(n)T.

n=0

Para o sistema sem o termo derivativo, temos que
R*(n) =0(n)
ou
R*(n+1)=0(n+1),
e O(n+1) é dado por:
O(n+1)=A0(n)+BR*(n).
Substituindo (82) em (83) temos:
R*(n+1)= AR*(n)+BR*(n),

e a funcéo de transferéncia H, = Ii*(n +1)/R*(n) em Z é dada por:

B
1- Azt

Hy =

Sabendo-se que
E(z) =R*(n+1)-R*(n+1)
ou
E(z) =HiR*(n)—R*(n+1),
e que a transformada Z de R*(n+1), degrau A4, é dada por

AS

_2_11

R*(n+1) =

podemos resolver a equagédo (86) como segue:

B A3 A
Azt 1-z7%t 1-77Y

E(z):l_

entdo,

(82)

(83)

(84)

(85)

(86)
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A9z?

E(z)= .
(2) 22— Az

Usando a propriedade apresentada no Apéndice A, podemos encontrar a transformada
Z inversa de E(z) fazendo by =A$, b, =0, b, =0, a,=1, a,=-A, a,=0, ¢ =1, B, =A$?,

B, =0 e B, =0, e substituindo na equagéo:

ih_Z — aoelBo _aoa181 +(a12 _azel)Bz .
= a |_(a§ -a, )91 - (aoal —a,a, )a1J

Temos a transformada Z inversa que serd o proprio ETT (R *) , dado por:

AG?
1- A?

ETT (FE *) - (87)

Agora podemos encontrar 0 ETT(IQ) a partir do ETT(ﬁ*) usando a relacdo (75),

com isso, temos que ETT (Ii) dado por:

ETT (FE) - (88)

5.4.3 Simulagoes (sem filtro)

Primeiramente, o sistema de estimagdo da TCO em sistemas de lodo ativado foi
simulado sem o filtro. Neste caso, a simulacdo da TCO pode ser feita de duas formas.
Primeiro pela forma direta (com o termo derivativo), onde o valor de estimado de R pode ser
encontrado pela inversa da fungéo do sistema de medigdo da TCO, ou seja, pela equacéo (76).
Depois, foi simulagéo desprezando-se o termo derivativo, ou seja, pela forma dada em (78).

O sistema de TCO foi simulado com os seguintes parametros, Os;t = 8 mg/A, T = 2 s,
Oret = 2 mg/A, ruido de medicdo de concentracdo de OD do tipo gaussiano com desvio padréo
de 0,01 mg/A e foi simulado com um consumo inicial de oxigénio de 10 mg/A/h com um
aumento tipo degrau para 30 mg/A/h apds 20 minutos. Sendo K, = 2, assim o A =0,9355e B =
0,0645.

VRF com termo derivativo

A simulagéo para a estimacdo da TCO, representada por R, é mostrada na figura 12,
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em que podemos notar a presenca de um ruido relativamente alto, em relacdo a grande
estimada. E importante destacar a importancia de encontrar o valor do VRF para este sistema,
para uma posterior comparagao.

O valor do VRF pode ser calculado por (80) e para verificar a coeréncia deste
resultado, poderemos comparar o valor calculado com o valor encontrado através da

simulacdo do sistema.

2.5 T
R estimado
2L R B

15 B

0.5

(mg/l/min)

1.5 I I I ! !
0 10 20 30 40 50 60

Tempo (minutos)

Figura 12 — Simulacdo para o sistema de lodo ativado com o termo derivativo, equagao (76).
Entéo, por (80), o valor do VRF (FAQ) é igual a:
VRF (R) =1803,3

ou seja, a variancia na grandeza R é 1.803,3 vezes maior que a variancia do ruido presente na

grandeza medida, y.

Para encontrar o VRF a partir da simulacgdo é preciso fazer VAR[FAQ}/VAR[y] , 0 valor

resultante € muito préximo do calculado, tendo algumas variagdes a cada simulacdo em torno

do valor calculado, devido ao ruido aleatorio presente na saida y.

VRF sem termo derivativo
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A simulacdo para R é mostrada na figura 13. Neste caso, podemos notar que o ruido
diminuiu muito em relacéo a simulagdo feita com o termo derivativo, mostrada anteriormente.
Entretanto, percebemos um aumento no tempo de resposta do sistema. Caracterizando um

aumento no ETT.

R estimado
R
0.5+
0.4 B
5
£ o3l )
>
£
0.2+ _
0.1 B
O L L L L L
0 10 20 30 40 50 60

Tempo (minutos)
Figura 13 — Simulagéo para o sistema de lodo ativado sem o termo derivativo, equacéo (78).

Para este caso, o valor do VRF calculado pode ser obtido por (81), e € igual a:
VRF(R)=4.

O valor do VRF para este caso também foi obtido através da simulacéo, e seus valores

foram muito préximos do valor calculado, tendo algumas variagdes para cada simulag&o.

ETT com termo derivativo

A simulagdo para o sistema com o termo derivativo e sem a presenca de ruido é
mostrada na figura 14. Verificamos que, neste caso, o valor R como o valor de R sdo iguais,

caracterizando o ETT(R) =0.
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0.7 ‘
R estimado
R

0.41 1

(mg/l/min)

0.3F i

0.2+ B

0.1p B

0 ! ! ! ! !
0 10 20 30 40 50 60

Tempo (minutos)

Figura 14 — Simulag&o para R e R estimado com o termo derivativo e sem ruido.

ETT sem termo derivativo

A simulagdo para estimacdo de R sem o termo derivativo e sem a presenca de ruido €

mostrada na figura 15. Verificamos que R tem um atraso em relacdo a R apds o degrau.
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R estimado
R
0.5+
0.4+ B
<
£ o3} |
{@2]
£
0.2+ B
0.1¢ il
o | L L | L
0 10 20 30 40 50 60

Tempo (minutos)

Figura 15 — Simulag&o do R sem ruido na medida.

Na figura 15 é mostrada a simulacdo do sistema considerando um ruido zero na

medida, dessa forma podemos verificar melhor o erro total de transitdrio, ou seja, podemos

visualizar com clareza o atraso do valor de R em relagdo ao valor de R. O valor do ETT,

devido ao degrau no instante 20 min, pode ser calculado por (88), e seu valor é dado por:

ETT(R) =0,8901.

5.5 Estimacgao da TCO utilizando o filtro a-f

A estimacdo da TCO utilizando o filtro o-f serd feita utilizando o que foi
desenvolvido para um sistema de 12 ordem.
5.5.1 VRF naestimagao da TCO com o filtro a-f

O célculo de VRF(FAQ) para o sistema com o filtro o-f pode ser feito a partir do VRF

para um sistema de 1% ordem dado por (55), que corresponde ao VRF para R*. Sabendo que a

relacdo entre R* e R édada por (75), o VRF para R pode ser dada por:

VRF(FE): KPZVRF(FE*). (89)
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Para o calculo do VRF (Ii) a constante O, , presente na equacédo (75), é cancelada,

ref ?
pois a soma ou subtracdo de uma constante provoca apenas um deslocamento vertical nos

valores de estimacéo de R, nio interferindo no tempo de resposta do sistema. A constante K

aparece elevada ao quadrado, pois € uma constante que estd multiplicando o valor do

VRF(FE*).

5.5.2 ETT naestimagdo da TCO com o filtro a-f

Da mesma forma, o calculo de ETT para o sistema com o filtro £ pode ser feito a
partir do ETT para um sistema de 12 ordem dado por (59), que corresponde ao ETT para R*,

Pela relagéo dada por (75), 0 ETT para R pode ser dado por:

ETT(FE): KpZETT(FE*). (90)

5.5.3 Projeto do filtro a-g para estimacdo da TCO

Com todos os parametros bem definidos, para cada tipo de sistema estudado,
podemos, agora, fazer o projeto do filtro o-f para estimacdo da TCO para um determinado
valor de VRF.

Pela equacéo (65), que nos da o VRF (X,) em fungdo de 6, podemos especificar um

determinado valor do VRF e encontrar o correspondente valor de 6, por meio da funcéo
inversa dada por (65). E sendo @ representado por (62), podemos encontrar os valores de « e

g por (63) e (64). Com isso, temos os valores de « e g do filtro para um determinado VRF.

5.5.4 Simulagéo para o sistema com o filtro a-£ (criticamente amortecido)

A simulacdo usou os mesmos parametros escolhidos na simulagdo anterior para o

sistema de lodo ativado. O VRF escolhido para projeto foi 0,1.
Entéo, para VRF (%,)=0,1, o valor de #é dado por 4 raizes:
1= -1,9377 — 0,9676i
62=-1,9377 + 0,9676i
63 =0,8821
&4 =0,9933
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Entdo, temos duas raizes complexas e duas raizes reais. As duas raizes complexas sdo

descartadas. Podemos usar qualquer uma das raizes reais (63 ou &4) para nosso projeto. O

7

proximo passo é encontrar os valores para a e f pelas equacBes (63) e (64). Assim,
escolhendo o valor 63 = 0,8821, temos os valores de = 0,1683 e 5= 0,0072.

Os resultados da simulag&o sdo mostrados na figura 16 e 17.

Estimacgéo da Concentracdo de OD (Xs)
2.1 T T T T

Xs Estimado
2.05L — Xs Real

1.95 a

1.9+ B

mg/|

1.85 a

1.75+

1.7 ! ! ! ! !
0 10 20 30 40 50 60

Tempo (minutos)

Figura 16 — Simulagéo para estimagéo da concentragdo de OD, Xs, com o filtro o~ para um
VRF = 0,1 para Xs.
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Estimacao da TCO
0.6 ‘

R estimado
0.5+ R

0.3+ B

mg/l/min

0.2 4

0.1} B

-0.1 1 1
0 10 20 30 40 50 60

Tempo (minutos)

Figura 17 — Simulagéo para estimacéo da TCO, R, com o filtro -f para um VRF de 0,1 para

Xs.

Na figura 17 esta representada a simulagdo do sistema de estimacdo de TCO com o

filtro - paraR e R . Verificamos que o sistema possui um degrau na entrada em 20 min.

VRF
Agora vamos calcular o VRF de acordo com os parametros que foram escolhidos para

simulagéo. O VRF de X, pode ser calculado por (54), e o seu valor é:
VRF(%,)=0,1,
e o valor do VRF(FAQ) , dado por (89), é:
VRF(R) =0,5676.

O VREF calculado por (54) foi exatamente igual ao projetado, como ja era esperado.

O VRF também pode ser encontrado através da simulacéo, fazendo VAR (X, )/VAR(y)

para 0 X, e VAR(ﬁ)/VAR(y) para o R. Para os dois casos, os valores obtidos pela

simulacéo foram muito proximos dos valores calculados.
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ETT
O valor de ETT calculado por (58), é dado por:

ETT (%,)=0,0188
eovalorde ETT (FE) dado por (90), é:
ETT(R)=11107.

Os valores simulados foram similares aos calculados.

5.6 Comparacdes dos sistemas de estimacéao

ETT
Na figura 18 mostramos a simulagdo para a estimagdo do sistema sem o termo

derivativo, do sistema com o filtro o-f e da grandeza R, para os mesmos valores das

simulagdes anteriores.

Comparacgéo da Estimagéo da TCO

Re2
050 Rel
R
0.4f 1
£
£ o3l ]
>
1S
0.2+ B
0.1 B
O L L L L L
0 10 20 30 40 50 60

Tempo (minutos)

Figura 18 — Simulag&o para R (real), para a estimacdo Rel (estimacdo com o filtro a-f) e Re2

(estimacdo desprezando o termo derivativo).

Ja vimos que o VRF de cada sistema é dado em fungo de &”. Podemos comparar o
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VRF(Ifi) para o sistema com o filtro o-f fazendo a divisdo pelo VRF(FAQ) do sistema com o
termo derivativo e do sistema sem o termo derivativo. Entdo, podemos saber realmente a

reducdo de varidncia para R em comparacdo com cada método (estimacdo com ou sem o

termo derivativo).

Comparacao com sistema com o termo derivativo.
Dividindo o VRF(Ifi) do filtro o-f pelo VRF(Ii) do sistema com o termo derivativo,

temos o fator de reducédo de variancia conseguido pelo filtro. Entéo,

0,5676
1803,3

=0,000314.

Sistema com o sistema sem o termo derivativo.
Dividindo o VRF(Ii) do filtro -4 pelo VRF(IQ) do sistema sem o termo derivativo,

temos o fator de reducéo de variancia conseguido pelo filtro. Entéo,
0670 _p 19,

ETT
Na figura 19 mostramos a mesma simulacdo anterior s6 que sem o ruido, assim,

podemos verificar melhor o erro total de transitorio nos dois tipos de estimacao.
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Comparacgao da Estimagéo da TCO

Re2
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Figura 19 — Simulagéo para R (real), para a estimacdo Rel (estimagéo com o filtro o-f) e Re2

(estimacdo desprezando o termo derivativo) sem a presenca de ruido.

Na figura 20 mostramos uma amplia¢éo da figura 19 na regido onde tem o degrau para
melhor visualizacdo da diferenca dos erros de transitorios de cada um. Verificamos como a
estimacdo com o filtro tem inicialmente um erro maior, mas posteriormente tem uma subida

mais rapida.
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Comparacgéo da Estimagéo da TCO

0.5 L T T T T
0.45 Re2 | |
— Rel
0.4+ —R |4
£ 0.35+ b
£
>
1S
0.3 b
0.25 B
0.2+ b
1 L 1 L 1 1 1
20 20.5 21 21.5 22 22.5 23

Tempo (minutos)

Figura 20 — Simulagéo do sistema de lodo ativado, sem ruido na medida, para estimacao com

o filtro - e para estimagéo sem o termo derivativo.

Os valores do ETT para o sistema com o filtro é 1,1107 e o ETT do sistema sem o
termo derivativo é 0,8901.

Podemos concluir por esta simulacdo que apesar do sistema com o filtro o-f ter
apresentado um ETT maior, verificamos que teve um tempo de resposta menor, ou seja, teve

uma resposta mais rpida em comparacdo com a resposta do sistema sem o termo derivativo.
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Capitulo 6

Conclusoes e Trabalhos Futuros

6.1 Conclusodes

Neste trabalho foi apresentado um estudo e desenvolvimento do filtro o-f para
sistemas dinamicos de primeira ordem. O filtro o-f foi utilizado para estimacdo da taxa de
consumo de oxigénio em sistemas de lodo ativado.

O filtro a-p foi desenvolvido tendo como base o filtro a-f para sistemas do tipo
integrador puro que é muito utilizado em aplicagdes envolvendo rastreamento de alvos com
um radar. Os principais pardmetros foram desenvolvidos para analise e projeto do filtro, tendo
como exemplo o fator de reducdo de variancia (VRF) e o erro total de transitorio (ETT).

O filtro -4 foi utilizado para estimagéo da taxa de consumo de oxigénio, que em uma
configuracdo realimentada, pode ser considerado um exemplo de sistemas de 12 ordem. O
desempenho do filtro foi comparado com outro método de estimagdo que despreza o termo
derivativo na estimacdo da TCO, e obteve uma melhor taxa de reducdo de variancia. Este
trabalho mostrou uma alternativa para projeto do filtro o-f a partir do fator de reducdo de

ruido desejado.

6.2 Sugestdes para trabalhos futuros

O estudo apresentado neste trabalho é vasto e consequentemente foram abordados

apenas alguns aspectos do filtro a-f para estimagdo de sistemas de 12 ordem. Desta forma,
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estudos complementares podem ser desenvolvidos, dentre os quais se podem destacar:

6.3

Fazer uma analise dos valores de o~ para os quais o filtro pode ter a melhor
reducdo de variancia possivel;

Analisar qual a faixa de valores de VRF para qual o filtro o~/ tem solucéo real
para 6,

Comparacéo do filtro o~ com o filtro de Kalman para sistemas de 12 ordem;
Estudar a viabilidade de utilizar alguma técnica de inteligéncia artificial para
escolher os valores de a e g,

Analisar a influéncia da realimentagcdo na estimagdo das grandezas, assim
como, estudar os tipos de controlador para o sistema;

Explorar outros tipos de projeto que incluam tanto o valor de VRF como o
valor do ETT, assim como, para outro tipo de resposta, além da criticamente
amortecida.

Estudar o tempo de resposta como uma alternativa de projeto, em comparacao
como ETT.

Resumo de equacdes para os sistemas estudados e desenvolvidos

Integrador puro
Para o VRF(X,):

VAR[X,(n+1)] _2a*+2p8+ap

VRF (%)= 2 a(4-2a-p)’
VRF (%)= (1-6)(6° +4319+5) |
(6+1)
Para 0 VRF (X, ):
VRE (3 CVAR[%,(n+D)] 2
(%)= o? Tla(4-2a-p)
R 2(-1+6)°
VRF (%)=
(%) (6+1)°T?

Parao ETT (X, ):
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_A$T(2-a)

ETT()?S)— wBd—2a—p)

Parao ETT(X,):

A (20 ~a* ~2Ba+2p]

ETT(X
( p) aff(4-2a-p)
Sistema de 12 ordem
Para o VRF(X,):
VRE (R )_VAR[)?S(n +1)]  (B+ABa+AB)B+2Ma’T
S o’ _(A—l—Aa)(ZTAa—ZTA+Bﬁ—2T)
_ _ 2 3 4 _ 2
VRF()?S):—ZA AN -2A0° +26°+60"+1-20+2A .

(-1+6)(6+1)°

Parao VRF(X,):

B(A%aT — AT —2A%T + AT =T + AaT + AT - 2ABj3)

VRF(%,) =
) TB(L+ Aa — A)(2TAa —2TA+BS—2T)

(A%6% + A’ +1+0° —4A0)(-1+0)
(0+1)'B? '

VRF (&, )=-

Parao ETT (X, ):

ETT (%)= A9 (Ax-1- A)BT?
7 B(Ax—A+1)(2AaT +BS—2AT —-2T)

AG? [A— Al +3A3 0 —3A% -1+ A’ —2Aa% + A% — Ao + A’ +

2ABS(a 1)

T

ETT(% )=
(%) Bﬁ(—A+1+Aa)(2Aa—2A+¥—2)

Sistema de lodo ativado com termo derivativo

Para o VRF(Ifi):

VRF(R) = VAR[T(n)] = Z"; (1+A%).

|
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Parao ETT(ﬁ):
ETT(FE):O.

Sistema de lodo ativado sem termo derivativo

Para o VRF(Fi):

VRF(R) =K 2.
Para o ETT(ﬁ):
ETT (FE): Klp_zAAfz

61



Bibliografia

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

R. Z. Morawski, "Unified Approach to Measurand Reconstruction,” IEEE

Transactions on Instrumentation and Measurements, vol. 43, pp. 226-231, 1994.

CATUNDA, S. Y. C. ; DEEP, G. S. ; FREIRE, Raimundo C. S. et al. “Consideracfes
Gerais sobre Sistemas Realimentados de Medigdo”. In: Congresso Brasileiro de
Automatica - CBA, 2000, Florianopolis - SC, Brasil. Anais do XIII Congresso
Brasileiro de Automatica, 2000. p. 2010-2015.

Blair, W. D.; Gray, J. E.; Boyd, M. D.; “Design Analysis for the Two-Stage Apha,
Beta, Gamma Estimator”, IEEE, 1991.

Catunda, Sebastian Y. C.; Deep, Gurdip S.; Haandel, Adrianus C. van; Freire,
Raimundo C. S.; “Métodos Alternativos para Medicdo da Taxa de Consumo de
Oxigénio em Sistemas de Lodo Ativado”. SBA Controle & Automagéo Vol. 9 no. 2/
Maio, Jun., Jul. e Agosto de 1998.

Wikipedia, Pagina Web, http://en.wikipedia.org/wiki/ZOH. Ultimo acesso em
07/04/2006.

Benedict, T. R., and Bordner, G. W.; “Sysntesis of an Optimal Set o Radar Track-
While-Scan Smoothing Equations”. IRE Transactions on Automatic Control, AC-7
(1962), 27-32.

62



[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

E Brookner, “Tracking and Kalman Filtering Made Easy”, WILEY-INTERSCIENCE,
John Wiley & Sons, Inc. New York. 1998.

Fernandes, José Gilson Santos; Haandel, Adrianus Van; Cavalcanti, Paula Frassinetti
Feitosa; Coura, Lindauberto R.; “Utilizagdo da respirometria no controle operacional

de sistemas aerdbios de tratamento de aguas residudrias - a experiéncia da cetrel”.

Catunda, Sebastian Yuri Cavalcanti, Deep, Gurdip Singh, Haandel, Adrianus C. van,
Freire, Raimundo Carlos Silvério.“Feedback Control Method for Estimating the
Oxygen Uptake Rate in Activated Sludge Systems”. IEE Transsactions on

Instrumentation and Measurement, vol. 48, no. 4, august 1999.

S. Y. C. Catunda, "Consideracdes sobre Circuitos Mistos Reconfiguraveis para
Medicdo," in Departamento de Engenharia Elétrica. Campina Grande: Universidade
Federal da Paraiba - Ecole Nationalle Supérieure des Télécommunications, 2000, pp.
167.

liawase, T.; Tsurunosono, H.;Ehara, N.; Sasase, |. “Alpha-Beta Tracking Filter
Combined With Ellipsoidal Prediction Using Generalized Hough Transform” Radar
97, 14 - 16 October 1997, Publication No. 449 OIEE 1997.

REEVES, J. R. “Membrane Electrode Techniques to Measure Dissolved Oxygen”,
Water & Sewage Works, Februay 1976, p. 44.

Anonymous (1989). 4500-O Oxygen (Dissolved). in “Standard Methods for
Examination of Water and Wastewater”, 17th ed: APHA - AWWA, pp. 4-149

Catunda, S. Y. C., G. S. Deep, e R. C. S. Freire (1998a). “Compensacdo da
Temperatura na Medigdo de Concentracdo de Oxigénio Dissolvido”. Procedings of
XII Congresso Brasileiro de Automatica, Uberlandia, MG - Brazil, pp. 9-14.

Spanjers, H. (1993). “Respirometry in Activated Sludge”. Wageningen, The
Netherlands: Wageningen Agricultural University. IEEE, 1999.

Tetsuya Kawase, Hideshi Tsurunosono, Naoki Ehara and Iwao Sasase. “An Adaptive-
Gain Alpha-Beta Tracker Combined with Three-Dimentional Circular Prediction

Using Estimation of the Plane State”

63



Apéndice A - Transformada Z

Neste apéndice mostramos algumas propriedades e algumas transformadas Z que seréo

utilizadas neste trabalho.

Al. Propriedade

A seguir, mostramos uma propriedade da transformada Z inversa na qual a

transformada inversa Z de uma funcdo H(z) é uma funcéo Zhiz , que pode ser encontrada
i=0

obedecendo a determinados passos e condigdes estabelecidos pela propriedade.

Entdo, sabendo que:

>'h? =2iﬂi§Hp(z)Hp(z1)z1dz (91)

i=0
A transformada Z inversa de

b,z? +b,z +b,

a,2° +a,z+a,
é dada por:
S 2 _ 08By —aa B, +(a?-a,e,)B, . (©3)
= a Kag -a; )91 - (aoal -3, )a1J
Em que,
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B, =bZ +bZ +b?,
B, = 2(b,b, +byb, ),
B, =2b,b,,
e, =a,+a,.
Sabendo que:

x(N) <3 X (2).

x(N—M) ¢z X (2)27".

A2. Transformadas Z para integrador puro — sistema do aviao

Considerando um degrau unitario sem ruido na velocidade no instante n = 0, temos

que:
y(n)=nT, (94)
sendon=0,1,2,...,n
y(n+1)=S(n)=(n+1)T . (95)
A transformada Z de (94) é dada por:
Tz
Y(Z)ZY(n)Zm. (96)
E a transformada Z de (95) dado por:
T
S(Z)ZS(n)Zm. (97)

Agora, considerando um degrau ndo unitario dado por A9, temos:
y, =A4NT, (98)

sendon=0,1,2,...,n
y(n+1) =S(n)=A3(n+1)T. (99)

A transformada Z de (98) é dada por:
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AITz

Y(Z)ZY(n)Zm.

E a transformada Z de (99) dado por:

AST

S(Z):S(n)zm.

A3. Transformadas Z para o Sistema de 12 Ordem
Para
y(n)=1-e*",
sendon=0,1,2,...,n
y(n+1) =S(n)=1—e 2"
A transformada Z de (102) é dada por:

(1-e®*M)z*!
@-zH1-z7%e"")

Y(2)=Y(n) =

E a transformada Z de (103) dado por:

(1-e™)

S(2)=5(n= (—zY)1-z%e")

Para 0 nosso sistema de medicao, temos que: B=1-e¢*" e A=e

As equaces (104) e (105) ficam:

Bz™
Y@ =Y = ay
S(z)=S(n) = B

A-zYHa-Azh’

Agora, considerando um degrau nédo unitario dado por A4, temos:

y(n)=A9(1-e"),
sendon=0,1,2,...,n.

y(n+1) = S(n) = Alg(l—e‘a“””T )

(100)

(101)

(102)

(103)

(104)

(105)

(106)

(107)

(108)

(109)
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A transformada Z de (108) é dada por:

AYBz!
Y(2)=Y(n)= . 110
@ =Y = (110)
E a transformada Z de (109) dado por:
S(z)=S(n)=— 298 (111)

A-zhHa-Azh’
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