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Resumo

Nesta tese, apresentamos uma revisao da eletrodinamica de Podolsky e da eletrodinamica
de Maxwell modificada pelo termo de altas derivadas, CPT-par e dimensdao 6. Analisamos
para a eletrodinamica de Podolsky as equagoes de movimento para os potenciais, encontrando
a solucao para o potencial eletrostatico através do método de Green. Em seguida, calculamos
o propagador de Feynman, cujos polos fornecem as relagoes de dispersao da teoria, que per-
mitem avaliar a causalidade, estabilidade e unitariedade da teoria. Estudamos também uma
generalizacao da eletrodinamica de Maxwell envolvendo termos anisotrépicos, CPT-pares, de
Podolsky e Lee-Wick.

Além disso, examinamos uma eletrodinamica de altas derivadas do setor CPT-impar do Mo-
delo Padrao estendido (MPE) ndo-minimo, de dimensao 5, acoplada a um tensor de violacao de
Lorentz. O termo da eletrodinamica em questao tem a forma e“’\“”D,{A,\DFW. Calculamos o
propagador da teoria, analisamos as relagoes de dispersao dos setores isotropico e anisotropico.
Verificamos que a causalidade é vélida para todas as escolhas dos parametros, mas a unitari-
edade da teoria nao é garantida. De forma analoga, também estudamos o termo de dimensao

5, e AT (T - 0)2F,

na)
Myers-Pospelov. Nesse modelo, obtemos para a escolha do tensor de fundo tipo-tempo dois

com altas derivadas que esta diretamente ligado a teoria de fétons de

modos para a relacao de dispersao. Um modo ¢é causal, enquanto o outro viola a causalidade.
A unitariedade é preservada enquanto a energia permanece real, mesmo para o modo nao cau-
sal. Para o tensor de fundo espacial, a causalidade é violada dentro de certos regimes. No
entanto, existem configuracoes particulares que preservam a unitariedade e ha fortes indicacoes
numéricas de que a unitariedade é garantida para todas as configuragoes puramente espaciais.

Investigamos também o termo " D, A [F,,, e analisamos os aspectos classicos das equagoes
modificadas do tipo Maxwell, bem como o calculo do quadri-potencial A, para obter os campos
magnéticos e elétricos modificados pelo tensor de violacao de Lorentz.

Por fim, investigamos uma eletrodinamica planar modificada. Propomos uma teoria tipo
Chern-Simons, em 1+ 2 dimensoes, dotada de altas derivadas e violagao da simetria de Lorentz.
O setor eletromagnético deste modelo possui uma contribuicao CPT-impar, 5A/“’AA(IA€ ar)

que esta relacionada a uma generalizagao do termo tipo Chern-Simons.

Palavras-chaves: Modelo Padrao Estendido nao-minimo, Violagao de Lorentz, setores CPT-

par e CPT- impar, eletrodinamica com altas derivadas, eletrodinamica planar.



Abstract

In this thesis, we present a review of Podolsky’s and Maxwell’s electrodynamics modified by a
higher-derivative, CPT-even and dimension-6 term. For Podolsky’s electrodynamics we analyze
the equations of motion and find the solution for the electrostatic potential through Green’s
method. We also calculate the Feynman propagator and, by combining the poles, we get the
dispersion relations of the theory, which allows us to evaluate causality, stability and unitarity
of the theory. We study a generalization of Maxwell’s electrodynamics involving anisotropic,
CPT-even, Podolsky and Lee-Wick terms.

Furthermore, we examine a CPT-odd, higher-derivative and dimension-5 electrodynamics
of the nonminimal Standard-Model Extension (SME) coupled to a tensor that controls Lo-
rentz violation. The modification introduced has the form: ¢ D, A\OF, w- We calculate the
propagator of the theory and we also analyze the dispersion relations for the isotropic and
anisotropic sectors. We verified that causality is valid for all parameters that we choose; howe-
ver unitarity of the theory is not guaranteed. Analogously, we study the dimension-5 term,
given by e A\T, (T - 9)*F,, with higher derivatives, which is directly linked to the theory of
Myers-Pospelov for photons. In this model we obtain, for a time-like tensor background, two
propagation modes. One of them is causal, while the other one isn’t. Unitarity is preserved
while energy remains real, even for the noncausal mode. For the spacelike background, causality
is violated within certain regimes. However, there are particular configurations that preserve
unitarity and there are strong numerical indications that unitarity is guaranteed for all purely
spacelike configurations.

We also examine the term e D, A,OF, w- In this context, we analyze the classical aspects
of the modified Maxwell equations and calculate the four-potential A, in order to obtain the
electric and magnetic fields modified by the Lorentz-violating tensor.

Finally, we investigate a modified planar electrodynamics. We propose a Chern-Simons-
like theory in (1 + 2) dimensions endowed with higher derivatives and Lorentz violation. The
electromagnetic sector has a CPT-odd contribution, 5’\“”A,\(/A€AF)FW, which is related to a

generalized Chern-Simons-like term.

Keywords: Nonminimal Standard-Model Extension, Lorentz violation, CPT-odd and CPT-
even sectors, electrodynamics with higher-order derivatives, Podolsky electrodynamics, Planar

electrodynamics.
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Introducao

A fisica além do modelo padrao esta sob amplo desenvolvimento nos tltimos anos, abran-
gendo teorias que violam a simetria de Lorentz como um ramo de investigacao. O modelo
padrao estendido (MPE) é um arcabougo da teoria de campos efetiva obtida do MP, incluindo
termos adicionais que consistem em acoplamentos escritos como contracoes tensoriais entre os
campos fisicos e tensores de campos de fundo [1, 2], em que esses campos de fundo controlam a
intensidade da violacao da simetria de Lorentz. Além disso, estes campos introduzem direcoes
privilegiadas no espaco-tempo. FEstudos do MPE tém sido realizados para procurar efeitos
da violagao da simetria de Lorentz e desenvolver um programa de precisao que nos permite
examinar os limites da simetria de Lorentz em varias interagoes fisicas.

A investigagao das possiveis violagoes das simetrias do espaco-tempo abrem janelas para
explorar aspectos fundamentais da natureza. Nesta direcao, a busca por modelos que nos indi-
quem como estes efeitos podem ser implementados se faz necessario. A partir destes modelos,
pode-se comparar a teoria aos experimentos na tentativa de verificar ou nao as violacoes da
estrutura espago-temporal. Acredita-se que a escala de Planck é o cenario onde pequenas vi-
olacoes da invariancia da simetria de Lorentz podem de fato acontecer. Acredita-se que nesta
escala a estrutura do espacgo-tempo passa a apresentar flutuacoes na geometria. Existem mo-
delos tedricos que propoem essa suposicao. Podemos citar, por exemplo, violagoes da simetria
de Lorentz no contexto da teorias de cordas [3, 4, 5, 6, 7] e também em teorias de gravitacao
quantica em loop [8, 9]. Por outro lado, partindo-se da ideia que violagdes da simetria de Lo-
rentz sao de fato factiveis, podemos citar uma série de estudos tedricos que baseiam-se neste
novo cenario. Destacamos os modelos baseados em espagos-tempo nao-comutativos [10, 11].
Nestes modelos, as coordenadas do espago-tempo de Minkowski x* nao sao apenas nimeros re-
ais. Estes objetos agora sao promovidos a operadores que satisfazem uma relacao de comutacao,
a saber: [z, x”] = 16"". A presenga do tensor nao-dinamico 8", em geral, provoca efeitos que
podem ser associados a violagao da simetria de Lorentz como, por exemplo, anisotropia em
modos de propagacao de campos e particulas no vacuo. Existem na literatura outras hipoteses
capazes de produzir efeitos ligados a violagao da simetria de Lorentz. Um modelo bastante
promisor tem seu alicerce nos chamados spacetime foam [12, 13, 14]. O conceito por tras destas

teorias consiste em compreender como as flutuacoes de energia na escala de Planck podem in-



fluenciar a geometria do espaco-tempo e, consequentemente, como a propagacao de particulas
nestas estruturas modificadas seriam afetadas. Por ultimo, destacamos as teorias de campos
definidas em espagos-tempo com topologias nao-triviais [15, 16, 17, 18, 19] e a gravidade de
Hotava-Lifshitz [20] que tem como base a violagao da simetria de Lorentz.

No ambito do MPE muitas investigacoes tém sido feitas no contexto da violagao da si-
metria de Lorentz do setor fermidnico [21, 22, 23], violagdo da simetria CPT [24], o setor
eletromagnético CPT-impar [25, 26, 27], o setor eletromagnético CPT-par [28, 29], e interagoes
féton-férmion [30, 31, 32]. Assim, vemos que diversos estudos incluindo Violacao da Simetria
de Lorentz (VSL) tém sido realizados nos ultimos anos, em que o MPE minimo admite apenas
contribui¢oes com VSL de dimensoes de massa 3 e 4. Contribuigoes de VSL com dimensoes
superiores pertence ao MPE nao minimo e serao abordados adiante.

Como pode-se observar, estudos dos setores dos fétons, férmions, neutrinos, entre outros,
sao bastante vastos. Porém, com a finalidade de fornecer um compilado acessivel com os bounds
mais restritivos ja obtidos para os coeficientes minimos e nao-minimos, Kostelecky e Russell
publicaram o conhecido, e anualmente atualizado, Data Table [33].

Outra abordagem a pesquisa em eletrodinamicas modificadas inclui a possibilidade de de-
rivadas superiores. Esta ideia foi proposta pela primeira vez por Podolsky em 1942 [34], que
estudou inicialmente o termo de dimensdo 6, 9, F“?0,F )‘ﬂ, que ¢ invariante de gauge e Lorentz.
Essa teoria exibe duas relacoes de dispersao, a usual da teoria de Maxwell e um modo massivo,
que torna a energia de uma carga pontual finita [35]. No entanto, no nivel quantico, o modo
massivo produz problemas de unitariedade [36]. A condigao de fixacao do gauge de Lorentz
nao ¢é a correta para a eletrodinamica de Podolsky que apresenta cinco graus de liberdade: 2
graus de liberdade do f6ton usual e 3 conectados ao modo massivo [37]. Na Ref. [37] podemos
encontrar a condi¢ao de fixacao do gauge mais adequada, chamada de condi¢cdo de Lorentz
generalizada, que é compativel com os 3 graus de liberdade relacionados ao modo massivo.
Outros desenvolvimentos na teoria de Podolsky merecem ser mencionados como, por exemplo,
implicacoes na lei de Stefan-Boltzmann foram estudadas usando o formalismo de temperatura
finita [38].

A estrutura canonica da teoria foi estudada em [37, 39] e sua quantizac¢do tanto no for-
malismo BFV como no formalismo de integrais de caminho foram desenvolvidas em [40, 41].
Aspectos como auto-for¢a e autointeragao foram investigados em [42, 43]. Além disso, um
estudo minucioso das funcoes de Green e das solucgoes classicas foram feitos nas referéncias
[44, 45]. Estudos complementares da eletrodinamica de Podolsky foram feitos em [46], onde a
expansao multipolar para campos no regime estatico foi calculada. O método de simetrizacao
de calibre foi empregado em [47, 48] com a finalidade de se obter o tensor energia-momento em
sua forma simétrica. Ja o problema de estabilidade na eletrodinamica generalizada de Podolsky
baseada no formalismo BRST foi investigado em [49]. Investigacoes envolvendo espalhamento
elétron-pdsitron e potenciais nao-relativisticos dependentes do spin e da velocidade foram feitas

em [50, 51, bem como no cenério de defeitos topoldgicos [52].



Outra extensao da teoria de Maxwell contendo derivadas superiores é a eletrodinamica de
Lee-Wick, descrita pelo termo de dimensao 6, F},,0,0*F" [53]. Essa teoria também implica
em uma energia finita para uma carga pontual em (1 + 3) dimensbes do espago-tempo. A
eletrodinamica de Lee-Wick também fornece uma contribuigao bilinear para a Lagrangiana de
Maxwell, que é semelhante ao termo de Podolsky, mas com sinal oposto. Este termo causa ins-
tabilidades de energia no nivel classico e estados de norma negativa no espago de Hilbert no nivel
quantico. Apds anos, essa teoria voltou a receber atencao com a proposta do Modelo Padrao
de Lee-Wick [54], que se baseia em uma estrutura de gauge nao Abeliana livre de divergéncias
quadréticas, com interessante fenomenologia [55] e estudo das caracteristicas da eletrodinamica
quantica [56]. Neste contexto, investigagoes gerais de extensdes VSL sdo encontradas, bem
como aplicagoes na energia de auto interagao de fontes pontuais [57, 58, 59, 60].

Os termos que envolvem altas derivadas, quase sempre, sao considerados como corregoes
do modelo modificado em questao. Dessa forma sao, em muitas ocasioes, tratados como per-
turbagoes [61, 62, 63, 64, 65]. Mesmo nessas situagoes, por mais fracos que sejam os operadores
de derivadas superiores acoplados, a teoria modificada sofrerd um aumento em seus graus de
liberdade. Sendo assim, para que a descricao do problema seja consistente, é necessario manter
os graus de liberdades extras que surgem. Por sorte, a formulacao Hamiltoniana para siste-
mas da mecanica cldssica com derivadas temporais mais altas existe, e foi desenvolvida por
Ostrogradski em 1850 [66].

Teorias que violam a simetria de Lorentz sao também conectadas a teorias dotadas de
derivadas de ordens superiores. Nesse contexto, a violacao de Lorentz pode incorporar opera-
dores de dimensao de massa mais alta, que podem incluir termos de altas derivadas. Versoes
nao minimas do MPE foram inicialmente desenvolvidas para o setor fotonico [67] e o setor de
férmions [68, 69], concretizando exatamente um modelo onde a VSL ¢é associada a termos de
altas deriavadas.

A Lagrangiana nao minima para fétons pode ser escrita de forma semelhante a do setor
minimo:

c, - —iF#,,F”” + %e“’\“”A,\(l%AF)KFW _ %FM(I%F)“A””FW, (1)
com A, sendo o campo de gauge do grupo U(1), enquanto F,, = 9,4, — 0, A, é o tensor
"field strength” associado. Todos os campos sao definidos no espaco-tempo de Minkowski com
tensor métrico (n,,) = diag(l,—1,—1,—1). O simbolo de Levi-Civita ¢ denotado por €*7,

0123 — 1. Os operadores (kar). e (kp)"™" representam as versoes

onde usamos a convengao €
nio minimas dos coeficientes minimos correspondentes, (kar). e (kr)**”. Sao dados por séries

infinitas de operadores CPT-impares e CPT-pares de derivadas de ordens superiores:

@ d Q1.0 g—
(kar)e = Y (K™ 00, Oagyy (2a)
d= {mpar
(bp) ™ = 3 (k) 00,, - Ba (2b)
d= par



onde d é a dimensao de massa de cada operador de campo associado e os indices, i = 1,2, 3, ..., d—
4,d — 3, rotulam a ordem das derivadas. Portanto, o MPE nao minimo é uma generalizacao do
MPE minimo que inclui termos adicionais nao renormalizaveis de derivadas de ordens superio-
res. Nesse contexto, o MPE minimo pode ser interpretado como uma corregao de ordem zero
para o MPE nao minimo, onde as contribuicoes d = 5,6, 7, 8... sao interpretadas como correcoes
de mais altas ordens. As correcoes de derivadas mais altas tornam-se relevantes na medida em
que consideramos escalas de energia mais altas. Assim, os coeficientes do MPE nao minimo
podem ser uteis para investigar propriedades fundamentais, como causalidade, estabilidade e
unitariedade de teorias de campos efetivas em escalas de energia mais altas.

E importante mencionar que escolhas particulares de coeficientes nao minimos foram pro-
postas e investigadas em outras modificacoes da eletrodinamica, incluindo operadores de di-
mensoes superiores [70, 71]. Teorias nao minimas contendo acoplamentos de dimensdes supe-
riores também podem ser construidas sem a introducao direta de derivadas superiores. Tais
acoplamentos foram considerados inicialmente em [72, 73] e foram propostos recentemente em
cendrios mais amplos [74, 75]. Diversas aplicagoes destes modelos sdo encontrados na litera-
tura, incluindo o espalhamento féton-féton [76], interagoes eletrofracas [77] e a eletrodinamica
escalar [78]. Os termos modificados por altas derivadas com viola¢ao de Lorentz foram também
gerados recentemente de outras formas, como por meio de correcoes quanticas da acao efetiva
do féton em um cendrio com um acoplamento nado minimo entre férmions e fétons [79, 80], bem
como em cendrios supersimétricos [81, 82].

Nesta tese vamos apresentar uma eletrodinamica CPT-par, dimensao-6, com derivadas de
ordem superior, composta por um termo de Podolsky anisotrépico, 9, F7P0\F**Dg,, e um
termo anisotrépico de Lee-Wick, F,,0,03F v DP respectivamente, com D’ representando
um tensor de fundo de rank-2. Ambos os modelos podem ser mapeados na estrutura nao
minima de dimensao 6 da Eq. (1.31). Obtivemos os propagadores e examinamos as relagoes
de dispersao para varias configuragoes do tensor de rank-2. Descobrimos que o modelo exibe
modos causais e ndo-causais, bem como modos unitdrios e ndo-unitdrios [83]. Ambos os modelos
sao apresentados nos capitulos 2 e 3 dessa tese, respectivamente.

No capitulo 4, apresentamos uma eletrodinamica de Maxwell com altas derivadas, CPT-
impar, de dimensao 5. Através do operador CPT-impar nao minimo, (l;:AF)m escrevemos um

termo mais simples, " D, A\[0F,,,, e um termo mais complexo, e** A\T, (T - 8)*F,,,, ambos

2
de dimensao 5. Para ambos os modelos calculamos o propagador e obtemos as relagoes de
dispersao da teoria. Através das relagoes de dispersao, analisamos algumas configuragoes do
campo de fundo e buscamos setores onde a energia é bem definida, a causalidade e unitariedade
sao asseguradas.

Ainda no capitulo 4, analisamos as solugoes classicas para o 4-potencial do modelo mais
simples, e“*“”DHAADFW. O objetivo é mostrar como os termos de violagao com derivadas
superiores modificam as solugoes classicas da teoria de Maxwell.  Através da equacao de

movimento obtemos as equagoes de onda para o potencial escalar e vetorial, resolvidas através



do método de Green. Com o potencial em maos, podemos obter os campos elétricos e magnéticos
e analisar as contribuicoes advindas do tensor de violacao. Um estudo das solugoes classicas
no cenario com quebra de Lorentz, para derivadas de ordem superior é encontrado na ref.
[84], em que sao examinados efeitos relevantes nos fenémenos de baixa energia, e associadas a
modificacoes essenciais sobre os campos elétrico e magnético.

No capitulo 5, propomos uma eletrodinamica planar tipo Chern-Simons com altas derivadas
e violacao da simetria de Lorentz. Apresentamos também algumas opcoes de teorias planares
que podem ser examinadas. Analisamos uma eletrodinamica de dimensao 5 na auséncia do
termo de Maxwell, obtivemos os modos de propagacao da teoria através do propagador de
Feynman e observamos que a relagao de dispersao obtida corresponde a modo propagante, cuja

dinamica advém da presenca dos termos de altas derivadas.



Capitulo 1

O Modelo Padrao Estendido

1.1 Introducao

O Modelo Padrao Estendido (MPE) é uma teoria efetiva que compartilha varias proprieda-
des do Modelo Padrao ja conhecidas, tais como renormalizabilidade, conservagao da energia e
momento, simetria e estrutura de calibre, mas nao preserva a simetria de Lorentz, além de po-
der violar a simetria CPT, que é formada pela combinacao de trés transformagoes: conjugacao
de carga (C), inversao de paridade (P) e reversao de tempo (T), [85], [86]. O Modelo Padrao
Estendido foi proposto em 1998. Em 1989 Kostelecky e Samuel [87], langaram a idéia da quebra

espontanea da simetria de Lorentz no contexto da teoria das cordas.

A simetria de Lorentz é uma simetria continua e é dada pela invariancia perante as trans-
formagoes de Lorentz por meio de rotagoes e boosts. Em que a rotagao ocorre sobre cada
uma das trés direcoes espaciais, assim temos trés possiveis tipos de rotagao. Um boost é uma
mudanca de velocidade que ocorre ao longo de cada uma das trés diregoes espaciais, ou seja,
existem também trés tipos possiveis de boosts.

Quando um sistema fisico tem a simetria de Lorentz violada quer dizer que as leis da
fisica sao afetadas pelas transformagoes de Lorentz de particula, [88]. A simetria de Lorentz é
preservada do ponto de vista de uma transformacao de observador, ou seja, quando efetuamos
mudancas relativas ao sistema de coordenadas. Ja do ponto de vista de uma transformagao de
particula, os campos sao transformados, porém, os campos de fundo permanecem intactos, ou
seja, mantém a mesma direcao. Dessa maneira, observamos que as medidas obtidas apds uma
transformacao de particula serao diferentes.

A violacao da simetria de Lorentz ocorre de duas maneiras, de forma explicita e de forma
espontanea. A quebra explicita difere-se da quebra espontanea no que diz respeito a maneira
como elas surgem na teoria. A quebra explicita, por exemplo, nao depende de um mecanismo
para ser gerada. Os termos que induzem essa quebra de simetria sao introduzidos a mao. Por

outro lado, a quebra espontanea da simetria é caracterizada por ser uma espécie de transicao



de fase. Assim, é necessario um mecanismo para que tal transicao ocorra. Os campos de fundo
sao, portanto, identificados como sendo valores esperados do vacuo de algum campo tensorial
dinamico antes da transicao de fase ocorrer que indicam direcoes privilegiadas no espaco.

Os termos que incorporam a violagao das simetrias discretas e continuas, CPT e Lorentz,
respectivamente, sao constituidos pela contracao de operadores de campos com constantes de
acoplamento tensoriais, que carregam um ou mais indices de Lorentz. FEssas constantes de
acoplamento tensoriais induzem a quebra das simetrias CPT e Lorentz permeiando o espaco-
tempo, fornecendo uma estrutura para o vacuo da teoria.

Da mesma forma, diz-se que um sistema tem ”simetria CPT”se a fisica nao for afetada pela
transformagcao combinada CPT. A simetria de Lorentz forma a base da relatividade restrita de
Einstein. A juncao das duas simetrias, Lorentz e CPT, forma o teorema CPT que afirma que
teorias de campo quanticas locais com simetria de Lorentz também devem ter simetria CPT.
[85]. Essas teorias incluem todas as usadas para descrever a fisica de particulas, por exemplo, a
eletrodinamica ou o Modelo Padrao e muitas teorias propostas, por exemplo, Teorias da Grande
Unificagao que se baseiam também na teoria quantica de campos local e invariante de Lorentz.

O setor eletromagnético do MPE é constituido pelos setores CPT-impar e CPT-par. O
setor CPT- fmpar é caracterizado pelo tensor (kap), e é representado pela eletrodinamica de
Carroll-Field-Jackiw [89], com muitas propriedades estudadas na literatura [90, 91, 92]. O setor

CPT-par é representado pelo tensor (kg) que contém 19 componentes independentes, sendo

KAV
suas simetrias compativeis com a maneira como o mesmo esta acoplado ao tensor do campo
eletromagnético. O setor CPT-par tem sido estudado desde 2002 em diversas areas da fisica

[93, 94|, apds as contribuigdes iniciais de Kostelecky e Mewes [95].

1.2 Setor de gauge eletromagnético CPT-par do Modelo
Padrao Estendido

A Lagrangeana do setor eletromagnético CPT-par do MPE, no que se refere ao setor de

fétons depois da quantizacao, é dada por

E = £0+£CPT—par7 (13)
1 177 1 a\ puv
,CZ _ZFMVF - ZLUCF)OC}\MVF F ; (14)
onde (kp), e TEPIESEnta um tensor de rank-4, real, adimensional e possui as mesmas simetrias

do tensor de Riemann, dadas pelas relacoes

) arw = = k) rap = kF) par = = (kF) 1ra - (1.5)

(kF)a/\/,w + (kF>a,uV)\ + (kF)az//\/,L = O’ (16)



onde a ultima equacao é uma identidade tipo Bianchi. As simetrias acima reduzem o ntmero

de componentes independentes do tensor (k) de 256 para 20. O fato de possuir o duplo

aiuy
trago nulo,

(k'F)an =0,
reduz uma componente a mais, perfazendo o total de 19 componentes independentes. O duplo
trago nulo tem por objetivo excluir a contribuigao Lorentz-invariante, (E? — B?) termo de
Maxwell, da estrutura F,, F'*".
O termo de violagao da simetria de Lorentz pode ser escrito desenvolvendo a soma de

Einstein:

(kr) o FOFY = 4 (kp)gio; FOFY + 4 (kp) g FOF™ + (kg) gy FOF™. (1.7)

0ilm ablm
Sabendo-se que

FY=E' F'™ = empB,,
a Lagrangeana em termo dos campos elétrico e magnético assume forma

1 - |
Liv = [4 (ke)oiy E'E + 4 (ki)gum €mpE B? + (k£) ayom €ata€impBIB?| . (1.8)

A simetria discreta CPT corresponde a combinacao das simetrias discretas de conjugacao de
carga (C'), paridade (P) e reversao temporal (7'). A simetria P quando aplicada a um sistema
de coordenadas tridimensional muda a orientagao dextrogira (orientagao para a direita) para
uma orientagao levigira (esquerda). A simetria discreta C' ndo tem nenhuma relagdo com as
coordenadas espago-temporais. Essa simetria relaciona as particulas com suas anti-particulas.
A simetria T, a reversao temporal, como o nome ja diz, reverte o sinal do tempo mantendo fixa
as coordenadas espaciais.

Vamos agora realizar a classificacao sobre as simetrias discretas CPT dos coeficientes de
(kF)n)\uV'

Sob a transformacao de carga C, ocorre: K — —FE e B — —B. Como todos os termos da
lagrangeana (1.8) sao bilineares nos campos E e B, nao hé qualquer reversao de sinal, indicando

que os coeficientes (kr),q;, (kr) (kr) 5 580 C -pares.

0ilm>
Sob a transformagao de paridade P, ocorre: £ — —FE e B — B. Vemos que o Unico termo
que ha reversao de sinal é

(KF)gitm Emp (_El) B?, (1.9)

indicando que os coeficientes (kr)g;;, (kr) sao P - pares e (kp),;, sao P - impares.

ablm 0ilm

Sob a transformacao temporal T', ocorre £ — E ¢ B — —B. Do mesmo modo, temos que

o unico termo que inverte o sinal é
(kr) it €tmpE" (=B7) , (1.10)

indicando que os coeficientes (kF>Oi0j7 (kp) ypim 580 T' - pares e (kp)y;,, sdo T' - impares.
Sob as transformacgoes, C'PT temos que £ — E e B — B. Logo os coeficientes (kp)0i0j7
(k2)oitms (KF) gpim 580 CPT - pares.

A Tabela 1.1 mostra um resumo dos coeficientes sob as transformagoes CPT.
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C|\P|T|CPT
(kr)oo; |+ +|+]| +
(kF)Oilm + |- +
(k:F)ablm + |+ |+ +

Tabela 1.1: Coeficientes sob as transformagoes CPT

1.2.1 Parametrizacao matricial

Uma parametrizacao muito util para abordar esta teoria pode ser encontrada na referéncia
[95]. As 19 componentes do tensor (kg) podem ser reescritas na forma de quatro matrizes

3 % 3,

KAV

(KJDE) ) (/iHB) ) (FJDB) ) (KJHE) )

que sao definidas como

(kpp)" = =2 (kp)¥™, (1.11)
1
(kup)* = §equeklm (kg )P (1.12)
(/iDB)jk = - (HHE)kj = i (/fF)ijqa (1.13)
em que a expressao (1.13) implica em (kpp) = — (k)" . Em concordancia com esta parame-
trizacao, temos que
(kpp)* = (kpp) e (kup)* = (kup)", (1.14)

- : o ik
de modo que (kpg) e (kyp) sdo matrizes simétricas com 6 componentes cada. Como (kpg)’
nao tem simetria definida, tem a principio 9 componentes.

Usando estas parametrizagoes, a Lagrangeana (1.8) assume a forma:

1 o ,
Ly = 5 (’iDE)z'j E'E) +2 (K/DB)ip E'BY — (“HB)qp Bqu] : (1-15)

Sabendo a forma como os campos E e B se transformam sob C, P, T, os coeficientes
(kpR);j> (KHB)y (KDB);, € (KHE);, sdo classificados sob simetrias discretas como mostrado na

Tabela 1.2 a seguir.

C|P|T|CPT
(/iDE)ij +|+ |+ +
(KJHB)qp +|+|+] +
(’fDB)ip == +
(o) |+ == | +

Tabela 1.2: Classificagao sob as simetrias discretas CPT



O duplo trago nulo (kr) " = 0 implica em
(k?F>ayW =2 (HF>Oi0i, + (“F)ijij, == (“DE)Z - (“HB)Z =0, (1.16)

logo
(KJDE—Q—HJHB); =0. (117)

Isso mostra que a matriz (kpg + £Kyp), tem trago nulo. Logo
tr (kpr) +tr (kup) =0,
tr (HHB) = —ir (HDE) .

Esta condicao reduz a soma das componentes de kpg e kyp de 12 para 11 componentes inde-
pendentes.

Por outro lado, usando a propriedade (1.6), temos que

(kF)Oilm + (kF)Olmi + (kF)Omil =0, (1-18)

multiplicando por €, podemos escrever

(kF)Oilm €imp + (kF)Olmi €lmp T (kF)Omil €tmp = 0, (1.19)
(kDB)ip + (kF)Olmi elmp + (kF)Omil elmp = 07 (120)

onde foi usado a propriedade (1.13). Multiplicando por d;, e usando novamente (1.13) obtemos

(I{DB)mm = 0. (121)

Lembrando que, (kpg) = — (/@HE)T, implica em tr (kpg) = —tr (kgg). Concluimos que as ma-
trizes kpp € Kyp possuem ambas trago nulo. Possuem assim, juntas, (9 — 1) = 8 componentes
independentes. Totalizando 19 componentes independentes, 11do setor CPT- par e 8 do setor
CPT- impar.

1.3 Setor de gauge CPT-impar do Modelo Padrao Es-
tendido

A Lagrangeana do setor eletromagnético CPT-impar do MPE, no que se refere ao setor de
fotons, é dada por

L = Lo+Lcpr—impar, (1.22)
1 1
L=—JFuk" +3 (kar)" €axnu AFH (1.23)

onde o operador (k4r), representa um tensor de violacdo CPT- impar, é real e tem dimensao de
massa igual a 1. Apenas a componente tipo-tempo, kY, das quatro componentes independentes

do operador (kar), s@o associadas com termos invariantes sob uma rotacdo do referencial de
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particula. Da forma do tensor (kar)"” vemos que se comporta, sob as transformagoes de Lorentz
de particulas, como tensores com um nimero impar de indices de Lorentz.

A violagao da simetria discreta CPT até entdao nao foi observada na natureza, sendo assim,
qualquer constante que viole CPT no MPE deve ser pequena.

O setor CPT- impar é representado pela eletrodinamica tipo Carroll-Field-Jackiw [89]. Essa
eletrodinamica foi formulada com o objetivo de examinar as possibilidades de violacao da
simetria de Lorentz e da simetria CPT na eletrodinamica de Maxwell. No entanto, a estrutura
geral permite tratar as violacoes das simetrias de Lorentz e CPT em teorias de campo.

Do mesmo modo que foi feito para o setor CPT-par, podemos fazer a classificacao sobre
cada uma das simetrias discretas C, P e T dos coeficientes de (kar)". Para isso vamos escrever

o termo da Lagrangeana Lcpr_impar €m funcao dos campos elétrico e magnético,

1 " y
ECPT—l’mpar = 5 (kAF) Ef{)\;u/AAFH 5 (124)

na forma:
(kar)" € AN F" = (kap)? €oitm A F ™ +(kar)" €i0m A F™ +(kar)" €om A F"+(kap)' €imo A F™,
sabendo que
FOi — Ei, Flm — Elmpo’
a Lagrangeana em funcao dos campos elétrico e magnético assume forma

1 : i j m
/CCPT—l'mpar - 5 [(kAF)O 6OilmAAlelmpo + (kAF) EiOlmAAoelmpo + 2 (kAF)] ElemellE’ ) (125)

podemos simplificar a expressao acima usando

€0ilm€imp = Cilm€imp = 251’}9’

logo
LepT—tmpar = % [2 (kap)’ APB, + 2 (kap)? A°B, 4 2 (kar)’ €uomA'E™| (1.26)
obtemos
Lopt—impar = (kar)’ APBy + (kap)? A°B, + (kar) €jomA'E™, (1.27)
ou na forma
Lepr—tmpar = (kar)’ (A -B) + ¢ (karB) + kap (A x E), (1.28)

onde ¢ = AY é o campo escalar.
A classificagao sobre as simetrias discretas CPT dos coeficientes de (kar)” sob as trans-

formacoes de carga sao A* — —A* | EF — —F e B — —B, indicando que os coeficientes

(kap)°, (kap)", (kar)’ sdo C - pares. Sob as transformacio de paridade, temos A* — (—1)"

E — —F e B — B, indicando que os coeficientes (kap)’ e (kap)’ sio P- pares e | (kap) é
P - fmpares. Sob a transformagao temporal - T, ocorre A*¥ — (—=1)", E — F e B — —B,

J

indicando que os coeficientes (kap)° e (kap)’ sdo T - impares e (kap)’ é T- pares.
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C|P|T|CPT

(kar)’ APB, |+ |+ | -] -
(kar)’ A°B, |+ |+|—| -
(kar) €iomAE™ | +| = | +| —

Tabela 1.3: Classificagao sob as simetrias discretas CPT

Logo os coeficientes (kar)° , (kar)’, (kar)’ sdo CPT - impares, como deveria ser, conforme
mostra a Tabela 1.3.

Uma vez apresentado o MPE, ou MPE-minimo vamos estudar teorias que violam a simetria
de Lorentz conectadas a derivadas de ordens superiores. Nesse contexto, extensoes nao minimas
do MPE foram desenvolvidas, em ambos os setores dos fotons [67] e [68], composto de derivadas

superiores CPT-pares e CPT-impares.

1.4 Setor de gauge do MPE nao-minimo

O Modelo Padrao Estendido nao-minimo é uma generalizagao do MPE minimo que inclui
termos nao-minimos de altas derivadas e nao renormalizaveis. Neste contexto, o MPE minimo
pode ser entendido como uma correcao em ordem zero do Modelo Padrao. As correcoes em
ordens superiores envolvem derivadas de ordens mais altas que se tornam relevantes a medida
em que a escala de energia cresce. A densidade de Lagrangeana para o MPE nao-minimo no
setor fotonico pode ser escrita de uma maneira similar a construcao do setor fotonico do MPE

minimo [96], a saber

1 1 . 1 N KAV
L — _ZLF“”F#V + §€HA#VA>\ (kAF>H F,, — QFHA (k;F> F. (1.29)

Os operadores kar e kp representam agora as versoes nao-minimas daqueles presentes no MPE
minimo, envolvendo termos de derivadas superiores, dados por:

(l%AF>H =3 (W) O O (1.30)
d >3

K

~ O\ RAEY RAPVQL .0 (g —4)
(k:F) = Z (k%) Doy -+ O agg_i (1.31)

d >4
onde d é a dimensao de massa de cada termo, e os indices «; sao indices de Lorentz das derivadas
superiores. No termo CPT-impar, vale d > 3, enquanto no termo CPT-par temos d > 4. No
termo CPT-impar, d = 5 e d = 7 envolvem uma e duas derivadas adicionais, respectivamente.
No caso do termo CPT-par, as mesmas sao designadas por d = 6 e d = 8, respectivamente.
Os coeficientes do MPE nao-minimo sao nao renormalizaveis e se tornam relevantes quando
estamos interessados em investigar propriedades fundamentais, tais como causalidade, estabi-

lidade e unitariedade em escalas de energia mais altas. A depender da escala de energia em
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questao os efeitos destes coeficientes nao-renormalizaveis podem tornar-se dominantes. Como
exemplo, a agao da eletrodinamica quantica nao-comutativa [97] incorpora os efeitos de violagao
da simetria de Lorentz associados com a nao-trivialidade das relagoes de comutacao entre as
coordenados do espago-tempo [98]. De maneira similar, operadores com valores de d muito
grande dominam em teorias com violag¢do da simetria de Lorentz em supersimetria [99].

A QED nao-comutativa pode ser mapeada para uma QED comutativa através do mape-
amento de Seiberg-Witten [100]. Apds este mapeamento, é possivel tratar o campo eletro-
magnético obtido de maneira perturbativa. Neste tratamento é possivel observar que a densi-
dade de Lagrange obtida pode ser identificada como parte do setor eletromagnético nao-minimo
do MPE.
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Capitulo 2

Eletrodinamica de Podolsky

2.1 Introducao

A eletrodinamica de Podolsky é uma generalizacao da teoria de Maxwell. Essa eletro-
dinamica inclui um termo de altas derivadas, que contém duas ordens derivativas adicionais
atuando sobre o tensor do campo eletromagnético, ou mais especificamente, 9, F“?0\F ’2; A
teoria de Podolsky foi apresentada no artigo [34], no inicio dos anos 40. E uma teoria de se-
gunda ordem que preserva as duas simetrias béasicas da teoria eletromagnética: gauge e Lorentz.
Portanto, é um termo de dimensao 6, gauge-invariante e Lorentz-invariante, mas nao possui a
simetria da dualidade dos campos eletromagnéticos livres como mostraremos no decorrer deste
capitulo.

Alguns exemplos de Lagrangeanas, com termos de segunda ordem na derivada, sao encon-
trados na literatura, como a Lagrangeana efetiva de Alekseev, Arbuzov e Baikov [101], que
descreve o regime infravermelho do glion na QCD.

A eletrodinamica de Podolsky, produz um modo propagante massivo, sem quebrar a simetria
de gauge, sendo neste aspecto distinto da teoria de Proca. Em 1942, estudos sobre a teoria de
Podolsky foram iniciados e continuam sendo feitos em diversas areas da fisica, como exemplos a
obtencao de solugoes cldssicas para esta teoria, baseada no calculo da correspondente fungao de
Green e das expansoes multipolares, foi realizada na Ref. [35]. A eletrodinamica de Podolsky a
temperatura finita foi examinada na Ref. [41], onde foram calculadas corregoes a lei de Stefan-
Boltzmann. Também encontramos na literatura a quantizagao covariante da eletrodinamica de
Podolsky pelo método dos vinculos de Dirac [38].

Neste capitulo, faremos uma breve revisao dos aspectos mais elementares da eletrodinamica
de Podolsky. Iniciamos apresentando a densidade de Lagrangeana de Podolsky e as equagoes
de movimento e as equagoes de onda satisfeitas pelos potenciais. Fixando a condigao de calibre
adequada, obtemos a equagao de onda estacionaria para o potencial escalar e vetor, para os
quais a correspondente funcao de Green é calculada. Apresentamos a solucao do potencial

eletrostatico, particularizando-o para o caso de uma carga pontual, e discutindo alguns limites
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interessantes. Por fim, calculamos o propagador de Feynman desta teoria, obtendo as relacoes
de dispersao a partir dos seus polos. Finalizamos analisando a causalidade, estabilidade e

unitariedade da teoria.

2.2 Equacoes de movimento e solucoes classicas

A Lagrangiana de Podolsky, na presenca de fontes, é dada por

1 0
L=—"F,F" 4

2
1 DuF*PONFY — j, A", (2.1)

2
onde #% é um fator com dimensio de massa —2, j* = (p,j) é a 4-corrente que representa as
fontes do campo.

A equagao de Euler Lagrange para teorias com derivadas de ordem superior [103] é dada

por:
oL oL oL
Sabemos que
oL oL
O sk T Pk
aAH j Y a(apAH) F ? (23)
ac 2 AK
apagm =0 Da)\F s (24)

e observamos que o tultimo termo da Eq. (2.2) s6 resulta nao-nulo quando atua sobre o termo

de Podolsky. A equagao de Euler Lagrange entao fornece:
(14 6°0) 0, F*F = j*, (2.5)

o que leva as duas equagoes de Maxwell ndo-homogéneas (modificadas pelo termo de Podolsky),

na forma;:

(1+6°0) 9;E = p, (2.6)
(1+6°0) (e4;x0;B* — 9,E") = j". (2.7)

Da identidade de Bianchi,
aCMF,LLI/ + a,uFua + 81/Fa,u = 07

advem as duas equagoes de Maxwell homogéneas nao-modificadas

9;,B7 =0, (2.8)

15



O conjunto das equacoes de Maxwell modificadas é dado por

(1-6°0)(V-E) =p, (2.10)
(1-6°0)(V xB—-9E) =j, (2.11)
V-B=0,VxE+§B=0, (2.12)

cuja forma estacionaria é

(1-6°V?) (V-E) = p, (2.13)
(1-6°V?) (V xB) =3j, (2.14)
V-B=0, (2.15)
V xE=0. (2.16)

Aplicando as transformagoes de dualidade, E — B’ B — —E/| sobre as egs. (2.10-2.12), vemos
que tais equagoes nao permanecem invariantes, indicando a que a eletrodinamica de Podolsky
nao possui simetria de dualidade.

A equacao de onda para o 4-potencial, tem a forma
(1+6°0) (0A° — 8°9,A%) = j°. (2.17)

Na eletrodinamica de Podolsky, assim como ocorre na eletrodinamica de Maxwell pura, o
nimero de graus de liberdade fisicos é menor que o numero de componentes do campo de
gauge, surgindo a necessidade de fixagao do calibre. Uma escolha possivel e covariante, seria o

calibre de Lorentz, 0,A* = 0, com o qual a eq. (2.17) recai em

(1+6°0)04° = 4°. (2.18)

Partindo da eq. (2.17), encontramos as equagoes estaciondrias para os potenciais escalar e
vetorial:

(1—-6*V?) (V?4g) = —p, (2.19)

(1-6*°V?) (VA =V (V-A)) =—j". (2.20)

Na literatura especializada, ha um calibre especifico para a eletrodinamica de Podolsky, encon-

trado na Ref. [37], denominado de calibre de Coulomb generalizado,

(1-6°V?) (V-A)=0. (2.21)
Adotando-o, a eq. (2.20) assume a mesma forma diferencial da eq. (2.19):

(1-6°V?) VA = —j'. (2.22)

Tais equagoes podem ser solucionadas pelo tradicional método de Green, calculando-se a fungao

de Green G(r,r’) que satisfaz a equagao diferencial:
(1-6°V?) V?G(r,r') =6(r — 7). (2.23)
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As solugoes procuradas sao genericamente dadas pelas integrais
Ag(r) = — /G(r, r')p (') d*r, (2.24)
A(r) = — /G(r, r')j (r') d*r. (2.25)

Para encontrar a fun¢do de Green que satisfaz eq. (2.23), escrevemos:

)= [ SEGmern m) = [ e (226)

onde R =(r — r’). Substitindo tais relagoes na eq. (2.23), encontramos

~ 1
G(p) = _W’

GR)=— / & [i — 9—2] e PR, (2.28)

27)® |p*  (1+6°p?)

Usando os seguintes resultados de integrais no plano complexo,

(2.27)

de modo que

dPp 1 _. 1
—e PR = 2.29
/ (2n) P TR’ (2:29)
/ dP’p e PR ] A (2.30)
(2r)°p2+m? 4r R’ ‘
encontramos a seguinte fungao de Green:
1 (1—e /9
Neste caso, os potenciais escalar e vetorial sao dados por
1 [1—e Ml
Alr) = / e (2.32)
1 [1—e Mplr=r]
A (’r) = E / WJ (I'/> d3r/7 (233)

onde M, = 1/ representa o fator de massa de Podolsky. Para uma carga pontual, ¢ (r') =

q0® (r') , temos:
q 1 — e_Mplr‘

R e R (2.34)

Importante observar que o comportamento Coulombiano usual, Ay (1) |r|_1 , estad presente na
equacao acima. No limite # — 0 ou M,, — oo, a solugao (2.34) reproduz o comportamento puro

Coulombiano. No limite de grandes distancias, |r| — oo, a solugdo (2.34) também reproduz o
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comportamento puro Coulombiano. Porém, no limite de pequenas distancias da fonte, |r| — 0,

temos e Mrl*l ~ (1 — M, |r|), e a eq. (2.34) leva ao resultado constante,

Aq (r) = 22, (2.35)

evidenciando que na eletrodinamica de Podolsky os campos nao divergem nas proximidades
das cargas pontuais. Uma interessante e atual analise sobre a expansao multipolar das solucoes

classicas de Podolsky foi desenvolvida na Ref. [35].

2.3 Propagador de Feynman para a eletrodinamica de
Podolsky

No intuito de calcular o propagador da teoria de Podolsky, reescrevemos a Lagrangeana

(2.1) na auséncia de fontes e na presenga do termo de fixagao de calibre,

1 0 1

‘CPodolsky = _ZF;U/FMV + 5ao¢FOéﬁa)\F>\ﬁ + i (aMAM)2 ) (236)

em uma forma quadratica,

1 1%
L= EA O, A", (2.37)
onde O,,, ¢ o operador tensorial dado por
1

O = (O0+6°0%) 0, — EDQW, (2.38)

e que satisfaz a identidade
OwAL = Gua, (2.39)
onde AY é operador inverso de O, € gua, (+,—, —, —), é o tensor métrico. Podemos agora

propor a seguinte forma para A, , em termos dos projetores conhecidos,
A = a©; + b2, (2.40)

onde a e b sdo constantes a serem determinadas. Estes operadores satisfazem uma algebra
tensorial fechada, conforme mostra a Tabela 2.1:

O | &%
O | Opa | 0
Q| 0 |

Tabela 2.1: Algebra tensorial fechada
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Substituindo a expressao (2.40) na relagao (2.39), realizando as contragoes tensoriais envol-
vidas e solucionando o sistema, encontramos a e b:

1
= 2.41
a |:| (1 _'_ HQD) ) ( )
1
b=—=¢. 2.42
Z¢ (2.42)
Logo o operador inverso tem a forma,
1 §
A = ———— " — =O°, 2.43
O (1+6%0) O (243)
O propagador de Feynman é definido como
(A AL) = iA, (. —y), (2.44)
assim, obtemos
i 1
AA) = ——= | ———6ua — EQa | - 2.45
(o) = =5 | Ty O = € (2.45)
Este propagador fornece duas relacoes de dispersao:
p? =0, (2.46)
(1-6%p%) =0. (2.47)

Importante ressaltar que a relagdo (2.47) nao faz sentido nenhum na auséncia do termo de
Podolsky, #* = 0 , com o que obterfamos 1 = 0. Vemos assim que esta relacdo representa um
modo propagante tipico da eletrodinamica de Podolsky, que obviamente nao faz sentido fisico

na auséncia do mesmo. As relagoes acima implicam em

Py =P’ (2.48)
Py =p° + M, (2.49)

onde a segunda relagao representa um modo propagante massivo.

Analise da causalidade

A relagao de dispersao pi = p* ¢ a usualmente conhecida na eletrodinamica de Maxwell

livre, sendo estédvel e causal. Resta analisar a relagdo (2.49), que representa um modo massivo,

po = £4/p? + M2. (2.50)

Para analisar a causalidade classica de um modo propagante, temos que calcular as velocidades

de grupo ug = dpo/d|p| e de frente de onda Ugente = limp|o0(Po/ |P|). A causalidade estard
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assegurada se tg < 1 € Ugente < 1. O médulo da velocidade de grupo e a velocidade de frente

de onda para o modo (2.50) sao dados por

Uy = Pl <1, (2.51)

(Ip* + M2)

Urente =  lIm \/ 1+ MQ/ ’p’Q =1 (252)
[pl—o0 ?

Temos ug < 1 € Ugente = 1, 0 que ¢ consistente com a preservacao da causalidade classica.

Logo, a eletrodinamica de Podolsky é causal.

Andlise da unitariedade

Para que uma teoria seja unitaria, a norma de todos os estados deve ser positiva. Quando
os estados tem norma negativa a teoria é nao unitaria e os estados sao chamados de estados
fantasmas. Para analisar a unitariedade da eletrodinamica de Podolsky, faremos uso do método
da saturagao do propagador, [104], que consiste na contracao tensorial entre as correntes J,,, J*
e a matriz do propagador escrita em cada um dos seus pdlos envolvendo o célculo do residuo

do propagador. A saturacao do propagador é dada por
SP = J"Res[iA,.] J9, (2.53)

em que a corrente satisfaz a lei de conservagao 0”.J, = 0. Considerando, o propagador (2.45),

a saturagao com as correntes serd dada por

SP = iRes

J2
T YT )] . (2:54)

Para o pélo p? = 0, que é o mesmo pélo da teoria de Maxwell, o cdlculo do residuo fornece a
saturacao:
SPyeg =1(3*=J3). (2.55)
No pélo p? = 0, vale p2 = p?. Da lei de conservagao de corrente, (pgJo =p-J), a eq. (2.55)
fornece .
SPye_gy = — |p x J|* > 0. (2.56)
p|
Logo a parte imagindria da saturacao no pélo p? = 0 é positiva, implicando que as excitacoes
associadas com este modo propagante sao unitarias.

Para o pélo p? = 1/6?, o calculo do residuo é dado por
SPya_yjgey = —i(J° = J5) . (2.57)

Sabendo que o polo p?> = 1/6% implica em pZ = 1/6* + p?, e usando poJo = p - J, a eq. (2.57)

pode ser reescrita na forma

i J?
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Logo, a parte imagindria da saturacao do propagador para o pélo p?> = 1 /62 é menor que
zero, mostrando que as excitagoes advindas do polo p* = 1/ 6% tém norma negativa, violando
a unitariedade. Esses estados com norma negativa (estados fantasmas) sao tipicos de teorias

com derivadas de altas ordens.
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Capitulo 3

Eletrodinamica de Maxwell com termo

de alta derivada de dimensao-6
CPT-par

3.1 Introducao

Partindo do modelo de Podolsky, investigamos uma eletrodinamica em que o campo ele-
tromagnético é acoplado a um tensor de violagao de Lorentz e derivadas superiores. Mais es-
pecificamente, estudamos a eletrodinamica de Maxwell modificada por um tensor de dimensao
de massa 6, DgaﬁgF"B@,\F’\a, sendo Dg, um tensor fixo de rank-2, responséavel pela VSL. Ana-
lisamos os modos associados as relagoes de dispersao, obtidas dos polos do propagador, no que

concerne a causalidade e a unitariedade da teoria.

3.2 Eletrodindmica de Maxwell modificada por termo de

dimensao 6

Apresentaremos uma eletrodinamica de Maxwell dotada de um termo de altas derivadas,
CPT-par de dimensao 6, com duas ordens derivativas adicionais, tal qual o termo de Podolsky;,

porém contendo um tensor de raking 2, Dg,, violador da simetria de Lorentz, dado por
DpoaOy FTPONFA, (3.1)

na qual o tensor Dg, é obrigatoriamente simétrico.
O passo inicial nesta investigacao consiste em analisar a eletrodinamica de Maxwell modi-

ficada pelo termo (3.1), ou seja,
1
L=—FuF" + 12 Dpa0y F7P O\ (3.2)
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Uma pergunta pertinente ¢ se o termo de violagao de Lorentz proposto, 9, F°P0\F*®Dsg,,
contém um setor que é equivalente ao termo de Podolsky ou nao. Sabemos que o termo de
Podolsky equivale a

OuFPO\FYy = 0,F*°0\F) — 0, F* 05 F. (3.3)

No caso em que o tensor Dg, tem apenas as componentes Dyy e D;;, temos:
DpaOy FTPONFA™ = Dog0y FOOONFN 4 D0, F ONF. (3.4)
Explicitando as componente do tensor D;;, desenvolvemos:

0, FPO\F* Dy = DogOy F7PO\F + D110, F7 O\ FM
+ D0y FO20\F?* + D330, F730, F3. (3.5)

A expressao acima envolve as componentes do trago nao nulo do tensor Dag,.

Se as componentes da diagonal principal satisfazem
D11 = Dy = D3z = — Do, (3.6)

obtemos
Os F7PO\F Do = Doo(0a FPONFY). (3.7)

Neste caso, o trago do tensor Dg, ¢ dado por:
Tr (Dga) = Doo — Di; = Dog — (D11 + Doz + Ds3),

Tr (Dga) = 4Dqo. (3.8)

Vemos que, para esta configuragao particular, o traco do tensor Dg, estd associado ao termo de
Podolsky na lagrangeana. Sabemos, contudo, que o trago pode ser definido para configuracoes
genéricas em que nao vale a condicao (3.6). Neste caso, a principio o termo do trago perde sua
identificagao com a estrutura de Podolsky. Outra forma de discutir esta possivel equivaléncia

¢ definindo o tensor Dﬁa sem traco,
- 1
D,Ba = Dﬁa — ZQBQTT(DW,), (39)

ou seja, Tr (D5a> = 0. Composto por Dga, o termo (3.1) fornece:

o a7 o «a 1 o
0o F7PONF** Dy = 0, FPO5F* Dy, — (0. F PONF* ))Tr(Dy), (3.10)
confirmando que o termo de Podolsky aparece realmente associado ao trago do tensor D,,,, em
que quando comparado com a expressao (3.8) obtemos
1
ZTT(DHV) = Dgo. (311)
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Assim, vemos que existem alguns caminhos para trabalhar a inclusio do termo 9, F°?0\F A‘”Dga.
Realizada a apresentacao inicial do termo de dimensao 6 anisotrépico da Eq. (3.1) ou Eq.
(3.10), podemos examinar algumas possibilidades de lagrangianas incluindo-os.
Uma opgao de abordagem seria discutir como a teoria de Podolsky é modificada pelo termo

de violacao de Lorentz, CPT-par, ou seja,

2

1 0 ~
E = _Z /WF/W + Eaapaﬁa)\p% "’ nQaaFJﬂa)\F)\aDﬁaa (312)

onde Dga representa a versao sem traco do tensor, ou seja, Tr (Dﬁa) = 0, a fim de evitar
a presenca redundante do termo de Podolsky no termo de violagao de Lorentz. Outra opgao
formal seria trabalhar com a lagrangeana (3.2), mantendo o tra¢o nao-nulo do tensor a fim de
contemplar a presenca do termo de Podolsky. Uma terceira opcao seria investigar a lagrangeana
(3.2), considerando T'r (Dg,) = 0. Neste caso, estarfamos examinando uma eletrodinamica de

altas derivadas que nao contém o termo de Podolsky,

1 N
L=—ZFuF" + 020, F7PO\F** Dg,. (3.13)

3.2.1 O propagador de Feynman da eletrodinamica com altas deri-

vadas

Em prosseguimento a nossa proposta, vamos considerar a lagrangeana (3.2), que é a forma
mais geral dos modelos acima propostos. Neste caso, temos a lagrangeana de Podolsky modi-

ficada: )
1 0 1
L: = _ZFM/FW/ + gaaFaﬁa)\F),é + nzDBaaaFUBa)‘FAa + i (aﬂA#)Q ' (314)

Os parametros 6 e n tém dimensao de comprimento, ou
[0] =[] = massa™*, (3.15)

enquanto o tensor Dg, é adimensional, ou seja, Dg, = (massa).
O primeiro passo para calcular o propagador de Feynman é escrever a lagrangeana na forma
bilinear,
1 v
L= §A O, A", (3.16)

onde O,, é o operador tensorial que caracteriza este modelo. A lagrangeana (3.14) é lida como,

1 1
L=5A" |06y, + 0° 0% ©,,] — =0Qu,+| A"+

§
1
74 [2°0°D,,, — 27°00,0° D,y — 21°00,0° Dy, + 20°0,0,0°0° Dyg | AY, (3.17)
permitindo escrever
1
O, =00, +6[006,,] - EDQWJF
2°0°D,,, — 2n*00,0° D, — 20*00,0° Dy, + 21°0,0,0° 0° Dy, (3.18)
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onde foram usados os projetores, longitudinal e transversal, Qgy = 050,/0, Opr = gsr — Qpa,
respectivamente.

A fim de facilitar os calculos da estrutura tensorial, podemos propor a seguinte parame-
trizagao, para D,,, simétrico,

Dy, == (C,B,+C,B,). (3.19)

N —

Assim, podemos escrever
1
O, = (D + 6%? ) O + (2772Dp/<; = ED> Qu +n’0°C, B+
—1—772D2C'“Bl, — 772EIRC'V8M — nQD/iC'“(()V - 772DpBV0M - 772DpB,,ﬂy, (3.20)

onde foi feito
k= B,0%, p=C,0% (3.21)

O célculo do propagador consiste na inversao algébrico-tensorial do operador O,,, composto

pelos seguintes projetores tensoriais:
O, Quw, B,O,, B,0,,C,B,,C,B,,C,0,,C,0,. (3.22)

Com base nesses projetores, podemos propor uma forma para a inversa O,,, que satisfaz a

identidade

iz

O/WAVa = Gua,
OwA", = 00 + Q0 (3.23)

sendo o propagador de Feynman definido como
(0T(A, (z) Aa (9))] 0) = iApalz —y). (3.24)
Ao realizar todas as contracoes obtidas através da relagao (3.23), surgem dois novos elementos,
B,B,,C,C,,

nao considerados inicialmente, de modo que precisam ser incluidos para fechar a algebra dos

operadores. Assim, propomos uma inversa, incluindo esses dois termos, na forma:
AV = aOl +bQ. +cB,0"+dC" By +eC" 0y + [ BY 00+ gCo BY +hC,,0" +iB" B,+jC"C,, (3.25)

onde a, b, ¢, ..., j sao coeficientes a determinar.

Ressaltamos que os projetores tensoriais contidos em (3.25) satisfazem uma dlgebra fechada,
exibida nas Tabelas (3.1), (3.2) e (3.3).

Uma vez a algebra fechada, daremos continuidade ao calculo do propagador. Substituindo
a expressao (3.25) na Eq.(3.23), obtemos um sistema de 10 equagdes para os 10 coeficientes a

serem determinados. A solucao deste sistema fornece:

1
_ 2
“TOa+ea) (3.26)
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o Q! | B, C” B,
O O 0 0 | CuBa— £B.0,
Oy 0 Qe | Bad, £B,0,

B0, | Ba0, — KQua KQua | kB0, | (C-B) B0,
CuB, | CuBy — £CL04 | £CL0s | KC, B, | (C-B)C,B,
C,.0, 0 C.0, |OC,B, pC, B,
B,0, 0 B,0. |OB,B.|  pB,Ba
C,B, | CuB, — £B,da | £B,da | pBuBa | C2B,Ba
Cou | Coly— pPua | Pa | pBaO, C*B,0,
B,B, | BuBa — LB,0a | £Buda | KBuBa | (C-B)B,Ba
C.C, | CuCy — £C,0, | £Cu04s | pCuBq C*C,B,

Tabela 3.1: Algebra fechada dos projetores tensoriais (parte 1).

£ nA(—n*p? (OB? — &) — n?k2 (OC? — p?) + 2pkIl)

b=—=+ , 3.27
O ro(1+6°0) (3.27)
4 DOQ— 2\ 2 11 2H
C:f:/m( Pg np 7 d:gzn—g, (3.28)
ro(1+6°0) (1+6’0)T
2p(0B%* — k%) — 10
e = h — 772 [77 p( /{2) I{:I7 (329)
FD(1+9D)
4 Dc2_ 2 4 (1B?% — K2
= 1B —p) 105 k) (3.30)
r'(1+6°0) r(1+6°0)
onde valem as definigoes:
I = [i? (OC2 — p?) n? (OB? — ) — 117 , (3.31)
= (1+6’0+7°0(C-B)—n’pk ). (3.32)

Substituindo todos os valores para a, b, c,d, e, f, g, h, i, j, no operador (3.25), obtemos o propa-

gador de Feynman do campo de gauge no espago dos momentos na forma

i
p*(1—-6°p* )T (p)
—20*pIL (p) Dyo — 2iH (p) o + 0'p* ((C'- p)* — p°C?) B,Bo +n0'*p* (B - p)* — p*B*) C,C.]
(3.33)

(A AL) = — [T (p)Oua + (V' =& (1= 6°p* ) T) Qo — 2iF (p) Kya +
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C"0, B0, CoB”
Ouw | Cula — PQua | BuOa — KQua | CoBy — £Co0,

Q. PQp0 EQa 50,0,
B,0, |O(C - B)Qua O0B*Q, B*C,0,
C.,B, | (C-B)C,0, B%*C,,0, B*C,C,
C,0, pC0q kC0q kC,Cy
B,0, pB,0, KkB,,0q kCo B,

C,B,| C®B,d, | (C-B)B,d | (C-B)C.B,
C,0, | C20Qu |O(C-B)Qu| (C-B)C.0,
B,B,| (C-B)B,ds | B2B,0a B2C,B,

c.C,| C*Co, | (C-B)Cu. | (C-B)C.C,

Tabela 3.2: Algebra fechada dos projetores tensoriais (parte 2).

em que fizemos as defini¢oes a seguir para simplificar o propagador, logo:

2%ye = ByPo + Bapy, (3.34)
2pua = CyPa + OOépI/7 (335)

V' =0’ (C-p) ((B-p)’ = p*B*) +0* (B-p)* (C-p)° = p*C%) = 2(C - p) (B~ p) TN(p),
(3.36)
F(p) = MQH( ) (C- p) n' (B-p) ((C-p)* = p*C?), (3.37)
H (p) = in’ (B ) n'(C-p)((B-p) —p’B%), (3.38)
L(p) = [ (C-p)* - 202) ((B-p)* =p*B*) —1I°], (3.39)
(p) = (1 —20°p* —*p* (C- B) +0* (C-p) (B-p) ), (3.40)

em que [F] = (massa)~! e [['] = [II] = (massa)’.

As relagoes de dispersao desta teoria sao lidas a partir dos pdlos do propagador de Feynman
dado pela Eq. (3.33):
O(1+6°0) =0, (3.41)

n* (OC* — p*)n* (OB* — %) — (14 6°0+79°0(C - B) — n°pk )2 =0. (3.42)
No espaco dos momentos sao reescritas como

p* =0, (3.43)
(1-6%") =0, (3.44)

't (pPC% = (C-p)*) (B> — (B-p)*) — (1 — 69" —?p* (C- B) + 72 (C - p) (B-p) ) =0.
(3.45)
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Cod” B’ B, cvC,
Ow | 0 | BuBa—£B.d, | CuCo— £Co0,
O | Cad 5 B,0, £Co0,
B,0, | KCud, |  B2B.o, (C- B)Cad,
C.B,| kC,C., | B2C,B. (C-B)C,C,
c,0, | OC,C, kC),Ba pC,.Cl
B,d, |0C.B,|  kB,B, pCoB,
C,B, | pCoB, | (C-B)B,B, C2C,B,
Co0y | pCady | (C- B) Bad, C2C,0,
B,B, | kC.B, | BB,B, (C- B)C,B,
c.C, | pC.C | (C-B)C,B, c2C,C,

Tabela 3.3: Algebra fechada dos projetores tensoriais (parte 3).

Se fizermos n* = 0 na relagao (3.45), o que corresponde a eliminar os termos de violagao da

simetria de Lorentz da teoria, recuperamos:
p’=0e (1-6°p*) =0, (3.46)

que sao as mesmas relacoes de dispersao da eletrodinamica de Podolsky.
O propagador de Feynman do campo de gauge no espaco dos momentos para # = 0, é

definido como

?

(A o) = ~T ) [T (p) Ova + (V' = €T) Qo — 2iF (p) kv — 2P’ (p) Dyt
~2iH (p) pyo + n'p* ((C-p)* — p*C?) B, B, +1'p* (B-p)* — p*B?) C,C.] (3.47)
onde
Lo—o(p) = [7* ((C - p)* = p*C*) n* ((B-p)’ = p*B%) — 5], (3.48)
Mo—o(p) = (1 =n*p*(C- B)+n*(Cp) (B-p) ). (3.49)

Na auséncia do termo de Podolsky, #* = 0, temos a relacao usual de Maxwell, p> = 0, e a

seguinte relacao modificada:
0 (p*C* = (C-p)*) (*B* = (B-p)*) — (1= n*p*(C- B)+n*(Cp) (B-p) ) =0. (3.50)

Com a ajuda do programa FORM, as equacoes de dispersao obtidas do pélo do propagador
(3.33) podem ser generalizadas para uma escolha arbitraria de D,,. Para uma escolha geral

deste tensor, a equacao de dispersao p® = 0 permanece, mas as Eqgs. (3.44) e (3.45) se juntam
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em uma tunica expressao, que pode entao ser convenientemente escrita da seguinte forma:

0 — (1 - 02p2>3 o 2(1 o 92292)2772(DWPMPV o pZDuM)
+2(1 = 6*p*)p’n* [p° Dy D" — 2D, D**p"p, + D", (2D,,p"p° — p* D) ]

4
+ 301 [3Du D" (Doopp” = p*D?,) + (D”,)* (P D%, = 3Dyop"p*)

+2p°D"' D 2D,y + 6 (D, D*p’p,D°, — D,,, D** D" p,p,)] - (3.51)

Podemos observar que nao é possivel fatorar 1 — 62p?, pois hé uma contribuicéo proporcional a
n® que ndo contém o termo 1 — #*p?. Esta contribuicdo desaparece quando D, ¢é decomposto
em dois 4-vetores de acordo com a parametrizagao dada pela Eq. (3.19), a partir da qual a

expressao (1 — 62p2) I’ (p) = 0 é reproduzida.

3.2.2 Relacao de dispersao e causalidade

No que se segue, analisamos alguns setores da teoria proposta, em busca de configuragoes
do tensor de fundo que proporcione eletrodinamicas consistentes. Estamos especialmente inte-
ressados em analisar a causalidade. O comportamento da velocidade de grupo e da velocidade
de frente de onda nos permite tirar conclusoes sobre a causalidade. As velocidades de grupo e
de frente de onda sao dadas por

9
u, = a%]’ e = T 15 (3.52)

Usamos a nogao de causalidade classica que requer ug = |ug,| < 1 € Ugente < 1. As relagdes de
dispersao que nao descrevem os fotons padrao, no limite em que o tensor de violagao de Lorentz
vai a zero, serao chamadas de “exéticas”, o que inclui as relagoes de dispersao do tipo Podolsky,
mas nao necessariamente as nao fisicas. As relacoes de dispersao que exibem velocidades de
grupo ou de frente de onda divergentes ou maiores que 1 serao chamadas de espurias. Para
todas as configuracoes de fundo investigadas, existem trés pélos distintos, incluindo p? = 0 ,
que descreve o foéton usual. O primeiro e o segundo casos isotropicos examinados a seguir, nao
podem ser parametrizados com dois 4-vetores, como proposto na Eq. (3.19). Portanto, eles

devem ser estudados usando a equagao mais geral (3.51).

Setor isétropico do traco (com 6 # 0)
Como uma verificagao inicial da Eq. (3.51), estudamos o caso de um tensor diagonal D,,,

com Doy = —Dy1 = —Dgy = —Ds3, D;; = 0 para i # j, ou seja, Dy, = Dyg,u, que resulta

em D = 4Dyy. E uma configuracao de trago puro que é invariante de Lorentz . A equagao de
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dispersao para esta configuragao de D,,, tem a forma:
0=—(1—6*p*)° —2(1 = 0*p*)*if*(Doog,up"p” — 4p° Do)
+2(1 = *p")p*n* [p° D39 9™ — 2D30 9, 9" D" Do + 4Doo (2Do0guep” p® — 4p° Do) |
+ %p“nﬁ [3D5,9uw9"” (Doogoop®p” — 4p> Do) + 16D5, (4p” Doo — 3Dooguep” 1°)
+ 20> D30g" 6%9u0 + 6 (4D309,09"°D Do — Do 9"°9" pes)] - (3.53)

cuja simplificacao leva a

— (1= 6%p*)® + 6(1 — 6°p*)*n’p* Doo — 12(1 — 6°p*)n*p* Dy + 8p°n°Djyy = 0,

(p%0° + 2Doop*n* — 1)° = 0. (3.54)
A solucao fornecida é
Py =p>+ L (3.55)
0 92 + QTIQDO(],
para 62 +2n?Dyy # 0. Tal equacao pode ser identificada com a relacao de dispersao de Podolsky,
escrevendo .

onde 02 = 6? 4+ 21> Dyy. Em que obtemos uma relacao de dispersao do tipo Podolsky com um
parametro de Podolsky redefinido por ©2 que envolve o parametro padrao de Podolsky 6% e o
campo de fundo. A relagao de dispersao encontrada é causal e compativel com uma propagacao

bem comportada de sinais, desde que ©% > 0, ou seja, para Dgy > —02/2772.

Setor isétropico (com 6 # 0)

O setor isotrépico sem trago pode ser expresso na forma D,,, = —Dy X diag (3,1,1,1) I
onde o sinal menos ¢é escolhido para ser consistente com as defini¢oes feitas para o setor isotropico
do traco . Esta escolha do tensor de fundo pode ser expressa na forma covariante em termos

do tensor métrico de Minkowski e da dire¢do puramente temporal \* = (1,0,0,0) como segue:
Dy, = Doo (gup — 4AA,) - (3.57)

Portanto, o caso isotropico aqui analisado contém a parte invariante de Lorentz considerada
no setor isotropico do trago e uma contribuicao que viola a simetria de Lorentz dependendo da

direcao A\,. Esta estrutura particular exibe duas relacoes de dispersao distintas que podem ser
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obtidas através da Eq. (3.51). Substituindo (3.57) em (3.51), temos

1—0°p*)® — 2(1 — 6°p*)*n* Doo (9o — 4\ A,) P'PY)
1 02 2)1027742921730 (guu - 4)\1/)\,u) (gwj - 4)\#/\1/)
1—6° 2) 42D§0 (gvu 4/\V/\u) (QW - 4)‘M)‘Q) pyp@

(
+ 2(
_ 2(
4 12
+ 3]9 776D30 [3 (gvu - 4)‘V)‘u) (g"" —4N\") (gQU - 4/\9)‘0)pr
+ 2P (6" — ANN) (62 — 4NA0) (Gug — AN A,)

—6 (Gup — ANAL) (670 — ANN?) (g77 — AN'N7) pops] = 0. (3.58)
Para o caso puramente temporal, \* = (1,0,0,0), a Eq. (3.58) assume a forma
— (1= 6%p*)* —2(1 — 6°p?)*n* Do (p? — 4p5) + 2(1 — 6°p*)p*n* Dgy [10}7 - 16290}

+§p4776DS’0 [3(12) (p* — 4p3) + 2p° (12— 36) — 6 (p* — 28p;)] = 0. (3.59)

Agrupando os termos e simplificando, temos
2
(])292 + 2Dgop*n* — 1) (]9292 — 6Dgon*p* + 8Doon*pp — 1) = 0. (3.60)
Considerando a equacao acima como duas equagoes independentes em que cada uma é nula,

(p°0° + 2Dgop’n* —1)° = 0, (3.61)
(p*0® — 6Doon’p* + 8Doon’pg — 1) = 0, (3.62)

obtemos duas solucoes. Para a primeira equacao a solucao é dada por:

1

p +®27

(3.63)

onde ©2 = §? 4+ 2Dyon?. Essa relacio de dispersdo é uma perturbacio da relacao de dispersao
usual de Podolsky, que corresponde a Eq. (3.56) do setor analisado anteriormente. Sabemos
que este modo tem uma energia bem definida e é causal para ©2 > 0, ou seja, Dgg > —60%/2n?%.

Para a segunda equagao, obtemos a solucao a seguir:

p2 _ 1 (92 + 2D00772 — 8D00772) p2 (3 64)
0 (92 + 2D00772) (92 + 2D00772) ’ .
ou na forma |
Py =gz AP (3.65)
onde
8 Doon?
A=1-— o (3.66)

Podemos observar que para a relacdo de dispersao (3.64) também temos uma perturbacao

da relagao de dispersao usual de Podolsky, mas nesse caso o termo dependente do momento
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também ¢é modificado. A velocidade de frente de onda para a relagao de dispersao (3.65) tem

a forma
8 Doon?
Ufrente = \/_ = 1— o2 . (367)
A velocidade de frente de onda somente é real para
02
Doy < —. 3.68
"< o (3.65)

Para Dy < 6° /612, e Dgy > 0, a velocidade de frente de onda ¢ < 1. O mdédulo da velocidade

de grupo tem a forma

1 ~1/2
wr = o1 (g +BIA) = Alpi /o (3.60)
Esta fungao aumenta monotonicamente de 0 para um valor constante dado por
8 Dgon?
lim wg, = lim (1 — 027] ) H = VA = Ugente, (3.70)
[pl—o0 Ip[—c0 ) Po

igualando com a velocidade de frente de onda. Logo, no limite em que |p| — oo a velocidade
de grupo é < 1 para Dgy > 0, sendo assim temos que a estrutura é causal e bem comportada

para o intervalo do coeficiente Dyg: [0, 6% /6n?].

Setor isétropico temporal (com 6 # 0)

A configuragao do campo fundo isotrépica mais simples possivel é dada por C), = (Cy,0),
B,, = (B, 0), que corresponde a Doy = CyBy, Dy; = D;; = 0. Para esta configuragao, a relacao

de dispersao (3.45) é dada por:
2
it (p°C3 — Capg) 0By — Bipg) — (1= 0°p* — n*p*CoBo + 1°CoBopyy )™ = 0,
simplificando, obtemos
+n*CoBop® = 1 — 0°p* +n°p°Cy By , (3.71)
de onde podemos extrair duas solugoes. A primeira solucao tem a forma
1
pi) =4 /P2 + 72
que corresponde a relacao original de dispersao de Podolsky.

Para a segunda solugao da equagao (3.71), obtemos

1
o = Jwp? ¢ = (3.72)

2772D()0
6%

onde

=1+ (3.73)
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A velocidade de frente de onda é dada por:

/ 2n2D
Ufrente = \/6 = I+ 7702 007 (374)

que gera Ugente < 1 para Dy negativo. Além disso, temos que o médulo da velocidade do

grupo,

o NP Ip)
ugr = Vp| | ¥p~ + =U—:. (3.75)
Ja (2)
Do
O modulo da velocidade de grupo cresce monotonicamente de 0 a um valor constante que

corresponde a velocidade de frente de onda, para grandes momento, na forma:

lim w,, = VU = Ugente. (3.76)

[p|—o0

Portanto, Dyy < 0 é a condicao necessaria para que a propagacao de sinal seja causal.

Setor espacial anisotrépico de paridade par (com 6 = 0)

Para os coeficientes C), = (0,C;), B, = (0, B;), temos
Dy =0, Dy; =0, D;; = (C;B; +C;B;)/2. (3.77)
Nesta configuracao, vale:
C*=-C* B*=-B? (B-p)=-B-p, (C-p)=-C-p. (3.78)
Substituindo tais informagdes na Eq. (3.50), temos:

n* (p'C*B? + p*C* (B - p)’ + (C - p)’p’B* + (C-p)* (B - p)*) +
2
0,

—(1+7°p*(C-B)+7°(C-p)(B-p) ) = (3.79)
cuja simplificacao leva a
1+2n2(C-p)(B-p
P =P +— —— 2”(2 )( )4 . (3.80)
7*C*(B-p)” +7*B*(C-p)” — 27> (C-B) —27*(C-B) (C-p)(B-p)
Sem efeito de nenhuma aproximacao, podemos escrever na forma a seguir:
1+2n2(C-p)(B-p

pe=p*+ 7 (C-p)(B-p) (3.81)

n[C(B-p)—B(C-p)]2—2p?(C-B)’

Empregando a restricao adicional dos vetores serem paralelos ou antiparalelos, podemos escre-
ver:

C =aB, (3.82)
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com a € R\{0}, exceto o zero, fornecendo (B - C)* = C?B? e C (B -p) = B(C - p). Obtemos

entao a solugao

2
Py =p’— 2772(11]32 - (Bﬁf S, (3.83)
que pode ser escrita em funcio do vetor unitério B = B/ |B],
2 2 1 : 2
p():p_m_@.p) , (3.84)

que é uma relacao de dispersao nao-birrefringente. Para o > 0, significa que os vetores B e C
sao paralelos, enquanto a < 0 descreve B e C antiparalelos. Introduzimos agora o angulo v
que especifica a orientagao de propagacao, dada por p, em relacao ao vetor de fundo, através

do produto escalar:

B - p = |B||p|cos?, (3.85)
que inserido na Eq. (3.84), fornece
po = y/p?sin® v — #. (3.86)
2n?aB?

Essa relacao de dispersao é parcialmente semelhante a da teoria de Podolsky, mas a parte
dependente do momento é modificada pelo fator sin?«J. Além disso, o termo “massa”, 1/2n?aB?,
aparece com um sinal negativo para a > 0, o que compromete a definicao de energia.

Vemos que a relacao (3.84) pode ser investigada com relagdo a causalidade. Primeiro,

obtemos a velocidade de frente de onda, que é dada por:
Ufrente = ’Sin 79' S 17 (387)

sendo compativel com a preservacao da causalidade, para qualquer angulo « .

Para a velocidade do grupo, temos:

p—-B (B : p)
n, — , 3.88
- 359
cujo moédulo vale,
2 . 2
Y
Ugr = ,/m. (3.89)
Po
Substituindo p2, podemos escrever
1
Ugr = -, (3.90)
\/1 — [2n2a IB|? |p|” sin? v
1
u (3.91)

gr — =’
\/1 — [2x2 sin? 19}
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onde

r =n|B||p|v]al.

Para a > 0, o médulo da velocidade de grupo é bem definido apenas para p* > (2n*a IB|? sin® ) _1,
sendo este um cutoff minimo da teoria. O problema é que esse cutoff minimo depende do angulo

¥ e, como o momento da particula pode, a principio, apontar em qualquer direcao, o cutoff nao

é fixo. Por esta razao, nao funciona como um verdadeiro cutoff. E ficil notar que a velocidade
de grupo é sempre maior que 1 e, até singular, para 1 |B| |p| = csc¥/v/2a, ou seja, o modo cor-
respondente viola a causalidade. O comportamento do médulo da velocidade de grupo, (3.91),
em termos da variavel z, é descrito na Fig. (3.1).

3.0

2.0 o
B %
i A E— — =0
e -
1.0 s 77T ~ 4
_9n
os5p ‘9‘1(7)r

0.0f=zzz=s s et v

0 5 10 15 20

Figura 3.1: Velocidade de grupo com a > 0, para alguns valores de v

Em contraste, a velocidade do grupo para a < 0 nao exibe qualquer singularidade, sendo
dada por,

B 1
gr — '2 5 5 71-
\/1—1- [2sin* ¥n?a |B|” |p|°]

A velocidade de grupo cresce monotonamente de zero até 1. O grafico do médulo é apresentado
na Fig. (3.2).

u

(3.92)

Outra possibilidade que vale a pena considerar é o caso em que os vetores B e C sao
ortogonais, C - B = 0. Esta configuracao ¢é especialmente interessante, porque implica em D;; =

0eTr (D) =0, quando entao a lagrangiana (3.14), com 6 = 0, representa uma eletrodinamica

de derivadas de alta ordem que nao contém o setor de Podolsky. A equagao de dispersao (3.50)
entao fornece

n'p'C*B? + 5*p* [C* (B p)* + (C-p)°’B*] —2°(C-p)(B-p) -1 =0. (3.93)
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Figura 3.2: Velocidade de grupo com « < 0, para alguns valores de ¢

Para analisar esta situacao, adotamos um sistema de coordenadas no qual os vetores C ¢ B

apontam ao longo dos eixos x e y, respectivamente:

C =|Clé,, B = |Bj¢,. (3.94)
Neste sistema, temos que
p = |p| (sin ¥ cos p, sin ¥ sin ¢, cos ) , (3.95)
que implica
B - p = |B||p|sind cos peC - p = |C| |p| sin ¥ sin ¢, (3.96)

sendo agora 9 o angulo que o momento p faz com o eixo z.

A relagao (3.93) é reescrita como

2 .
n* (p5 = pI)" ICPIBP + 0" (6§ — ) ICI°[BJ* |p|* sin® v
—21%|C||B| |p|*sin? ¥ cos psing —1 = 0. (3.97)

Simplificando e organizando, obtemos uma equagao de segundo grau para p3,

2
0*|CI*[BI* (p5)” — n'|CI*BI* [p|* (cos® 0 + 1) pj
+|C|IB| |p|* ? [7°|C||B] Ip|” cos? ¥ — 2 cos psin ¢ sin® ] —1=0, (3.98)

cuja solucao ¢ dada por:

;oo 1+ HIOTBE Il sin' 0 4 |CIIB [pf” 7 sin’ v sin 2
Py = .
0 2 Bl

(3.99)
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Definindo

29 +1 in?
w —1- 8”12 = ay, (3.100)
n?|C||B|sin® ¥ = vy, (3.101)

podemos reescrever a relacao de dispersao em uma forma simplificada, dada a seguir:

\/1 + 3 Ip|* + v1 |p|?sin 2¢

+)2 2
py) =aslpl £ (3.102)
i) CIBlP
Avaliando a velocidade de frente de onda,
.2 .2
sin“9 | n?|C||B|sin”d
rente — 1-— =+ 5 3.103
Ufrente \/ 2 2|C||B|772 ( )
observamos que, no limite |p| — oo, obtemos duas relagoes possiveis, a saber:
. 219 . 2,19
Utente = \/ 1- 2+ =1 (3.104)
2 2
. 219 . 219
Up = \/1 - sz - 3”12 =1 —sin20 < 1, (3.105)

ambas estao em conformidade com a preservacao da causalidade, independentemente dos angulos

¥ e p. O préximo passo é avaliar a velocidade de grupo, cujo modulo é dado por:

= Ploy 1 (AP + 2 iplsin2y) (3.106)
gr = F 2, ' '
Py 4|C||B|n?p; \/1 +102|p|* 4+ vy |p|*sin 2

Como estamos interessado no modulo da velocidade, fagamos

Uy = Ip| o2 + aﬂi (24 sin® ¥ + 222 sin® ¥ sin 2¢p) N (z*sin* ¥ + 222 sin® ¥ sin 2@)2
S Y 222 \/1 + Latsin® 9 + 22 sin 9 sin 2p 1624 (1 + z*sin® ¥ + 22 sin® I sin 2¢)
(3.107)
onde foi usado
vy = 7°|C|[Bsin* 9, * = *|C||B| |p|*. (3.108)
Sabendo que
2
1
(p(jf)2 = % (1’20419 + \/1 + ZI4 sin ¥ + 22 sin® ¥ sin 290) , (3.109)
podemos escrever
2 2
Pl ~ , (3.110)

- =
(75) (:E%w + \/1 + 1xtsin ¥ + 22 sin® U sin 230)
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logo o médulo da velocidade de grupo assume a forma

9 1 (a:4 sin? 94222 sin? 9 sin 2@) (x4 sin ¥4+222 sin? 9 sin 2(,0)2
|:CY19 - Qy 222 \/1+im4 sin® 9+22 sin? ¥ sin 2¢ 164 (1+im4 sin? 9422 sin? ¥ sin 2@)
Ugr = T (3.111)
2oy + \/1 + Lot sin® O + 22 sin® ¥ sin 2
Com o intuito de simplificar a Eq. (3.111), podemos definir:
Y = \/4+a2sin? 9 (42 sin® 0 + 4sin2¢), (3.112)
e, através da defini¢ao (3.100), podemos escrever
1
ay =7 (cos29 + 3). (3.113)
Assim, obtemos o médulo da velocidade de grupo na forma
4228 + 224T + 25U
uE = roford tu (3.114)
g Y?2{22 (3 + cos20) £2Y}
onde foram feitas as redefinicoes a seguir:
S = 3+ cos (209) £ Y sin® ¥ sin 2¢, (3.115)
T = 2[3 + cos (209)] sin® ¥ sin 2¢ £ Y sin* ¥, (3.116)
U = [3 + cos (29)] sin* 9. (3.117)

O gréfico da Fig. (3.3) mostra o médulo da velocidade de grupo para o modo positivo da
relagao de dispersao (3.102) para escolhas de diferentes angulos.

A velocidade de grupo do modo positivo nao possui singularidades. No entanto, de acordo
com o grafico, para alguns angulos, a velocidade pode ser maior do que 1, quebrando a causa-
lidade, mas sempre saturando em 1.

Para o modo negativo, ressaltamos que a velocidade de grupo diverge para o seguinte valor

da variavel adimensional x:

9
Teingular = |Se§ | \/ \/ (3 + cos (20))? — 4sin® ¥ cos? (2¢0) + 2sin? ¥'sin (2¢) . (3.118)

Este valor é indicado pelas linhas verticais na Fig. (3.4). Devido a singularidade, o comporta-
mento do modo negativo, neste regime, é nao fisico. Em contraste, a velocidade de grupo do
modo positivo, para angulos iguais ao considerados no modo negativo, nao possui singularida-
des.

Para momentos pequenos, as velocidades do grupo podem ser expandidas até a segunda
ordem da seguinte forma:

1 1 3
ut =n|p| \/|C\|B|\/<§sin2gosin219 +7 cos 20 + Z)' (3.119)
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Figura 3.3: Velocidade de grupo para diferentes angulos do modo positivo
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Figura 3.4: Velocidade de grupo para diferentes angulos do modo negativo

Usando a identidade trigonométrica cos 29 = 1 — 2sin? ¥, podemos escrever,

onde

ug. = 6% |pl,

(3.120)

~ 1
0F =ny/ |C||B|\/§ sin® ) (sin2p F 1) £ 1.

Para pequenos momentos o médulo da velocidade de grupo se comporta como um modo de

Podolsky, no qual a massa depende da direcao do momento. O gréfico 3.4, gerado para outros
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valores dos angulos, nao revela nenhum maximo ou minimo, com a velocidade de grupo do
modo negativo se aproximando de 1 de cima e o modo positivo se aproximando de 1 de baixo.
Para esta escolha de parametros, o modo positivo é exdético. Também foi verificado que o modo
negativo nao se propaga para certos angulos. Por exemplo, a velocidade de grupo desaparece
para ) = 7/2 e p = 7/4. Para ¥ = /2 e ¢ < |1 + arcsin(1/2?)]/2, leva a valores complexos.

Assim, concluimos que a configuracdo tipo espaco, B, = (O,B)# e C, = (0,C),, com
os vetores B e C paralelos ou ortogonais, pode resultar em relagoes de dispersao exoticas e
espurias, nas quais as velocidades de grupo divergem ou quebram causalidade. Em geral, tais
relagoes sugerem propagacgao de sinal apenas no regime de grandes momentos, compativel com

Ufr = 1.

Setor anisotrépico de paridade-impar (com 6 = 0)

Consideremos agora a configuragao paridade-impar e anisétropica, que é caracterizada por
um 4-vetor puramente temporal, C,, = (Cj,0), e um puramente espacial, B, = (0, B;). Ao ser

inserida na Eq. (3.50), conduz a:
pon'Ci[p°B? — (B p)’] +21°Co (B - p) po — ' p*Ci[p*B? = (B-p)’] —1 =0.

A solugao obtida tem a forma,

B sgn(C’o) p2\/n4C§ (szQ _ (B . p)2)2 +B2— (B . p)
Po 77200 [szz _ (B ] p)Q]

: (3.121)

podendo também ser reescrita em funcao dos angulos, B - p = |B| |p| cos ¥, assim, obtemos

sgn(Cy) \/1 4+ n*C3B2pisin® ¥ — cosVp

3.122
77200 ’B‘ ]p|sin2 193 ( )

bo =

Podemos observar que, a relacao de dispersao é positiva, real e nao definida no limite Cy — 0.

Para a velocidade de frente de onda, temos

VnrCEB2 sint v

=1. 3.123
772C0 |B| SiIl2 193 ( )

Ufrente =

O resultado para a velocidade de frente de onda é simplesmente 1, nao revelando nenhum
problema com causalidade para o regime de grandes momento. A velocidade de grupo associado,

no entanto, é

uge = [(n|p]) ' Cy P {(B - p) [sgn(Co)2E(Y + 4B?) — 4B*(B - p)] + 2B*(T — 2B*) — 4=°T}
1/2

+5—4T7"B? [sgn(Cp)2=2" (B - p) — 1] — 4(n|p|)*'B*C{T="] /7, (3.124a)

onde

T=(B-p) B>, E=/B2+ (nlp|)'CT?. (3.124b)

40



Podemos observar que, em principio, existe apenas um modo tnico, isto é, a estrutura con-
siderada descreve um vacuo nao birrefringente para fotons. Entretanto, tanto a relacao de
dispersao quanto a velocidade de grupo dependem do sinal da componente Cy explicitamente.

Em termos do angulo ¥g entre B e p, o resultado é expresso como

8 4ot
Ugy = {1 —4esc?Ip + sgn((]o)? cot Vg cscVp + % sin® g

g st (52) (= smu(oy) + st (B2 ) (14 suncon | REES

onde
Y = /14 (zsind)*, z = n|p|/|B||Col - (3.126)

Independentemente do sinal de Cy a velocidade de grupo torna-se singular apenas para valores
quase nulo do momento, conforme as Fig. (3.5) e (3.6), que caracteriza um regime nao fisico
para cada sinal de Cj.

2.0
15 o= T
4
R (9: IT
ug- 1.0 - ’
_____ G:E
2
21
os5p oo - o=
_3
_____ ) 1_(7)7
0.0}

Figura 3.5: Velocidade de grupo para diferentes angulos com Cy=1

Uma expansao para pequenos momentos, fornece

gy = ﬁ\/ [1+ sgn(Co)] sect (%B) +[1 = sgn(Cy)] esct (%B) , (3.127)

explicitamente revelando as singularidades para ambos os sinais de Cy. Note que a velocidade

de grupo de um dos modos, para Cy < 0 e ¥ = 37/10, tem um minimo e se aproxima de 1
de baixo aumentando para x, enquanto a velocidade de grupo do segundo modo, para Cy > 0,
tem um minimo e um méaximo e se aproxima de 1 de cima. O médulo da velocidade de grupo
se torna maior que 1 para ambos os modos em alguns valores de x, que é um comportamento

que corresponde a violagao de causalidade. Vale apena ressaltar também que os dois modos
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0.0f

Figura 3.6: Velocidade de grupo para diferentes angulos com Cy=-1

se fundem em um unico modo para ¥ = 7/2 e que eles trocam seu papel por ¢ € (7/2,7].
Nenhum dos modos se comportam como fétons padrao quando n — 0. Como os modos da
velocidade de grupo exibem singularidades, sao espurias.

A compilacao dos resultados obtidos revela que esta eletrodinamica de derivadas de
ordens mais alta exibe apenas uma propagacao de sinais bem comportada no limite de grandes
momentos. Mas as relagoes de dispersao nao podem ser vélidas apenas para um determinado
intervalo de momento, a menos que um corte fisicamente razoavel possa ser imposto a teoria.
Portanto, essa interpretacao nao serd considerada. Para momentos pequenos, alguns dos modos
se comportam como um modo Podolsky, onde o parametro Podolsky pode depender da direcao

do momento devido a anisotropia.

3.2.3 Analise da unitariedade

Para analisar a unitariedade, faremos uso do método da saturacao do propagador que
consiste na contragao tensorial entre as correntes .J,, J% e a matriz do propagador escrita
em cada um dos seus pélos envolvendo o célculo do residuo do propagador. A saturacao do

propagador é dada por

SP = J"Resl[iA,.] J°. (3.128)
Considerando o propagador da Eq. (3.33), definido na auséncia do termo Podolsky (6% = 0) ,

a saturacao com as correntes serd dada por

1
SP = —iRes | —————[Tp—o(p)J? — 20*p*II,— C-N(B-J)+
pQFGZO(p)[ o=0(P) n°p He=o(p) (C - J) (B - J)

n'p ((C-p)* =p°C%) (B-J)* +0'p* (B-p)* = p*B*) (C-J)]], (3.129)
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onde ['y—¢(p) é dado pela Eq. (3.50). Vale ressaltar que I'y—o(p) deve ser analisado em relacao
ao residuo de cada denominador.

Para o pélo p? = 0, que é o mesmo polo da teoria de Maxwell, o calculo do residuo fornece
a saturacao:

SPyegy = —iJ> =i(J* = J3) . (3.130)
Da lei de conservagao de corrente, (pgJo = p-J), a eq. (3.130) fornece

i

SP(pQZO) = ’p’2

Ip x J> > 0. (3.131)
Logo a saturacao no pélo p*> = 0 é positiva, implicando que as excitacoes associadas com
este modo propagante sao unitarias, independentemente da configuracao do tensor de fundo.
Portanto, deduzimos que uma quantizacao desse modo, que é a usual da eletrodinamica, cor-
responde ao féton.

Para o segundo pdlo, o célculo do residuo em ['y_o(p) tem a forma
Res(SP) -0 = —i {7 (B J)? [(C-p)* = O] +n(C - 1) [(B )" — B]
— 2B J)(C - J)H(;:O(p)}’ . (3.132)
I'(p)=0
A situagao agora é mais complicada e requer uma analise cuidadosa para encontrar o sinal
global da expressao entre chaves. Para melhor analisar o pélo T's—o(p) temos que calcular a

unitariedade separada para cada um dos coeficientes do background analisados anteriormente.

Considerando a Eq. (3.48), uma avaliacao de p(,)—o fornece a relacao

sen(o-o)1p)] g0 = 1*V/[(B 2P = BHIIC -2 = O]y (3.133)

A fungao de sinal no lado esquerdo deve ser levada em conta, pois Ily—o(p) pode ser uma quan-
tidade negativa , enquanto o lado direito é manifestamente positivo. Além disso, precisamos
novamente distinguir dois casos. Apds investigar um grande nimero de setores com violagao

de Lorentz, deduzimos que p* € M; ou p* € My com os dois conjuntos
My ={(B-p)® - B >0,(C-p)* - C%* > 0}, (3.134)

M, ={(B-p)*— B*»* <0,(C-p)?—-C*»* <0} (3.135)

Ambas as op¢oes asseguram I1(p) real. Para a primeira opgao, o residuo pode ser expresso em
termos do quadrado de uma soma de dois termos. Para a segunda opcao, um sinal de menos
global deve ser retirado de toda a expressao, invertendo o sinal global da saturacao. Os residuos

podem entao ser escritos da seguinte forma:

{(B- DT
— sgn(Ig—o)(C - J)\/(B - p)? — B2p2}2’

Res(SP)|rp)=o = in’ : (3.136)

I'(p)=0
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para p* € M e

[ A{B- Vi@ =

) , (3.137)
+sgn(Ilp—o)(C - J)/[(B - p)? — B2p2|} ’F(p):o

para p* € M.

Portanto, Im[Res(SP)|r(y)=0] < 0 para o primeiro caso, que é um comportamento que indica
a quebra de unitariedade. O segundo caso se comporta de maneira oposta, logo a unitariedade
é preservada.

A configuragao para o setor de paridade-impar com (C),) = (Co,0), (B,) = (0, B) analisada

no setor anisotropico de paridade par é coberto pelo tltimo caso. Assim, obtemos

B| C|
B- 2—B“:—|—<o C-pP-—CP=——""<0 3.138
(B-p) p e < (C-p) p 2z < (3.138)

é por isso que p* € M, neste setor. Assim, a unitariedade é preservada para essa configuracao.
)

Para o setor anisotrépico de paridade impar afirma que
(C-p)? = C?p* = Cip® > 0. (3.139)

No entanto, é um pouco mais complicado avaliar a segunda condigao. A inequagao (B - p)* —

B*p? > 0 a ser verificada pode ser convertida em uma forma mais transparente como segue,

22* sin? ¥ cos? ¥ + {3 + cos(205) — 4sgn(Cy) cos(¥p)V/ 1 + xtsin’ 193} >0, (3.140a)

que é equivalente a

2
2 {1 — sgn(Cy) cosIpV/1 + 24 sin? 193} > 0. (3.140b)

Este ltimo envolve o angulo Jp e a quantidade adimensional = = 7|p| \/m . Para Cy > 0,
o sinal de igualdade é valido somente para ¥ = 0, enquanto para Cy < 0 é valido para
Y = m. Além destes valores muito especificos nos limites do intervalo para vg, a condigao
(B - p)* — B?p? > 0 é cumprida manifestamente, em que p* € M;. Portanto, de acordo com
nosso critério, ha problemas com unitariedade para este setor.

Existe uma possibilidade alternativa de calcular o propagador saturado. Usando os opera-
dores transversal (T) e longitudinal (L) ©,, e £, no espaco dos momentos, o propagador pode

ser decomposto em quatro partes
AT = 0,,A%05,, Al =0,,A%0s, AL =0, A04,, ALl =0, A0, (3.141)

Depois de realizar as contragoes com a corrente, somente AEZ,T ird sobreviver. Seguindo este

procedimento, o propagador saturado pode ser lancado na forma

SP = JrAIT Y (3.142)
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onde

M=,
ATT = —i%, (3.143a)
p
M* = [(1—6°p*)g — 20> D" p?]"" | (3.143D)
(D™),,, = ©,,D64, . (3.143¢)

Assim, o comportamento da unitariedade é completamente controlado pela parte totalmente
transversa da matriz D,,. Executando uma decomposi¢ao parcial da fracao, o polo padrao
p?> = 0 pode ser separado das demais expressoes envolvendo o parametro de Podolsky e o

coeficiente de violagao de Lorentz na forma:
T _ ) 9w 2 2 TTY a(yr—1
A ——1{p—”2+((9 §+2n°D" ") (M )a,,} : (3.144)

Usando a decomposigao explicita de D,,, em termos de dois 4-vetores propostos na Eq. (3.19)
e 6 = 0, podemos deduzir que det(M) = I'(p), com I'(p) da Eq. (3.50) para 8 = 0. O resultado
da Eq. (3.144) é adequado para investigar unitariedade para o caso em que 6 # 0 e D, é geral
em que a forma nao depende de uma decomposicao de dois 4-vetores .

Por fim, a violacao da unitariedade estar conectada ao aparecimento de derivadas temporais
adicionais nas contribuigoes com violagao de Lorentz da densidade lagrangiana, das Eqgs (3.16),
(3.18).
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Capitulo 4

Generalizacao da eletrodinamica de
Maxwell envolvendo termos

anisotropicos, CPT-pares, de Podolsky
e Lee-Wick

4.1 Introducao

A eletrodinamica de Maxwell modificada por um termo CPT-par com altas derivadas,
apresentada no capitulo anterior, pode ser generalizada e escrita de modo a envolver termos
anisotrépicos de Podolsky e Lee-Wick conforme mostraremos no decorrer deste capitulo.

Existem dois outros termos CPT-par de dimensao 6 com duas derivadas adicionais, além
da modifica¢@o com violagao de Lorentz (3.1), que podem ser expressos em termos do tensor

do campo eletromagnético e do tensor de fundo D", a saber:
D’ F,,00,05F" , DM 0,F70,F,) . (4.1)

O primeiro termo é tipo Lee-Wick anisotrépico, enquanto o segundo produz uma contribuicao
bilinear semelhante a ele, mas com sinal oposto, de forma que apenas um desses termos sera con-
siderado aqui. A mesma equivaléncia observada para o caso do termo de Podolsky anisotrépico
vale também para o termo de Lee-Wick anisotrépico. Para a configuracao de um tensor di-
agonal Dg, da forma Dg, = Dyygsa, torna-se proporcional ao termo usual de Lee-Wick, isto
¢,

D*PF,,0,05F" = Doo(F,,,OF"™) . (4.2)
O comportamento dos coeficientes do tensor Dg, sob operagoes das simetrias discreta C, P e
T nao depende da forma como o tensor esta acoplado ao campo eletromagnético. Sendo assim,

continua sendo vélido para as estruturas anisotrépicas de Lee-Wick da Eq. (4.1).
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4.2 Eletrodinamica de Maxwell envolvendo termos ani-

sotropicos de Podolsky e Lee-Wick

Em principio, a eletrodinamica, com violagao de Lorentz, de dimensao 6 mais geral modi-
ficada por um tensor de fundo simétrico de rank-2, Dg,, também inclui a segunda das contri-

buigdes anisotrépicas de Lee-Wick da Eq. (4.1), e é representado pela Lagrangiana a seguir:

1 6 1
L= —Z—lFWF"”—kEaaFo‘ﬁc“)AF’\ﬁ+nfD5a80F“56AFM+77§D6“80F”85FM+E(@LA“)? , (4.3)

onde § > 0,1, > 0,eny, > 0. O termo 73 D3,0, 720, F** incorpora o termo de Podolsky modi-
ficado com violagdo de Lorentz considerado no capitulo anterior, e o termo n3 D0, F° 05 F,y
é a contribuicao anisotrépica de Lee-Wick.

A lagrangeana acima na forma bilinear é escrita como:
Lo~
;C - EA OMVA 5
onde o operador OW ¢é dado por
_ 1
O, = (14 6°0 + 205D%*050,)00,, + (QniDﬁaaﬂaa — E) 09, + 2n1D,,0°
— 213 D,,,[00,0% — 217 D,,,[00,0 . (4.4)
Com base na parametrizacao,
1
Dgo = 3 (CsBs + CoB,),

para o tensor simétrico Dg,, obtemos

_ 1
O, = (1+6°0 + 2n3kp) 00, + (mﬁm — —> 0Q,. + 13 (B.C, + B,C,,) 1

3
— (Cuby + Cud, )60 — 1D, By + 0,B,)p0, (45)
onde
k= B,0% e p=C,0". (4.6)

Propondo o ansatz

AY = a0, +0Q", + cB"C, + dB,C”
+eC"0 4+ fCLO" + gBY0y + hB,O" + jB"B, + 1C"C,,, (4.7)

usando a identidade

O;M/Aya = Gua,
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e usando a mesma algebra tensorial do primeiro caso, mostrado no capitulo anterior, o propa-

gador para esse modelo tem a forma:

Bva = =n o AT 0O + [ — EA)] e

- iﬁ(p)(Bupa + Bapu) - Qn%DuaPZﬁ(p) - i]:.](p) (Oupa + Capu)
+11B,B. [(C - p)* = C*p?] p* + mCCo [(B-p)* = B*’] p°} ,  (4.8a)

onde fizemos as seguintes defini¢oes

A(p) = [1 = 6" = 205(B - p)(C - p)]T(p), (4.8b)
L(p) = nt [(B-p)* = B’] [(C-p)* = C**] = TP(p), (4.8¢)
I(p) = 1 = 6*p* —1ip*(B - C) + [i1i — 203)(B - p)(C - p) , (4.84)
F(p) = F@)ly=y, . Hp) = H(p)ly=, . (4.8¢)

com F(p) e H(p) dados pelas Egs. (3.37) e (3.38), respectivamente. Agora as relagoes de

dispersao sao dadas por:

p*[1 = 0%p* — 205(B - p)(C - p)] =0, (4.92)
T'(p)=0. (4.9D)

Agora podemos observar que ao contrario da Eq. (3.41), a relacao de dispersao de Podolsky,

do modelo do capitulo anterior, também ¢é modificada, conforme mostrado na Eq. (4.9a).

4.2.1 Relacao de dispersao

Para analisarmos as relagoes de dispersao (4.9a) e (4.9b), consideramos as configuragoes
tipo-tempo e tipo-espago para o campo de fundo CgB,. Primeiro vamos estudar as relagoes de

dispersao (4.9a) e (4.9b) para o setor temporal.

Setor isotrépico tipo-tempo (com 6 # 0)

A configuracao isotrépica tipo-tempo é caracterizada por B, = (By,0),, C, = (Cy,0),.
Como ja mencionado, a relagao de dispersao (4.9a) mostra que a relacao de dispersao de Po-
dolsky usual agora é modificada por uma contribuicao resultante do termo anisotrépico de

Lee-Wick. Nesse caso, a relagao de dispersao obtida da Eq. (4.9a) assume a forma,

1-— 92 (pg — p2) - 27733000]9(2) = 0,
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simplificando, obtemos a solugao

Do = ! <p2 + l) , (4.10)

€ 6

onde
277%3000
6*
A relagao de dispersao do tipo Podolsky obtida é modificada por uma espécie de constante

e=1+ (4.11)

dielétrica, ¢.

Causalidade Analisamos alguns setores da teoria proposta em busca de configuracoes do
tensor de fundo que proporcione uma eletrodinamica consistente. Para analisar a causalidade
verificamos o comportamento da velocidade de grupo e da velocidade de frente de onda. As

velocidades de grupo e de frente de onda sao dadas por

N Ipo
Uy = %7

Utromse = lim 22 (4.12)

[p|—o0 \p\

Usamos a notacao de causalidade classica que requer u, = [uy| < 1 € Ugente < 1. As relagoes

de dispersao que exibem velocidades de grupo e velocidade de frente de onda divergentes ou

velocidades maiores que 1 serao chamadas de espurias.

Para BoC, > 0, temos
Po . 1 1
H = \/g (1 + p292>’ (4.13)

logo a velocidade de frente de onda é dada por

1
Utrente = \/j < 1. (414)
e

Para a velocidade de grupo, podemos escrever

Ugr = . (415)

Para o médulo da velocidade de grupo, obtemos

p|

NN

Podemos observar que a expressao acima também é sempre menor que 1, garantindo a validade

(4.16)

ugr -

de causalidade para essa configuragao. A relacao de dispersao (4.10) s6 faz sentido na presenca

do termo de Podolsky (6 # 0). Vemos que #* aparece dentro da expressdo para e também.
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Setor isotrépico tipo tempo, RD 2, (com 6 # 0)

Agora vamos analisar a equagao de dispersao (4.9b) para a configuracao isotrépica com

B,, = (Bo,0),, C, = (Cy,0),, que pode ser escrita como
U%B000p2 =+ []_ — 82]73 + 62p2 + ’I’]%p2B()CO - 277%.8000]73] . (417)
Para o sinal positivo, 4+, obtemos a relacao entre energia e momento na forma

, __1+6%pf

= . 4.18
P 93BGy + 1P (4.18)
Para o sinal negativo, —, a relagao entre energia e momento é dada por
(203BoCo + 0%) p = 1 + (6% + 0t BoCo + n{BoCo) P, (4.19)
cuja solucao é:
1+ (6% 4 202ByCy) |p)?
A relagoes acima podem ser reescrita na forma
E® =y®p|, & =¢H(|p)), (4.21a)
onde
1+ 6*|p|? 1+ 222 + 6°|p|?
Y | iy po) — 12 el (4.21b)
2y> + 0°|p]? 2y* + 0°|p?
e
r =/ BoCon |p|, y = v/ BoCony|p|, (4.22)

sao coeficientes adimensionais. Podemos observar que x e y sao fungoes lineares para o mo-

mento, |pl, e as razoes

r BoComy

o =q, 4.23

o) 6 (4.23)
Yy \/3000772

o) 6 (4.24)

sao adimensionais. Portanto, é razoavel investigar as relacoes de dispersao para as velocidades

de grupo e frente de onda.

Causalidade Para o sinal positivo, relacao de dispersao (4.18), a velocidade de frente

de onda, tem a forma

+) 1
U = . 4.25
frente \/ 1+ 22 ByCy /6* (4.25)
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Para o sinal negativo, relagao de dispersao (4.20), a velocidade de frente de onda, é dada por:

SO [ 2miBCo/6° (4.26)
frente 1 + 277%3000/92

Agora, as velocidades de frente de onda para ambos os modos sao simplesmente fornecidas por

(+) ! () |1 4207
u rente = ? u rente = : (4278“)
frent 1 _'_ 2/82 frent 1 _'_ 2/82

Podemos observar que o modo positivo é sempre menor que 1, enquanto o modo negativo pode

ser maior que 1 para o > (. Para completar a andlise da causalidade precisamos obter as
velocidades do grupo.

Para o sinal positivo, temos

14 6%pl2 \
ult) = 6?|p| (;L—|p|2) _ (4.28)

Para o sinal negativo, obtemos

gr mbHolo 27733000 T 92 . .
Usando as defini¢oes, obtemos as velocidades de grupo para ambos os modos na forma:
)
WY 4.30a
e T @) (30
1

() — o) { _ }

Ugy Y 1 — . (4.30b)
: ()2 292 + (0]pl)?]

Podemos observar que ambas as expressoes nao apresentam singularidades. O grafico da Fig.
4.1 nos mostra que as velocidades de grupo sao decrescentes para momentos decrescentes, onde

cada modo, sinal positivo e negativo, se comporta como um modo tipo Podolsky neste regime:

W = 0®)|p|, (4.31)

gr

onde )
7 o) _ (14 2a2)0

V14257 V1+28%

Como este caso € isotrépico, os parametros de Podolsky nao dependem da dire¢ao do momento,

o) —

@)

(4.32a)

mas envolvem os coeficientes que violam a simetria de Lorentz. Vemos que a violacao da
causalidade pode ocorrer para o modo & dependendo dos parametros escolhidos. A velocidade
de grupo, para cada modo, aumenta de 0 a um valor finito que é dado pelas expressoes obtidas
anteriormente para a velocidade frontal,

lim u!) () lim ul) = U’Er ) . (4.33)

= U B
oo 8T frente » oo 8t ente
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Figura 4.1: Velocidades de grupo das Eq. (4.30) como uma fun¢ao de z = 6|p| para o modo &
(azul, linha continua) com § = 1 e para 0o modo © com a = 1, § = 1/3 (vermelho, tracejadas).

As assintotas horizontais sao mostradas pelas linhas pontilhadas pretas.

Assim, a velocidade de grupo do modo & pode atingir valores maiores que 1, quebrando assim
a causalidade, o que caracteriza um modo espurio. Por outro lado, o modo & nao viola a
causalidade, embora nao se comporte como um féton padrao quando 7, ou 7, sao iguais a zero.
Portanto, é um modo exdtico. Podemos observar que nos limites a +— 0 e § +— 0 o tensor de

violagao de Lorentz desaparece, e recai na relagao de dispersao do tipo Podolsky.

Agora vamos estudar as relagoes de dispersao (4.9a) e (4.9b) para o setor espacial.

Setor anisotrépico de paridade par (com 6 # 0)
Para a configuragao espacial, B, = (0,B),, C, = (0,C),, a relacao de dispersao dada pela

Eq. (4.9a) tem a forma de uma equagao de segundo grau para pg,
—0°py + (1 = 2n3(B - p)(C - p) +20°p?) p; — [P + 6°p" — 2n3(B - p)(C - p)p°’] =0, (4.34)

cuja solucao é dada por
2 1 s 215
Po= 5 +P —?(B-p)(c-p)- (4.35)
Podemos observar que para n, +— 0, obtemos a relagao de dispersao de Podolsky,
. 2
P= +p°. (4.36)
Para analisar a relacao de dispersao para 7, # 0, vamos considerar primeiro a situagdo em que
os vetores C, B sao ortogonais. Adotando o sistema de coordenadas,
(4.37)

p = |p| (sin ¥ cos ¢, sin ¥ sin ¢, cos ) ,
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em que ¥ é o angulo que o momento p faz com o eixo — z. Sendo assim, os vetores C e B

apontam ao longo dos eixos x e y, respectivamente:

(B-p) = |B||p|sindsing, (4.38)
(C-p) = |C||p|sindcos ¢. (4.39)

Assim, a Eq. (4.35) assume a forma:

1 2
Do = \/?ﬂy( —%|B]|C|sin2ﬁsin2q§). (4.40)

Do mesmo modo, como fizemos no setor temporal, vamos analisar a causalidade para esse setor.

Causalidade Para a velocidade de frente de onda, temos

2
i ¢ ~ BB C]sin® 0 sin(20), (1.41)

em que a velocidade de frente de onda pode ser maior que 1 para alguns valores de ¢.

Para a velocidade de grupo, escrevemos

p < - Z—§|BHC] sinQﬁsin2¢>
u, = (4.42)

gr -
\/9% + p? <1 — Z—§|BHC| sin219sin2¢>

O modulo da velocidade do grupo é dado por

yrsin? 9 — 22(2 + 22)
U = |24 g (4.43
22 [1+ 22 — y?sin* I¥sin(2¢) ]

onde
y = V/|B||C|ny|p|, z=10|p|. (4.44)

A razao ¢, é definida como
y _ VIBIICln,
z 0

O gréfico da Fig. 4.2 nos mostra o comportamento da velocidade de grupo para valores distintos

= 8. (4.45)

do parametro 3 e dos angulos. O parametro  pode ser escolhido de forma que o médulo da
velocidade de grupo, uy,, cresga continuamente de 0 e se aproxime do seu limite assintético por

baixo para valores crescentes de z. Explicitamente, esse limite é maior que 1 para

9
s = e , (4.46)

B[4/ 5% — sin(20)
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Figura 4.2: Velocidade de grupo da Eq. (4.43) para =1, ¥ = ¢ = 0 (azul, linha continua),
para § = 3/2, 9 = /5, ¢ = w/3 (verde, linha tracejada e pontilhada), e para f = 2, ¥ = 7/2,

¢ = /3 (vermelho, linha tracejada). As assintotas sao indicadas por linhas pretas pontilhadas.

o que leva a quebra da causalidade. Este valor para z é real apenas para

[ > +/sin(2¢). (4.47)

Além disso, ug, também exibe uma singularidade para uma escolha adequada dos parametros,

em que essa singularidade aparece quando a constante z tem a forma

1
B sin® Jsin(24) — 1’

(4.48)

Zsing =

revelando um regime nao fisico. Para pequenos momentos, a velocidade de grupo da Eq. (4.43)
se comporta como

onde

0= 9\/ 1+ B%[3* — 2sin(2¢)]sin? ¥, (4.50)

assim, o modo correspondente se propaga como um modo tipo Podolsky com uma massa mo-
dificada dependendo da dire¢cao do momento. No limite S + 0 o tensor de violagao de Lorentz

desaparece e obtemos o comportamento do modo de Podolsky convencional.
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Setor anisotrépico de paridade par, RD 2, (com 6 # 0)

Agora vamos analisar a relacao de dispersao (4.9b) para a configuracao espacial. Vamos

iniciar pelo caso em que os vetores B, C sao ortogonais. Temos,

i [(B -p)*(C-p)’*+ (B-p)’C* (p; — p*) + B* (p; — p*) (C - p)* + C*B” (p — pQ)Q}

— [1—6°p5 +0°p* + [nf — 25](B - p)(C - p)] [1 — 6 (05 — P°) + [ni — 215)(B - p)(C-p)] =0
(4.51)
Simplificando a expressdo acima, obtemos uma equagao de segundo grau para pg, cuja solugao
¢ dada por
+ p’
(p5)? = Rt {V/2 + /(2 = 2Dzt cos2 0 — W] + (V/Q)z} , (4.52a)
onde
V=214 2% — 22" +sin’ ¥ [2° + (2° — 2¢°) 2" sin(29)] , (4.52Db)
W = [1+ 2" — y*sin® Isin(2¢)] [1 + 2° + (2% — y®) sin® I sin(2¢)] , (4.52¢)
e
x=+/Bl[Clm|p|, y=+/IB|[Clnlp|, z=0lp|. (4.52d)

Esta configuracao produz duas relacoes de dispersao adicionais diferentes. Agora vamos analisar

a causalidade para essas relagoes.

Causalidade O médulo ao quadrado da velocidade de grupo é dado pela expressao a
seguir:
2 2 9 2 ) 2 _
()2 = ’gj) <008219+ Ji(d,9) +2f?:;( .7/ Qb)) 7 (4.532)
(pi)2 93(0,9)
onde

f+(9,¢) = 2y*(y* — 2%) sin® ¥ sin(2¢) sin ¢
+ (2* —2¢%) {1+ 2% [2sin®* Y cos® ¢+ 1 — (e(i))Q] } sin¥sin ¢
+ (2 [(e®)? = cos® W] + 222 {1 + [1 — (e*))?] 22}) sind cos ¢, (4.53b)

g+ (0, ¢) = [Q(e(i))2 —1—cos*¥] z*
+ [2+ (2” — 2y%) sin® Isin(2¢)] 2* + 2 [1 — (e(i))ﬂ 2t (4.53c)
e® = pi/Ip|. (4.54)
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Figura 4.3: Velocidade de grupo da Eq. (4.53a) do modo & para os parametros o = 3/2,
g =2,9=mn/2, ¢ =n/3 (azul, continuo), para o« = 3/2, f =1, ¥ = /4, ¢ = 0 (vermelho,
linha tracejada), e para a = 1/3, f = 1/2, ¥ = n/2, ¢ = w/4 (verde, linha tracejada e
pontilhada). As assintotas verticais nas singularidades sao ilustradas por linhas pontilhadas

coloridas, enquanto as assintotas horizontais sao mostradas como linhas pontilhadas pretas.

2.0] ~

1.5}

Ugr 1.0

0.5}

0.0}
00 05 10 15 2.0 25 3.0

z

Figura 4.4: Velocidade de grupo da Eq. (4.53a) do modo © paraa =3/2, 5=1,9=0,¢=0
(azul, linha continua) e para o = 3/2, = 3, ¥ = 7/2, ¢ = 0 (vermelho, linha tracejada). As
assintotas verticais nas singularidades sao ilustradas por linhas pontilhadas coloridas, enquanto

as assintotas horizontais sao mostradas como linhas pontilhadas pretas.

As Fig. 4.3 e 4.4 mostram a velocidade de grupo para os modos @ e © para diferentes
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angulos e diversos valores dos parametros

VIBICln, _ .

=
0 Y
V/B[[C
w = 3 (4.56)

Podemos observar que a velocidade de grupo do modo & nao é bem comportada para uma ampla

faixa dos parametros e angulos, pois exibe singularidades que se encontram nos seguintes valores

z(i) o \/§
sing
\/(252 — a2)sin® ¥sin(2¢) — 2 £ a%y/4 cos2 9 + sin? ¥ sin?(2¢)

Além disso, quando existem singularidades, a velocidade de grupo pode tornar-se complexa

de z:

(4.57)

para grandes momentos. Para pequenos momentos, a velocidade de grupo para ambos os

modos exibe o seguinte comportamento assintético:
ul) = 0Wp|, (4.58a)
onde

~) sin ¥ [a2(+£a? — 2) £28%(a? — 57) + (a2 F 2)(a? — 26%) sin(2¢)]
@i_e\/w@u N2 1)

(4.59)
Portanto, esses modos sao modificagoes do modo de Podolsky com parametros anisotropicos
que podem se tornar complexos. O modo de Podolsky é reproduzido no limite combinado
para o — 0 e f +— 0. Para certas escolhas, a velocidade de grupo é bem comportada no
sentido de que aumenta monotonicamente de 0 até se aproximar de um valor menor que 1,
como mostra a curva verde, linha tracejada e pontilhada, na Fig. 4.3. As outras curvas nesta
figura correspondem a escolhas de parametros que fornecem comportamentos espurios. Em
contraste, o modo © na Fig. 4.4 nao exibe nenhuma singularidade. Parte de 0 e converge para
um valor menor que 1 de baixo ou maior que 1 de cima. O iltimo comportamento, entretanto,
¢ interpretado como uma violagao da causalidade, o que ocorre para algumas escolhas dos
parametros. Portanto, o modo representado pela curva vermelha, linha tracejada, é espurio.
Podemos também apresentar expansoes para as velocidades de frente de onda das relagoes
de dispersao (4.52a) no limite em que o parametro de Podolsky # é muito grande em comparacao

com os coeficientes de violacao de Lorentz 1, n,. Nestas condi¢oes, obtemos:

1 2 2
Uigome = 1+ 5 {(g) - (%) } sin’® J'sin(29) (4.60a)
_ 1 /y\2
Ufonie & 1 — 3 (%) sin® o sin(2¢9) . (4.60b)

Podemos observar que os dois modos podem ser maiores que 1, dependendo dos tamanhos de
x, y e do angulo ¢, o que viola as premissas da causalidade. Assim, enquanto o modo & é nao

fisico em varios sentidos, o modo & quebra a causalidade para certas escolhas dos parametros.
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Setor anisotrépico de paridade par, RD 2, (com 6 # 0) e B, C paralelos

Uma outra configuragao a ser examinada é o caso em que os vetores B, C sao paralelos.

Assim, a relacao de dispersao (4.9b) produz

E® = (®p], (4.61)
onde
(= ¢Sl (4.62a)
() = V14 22 — 2y% cos? ¥ 7 o) = 1+ 22 — 2(22sin® 9 + y2 cos?2 ) ‘ (4.62D)
z 22 — 222
Causalidade A velocidade de frente de onda para ambos os modos sao dadas por:

ulh = /1-28%cos2 0, (4.63a)

- \/1 —2(a?sin® ¥ + B cos? )

ufrente - 1— 20{2 ) (463b)
onde esses resultados sao expressos em termos das razoes constantes
x
T=q, Z=p (4.64)
z

Pdemos observar que o modo ¢ da velocidade de frente de onda nao excede o valor 1, o que
nao ¢ verificado para o modo ©, pois a uE; ) pode ser maior que 1 para 8 < a. O préximo passo

é obter os modulos das velocidades de grupo:

W) = B = ) cos 4 2t (4.65a)
& 22(1 + 22 — 2y? cos? V)

ué:) =

(4.65D)

4(x? —y?) (22 + y? — 22) cos? ¥ — (222 — 22)?
(222 — 22) [1+ 22 — 2(22sin® ¥ + y? cos? )]

onde foi usado as definigdes (4.52d). Ao introduzir os parametros «, /3 nos resultados anteriores,

o comportamento assintético da velocidade de grupo para pequenos momentos tem a forma

ug) = 0%p], (4.66)
onde
o = 9\/1 +48%(8* — 1) cos2 ), (4.67a)
_ 4(a2 — B[ = (o2 2 2
60 = 9\/1 g2 M2 =)l : _<§‘a2+ Fleos’d (4.67b)
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Podemos observar que cada modo se assemelha, novamente, a um modo tipo Podolsky
anisotropico. No limite em que a violagao de Lorentz desaparece, obtemos a relacao de dispersao
padrao de Podolsky. Além disso, os modos podem exibir comportamento espirio, uma vez que

singularidades estao presentes para

1
40 = , (4.68)
V282 cos? v — 1
_ 1
L) (4.69)

sing 5 2 ’
\/2(a2 sin” ) + ~ cos? V) — 1

novamente temos a existéncia de regimes nao fisicos como mostra as curvas vermelhas das
Figuras 4.5 e 4.6.

2.0}

1.5}

Ugr 1.0¢

0.5}

0.0}

Figura 4.5: Velocidade de grupo da Eq. (4.65) do modo @ para os parametros = 1/(2v/2),
¥ = /3 (azul, linha continua) e para 8 = 1, ¥ = 0 (vermelho, linha tracejada). As assintotas

sao mostradas como linhas pontilhadas pretas.

Os parametros a e § podem ser escolhidos de modo que esses valores sejam complexos, nao
havendo singularidades. Nesse caso, a velocidade de grupo aumenta de 0 até um valor finito. A
curva azul na Fig. 4.5 representa um exemplo para este caso. Se o valor finito for maior do que
1, o modo é espirio, como mostra um exemplo dado pela curva azul na Fig. 4.6. Verificamos

que os modos para a velocidade de grupo excede 1 quando

1
o = , 4.70
Zuéf):l VA4B% — 2| cos V| (4.70)
1 —2a?
i = \/ (1—28%)(a? — B°)[1 + cos(20)] e

Podemos fazer as seguintes observacoes:

59



20}

1.5¢

Ugr 1.0

0.5}

0.0}

Figura 4.6: Velocidade de grupo da Eq. (4.65) do modo © para os parametros o = 1/2,
B =1/(2v/2), ¥ = 7/3 (azul, linha continua) e a« = § = 1, ¥ = 0 (vermelho, linha tracejada).

As assintotas sao mostradas como linhas pontilhadas pretas.

- a expressdo para z| (+)_, torna-se complexa para § < 1/ V2;
gr =
- a expressao para z| ()_, torna-se complexa quando o > 1/vV2, 8> 1/v2, e 8> aao
gr =
mesmo tempo ou quando o > 1/v/2 > 3 ou quando 1/v/2 > > a.

4.3 Conexao com o MPE -nao minimo

Uma questao interessante a se perguntar é se a contribuicao com violacao Lorentz da
Lagrangiana,
1
L= FuF" + 02 Dpa0y PO\,

apresentada no capitulo anterior, esta contida no Modelo padrao estendido, MPE - nao minimo
proposto por Kostelecky e Mewes [67]. Como estamos tratando dos termos com violagao de
Lorentz, CP-par e de dimensao 6, o primeiro coeficiente de ordem superior a ser considerado é

o da dimensao 6, a saber

(ki)™ = (ki )10, (472)

onde omitimos os coeficientes pares de dimensao 4, CPT-par usuais do setor de fétons do MPE,

(kg))““”. E possfvel mostrar que a parametrizacao
(kj(g))uvgmlaz _ 772Dvagua1gga2 7 (4.73&)
reproduz com sucesso o termo com violacao de Lorentz presente na Lagrangiana. De fato,

(]{'%6) )/u/gaoclag aal aag FMVFQU — nZDVUgMOqgQazaalaaQ FMVFQJ’
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realizando as contracoes, temos
(k))ere102), 9y, FruFpy = 112 D70 F,, 0% F

o que demonstra que o termo com violacao de Lorentz proposto esta contido no MPE-nao

minimo [67]. De forma andloga, temos a correspondéncia
(k(ﬁ))/WQUOélaQ — 2DV gh gz _ 2 2o guan 1o (4 74)
F UR g 9 2 g g9, .

que produz os termos com violagao de Lorentz do modelo generalizado da Lagrangiana (4.3),
apresentada neste capitulo. As simetrias do tensor (l;:F)"‘)‘“” devem ser levadas em consideracao.
Esse tensor de rank-4 é antissimétrico no primeiro e no segundo par de indices e simétrico sob
uma troca de ambos os pares de indices, o que evidentemente nao é o caso para as escolhas
nas Eqs. (4.73) e (4.74). Assim, executando a simetrizagdo e anti-simetrizacdo, precisamos
reescrever a nossa parametrizacao, n3 D7 gho1gee2 — p2 D29 gk1ge - de modo que ela tenha a
simetria do tensor (I%F)”’\‘“’ . Dessa maneira, o mapeamento final dos nossos termos para o

MPE nao minimo é dado por

(]%F>MVQU _ % (k;?))#”@o'alaﬂ _ (kgﬁ))vugmmz - (k§)>uvaga1a2 + (kg)’))uuff@amz
+ (> 0,V <> 0)| Oay Ony - (4.75)

Pode-se verificar que este tensor satisfaz a identidade de Bianchi para um conjunto de trés
indices escolhidos arbitrariamente. Note, no entanto, que esta escolha é restrita apenas aos
quatro primeiros indices. Além disso, a anti-simetrizacao deste conjunto de indices deve ser
imposta via Eq. (55) do primeiro artigo da referéncia [67]. O termo de Podolsky é invariante
de Lorentz e, portanto, ndo pode ser mapeado nos coeficientes do MPE. Porém, ele pode ser

introduzido nas equacgoes de campo do setor de féton C'PT-par nao-minimo da seguinte forma:
M*A,=0, (4.76a)

onde
M = {(1 —0%p?) [¢" ™" — g"*g"?] + 2(kp)"? } Pabs - (4.77)

61



Capitulo 5

Eletrodinamica de Maxwell modificada
por um termo CPT-impar com altas

derivadas

5.1 Introducao

A fim de melhorar nosso entendimento das extensoes do setor de fotons que violam a simetria
de Lorentz através de termos de derivadas superiores, agora é razoavel buscar investigacoes se-
melhantes de uma teoria de CPT-impar. Portanto, nesse capitulo, estudamos a eletrodinamica
de Maxwell modificada por um termo MPE nao minimo CPT-impar e dimensao 5. Considera-
mos uma configuracao composta de um campo de fundo fixo D, onde as 4-derivadas adicionais
sao contraidas com o tensor métrico, ou seja, e A,D,0F,,. O propagador e as relagoes
de dispersao sao obtidas a partir de sua estrutura de polos. A causalidade e a unitariedade
dos modos sao analisadas posteriormente. Consideramos também o termo dimensao 5 com-
posto por um campo de fundo fixo 7T}, parcialmente contraido com derivadas adicionais, ou seja,

M ANT (T - 9)?F,. As unidades naturais serao usadas: h = c = 1.

5.2 Eletrodinamica de Maxwell modificada por um termo
de altas derivadas, CPT-impar e dimensao 5: modelo

simples

Neste capitulo investigamos a eletrodinamica de Maxwell modificada pelo termo CPT-impar, di-
mensao-H, do setor nao minimo do MPE, especificamente representada pelo termo tipo Carroll-

Field-Jackiw da densidade de lagrangiana a saber,

1 .
§€HAILVA)\<]{7AF),€FMV, (51)

62



onde o campo de fundo (kar). que representa o tensor de violagao de Lorentz possui a estrutura
nao minima seguinte:

(kap)e = (K$0), 219200, Oay - (5.2)

Primeiro caso estudado
Como uma primeira investigagao, consideramos um caso especial na forma,
7 » ara
(kap)s = D X104, 0a, , (5.3)

onde D, é um quadri-vetor de violagdo de Lorentz. A estrutura do tensor é escolhida de
modo que as propriedades direcionais do vetor (ksr). s@o descritas através do tensor D, ,
enquanto o setor nao minimo é parametrizado separadamente pelo tensor simétrico X*¥. Assim,

a Lagrangiana da teoria a ser considerada tem a forma

1 1 ~
L= _Z #VFMV + EGRAMVAADnXalazamaOQFNV +

1
2

onde £ é o parametro de fixagao de calibre. Podemos considerar o tensor X*” como sendo

(0, A")?, (5:4)

diagonal. Nesse contexto, o caso mais simples ¢ o de um tensor X*” com coeficientes tipo
. . ~ , S uv
espagos iguais. Entao, X* é composto de uma parte sem traco X e uma parte com trago

que deve ser proporcional ao tensor métrico de Minkowski, como mostra a seguir
X" = e X" 4 agh (5.5a)
— ) 1
X" = diag(1,1/3,1/3,1/3)" = 2 [4¢"¢" = ¢"] , (5.5b)

onde (£") = (1,0,0,0) é puramente tipo tempo e parametros ay,, a foram escolhidos usando
a notacao usada no setor de féton CPT - par, onde o coeficiente k¢, também estd vinculado a
uma matriz simétrica sem traco. Como a parte sem traco envolve duas diregoes, tipo tempo e
tipo espago, " e D*, sua investigacao é provavelmente mais complicada do que a contribuicao

proporcional ao trago. Portanto, escolhemos o, = 0, de modo que
XM = ag" e (I%AF)N = abﬁg“”(?ua,, = DO,

onde =9,0" e D, = aD.. Assim, o termo de VL assume a forma

~

(kar)s = D, (5.6a)

e a Lagrangeana (5.4) é reescrita como:

1 1
L= = FuF" 4 SeM DADFy +

1
2%

podendo ser reescrita na forma bilinear em funcao dos campos A*, onde os termos de di-

(0uA")7 (5.7)

vergéncias sao desprezados. Assim, a Lagrangeana pode ser escrita como

1
L= A0, A" (5.82)
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o° Le Q7 LS D°D, D70, D,o°

v 14 v 14

0,0 O, Lo 0 L., Du.D,—pD,d,/0 Dud,—Qup 0
L,, L,, -I, 0 L, 0 0 0
Lo Lo Ty, 0 T, 0 0 0
Qo 0 0 Qu 0 pD,0,/0 Qup D,o,
D,D, D,D,—pD,d,/0 0 pD,/O 0 D*D,D, D*D,d,  pD,D,
D,d, 0 0 Db, 0 pD,D, pD,d,  OD,D,
D.0, D, — pQ 0 P 0 D*D,d, OD%Q,,  pD,d,

Tabela 5.1: Algebra fechada dos projetores tensoriais.

com o tensor O, dado por

1
O,, =0 (@W — 2L, — EQW) , (5.8b)
Podemos observar 3 projetores, sendo 2 simétricos, transversal e longitudinal, respectivamente
dados por:
0,0,
Ow=9w— 20w, Qu= HD , (5.9)

enquanto o projetor antissimétrico, envolve o tensor de VL e é descrito pelo operador adimen-

sional a seguir,

Luu = EuV}i)\DHaA ) (510)
onde D" tem dimensao de massa —1. Agora vamos avaliar o propagador da teoria, ou seja, deve-
mos encontrar a funcao de Green A,g, que ¢ o inverso do operador diferencial O,,,, satisfazendo
a condicao,

O, = g - (5.11)

Para que o operador inverso seja encontrado, usamos uma base adequada de projetores, proce-
dimento que obteve sucesso em varios cendrios tedricos [105, 106]. Assim, propomos o seguinte
Ansatz:

A, =aO%, +bL?, +cQ°,+dD’D, + e(D°0, + D,0°), (5.12)

onde os parametros a, b, ¢, d, e sao coeficientes a serem determinados. A algebra dos operadores

tensores individuais é exibida na Tabela 5.1, onde usamos algumas defini¢des na forma,
p=D"0,, (5.13)

Tuo = LWL, = (Du0s 4+ Ds0,)p — DuDe0 + (D0 — p*)0,0 — p* Qo - (5.14)

A redefinicao do tensor I',, = L, L", foi originada da contracao EW,{,\EWW. Partindo da
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equagao tensorial (5.11), realizando as contragoes, apds algumas simplifica¢oes, obtemos

1
O + Vo = O { [a — 4(D*0 = p*)b] O, + 2(b — @) Ly — {—4,0219 +oq (1 + —) pe} Qo

3 3
1 1
+(d+400b)D,Dy + (e — 4pb)D,,0, — {4@1) + (1 + E) %d + ge] DJ@M} :
(5.15)
Comparando ambos os lados da Eq. (5.15), os seguintes operadores diferenciais sdo obtidos na
forma:
b 1
a=5=5 (5.16a)
£ 40
__ (& 4 1
c (D t= ) (5.16b)
401 4p0
__ A _de 1
d 5 , e X , (5 6(3)
onde
X=0[1+4(0" — D*0O)] . (5.17)

Assim, obtemos o operador inverso procurado:

1 4
Aoy =5 {nw oL, — (Eg +1+ 492) Q,, — 40D, D, + 40[Dy0, + D,d,] } . (5.18)

Para obtermos o propagador no espago dos momentos basta realizar a substituicao 9, = —ip,,

na expessao acima, de modo que:

—1

) G

{n’“’ = 2i€uoma D"p* = [1 = 4(D - p)* + £ (1+47(p))] pZ?—"

+ 4p2DuDU —4(D - p) [Dupa + Dapu] } ) (5.19a)

onde
T(p) = D*p* — (D -p)*. (5.19b)

Podemos observar que Y(p) é uma fun¢do adimensional, ji que a dimensao de massa de p*

cancela a dimensao de massa inversa de D*.

Algumas observagoes relevantes:
- Um prefator de i foi adicionado para coincidir com as convengoes para o propagador de
fétons no caso sem violacao de Lorentz. Desta forma, fazendo D, = 0, nosso resultado recupera

o propagador de f6tons livres [107], como deve ser esperado.
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- No apéndice A obtemos o propagador da teoria de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw (MCFJ)
no gauge de Lorenz, mostrando que este propagador e o presente, dado na Eq. (5.19a), estao

ligados por uma simples substituicao,

V.
F — 2D,

- O propagador (5.19a) é transversal, exceto para a parte que depende do parametro de
fixacao do gauge:
o P
Do (P)p” = 1§p—’§. (5.20)

E interessante lembrar que o propagador (5.19a) tem um termo anti-simétrico, proporcional ao
projetor L,,, enquanto as outros termos sao simétricos em relacao a permuta . — o, 0 — .
O propagador de Feynman é definido pelo valor experado no vacuo do produto T ordenado de

operadores de campo avaliados em dois pontos distintos do espago-tempo,

i(Dr)ap(r = y) = (0T (Aa(2)As(y))]0) - (5.21)

A transformada de Fourier é simétrica em relacao a combinacgao de intercambiar os indices
e p* — —pt. A parte anti-simétrica do propagador (5.19a) aparece na eletrodinamica CPT-
impar, por exemplo, no modelo MCFJ ou na teoria de Chern-Simons em (1 + 2) dimensoes. Mas
esta parte nao significa que o propagador perca sua simetria. De fato, o propagador continua
sendo simétrico em relacao as duas operacoes simultaneas: o intercambio de seus indices e a

substituicao p* +— —pt.

5.2.1 Relagao de dispersao

Através dos polos do propagador obtemos duas relagoes de dispersao na forma:

=0, (5.22a)
1+4[D**— (D-p)’] =0, (5.22b)

como é comum em teorias com operadores de dimensoes superiores. O primeiro corresponde ao
tipico polo de Maxwell, que também aparece nos modelos de Podolsky e Lee-Wick, bem como
nas versoes anisotrépicas destes modelos estudados na Ref. [83]. A segunda relacdo contém
informagoes sobre o termo de derivada superior, de dimensao 5 . E razodvel compara-la com
a equagao de dispersao obtida para a teoria MCFJ de dimenséao - 4, [25], dada em termos do
tensor de fundo (kap)*:

P+ *khp — (kar -p)* =0, (5.23)

que exibe uma relagao de dispersao de quarta ordem em p, enquanto a Eq. (5.22b) é mais
simples, apenas de segunda ordem. Tal comparacao revela que a atual teoria do tipo MCFJ

de dimensao-5 é totalmente distinta do modelo MCFJ de dimensao-3. A relagao de dispersao
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menos complexa pode ser atribuida a estrutura simples do tensor de fundo que escolhemos na
Eq. (5.6a).
Analisaremos as relagoes de dispersao para algumas configuragoes do tensor de VL, onde as

diregoes puramente tipo-tempo e tipo-espago serao analisadas separadamente.

Setor tipo-tempo Para o tensor de fundo puramente tipo-tempo, D., = (Do, 0), temos
1+4D;] (pt — p*) —4Djp; = 0.

Organizando os termos, obtemos
1
2
= — 5.24

que nao corresponde a um modo de propagacao. E uma relacdo de dispersao nao fisica, pois
nao representa uma relacao entre energia e momento. Portanto, nao ha modo de propagacao
associado ao tensor de fundo tipo-tempo. Esta propriedade é uma diferenca importante entre o
modelo dimensao-5 que estamos analisando e a teoria de MCFJ. A teoria de MCFJ exibe uma
relacao de dispersao propagante associada ao tensor de fundo tipo-tempo, embora apresente
problemas de consisténcia [25].

Setor espacial Agora vamos analisar o caso tipo-espago para o tensor de fundo D, = (0, D).

A relagao de dispersao (5.22b), para o setor puramente espacial, tem a forma
1+4 [sz2 — D% — (D-p)z} =0.

Organizando em fungao de p2, temos

1 1 1 1
Pozﬁ\/z+D2P2—(D‘P)2:ﬁ Z+|DXP|2a (5.25)

que também pode ser reescrita como

1 /1
Do = ﬁ\/i + D2p2sin? o, (5.26a)
onde « representa o angulo entre D e p:
D p = |D||p|cosa. (5.26b)

Trata-se de uma relacao de dispersao compativel com a propagacao de sinais, cujas propriedades
precisam ser examinadas. Estamos interessados em analisar a causalidade cldssica [108], que
¢ descrita pelo comportamento da velocidade de grupo e velocidade de frente de onda ug, e

Ugrente, dadas por:
_ Ipo — Do
Ugr = ;  Ufrente = 11N ——.
op [pl—co [P

(5.27)
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A causalidade ¢ assegurada desde que ug = |Ug| < 1 € Ugente < 1. A fim de verificar se a
relagao de dispersao (5.25) garante causalidade, avaliaremos a velocidade do grupo e de frente

de onda. Para a relagao de dispersao (5.26a), a velocidade de frente de onda tem a forma

= - D2
Ufrente p|»—>oo |D| \/ + Sll’l a,
Ufrente — sin o ) (528)

onde o € [0, 7]. Assim, temos que Ugene < 1 é assegurada para todo o intervalo de a. Agora

vamos investigar o comportamento da velocidade do grupo, escrita na forma:

T 9 D2
e = 3 (7 7 D0

2D%psin?a (1 12
Uy, = [ﬂ (— + D?*p?sin® a) .

oD|  \4

Organizando, temos

D|p sin®
uy — —Dlpsina (5.29)

\/21; + D2p2?sin? o

ou na forma
D’p —D(D - p)

Uy, = , (5.30)
©  ID|V1/4+ D xpP
cuja magnitude é
D x i
Uge = | p| _ sin «v — (5.31)
V1/4+ D xpl2  /1/(422) + sin’ a
onde x = |D||p| é um parametro adimensional. Logo grandes momentos correspondem a
grandes valores de x também. No limite de grandes momentos, temos:
I I sin o
im Uy, = lim uy = ——,
ploe = amoe F \finZ g
lim ug =1, (5.32)

00
independente do angulo . Note ainda que a velocidade de grupo se anula no limite de z — 0,
ou seja,
li = .
lim gy 0, (5.33)

que significa auséncia do tensor de violacao de Lorentz. Podemos entao verificar que a veloci-
dade de grupo ¢ menor do que 1, ug, < 1. O mesmo vale também para a velocidade de frente
de onda ugente < 1. Logo a causalidade classica é bem estabelecida para qualquer valor de x, o
que equivale a valores arbitrarios de |D| e momento. A figura 6.4 exibe o comportamento para
a magnitude da velocidade do grupo. O grafico representa uma velocidade de grupo monétona

crescente que atinge o valor assintético 1, conforme a Eq. (5.32). Este comportamento também
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1.0

0.6
0.4 ./'

0.2 ’

0.0p%==
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 5.1: Velocidade de grupo da Eq. (5.31) para o caso espacial com o = 0 (preto, linha
continua), a = 7/40 (vermelho, linha tracejada), & = 7/10 (azul, linha pontilhada), o = 7/4

(verde, linha tracejada e pontilhada), e a = /2 (laranja, linha com tracos longos).

¢é visto para o setor semelhante na teoria MCFJ, onde a causalidade classica também é asse-
gurada (veja o paper [25]). O modo obtido aqui é exdtico no sentido de que nao se propaga
quando a violagao de Lorentz vai a zero. Portanto, nao reproduz a relacao de dispersao padrao
no limite |D| — 0. O modo deve ser entendido como um efeito de alta energia que se propaga

de maneira bem comportada para grandes momentos.

5.2.2 Unitariedade

A anadlise da unitariedade esta ligada a norma dos estados definidos no espago de Hilbert. Para

que uma teoria seja unitaria, a norma de todos os estados deve ser positiva.

Vamos examinar a unitariedade, a exemplo dos capitulos precedentes, calculando a saturagao

do propagador com a corrente,

SP = J'A,JY. (5.34)
Como sabemos, a corrente J* obedece a lei de conservacao, d,J* = 0, ou,
puJt =0, (5.35)

no espaco dos momentos. De acordo com este método, a unitariedade é garantida sempre que
a parte imaginaria do residuo da saturacao do propagador, avaliada nos pélos do propagador,

¢é positiva. Uma forma de realizar o calculo consiste em determinar os autovalores da matriz
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propagadora, avaliados em seus préprios polos, levando-se em consideracao a conservacao da

corrente. Para o propagador encontrado na Eq. (5.19), a saturacao vale:

— J? +4p*(J - D)’

(5.36)

onde usamos:

JF L0 d® = —1J" € amrJ* D p* = 0,
J?*=J",,J", (J- D) =J"D,D,J", J'p,=0.

A contracao do propagador com as correntes equivale a livrar-se de todas as contribui¢oes nao
fisicas. Geralmente sao termos que envolvem quadri-momentos com indices livres correspon-
dentes aos indices de Lorentz da fungao de Green, que implicam em contribuigoes proporcionais
as componentes de momento. Embora o termo L,, nao tenha essa estrutura, ele desaparece
quando acoplado a duas correntes externas devido a sua antissimetria. Portanto, as tinicas
contribuicoes do propagador com violagao da simetria de Lorentz que tém impacto para fisica
sao os da Eq. (5.36).

Agora vamos analisar o residuo da saturacao do propagdor para cada um dos polos. Para o

pélo de Maxwell, p? = 0, o residuo da saturacao tem a forma

No pélo p? = 0, vale p2 = p?. Da lei de conservagao de corrente, pyJy = p-J, a expressao acima

Res(SP)|,2_o = —i [‘]—2} (5.37)

[—4(D-p)

p?=0

pode ser reescrita na forma

. 1 (p-3)°)]
Res(SP)|cg =i | ———= [ J* —
P co 1[1—4<D'p>2( %),
4 1p2=0
Logo obtemos: i
Res(SP)| i P x I (5.38)
20 — 1 .
70T [T = 4(Dofp] =D - p)’ p?
Portanto, a parte imaginaria correspondente tem a forma
1 J|?
Tm[Res(SP)|,2—o] = LA Iy (5.39)

1 —4(Dolp| =D -p)? |p|?

Logo a saturacao no pdlo p?> = 0 s6 serd positiva para pequenos momentos. Ou seja, Para
qualquer que seja o coeficiente D,, = (Do, D), a parte imagindria da saturacao (5.39) é positiva
para pequenos momentos, mas torna-se negativa a medida que o momento aumenta. Para a

configuracao tipo-tempo, D, = (Dy,0),,

1 p x J|?
1 —4D3|p|> |p[?

Im[Res(SP)|p2—0] = >0, (5.40)
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e tipo-espago, D, = (0,D),,,

1 p x J|?

ImRes(SP)lpeo] = T3 57 P2

>0, (5.41)

podemos observar que as quantidades (5.40) e (5.41) se tornam negativas para 1/4 < D2|p|?
e 1/4 < (D-p)?, respectivamente. Assim, a unitariedade nao é assegurada para todas as
magnitudes possiveis do tensor D, = (Dy, D),,.

Para a segunda relagao de dispersao, Eq. (5.22b), s6 faz sentido examinar a configuragao
espacial, D, = (0,D),,

fisica. Neste caso, a relacao (5.22b) fornece:

uma vez que a configuragao tipo-tempo nao representa uma relagao

2:1_4(D'p)2.

D’ (5.42)

D

A saturagao (5.36) é reescrita como

N e Rl

i J? (D -J)?
5P = P2 — 1-4(D-p)? {4D2p2 + D2 : (5.43)
iD?2

O residuo da saturacao deste pélo é dado por

na forma

(5.44)

. J? (D-J)?
Res(SP)|p2:1,44<.%p)z _1[1—4(D-p)2 + D3 } )

Devido a conservacao da corrente, temos
Jo=(p-J)/po, (5.45)
assim, o quadrado da quadri-corrente pode ser escrito na forma
J2=(p-J)* /5 — I
Usando a relagao de dispersao (5.42), temos

. J)2
2 _ D2 (p T2
/ (1-4(D-p)?+4D%p?) 5

o _4D?*(p-J)? — J?(1 — 4(D - p)* + 4D?p?)

/ (1—4(D-p)? + 4D?p?) ’

organizando, obtemos

J2[L — 4D -p)’] +4D°[J°p* — (J - p)*]

2—_
I= 1+ 4(D x p)2

(5.46)

71



No caso da eletrodinamica usual (sem violagao de Lorentz), a conservacao de corrente implica
que J? < 0, ou seja, qualquer quadri-corrente fisica é tipo-espaco. No entanto, essa propriedade
nao se aplica necessariamente as teorias com violacao da simetria de Lorentz, como mostrado

pela Eq. (5.46). Inserindo este resultado na Eq. (5.44), obtemos o residuo

2 (D3P i
(D - p)? D> | D?[1-4D-p)?

Res(SP)_ a1 | —

4D

[D*J?+ (D -J)?] .

Apoés algumas simplificagoes, obtemos

ReS(SP)’pzzl_i('#p)z _ {—4D4(J xp)2+(1—4D-p)2) 4D -J)AD x p)2 — (D x J)

D? (1—4(D-p)?)[1+4(D x p)?]

(5.47)
Existem configuragdes para as quais a parte imaginaria deste tltimo residuo é positiva, asse-
gurando a unitariedade. Entao, para melhor analisar a parte imaginaria do residuo, vamos

verificar algumas casos especificos.

Configuragao em que p paralelo a J
Podemos escolher p paralelo a J, em que a Eq. (5.46) é reduzida a

2 _ J2[1 —4(D - P)Q]
J = — [ +4D xp)? (5.48)

Neste cenério, a Eq. (5.44) assume a forma

o L (D3
1+4(D x p)? D?

Res(SP)|p2:1_i<§ép)z,p”J =i (5.49)
Podemos observar que, para grandes momentos, o termo negativo pode ser suprimido , desde que
D } p, ou seja, os vetores D e p ndo podem estar na mesma diregao, assegurando (D x p) #
0. Temos que a segunda contribuicao é positiva e nao depende do momento, entao a parte
imagindaria do residuo pode ser positiva para grandes momentos. Conseqiientemente, existem
configuragoes de campo de fundo, para grandes momentos, em que a unitariedade é assegurada.
Este resultado fortalece a interpretacao de que o modo associado com a relacao de dispersao
(5.25), em que p paralelo a J, representa um modo propagante consistente apenas no regime
de altas energias. Este comportamento representa um modo exdtico. De forma mais especifica,

se f ¢é o angulo entre D e J, temos
(D-J)* =D?J?cos? 6, (D x p)* = D*p*sin? 4. (5.50)

Assim, o residuo (5.49) pode ser reescrito na forma

J2

T 2 .2
plld 1 +4D2p2sin I eosTh] (5:51)

Res(SP)| ,_1-amp2
p== AD2 ’
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cuja simplificacao leva a:

4D-p)2—-1
ReS(SP)|p2_1,4(D.p)2 =1J%sin? 0 ( (D -p) ) : (5.52)
T 4D2

pl3 4D x p)2+1

e cuja parte imaginaria é positiva para
1
(D-p)? > 1 (5.53)

condicao que estabelece a preservacao da unitariedade para esta configuracao.

Configuracao em que D L p com p }fJ
Um outro caso particular possivel a ser investigado é D L p com p } J, para o qual temos:
D -p=0, (Dxp)’>=D%p? (5.54)

com o qué, a Eq. (5.46) assume a forma

_ [J?+4D?3°p* — (J - p)’]

J? = 1D (5.55)
Para melhor examina-lo, usamos o seguinte sistema de coordenadas:
D=Dx, p=Iply, J-z=|J|cosa, (5.56)
no qual vale, usando as relagoes entre as coordenadas cartesianas e esféricas,
Jp = |J|sinacos ¢, J, = |J|sinasing, J, = |J|cos .
Logo
D-J=|J||D|sinacos¢, J-p = |J||p|sinasing, (5.57a)

onde ¢ é o angulo entre o eixo—x e a projecao do vetor J no plano z-y. Para esta configuracao,

o residuo da Eq. (5.44) se reduz a

, J?D?sin? o cos® ¢

Res(SP)’pzzl—i<§2~P>2 =i {JZ + s } , (5.58)

cont 2p?[ 2 2 4]

1+ 4D*p“|1 — sin” asin” ¢
J?=-J? : 5.59
[ 1+ 4D2p? ] (559)

Apo6s simplificagoes, encontramos:
o ((14+4D?p?) cos® a + sin® asin® ¢

Podemos observar que a parte imaginaria da expressao acima ¢ sempre negativa, o que de-
monstra que a unitariedade é violada para qualquer escolha do momento e dos angulos. Uma
investigacao semelhante para J L p produz um residuo cuja parte imaginéaria pode ser nula ou

negativa, conforme vamos mostrar a seguir.
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Configuracao D L pcom J 1L p

Agora vamos investigar o caso particular em que D 1 p, com J L p, para o qual decorre,
(J-p)=0, (I xp)?=JIp°, D-p=0, (Dxp)’=D’p” (5.61)

Assim, obtemos

J? = —

| +4D%p?
7 { il } _— (5.62)

1+ 4D?%p?
Para examiné-lo, usamos o mesmo sistema de coordenadas apresentado na Eq. (5.56), em que

o residuo da Eq. (5.44) se reduz a

Res(SP)| b2 = iJ% [sin® avcos® ¢ — 1] | (5.63)

2 1-4(
PP=""p

onde usamos a Eq. (5.62). Portanto, para J L p o residuo produzido possui a parte imagindria
nula ou negativa, também implicando em violagao da unitariedade.

Para resumir, enquanto a causalidade é assegurada para qualquer configuracao do campo
de fundo D" para o setor tipo-espaco, a unitariedade pode ser violada.

Agora examinaremos uma versao mais geral desse primeiro modelo.

5.3 Eletrodinamica de Maxwell modificada por um termo
de altas derivadas, CPT- impar de dimensao 5: se-

gundo modelo

Na tultima secao, analisamos uma extensao nao minima do setor eletromagnético CPT-impar
de dimensao 5 , especificamente representada pela densidade de lagrangeana (5.4), na qual o

termo de dimensao-5 foi escrito como:
%EHAMVA)\(];‘AF)HFMV = %e“A“”DHAADFW. (5.64)
Como uma segunda possibilidade de estudo, propomos
(k$p) 102 = T, 1 7o (5.65)
de modo que o coeficiente nao-minimo assume a forma:
(kar)e = (K50), 21920, 0y = T T T8y, 0y = T(T - 9)?, (5.66)
onde T}, é um quadri-vetor, violador da simetria de Lorentz, cuja dimensao de massa é
[T.] =—1/3, (5.67)
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3 = —1. Comparado com o modelo anterior, parametrizagao (5.6a),

ou, equivalentemente, [7}]
o campo de fundo agora também estd contraido com as derivadas adicionais, podendo gerar
efeitos de anisotropia adicionais. Supoe-se que essa estrutura torne as propriedades da teoria
atual mais interessantes do que as anteriormente estudadas.

Modificar a teoria de Maxwell, incluindo este termo em sua densidade de lagrangeana, leva

a uma teoria anisotrépica do tipo CFJ de derivada superior de dimensao 5, descrita por

1 1 1
L=—"F,F"+ ie”A“”AATK(T 0)?F,, + 2%

; 5(aﬂAﬂ)2 . (5.68)

Reescrevemos a lagrangeana (5.68),
1 p= Av
L= §A =AY, (5.69a)
onde o operador £, é dado por

— ~ 1

=w =00, —2L,, — EDQW. (5.69b)
Comparando o operador =, com a Eq. (5.8b), vemos que agora nao é possivel colocar em
evidéncia o operador d’Alembertian. Os projetores ©,,, 2, sao dados pela Eq. (5.9), enquanto

o tensor antissimétrico, L,,, tem a forma

ns

Ly = €, T5(T - 0)?0*, (5.70)
e advém do segundo termo da lagrangeana, de fato:

LN 4 T (T 92 Fy = — AV T (T - )2 P A = — AV, AP

56 A /-c( : ) wy — T E€rpuv ( ' ) - an .

Importante destacar que a Eq. (5.68) esta diretamente ligada ao setor de fétons da teoria
de Myers-Pospelov ([70]). Em [110, 111], certas propriedades do setor de fétons desta teoria
foram estudadas. A Eq. (5.68) corresponde a teoria estudada nas ultimas referéncias, com a

13pk, onde g é a constante de acoplamento e n* parametriza uma

correspondencia T+ = g
direcao preferencial. A escolha do gauge fixing é £ = —1. O artigo [110] é principalmente
dedicado ao estudo da causalidade cldssica. A unitariedade é analisada em [111] para um
campo de fundo 7}, tipo-luz com base na validade do teorema éptico em tree-level.

A seguir, vamos discutir aspectos da causalidade classica desta teoria. Além disso, a anélise
para a unitariedade, através do residuo do propagador saturado, sera realizada para diferentes
configuragoes do vetor de fundo.

Para determinar o propagador da lagrangeana (5.68), podemos propor um Ansatz na forma:
AP = a®" +DL! 4 Q'+ eT T, + f(T"0y + To0"), (5.71)

que satisfaz a seguinte identidade

E AP (5.72)

a:nua'
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Realizando as contragoes tensoriais da identidade acima, obtemos a dlgebra fechada para os

operadores tensoriais ©,,, L., Q,, 1,1, T,0,, ¢ T,0, em que sao os mesmos apresentados

na Tab. 5.1 com a substituicao D, — T),. Assim, temos

p=T"0,, (5.73a)

T =L, L', = — [T.1,0 — (1,00 + To0,)p + (p* — T?0)Ora + Quap?] p*. (5.73D)

Parar encontrar os operadores a, b, ¢, e, f, partimos da equagao tensorial (5.72), usando a élgebra

fechada dos operadores. Apos realizar algumas simplificagoes algébricas, obtemos

O 2 £/ p* p°
=—, b== =—=—4— = —4— =4— .74
a A7 Da’ c |:| DA? € A? f DA? (57&)
onde
A =02 +4(p* — T*O)p". (5.74b)
Assim, obtemos o propagador no espaco dos momentos na forma:
—i
A N — 4 — 9 2 T. 2 . aTﬂ A
valP) p? {p* +4[T?p* — (T - p)*|(T - p)*} P e = 20T P e T
PuPa
FAQHO [UT - p)° = p'] — 4T p)"} =5
+ 4]72 (T : p)4TuTa - 4(T : p)B(Tupa + Tapu)} . (575)

Assim como no modelo anterior, as partes do propagador independentes do gauge fixing sao

transversais, como podemos verificar a seguir:

—1

o 4
Mol = A @ T PP
+{(1+¢&) [4T - p)° —p*| —4T*p*(T - p)*} ps
+A4p*(T - p)°T, — AT - p)°Tp® — AT - p)°py]
simplificando,
Ao (p)p® ! ¢ [p* + 4T (T - p)* — AT - p)°] pu s

- PP AT (T pP(T - p)*}
de modo que resulta:

i
Dpa(p)p™ = % , (5.76)

mesmo resultado obtido anteriormente, que consta na Eq. (5.20).
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5.3.1 Relacao de dispersao

Conforme observado no primeiro modelo, os pélos do propagador fornecem duas equacoes de

dispersao, a saber:

P’ =0, (5.77)
pt+ AT — (T - p)*)(T - p)* = 0. (5.78)

A primeira relagao é o pélo de Maxwell, enquanto a segunda relacao contém informagoes do
termo de dimensao 5. Analisaremos a segunda relagao de dispersao para duas configuragoes do
tensor de VL, que exibe dire¢oes preferenciais no espago-tempo.

E importante notar que a relacio de dispersao (5.78) é diferente da Eq. (5.22b), pois nesse
novo modelo a relagao continua fazendo sentido quando o tensor de VL desaparece, enquanto a
relagao de dispersao (5.22b) nao faz sentido quando o tensor de fundo tende a zero. Portanto, a
classificagao ”exdtico”’nao serd usada aqui. A relagao de dispersao originada da Eq. (5.78) pode

ser denominada espurio, quando exibe um comportamento nao fisico, ou nao convencional.

Configuracao tipo-tempo do tensor de fundo, 7', = (7, 0)

Para o campo de fundo tipo-tempo, T, = (15, 0), a Eq. (5.78) assume a forma:
po (1 = 4T5p?) — 2p°py + p* =0, (5.79)

cuja solucao ¢é dada por
+ p|

Py = 3 .
V1T 2|5 p|

Comparando a Eq. (5.80a) com a relagao de dispersao (5.24) da configuragao tipo-tempo do

(5.80a)

modelo anterior, que é nao fisica, agora temos uma relacao de dispersao que designa propagacao
de sinal, com dois modos propagantes distintos pi e p,. A notagio @/ representa os sinais
dos dois modos. A energia é bem definida para o modo &, mas nao é bem definida para o modo
@. Este tltimo é definido fisicamente apenas para |p| < 1/(2|Tp|*). Assumimos o coeficiente
Ty nao negativo: Ty > 0.

Configuragao para o tensor de fundo tipo-espaco

Para o campo de fundo puramente espacial, 7', = (0, T), a relacao de dispersao correspondente

tem a formas:
Py — 2p5p” + p* + 4[-T?p; + T?p* — (T - p)*(T - p)* = 0.

Obtemos uma equagao de segundo grau, para x = p3, na forma
a? =2 [p* +2T*(T - p)'| = + [p* + 4 (T?*p* — (T -p)*) (T-p)*] =0, (5.81)
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cuja solugao para pg é dada por

Por = p*+2T*(T-p)* £2|T - p|)°/THT - p)* + 1. (5.82)

Podemos reescrever a solugao acima em funcao do angulo « entre T e p, definido na expressao

a seguir:
T -p=|T||p|cosc. (5.83a)
Obtemos entao:
1/2
i = |p| <1+2|T|6|p|2 cos* o + 2| T)?|p| cos® a\/|T|6|p|2<30s2a+1> : (5.84a)

Podemos observar que (T-p)? e (T-p)*T? tém dimensao de massa igual a 2, enquanto (T-p)?T*
é adimensional. E possivel mostrar que a energia (5.84a) é real para qualquer valor do campo
de fundo e diregao relativa a p, ou seja, pg > 0.

Quando as ondas eletromagnéticas se propagam ao longo de uma direcao perpendicular a

T, a violacao de Lorentz nao tem nenhum efeito e a relacao de dispersao recai na usual,

Py = p>.
Vemos que as Eqgs. (5.80a) e (5.84a), na faixa de momento adequada, representam relagoes de
dispersao compativeis com a propagacao de sinais, cujas propriedades precisam ser examinadas.
Do mesmo modo como analisamos para o modelo anterior, vamos investigar a causalidade
cléssica por meio da velocidade de grupo, ug,, € da velocidade de frente de onda, gente, definida
na Eq. (5.27). Agora vamos obter e avaliar essas velocidades para as relagoes de dispersao

originadas da relagao de dispersao (5.78).

Causalidade: setor tipo-tempo
Para a relacao de dispersao (5.80a), a velocidade de frente de onda é dada por:

+
1
£~ fim 2~ gim — 0. (5.85)

ufrente - -
|p[—o0 |p| [p|—o0 /1:[:2‘T0‘3‘p|

Para a velocidade do grupo, temos:

¥0p (1F 20T |pl)P2 Pl
cujo moédulo, uétr = Juiug, vale:
3

& (1T 2| p|)?
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que contém a velocidade de grupo do modo p{ e py ,

+_ 1| p| _ 1+ RPpl
(=25 |pl)¥? LT (42 pl)¥?

(5.88)

Ip|<1/(2T3)

+

, : 3
&> 50 faz sentido quando [p| < 1/(2|Tp["),

respectivamente. E facil notar que a velocidade u
pois garante energias reais para este modo.

O comportamento das velocidades de grupo esté ilustrado a seguir:

3.0

2.5
2.0
ug 1.5
1.0p
0.5

0.0 | | | 1
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 5.2: Velocidade de grupo da Eq. (5.88) onde o azul, linha continua, representa o modo

@ e o vermelho, linha tracejada, representa o modo ©.

Podemos observar que, para grandes momentos, a velocidade de grupo para o modo negativo,

o ¢ simplesmente dado por

u
lim u, =0. (5.89)

phroo &
Os resultados obtidos para a velocidade de frente de onda e velocidade de grupo, no limite
de grandes momentos, mostram que nao ha propagacao de sinais. Portanto, de acordo com o
grafico, ug, € bem definida para qualquer momento, enquanto u;r exibe uma singularidade em
Ip| = 1/(2|Ty|°) e torna-se complexa para |[p| > 1/(2|Ty|*), logo a causalidade é violada para
o modo positivo. Assim, o modo positivo deve ser considerado esptrio, ja que se trata de um
modo totalmente nao causal. J4 o modo negativo nao é nem espurio nem exotico, mas é, de

fato, um modo nao convencional que nao se propaga para grandes momentos.
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Causalidade: setor espacial

Agora vamos investigar as propriedades da relacao de dispersao (5.84a). A velocidade de frente

de onda ¢ calculada como

+
wE = lim 20 = lim V/1+2|T|6|p|2 cost a + 2|T|8|p|2 cos* (5.90)

frente Ipiroo ‘p| Iplroo

que fornece para os dois modos os resultados,

Uente = 1M 2V/|T|°[pf? cos’ = oo, (5.91)
p|—oo

=1. (5.92)

ufrente

Podemos verificar que a velocidade de frente de onda é divergente para o modo pg, o que
novamente indica uma quebra da causalidade para este modo. Em contraste, a velocidade de
frente de onda para o modo p, é bem comportada.

Do mesmo modo, calculamos agora a velocidade de grupo, obtendo:

.+ V1 (T-p)PT p+4(T - p)y*T°T] + (T - p)°T [3 + 4(T - p)*T"]

- = , (5.93)
V1+ (T p) 2T4\/p2+2(T~p)4T2:|:2(T~p)3\/1—|—(T~p)2T4
cujo médulo é dado por,
L \/2[4x3 cost a + 3z cos? a2 + (22/4) sin?(2a) + 1+ U(x) (5.94a)
uy, = , 9da
SR (208204\/2952 cos*a + 1 4 2z cos3 av/1 + 22 cos? «v
onde foi feito |T|*|p| =z e
U(x) = 2z cos® af(2 + 42° cos* a)® — 1]V1 + 22 cos? o, (5.94b)
(T-p) = [T[|p|cos e, (5.95)

para melhor escrever e analisar a expressao para a velocidade de grupo.

Os graficos mostrados nas Fig. 5.3 e 5.4 mostram o comportamento da velocidade do grupo
para os modos pj e p, para diferentes angulos. Podemos observar que para o modo pg, o
modulo da velocidade de grupo é igual a 1, ugr = 1, quando o campo de fundo vai a zero, e
pode ser maior ou menor que 1 dependendo do angulo. Para a € [0,7/2), a velocidade de
grupo torna-se cada vez maior para x > 0, o que implica em violacao da causalidade, conforme
o grafico. Para corroborar os dados do grafico podemos atribuir alguns valores para « nesse

intervalo [0,7/2). Assim, o mddulo da velocidade de grupo para a = 0 assume a forma:

V213 + 3] + 14 20((2 + da2)2 — VT T 22

Uge| o = > 1, (5.96a)
= VI 22222 + 1+ 201 + 22
U(z)|,—o = 22[(2 + 42°)* — 1]V1 + 22, (5.97a)
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3.0p
2.5
2.0}
uz, 1.5}

1.0H

0.5¢

0.0f

Figura 5.3: Velocidade de grupo da Eq. (5.94a) para o modo @ para o = 0 (preto, linha
continua), o = 27 /5 (vermelho, linha tracejada), @ = 7/2 (azul, linha pontilhada), « = 97/10

(verde, linha tracejada e pontilhada), e & = 7 (laranja, linha com tragos longos).

3.0 T 7

2.5
2.0f
Uér 1.5}¢

1.0f

0.5¢

0.0}

Figura 5.4: Velocidade de grupo da Eq. (5.94a) para o modo © para o = 0 (preto, linha
continua), & = 7/10 (vermelho, linha tracejada), o = 7/2 (azul, linha pontilhada), a = 37/5

(verde, linha tracejada e pontilhada), e & = 97/10 (laranja, linha com tragos longos)

violando a causalidade. Para a = 7/2, temos

uy, aenp = V1+U@) =1, (5.98a)
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onde
U(@)|gerjo = 0, (5.99)

que ¢é o limite para ter a causalidade assegurada. Podemos observar também que para o €
(m/2, 7], o médulo da velocidade de grupo torna-se cada vez menor que 1 para x > 0. Para

o = T, temos

ut V2[4 4+ 3za]? + 14 Ulx) (5.100)
glo=r T+ a2V/222 +1— 221+ 22 '
onde
Uz) = —22[(2 + 42*)* = 1]V1 + 22, 2= |TP|p|. (5.101a)

Para a = 7, a velocidade de grupo diminui monotonicamente com x até chegar a zero. Para
grandes momentos o médulo da velocidade de grupo aumenta novamente e se aproxima de 1,
que é um comportamento compativel com a causalidade classica. Para o = /2, a velocidade
de grupo corresponde ao resultado padrao, ug = 1, jd que a relacao de dispersao assume a
forma py = |p| para esse angulo. Da mesma forma, temos que o comportamento geral do modo
negativo é analogo quando « é substituido por m — «.

Portanto, o modo positivo nao se propaga para grandes momentos quando o momento
aponta em uma direcao oposta a T e um comportamento semelhante ocorre para o modo
negativo quando o momento é paralelo a T. Assim, esses resultados mostram que o modo
positivo preserva a causalidade para T-p < 0, enquanto o modo negativo preserva a causalidade
para T -p > 0.

Para concluir, o modo positivo é espirio para qualquer escolha de a devido a Eq. (5.88),

enquanto o modo negativo é apenas espurio para T - p < 0.

5.3.2 Unitariedade

A andlise da unitariedade sera feita usando o mesmo procedimento aplicado na Se¢. 5.2.2. Para

o propagador encontrado na Eq. (5.75), a saturacao é dada por

[ PP AT (T 9P
o= {p4+4[T2p2—(T-p>2]<T-p>4}' (5.102)

Podemos observar que, ao contrario do primeiro modelo, o pélo de Maxwell cancela no pro-

pagador saturado. Para analisar a unitariedade vamos analisar as configuracoes tipo-tempo e

tipo-espaco para o campo de fundo 7.

Configuracao tipo-tempo, 7, = (7, 0)

Para a configuracao tipo tempo, 7., = (75, 0), a relacdo de dispersao é dada pela Eq. (5.80a).
Assim, o propagador saturado tem a forma:

p2J? + AT pdJ2
(1 —4T5p?)(p* —p3) (P> —p2) |’
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onde
Pi =phs — P
2 2| p)?
S N S 11 ] (5.104a)
1 F 2|7 p| 1 F 2|7 p|

Fisicamente a expressao p2 s6 faz sentido para |p| < 1/(2|T; o) em que é maior que zero. Além

Py =

disso, podemos observar que p? é < 0 para todos os valores de |p|. Além disso, temos a seguinte
relagao
g 2 T’ pl* | 2 Ty pl* 4 T’ [pl*
1=2|T[ p|  1+2|T["|p| 1—475p°

A quadri-corrente ao quadrado pode ser escrita convenientemente, usando a conservacao da

(5.105)

corrente, Jy = (p - J)/po, na forma

(P'J)2 —J2P(2)i

J? =
Pos

Assim, o quadrado da quadri-corrente pode ser reescrito usando a relagao de dispersao. Assim,

obtemos: 122 ( J)2 2 12 1
P —(P- +p
J?— _ { 5 * = —— [(J X p)2 —|—pi.]2] } (5.106)
Po+ Pox

Observe que p* é < 0 de acordo com a Eq. (5.104a), e que nao torna a quadri-corrente ao
quadrado negativa para todas as configuragoes possiveis. Agora, usamos a Eq. (5.106) para
escrever os residuos para ambos os pélos.

Para o modo positivo do pdlo, temos

Res(SP)

|p2=pi -

L B [(J X p)? +PiJ2] 0 4T§p§+J§pg+
ey | (L=ATEp?) (P2 —p*) " (1 —4T5p?)(p% — p*

)] . (5.107a)

usando a relagao (5.105) e a conservagao da corrente, obtemos as seguintes expressoes

: J x 2,2 4J2_4T64 _J2
RGS(SP)‘pzsz _ % [( p) py +p+ - Op0+(p ) :| ’ (5108&)
+ p0+ 4|TO‘ |p|3
para o modo positivo e para o modo negativo, temos
: JX 22+ 4J2_4T64 'J2
Res(SP)|,2_,p = ——— [< PP +pC . 0Po(P - J) ] . (5.109a)
- Po- 41To]" Ipf?

Podemos escrever uma forma compacta para os dois polos, de acordo com a expressao a seguir:

: 2 J x 2 4J2 _ 4T6 4 J- 2
Res(SP)|myy = £ {pi( p)* +pl — 0P+ (J - P) ] . (5.110)
Po+ 4|To|” |p|

Para melhor analisar esta expressao podemos escolher algumas configuragoes.
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Configuragao em que J || p Para o caso particular J || p, temos
(Jxp)*=0, J-p=1|J|pl, (5.111)

assim, o residuo (5.110) é dado na forma:

(5.112)

4 Jod 62
Res(SP) ey = +ip?.J? [pi/pﬂi Op} .

3
4|To[" [pf?
Para simplificar e facilitar a analise, facamos:

P 2P 1ol \ (1E21f bl
==+ = 4T7|p?,

Doy 12T’ |p| p’

o que leva a saturacao na forma

(5.113)

) ATS p 2 _ 4T6p2
Res(SP)|,e_p = +ipp,J? [ o/P| 0 } =0,

4| Ipl?

obtendo um resultado nulo para a saturacao. Um residuo nulo é, em principio, compativel com

a unitariedade e significa que o pélo correspondente nao contribui para observaveis fisicos.

Configuragao em que J 1 p

Outra configuragao particular é J L p, logo

(I xp)?=JIp*, J-p=0. (5.114)

Para esta configuragao, o residuo (5.110) se reduz a

2 2 .2
Res(SP) |y = HiteJ? {%} (5.115)
Por 4T [p?
Podemos simplificar usando as relagoes
2 2|To)” Ip)? 1527
Po+ 1 ¥ 2|Tol" |p| p
© 2
P
+ = )
= 1F2nf |pl
obtemos o residuo na forma:
J? 1
Res(SP)| 2 e =1— | —————| . 5.117
(P =5 |15 (5.117)
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O resultado acima nos mostra que a unitariedade é assegurada para ambos os modos, desde
- . - . . . 3
que as relagoes de dispersao associadas sejam reais, o que requer |p| < 1/(275]").

Alternativamente, usando as relagoes obtida, o residuo (5.110) pode ser reescrito de modo

a preservar as analises feitas para J || p e J L p da seguinte maneira:

_ AL+ QIT P L)’ i () + ()

Res(SP)| o2 = Fi = - ; (5.118)
r A(|To] |p-|)? 215 2| [p.|
onde o momento espacial aponta ao longo do eixo-z, logo
p = (0,0,5°). (5.119)

Devido a invariancia de Lorentz do observador e a isotropia da teoria considerada, tal escolha
nao restringe a generalidade, confirmando os resultados particulares obtidos para J || pe J L p.
Para o modo positivo, @, a parte imagindria do residuo é definida positiva para |p| < 1/(2|Tp|*),
garantindo a unitariedade no intervalo do momento em que a relacao de dispersao (5.80a) é real.
Mas a unitariedade deste modo é violada para |p| > 1/(2|Ty|*), quando a energia associada
torna-se complexa.

Podemos observar que para o modo negativo, ©, a parte imaginaria do residuo nao é ne-
gativa, ou seja, é maior do que zero, garantindo unitariedade para todo o momento. Essas
propriedades estao de acordo com as observacoes feitas na Se¢. 5.3.1 e Fig. 4.2. Em contraste
com o modo @, o modo © é bem comportado com respeito a causalidade classica e a unitari-
edade. No entanto, é interessante mencionar que a quebra da causalidade classica nao implica

necessariamente em violacao da unitariedade, como pode ser visto para o modo espurio ¢ onde
3
Ip| €10, 1/(2[To]))-

Configuracao espacial 7., = (0, T)

Para o caso puramente espacial, 7', = (0, T), o propagador saturado é dado por

SP| . p2J2+4(T'P)4(T'J)2 (5 120)
espacial — 1 4—4T2 B T. D) T. 1 . .
p* = 4[T?p* + (T - p)*/(T - p)
Para esse setor anisotrépico temos dois polos,
2 2 2 _ 3 2 2y
B =0 =20 ) (D) T L (TP T
assim, obtemos
P22 +4(T-p)H(T - J)?
SP|espacial =1 |:p 3 (2 p2> ( D) ) :| (5121&)
»* —p1) (p* —p?)

A quadri-corrente ao quadrado pode ser escrito como na Eq. (5.106) . Observamos que pi é
<OparaT-p<0ep? é<0paraT-p > 0. Portanto, a condicao padrao J? < 0 para uma
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corrente conservada nao é necessariamente valida no contexto de violagao de Lorentz. Com

base neste resultado, escrevemos o residuo do pélo p? = pi na forma

224+ 4(T-p)*(T-J)?
Res(SP)|,2_,2 = —i {“ (T-p/ (T J) } , (5.122)
* (p3 —p2)
onde
(W %) = 4(T-p)°y/1+ (T p)*T" (5.123)
1
JP = [T xp)*+p I (5.124)
Po+
Logo para o pdlo p? = pi o residuo do propagador saturado assume a forma:
: 2J 2 4J2_42 T. 4T'J2
Po+ 4(T-p)3\/l—|—(T-p) T+
Para o modo negativo, p? = p%, o residuo do propagador saturado é dado por:
i | p (I xp)2+ptI?—4p (T -p)Y(T-J)?
Res(SP)| e — —— p2(J xp)*+pl po_(T-p)(T-J)° (5.126)
Po- 4(T-p)*\/1+ (T p) Tt
onde
(" %) = —4(T-p)"\/1+ (T pyT", (5.127)
1
J = -5 [T xp)+p2T%. (5.128)
Po-
Podemos também escrever na forma compacta os dois modos na forma:
i (P2 (I xp)?+pid? —4p2 (T -p)4(T-J)?
Res(SP)|yocpe = s Pi(J x p)* +pi Por (T -p)'(T - J) (5.129)
Po+ A(T-p)*y/1+ (T p)*T*

O resultado obtido acima também pode ser escrito como

+i

Res(SP)
4pd, (T-p)°y/1+ (T - p)*T!

{Q(T-p)3 [(T-p)Tzi\/H(T-p)QT‘*] (J x p)*

’pz =p3

AT ) ()T 1 (T T J2—4p3i<T-p>4<T-J>2}, (5.130)

onde foi usado a expressao de p%. Para simplificar a expressao acima podemos fazer a seguinte

definicao:

Y. = (T -p)T?++/1+ (T p)2T*, (5.131a)
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logo, obtemos
Ny

Res(SP)|, 22 =1
(5Pl 2p8.\/1+ (T - p)?T!

(5.132a)

onde
Ny =F{2(T-p) [P(T-3)> ~ I(T - p)’] - Yo [A(T - p)*(T x T)> + (I x p)?]} . (5.133)

Com base nas novas quantidades da Eq. (5.131a), as relagoes de dispersao modificadas podem

ser expressas de forma resumida como segue:
Poe =P +2(T-p)°Ts. (5.134)

Uma outra relacao util neste contexto é

T2 =14 2(T-p)T [(T p)T? + /11 (T p)2T4] —1+2(T p)T?Y,. (5.135)

Podemos observar que o residuo da Eq. (5.132a) apesar de parecer simples, ndo é uma
andlise trivial. De acordo com os critérios para a unitariedade, o pélo p* = pi tem a uni-
tariedade assegurada desde que Ny > 0. Para as configuracoes J || p e T L p, o primeiro
termo simplesmente desaparece, ou seja, a unitariedade pode ser demonstrada para esses casos

particulares. Assim, para melhor compreensao vamos analisar alguns casos particulares.

Configuragao em que J | p Para essa configuracao, temos
(J xp)=0. (5.136)
Se o momento aponta, por exemplo, na direcao z, p., logo
(T-p) =Top., (T-J)=T.J,, (5.137)

obtemos
Ny = F{2Tp.) [p2T22 = J2T2p2] = T [4(Tep2)' (I x T)%]}
Ny =+, [4(T.p.)* (I x T)?] . (5.138)

Assim, o residuo da Eq. (5.132a), para essa configuracdo, tem a unitariedade assegurada e

assume a forma

2Ti(T p)4(J x T)?

Res(SP)| ey = i . i (T 5T 0, (5.139)

onde
Poe =P +2(T-p)°Ts, (5.140)
T.=(T-p)T?++/1+ (T -p)2T*>0. (5.141a)
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Configuragcao em que T L p Para essa configuracao, temos
(J x p) = J?p?,

logo o residuo da Eq. (5.132a), é dado por
N.
Res(SP) |y =1 {—ﬂ : (5.142a)
= 2p54
onde
Ny =F{-T. (I xp)’}, Ty =1,

Poe =P%, DL =poe — P> =0, (5.144)
assim, obtemos
J 2
Tm[Res(SP)|2—o] = % >0, (5.145)
p
Podemos observar que a configuragcao T L p recai no residuo do propagador saturado de
Maxwell,
[ (I xp)?
RQS(SP)|p2:0 =1 |:T > 0, (5146&)

logo as excitagoes associadas a este modo propagante sao unitarias.

O fator 2 no denominador é devido a existéncia de duas relacgoes de dispersao distintas para
o tensor de violacao de Lorentz diferente de zero. Assim, cada relacao de dispersao contribui
com o residuo fornecendo o residuo padrao de Maxwell.

Em contraste, para a maioria das outras escolhas, um calculo da inequagao N4 > 0 parece
ser muito complicado. O que podemos fazer para um caso geral, é empregar a invariancia
rotacional do observador e escolher um sistema de coordenadas de modo que o momento aponte

na diregao do terceiro eixo e T, J esteja no plano formado pelo primeiro e terceiro eixo. Assim,

consideramos
0 sin «v sin 0
p=|0], T=|T 0 ., J=J] 0 , (5.147)
Ip| COS (v cos 6

com « € [0,27] e 6 € [0,27]. Inserindo essas representacoes no lado esquerdo da inequagao,
N1 >0, temos

F {2/T|p| cos a(T - J)*|p|* + 4(|T||p| cos @) (T - J)* Ty — 2|T*YLL(IT[p| cos @) — To(I x p)*} > 0,

onde
(T -p) =|T||p| cosa, (5.148)
(T -3 = TP feos (26— 20) + 1], (5.149)
(J x p)? = J?p* — (- p)* = |I*|p[* sin® 0, (5.150)
Ti = |T)*|p|cosa £ /1 +|T[6|p|>cos?a, T2 =14 2|T)*|p|cosaT.. (5.151a)
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Substituindo as expressoes acima, obtemos
+|J)?|p|? {|T|3|p| cos a [cos (20 — 2a) + 1] + 2|p|?*|T|® Y+ cos® a [cos (20 — 2a)) + 1]

—272|T|®|p| cos® @ — Ty sin? 6} > 0. 5.152
+

Para simplificar podemos definir
£=[pl|TP, (5.153a)

assim, podemos escrever a inequacao, Ny > 0, na forma:

N
32;:2 =g.(£,0,0) >0, (5.154a)

g+(£,0,a) = £4&3(1 + sin® @) (sin  — sin a cos §)?

+ [4€%(sin 6 — sin a cos §)* + sin” 4] \/1 + (1 4+ sin? a)2¢?
+ & [(2+ cos® a) sin® 0 — 2sin asin(26)] . (5.154b)

Agora temos que o lado esquerdo da nova desigualdade sao fungoes de & > 0 e dos dois
angulos « e 6. E um desafio provar que g+(&, 0, ) é sempre positivo para & e para os angulos
em geral. Os graficos dessas funcoes para uma dada escolha de £ sao apresentados nas Fig. 4.5
e 4.6.

Figura 5.5: Fungoes g+ (1,60, ) da Eq. (5.154a) para o modo .

De acordo com os gréficos, ambas as fungoes, provavelmente, nao fornecem valores negativos.
Podemos também fazer investigacoes numéricas que permitem determinar os zeros da funcao
g+(1,60, ) como mostra nas Fig.4.7 e 4.8.

Vemos que nao existem zeros isolados, no entanto, eles estao ao longo de uma linha. O
calculo da primeira e da segunda derivada nestes pontos nos mostra que sao minimos locais.
Minimos além dos que acabamos de citar nao foram encontrados. Dessa forma, ha fortes
indicagoes numéricas de que g+ (1,6, ) é positivo. Resultados andlogos podem ser obtidos para

¢ # 1, garantindo a unitariedades para todas as configuragdes no caso puramente espacial.
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Figura 5.7: Fungoes g+(1,60,a) da Eq. (5.154a) no intervalo «, 6 € [0, 7] para o modo @. Os

zeros obtidos numericamente encontram-se ao longo das linhas azuis.

Figura 5.8: Fungoes ¢+ (1,60, ) da Eq. (5.154a) no intervalo «, 6 € [0, 7] para o modo ©. Os

zeros obtidos numericamente encontram-se ao longo das linhas azuis.

5.4 Solucoes classicas

Exploramos um termo de dimensao 5 do setor CPT-impar do MPE nao minimo. Nesse contexto,
vamos analisar os aspectos cldssicos das equacoes de Maxwell modificadas, bem como o calculo
do 4-potencial A,, que fornecera os campos magnéticos e elétricos transformados pelo termo

de altas derivadas.
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5.4.1 Equacoes de movimento

Partindo da Lagrangeana do modelo CPT-impar, escrita na Eq. (5.7), adicionamos o termo de

interagao com as fontes e suprimimos o termo de fixacao de calibre, escrevendo:

1 1
£ = =3 FuF" 4 S DA, — JA". (5.155)

A equagao de movimento modificada para derivadas de ordens superiores advém da equacao

de Euler-Lagrange com termos de ordens superiores:

;Ai — 8”8 (g,f‘ln) + @ﬁ,,% - 8586!(‘3,)% = 0.
Efetuando as derivadas, obtemos a equacao de movimento,
0,F*" + e’ DgOF,, = J*, (5.156)
onde J¥ é a 4-densidade de corrente, J¥ = (p,J), sendo p e J a densidade de carga e a

densidade de corrente, respectivamente. A Eq. (5.156) conduz as duas equagoes de Maxwell

nao-homogéneas modificadas pelo termo em altas derivadas,

OF"® 4+ DOk, = p, (5.157)
0,F" + " DsOF,, = J, (5.158)

que fornecem a lei de Gauss e a lei de Ampere modificada, dadas, respectivamente, na forma a
seguir:
V-E+20(D:-B) =p, (5.159)
OE

—— (V% B)' +20D,B — 20(D x E)' = J°. (5.160)

Podemos observar que essas equacoes se reduzem as equacoes de Maxwell tradicionais no limite

em que D, = 0. Além disso, as equagoes homogéneas sao

V-B=0, (5.161)

B
aa—tJerE:O. (5.162)

5.4.2 Solucoes classicas estacionarias para potencial escalar e vetor

Nesta se¢ao, usaremos o método de Green (na formulacao tensorial) para obter as solugoes
classicas da eletrodinamica no regime estacionario. Tais solugoes permitirao verificar como o
termo de altas derivadas altera o comportamento da teoria usual de Maxwell. Neste contexto, o
passo inicial consiste em escrever as equagoes de onda e obter a funcao de Green que soluciona

tais equacoes.
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Através da equacao de movimento, podemos obter a equacao de onda na forma
OA" + 7 D (9,A, — 0,A,) = J*, (5.163)

onde foi usado o gauge de Lorenz J,A% = 0. Usando-se a antissimetria do simbolo de Levi-

civita, a Eq. (5.156) pode ser reescrita na forma

OA" — 2L 0Ay = J*, (5.164)

onde
Ly = €axu D'O". (5.165)
A equacao de onda no espaco dos momentos pode ser reescrita em funcao do 4-potencial A®,

na forma

A“A, (p) = 7" (p), (5.166)

onde
A" =0 (g™ —2L"), (5.167)

que no espaco dOS momentos se escreve como:
AR = —p? (g + i2¢"" D,,p,,) . (5.168)

Para solucionar A,, temos que inverter o operador A**, e contrair tensorialmente sua inversa
com a Eq. (5.166), ou seja,
ka\—1 7K
Ao (p) = (M) J" (p). (5.169)

No fundo, esse procedimento pode ser melhor formalizado através do método de Green tenso-
rial. Sabendo que A" representa um operador diferencial na Eq. (5.166), a fungao de Green

correspondente, G, satisfaz:

Qafpls

NGy = 0, (5.170)
com o 4-potencial A, sendo dado por:

As (p) = GarJ" (p) .

A fungao de Green no espago de posicao é escrita usando a transformada de Fourier de G, (p)

e J (p), respectivamente:

r—1) = dgp eip(r—r/)
Ga/{ ( ) / (271‘)3 Gom (p) ) (5171)
— dgp —ip-r
1) [ S (5172)

onde Gax (p) = (A") " . Nesse contexto, vale:

A, (r) = /GM (r—1')Jr (r') d°r, (5.173)



onde
Jo (') = ¢8° (v') J (r)=qv&*(r'). (5.174)

J(p) = / (;l:?,J (r) P,

Podemos observar que

dessa forma J (p) resulta em,

J(p) = / (57:)‘3 qv&i(r)e™T = (;’TV)B (5.175)

Agora podemos propor o Ansatz
Gop = Aoy + bLq,. (5.176)

Usando a identidade (5.170), escrevemos:

—p? (g"* +126° " Dyp,,) (agap — ibeayp, D°p°) = 6. (5.177)

Resolvendo os produtos tensoriais da Eq. (5.177), e considerando apenas a primeira ordem do

background D", temos

—p? (aé’; — ibezﬁpDﬁp’) + i?ae’“’”Many) =0y, (5.178)
—p* [ad), — ibL", (p) + i2aL", (p)] = &} (5.179)

Assim, obtemos os valores para as constantes a e b,

1 2

com isso, a expressao para o operador G, pode ser escrito como,

1 , i
Gou (p) = ) [Gon — 12€auma D"P] . (5.181)

Substituindo a expressao acima na solugao (5.169), obtemos a expressao para o potencial,

1
Aa(p) = 2 [Jo — 2i€apan D p*J"] . (5.182)

Solugao estacionaria para o potencial escalar e campo elétrico

Partindo da expressao (5.173), usando as defini¢oes da Eq. (5.174) e fixando o = 0, a solugao

estacionaria para o potencial escalar assume a forma
Ap(r)=gq / Goo (r — 1) 6° (v') &t + qv* / Goi (v —1') 6°(r')d’r’. (5.183)
Integrando o resultado acima, escrevemos o potencial escalar
Ap (r) = Goo () ¢ + Gy () gV, (5.184)
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onde as componentes da fungao de Green, Gy (r), Go; (r), precisam ser calculadas. Para isso,
vamos inserir a transformada de Fourier de G, (p) para a funcdo de Green. Partindo da Eq.
(5.171) e substituindo o operador G, (p) dado pela Eq. (5.181), temos

d3p 1 z r dgp 1 ipr
Gox (1) = g%/WP P 4 2ie g D" / kae pr. (5.185)
Para a componente Gy (r),
d3p 1 ipr

G()() (I‘) = Joo W?e s (5186)

o resultado é ) o .

p .

Goo (1) = —— [ Z2eier = —_ 5.187
00 (I‘) (271')3 / p2 € 47TR’ ( )

onde R é a norma do vetor de posi¢ao. A solucao da integral (5.187) é encontrada no Apéndice
C, através da Eq. (C.10),
dp 1 1
L(r) = — P = ——,
(r) / (27T)3 p2 € 47TR

Agora vamos calcular a componente Gy; (r), logo

: J d3p 1 k _ipr
GOi (I’) = FOi (I‘) = 2160ijkD (27‘.)3 Ep € y (5188)
obtemos .
. — —epiia) —— 1
G’QZ (I‘) 60”3 27TR2’ (5 89)
cuja solucdo pode ser encontrada na Eq. (C.24) do Apéndice C,
dp 1 . 1
Fom = 2l€qx D* —pFePr = — ak DV ——.
() = 2oy / P p’ Conns o R
Por fim, para a componente G;; (r),
d*p 1 ipr d? p I
Gij (r) = gij/ 2 P P 2pkep : (5.190)

vemos que as integrais sdo as mesmas integrais das componentes Gy (r) e Gy, (r), logo:

Pp 1 . iewD’ [ Pp gii  €oigD"
G () = gy [ L2 L gier 21 / beior — i 0z 5.191
i(r)=9 ”/ o’ e ) P TR 2k 10

Uma vez obtido as componentes da funcao de Green, podemos escrever uma solucao para o

potencial escalar para uma carga pontual e uma corrente com violacao de Lorentz dada por:

Ao (I‘) = GOO (I') q + GOi (I‘) (]Vi, (5192)
onde Gy (r) e Gy, (r) sdo dadas pelas expressoes (5.187) e (5.189), respectivamente. Assim,
obtemos (D*vY — D)

q vY — D¥v
A = 1
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ou na forma

Ao(r) =7 R+2 R?

onde Z é um vetor unitario apontando ao longo do eixo z. Podemos observar que a contribuicao

(D xv) - 2, (5.194)

que vem da violagao da simetria de Lorentz decai mais rapidamente que a contribuicao usual.
Além disso, observamos que mesmo no caso estaciondrio, devido a presenca do background, D;,
temos uma contribuicao para o potencial escalar sendo gerada por uma corrente. No limite em
que o tensor de violacao tende a zero, recuperamos o resultado usual,

Ao (r) = L (5.195)

ATR

como desejado. Logo o potencial escalar reproduz o comportamento puro coulombiano. Vemos,
portanto, que neste caso o potencial nao é alterado.

O potencial escalar gera o campo elétrico

E = VA,
logo
B = + e D'’ (5.196)
ou na forma
E :4:}%2 + (D xv), ;1%3 (5.197)

~ R sy s . . q = ,
onde 7 = %. O campo elétrico tem uma contribuicdo, (D X v), 57, que é gerado por uma
corrente. Por outro lado, o potencial escalar sem o tensor de violagao de Lorentz produz o

campo elétrico, dado por
q .
=7
AT R?’
que ¢é o resultado padrao para uma carga pontual.

(5.198)

Solugao estacionaria para o potencial vetorial e campo magnético

Para a solugao estacionaria, fixando o = i na expressao (5.173) e usando as defini¢oes da Eq.

(5.174), a solugao estaciondria para o potencial vetorial é dada por:
Ai(r)=q / Gio (v — 1) 8° (') ' + qv? / Gij (v — 1) 8°(r)dPr'. (5.199)
Integrando o resultado acima, escrevemos o potencial escalar
A (r) = qGyo (v) + qv! Gy (r) . (5.200)
Usando os resultados obtidos para Gy, (r) e G;; (r) dados pelas expressoes (5.189) e (5.191),
respectivamente, escrevemos

i3 DI id A DO
L L A L ol (5.201)

A. —
i) =5 it o2
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Configuragao J #0 e Jy = 0 Para a configuragao J # 0 e Jy = 0, obtemos o potencial

vetorial,
q

2mrR?’

(5 .
Ai (r) = L_LqTR — EOingOUJ

podendo ser reescrito como

4

A; (r) = —= — €4;in D"V’ S 5.202
()= g ~ oDV o R0 (5.202)

O potencial vetorial produz o campo magnético B, que pode ser obtido através da expressao

Logo o campo magnético em coordenadas cartesianas é dado a seguir:

qui , 1
Bi == Eijk (E@E — 2€klOnD ?J A 5n36] ) N (5204)
onde
1 1
i = _ﬁria
1 2
aiﬁ = _ﬁria
assim, obtemos
qug 1 1
Bi = _Gz’jk (4 R3 4€kl0nD U . 5n3R4 ) R (5205)
q Tk 1
Bi = Eijkgﬁ |:Uj + 4€jlo3D0UlE:| . (5206)

Podemos observar que o novo termo tem um comportamento do tipo R~3 que, por sua vez,

tende a zero mais rapidamente que o termo usual.

Configuragao J =0 e Jy #0 Para a configuracao J =0 e Jy # 0, o potencial vetorial tem
a forma:

Ai(r) = €ou3D (5.207)

21 R2
Partindo do potencial vetorial, obtemos o campo magnético B em coordenadas cartesianas,

logo o campo magnético é escrito como

B, = R4 —€ijkcors D', (5.209)

2 1
Bi = eile 7’]' — Eij2D T‘j) s

q
el
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onde

€or3 = Ok1012 — Ox2011,
P 1 2
TR
Podemos observar que a presenca do tensor de violagao, D;, faz com que uma carga em repouso
Y )
produza um potencial vetorial e consequentemente um campo magnético. E interessante notar
que o campo magnético em questao tem um comportamento diferente do usual, isto é, decai
com uma poténcia R~3. Além disso, podemos notar que o campo nao pode ser escrito na forma
de um rotacional, portanto, ele nao é perpendicular ao plano formado pelo vetor posicao e pelo
Y ?

campo de fundo.
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Capitulo 6

Eletrodinamica planar tipo
Chern-Simons com altas derivadas e

violacao de Lorentz

6.1 Introducao

A teoria de Chern-Simons é uma nova teoria de gauge definida em 2 + 1 dimensoes, dife-
rente da teoria planar de Maxwell, desenvolvida e investigada no inicio dos anos 80 [112, 113].
Podemos encontrar na literatura estudos da teoria planar em Mecanica Quantica que estuda
a reducao do espaco de fase [114] e a construcao da teoria de campos nao relativistica com
interacao Chern-Simons [115]. Aspectos gerais importantes da teoria de Chern-Simons podem
ser encontrados na referéncia [116]. Nessa referéncia aborda também a quantizac¢ao candnica
da teoria de Chern Simons e vortices de Chern-Simons.

A teoria de Chern-Simons, quando acoplada a campos de matéria, produz efeitos diferentes
da teoria de Maxwell usual. Uma caracteristica interessante é que as densidades de carga e
corrente obtidas da equagao de Euler-Lagrange produzem alguns efeitos, sao eles: a densidade
de carga é proporcional ao campo magnético, logo onde quer que haja carga existe campo
magnético, e a densidade de corrente é proporcional ao campo elétrico [116]. Um dos efeitos do
acoplamento da teoria de Chern-Simons com os campos de matéria sao os chamados anyons.
Anyons sao quase particulas que satisfazem uma estatistica fracionaria. Essa estatistica é
caracteristica de modelos planares.

Outra caracteristica é que o termo de Chern-Simons é de primeira ordem nas derivadas
espago-temporais, o que torna a sua estrutura canonica significativamente diferente da teoria

de Maxwell. O termo de Chern-Simons é apresentado a seguir:

k
Sos =5 / B A,0,4,, (6.1)

vemos assim que o fato do termo de CS conter apenas 1 derivada também proporciona dimensao
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de massa para a constante k, ja que a estrutura A,9,A, possui dimensao de massa 2, pois em
2 + 1 dimensoes vale [A,] = 1/2.

A primeira vista, nao é ébvio que o termo Chern-Simons ¢é invariante de gauge, uma vez
que depende explicitamente de A,. No entanto, uma transformacao de calibre da forma A, —

A, + 0,w, implementada na equacao (6.1), nos fornece o seguinte resultado
k
Scs — Scg + B) /d3336u (we?0,A,). (6.2)

Vemos, portanto, que a mudanca na a¢ao apos a implementacao da transformacao de calibre
¢ dada por uma derivada total, que nao contribui em situagoes onde os campos se anulam no
infinito, estabelecendo a invariancia de calibre. Contudo, existem algumas situagoes em que a
derivada total nao desaparece, por exemplo, se considerarmos problemas na versao nao-abeliana
da teoria CS, os efeitos de contorno podem ser relevantes [116], dessa forma o termo de superficie
nao mais serd negligenciado.

Essa teoria é estudada em varias areas da fisica, por exemplo, em um torus com matéria nao
relativistica e relativistica [117], em corre¢ao perturbativa de um loop na teoria de gauge nao
abeliana na presenca de campos de Higgs [118], em teorias de super cordas [119], em defeitos
topoldgicos [120], em teorias com viola¢ao de Lorentz [121].

Na literatura podemos encontrar também estudos da teoria de Chern-Simons com altas
derivadas. A teoria de Chern-Simons com altas derivadas foi proposta por Deser & Jackiw [122],
em que nesse paper foi estudado a extensao da derivada para dimensao D=3, 142 dimensao
do espaco, em que foi calculado o propagador e algumas andlises foram feitas. Varios estudos
também foram feitos para a teoria de Chern-Simons com altas derivadas em diversas areas
da fisica. Na referéncia [123] foi investigado formulagdes Lagrangianas e Hamiltonianas da
teoria Abeliana de Chern-Simons de ordem superior em 2 + 1 dimensdes. Na referéncia [124]
encontramos um estudo para eletrodinamica quantica massiva nao comutativa. Na referéncia
[125] foi estudado as propriedades quanticas da extensdao de Deser-Jackiw.

O nosso intuito neste capitulo é propor uma teoria tipo Chern-Simons, em 1+ 2 dimensoes,
dotada de altas derivadas e violacao da simetria de Lorentz que aparentemente nao tem nada
proposto ainda nesse sentido na literatura. Destacamos que na Ref. [126] foi obtida uma
extensao nao-minima da eletrodinamica do MPE para (1 + 2)-dimensoes, onde foram usadas
técnicas conhecidas, como reducao dimensional. O setor eletromagnético deste modelo possui
duas contribuigoes que estao relacionadas a violacao da simetria de Lorentz, uma contribuicao
CPT-par, Fpy(kp)™*F,,,
tribuicao, como podemos ver, estd relacionada a uma generalizacao do termo tipo Chern-Simons

e uma contribuicao CPT-impar, eA“”AA(l%AF)F - Esta tltima con-
e serda melhor examinada na proxima secao.
6.2 Teoria de Chern-Simons nao-minima

Agora tentaremos generalizar o termo usual de Chern-Simons para acomodar uma possivel

99



anisotropia espacial (violagao de Lorentz) na ac¢do. Para fazer isso, propomos a seguinte estru-

tura genérica:

0 3 v
Sves = 5 / P, 5m, A, (6.3)
Se considerarmos que 6 tem dimensao de massa um, como na teoria usual de Chern-Simons,
entao o operador @‘“’p serd adimensional. O operador em questao pode ser decomposto da

seguinte forma:
[o¢]

Qe =N QUimrrawsg, 9y, . (6.42)

d>3

Separando as contribuigoes pares e impares, obtemos:

00 o

one — E ]C(d)#upal...a(d_g)aal o aa(d_3> + E T (Duvpai..a—3) Oy - - ,aa(d_g), (6.5)
d>3 d>4
impar par

0 que é equivalente a escrever

Que = C1e 4 TP, (6.6)

O primeiro operador na equagao acima possui sempre um nimero par de derivadas, enquanto
que a segunda contribuicao possui um ntmero impar de derivadas contraidas aos coeficientes
de controle.

Podemos verificar imediatamente as seguintes regras de dimensao de massa:

[,C(d),ul/pay..a(d)} — [m]?’_d7 (67&)

[T(d)uupay..a(d)} _ [m]3—d ) (67b)

Em principio, nao impomos qualquer simetria sobre o tensor Q. No entanto, precisamos inves-
tigar como a transformacao de calibre muda a agao, aplicando a transformacao A, — A, +0d,w

na agao (6.3):
0 ~
SNes = 3 / Pz (A, + Ouw) Q"°0, (A, + Opw) (6.8a)
SNes — g / &’z (A, + Ow) (@uvpayAp + @uupayapw) ; (6.8b)

0 . . . .
Snes = 5 / & (AM 09, A, + 0,wQ"9,A, + A,0""0,0,w + auwgu'/ﬂayapw) . (6.8¢)

Se consideramos que Q é antissimétrico nos dois ultimos indices, obtemos

0 . 1 .

Snes = 5 / d*24,0"0, 4, + / &20,00"", A, (6.9)
0 ~

Swes = Snes + 5 / 20,0 0", A,. (6.10)
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Adicionalmente, sabemos que

O (wQ0,4,) = 0,000, A, +wQ""0,D, A, (6.11a)
Dessa forma
0 3 ALy 0 3 Ay
I (wQ“ Pa,,A,,> 5 | dawd*9,0,4,, (6.12a)

Se impusermos agora que o operador Q seja antissimétrico também nos dois primeiros indices,
entao decorre Q"79,0,A, = 0. Ademais sabemos que a segunda integral pode ser reescrita em

termos de uma integral de superficie,
4 OHvp
Sies = Snos + 5 P S, (wQ aVAp) .

Portanto, a transformacao de calibre gera uma variagao na agao por uma derivada total, como
no caso usual de Chern-Simons. Notamos ainda que nao impomos simetria sobre a troca do
primeiro e do ultimo indice. Porém, por consisténcia das duas simetrias ja definidas, a tinica
opcao possivel para o tensor @ ¢é que seja também antissimétrico perante a troca desses indices,

ome = —QrVF Desta forma, o tensor Q revela-se totalmente antissimétrico.

6.3 Equacao de movimento

A equacao de Euler-Lagrange é

oL oL oL oL
— =0 | =—=——— 00, | =—=——— ) —...+(=1)"9,, ... 0 =0,
7o () o (o) -+ o0 e (5525
(6.13)
Assim, a equacao do movimento para a Lagrangeana
0 Auvp 0 UV | T
ﬁNCS = §AHQ al/Ap — 514“ (IC + T ) ayApa (614)
¢é obtida a seguir:
ILNcs _ (1Bve 4 TBvp
g = (K e 7o) oA, (6.15a)
oLy o .
— —hes ) — 9 |A —— @y A | = _cB®roBy A 1

—35%:4) _ 0 (4) (4pop
cs — 4)pvpon — 4)puo By
0,0, (8 (@@Aﬁ)) 00, {Aua 0.0, 45) ] 8a18VAp} ] 0,0,A,,  (6.15¢)

101



Apds alguns passos, obtemos

3 (T4 KoY 0,4, - SR#90,4,+ ST770,4, = 0, (6.16)
0 /~ ~ 0/~ -
- ,BVp pVﬂ _ /Bljp_ pl/ﬁ =
s (TP Tr) 0,4, 4 5 (R — Re?) 9,4, = 0. (6.17)

J& que os operadores KPP e TP? sio totalmente antissimétricos, o resultado acima reduz-se a:

0 ~
§ICBVPFVP = 0. (6.18)
Obsevamos que o operador T8 nio contribui para as equagoes de movimento. Isto é um
indicio de que este operador pode ser reescrito na agao como uma derivada total. Podemos

ainda reescrever a equacao acima usando o seguinte resultado:
KChve L oBrefC (6.19)
Dessa forma, podemos expressar o operador ﬁ como mostrado a seguir:
£= Lo, o 6.20
= ﬁgaﬁv . (6.20)
Usando este resultado, a equacao de movimento assume a forma:
4 Bupjc
56 F,,=0, (6.21)

que, por sua vez, possui uma estrutura similar aquela da teoria de Chern-Simons. Note que
para d = 3, recuperamos a teoria de Chern-Simons. Vemos também que para d = 5 obtemos
uma teoria tipo-Deser-Jackiw, isto é, uma teoria anisotrépica com duas derivadas adicionais.
Ressaltamos ainda que o operador K possui a mesma estrutura que o operador k4r obtido
recentemente na Ref. [126] via redugao dimencional. Ambos os operadores foram obtidos via

métodos diferentes e a técnica empregada aqui corrobora os resultados obtidos em [126].

6.4 Eletrodinamica de Deser-Jackiw

A extensao derivativa de Chern-Simons foi proposta por Deser e Jackiw em 1999 [122]. Neste
trabalho foi analisada a extensao derivativa de CS anexando a acao de Maxwell e o resultado
obtido foi um par de excitagoes. Um nao tem massa, que corresponde ao féton padrao, e o
outro ¢ um modo massivo obtido a partir do termo com altas derivadas. Este ultimo equivale
um estado fantasma. Esse resultado foi decomposto tanto por meio do propagador quanto por
meio da decomposi¢ao hamiltoniana.

O termo tipo Chern-Simons com altas derivadas inicialmente proposto por Deser-Jackiw

[122], é dado por:

gewpmavmm, (6.22)
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onde os campos A, possuem dimensao de massa igual a 1/2. Assim, o termo completo, constitui
uma estrutura com dimensao 3 (dimensdo de massa), de modo que o parametro ¥ possui
dimenséo de massa igual a —1, ou seja, [9] = [m]™". Logo o operador de campo tem dimensao
de massa 4.

Outro aspecto importante a ser destacado diz respeito a natureza da nova extensao. En-
quanto o termo CS tem uma origem topolégica, o termo de Deser-Jackiw nao é. Porém, como
apontado na referencia [122], ele depende explicitamente da geometria do fundo.

O nosso intuito agora ¢ analisar uma eletrodinamica sem o termo de Maxwell por meio do
calculo do propagador e analisar a causalidade classica através dos polos desse propagador. A

principio, vamos partir da Lagrangeana de CS com a extensao derivativa de CS.

6.4.1 Propagador planar de Chern-Simons com Deser-Jackiw sem

Maxwell

Para calcular o propagador, devemos inserir na Lagrangeana um termo de fixacao de calibre

para eliminar a singularidade do operador. Assim, temos

k 0, 1
Los = §5WA“8”AP + Eétw,pA“ﬁ”DA” + % ((%A“)2 , (6.23)
ou na forma bilinear,
1
L= §A”AWA“, (6.24)
onde )
Ay,u, == (k + 19':') Eypuap — EDQVM, (625)

em que aparecem 2 projetores, €,,,0” = L,, , {2,,,. No intuito de obter o propagador, propomos
o Ansatz também composto por estes 2 projetores, mas a operacgao tensorial L, L* produz o

resultado —[10,,,. Assim, o Ansatz devera ser composto por 3 projetores, a saber:
At =aO"  +OL"  + OV, (6.26)

que satisfaz a identidade (5.72) e a dlgebra fechada é dada pela Tabela 6.1.

61//1 G)ya Lua 0
Q, 0 0 Q.
Ll/u me - D@Va 0

Tabela 6.1: Algebra fechada

Assim, obtemos o propagador da teoria de Chern-Simons com Deser-Jackiw na forma:
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1

OIT (A () Aa WDI0) = —i g o

: o PpuPa
i€ 0ap” — & (k— Up?) ;—2 , (6.27)
em que os pélos do propagador fornece

p* (k —9p°) =0. (6.28)

Podemos observar que a primeira relagao de dispersao representa um féton padrao, mesmo sem

o termo dinamico de Maxwell,

= (6.29)

J& a segunda relacao de dispersao
py=p"+ g, (6.30)
obtida sem o termo de Maxwell, produz um termo semelhante com a relagao de dispersao do
modelo Maxwell-Deser-Jackiw (D.11), em que o segundo termo de ambas as relagoes, 1% =

1
& =
mesma estrutura. Assim, temos que o termo de altas derivadas de Deser-Jackiw tem dinamica

m?, representam um termo de massa ao quadrado, como deveria ser. Ou seja, possuem a

produzindo propagacao.

Neste caso, a relagao de dispersao fornece

[Op? + k

que representa uma relagao fisicamente aceitavel.
Para andlise da causalidade cléssica vamos calcular a velocidade de grupo e velocidade de

frente de onda,
u Ipo U — | Po
r— o frente — T
# 7 op T Iplesoo [

(6.32)

respectivamente. Para a velocidade de grupo, temos

1 Jp
. , 6.33
Ug [ 9p2+k (19 + 191‘/00) ( )
19+’L91V00

1

cujo o modulo tem a forma

Ugy = T Ip|- (6.34)
\VIPl"+ 5
Para a velocidade de frente de onda, obtemos
Ufrente = ]-; (635)

que é um resultado compativel com a causalidade classica. O grafico da velocidade de grupo é
apresentado pela Figura 6.1 a seguir:

De acordo com o grafico podemos concluir que o médulo da velocidade de grupo é sempre
menor que 1. Logo, a causalidade classica ¢ assegurada para a teoria de Chern-Simons com
Deser-Jackiw.

Agora vamos acoplar a esta teoria um campo de fundo e analisar os modos de propagacao.
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Figura 6.1: Comportamento do médulo da velocidade de grupo

6.5 Eletrodinamica de Maxwell-Chern-Simons modificada

por termo CPT-impar de altas derivadas

Supondo a existéncia de um campo tensorial de fundo, surgem outras alternativas (invari-
antes de calibre) para a estrutura tipo Chern-Simons com altas derivadas. Portanto, a tnica
forma para montar um termo tipo Chern-Simons com altas derivadas e violagao de Lorentz,
que seja invariante de gauge, é:

9 ~
éeuypA“Va”AP, (6.36)

onde obrigatoriamente o campo de fundo, ‘7, deve ter a forma

K=V=>Y vy, .o,

d=impa

(6.37)

(d—3)7

de acordo com o estudo feito na secao anterior.

Observando a equagao (6.20), vemos que o novo operador K possui agora um numero par de
indices que estao contraidos com as 4-derivadas. Dessa forma, a parametrizagao (6.37) acima
leva essa propriedade em consideracao.

Para uma analise mais simples consideramos duas derivadas adicionais, em que o operador

de altas derivadas é estruturado em termos de um tensor de fundo de rank-2, V%2 na forma
Ve = Vg g, = -V, po. (6.38)

E importante situar o operador (6.38) dentro do operador de altas derivadas (6.4a). Consi-
derando a agao (6.3), tomando o termo com duas derivadas adicionais, que equivale a d =5 na

forma geral da série apresentada na secao anterior, escrevemos:

KOwmvp _ ez g (6.39)

onde o coeficiente nao-minimo de rank-5, ICFP192 - aoora tem a forma

Jopvpoaar 6#”/"/010‘2’ (640)
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assim, escreveinos

KOwmwe — etPV 19209, On, = Py o). (6.41)
Logo o termo mais simples para trabalhar CS com altas derivadas e violagao da simetria de
Lorentz é:
Lros = DA, (R9) 9,4, = DA emeyeceq, a,.0,4
Nes = 5 « )V,J_7 LEPVO020, 0.0 A (6.42)

onde 1 tem dimensao de massa 1, o coeficiente nao minimo, V%2 tem dimensao de massa
= ~ L _

[m] ™% e Ko = ghve}/G) ¢ adimensional.
Assim, com o termo (6.42) podemos montar uma Lagrangiana tipo Chern-Simons em altas

derivadas com violacao de Lorentz e invariante de gauge na forma

L= —i MY+ %EW,;A“ (V’\m@al@)\) 0" AP + % (8,“4“)2 , (6.43)
em que o termo %%VPA“ (V’\‘“@al&) 0¥ AP tem dimensao de massa 3, como deveria ser, para
que a acao seja adimensional.

Para efeito de andlise mais geral, podemos considerar uma eletrodinamica tipo Chern-
Simons com os termos de dimensao-4, A*9"JA? e AF0,030" AP. O primeiro termo d4 origem
ao termo de Deser-Jackiw enquanto o segundo ird acoplar-se ao campo de fundo violador da

simetria de Lorentz. Neste caso, escrevemos:

k 9 9
L —— EFWF‘“’ T e A A+ S AP TA? + Te, A (VV0005) 0 Af

1 2
+g 0,477, (6.44)

onde o parametro » foi introduzido como uma espécie de constante dielétrica da teoria. Para
» =1, temos o termo usual de Maxwell no vacuo.

Para analisar melhor as implicagoes da Lagrangiana acima sobre os modos propagantes
associados, vamos calcular o propagador do campo de calibre, cujos polos fornecem as relacgoes

de dispersao da teoria. A lagrangeana pode entao ser reescrita na forma bilinear,

1

L= §A”EWA“, (6.45)
onde .
Eop = 200, + keyp,0” + U,p,0°0 + V16, (VF0N05) 0 — gDQW, (6.46)
que pode também ser lido na forma,
~ 1
S = #00, + (k+ 90+ 0,V ) Ly, - £0%, (6.47)
se usamos o projetor
Ly = €yoyd” = —Ly,. (6.48)
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Logo, na forma quadrética (6.45) aparecem 3 projetores, ©,,, L,,, {,,. No intuito de obter o

propagador, propomos o Ansatz também composto por estes 3 projetores,
Al =a®"  +bLF + OF (6.49)

que satisfaz a identidade
A" L= o (6.50)

Os 3 operadores contidos na Lagrangeana forma uma algebra fechada, mostrada na Tabela 6.1.

As contragoes tensoriais apresentadas permite reescrever a identidade (5.72) na forma,
5200+ b + (k4 90+ 017 (0L — bIOy0) — %cmm — Oyt Qe (651)
que permite obter um sistema de 3 equagoes:
a%D—b<k+19D+191‘7> O=1, (6.52)
b%D+a(k:+19D+19ﬂA/> —0, %Dc: 1, (6.53)

cuja solucao fornece as seguintes expressoes para as constantes a, b, c:

~

k00 + 9V ¢

>
- = h = == b4
a B? I:IB ) c |:|7 (6 5 )
com
N\ 2

8= {%QD + (k + 90+ 191V) } . (6.55)

Desta forma, o operador inverso é obtido,

1 ~

Bua= =5 (506, = (k+ 00+ 91V Lo = €8 Qo - (6.56)

Sabendo que o propagador de Feynman do campo de calibre é definido como
(0T(Ay (2) Aa (9))] 0) = 1Apa (z —y), (6.57)

no espaco dos momentos escrevemos:

1 1 : « o [e%
(0|7 (A, () Aa ()] 0) = o #D*O e (p) +1 (—k +0p* + 1V paps) €poap” — EF (p) p%; 7
(6.58)
onde
F(p) = > — (k— 0p* — 0,V paps)” (6.59)
Lya () = —i€woap”, V= VY0395 = =Vpyps. (6.60)

A relacao de dispersao da teoria representada pela Lagrangiana (6.44) pode ser extraida dos

pdélos do propagador (6.58), a saber:
22p? — (—k + 0p® + 0,V ¥paps)” = 0. (6.61)
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Para obter informacgoes sobre os modos propagantes, é necessario analisar a relagao de dispersao
(6.61) para algumas configuracoes tensor V7. E também oportuno ressaltar que a Lagrangi-
ana (6.44) congrega algumas opgoes de teorias planares que podem ser examinadas com mais

cuidado. A seguir explicitamos algumas dessas opgoes:

e Sex=0,k+#0,9 #0, v # 0, temos uma eletrodinamica planar de Chern-Simons, com

termos tipo Chern-Simons de altas derivadas e sem termo de Maxwell.

e Se x#£0,k #0,9 # 0, vy # 0, temos uma eletrodinamica planar de Maxwell-Chern-

Simons com termos tipo Chern-Simons de altas derivadas.

e Sex#0,k=0,9#0, vy # 0, temos uma eletrodinamica planar de Maxwell com termos

tipo Chern-Simons de altas derivadas.

No Apéndice D vamos mostrar algumas propostas destas Lagrangeanas planares. A seguir

vamos analisar uma proposta sem o termo de Maxwell.

6.6 Eletrodinamica planar de Chern-Simons com termos

tipo Chern-Simons de altas derivadas

Partindo da expressao (6.44) e escolhendo » = 0, k # 0, ¥ # 0, ¥; # 0, temos uma eletro-
dindmica planar de Chern-Simons com termos tipo Chern-Simons de altas derivadas (e sem

termo de Maxwell), dada pela seguinte Lagrangiana

k 9 9 1
Los = 5eup At A + S, AMPOA + ey, A (VV00,05) 07 A + 2 (0,42, (6.62)

1 1
Los = ge,pr“a”A” + A A” (D0 +9,V0005) + 5 (9,42 (6.63)

vemos que VM o ¢ produz o termo de Deser-Jackiw. O propagador é obtido por adaptacao

direta da expressao (6.58),

o1 . PuPa
0|T(A, (x) A 0) = —i——— |1 (—=k + 9> + 01V pups) €poap’ — EF, e
(6.64)
com
2

Fi(p) = — (=k+ 99> + 0:V¥paps) . (6.65)

Para a Lagrangiana (6.44), a relacao de dispersao é
Ip? — k + 9,V paps = 0. (6.66)

Podemos verificar que, se fizermos k = 1; = 0, a relagao de dispersao gerada pelo termo de

Deser-Jackiw reproduz a relagao de dispersao usual de Maxwell.
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O tensor V7 tem trés tipos de componentes, V% V% Vi sendo V chamada de compo-

nente temporal-isotrépica. Desta forma, a relacao (6.44) é escrita como:

Ipg — Ip® + (VO + VVpops + Vipip;) —k = 0, (6.67)
(0 + 1 VO)pg — 9 V'po + (hVpip; —Ip” — k) = 0, (6.68)
cuja solucao é
1 o
S R, PR RNy |
P = 3T o) [ VO VAL, (6.69)

onde

A = (V) — 40 + 9, V) (,VIpp; — Ip® — k)
A = (V) 440+ VP) [9p® +k — 9 Vipp;] . (6.70)

Para analisar melhor vamos considerar as componentes individuais.

Configuragao isotrépica-temporal: V% £ 0, V% = V¥ = (.

Neste caso, a relacao de dispersao é

1
- /1
Po 2(z9+z91V00)\/(

Up? + k
n=A 5y v P (6.72)

que representa uma relagao fisicamente aceitavel.

9+ 9,V [9p2 + K], (6.71)

Para analise da causalidade vamos calcular a velocidade de grupo e velocidade de frente de

onda,
Ipo . Po
Ugr = 5 Ufrente = lim T 6.73
= p 0 e = S p) (6-78)
respectivamente. Para a velocidade de grupo, temos
1 Jp
U, = ) 6.74
¢ Ip2+k <19 + 191V00) (6.74)
940, V00
cujo o modulo tem a forma
v — L Jp|
& I|p|?+k ¥+ 191‘/00 ’
Y491 V00

Para a velocidade de frente de onda, temos

/ ¥
rente — 1. .
Ufrent 19 + 191‘/00 < (6 75)

O gréfico da velocidade de grupo é apresentado pela Figura 6.2 a seguir:
De acordo com o grafico podemos concluir que o médulo da velocidade de grupo é sempre

menor que 1. Logo, para a configuracao isotrépica-temporal a causalidade é assegurada.
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Figura 6.2: Velocidade de grupo para a configuragao isotrépica

Configuragao anisotrépica-temporal: V% =0, V% £ 0, V% = (.

Neste caso, a relacao de dispersao é

1 . .
Po=154 [ﬁlvozpl + \/(ﬁlvo’pz)Q + 49 [0p? + k]| . (6.76)

Para o médulo da velocidade de grupo, temos

1 , 203V 0ipi (V05)? 4 80929, V0 pi V3V 0ipi (V05)? 4 892V 0ipi) 92V 0%pi + 160 |p|?
U/gr . (191‘/0])2:&( 1 p( ) 1 p]) +( 1 p( ) p) 1 p ‘p‘ ‘

2 \/193 (VOipi)? + 49 [0 |p|* + k] 05 (VOipi)® + 49 [0 |p|® + K]

Podemos fazer a seguinte definicao V% = C?, assim, podemos escrever

1| 9] (80 —9iC?) (C-p)* + 169" p/”

_ 20, (9;C? — 49%) (C - p)
20 02 (C - p)* + 49 [9p? + k|

\/‘9? (C-p)? + 40 [0p? + k]
(6.77)

—93C? £

Ugr

ou na forma

1|97 (8% — ¥7C2) |C|* cos 0* + 160*

20, (97C? — 49%) |C| |p| cos 6
Ugy =
200 92 |C)P |p|? cos 67 + 49 [Ip? + K]

‘p‘2 _19§C2:|: )
V72 |CI? [pI? cos 62 + 40 [9p? + K

(6.78)
onde # é o angulo entre C e p
(C-p) = |C||p]cos?.
Para a velocidade de frente de onda
P 1 —91 |C|cos O £ /(91 |C| cos ) + 49 {794—%] ; (6.79)
lp| 20 p|
apenas o modo positivo ¢ fisico e serd analisado. Logo, obtemos:
. po 1 2 (2 2
rente = 1M — = — |1/ 9] |C 20 +49° — v, |C 0|. .
Uprente = 1 Pl 20 [\/ 11C|" cos? 0 + 1|C| cos } (6.80)
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Figura 6.3: Velocidade de grupo para a configuragao anisotrépica-temporal

O comportamento para o médulo da velocidade de grupo é mostrado na Figura 6.3.

o

De acordo com a Figura 6.2, para os valores apresentados, o médulo da velocidade de grupo

é sempre < 1, mas a velocidade de frente de onda pode ser maior que 1, violando a causalidade.

Configuracao anisotrépica-espacial: V% =0, V% =0, V¥ £ 0.

Neste caso, a relacao de dispersao

19p2 + k — ﬁlvijpipj
Po = J .

A velocidade de grupo é dada por:
k (»* — 5 V"p;)

u =
VP2 +E = BViipy,

gr ’

cujo o modulo tem a forma:

2 ' 2
p|” — 2% VEipyp; + (%) VEip; Vi,
2 ..
Ip|* + & — SLViipp;

ugr -

ou na forma

_ p” + (5 V¥p — 2py) BVkip,
Ipl* + % - %Vijpipj

gr

Para a velocidade de frente de onda

. Do . Up? + k — 9, Viipp,
Ufrente = lim — = lim
2
Ipl—oo [P|  Iplroo Up

temos

. ko 9, Vipp;
cente = 1 1 - S
Ufrente |p|1}inoo \/ + 0p2 ’19]32
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Para prosseguirmos temos que parametrizar o campo de fundo V¥ em funcao de 2 vetores, D’
e FJ, na forma:

VY= % (D'F' + D’F"). (6.85)

Assim a velocidade de frente de onda tem a forma

k %
rente — li 1 — — (D F- - 6.86
Ufrent |p1'inoo\/ + ,&pg ( p)( p) 19]32 ( )
fazendo
(D -p) = |D||p|cosa,
(F-p) = |F||p|cosp,
obtemos a velocidade de frente de onda na forma
Ufrente = \/1 — — |D| |F| cos a cos . (6.87)

Podemos observar que se os vetores D e F forem paralelos a velocidade de frente de onda sera
menor do que 1. Caso contrario, se os vetores forem anti-paralelos a velocidade de frente de
onda sera maior que 1, violando a causalidade cléssica.

Para o médulo da velocidade de grupo, temos:

/>~ %2(D-p)(F-p)+ (2)° [-D2(F-p)* —~ 2(F-D) (D -p) (F-p) — (D-p)*F?]
pI°+4 -2 (D p)(F-p)

Ugr )

(6.88)
ou em funcao dos angulos a e [,

|p 4ﬂ2 ]D| \F\ |p| [(30825+cos2 al — ( (F- D)+2) % |D| |F| |p| cosacosﬁ
p|* + % — % D[ |F||p|* cos acos 3

Ugr

(6.89)
O comportamento para o médulo da velocidade de grupo ¢é ilustrado na Figura 6.4.

De acordo com o grafico, vemos que para os angulos @ = 0 e § = m, linha fina continua, o
modulo da velocidade de grupo é maior do que 1, ou seja, quando os vetores forem anti-paralelos
a causalidade classica é violada.

Assim concluimos que a relagao de dispersao (6.72) corresponde a modo propagante, cuja
dinamica advém da presenca dos termos de altas derivadas e a causalidade é assegurada. As
relagoes (6.81)e (6.76) exibem um radicando que nao é positivo definido, de modo que podem
exibir instabilidades para determinados valores dos parametros envolvidos. Neste cenario, vale
observar o contraponto em relagao a Lagrangiana pura de Chern-Simons, k # 0, ¥ = 0, v; = 0,

que nao possui modos propagantes.
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Figura 6.4: Velocidade de grupo para a configuracao anisotrépica

6.7 Equacoes de movimento

Para as equagoes de movimento vamos partir da Lagrangiana (D.26) em que examinamos um

modelo na auséncia do termo de Chern-Simons padrao, dada por:

1 1
L= _ZFWFW + gew,,A“f)”DA” + %8WpA“ (VWEA%) 0" AP 4 2% (8#14“)2 . (6.90)
Através da equacao de Euler-Lagrange
oL oL oL oL
_ _ - = = 91
o4, %am,ay TP %a@a.a Mg aaaay (6.91)
obtemos: o1 or
=-J" —— = —0,F"" .92
A J", a’)@(f)pAH) 0,F"", (6.92)
oL oL
= — = — YLP*O0A5 — 9, L°" 79%) Ag. (6.
(9a6p6 0,002 0, a,ﬂa(?pa 0,0,0. A 9 3 1 (Voo 070%) Ag. (6.93)

Assim, a equacao de movimento, na auséncia de fontes, assume a forma:
O, F*" + ﬁLﬂ”DAﬁ + v L™ (Vgaﬁ"aﬁ) A, =0, (6.94)

onde
A
LVM = e,,mﬁ = —ij.

Para obtermos uma expressao para a Lei de Ampére modificada fagamos: Kk =i e p, 0 — 0, j

na expresao (6.94), obtemos
—O,E" + 9;¢/'b — YOE — 9, (V3,070°) EY = 0. (6.95)
Para a Lei de Gauss, facamos: kK — 0 e p,0 — i e j, logo
OB = 900;A; + 01 (V3,070°) 0;A;, (6.96)
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ou na forma

1] 1
OE' + Z90F; + 5, (V3s0°0%) Fij = 0,

] 1
aiEz = 519|:|€Zjb 4 5791 (Vg(ﬁ"@ﬂ) Eijb.

(6.97)

Assim, obtemos as duas equagoes de Maxwell nao homogéneas, modificadas pelo termo de

Deser-Jackiw com VL, na forma:
—O,E + 9,¢/'b — 9OE — 9, VE = j,
(V-E) — %meijb - %191Veijb =,
onde foi usado

Ej = —Eijb, FOi = —Ei,
V = V3,0°9°.

(6.98)
(6.99)

(6.100)
(6.101)

As equacoes de Maxwell homogéneas advém da identidade de Bianchi e nao sao modificadas

pelo campo de fundo.

Partindo da equagao de movimento e usando o gauge de Lorenz 0,A% = 0, a equagao de

onda, no espaco dos momentos, é dada por:
[—p°g™ + i€y (01 Vaop p® + 9p?)] Aa = J" (),

A A, (p) = 3" (p)

onde
ARY — _ngfia + Z-En)\ap)\ (ﬂlvﬁapopﬁ + 19]?2) )

Para solucionar A,, temos que inverter o operador A**. A solucao é dada por:

Ao (p) = () I (p),
ou na forma
Aa (p) - Gam]ﬁ (p)

que satisfaz a identidade

A" G, = 8.

(6.102)

(6.103)

(6.104)

(6.105)

A funcao de Green, em 142 dimensoes, em funcao do operador inverso, (A’w‘)_l, tem a forma:

o [ e
Gon (r — 1) / i ) (®) -

Propondo o Ansatz

, A
Gap = aGay — tbear,p”,
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temos
[—p*g"* + i€ py (91 VoD + 9p%)] [agap — ibeas,p’] = & (6.108)
Resolvendo as contragoes tensoriais, obtemos:
—ap26z + ibp2e”)\ﬂp’\ + iae"/\ﬂp)‘ (191Vgap”p + 19p2) + bp? (191V50p”p + 19p2) (5Z — QZ) =0,
(6.109)

Podemos observar que aparece o projetor 27, logo temos que inclui-lo no Ansatz e inverter

novamente
[—p°g"* + i€ py (91 V"D’ + 99%)] [aGap — ibeagup” + Qup] = o (6.110)
Apos realizar as contragoes tensoriais novamente, encontramos o sistema de equacoes a seguir:

—apzéz + ibp%’&up’\ — cpzﬂﬁ + iae”/\up)‘ (191V50p0p6 + ﬁp2) + bp*h (Vgop"pﬁ) (5'; — QZ) =0y
(6.111)

Resolvendo o sistema acima, escrevemos os valores para os coeficientes a, b, ¢, na forma:

1
a=— - 5 (6.112)

g2+ (017 +0p?)

9V + 0p? (19117+19p2)2
b= — ! = - (6.113)
P’ {zﬂ + (191V+19p2> } P’ {pz + (191V+19p2) }
onde

V = Vaop“p”. (6.114)

Expandindo e considerando apenas a primeira ordem do background, os coeficientes a, b assu-

mem a forma:

RN .
1 V2 1 V2 1
. . RN .
0V 9V IIV? 0V
h— _ s B B L (6.116)
p4 [1 + 19;‘2/ } p p p
Assim, a expressao para o operador G, tem a forma
1 ~191 B8 o, A\
Gop = 5 |G g o (Vaor"p) | - (6.117)

Substituindo a expressao acima na Eq. (6.105), obtemos a expressao para o 4-potencial,

1 )
A, = 5 [Ja + ip—;eaﬁnpﬁ (Vaep”p?) J“] . (6.118)
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Capitulo 7

Conclusao

Neste trabalho fizemos um estudo do setor de gauge, CPT-par e CPT-impar, do Modelo
Padrao Estendido nao minimo. No capitulo 2, mostramos a eletrodinamica de Podolsky, ana-
lisamos a teoria, calculamos o propagador e analisamos as relacoes de dispersao e os modos de
propagacao.

No capitulo 3, abordamos uma eletrodinamica dotada de termos com violacao de Lorentz,
de dimensao de massa 6. Consideramos aspectos como a avaliacao do propagador, as relagoes de
dispersao e os modos de propagacao. Primeiro, uma eletrodinamica de Maxwell modificada por
um termo anisotropico do tipo Podolsky de dimensao de massa 6 foi examinado. Para certas
escolhas de parametro, todos os modos, que advén do termo com derivada superior, exibem um
comportamento nao fisico. O modulo da velocidade de grupo pode ser maior que 1, violando
a causalidade cléssica, pode ter singularidades ou desaparecer para pequenos momentos, ou
seja, auséncia de propagacao. Os dois primeiros comportamentos descritos sao interpretados
como nao fisicos e nos referimos as relagoes de dispersao com essas caracteristicas como espurias.
Caracteristicas tais como a diminuigao das velocidades de grupo e frente de onda, para pequenos
momentos, indicam que esses modos se desvinculam do regime de baixa energia. De acordo
com os critérios utilizados neste trabalho, um modo dotado de tais propriedades foi denominado
ex6tico, desde que nao envolvesse singularidades, nem velocidades superluminais.

Os resultados obtidos indicam que uma eletrodinamica modificada por este tipo de termo
com violacao de Lorentz e derivadas superiores pode fornecer uma propagacao de sinais fisica-
mente aceitavel apenas no limite para grandes momentos. Tal interpretacao poderia recuperar
um comportamento significativo da teoria no caso de ser possivel estabelecer um corte ade-
quado. Para pequenos momentos, alguns dos modos correspondem a modificagoes que violam a
simetria de Lorentz da relacao de dispersao do tipo Podolsky, que nao sao necessariamente nao
fisicas. Também encontramos relagoes de dispersao fornecendo velocidades de grupo maiores
que 1 ou divergentes em alguns pontos, que sao comportamentos que caracterizam modos de
propagacao espurios. Fizemos uma breve discussao sobre a unitariedade para a Lagrangiana
modificada e verificamos que o resultado da nossa andlise foi que as derivadas de tempo adicio-

nais na densidade de Lagrange provavelmente prejudicam a unitariedade. Este comportamento
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é esperado e ja foi observado em teorias de derivadas superiores invariantes de Lorentz, bem
como modificagoes alternativas de derivadas superiores com violacao de Lorentz do setor de
fotons e férmions.

No capitulo 4, analisamos uma extensao mais geral da eletrodinamica modificada na pre-
senca de um termo adicional Lee-Wick anisotrépico de dimensao de massa 6. Novamente, o
propagador foi calculado e as relagoes de dispersao correspondentes foram obtidas a partir dele.
Posteriormente, essas relagoes de dispersao foram examinadas no que diz respeito a propagacao
de sinais. A estrutura desse segundo modelo é mais envolvente em comparacao com a pri-
meira teoria em consideracao. As relagoes de dispersao modificadas estao associadas a modos
exdticos e espurios, como foi observado no primeiro modelo. Existem opgoes de parametros
que estao conectadas a questoes de causalidade. Outra observagao foi que algumas das relagoes
de dispersao podem apresentar singularidades, ou seja, tornam-se nao fisicas por um determi-
nado intervalo de momentos, o que ¢ suficiente para classificar esses modos como esptrios. No
entanto, também encontramos setores para os quais as relacoes de dispersao nao sofrem com
nenhum dos problemas mencionados. Portanto, podem ser considerados bem comportados de
acordo com os critérios em que se baseia o presente trabalho.

No capitulo 5, analisamos a eletrodinamica de Maxwell modificada por termos de derivadas
superiores de dimensao 5 e CPT-impar que fazem parte do setor de fétons da extensao nao
minima do modelo padrao. O primeiro termo de dimensao cinco a ser tratado é um tipo de
contribuicao do tipo CFJ com derivada superior. O propagador da teoria foi calculado por meio
da algebra para os operadores envolvidos. Com base neste propagador, foram investigados os
modos de propagacao da teoria devido a presenca de violacao de Lorentz.

A anadlise das relacoes de dispersao obtidas a partir dos pdlos propagadores revelou que o
setor puramente tipo tempo nao representa uma relacao fisica, pois os modos nao representam
relacao de energia e momento. Para o setor espacial os modos de propagacao sao fisicos no
regime de altas energias. Para este setor, a causalidade classica é preservada para qualquer
escolha do tensor de violacao de Lorentz. Além disso, uma andlise da unitariedade a tree-level
foi realizada contraindo o propagador com as correntes conservadas, J*, e estudando a estrutura
de pdlos da expressao resultante. Constatamos que as relagoes de dispersao descrevem modos
nao-unitarios, em geral, mas para alguns casos particulares a unitariedade é preservada. Este
propagador possui uma analogia com a teoria MCFJ, que foi mostrado no Apéndice A. Mas as
relacoes de dispersao e a fisica relacionada sao diferentes entre esses dois modelos.

O segundo termo de dimensao cinco examinado ¢ um tipo de contribui¢ao anisotrépica do
tipo CFJ com derivada superior, que pode ser identificado com o setor de fétons da teoria
de Myers-Pospelov. O propagador foi novamente calculado e as relacoes de dispersao foram
obtidas a partir dos pdlos para um campo de fundo tipo tempo e espacial. Para o tensor
de violagao de Lorentz puramente temporal, um modo foi considerado nao fisico, enquanto o
segundo geralmente obedece a causalidade e unitariedade, como mostrado na Eq. (5.118). Para

a configuracao espacial, também obtemos dois modos. Um modo tem a causalidade assegurada
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apenas para certos regimes especiais de propagacao, quando « € [0,7/2]. O outro modo tem a
causalidade violada para todos os angulos de .. No entanto, as investigagoes numéricas indicam
que a unitariedade é preservada para configuragoes arbitrarias dentro deste cenario apesar da
causalidade ser violada.

Nossos resultados revelam que a quebra da causalidade nao implica necessariamente em
violagao da unitariedade. Os modos bem comportados podem ser adequados como base para
estudar a quantizacao de teorias de campos CPT-impar, nao minimo em trabalhos futuros.

No que diz respeito aos nossos resultados, podemos concluir com seguranca que o setor de
fotons da teoria de Myers-Pospelov é bem comportado com respeito a unitariedade para um
grande nimero de parametros. Também se sabe que uma violagao da causalidade cléssica nem
sempre produz uma violagao da causalidade no nivel microscépico, como foi demonstrado para
modelos minimos particulares; [127]. Portanto, modos nao causais nesse sentido ainda podem
ser de interesse.

No capitulo 6, propomos uma teoria tipo Chern-Simons, em 1 4+ 2 dimensdes, dotada de
altas derivadas e violacao da simetria de Lorentz. (Que consiste na generalizacao do termo usual
de Chern-Simons para acomodar uma possivel anisotropia espacial na agao. Obtivemos uma
equagao de movimento que, por sua vez, possui uma estrutura similar aquela da teoria de Chern-
Simons. Observamos que para d = 3, recuperamos a teoria de Chern-Simons. Observamos
também que para d = 5 reproduz uma teoria tipo-Deser-Jackiw, isto é, uma teoria anisotropica
com duas derivadas adicionais.

Ainda no capitulo 6, analisamos o termo de Deser-Jackiw com o termo de Chern-Simons,
sem o termo de Maxwell. Observamos que a primeira relacao de dispersao representa um
foton padrao, mesmo sem o termo dinamico de Maxwell. Ja a segunda relacao de dispersao,
obtida sem o termo de Maxwell, produz um termo semelhante com a relacao de dispersao
do modelo Maxwell-Deser-Jackiw, em que o segundo termo de ambas as relacoes, % = 19% =
m?, representam um termo de massa ao quadrado, como deveria ser. Ou seja, possuem a
mesma estrutura. Assim, temos que o termo de altas derivadas de Deser-Jackiw tem dinamica
produzindo propagacao. Analisamos a causalidade classica e para a velocidade de frente de
onda, obtivemos ug = 1, e de acordo com o grafico concluimos que o médulo da velocidade de
grupo é sempre menor que 1. Logo, a causalidade classica é assegurada para a teoria de Chern-
Simons com Deser-Jackiw. Apds essa andlise, estudamos um termo de dimensao de massa
3 acoplado a um campo de fundo. Apds o célculo do propagador, analisamos os modos de
propagacao da teoria e a causalidade. Verificamos que para a configuracao isotropica-temporal
a causalidade é assegurada. Para a configuragao anisotropica-temporal a velocidade de frente
de onda pode ser maior que 1, violando a causalidade. Para a configuracao anisotropica-espacial
observamos que se os vetores D e F forem paralelos a velocidade de frente de onda sera menor
do que 1. Caso contrario, se os vetores forem anti-paralelos a velocidade de frente de onda
sera maior que 1, violando a causalidade classica. Do mesmo modo, o comportamento para

o médulo da velocidade de grupo, de acordo com o gréafico obtido, observamos que para os
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angulos « = 0 e = m, linha fina continua, o médulo da velocidade de grupo é maior do que
1, ou seja, quando os vetores forem anti-paralelos a causalidade classica é violada.

Assim concluimos que a relacao de dispersao isotropica corresponde a modo propagante,
cuja dinamica advém da presenca dos termos de altas derivadas e a causalidade é assegurada.
Ja as relacoes anisotropicas exibem um radicando que nao é positivo definido, de modo que

podem exibir instabilidades para determinados valores dos parametros envolvidos.
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Apeéendice A

Comparacao com o propagador da
teoria MCFJ

E importante comparar o nosso propagador (5.19) com o propagador da teoria MCFJ, pois
existe semelhancgas entre os dois modelos. Para fazer essa comparagao vamos partir da densidade

de Lagrange de MCFJ que é dada por

1 1 1
LMCFJ = —Z aﬁFaB — L—léﬁap@‘/ﬁAan@ + E(auA‘u)z, (Al)

onde Vj é o tensor de violagao de lorentz e o ultimo termo é o termo de fixacao de gauge.
No intuito de calcular o propagador da teoria vamos reescrever a Lagrangeana acima na

forma quadratica em funcao dos campos bilineares A*, ma forma:

1
Lyicry = 5146 Hga A”, (A.2)
onde Hg, ¢ o operador tensorial dado por
1
Eaga == DGﬂa — EDan + Sﬁa s (ASa)
onde
She — 65"‘9"”‘/@@. (A.4)
Usando a identidade
EﬂﬂaAsz = 98v;, (A5)

onde AJ é operador inverso de Hg,. Lembrando que
gpy = @,BV + Qﬂm (A6)

onde os projetores transversal e longitudinal estao dados, respectivamente, por



Assim, podemos propor a seguinte forma para A, em termos dos projetores conhecidos,
A7 = a®;, + b8 + ¢S} (A.9)

onde a, b e ¢ sao constantes a serem determinadas. Estes operadores satisfazem uma algebra
tensorial fechada.Usando uma algebra semelhante a da Tab. 5.1 e soluciando o sistema que

advém da identidade, obtemos o seguinte propagador:

1 2 2 2 2 2
AQV:D[DQ_(VQD_AQ)} (%64, — {£ [0 = (VPO - X)) 4+ A°} Qau

—0O(Saw + VaVo) + A(VL0, + V,04)] (A.10)

onde A = V*#9,. No espago dos momentos o propagador tem a forma

i

A, (p) = — 0., . L (V)2 =122\ — (V- p)2 PaPv
) =5 VR [p (p) —{¢[p* = ((V-p) p’)] = (V-p)*} 2
+1°Sa(p) +°VaVi = (V- p)(Vapy + Vopa)] (A1la)
i, (vep? VT (V- p) (V-p)? V] pap
Aal/(p> - _E - p4 + p4 Now — 1 - p4 +£ 11— p4 + p4 pg
Soa/(p) VO!VI/ V. p
=t (Vape+Vipa) (A.11b)
Fazendo a substituicao
Ve
o — 2DH, (A.12)
na relagao de dispersao
[p* = (V-p)* + V] =0, (A.13)

que advém do polo do propagado, obtemos

)2 2,2
1—<V4p) +Vf — 1 —4(D - p)? +4D*p?, (A.14a)
p p
Sow(p) o
I 2L°%(p), (A.14b)

que ao ser inserido na Eq. (A.11a), leva ao propagador (5.19) do primeiro modelo de dimensao 5,
o modelo simoles, que foi examinado. Além disso, esse propagador, tal como esta, corresponde
a Eq. (3.3) do primeiro artigo da Ref. [26] para V# — mk,, £ — —& e n* +— ph.
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Apeéendice B

Mapeamento dos modelos de dimensao

5 para o MPE nao-minimo

Vamos mapear as Lagrangianas naquelas apresentadas em [75]. Os termos, de dimensao 5,
modificados com altas derivadas e tensor de violacao de Lorentz que consideramos neste artigo

sao os seguintes

1

L) = 56“’“’DHAADFW, (B.15a)
1

Ly = EERA”VA/\TH(T - 0)’F,,, (B.15b)

onde D, e T, sao os campos de fundo de cada um dos modelos. Como os operadores de
campo relacionados sao de dimensao de massa 5, a Lagrangiana correta deve ser £f) de sua
Tab. III com o tensor do observador k®)*e*¥ Apenas as partes antissimétricas em o, A e u, v
contribuem. Ao realizar uma integracao parcial e negligenciar os termos de divergéncia total,

5 . .
a Lagrangeana Efax) pode ser escrita em uma forma mais adequada:

1 1 1
£y = = RO B0y Py = =Sk 0, A3 00 By = SN 430,00 F . (B.16)

Comparando o resultado acima com as densidades de Lagrange £, e Lo, temos
k(5)a@>\uu _ nagefi)\#VDK 7 (B.l?a)
Lo _ TO‘TQ&‘K)‘“VTH _ (B.17b)

Podemos observar que ambos os termos sao simétricos em «, ¢ devido a simetria das duas
derivadas do espaco-tempo. O problema é que os tensores nao sao anti-simétricos em p, .
Portanto, eles devem ser anti-simetrizados manualmente. Por exemplo, para a primeiro La-
grangiana, obtemos

fParuw % [77“95"““’&i — 77‘“’\5”“9‘“’D,J . (B.18)
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. . 5 , . . ~ .
Inserindo o termo acima na Lagrangeana E;) apos realizar a integracao parcial podemos escre-

ver
1
L) = 7 19" Dy = e D,] 430,00 Fr
1
= 1 [ DANDE,, — & D AN0,0 Fu
- i [SNA“"DKAADFW - zDKAAaAaQﬁﬂ , (B.19)

onde F* é o tensor dual do campo eletromagnético. A segunda contribuicao desaparece devido
as equagcoes homogéneas de Maxwell 0gﬁ 2% = ( que ainda sao validas na presenca de violacao
de Lorentz. Portanto, nao é necessario anti-simetrizar os tensores em o, A manualmente, pois
por meio dos mapeamentos das Eqs. (B.17) sao vélidos como estdao. O mesmo argumento vale

para a segunda modificacao.
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Apéndice C

Integrais da solucao estacionaria para o

potencial escalar e vetorial

A seguir mostraremos as solugoes das integrais usadas para obter o potencial escalar e vetorial

das Egs. (5.194), (5.202) e (5.207).
Partindo da Eq. (5.185)

d3p1zr dgp]'kzr
Gan (I‘) :gan/ (271')3 p2 P +21€cmukD / 2p ep7

vamos calcular as solugoes das respectivas integrais,

dp 1
L(r):/ - e

d3 1
Fo (r) QIGMMD/ P preirr.

Reescrevendo as integrais nas coordenadas esféricas d®p = p2d |p| sin adadd,

1 o0 T .
L(r) = d sin aePEeosdq,
(x) (2%)2 / P /

2i D+
F..(r)= IEM—”k d(b d|p| sin aePReos o pk oy,
(2m)°

e fazendo uma mudanga de varidveis na integral em «, da equacao A (r), obtemos:

T -1 ipRu 3 ipR __ —ipR
. . e i(e e
/ sin aeP s do = —/ ePRudy = — [ — ] = ( )

Substituindo a integral em « na equagao (C.4), podemos escrever

Calculando o valor principal,
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[ i e el

obtemos a solugao para a primeira integral,
dp 1 1 { % ipR 0 ipR
Lr:/——ezpr:—i—/ —dp+/ —dp},
) e e & o el L e P
dPp 1 1 i 1
Lr)=| —=eP=—-i——= || =—
) / 21’ p?° ‘en R [2] IR’

R 2 (67,7 D
G (1) = 5 1 B 7 o |l [ eyt

logo

Para a segunda integral,

2i€qpup D"
F,.(r) = IE(QTM dgb/ d|p|/ sin ae PR o pk oy,

vamos usar coordenadas esféricas para cada componente de p’,

= |p| cos ¢ sin
pY = |p|sin ¢sin a,

p® = |p|cos a,

logo

F,.(r) = i€ “ / Cos¢d¢/ |p|d]p]/ sin? ae’Pteos @ do +
Qi€amuy D" 7T g
16—%,3/ s1n¢d¢/ \p\d|p|/ sin? ae'Pes*da +

(2m) 0 0 0

2 o ZD“ 2 00 0 ) )
IE—MB/ dqb/ |p|d|p|/ cos arsin e PR gy,
(2m) 0 0 0

(C.12)

(C.13)

Resolvendo as integrais, vemos que as componentes p* e p? se anulam devido as integracoes no

angulo ¢. Dessa forma, obtemos
. 2 > " : ipR cos
Fo (r) = iequu. D' —— lp|d|p| | cosasinae® dov.
(2m)” Jo 0

. ™ . H 3 . . .
A integral fo cos a sin aePft 5 da pode ser resolvida na seguinte maneira:

-1

i ) -1 ) eipRu
/ cos asin e = —/ ue?™du = —— (ipRu —1)|
0 1 PR 1
(eipR . efipR) (eipR + efipR)
= — 1.
P*R? PR
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Substituindo o resultado acima no potencial (C.14),

2 o) (eipR o efipR) (eipR + e*ipR)
F,. (r) =iequ . D' —— d — il C.15
() =D o [ Bl | - c15)
e usando o valor principal, escrevemos
1 1 o . .
ch = Cak zDu - o5 d iR —ipR . C.16
(1) = oD |5 + 5o [ ARl @) (©.16)

. (o) i —1 N . .
Para resolver a integral fo d |p| (e‘pR +e ‘pR) , vamos reescreveé-la da seguinte maneira

/ d|pl| (e?" + e P1) :/ d|p| P~
0 —

(e}

Para resolver a integral acima precisamos do artificio de varidveis complexa mostrado a seguir:

. . p .
/ ¢“fdz = lim e“fdz 4 lim e fdx. (C.17)
c p—00 c, p—+00 —p
Por um lado temos que
/ ez =0, (C.18)
c
pois €#f ¢ uma funcao analitica no plano complexo. Por outro lado,
. p .
0= lim [ €*dz+ lim [ e“Fdx. (C.19)
p—00 c, p—00 —p

Precisamos calcular a primeira integral. Fazendo z = pe?, obtemos

™ U

lim ipee*’Rdh = lim ipelfeircostRe=psinfligg (C.20)
p—=o0 Jq p—0 Jq
Usando a propriedade
[10d < [ireia (©.21)
obtemos _ -
lim / ipeweipcoseRe_pSiHGRdﬁl < lim / pe PsmORdqy 0. (C.22)
p—=o0 | Jo p—=oo Jq
Portanto, concluimos que
/ ey = 0. (C.23)
Assim, a segunda integral possui a solucao seguinte:
1
Fox (I') = _EomuzD# ImR2 (024)
Por fim, a fun¢ao de Green dada na Eq. (C.1) tem a solucao seguinte
Gox (t) = gawL (v) + F. (1), (C.25)
Yar 1
Gux (r) = — €anpD" . C.26
(r) A7 R € 1 27TR2 ( )
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Apeéendice D

Alternativas para trabalhar CS com

altas derivadas

D.1 Eletrodinamica de Maxwell-Chern-Simons-Deser-Jackiw

Além dos modelos estudados, podemos também citar alguns casos mais simples. Fazendo-se
Y1 = 0 e 3 = 1,temos a teoria de MCS com termo de altas derivadas tipo Deser-Jackiw [122],

ou seja,

1 k ¥ 1
L= = FuF" + e, A0 A" + Sep, AMOTIA” + % (9, A", (D.1)
cujo propagador tem a forma
: 1 : o2 p pOL
(0T (A () Aa ()] 0) = —i— P*Opa (p) +1 (0% = k) €uoapd” — €7 (p) =5~ (D-2)
p*Z (p) p
que fornece a relagao de dispersao a seguir
Z(p)=p" = (k=9p°)" =0, (D.3)
ou melhor,
9*pt — p*(1 +20k) + k* = 0. (D.4)
As solucgoes correspondentes sao:
1
T [(1 F20k) £ VI T 41%} , (D.5)
que fornecem dois modos massivos, com massas quadraticas dadas por:
1
M=o [(1 +20k) £ VI T 419/«1;} . (D.6)

Neste caso, vemos que a presenca do termo de altas derivadas nao traz, em principio, modi-

ficagoes significativas aos modos progantes da teoria de MCS, que também sao massivos.

po = /P? + MZ, (D.7)

tipicamente causais.
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D.1.1 Eletrodinamica de Maxwell-Deser-Jackiw
Um caso particular simples da Lagrangiana (6.44) é obtido com s = 1,9 =0e k=0, o que
corresponde a eletrodinamica planar de Maxwell-Deser-Jackiw, ou simplesmente,

1 , 0 y 1
L= _ZFHVFM + §€uup"4ua AP + 2_5 (auA”“)2 )

cujo propagador da teoria de Chern-Simons em altas derivadas de Deser-Jackiw tem a forma:

. 1 2 . 9 o / PuPa
(O (0) Aa G)I0) = =i |00 () + Pyt € () 52| (D)
onde
F (p) = p2 _ (pzﬁ)Q _ p2 (1 —p2192) ’
logo
_ —i; e o 2492 %
O (4 (5) o 10 = =i O )+ id” € (1 =) 22 (D)

As relacoes de dispersao sao dadas por

P = p, (D.10)
1
P =P+ o5 (D.11)
representa um modo nao massivo e um modo massivo, que equivale a mesma relacao de dispersao

(D.5) quando k = 0.

D.2 Eletrodinamica de Maxwell-Chern-Simons com ter-

mos tipo Chern-Simons de altas derivadas

Partindo da expressao (6.44) e escolhendo » = 1, k # 0, 9 = 0, ¥J; = 0, temos a famosa
eletrodinamica planar de Maxwell-Chern-Simons (MCS). Supondo agora que ¢ # 0, ¥; # 0,
adicionamos termos tipo Chern-Simons de altas derivadas sobre o modelo MCS. A Lagrangiana

é a seguinte

1 k v 9 1
L= = FuF" + e A" A + S, A0V OA + éewA“ (VN0,05) 0" AP + % (9, A",
(D.12)
cujo propagador é obtido a partir da Eq. (6.58) fazendo-se s = 1,
o1 : a o PuPa
(0[T(Ay (x) Aa (1)) 0) = R P*Opa (p) + i (=k +9p” + 91V paps) €uoad” — EF2 (p) ;;2 )
(D.13)
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onde
Fy(p) = p* — (—k + 9p> + 9,V paps)”. (D.14)

Para a Lagrangiana (D.12), a relagao de dispersao é
2
p? — (—k; +9p* + 191V’\ﬁp,\pﬁ) =0. (D.15)

Precisamos examinar como o termo de altas derivadas anisétropico afeta o comportamento da

teoria da relacao de dispersao. A Eq. (D.15) fornece:

p* — (=k+9p5 — 9p* + 91V + 01V pop; + ﬁlvijpipjf = 0, (D.16)
p? = [0+ 01VP)ps — Ip? + 1V popi + 01 VIpip; — kP = 0. (D.17)

Por ser deveras complicada, tal relacao de dispersao pode ser preferencialmente examinada em
algumas configuracoes especificas do tensor de fundo.
Configuracao isotrépica-temporal do tensor de fundo: V% £ 0, V% =0, V% = (.
A relacao de dispersao (D.17) assume a forma
p* = [apg — 9p* — K]* =0, (D.18)
a’py — [2a9p® + 2ak + 1]p; + [20kp® + p* + k* + ¥p?] = 0, (D.19)

onde
a = (19 + 791‘/00),

produzindo a solugao

209p? + 2ak + 1 + \/4a19p2 + dak + 1 — 4a? (1 + Up? — ¥’p?) p?

2a2

Py = (D.20)

Configuracao anisotrépica-espacial do tensor de fundo: V% =0, V% =0, V¥ £ (.
Nesse caso a relagao de dispersao (D.17) produz
p* = [9p5 — 9p* + 1 Vpip; — kJ* = 0,
a forma
—9%py + (1 +29°p* — 200, V7 pip; + 2k0) pj
+ (219191Vijpipj —1—9¥p?— 21%) p? + 2k0,Vipp; — 97 (1/”101-10]-)2 — k=0, (D.21)

cuja solucao é dada por

, (14 20°p? — 200, Vip;p; + 2k0) £ \/ (14 29°p2 — 2099, Viip;p; + 2k19)2 + 49%¢c
Py = 292 )
(D.22)
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onde

c= (Qﬁﬁlvijpipj —1—9*p? — 21%) p’ + 2k0,Vpip; — 93 (Vijpipj)2 — k2. (D.23)

Configuragao anisotrépica-espacial-temporal do tensor de fundo: VY = 0, V% 4
0, Vil = 0.

Nesse caso a relagao de dispersao (D.17) assume a forma:
p* = [9p5 — Ip? + 0.V popi — k]? = 0, (D.24)
—192]93 _ 219191V0ipip3 + <1 4+ 2k9 — (ﬁIVinZ-)2 I 21921)2) pg+
20019V pipo + 2k01Vpipy — 9*p* — 2kip® — p* — k* = 0. (D.25)

Como podemos ver a equacao acima ¢ complicada. Sendo assim, nao vamos abordar este caso.

D.3 Eletrodinamica de Maxwell com termos tipo Chern-

Simons de altas derivadas

Nessa secao, examinamos um modelo similar ao da se¢ao anterior, mas na auséncia do termo

de Chern-Simons padrao, com Lagrangiana dada por:

1 Y s 1
L= 1 w M+ §5WpAuaVDAp + ég/pru (VAﬂaAaﬁ) 0" AP + 2% (9, A", (D.26)
cujo propagador é
1 : o o
(0 17(Au (2) Aa (1)) 0) = =i (060 (0) +1 (90° + 1V paps) €uoa” — EF5 (p) 25|
p*F; (p) p
(D.27)
onde
Fy(p) = p* — (9p° + 9V Vpaps) " (D.28)
A relacao de dispersao é
p* = (0p® + 191prxpﬁ)2 =0, (D.29)
Ppt+ (200:Vpaps — 1) p* + (0:Vpaps)? = 0, (D.30)

bastante complicada, que pode ser analisada para alguns setores especificos do tensor de fundo,

parametrizados pelas componentes, V0, V% V4,
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Configuracao isotrépica-temporal do tensor de fundo: V% £ 0, V% =0, V% = (.

Iniciamos considerando o efeito da componente isotrépica, V%, suposta a tnica componente

nao nula do background. Assim, a relagao de dispersao(D.29) fornece
p? — (P20 + VOp20,) =0, (D.31)

(9 + 0, VO) it — [1+2 (0 + 9, V) 9p?] p2 + (0%p* + p?) =0, (D.32)

cuja solucao tem a forma

, _1+2(W+ 01V Yp% £ /1 — 4 (9 4 9, V0) 9,V 0p2

Do, 20+ 191‘/,00)2 (D.33)
Podemos observar que para o modo positivo a energia é fisicamente aceitavel se
(2 (0 4+ 0,VP)9p® + 1) > /=49, VO (9,V0 + ) p2 + 1, (D.34)
e se a raiz for real
49,V (9,V° +9) p* < 1. (D.35)
Para o modo negativo a energia ¢ fisicamente aceitdvel se
49V (0, VP +9) p* < 1. (D.36)

Causalidade Conforme ja vimos nos capitulos anteriores, para a teoria ser causal a velocidade

de frente de onda e o médulo da velocidade de grupo devem ser menor ou igual a 1,

Ufrentex — lim po_i < 17
Ipl—co [P
¢ )
Po
A% = .
g+ ap

Assim, a relac@o de dispersao (D.33) pode ser reescrita na forma:

: (D.37)

Do. 2(19+191V00) ’L9p2+ 1F \/—4’191‘/00 (191V00+19) p2—|—1
p| 2 (9 + 0hV0)* p?

logo a velocidade de frente de onda é dada por:

Ufrenteqx — lim

)
[p[—o00

29 + 9, V) Ip2 + 1 F /=40, V0 (9, V0 1) p? + 1
2 (¥ + 0, V00)? p2

/ 9
Ufrentex — W < 1. (D38)
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Podemos observar que a velocidade de frente de onda da particula é menor que 1.

Para a velocidade de grupo, temos

1 G, (
Vot = 77—
95T (94 9,V) dp

derivando, obtemos

9+ 9,V0) 9p2 + 1/2 F /=9, V00 (9, V0 + ¢9) p2 + 1/4,

et
24/ =01 V00 (91 V00 +9)p2+1/4
Vgt =P . (D.39)
V0 + 0 V0) dp2 4+ 1/2F /=0, V0 (0,7 1 9) p? + 1/4
Como queremos estudar o comportamento do médulo da velocidade de grupo, temos
7191‘/00
{19 T 2\/191V00(191V00+19)p2+1/4:|
Vg+ = |P| , (D.40)

\/(19 +0,V0) 9p2 4 1/2 F /=0, VO (9,V0 1 9) p? + 1/4

cujo o comportamento é representado no grafico da Fig. C.1 a seguir

— V+,0=0.2,0;V° =0.1

2 ,.J - Vi, 6=0.3, V0 =0.2
D‘\

V+ 0 ’!:!_52:5-'-" V+,0=0.4,0V° =03
5 ' — V-,0=02,V°=0.1
» — V-,0=03,V0=02
— V-,6=04,5,V°=0.3
0 ) 10 15 20

P

Figura D.1: Velocidade de grupo para a componente isotrépica

O gréfico acima mostra o comportamento da velocidade de grupo para valores distintos dos
parametros, conforme mostra a legenda Figura 6.1. Podemos observar que o modo positivo da
velocidade de grupo representa um modo espirio, pois a velocidade de grupo é maior que 1.
Para o modo negativo a velocidade de grupo é menor que zero. Para determinados valores dos
parametros 9, 9,V tanto o modo positivo quanto o modo negativo podem ser complexos e
sao representados pelas linhas tracejadas. Para grandes momentos temos que ambos os modos
convergem para 1, assim, a causalidade para a componente isotrépica é assegurada apenas para
grandes momentos.

No limite em que o tensor de violagao é nulo, obtemos a relacao de dispersao e os modos de

propagacao da teoria de Deser-Jackiw.
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Configuracao anisotrépica-espacial do tensor de fundo: V% = 0,V% =0, V¥ #£ 0.

Neste caso, a expressao (D.30) fornece:
Ppt + (200,VIpip; — 1) p* + (0. VY pipy)* = 0, (D.41)

cujo desenvolvimento fornece a expressao,

1 g ) )
P’ = Y {1 — 200, Vp;p; £ \/ (209, Viipp; — 1)* — 4192(191‘/”]9,'])]-)2] , (D.42)

1 - —
Do = \/p2 + 2 [1 — 200, Viipp; £ /1 — 419191‘/”191}7]']’ (D.43)

Configuracao anisotrépica-temporal do tensor de fundo: V% =0, V% £ (0, V¥ = (.

Para esta configuracao, a expressao (D.29) produz
: 2
p* = (0p* + 1V pops)” = 0, (D.44)

(P2 — p?) — 9% (02 — %) — (LV%ops)” — 200,V pop; (92 — p?) = 0, (D.45)

que é uma equagao complicada para ser resolvida devidos os termos 299,V %pop; (pz — p?).

D.3.1 Eletrodinamica de Deser-Jackiw com VL

Partindo da expressao (6.44) e escolhendo » = 0, k = 0, ¥ # 0, ¥; # 0, temos uma eletro-
dinamica planar tipo Chern-Simons em altas derivadas modificada pelo termo g—lepr“ (lec()al@)\) oV AP,

acoplado ao tensor de violacao de Lorentz, ou seja,

1
L :gfuupA“aVDAp + %5;11//)14“ (V/\alaoqa)\) 0" A" + i (aMAM)Z ) (D‘46)

produzindo o propagador

. ]' : o p pa
(0T(AL (r) Aa ()] 0) = i~ |i (f}p2 + 191V’\’8pAp5) €uoald’ — EG (D) “2 , (D.47)
P*G (p) p
onde
o 2
G (p) = = (=0p* = 0V *paps)”. (D.48)
A relagao de dispersao tem a forma
(—0p* — 9V Ppaps)” = 0. (D.49)
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Configuracao anisotrépica-espacial do tensor de fundo: V% = 0,V% =0, V¥ #£ 0.

A relagao de dispersao (D.49) fornece:

Ipy — 9p* + 9 Vpip; = 0, (D.50)
que produz a solugao:
9
pg=p° — glV”pipj, (D.51)
onde deve valer p
p’> > jV”pipj,

para que seja fisicamente aceitavel.

Configuracao isotrépica-temporal do tensor de fundo: V% £ 0, V% =0, V% = 0.
Neste caso, a expressao (D.49) fornece
Upg — Ip® + 9, Vp5 =0, (D.52)
com a solucao dada por
Py = WPQ, (D.53)

que representa uma solucao fisicamente aceitavel.

Configuracao anisotrépica-temporal do tensor de fundo: V% =0, V% £ 0, V¥ = (.

Para essa configuragao a expressao (D.49) produz:
Ips 4+ 91V Cpipy — Ip* = 0, (D.54)

em que a solucao tem a forma:

—0,V 0, £/ (9,V0p,)? + 49%p?

Po = 5 (D.55)
Para uma solucao fisicamente aceitavel, temos
\/<191Vi0pi)2 +40°p? — 9,V
Po = 59 , (D.56)
onde
D VO, < \/ (9, Vi0p;)? 4 49*p2. (D.57)

Assim concluimos que a relagao de dispersao tipo tempo corresponde a modo propagante,
ja as relagoes anisotropicas exibem um radicando que nao é positivo definido.

As analises feitas na secao 6.6 valem aqui quando k£ = 0.
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Anexos

Nas préoximas paginas constam os artigos publicados, referente aos capitulos 3, 4 e 5 desta Tese.
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Maxwell electrodynamics modified by CPT-even and Lorentz-violating
dimension-6 higher-derivative terms
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In this paper, we investigate an electrodynamics in which the physical modes are coupled to a Lorentz-
violating background by means of a higher-derivative term. We analyze the modes associated with the
dispersion relations obtained from the poles of the propagator. More specifically, we study Maxwell’s
electrodynamics modified by a Lorentz-violating operator of mass dimension 6. The modification has the
form Dﬂdi},f‘“ﬂf}i!“"’; i.e., it possesses two additional derivatives coupled to a CPT-even tensor Dy, that
plays the role of the fixed background. We first evaluate the propagator and obtain the dispersion relations
of the theory. By doing so, we analyze some configurations of the fixed background and search for sectors
where the energy is well defined and causality is assured. A brief analysis of unitarity is included for
particular configurations. Afterward, we perform the same kind of analysis for a more general dimension-6
model. We conclude that the modes of both Lagrange densities are possibly plagued by physical problems,
including causality and unitarity violation, and that signal propagation may become physically meaningful
only in the high-momentum regime.
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D.5 Artigo referente ao Capitulo 5
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Maxwell electrodynamics modified by a CPT-odd dimension-five
higher-derivative term
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In this paper, we consider an electrodynamics of higher derivatives coupled to a Lorentz-violating
background tensor. Specifically, we are interested in a dimension-five term of the CPT-odd sector of the
nonminimal Standard Model extension. By a particular choice of the operator kqp, we obtain a higher-
derivative version of the Carroll-Field-Jackiw (CFJ) term, %r““*A,!DKDFW with a Lorentz-violating
background vector D,. This modification is subject to being investigated. We calculate the propagator of
the theory and from its poles, we analyze the dispersion relations of the isotropic and anisotropic sectors.
We verify that classical causality is valid for all parameter choices, but that unitarity of the theory is
generally not assured. The latter is found to break down for certain configurations of the background field
and momentum. In an analog way, we also study a dimension-five anisotropic higher-derivative CFJ term,
which is written as A, T, (T - d)*F,, and is directly linked to the photon sector of Myers-Pospelov
theory. Within the second model, purely timelike and spacelike T, are considered. For the timelike choice,
one mode is causal, whereas the other is noncausal. Unitarity is conserved, in general, as long as the
energy stays real—even for the noncausal mode. For the spacelike scenario, causality is violated when the
propagation direction lies within certain regimes. However, there are particular configurations preserving
unitarity and strong numerical indications exist that unitarity is guaranteed for all purely spacelike
configurations. The results improve our understanding of nonminimal CPT-odd extensions of the
electromagnetic sector.
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